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Bevezeto

A geoinformatika és a tematikus térképek a mai geotudomdnyok szerves részét képezik.
Nélkiilik érthetetlen és feldolgozhatatlan lenne az a rengeteg adat és megfigyelés,
amellyel a foldtudomanyok: a geofizika, geoldgia, foldrajz, geomorfoldgia, talajtan,
hidrolégia, meteorologia és klimatologia, vagy akar a planetoldgia szakemberei nap, mint
nap taldlkoznak. Jelen kotet a , Tematikus térképek a geotudomdnyokban” egyetemi kurzus
gyakorlati anyagat foglalja 0Ossze. A targy 2006-6ta szerepel az Eotvos Lorand
Tudomanyegyetem kinalatdban a térképészek szamara kotelez6 kurzusként. Oktatoik a
kezdeti években dr. Marton Madtyas professzor, dr. Gercsak Gabor és Draskovics
Zsuzsanna voltak, majd 2012-t6] dr. Albert Gaspar vette at mind az elméleti, mind a
gyakorlati ordkat. A tantdrgy tobb oldalrdl vildgitjia meg a felsorolt tudomdnyok
térképészeti kihivasait, a térképi dbrazolasmodok torténeti okait és kovetelményeit, illetve
azokat a lépcséfokokat, amelyek a mai szakma-specifikus geoinformatikai rendszerek
kialakulasdhoz vezettek. Egyrészt a térképszerkeszt6 szemszogét tekinti at, amely lehetévé
teszi, hogy a térképeket az eldallitdsuk és hasznalati céljuknak legmegfelel6bb mdédon
allitsuk eld, masrészt a térképolvasdk szemszogét is vizsgalja. Utobbi a szakmai és
szakman kiviili olvasok6zonséget egyarant magaba foglalja.

A térbeli vonatkozast adatok abrazoldsa a térképész feladata, de az adatok feldolgozasa
szakteriileti tudast igényelhet. Sok esetben viszont a szakteriileti adatfeldolgozas soran
keletkezett abrdk nem megfeleléek a kivant informdacié hatékony kozlésére. Ezért a
térképész és a foldtudomanyi szakérté kozos munkdja kell ahhoz, hogy jo térkép keriiljon
az olvaso elé. A kurzus célja ennek az egytittmiikodésnek az elésegitése olyan tuddssal,
ami a térképész és az egyéb foldtudomdnyok miivelSinek ismereteit egésziti ki
kolcsonosen.

A kotet a ,Tematikus térképek a geotudomdnyokban” kurzus gyakorlatai soran targyalt
modszerek elméleti alapjait diakép-szer(i dbrakon, koztes magyardzoszoveggel mutatja be.
A gyakorlathoz kapcsolddd feladatok olyan formatumban szerepelnek, ahogy a hallgatok
az 6rak soran talalkoznak veliik.



F6 témakorok

A gyakorlatok célja a tematikus térképszerkesztéshez sziikséges elméleti tudas
megszerzése és egy sajatos ,térképi modellez6” gondolkodasmodnak az elsajatitasa, ami a
matematikai miuiveletek és a térképszerkesztéi feladatok kozti kapcsolat ismeretén
alapszik. A térképi dbrazolast a geotudomanyok esetében szinte mindig térbeli, és nem
csak feltileti jelenségek bemutatasara alkalmazzak. Ha jé térképet akarunk szerkeszteni,
akkor a pontszert 3D adatok feldolgozasanak matematikdjat és kapcsolatat a feliilet- és
térhalo-modellekkel szintén értentink kell. Sok esetben mar eleve feliileteken értelmezziik
az adatokat (pl. a topografiai magassagmérések a foldfelszinhez kotédnek, mig a
kutatofiarasokban észlelt réteghatdrok egy rétegfeliilethez). Ilyen esetekben a felszinek
kozotti relacio (pl. metszés) lehet az a jelenség, amit a térképen dbrazolunk (l.: foldtani
térkép). A gyakorlat mind numerikus, mind geometriai megkozelitésben targyalja a
problémakort:

e Kvantitativ mddszerek - interpoldcidk (1-5 gyakorlat) - linedris algebrai
szamitasok, levezetések.
e Geometriai modszerek (7-10. gyakorlat) - szerkesztések

Az algebra-tematikdju gyakorlatokhoz alapvetden elég egy egyszeri szamologép, és a
jegyzetfiizet, mivel a modszerek megértését segitd feladatok ezekkel is megoldhatéak. A
geometriai modszerek gyakorldsdhoz a szamologép és jegyzetfiizet mellett a preciz
szerkesztést elGsegité eszkozok (vonalzo, ceruzak, szinesek, tollak) kellenek. A targyalt
témakorokhoz gyakorlatok, megoldott feladatsorok is tartoznak, amelyek az o6nallo
tanulast segitik.



Kvantitativ modszerek (interpolacio)

A kvantitativ (mennyiségi) modszerek az adatfeldolgozas numerikus mddszereit foglaljak
magukba. Ez alapvetSen arra vald a geotudomdanyok esetében, hogy a térben, vagy egy
felszinen folytonos jelenségek (mint pl. légnyomds) mérése sordan keletkezé adatokbol
olyan térrészekre is lehessen kovetkeztetéseket levonni, ahol nincs mérési pont. A
kovetkeztetésekhez matematikai formuldkat hasznalunk, amelyekkel az elsédleges
adatokbol levezetett adatokat allitunk eld implicit mddszerekkel (pl.: interpoldcid).

A tematikus térképek tartalom szerinti csoportositdsa Emil Meynen (1965) nevéhez
kothet6. Ebben az idében 6 volt a Nemzetkozi Térképészeti Tarsulds (International
Cartographic Association ICA) - Terminologiai Bizottsaganak vezetdje. A tartalom szerinti
csoportositas 7 foldtudomanyi fécsoportot kiilonboztet meg, de ez a fajta csoportositas
csak egy a sok koziil (1. dbra).

A tematikus térkepek csoportositasa

A megjelenitett tartalom témaja szerint
A Meynen-féle osztalyozasi rendszer

Az informacio tipusa szerint
Kvalitativ
Kvantitativ
Megjelenités maodja szerint
Statikus
- Dinamikus
Abrazolt téma komplexitasa szerint
Analitikus (71 téma)
Komplex (t6bb téma)
Szintetizal6 (t6bb téma + hozzaadott érték)
Térképkészités modja szerint
Eszlelési (felmérési)
Levezetett (generalizalt)

1. dbra A tematikus térképek 6tféle csoportositdsa

A kurzus gyakorlatainak szdma kevés lenne ahhoz, hogy mindegyik csoportositds szerint
targyalja a térképszerkesztéshez kapcsolodo feladatokat. Ellenben a geotudomanyok soran
elterjedt kvantitativ és kvalitativ adattipusok térképre-vitele (szerkesztése) Kkifejtésre
keril.

A kvantitativ adatokat a térképeken 7 kiillonb6zé dbrazoldsi modszerrel jelenithetjiik meg
(2. dbra). Ezek a geotudomanyok esetében mind el6fordulhatnak (I. a kurzushoz tartozo



elméleti anyag (Albert 2017). A gyakorlat sordan azonban olyan mddszerekre keril a
hangsuly, amelyek feliileteket hatarolnak le és izovonalakat eredményezhetnek.

A kvantitativ adatok abrazolasi modszerei

Jel

- Interpolaciéval feldolgozott adatok térképi
Felilet [:> abrazolasara leggyakrabban hasznalt
modszerek.

Izovonal
Diagram
Pont

Vektor
(mozgasvonal)

7. Kartogram

R Bl

Atematikus abrazolas médszerei
(Klinghammer & Papp-Vary 1983 - Foldiink
tukre a térkép), p. 282.

2. dbra A geotudomdnyok esetében a kvantitativ adatokat leginkdbb izovonalakkal
dbrdzoljdk, de el6fordul, hogy a térképeket adattartomdnyok szerint szinezik (L.: az dbrdzolt
morfometriai térkép).

Az interpoldcio soran olyan folytonos fiiggvényeket keresiink, amelyek segitségével
pontszert adatokbol kiindulva a folytonos jelenséget mas, mérési adattal nem rendelkezd
helyszinen is tudjuk értelmezni. Ez a ,hely” lehet az Euklideszi tér egy pontja (3D), egy
felillet egy pontja (2D), vagy csak egyetlen valtozo szerint meghatarozott érték (1D). A
kivalasztott interpolacios modszer fligg az adatok teriiletre es6é szamatol (adatstirliség), az
elrendezés homogenitdsatol, és az adatok elrendezésében jelenlévd, vagy nem jelenlévd
irdnyitottsagtdl (3. dbra).

Ha az interpoldcios fiiggvényt egyetlen valtozd szerint adjuk meg, akkor 1D modszerrdl
beszéliink. Ilyen, amikor pl. a felszintdl valé tavolsag mint valtozo fliggvényeként adjuk
meg a légkori nyomast (1.: meteoroldgia), vagy idésoros elemzéssel vizsgaljuk egy forras
vizhozamat (1.: hidroldgia). A fiiggvény kétdimenzios, ha a folytonos jelenséget két valtozo
szerint hatdrozzuk meg a keresett helyen. Ilyen jelenség a foldfelszin magassaga (x, y
koordindta a két valtozd), vagy a magneses deklinacio értéke a felszinen (l.: geofizika).
Haromdimenzids fliggvények esetében a vizsgdlt jelenség a tér harmadik dimenzi6jatol is
figg (4. abra). 3D fiiggvényekkel potencidltereket és egyéb térben folytonos jelenségeket
tudunk modellezni.



Interpolacio célja a geoinformatikaban

Combined Bouguer Gravity Anomaly Map of Jordan and Israel Gravity Points Collected in Jordan and Israel
100 300 37 400
2

36

Folytonos fliggvények (skalarterek 3D, feltletek
Syria 2D, gorbék 1D) létrehozasa diszkrét adatokbdl
(pl. pont 0D, vonal 1D).
Pl. feluletmodell |étrehozasa digitalizalt
szintvonalakbél (. FOMI-DDM 5)

Terkép szerkesztése észlelési pontok értékeinek interpolaciojaval — az
interpolacios eljaras kivalasztasat a pontok eloszlasa, gyakorisaga, és az érékek
sajatossagai (pl. iranyitottsaga) hatarozzak meg.

3. dbra Az interpoldcié célja a geoinformatikdban.

Az interpolaciés modszerek dimenzidi

1D interpolacié: goérbe || b

eléallitasa (x, y g N

koordinatarendszerben) - 3 7
y=f(x) /

2D interpolacio: felilet

eléallitasa (x, y, z

koordinatarendszerben)
z=f(x,y)

3D interpolacio: potencialfelilet

eléallitasa (x, y, z

koordinatarendszerben)
v=f(x,y,z)

4. dbra Az interpoldciés médszerek dimenzidi



A kvantitativ adatok Bertin-féle vizualis
valtozoi foldtudomanyi térképeken

LA grafikdnak hét vizualis (szemmel érzékelhetd) valtozéja van, vagyis hét
tulajdonsaganak a megvaltoztatasaval tudjuk abrazolni az adatokat.”

[J. Bertin 1967]

Alak A
ue Interpolalt adatok
megjelenitésekor
Helyzet alkalmazott
* valtozok

VIZUALIS
VALTOZOK
———

. ( 1 mi éz;>
NN
s \\%\\]Il e

5. dbra A kvantitativ adatok Bertin-féle vizudlis vdltozéi foldtudomdnyi térképeken.

A kvantitativ adatok abrdzolasa térképen a kartografia modszerei szerint torténik, amit
tudatosan, az adott jelenségre optimalizalva alkalmazunk. Az abrazoldsnal figyelembe kell
venni az adott szakteriilet hagyomdnyos jel6lési modszereit, de alapvetden torekedni kell
arra, hogy egy térképi jel ne rendelkezzen haromnal t6bb vizudlis valtozéval, mert az a
térkép olvasdsat neheziti (Albert 2017). Vizudlis véltozok koéziil az interpoldlt adatok
esetében leginkabb a jel irdnya (pl.: izovonal csapasa egy adott ponton), értéke (pl.:
f6/segédszintvonalak), és a jel mérete (pl.: térracs pontjain elhelyezkedé jelek). Ezen kiviil
alkalmazhatunk szineket és mintdzatokat is pl. hipszografikus kategoériak
megkiilonboztetésére (5. dbra).

A mennyiségi adatokat dbrazolo foldtudomanyi térképek - térkép mivoltuk miatt -
legalabb 2D fiiggvényt kell, hogy alkalmazzanak az adatok szerkesztéséhez (6. dbra).
Eléfordulhat, hogy a térképen 1D modszerrel eléallitott adat is szerepel (pl.: egy adott
kutmélységre szamitott ionkoncentracio egy vizfoldtani térképen, ami pontszerd jelként
jelenik meg). Ha a fiiggvény, amivel szamolunk az ismeretlen pontokra 2D-s, de a
fuggvényérték a harmadik térdimenzioként értelmezhetd, akkor 2,5D moddszerrdl
beszéliink; ilyen a domborzat modellezése pontszerli adatok alapjan (7. feladat).
Dinamikus térképet szerkeszthetiink, ha a jelenség id6beli valtozasat is felhasznaljuk;
ilyen esetekben 2+1D modszernek nevezziik, illetve ha térmodellként jelenitjiik meg,
akkor 4D-s modszernek.



Kvantitativ adatok foldtudomanyi
térkepeken (pl.)

Magassag (2,5 D)
Lejt6szog, lejtéirany (szarmaztatva a magassagbol)
Magnesesség (2D)
Felszinmozgas (2D)
Geokémiai adatok (2 és 3D)
Kbzet feszlltségterek (2 és 3D)
Gravitacios allandé (2D)
Csapadék (1 és 2D)
Légnyomas (1 és 2D)
Szennyezettség (2 és 3D)

6. dbra Példa a kvantitativ adatokra foldtudomdnyi térképeken.

Az interpolacios modszerek tipusai

Az interpolacié uj adatpontokat hoz Iétre egy sor ismert adatpont
(kontrolpont) értéktartomanyan belul.

1. Determinisztikus médszert alkalmazunk, ha az adatpontjainkban
100%-ig megbizunk.
Ekkor feltételezzik, hogy a méréssel, vagy kisérlet
eredményeként Iétrehozott kontrolpontok egy figgvény
valtozojanak véges szamu helyen felvett értékeit reprezentaljak.

2. Sztochasztikus modszert alkalmazunk, ha feltételezzuk, hogy a
mérésekben hiba is van (és a hibat meg is akarjuk becsulni).

Ekkor az kontrolpontokra megprébalunk fuggvényt illeszteni ugy,

hogy a fuggvény valtozéjanak az adott ponton felvett értéke a
lehetd legkisebb mértékben térjen el a mért értéktél. Ezt
gorbeillesztéssel, vagy feluletek esetén regresszids analizissel
érhetjuk el.

7. dbra Az interpoldciés modszerek tipusai az alkalmazott médszerek szerint csoportositva
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Csoportositas

Globalis modszer:

Minden kontrolpontot
felhasznal a
szamitashoz

Lokalis modszer:

A kontrolpontoknak
csak a keresett hely
koruli kivalasztott

(pl. trendek csoportjat hasznalja
szamitasahoz) fel. .

0
» Dot o
o) — ewte . gt . . 14

o= 17047201248
b= 0788972002052 !
oo o o ¢ o

1 L ] 1o . . 5

8. dbra Az interpoldciés médszerek csoportositdsa a felhaszndlt kontrolpontok alapjdn.

Balra: 1D-s (linedris) fliggvény illesztése. Jobbra: keresési sugdr (R) az x pont
meghatdrozdsdra felhaszndlhaté pontok keresésére eqy 2D-s interpoldciéndl.

Globalis modszerek

Polinomialis s » e
kozelitések 2
(polynoms) ‘ ‘
Fourier sorok o T )
(Fourier-series) -

AN

A

] ; L

. \\ﬁ s ) Trend-feliletek elsd (linearis), masod
. - = WITHOUT OUTLIER

(négyzetes), harmad (kdbos) és negyedrendil
polinomialis kozelitése (Erol 2011).

Elényuk, hogy a kiszamitott fuggvény az egész adatmezére (N)
ertelmezhet6
Hatranyuk: érzékenyek az adathibakra

9. dbra A globdlis interpoldciés mdédszerek.
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Lokalis modszerek

Legkozelebbi Elénye: nem
szomszeéd (nearest S
neighbor) annyira érzékeny a
Lopott teriiletek hibakra (ktilonosen
modszere (natural a krigelés esetén)
neighbor)

Sulyozott reciprok
tavolsag (inverse

mcr>»<

¥
— WITHOUT
OUTLIER

distance weighting) TN
Krigelés (kriging) — S
,globalizalt” modszer

10. dbra A lokdlis interpoldciés médszerek

Az interpolacios modszerek
csoportositasa a visszatéré érték szerint.

Egzakt modszerek Nem egzakt

A kontrollpontokona ~ Modszerek
mert értéket kapjuk A kontrolpontokon a

vissza. mért értéktol eltérd
ertéket kapunk
vissza.

11. dbra Az interpoldciés médszerek csoportositdsa visszatéré érték szerint.

Az interpolaciés modszereket tobbféleképpen csoportosithatjuk. A modszereket két
tipusra szoktuk bontani aszerint, hogy kozelits, vagy simulo fliggvényt szeretnénk a mért
adatainkra illeszteni (7. dbra). Geoinformatikai szempontbdl alapvetd fontossagu, hogy az
alapadatok mindegyikét, vagy csak a keresett értéki hely koriili pontokat dolgozzuk fel (8.
abra). Ha mindegyik mért adatunkat hasznaljuk, akkor globdlis médszerrdl beszéliink (9.
abra), ha csak az adott hely korili kontrollpontokat haszndljuk fel (pl. egy adott
tavolsagon beliil), akkor lokdlis modszerrél beszélink (10. dbra). A képfeldolgozasi
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modszerek tobbnyire ilyen lokdlis elven mikodnek: egy kernelfiiggvény alapjan a képpont
értékét megvaltoztatjak (pl. mozgoatlaggal a zajos pottyozott képet ,letisztitjak”). Globalis
modszerek viszont nagyon alkalmasak trendek szamitdsahoz.

Polinomiadlis mdédszerek mellett ismert globdlis mddszer a Fourier-sor alkotta fiiggvények
csoportja is (szinuszok és koszinuszok kombinaciojabol). Ezek periodikus fiiggvények,
féleg 1D modszerek (mas néven gorbeillesztés) esetén. Ha a mddszert ugy alkalmazzuk,
hogy a polinom fiiggvény els6foku, a sztochasztikus tipusu interpoldcional, akkor linearis
regresszios fliggvényekrél beszélhetiink. Ha a szamitasok 2D (sik) adattérben torténnek,
akkor trend-felilleteknek (trend-surfaces) is szoktuk a fiiggvényeinket nevezni (9. dbra).

Visszatéré érték szerint is csoportosithatjuk a modszereket egzakt és nem egzakt
kategoridkba (1. abra). El6bbiek a fiiggvény alkalmazasakor a kontrollpontokon az adott
kontrollponton mért értéket fogja eredményiil adni, azaz a bemend értékek ugy jelennek
meg a térképen, ahogy lemérték 6ket. A nem egzakt modszerek esetén a fliggvény nem
adja vissza a kontrolponton annak eredeti értékét. Utdbbi kategdridba tartozik a gyakran
hasznalt mozgdatlag mddszer is.

A felsorolt moédszerek csoportositasa

Globalis Lokalis

Determinisztikus Sztochasztikus Determinisztikus = Sztochasztikus
Polinomok* Polinomok* Voronoi Krigelés
(egzakt) (nem egzakt) sokszdgek (egzakt)

(egzakt)
Regresszié Sulyozott reciprok Mozgd atlag
(nem egzakt) tavolsag (egzakt) (nem egzakt)
Spline (egzakt)

* Egzakt, ha a polinom rendisége a kontrollpontok szamanal eggyel
kisebb. Nem egzakt, ha a polinom rendlisége tdbb mint eggyel kisebb.

12. dbra A gyakori interpoldciés mddszerek csoportositdsa.
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Térinformatikai csoportositas

Topoldgiai alapu interpolaciok
A kontrollpontok alkotta topoldgia az
elsddleges kritérium az interpolacios

fuggveny paramétereinek meghatarozasakor.
Pl

Nearest neighbor (legkdzelebbi szomszéd)

Natural neighbor (természetes szomszéd, vagy
.lopott terlletek” modszere)

Koordinata alapu modszerek (l. a tobbi
eddigi)

13. dbra Az interpoldciés médszerek térinformatikai szemponti csoportositdsa.

A nem egzakt moddszerek egyben sztochasztikus csoportba is tartoznak, mivel
értelemszertien nem ,simul” a fiiggvény a kontrolpontokra (12. 4bra). Térinformatikai
szempontbol fontos, hogy a kontrolpontok koriili voronoi sokszogeket/poliédereket
felhaszndljuk-e a keresett hely értékének becsléséhez vagy nem. El6bbi esetben a
geoinformatikai rendszerben a kontrollpontokhoz tartozé alakzatokat is taroljuk az
adatbazisban és az interpoldcio sordn felhaszndljuk ezek geometridjat. Ezeket topologiai
moddszereknek nevezziik (13. 4bra). Ha a kontrollpont koordinatdin kiviil nincs sziikség
mas informdcidra az interpolacié sordn, akkor nem topologiai mddszert hasznalunk. A
legkozelebbi szomszéd (nearest neighbor) modszer lehet mindkettd, attol fliggéen, hogy
milyen tipusu adatrendszerben dolgozunk.
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A POLINOMIALIS MODELLEK

A polinomokat hasznalo interpolacios modszerek kettssége jol érzékelteti, hogy bizonyos
paraméterek szamanak valtoztatdsaval hogyan modosithatunk drasztikusan a médszerek
alapveté jellegén. Lehet determinisztikus és egzakt, ha a fiiggvény ,rdsimul” a
kontrollpontokra és visszaadja azok értékét a kontrolpont helyén (14. dbra). De lehet
sztochasztikus és nem egzakt is, ha regresszids fiiggvényt alkalmazunk. A polinom
altalanos képlete (Horner-szabdly):

P=ao+a*X+a:*X>+...+ an*X"

ahol a; egytitthatoi, x pedig a valtozoja az egyenletnek. A polinom monomok 6sszegébdl
all; monomnak tekintheté egy egyiitthato és egy valtozé valamilyen hatvanydnak szorzata.
A legnagyobb hatvanykitevéjii monom adja meg a polinom fokat (adott esetben n). A
polinom nem 4llhat t6bb monombdl mint ahdny adatot felhasznadlunk a fliggvény
szamitasahoz. Ha n értéke megegyezik a kontrollpontok szamaval (N adatmezé mérete),
akkor minden kontrollpontot felhasznaltunk; ekkor determinisztikus a fiiggvény. Ha pedig
az adatmez6 nagyobb mint a legnagyobb hatvanykitevd, akkor sztochasztikus a fiiggvény.

A polinom fliggvény segitségével hatarozzuk meg az ismeretlen ponton a valtozo értékét
(becslés). Az ismert pontok szdmdnak novekedésével a fliggvény elvileg egyre
bonyolultabb (azaz magasabb foku) lehet, de igy az interpolacio nagy szamitdsi kapacitast
igényelhet, ami a geoinformatikdban nem el6nyo0s.

¥

14. dbra Egydimenziés polinomidlis fiiggvény ot kontrollponttal. A mddszer — bdr egzakt és
determinisztikus — nem adja vissza azt a szemmel is kévethet6 csokkenést az orig6tdl
tdvolodva, amire szdmitandnk.

Habar kisszama kontrollpont esetén nem nehéz kiszamolni a fiiggvény egyiitthatdit,
dltaldban 5-7 kontrollpontnal tobbre mar nem alkalmazzuk ezt a modszert. A
geoinformatikai gyakorlatban a spline interpolacio helyettesiti, ahol tartomanyokra osztva
a ponthalmazt, alacsonyabb (altaldban 3-ad) foku polinomokkal tudjuk kozeliteni a
keresett értéket. A polinomidlis modszer hatranya a ,szél hatds” (edge effect). Ez azt
eredményezi, hogy a polinom-fiiggvények ,szélein” a fliggvényérték az abszcisszatol (vagy
2D-ben az xy siktol) eltavolodik, és emiatt rossz becslést kapunk a keresett helyekre (1s5.
abra).
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A polinomidlis interpoldcié helyett alkalmazott spline moddszer a 2D racshalo (grid)
esetében leggyakrabban az un. kétkobos modszerként jelenik meg. A kétkobos (bicubic)
modszer valojaban a sik két irdnyaban elvégzett harmadfokd (cubic) polinom interpolacid,
amit egyszerre csak az adatmez6 egy sziik tartomdnyara (pl.: X, és Xns.) irunk fel.

A spline interpolacié leginkdabb nagymennyiségti — mar gridben tdrolt - adat mindségi
elemzésére, valamint a racs (grid) felbontdsanak modositdsara alkalmas.

25
18

16
12

15y 18 21
9y 17 15
i
51 10 14
a7 10
» poz & wal of 16 pixels
= pozition new pixel

15. dbra Térképi nézet (2D): Az X pont értékének becslése négy y-irdnyban, majd ezek
adataibdl egy x-irdnyban elvégzett harmadfokt polinom meghatdrozdsdval

200 |
180 |
160 |
140 |
120 |
100 |

80

260 280 300 320 340 360

380

400 420 440

16. dbra Grafikon nézet: 1D-s adatmezében (pl.: a grid egy irdnydban) felvett értékekre

szdmitott harmadfokul spline polinomok S(x) ldncolata
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A simulégorbe, avagy a determinisztikus modell

Polinomialis interpolacioé (1D
determinisztikus modszer)

A polinom fliggvény altalanos képlete (Horner-szabaly): Példa (N=2):
P(X) =ag+ax + ... +apN

Felifjuk az ismert x; pontokra és f(i) ismert fiigvényértékekre, hogy i X; f(i)

megkapjuk az a-egyitthatokat.

0 1 3
ag +ayxg+ax}+...+ayx =f, : il
a0+alx1+a2x%+--'+alelv=fl$ 2 7 il

. =0, 1, 2, ...N (adatmez6)
ag + ayxy + ayx} + ... +ayxl = fa.

N+1 ismeretlenes egyenletrendszer, ami N=2 esetén még egyszer(. b
1 xg 53 ...l a iy .

s I % a3 xy , - a., , - jil , \\pﬁ)///
1 xy vax% a.N f:N L I l

Kérdés: mi a p(x) fuggvény

5 s v 504 ; 5
V ésf elemeiismertek, ,a” oszlopmatrix elemeit keressik képlete?

a=V-f

A ,szélhatas” (edge effect): a polinom fuggvények szélein a figgvényérték az
abszcisszatol (vagy 2D-s esetben az xy siktdl) eltavolodik.

17. dbra A polinomidlis interpoldci6 és egy hozzd kapcsolédé feladat. N valés szdm, az
adatmezd mérete (o és pozitiv egész értéket vehet fel).

A feladatban megadott 3 kontrollpontot tartalmazo adatmezére a kovetkezé egyenleteket
lehet felirni:

[. actari+a1=3
II. ac+ar4+a,*16=1
II.  ac+ar7+a,*49=1

Az egyenletrendszerbdl a harom egytitthatot kiszamolva és behelyettesitve a polinom
altalanos egyenletébe megkapjuk az interpolalo fiiggvényt, amit az x barmely helyén
hasznalhatunk a valtozo értékének becslésére.

P(x)=37/9-11"x/9+x*/9

Ellenérzésképp kiszamolhatjuk az egyik kontrollponton a fiiggvényt (valoban egzakt-e a
modszer?), pl. az x=4 helyen:

p(x)=37/9-44/9+16/9

p(x)=9/9=1
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Segitseg a polinom egyenletrendszerének
matrix-modszerrel valo megoldasahoz

3x3 matrixok invertalasa

-1
a1y Q2 Q13 1 33z — G303 (32013 — 331z  A3012 — (22013
1
A" = |an axn axn = m Q31023 — Q33021 (3301 — A31013 (21013 — G301y | .
azy azz 0az3 32021 — Q31022 31012 — (32011 Q22011 — A21012

ahol

det(A) = ayy (azaagy — 032023) = 021(1133012 = 0-320-13) + aai(agays — axnass)

Matrix szorzasa:

Examples
Suppose

123 a d
A=[|4 5 6], B=|b e
789 c f

using the inner product approach
123 a d la+2b+3c 1d+2c +3f
4 56 = |4a+ 50+ 6c 4d+5¢ +6f
7T 8 9/ \e f Ta+ 8b+9¢ Td+3c+9f

18. dbra Az el6z6 dbra feladatdnak megolddsa Gauss-elimindcidval, egyenletrendszerrel,
vagy mdtrixok szorzdsdval jon ki. Utébbihoz ad segitséget a jelenlegi dbra.

Kozelit6 polinom-fliiggvények, avagy a sztochasztikus modell

Polinomialis interpolacio (1D
sztohasztikus modszer)

Legkisebb négyzetek médszere: Olyan polinom fliggvényt P&lda (N=2):
keresiink amiben a kontrolpontokon mért érték (x;) és a p(x) elda (N=2):
polinom ugyanazokon a helyeken felvett értéke kozti

kulonbségek négyzete a teljes adatmezdre vonatkoztatva _n

minimalis, azaz ,minimalizaljuk a kiilonbségek négyzetét’ 0 1 3

A regresszios fuggvényt a Gauss-féle normal egyenletekbdl szamoljuk ki. Az
egyenletek a-egyutthatéinak szama a polinom fokatél fugg (m), annal egyel tobb. 1 4 1
A lehetséges egyenletek szama: N (egyben a polinom lehetséges legnagyobb foka is)

N az adatmez6 mérete (azaz a kontrolpontok szama-1) 2 7 1
m=0,1,...N a polinom rendiiségének szama (ha m=1 akkor lineéris flggvénnyel

kézelitink, ha m=N, akkor determinisztikus polinomialis interpolaciorél beszélink).

Kérdés: m=1 és m=2 esetén

N N N N km’i:? E:();) kozelité fuggvény
éplete?
0 =
a2 xd+tay Dxi+...+a, =2f feas
i=0 i=0 i=0 i=0
N N N N
Go X xXi+a, D xP+...+a, 2x™ = xfi, .
i=0 i=0 i=0 i=0 Ply)
N N N N ° .
+ =
aozx,f"+a,2x’," ‘+...+a,,,2x,-2'"—2x;"f,. o
i=0 i=0 i=0 i=0 i, i, i X

A normalegyenletek altalanos képlete a kilonbségek négyzetosszegének az a; egyitthatok szerinti
parcialis derivaltjainak a 0-helyen val6 értelmezésébdl vezethetd le (Gauss-Markov tétel).

19. dbra A polinomidlis interpoldcié nem egzakt sztochasztikus modszere, mds néven a
legkisebb négyzetek médszere.



Gauss-Markov tétel

Minimalizaljuk a negyzetosszegeat/./__,_'W Mogfigysies rtakakek

N )//’f)n 2
D(aO' ay, -, am) i z (f(}) - Z aixji)

=1 i=0 ~ %
J =0 N M_J Keresett polinom

.

A minimum lokalis, helyét a parcialis derivaltak nulla helye adja.
Derivaljunk ay szerint (k=0,1,...m):

N m
aD ;
CTR E foy = E a;X;

= i=0

azaz egy m+1 ismeretlenes

Ebbél lesz m+1 egyenlet,
)x/ =0
linedris egyenletrendszer.

N N
aizxj”k =zf(j)xfk k=0,1,...,m

20. dbra A Gauss-Markov tétel, ami a legkisebb-négyzetek médszerének alapja.

A 19. dbra feladata ugyanazokat a valtozdértékeket tartalmazza, mint a korabbi feladat, de
az interpolalo fliggvény ezuttal egy linearis modellt kovet, ami azt jelenti, hogy a keresett
polinom els6fokii lesz. Az dbra bonyolult 4ltaldnos képlete emiatt igencsak
leegyszertisodik:

[. ar3+ariz=j
II.  ar12+a,°66=14

Az egyenesként dbrdzolhato6 polinom fiiggvény képlete pedig:

p(x)=3-x/3

A linedris modell

A linearis modell a legegyszertibb és legrégebben hasznadlt interpolaciés modszer.
Lényegében egy valtozd és két egytitthatd, azaz két monom segitségével felirhaté a linedris
figgvény képlete; ez a legegyszertibb polinom. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a valtozénak
sosincs magasabb hatvdnya, mint egy, tovabba, hogy két ismert kontrollpontra is fel
tudjuk mar irni a fiiggvényt. Ha egy adatmezd tobb kontrollpontbdl 4ll, de nem akarunk
sem sztochasztikus modszereket, sem magasabb rendli polinom fiiggvényeket haszndlni,
akkor az adatmezét fel kell bontanunk szakaszokra, ahol paronként vizsgalva a
kontrollpontokat azok kozott linearis fliggvénykapcsolatot hatarozhatunk meg.
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Ez a mddszer 1D-ben (21. dbra), 2D-ben (TIN-modell) és 3D-ben is miikodik, és féleg a két
utébbiban elterjedt mivel nagyon gyors modellezést tesz lehet6vé.

Szakaszos linearis interpolacio

f(x1)-f(%o)

—_

f(xp)-f(Xo

f(X) y Két szomszédos pont kozotti _

szakaszt egyenessel kozelitjuk. 0 1 3
i Az egyenes egyenlete az x, értéket
meghatarozé fiiggvény. 1 4 1
- 2 7 1
Aranypar (hasonlé derékszogliharomszog):
f(xo) e
P (xp — Xo) _ f(xp) —f(x0) _
- | 4 (g —x0)  f(x1) — f(x0)
f(x,)_| i . - fliggvény (egyenes képlete):
‘ f(Xp)=F(X0)+(F(x1)-f(x0))"t
T T T T T T >
X
X X X X
’ i ' : | Keérdés: mi a f(x,) értéke, ha x,=32 |
Xp=Xo 1. Mely xi-k kdzé esik x,?
\—‘{—} 2. tkiszamitasa erre a
X;-Xg szakaszra.

... és igy tovabb a tébbi szomszédos pontpar kdzott.

21. dbra Szakaszos linedris interpoldcié 1D-ben.

A 21. dbra példdja ugyanazt az adatmez6t mutatja be mint a kordbbi polinomialis
modszerekhez kapcsolddo példak. A feladathoz felirhato egyenlet a kovetkez6:

f(xp) =f(x0) +(f(x:-f(x5)) * t

ahol t a szakasz osztdsi ardnya, ami a derékszogli haromszogek hasonlosagi tétele miatt
azonos lesz az x-valtozdkra és a hozzajuk tartozd fliggvényértékre is. A t ardnyt mindig
azon pontpar kozott szamitjuk ki, amelyek kozé a keresett hely esik. Adott esetben ez az

Xo €s X, helyeket jelenti.

A keresett x=3 ponton az X, és x, helyek k6zé meghatarozott linearis fliggvény alapjan

tehat:

t=(3-1)/(4-1)=2/3

és

f(xp)=3+(1-3) * 2/3=1 2/3=1,666
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Gyakorlofeladatok 1D interpolaciokra

A térképész sokszor csak azt az instrukciot kapja, hogy bizonyos adatokbdl szerkesszen
meg egy térképet, amit aztdn felhaszndlhatnak kiadvanyokhoz, tanulmdnyokhoz,
jelentésekhez, stb. Ilyenkor — ha mas nem donti el - a térkép szerkesztéjének felelGssége,
hogy a legoptimalisabb mdédon dolgozza fel az adatokat. A feldolgozasi mddszerek kozé
tartozik az interpoldci6 is, amit ha helytelenil valasztunk meg, komoly
kovetkezményekkel is jarhat. A kovetkez6 feladat ennek lehet&ségét szemlélteti.

Vizminosegmeresi adatok:

tav. [m] TOC [%]
% fix)

Gyakorlo feladatok

i

0 100 2
1 800 9
2 1500 21

A patak mentén harom ponton mérték a vizminéséget (TOC %). Honnan lehet a
patakbdl ivovizet venni, ha a minéségi kritérium 5% (TOC)?

a) A forrastdl szamitott tavolsag fuggvényében grafikonon abrazold a xg, X4, X,
pontokon mért szennyezés-értékeket.

b) Hatarozd meg a forrastol valo tavolsagat az 5%-os kuiszobértéknek a kovetkezé
interpolaciés médszerekkel:

1. méddszer (polinom illesztése az 6sszes - 3 - pontra) - [globalis
determinisztikus modszer - masodfoku polinom]

2. mbdszer (egyenes szakaszok illesztése a pontparokra) - [linearis
interpolacié t-paraméteres egyenletekkel]

3. maodszer (linearis kdzelités a pontokra) - [legkisebb négyzetek modszerével
- egyenes illesztése: elsofoku polinom]

Abrazold a grafikonon a kulénbozé eredményeket!

22. dbra Gyakorl6 feladat 1D interpoldciora
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23. dbra A feladathoz tartozé teriilet térképe a hdrom mintavételi ponttal

TOC [%]
f(x)

Megoldasok

x0='1 00 X-ﬂ',' _XE? %2800 %:=1500 tav [m]
1. médszer: polinomiélis interpolacio (globalis 1D determinisztikus médszer)
Felirjuk minden ismert pontra a keresett polinom egyenletét:
ag+a Xg+asx2=f(x,) ap+a;100+a,10000=2
apta Xy +32X12=f(X1) Q ao+a1800+32640000=9
ag+a Xo+asX?=f(X,) ag+a;1500+a,2250000=21
Kiszamitjuk laz a-zgyutthatékal;z k"dvcletkezé madszerek valamelyikével: a,=1,408163265
a) az egyenletrendszer megoldasaval a,=0,005408163

b) Gauss-eliminaciéval
¢) matrix determinansanak meghatarozasaval E> a,=0,000005102

Az egyutthatok ismeretében megoldjuk a masodfoku egyenletét az ismert fliggvényérték
behelyettesitésével:

agtaXtax2=f(x,)  azaz: agta X +ax2=5
X,=462,4213

24. dbra A feladat megolddsa polinomidlis interpoldciéval, determiniszikus modszerrel.



TOC [%]
f(x)

Megoldasok

20+

- o

T P HII )I(=,7 T T |
x,=100 " - x,=800 x,=1500 tav [m]

2. maodszer: linearis interpolacio (lokalis 1D determinisztikus médszer)
Felirjuk két ismert pontra* az egyenes paraméteres egyenletét:

Xk=X0+(X1-X0)tk Xk=1 00+(800-1 00)tk
F(x)=F ko) +(Fx0)-F o = 5=2+(9-2)t,

*a két pont legyen szomszédos és lehetéleg az ismert
f(x,)-t fogjak kozre.

%,:=400

25. dbra A feladat megolddsa szakaszos linedris interpoldciéval.

TOC [%]
e Megoldasok
20
104
5: __________
e X
x0=l100 =7 | _x=7 %800 %:=1500 tav [m]

3. médszer: polinomidlis interpolacio (globalis 1D sztochasztikus modszer)
Felirjuk az elso fokii Gauss-féle normalegyenleteket (i=0,1,2):

ap2x, +a, 2 =2f(x) o 203+2,2400=32

a,>x +a,>x’=3f(x,)x| ’ @2400+a;2900000=38900

Kiszamitjuk az a-egyutthatokat a kovetkezé modszerek valamelyikével:

a) az egyenletrendszer megoldasaval =

b) Gauss-eliminaciéval =) 25~0,19847619
¢) matrix determinansanak meghatarozasaval a,=0,013571429

Az egyutthatok ismeretében megoldjuk a masodfokl egyenletét az ismert fliggvényérték
behelyettesitésével:

aptax=f(xy) azaz: apta =5

X,=382,4561

26. dbra A feladat megolddsa legkisebb négyzetek médszerével.

A kiilonb6z6 modszerrel szamitott eredmények kozott 8o m eltérés is lehet. Ha a térképen
lathato épiilet vonatkozasaban vizsgaljuk a kérdést, fontos lehet, hogy esetleg a vizvételi
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hely alatt, vagy folott talalhatd-e a hatarérték. Adott esetben a jo megoldas a 24. dbra,
mivel a legmagasabb foku polinommal dolgozott kevés adatpontbol.

Tovabbi gyakorlatok:

1. Egy mélyfarasban harom mélységben mérték a viz nitrat tartalmat: 30, 8o és 120
méter mélységben. Az értékek rendre 8o, 70 és 15 mg/l.
Milyen mélységben csokken a nitrat tartalom az 50 mg/1 hatarérték ala? A
szamitashoz a harom pontra illesztett determinisztikus modellt alkalmazza!

2. Egy mélyfurasban harom mélységben mérték a viz nitrat tartalmat: 20, 8o és 120
méter mélységben. Az értékek rendre 85, 70 és 15 mg/I.
Milyen mélységben csokken a nitrat tartalom az 50 mg/1 hatarérték ala? A
szamitasokhoz kozelitd linedris modellt alkalmazzon a legkisebb négyzetek
modszerével!

3. Egy mélyfarasban harom mélységben mérték a viz nitrat tartalmat: 5, 42 és 75
méter mélységben. Az értékek rendre 85, 42 és 15 mg/l.
Milyen mélységben csokken a nitrdt tartalom az 50 mg/1 hatarérték ala? A
szamitashoz a szakaszos linedris modellt alkalmazza!



LINEARIS INTERPOLACIO 2D-BEN ES 3D-BEN

A linedris interpolacid legtobbet hasznalt modszere a 2D-s TIN halo élei mentén torténd
értékkeresés, vagy egy adott értékhez pl. szintvonal magassigahoz, hely keresése. A
linedris interpolacié magasabb térdimenzidi ugyanazon elvek szerinti Osszefiiggéssel
szamithatdk, mint az egyvaltozos (1D-s) esetben. A képlet 2D-ben csak annyiban véltozik,

hogy a:
f(xp) =f(x0) +(f(xi-f(x0)) * t
képletet

Y=Yot+(yryo) * t

formaban irjuk fel. Ez az 6sszefiiggés a harom egymasra meréleges tengely mentén is
érvényes, ha két térbeli pont kozti szakaszra interpolalunk (27. dbra).

Pontérték szamitasa linearis
interpolacioval (3D)

27. dbra Linedris interpoldcié 3D-ben

<>

ABC haromszég oldalai térbeli
egyenesek, amelyekre felirhatok:

Xp=Xo+(X4-Xo)t
Yp=Yo+(y1-Yolt
Zp=2zy+(z4-Zo)t

Az xp, Yp €s zp a keresett P pont koordinatai ésa 0-1
alséindexek a szakasz kezdé és végpontjanak
koordinatait jeldlik.

A taranytényez6 a szakasz egészének és egy
tetszélegesrészletének a hanyadosa, ami minden
iranybdl azonos.

(xp — x4) _ p —¥a) _ (zp — 24)
(xc—xa) ec—ya) (2c—2)

ti=

Lathato az 4bra alapjan, hogy a valtozoértékek egymastdl vald fiiggését a t aranytényezd
kapcsolja O0ssze. A t-értéke egy adott szakaszra vonatkozdéan ugyanis allandd. Masképp
fogalmazva a t paraméter azt a helyet jeldli, ahol a keresett pont a szakaszt elmetszi.
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Szintvonalmetszéspont keresése térbeli egyeneseken

Szintvonalmetszéspontok keresése
(TIN)

Keressuk az 5-0s szintvonalat.

p=kontrolipontok betijele

K-pont és M-pont a szintvonal és a haromszég BC, illetve AB A 1 1 4
oldalainak metszéspontja. Emiatt mindketté Z-je 5.
B 3 5 6
Xk=Xc+(XgXc)tk E . = L
Y=Y H(Ys-Ye)tk K ? ? 5
Z=ZeH(ZZo K e ty kifejezhets, yi és xx 2
kalkulalhaté y
XK=?
Yk=?
B
°
" 2 ; K
U_gy_amgy AésB p_ontokra felirva az egyenleteket v
kifejezhetd t), és kiszamolhaté xy, illetve yy. M
X
oC

28. dbra Szintvonal helyének meghatdrozdsa egy térbeli haromszigben.

A 28-as dbra feladata a geoinformatikdban nagyon gyakori mtiveletet bont részleteire: ez a
TIN modell alapjan szerkesztett szintvonalak szerkesztése. Az adatok és a feliilnézeti kép
koordindtadi megegyeznek a 27-es abran lathato térbeli alakzatéval. A feladat soran célunk
az M és a K ismert magassagu (z=5) pontok x és y koordinatainak kiszamitasa. Megfelel
értékek behelyettesitésével a kovetkezd értékek adddnak:

f(xp) =f(x0) +(f(x:-f(x5)) * t

Ezt az alaposszefiiggést adott esetben a z-értékekre érdemes felirni M és K-pontokban,
mivel azok ismertek. A K pont esetében a B és C pont kozti szakaszra alkalmazzuk az
Osszefliggést (adott esetben C-kezdéponttal):

zx=zc+(Zp-Zc) * tx

Azaz:

5=1+(6-1) * tx

tk=4/5

Ebbdl mar az xx és yk értékét is ki tudjuk szamitani:
Xk=Xc+(Xp-Xc) * t

yr=yc+(ys-ye) * tx
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A szamitdsok eredményeként megkapjuk a K pont koordinatait (xk=3,2 yk=4,4). Az M pont
esetében hasonlé modon jarunk el, csak itt az A és a B pont kozti szakaszra irjuk fel az
Osszefuiggést (eredmény: xv=3 ym=2). A szakasz bdarmelyik végpontjit kivalaszthatjuk
,kezd6épontként” de tigyeljiink ra, hogy a szdmitdsok soran a kivalasztott sorrendet
kovetkezetesen tartsuk meg!

Tovabbi gyakorlatok:
1. Hol fogja metszeni az y tengelyt az 5-0s szintvonal a 28-as dbra feladatan?

2. Milyen algoritmust lehet alkalmazni a TIN felbontas minden elemének
feldolgozasara szintvonalszerkesztéskor?

Pont értékének keresése térbeli haromszogben linedris interpolacidval

A TIN-halokhoz kapcsolodd masik gyakori mivelet a geoinformatikdban a szabalytalan
adatelrendezésbdl szabalyosba valé attérés. Ennek sordn egy pontracsot fektetiink a
szabdlytalan haromszogek halézatara és kiszamitjuk a TIN halé csomopontjaiban taldlhato
adatpontok alapjan a racs (angolul grid) csomépontjainak értékét. Ez is egy topoldgiai
modszer, hiszen a szamitashoz tudnunk kell, hogy a keresett pont mely haromszogbe esik
(29. 4bra).

A haromszogbe esO pontok keresese

Pontbdl inditott egyenes és a haromszdg oldalainak metszéspontjainak
szamabol megallapithato a bennfoglalas.

1 metszéspont = a pont a haromszdgben van

0 vagy 2 metszéspont = a pont a haromszégoén kivul van

29. dbra Pont és zdrt alakzat topoldgiai viszonyainak meghatdrozdsa.
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Pontérték szamitasa linearis
interpolacidval (3D)

p=kontrolpontok betljele

P-pont z-értékének keresése az ABC haromszég

alkotta sikon 3 Iépésben:

1) Segédpont keresése a haromszog egy tetszbleges
oldaléan, a keresett pont x, va -koordinatajanak értékén.

2) Masodik segédpont keresése egy masodik oldalon a
keresett pont el6z6 segédpontnal hasznalt

O W >
WA W =

koordinatajanak értékén.
3) Akeresett pont z-értékének szamitasa a két segédpont
kozti szakaszon az el6z6ekben nem hasznalt
koordinatajanak értékén. A

Feliromaz egyenletetaz egyik oldal és a keresett Xp=3
racsponton atmend, egyik tengellyel parhuzamos

masikra merdleges egyenes metszésére:
Xu=Xa+(Xg-Xa)tm

Yiu=3=Ya+(Yg-Ya) === tu kifejezhetd, z, és x kalkulalhato

Z=Za+(Zg-Za)ty Ugyanigy B és C pontokra felirva
az egyenleteket kifejezhet6 t és

B
»

N

x =

zy, illetve xy o C

Végul M és N pontokra felirhaté egy hasonlé képlet: A
Xp=3=Xn+(Xy-Xn)tp o kifejezhets, z» kalkulalhato

ZP=ZN+(ZM-ZN)tP Yn=Yr=Yu

30. dbra Pontérték szdmitdsa linedris interpoldcidval segédpontok haszndlatdval.

WIN O =

=3

N[= O b

Pontértékek szamitasakor ugyanazokat az Osszefiiggéseket alkalmazhatjuk, mint a

szintvonal keresésekor (l. el6z8 fejezet). Itt azonban a keresett pont helye (x és vy

koordindtdja) ismert nem pedig a magassagi értéke. A mddszer lényege, hogy a keresett P

pont y értékével megegyez6 y-értékkel rendelkezd pontokat keresiink a haromszog élein

(M és N), majd miutan kiszamoltuk ezek magassagat, felhaszndljuk Sket a keresett pont

magassagértékének kiszamitdsara. Az M-P-N igy egy y=3 értékd, x-tengellyel parhuzamos
segédvonalon helyezkedik el. A P pont x-értékét is tekinthetjiik a segédvonalat
meghatarozd értéknek (x=3), ami ebben az esetben az y-tengellyel lesz parhuzamos (1.: 30.

abra). Adott feladatnal mindkét mddszerrel elég csak egy segédpontot kiszamitani, mivel

az el6z6 fejezetben az M-helyét mar megkaptuk (ywm=3), illetve a B-cstcspont is

hasznalhato erre a célra (xp=3). Az N-pontra a B-C szakaszon keressiik a zn értékét az

altalanos linedris 0sszefliggés felirasaval:
yn=yc+(ys-ye) * tn

azaz:

3=2+(5-2) * tn

tn=1/3

Ennek segitségével mar xn és zy is kiszamithato:

XN=Xc+(XB-Xc) * tn=4+(3-4) * 1/3=11/3
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ZN=Zc+(ZB-Zc) . tN=1+(6‘1) *1/3=8/3

Az ismert x, y, z koordinatdju M(2, 3, 5) és a kiszamitott N(11/3, 3, 8/3) alapjan a veliik egy
egyenesen 1éve P-re is felirhato az 6sszefiliggés:

Xp=Xm+(XN-XM) * tp

azaz:

3=2+(11/3-2) * tp

t=3/5

Végiil ennek segitségével a zp is kiszamithato:
zp=2Zm+(ZNn-2ZM) * tr=5+(8/3-5) * 3/5=18/5=3,6

Ennél azonban van gyorsabb mddszer is a pont magassagi értékének szamitasara a térbeli
haromszog sikjaban, ez pedig a sik illesztésének determinisztikus modszere.

Sik illesztése harom pontra

Sik illesztése 3 pontra polinommal

p=kontrollpontok betljele
Az elsdrendiitrend-sik egy pontjahoz

rendelt z-érték altalanos képlete: Ez azt jelenti, hogy

s = = a sik magassaga

<x,y b() + blx t b2.y minden pontban A 1 1 g
ugyanolyan B 3 5 6

= szabdly szerint

Zp=bo+biXa+boya filgg az xy —tl C 4 2 1

Zg=bg+b Xg+b,yp P 3 3 ?

Zc=bg+bXc+boyc

2 . = . 1 A
a) Szamold ki az egyutthatokat! y & stk

b) Add meg a z=5 szintvonal egyenesének o extrapoldlt racspontok
egyenletét y=f(x) fiuggvényként!

B
L ]
° ° o
1 4 4 b, 4
1 3 5 . by [=] 6
° °
1 4 2 b, 1 o
o C
,b”” oszlopmatrix elemeit keressiik A /9 ° °
b=A-z =

TIN-adatmodellben jél alkalmazhaté modszer.

31. dbra Sik illesztésének determinisztikus mddszere.

A sikillesztés a sik egyenletét hasznadlja fel a keresett pont értékének szamitasahoz. Az
egyenlet a sik minden pontjara érvényes Osszefiiggés, és harom egyiitthatdja van (b, b,
b.), tovabba alapesetben a haromszog csicspontjaira tudjuk felirni (L.: 31. dbra). Az ismert
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pontok adjak meg annak lehetdségét, hogy az egyiitthatokat kiszamoljuk, majd a sik
tetsz6leges helyein (pl. a grid pontjain) a magassagi értéket kiszamitsuk. A 31-es dbran
lathaté feladat haromszoge és P pontja megegyezik a kordbbi fejezet feladatanak
paramétereivel, igy Osszevethetd a két megoldas. Els6 lépésként a sik altalanos egyenletét
irjuk fel a csticspontokra:

za=bo+br'xa+bstya 4=bo+b;1+b,11
zp=bo+b*xp+b.*yB 6=bo+b,*3+b,*5
zc=bo+b*xc+b.yc 1=bo+b,*4+b,2

Az egyiitthatok kiszamitdsahoz a Gauss-eliminacio mddszere a legpraktikusabb (32. dbra).

2 1 1 1 4 5 1 1 1
0 2 4 2 0 1 2 1
0 3 1 -3 0 0 1 1.2

3 1 1 1 4 6 1 0 -1 3
0 3 6 3 0 1 0 -14
0 3 1 -3 0 0 1 1.2

4 1 1 1 4 7 1 0 0 4.2
6 3 0 1 0 -14
0 0 -5 -6 0 0 1 1.2

32. dbra A 31-dbra feladatdhoz tartozo egyenletrendszer megolddsa Gauss-elimindciéval. Az
dbrdn az egyiitthaték szorzatdnak (A) és a fiiggvényértékek (z) mdtrixdval végzett k6z6s
miiveletek ldthatdk a levezetés 2. [épésétél, amikor mdr a 2. és 3. sorbdl kivontuk az elsét.

A szamitds eredményei (bo=4,2; bi=-1,4; b,=1,2) felhaszndlhaték a P-pont értékének
kiszamitasdhoz:

ZP=b°+b1.XP+bZ.yP ZP=4’2_1)4'3+1)2.3 ZP=3;6

Az eredmény tehat megegyezik azzal, amit a 30. dbra feladatanal kaptunk. Fontos
kiilonbség viszont - kiilonosen adatfeldolgozasi szemszogbdl — hogy ez utobbi mddszerrel
az egylutthatok ismeretében csak annyit kell tenniink mas pontok szamitasakor, hogy azok
X, y koordinatdit helyettesitjiik be az egyenletbe. Ellenben a kordbbi moédszerrel, ahol
szinte minden pont esetében Uj segédegyeneseket kell kijelolniink, és a belsé pontok
szamitdsa emiatt nehézkesebb (33. 4bra).

30



Muveleti sorrendek osszehasonlitasa

Egyenesek illesztése Sik illesztése
Viszonylag kénnyen automatizélhatd, de az Ha ezt a moédszerthasznaljuk, akkor gyorsabb
eljarasokba tobbszintli ciklusokat kell beépiteni. kiszamitani egy tetszéleges koordinataju pont
Taldlja mega haromszogbe esé (P,) értékét, mint az egyenesek médszerével. Nem
racspontokat kell tul sok ciklussal bonyolitani az algoritmust.
Keresse meg az ismeretlen ponthoz tartozé Talalja mega haromszdgbe esé (P;)
(x) tengely-parhuzamos egyenest metsz racspontokat.
haromszoég oldalakat. Szamitsa ki a P; pont z értékét
Szamitsa ki a metszépontok x és z értékeit
Szamitsa ki a P pont z értékét A 2-es eseménytkell csak iteralni minden i-
edik pontra.

Ha tébb azonos y-értékli pontom van, akkor

a 4-es eseménytiteralom. /‘“\.\
A 2-es eseménytdl iteralni kell minden Gj y- i
értékii pontra.

Gyorsabb eljaras!

33. dbra Miiveleti sorrendek ésszehasonlitdsa a hdromszégeken beliili pontérték-
szdmitdskor. A baloldalon a linedris interpoldcié médszere segédpontok felhaszndldsdval,
jobboldalon a sik egyenletének felhaszndldsdval terveztiik a feldolgozdsi miiveletek
sorrendjét.

Szintén egyszert az egylitthatok segitségével a z=5 szintvonal pontjainak szamitdsa. Ha
példaul az y-tengellyel valé metszésére vagyunk kivancsiak (l. kordbbi ,szintvonalkeresés”
fejezet tovabbi feladatai), akkor a kdvetkez6 mddon irhatjuk fel a formulat:

zp=bo+b,* xp+b,* yp  5=4,2-1,4* xp+1,2° 0  Xp=0,57

A szabalytalan haromszoghalé TIN meghatarozasa

Lathattuk, hogy a geoinformatika szemszogébdl tekintve a TIN és a racshalé adatmodellek
(pl.: Elek 2006) kozti atjarhatdsag tobb aton is megoldhatd, de eltéré szamitasi igénnyel.

Ugyanez igaz az izovonalak (szintvonalak) el8allitdsdra is: tobbféle modszer létezik, de
egyik leggyorsabb a nyers adatokbdl (TIN) élek mentén torténé lineadris interpoldcio.

A hdromszoghalo elrendezddése az adatpontokbdl jon létre a Delaunay-haromszogelés
révén. Ez olyan haromszogeket keres az adatmezdben, amelyekre igaz lesz, hogy a koré irt
kor (2D), vagy gomb (3D) nem tartalmaz egyetlen madsik adatpontot sem. Ezzel a
szabdlytalan elrendezési pontok egyértelmii szabélytalan haromszogekre (2D), illetve
tetraéderekre (3D) bontdsa megoldhat6. A haromszoghdl6 keresésekor a GIS alkalmazas a
keresGalgoritmus sordn felépiti azt a haromszogek/(tetraéderek) hattéradatbazisat, amit a
topoldgiai interpolacios modszereknél felhasznalhatunk (34. abra).
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Haromszogek keresese

° ° Tetszoleges elrendezésii pontok
5 e@ aﬂ haromszégek halézatava
. . alakitasa:
& 1) Tetszéleges szakasz
. R § kivalasztasa

2) Tetszéleges harmadik pont

PR kivalasztasa

i Inile ABE Inciecle ADE 3) A3 pont kéreé irtkér és a
tébbi pont viszonyanak
vizsgalata.

4) Haromszog elvetése, ha van
a korén belul pont.
(visszatérés a 2-es

\ B |épéshez)

Dclauna"y"ﬁ;gu]ahon Non-Delaunay Taangulation Non-Delaunay Triangulation 5) Hér0m525g megtartésa‘ ha
nincs. Egyik oldalaval tovabb
ismételni a mlveletet, amig
lehet.

34. dbra A Delaunay-hdromszégelés és egy lehetséges munkamenet a hdromszogek
keresésére.

A hdromszoghalé mint adatmodell akkor is alkalmazhato, ha mar az adataink szabalyos
hald-elrendezésben (gridben) vannak, ez azonban tébb szempontbdl sem javasolt. Egyik,
hogy a TIN felbontdsa egy szabdlyos négyzetnek két megoldast is adhat, igy nem
egyértelmt, hogy a két keletkezé haromszog melyik atlon érintkezik egymassal. Ezen kiviil
az TIN adatmodell is feleslegesen terheli a rendszert mivel egy kiilon adattablat kell
fenntartani a haromszogek azonositdsara. A racshald pontjai 6nallo rekordként elegendd
alapot adnak tovabbi interpolaciokhoz és adatelemzésekhez. Az egyik leggyakoribb ilyen
mivelet a bilinedris interpolacio.

Bilinearis interpolacid

Az ismeretlen pont értékét két kiillonb6zé iranya linedris interpolaciéval allapitjuk meg a
sikban. Az iranyok tobbnyire az Euklideszi tér két egymasra merdleges (pl.: az x és y)
tengelye. A linedris interpolacidkat az ismeretlen ponthoz kozeli ismert kontrollpontok
kozott végezziik el két 1épésben. El6szor az egyik irdnyban, majd a kapott eredmények

segitségével a masik iranyban. A becstilt érték mindkét esetben a kontrollpontoktol valo
tavolsaggal egyenes ardnyban all.

Ez a mddszer nagyon gyors szdmitdsokat tesz lehet6vé, mivel mar racshdléban tarolt
adatokra alkalmazzuk, és nincs sziikség masra, csak a pontok adataira az elemzés kozben.
Emiatt még a TIN-hdlo-alapt szintvonalszamitdsndl is gyorsabb, mivel nem kell a
haromszogek adattabldjat lekérdezni az elemzés sordn. A bilinedris interpolacié nagy
mennyiségl adat elézetes elemzésére, vagy gyors megjelenitésére igen alkalmas. Tipikus
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felhaszndldsa a raszteres modellek képerny6n valé megjelenitése (képpontok értékeinek
szamitdsa), raszteres adatok Gjra-mintavételezése.

Bilinearis interpolacio egyenesekkel

p=kontrollpontok betijele
A bilinearis interpolaciét mar gridben tarolt adatok
elemzéséhez hasznaljuk (pl. a felbontas atszamitasara,

A vagy raszteres adatmodell képernydn térténd & 1 2 4
megjelenitésére). B 4 5 6
C 4 2 1
n M B D 1 2 2
L2 X °
P 3 3 ?
” Szamitsd ki zp értékét!
5 Ugyanazzal a szamitasi médszerrel dolgozhatunk, mint
L ¢ szabalytalan elrendezddés (haromszogek) esetén: N
[ Xy —Xp)
Zy=Zy+|(Zc - Zp)
. = X¢—Xp)
[ (Xm—Xa)
In=Z,+|Zp-Z))y—5~
| (Xp — X4) |
(Y = Yp)]|
Zp=ZIy+|Cn—Z) 5
i (Ym = Yn))

Szamold ki DBC-haromszogre is zp értékét linearis interpolaciovall

35. dbra Bilinedris interpoldcié rdcspontok szdmitdsdhoz.

A 35-0s d4bra feladata egy tipikus geoinformatikai probléma, a racshdld-felbontas
megvaltozdsa miatt elvégzett interpolacidé megoldasat szemlélteti. Az alkalmazott
matematikai formula a linearis modell (l. kordbbi fejezet), amit adott esetben M és N
segédpontokra, majd masodik 1épésben a P pontra irunk fel. M segédpont az A-B
szakaszon van és mivel szabdlyos rdcshalordl beszéliink, ezért az ym=ya=ys. Tehat a t
aranytényez6t az x koordinatakbol szamoljuk ki:

Xm=Xa+(Xp-Xa) * tm azaz: 3=1+(4-1) * tm
tm=2/3

Mivel az N segédpont ugyanilyen aranyban metszi a D-C oldalt, ezért a tn=tm=2/3
egyenléség szintén fennall (feltéve, hogy a szakaszok kezd&pontjait azonos oldalon
vessziik fel). A kovetkezd 1épésben a segédpontok magassagértékeit kiszamolhatjuk:

Zm=Za+(ZB-Z4) * tm ZmM=4+(6-4) * 2/3=16/3
ZN=ZD+(Zc-ZD) * tN ZN=2+(1'2) *2/3=4/3

A masodik irdnyu linedris interpolaciot az M és N pontok kozott végezzik el. Ezek x-
értéke lesz azonos, igy a t aranyértéket az y koordinatakbdl szamoljuk:
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ye=ym+(yn-ym) * tp  azaz:3=5+(2-5) = tp

tp=2/3

Végiil a P pont magassagértékét is kiszamitjuk:
zp=zm+(2Zn-ZMm) * tp zp=16/3+(4/3-16/3) * 2/3=8/3

Tobbi racspont szamitdsa — a nagyfoku szabdlyossdg miatt — gyorsan megoldhatd, részben
a mar kiszamitott adatok ujra-felhasznalhatosaga miatt (pl.: a t ardnytényezék az egész
adatmezd6ben csak 2-2 értéket vehetnek fel irdanyonként adott esetben).

A TIN-hdlé és a grid-modell kozti kiillonbség szemléltetését szolgdlja a feladatnak az a
része, hogy szamoljuk ki a DBC-hdromszogre mint térbeli sikra is a P pont z-értékét. Az
eredmény (zp=3) alapjan egyértelmd, hogy mas a két modszer!

Tovabbi gyakorlatok:
1. Milyen feltiletforma az ABCD négyzet kozti térrész?
2. Lehetne-e itt a z=b, + bx +b,y formuldt haszndlni sikillesztéshez?

3. Egy térbeli sikot meghatarozo harom pont a kovetkez6: A(-o,5; 1,5; 2); B(1; 3; 6);
C(2,5; -1; 4).
Szamitsa ki a z=5 magassagu pontok x,y koordinatait az AB és BC oldalon linearis
interpolaciéval!
Adja meg az igy kapott szintvonal egyenletét y=a+bx formaban!

4. Egy térbeli sikot meghatdrozo harom pont a kovetkezd: A(-1; 2; 3); B(1; 6; 9); C(6; 3;
6).
Szamitsa ki a z=5 magassagu pontok x,y koordinatait az AB és BC oldalon linedris
interpolaciéval!
Adja meg az igy kapott szintvonal egyenletét y=a+bx formdaban!
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TRENDSIKOK, AVAGY POLINOMIALIS KOZELITES SIKKAL

El6fordulhat a geotudomanyok térképi abrazoldsakor, hogy a megfigyelt jelenséget
egyszer( térbeli siknak tekintjiik, viszont tobb mint harom helyrél van réla megfigyelt
adatunk. Ilyen lehet példdaul egy teriileten dokumentdlt kavicsterasz-maradvanyok
(folydvizi errozidhoz kapcsolodod morfologiai elemek) killonb6zé magassagu eléforduldsa
alapjan meghatarozhatdé tektonikus kibillenés irdnya és mértéke. A kibillentést egy
azimutirdnnyal és egy délésszoggel adjuk meg - csakugy mint a sikokat 4ltaldban.
Természetesen hdaromnal tobb pontra nem tudunk illeszked$ (determinisztikus) sikot
szerkeszteni! Ilyenkor egy trendsikot hatarozunk meg az adatainkbol (36. dbra).

Polinomialis kozelités (sikillesztés n
pontra)

Az elsérendiitrend-sik altalanos képlete:

Z.r,_\' — bo + b|X + bz_“

p=kontrollpontok sorszama (=n)

1 3 7 21
Az elsérendii trend-fellletet (sikot) egy elsérendii 2 1 3 1
kétvaltozés polinommal kozelitjiik a legkisebb négyzetek
modszerével (n=kontrollpontok szama). 3 4 1 10
A normél egyenletek: 4 7 6 15
Yz=bon + b Xx + b,Yy 5 7 1 11
Sxz = boyx + blz,\'z + b3 xy 0 5 4 ?
Yyz = boXy + biXxy + byXy’ y 1 0.
L d
o
Ugyanez matrix alakban:
b z
n Xx Xy bo >z P
Ix I Ixy| - |b | = | Zaz
L:.,\‘ Txy Xy :l l:b;| I: 2_\2} Pe
,D” oszlopmatrix elemeitkeressiik
b=A-1Z ° o Ps

36. dbra Trendsik szerkesztése.

A trendsik egyenlete nem kiillonbozik a korabban alkalmazott formulatdl (z«y=bo+b, x+b,
y). A b egytitthatok kiszamitdsdhoz azonban minden adatpont sziikséges; ennek feltételét
a normalegyenletek biztositjak (36. dbra). Szamitdstechnikai szempontbol ez a modszer
csak annyiban bonyolultabb a sikillesztésnél (l.: koradbbi fejezet), hogy az alapadatok
koordinatait (x, y) és értékeket (z), a koordinatak négyzetét (x?, y*), a koordinatdk és
értékek szorzatit (xz, yz), és a koordindtik szorzatit (xy) Osszesiteni kell. Ezt a
geoinformatikai rendszerek nagyon gyorsan el tudjak végezni, és emiatt maga a mddszer is
rendkiviil gyors nagy adatmennyiség esetén is.

A 36-0s abra feladatanak megoldasahoz tehat elsd 1épésben a tablazat adatait kell
Osszesiteni, majd behelyettesitve a megfelel6 értékeket a normalegyenletekbe, kiszamitani
a bo, b, és b, egytitthatdk értékét:
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Yz=bo*'n+bsZx+b, Xy 68=b,*5+b,*22+b,*18
2x2z=bo*Xx+b; 2x*+b,*Zxy  296=by*22+b;*124+b.*77
Yy*z=b,*Xy+b, Zx°y+b,*Xy*  291=b,*18+b.77+b.* 96

Az egyiitthatok kiszamitdsdhoz ez esetben is a Gauss-elimindci6 modszere a
legpraktikusabb. A szamitds eredményei (bo,=8,2593; b;=0,0021; b,=1,48) felhasznalhatok a
P-pont értékének kiszamitdsdhoz:

zp=bo+b;*xp+b.yp zp=8,2593+0,0021°5+1,48°4 Zp=14,1936

Ezzel a formulaval tehat a trendsik barmely pontjan kiszamolhatjuk két valtozo
ismeretében a harmadikat. Ez alkalmas lehet pl. metszetvonal készitéséhez is, ha a két
valtozo nem az x, y koordindta, hanem pl.: az x és a z (x-tengellyel parhuzamos fiigg6leges
szelvény).

Délésirany és d6lésszog-szamitas

A sik o d6lésirdny és 8 d6lésszog paramétereinek kiszamitasdhoz szintén az egytitthatokat
hasznaljuk fel. A sik d6lésiranyat és d6lésszogét a gradiens (nabla) vektorral adjuk meg
amelynek komponenseit a 2D-s, vagy 3D-s fiiggvényként értelmezett formula valtozok-

szerinti parcidlis derivaltjaval szamitjuk ki. Ha a délésiranyra vagyunk csak kivancsiak,
akkor a z-t fliggvényértéknek tekintjiik.

fixy)=bot+bsx+b,*y

A fiiggvény x-szerinti, és y-szerinti parcidlis derivéltjaval a 2D-s gradiens vektor x, illetve y
iranyu Osszetevojét kapjuk meg. Ez kijeloli a sik legnagyobb meredekségének iranyat.

f(x,y)/0x=0+bs1+b,*0 =b,
f(x,y)/dy=0+bso+b,s1 =b,

A délés irdnya a legnagyobb meredekség iranyaval ellentétes, tehat az a kiszamitasakor az
egylitthatok el8jelét megvaltoztatjuk (Ax=-b,; Ay=-b,) Geoinformatikai rendszerekben,
illetve adatbazis kezel6 programokban az atanz fiiggvényt haszndlhatjuk az o azimutérték
kiszamitasdhoz. Ha papiron szamolunk, akkor nem hasznalhatjuk ezt a fliggvényt;
helyette a szokdsos tangens fiiggvényt haszndljuk, azonban tigyelni kell arra, hogy melyik
siknegyedbe esik a gradiens vektor. Az a érték helyett ez esetben egy o’-szogértéket
szamolunk ki

tan o’=Ax/Ay

Adott esetben a megoldasbdl lathato, hogy o’-re 0,08° jott ki, de mivel a délésirany a 3.
siknegyed felé mutat (mindkét egyiitthato értéke negativ) ehhez még 180°-ot hozza kell
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adni, hogy o-t megkapjuk (0¢=180,08°). Az eredmény tehdt egy csaknem pontosan délies
iranyu doélés!

Ha a 8 d6lésszoget szeretnénk kiszamitani, akkor az eredeti egyenlet atrendezésével, a z-t
is valtozonak tekintjiik.

fixy,=bo+bX+b,*y-z

A figgvény x-szerinti, y-szerinti és z-szerinti parcidlis derivaltjaval a 3D-s gradiens vektor
X, Y és z irdnyu Osszetevdjét kapjuk meg. Ez a sik legnagyobb meredekségének irdnyat és a
meredekségének szogét is megadja.

f(x,y,z)/0x=0+b;1+b,*0-0 =b,
f(x,y,z)/dy=0+b;s0+b,*1-0 =b,
f(x,y,z)/0z=0+b, 0+b,*01-1 =-1

A grad f(x,y,z) gradiens vektor tehat: [b;; b,; -1]. A gradiens vektort V (nabla) vektornak,
vagy a sik ,normalisdnak” is nevezik. A d6lésszoget a vektorkomponensekbdl a Pitagorasz-
tétel és szogfiiggvények segitségével szamitjuk ki.

tgd'=-1/r ahol r a 2D grad f(x,y) hossza
=90+ &’
A délésszog adott esetben tehat: §=55,9°

A 36-0s dbran szereplé feladat eredményeként megadhatjuk tehdt a trendsikot
délésirany/dblésszog formdaban is a P (5; 4; 14,1936) ponton. Ilyen megadasi formaban a
geotudomanyok tobbnyire az egész fokértékekre kerekitett adatokkal dolgoznak (pl.:
180/56), és a térképeken is csak ilyen formdban taldlkozunk veliik.

Hibaszamitas

A hibaszamitds a sztochasztikus modszerek esetében fontos ,befejezd” 1épése a
mitiveleteknek. E nélkil a kapott érték (pl.: a modellezett trendsik) elfogadhatésdgat nem
lehet felbecsiilni. A hibat a kontrollpontokon mért és a modellezett fiiggvény altal a
kontrollpont helyén becsiilt értékek oOsszehasonlitasaval tudjuk vizsgalni. A térbeli

abrazolas alapjan azonban mar szabad szemmel is érzékelhetd, hogy mely pontokon
nagyobb, és hol kisebb a kontrollpontok eltérése a siktdl (37. dbra).
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P1

,,,,,,,,,

37. dbra A trendsik elhelyezkedése a 36. dbra feladatdban megadott pontokra vonatkoztatva.
Az dbra az x-tengely pozitiv irdnydbél mutatja az alakzatokat perspektiv nézetben.

Pontosabb képet a szdmitdsok elvégzésével kaphatunk (38. dbra). Mivel a trendsik
szamitdas modszere miatt a hiba atlaga zérus, ezért pl. a szordst mint statisztikai
paramétert hasznalhatjuk fel a modell pontossaganak vizsgalatara (adott feladat esetében
a hibaértékek szorasa D=1,92).

P1 P2 P3 P4 lps
z 21 11 10 15 11
becsiilt z 18.632 12704 9749 17.160  9.755
hiba 2368 -1.704 0251 -2.160  1.245

38. dbra A 36. dbra feladatdban megadott kontrollpontok eredeti és a trendsik filiggvényével
szdmitott z-értékek 6sszehasonlitdsa.

A gyakorlati alkalmazdsokban (pl. GIS szoftver) a kiszamitott hibaértékeket is eltdroljuk a
hattéradatbazisban, ami lehet6vé teszi t. n. hibatérképek szerkesztését. A hibatérképen
nem az eredeti kontrollpont z-értéket, hanem a kontrollponton tapasztalt hiba mértékét
jelenitjiik meg a térképi adatabrazolas eszkozeivel.

Masik gyakori modszer az ellendrzésére a keresztvalidacié (cross validation). Ez egy
iteraciés muvelet, amelynek soran minden ciklusban kivesziink az adatmezébdl egy
értéket és anélkill szamitjuk ki a modellt, majd a kihagyott kontrollpont helyén
Osszehasonlitjuk az eredeti és a modellezett értéket. Ezt a modszert bdarmelyik
interpolaciéra alkalmazhatjuk, legyen az sztochasztikus vagy determinisztikus, lokalis,
vagy globalis. Ennek eredményeibdl is szerkeszthetiink hibatérképet, de ez a valasztott
interpoldcio ,erésségét” mutatja a tobbi modszerhez képest.
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LOKALIS INTERPOLACIOK

Lokalis interpolacios modszerek a kontrollpontoknak csak egy részét haszndljdk fel egy
adott helyre vonatkozo6 becslés eldallitasahoz. A kivalasztas a keresett értéki helytdl vald
tavolsdg alapjan torténik. Ez értelmezheté 1D (grafikon), 2D (feltilet) és 3D (skaldrtér)

esetében is.

Legkozelebbi szomszédok modszere (nearest neighbor)

A lokalis interpolaciok legegyszertibb mddja, amikor a helyhez legk6zelebbi kontrollpont
értékét rendeljiik a keresett ponthoz. Ez a legkozelebbi szomszédok (nearest neighbor)
modszer (39. dbra).

Legkozelebbi szomszédok modszere
(Nearest neighbor)

1D (diagram) 2D (felulet)
L Amelyik voronoi poligonbanvan a
w0 keresettpont, az ahhoz tartozé

y [ kontrollpont értékét veszi fel.

2 % alilan = Zp=Z,

A keresett x-értéken a fliggvény a 3D Voronoi

If(:lgkozebbbl kontrollpont értékét veszi poliéderek
Amelyik voronoi poliéderbenvan a
keresett pont, az ahhoz tartozé
kontrollpont értékét veszi fel.

39. dbra A legkézelebbi szomszédok médszere 1-3D-ban.

A legkozelebbi szomszéd (nearest neighbor) moddszer lehet mind topoldgiai, mind
koordinataalapti moédszer, attdl fiiggéen, hogy milyen tipust adatrendszerben dolgozunk.
Elébbi esetben a geoinformatikai rendszerben a kontrollpontokhoz tartozo alakzatokat is
taroljuk az adatbazisban és az interpolacio soran felhaszndljuk ezek geometridjat. Ezek az
alakzatok a voronoi sokszogek/poliéderek. Ezen alakzatokra igaz az 4llitas, hogy a bels6
pontjai kozelebb vannak a kérdéses ponthoz, mint az Osszes tobbi ponthoz. Az ilyen
tulajdonsdggal rendelkez6 alakzatok konvexek és folytonosan toltik ki a sikot/teret. Az
alakzat oldalai merdlegesek a koriilvett pontot a tobbi ponttal 6sszekotd egyenesekre és
felezik azokat. A poligonhal6t (2D-eset) szoktdk thiessen-poligonoknak is nevezni.

39



Ha a keresett pont értékén kiviil nincs sziikség mas informdciora az interpolacié soran,
akkor nem sziikséges az alakzatot 1étrehoznunk, hanem elég csak a tavolsagot kiszamitani
a keresett hely és a kontrollpontok kozott, majd az eredmények koziil kivalasztani a
legkisebbet. Ez a mddszer egy valtozo esetén (pl. magassag modellezésre) nagyon durva
kozelités, de sokvdltozds fliggvények esetén gyors és hatékony lehet (pl.: szines
raszterképek — RGB - felbontasanak modositasakor).

A legkozelebbi szomszéd (nearest
neighbor) 2D

1 3 7 21
2 1 3 11
3 4 1 10
A
y 13 4 7 6 15
5 7 1 11
P,
? 0 5 4 ?
P,
P
Sikillesztéses modszerrel:
5 zP,=14,19365
py ¢ Legkozelebbi szomszéd médszerrel:

> zP,=zP,=15

40. dbra Legkézelebbi szomszédok médszerének alkalmazdsa a 36. dbra feladatdban is
felhaszndlt pontokra.

A természetes szomszédok (natural neighbor) modszer

A modszer Robert Sibson nevéhez kotik, aki el6szor publikélta 1982-ben. Elméletileg 1D-
ben és 3D-ben is alkalmazhato, de legf6bb alkalmazasi teriilete a domborzatmodellezés
volt mar a kezdetekkor is. A 2D-s (2,5D-s) felhaszndlds sordn sziikség van a kontrollpontok
koré szerkesztett voronoi sokszoghdlo adataira (pl. egy adott sokszog tertiletére). Ezért
elsd 1épésként létre kell hozni ezeket az alakzatokat. Ezt kovetéen a keresett hely mint
pont koré is szerkesztiink egy voronoi poligont, majd ezzel az alakzattal elmetssziik az
eredeti poligonfelosztast és kiszamoljuk, hogy melyik poligonbdl mekkora teriiletet
hasitott ki a keresett pont koré szerkesztett alakzat. A keresett pont értékének
szamitasakor aszerint sulyozzuk a kornyezé kontrollpontokat, hogy mekkora aranyt
képvisel a teriiletiik az 4j poligonban (1. 41. és 42. dbra). A kimetszett teriiletek aranya
hatdrozza meg tehat a teriileti sulytényezét (o).

A 41. dbra feladata ugyanazokat a kontrollpontokat haszndlja, mint a korabbi két
fejezetben a trendsik, illetve a legkozelebbi szomszédok mddszerénél megoldott feladatok,
igy osszehasonlithatd, hogy a keresett pont becsiilt értéke hogyan valtozik az interpolacids
modszertdl fliggben.
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A natural neighbor

: ; R 1 3 7 21

A natural neighbor médszer egy topoldgiai médszer, > . z i

ami 2D-ben a voronoi-thiessen poligonokra épul. 5 % » .
Feladat:

1. Szerkeszd meg a Delaunay-haromszogeketaz 6t ismert 4 7 6 15

pontra. 5 T 1 11

2. Szerkeszd mega voronoi sokszogeket. 0 5 2 =

3. Kosd 6ssze a PO pontot az ismert pontokkal.
4. Szerkeszd meg PO koré a voronoi sokszoget.

Kulénb6zd interpolaciés modszerekkel szamolt z-érték a p,
pontban:

Sikillesztéses modszerrel:
zP,=14,19365

Legkozelebbi szomszéd modszerrel:
zP,=zP,=15

>
X

5. Szamitsd ki a kimetszett poligonok tertiletét!

41. dbra A természetes szomszédok (natural neighbor) médszer alkalmazdsdnak lépései (1-4
lépés).

A t; terlletnagysagok
(el6z6 dia feladatahoz):

z-érték A keresett pont z-értéke:

n

Zp, = Z Ww;Z;
1 19821 21 °© L
2 0,8573 11 Ahol zp, a szamitott fliggvény érték. Az w; a terileti
3 2,9079 10 sulytényezé az adott ponton, z;az ismert figgvényérték
4 3.8174 15 (azaz fy,,) az adott ponton és n a szomszédos pontok
5 13333 11 el g -

= i
el 108 oi=gEr Y wi=t

n=5 =17 i=1

5. ...akimetszett terlletrészek nagysagat a tablazat 2. oszlopa tartalmazza.
6. Alkalmazd a tertiletek aranyat (w) a képlet szerint a sulyozott fluggvényérték (z)
kiszamitasahoz.

Eredmény:
ZPy=13,04132

dbra 42 A természetes szomszédok (natural neighbor) médszer alkalmazdsdnak lépései (5-6
lépés).

A 42. 4bra tablazatdnak harom oszlopa az érintett kontrollpont szamat, a kontrollponthoz
tartozo poligonbol kimetszett t-teriiletet és a ponthoz tartozd z-értéket mutatja. A
keresett helyhez tartozé poligon teriilete (azaz a részteriiletek Gsszesitése, X ti=10,898) és
az egyes részteriiletek ardnyabdl szamithato a stlytényezé (i), amit az adott kontrollpont
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z-értékével (fliggvényértékével) szorzunk. E szorzatok sszege adja a keresett pont becsiilt
fuggvényértékét (zp=13,04132).

Sulyozas reciprok tavolsagokkal (inverse distance weighting)

A moddszert Donald Shephard (Harward University) 1968-ban dolgozta ki térinformatikai
célokra. Elterjedését rugalmassdga és konny( algoritmizadldsa nagyban segitette. Ezzel a
modszerrel elvileg minden rendelkezésre 4all6 adatot felhaszndlunk (l.: globalis
modszerek), de gyakoribb, hogy nagy adatmennyiség esetén a felhasznalt kontrollpontok
tavolsdga, vagy(és) szama limitalt. A szakirodalom ,Shephard-féle moddszernek”
(Shephard’s method) is nevezi, de leggyakrabban csak IDW-modszerként emlitik.

Szamitasakor az ismert pontok keresett értéki helytél valo tavolsagat szamitjuk ki el6szor,
majd e tavolsagok valamilyen hatvdnyra emelt értékének (pl.: leggyakrabban a tavolsig
négyzetének) reciprokat hasznaljuk fel az ismeretlen pont értékének kiszamitasakor (43.
abra). A TIN hélo szabdlyos racshilé-modellbe (grid) torténé gyors atszamitasakor

hasznalhato.
S 1 Z, a becsult z érték az ismeretlen ponton
2 ik Z; a z érték az i-edik kontrolpontban
2 = i=1 dl d; az i-edik kontrolponttavolsaga a ismeretlen ponttol
s ] k sulytényezé
b y s a felhasznalt kontrolpontok szama
i=1 11

k:=2
1 3 7 21 JGo =)+ o= ) 13 0.0769231 1.6153846
2 1 3 11 VG0 — %2 + (o — 7272 17 0.0588235 0.647058824
3 40 10 10 0.1 1
4 7 6 15 8 0.125 1.875
5 7 11 13 0.0769231 0.846153846
2 ? 2

Folytasd a tablazat kitoltését és add meg a P, pontban | Eredmeény:
(Xg=5, yo=4) a z-értéket! zPy=13,67149

44. dbra Az IDW alkalmazdsa a kordbbi feladatokbdl ismert 5 pontra k=2 sulytényezével.

A modszer egy tablazatkezel6 segitségével is konnyen alkalmazhato (44. dbra). Az dbran
lathaté mitveleti sorrend lényege, hogy Pitagorasz-tétel alapjan feltoltjiik a tablazat
oszlopait, majd summazzuk az utolsd két oszlop értékeit és ezeket behelyettesitve a
képletbe, megkapjuk a keresett pont z-jét. igy egy egyszerti és gyors algoritmussal ki lehet
szamolni a koordinatdkat tartalmazé tdblazatbol a rdcshdldé csomopontjait.
Térinformatikai programokban a tablazatkezel6 és a térképi megjelenit6 modul
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Osszekapcsolasaval mar a modszer publikalasanak idején is kisérleteztek, ma pedig
nélkiilozhetetlen része a GIS programoknak.

A k stlytényez6 meghatarozza a kiilonb6zd tavolsdgban 1év6 pontok szerepét (45. abra):

k=0 esetén a kontrollpontok atlagértéket kapja minden kézbensé pont.

k=1 érték azt jelenti, hogy az 0sszes pontbodl a tavolsdgukkal forditott aranyban
vessziik figyelembe az adatokat.

Ha k <= 2 akkor a tavoli pontoknak van nagyobb szerepiik, ahogy k értéke né, ugy
ng a sulya a kozeli pontoknak.

Ha k—oo az interpoldcio a legkozelebbi szomszédok modszerével lesz megegyez6.

v

45. dbra A k stilytényezé értékének szerepe az IDW mddszernél.

A sulyozas miatt a kapott eredmény jobb, mint a TIN-hdromszogekre torténd sikillesztés.
Viszont nem ad jé becslési értéket a tagolt teriileteken (46. dbra). Ennek oka, hogy az
adatmezdében szerepldé kontrollpontok maximum és minimum értékénél mindig kisebb,
illetve nagyobb lesz a becsiilt hely értéke (pl.: hegycsicsok lelapitdsa”, godrok
Jfeltoltése”).

kontrollpontok

.// \’\(

IDW modszerrel illesztett feltilet

46. dbra Az IDW médszer tagolt teriileteken nem jol adja vissza a valédi morfoldgidt.
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GYAKORLOFELADATOK VEGYES KVANTITATIV MODSZEREKHEZ

A kovetkezd fejezet olyan feladattipusokat tartalmaz, amelyek a geotudomanyokban
el6forduld gyakori szamitdsi és modellezési feladatokat szimulaljak kevés és egyszerti
adattal.

1. feladat

Adott hdrom furas, amelyekben a homokké réteg tetejét a Pi=60 m; P2=150 m; P3=75 m
felszint6l szamitott mélységben érték el. A kutatofurasok és kérdéses pontok koordinatadit
a tabldzat (47. dbra) tartalmazza.

X Yy z
P1 46 680 200
P2 676 530 200
P3 67 405 200
B1 361 165 200
B2 246 520 200
c1 800 191 200

47. dbra Az 1-es feladathoz tartozé pontok koordindtdi

a) Milyen mélyen talalhaté a homokké a B2 pont alatt, ha a vidék teljesen sik?
b) Szamold ki B1 és C1 pontokon varhaté mélységekre is. Miért adhatunk ezeken a
pontokon becslést? Indokold!
) Szerkeszd meg a 48-as dbra térképén a homokké 150-es mélységvonalat!
P1
O
B2 P2
o (@]
(@]
P3
(0]
o C1
B1

48. dbra Az 1-es feladat pontjainak térképi dbrdzoldsa.
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Az 1-es feladat megoldasa:

A homokkd réteg egyszeril siknak foghato fel. A sik térbeli helyzetét megadja a
harom ponton mért mélység. A feladat megoldasara tébb modszer adott:

1) Pontérték szamitasa linearis interpolacioval

1.) Sik illesztése 3 pontra polinommal

lll.)  Trend felllet illesztés 3 pontra
A moédszer szabadon valaszthatd, de a szamitasi id6k kézétt nagy kilénbség lehet!

Leggyosabb a “sik illesztése 3 pontra polinommal” modszer adott esetben.
Felirjuk minden ismert pontra a keresett polinom egyenletét:

by+b Xp 0,y =F(Xo1,Ye1) b,+b,46+b,680=60 Célszer(i a fliggvényértéknek a
Do+, Xes 0,y p,=f(Xes,Yey) DEElyettesitve: b +b 676+b,530=150  homokké mélységét tekinteni,
D+ X3 +D,Yes=F(Xe,Yes) b,+b,67+a,405=75 Elsvzz'lrr?i{zlsaadat ennek

Kiszamitjuk a b-egyutthatokat a kévetkezé mddszerek valamelyikével:
a) az egyenletrendszer megoldasaval

b) Gauss-eliminacioval

c) matrix determinansanak meghatarozasaval

Az egyUtthatok ismeretében megoldjuk az egyenletet B2, B1 és C1 pontokon az ismert
x,y koordinatak behelyettesitésével:

bytb Xg, X, =f(Xs, Ye,)  @zaz: by+b,246+b,520=f(Xy,,Ys,) ‘ f(Xg2,Ys2)=93,56614 ‘
Dy+b X b Xe =f(Xe1Ye))  aZAZ: by+b,3614b,165=((Xs1Yer) | T(Xes,Yer)=124,5556 |
bo+b1xc1+bzxc1=f(xc17YC1) azaz: bo+b1800+b2191=f(xc17YC1) ’ f(xC1’yC1)=181’4688 ‘

b,=84,1375661
eredmények: | b,=0,13227513
b,=-0,0444444

A 150-es mélységvonal atmegy P2 ponton. Keresstink legalabb egy masik pontot a térképen,
amelyen ez a mélységvonal atmegy. Az egylitthatok és a fliggvényérték ismeretében felirjuk a
mélységvonal egyenletét tetszbleges x,y pontra:

b,+b,x+b,y=150 51

Kivalasztunk a térképen egy

tetsz6leges x vagy y koordinatat, B2 2
amit a képletbe helyettesithetlnk. o

Adott esetben célszeri pl. az y=0
értéket valasztani.

84,1375661+0,13227513*x=150

150

y=0

A
Y

x=497.92
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2. feladat

Adott négy fards, amelyekben a homokké réteg tetejét a P1=60 m; P2=150 m; P3=75 m;
C1=210 m felszint6l szamitott mélységben érték el. A kutatofurasok és kérdéses pontok
koordinatdit a tablazat (49. dbra) tartalmazza.

P1
P2
P3
B1
B2
C1

X
46
676
67
361
246
800

y
680

530
405
165
520
191

z

193
228
189
211
196
236

49. dbra A 2-es feladathoz tartozé pontok koordindtdi.

Milyen mélyen taldlhaté a homokké a B1 pont alatt?

P1) | [\
o

/ \ : A . \
| B ™~ S R

50. dbra A 2-es feladathoz tartozé térkép. Csak a feladat megértése szempontjdbdl van

szerepe, a szamitdsokhoz nem kell haszndlni!
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3. feladat

A volgyoldalban négy ponton mérték a felszin alatti viz mélységét (Ki-K4). Milyen mélyen
van a viz a felszin alatt a P (x=3844; y=5714) pontban? Szamitsd ki IDW (sulyozas reciprok
tavolsagokkal) mddszerrel. A stlytényezd legyen k=2. A vizszint adatokat a kutakban az

51-abra tablazata tartalmazza.

kut X

K1 4788
K2 2840
K3 3353
K4 4680

Yy
4608

5409
6371
5913

M

mélység

2

26
21
15

51. dbra A 3-as feladathoz tartozé kutak koordindtdi a vizmélység adatokkal.

6000

5000

000€

000%

o K4

52. dbra A 3-as feladathoz tartozé térkép. Csak a feladat megértése szempontjabél van

szerepe, a szamitdsokhoz nem kell haszndlni!
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A 2-es feladat megoldasa:

A homokkd réteg egyszeri siknak foghato fel. A sik térbeli helyzetét a négy ponton
mért mélység mar nem adja meg egyértelmden. A sikot kdzelitd modszerrel kell
kiszamitani (pl.: trendfelllet illesztése n-pontra legkisebb négyzetek médszerevel).

A sik egyenlete az adott esetben is felirhaté polinomként: b,+b,x+b,y=f(X,y)

A vélasztott sikillesztéses modszer esetén fiiggvényértéknek a f(Xp1,Yp1)=2Z5,=193-60=133
homokké tengerszint feletti magassagat kell tekinteni, mivel a megadott f(Xe,,Ye,)=20,=228-150=78
mélységek egy szabalytalan topografiahoz vannak viszonyitva. (X, Yps)=Zp,=189-75=114

f(Xer,Yor)=2e,=236-210=26

Polinomialis kozelités (globalis 2D sztochasztikus moédszer)
Felirjuk a Gauss-féle normalegyenleteket (z=f(x,y) és nem a topografiai magassag'):

b,n+b,Sx+b,Sy=Sz b4+b,1589+b,1806=351

b, Sx+b,Sx’+b,SXy=SXZ pehelyettesitve:  b,1589+b,1103581+b,569495=87284
b,Sy+b,Sxy+b,Sy’=Syz b,1806+b,569495+b,943806=182916
Kiszamitjuk az a-egyutthatokat a kbvetkezé modszerek valamelyikével:

a) az egyenletrendszer megoldasaval . b,=74,720889
b) Gauss-eliminacioval eredmenyek: |, = 0,079469
¢) matrix determinansanak meghatarozésaval b,=0,0987785

Az egyltthatok ismeretében megoldjuk az egyenletet B1 ponton az ismert x,y koordinatak
behelyettesitésével:

Do+b Xg +0,X5,=f(Xe1,Ye,)  @zaz: b,+0b,361+b,165=f(Xs,,Ys:) ’ f(X,Ys:)=62,33075 ‘

A fuggvényérték a tengerszint feletti magassag. A homokké mélysége a B1-ponton (mg,) a ponton
mért tengerszint feletti magassag és a fliggvényérték kilénbsége:

Mer=Zorf(XerYer) 8zaZz: 211-62,33075=148,66925

A 3-as feladat megoldasa:

A felszin alatti viztikér nem modellezhet6 egyszer( sikként.

IDW interpolacio (lokalis 2D sztochasztikus médszer)

Felirjuk az idw modszer képletet: s 1

ahol a z=f(x,y) figgvényérték adott 2z T

esetben a felszin alatti viz mélysége. 20 = i=1 4
s l

Kiszamoljuk a tervezett kit és a K1-4 kutak kozti tavolsagokat, —
a tavolsagok négyzetének (k=2) a reciprokat és ennek z-vel i=1 d,~k
val6 szorzatat pontonként:

P pontonkénti tavolsaga A nagy szamok miatt célszer( lehet a méterben megkapott

dist (d) 1/d"2  z%(1/d"2) Itéwols'é\goka_'( kiIom_éterre atszamitani. A szamolas pontosséaga igy
egalabb 3 tizedesjegy legyen!
K1 1.4541 0.47295 0.945907

K2 1.0493 0.90823 23.61402
K3 0.8202 1.48648 31.21609
K4 0.8594 1.3541 20.31152
0
4.22177 76.08754

Az Osszesitett értékek behelyettesitésével megoldjuk az
egyenletet:

f(X,,y,)=76,0875/4,2218=18,02
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Tovabbi gyakorlatok:

1. Egy szabalyos rdcshalo (grid) négy pontja a kovetkezd: A(1,5,4); B(4,5,6); C(4,2,1);
D(1,2,2). Szamitsa ki a P(3,3) pont z-értékét bilinedris interpolacioval!

2. Adott harom térbeli pont, amelyek egy térbeli sikot hatdroznak meg. A pontok
x,Y,z koordinatai rendre: P1(-1,4,2); P2(0,-1,-1); P3(4,2,3).

o Szamitsa ki a sik egyenletének egyiitthatdit!

o Hatdrozza meg az A(2,2,...) pont z értékét!

o Hatdrozza meg a z=2 szintvonal metszéspontjait az x és y tengelyen!
o Adja meg a sik d6lésiranyat és d6lésszogét!

3. Adott egy térbeli sik, amit egy vizszintes egyenessel és egy ponttal hatdrozunk
meg. El6bbi a z=2 szintvonal egyenese, aminek egyenlete: y=5/2-5x/6. Utobbi az
x=3, y=2,8 és z=4 koordinatakkal megadott A pont.

o Szamitsa ki a sik egyenletének egytitthatoit!
o Hatarozza meg a sik magassagat (z-értékét) az origoban!
o Adja meg a sik d6lésiranyat és d6lésszogét!

4. Adott két egymassal és az x,y sikkal parhuzamos egyenes, amelyek kiilonb6z6 z
magassagban futnak (tehat szintvonalak). A z=0 magassdgon futo egyenes
egyenlete y=8/3-x/3 és a z=1 magassagon futdé y=-2/3-x/3.

o Szamitsa ki a két szintvonalra illeszked6 térbeli sik egyenletének
egyutthatoit!

o Hatdrozza meg az A(1,-3,...) pont z értékét!
o Adja meg a sik d6lésiranyat és d6lésszogét!

5. Adott egy 140/17 d6lésirannyal és d6lésszoggel jellemezhet6 sik az A(637425;
292343; 171) EOV koordinat4ju ponton.

o Adja meg a sik gradiens (nabla) vektorat!
o Szamitsa ki a térbeli sik egyenletének egytitthatoit!

o Hatarozza meg a B(637486; 292381; 181) ponton a sik mélységét!
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Geometriai modszerek

A geotudomdnyok térképeit ma mar szamitogépes programok segitségével geoadatbazisok
felhasznalasaval készitik (Albert, 2018). Az alkalmazott térinformatikai programokban (pl.
ArcGIS, QGIS, SAGA) tobbek kozott az el6zé fejezetben ismertetett algebrai modszereket
implementdltdk olyan feladatokhoz, amelyek az adatokbdl kozvetleniil - fiiggvények
segitségével - adnak becslést az ismeretlen értéki pontokra. Ezeket implicit
moddszereknek nevezziikk (Maxelon és tsai., 2009). Segitségiikkel lathatjuk és lattathatjuk
a geoszférak folytonos jelenségeit térben, vagy izovonalas térképeken a geotermikus
gradiens-térképektél kezdve a domborzati térképeken at a légnyomds/hémérséklet
térképekig.

A figgvényekkel végzett miveletek egy része a feltiletek kozti térbeli viszonyok vizsgalatat
célozza. A feliiletek kozotti térrész vastagsaga és a feliiletek egymassal valé metszése az,
ami a leginkdbb vizsgdlatra érdemes a geotudomdnyokban. Ilyen lehet pl. két geologiai
réteg, vagy akar két légkori nyomastopografiai felszin kozotti koztes térrész vizsgalata,
vagy a geologiai rétegek és a domborzat metszetvonaldnak szamitdsa. Ezek a mtveletek -
bar linearis egyenletrendszerekkel megoldhatok - szamoldsigényesek, igy célszertibb a
geometria és nem az algebra fel6l megkozeliteni a gyakorlatok sordn. A kovetkezé
fejezetek ennek megfeleléen elsGsorban a térbeli feliiletek és sikok térképi dbrazolasat és a
veliik végzett miiveletek geometriai megoldasat mutatjak be.

SIK DOLESENEK ABRAZOLASA
A legegyszer(ibb geometridju térbeli objektum a sik, amit geometriailag leggyakrabban 3
térbeli ponttal, vagy egy ponttal és egy iranyvektorral adunk meg (l. korabbi fejezetek és

53. dbra). Térképen egy egyszer(i sik abrdzolasa szintén két modon valésulhat meg (54.
abra): 1) a sik irdnyat és d6lését jelz6 pontszerti jellel, 2) szintvonalakkal.

53. dbra Hdrom ponttal (A,B,C) megadott sik, és ugyanennek P ponton felvett
normdlvektora [-1,4; 1,2; -1].
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Sik dblésének abrazolasa térképen

1. doléstuskével 2. szintvonalakkal

\
@

173

100

Délésszog &
megiras 60 =
200
&8
1:10 000
0/30
270/60
Szintvonal: abszolit magassagot rendeliink hozza
Doléstiiske: a legnagyobb lejtés iranyaba mutaté révid vonal (~eséstiiske)
Csapasvonal: olyan szintvonal, aminek nincs magasséaga (vagy relativ
magassaga van) 58 58

54 dbra Egyszerti sik szokdsos térképi dbrdzoldsa: irdnyvektor jele (balra), szintvonalak
(jobbra). Ut6bbi esetben a térkép méretardnydt is ismerntink kell a d6lésszig
értelmezéséhez.

A sik normalvektora (gradiense) és a sik o délésirdnya egymadssal ellentétes, ugyanis a
délés mindig a legnagyobb lejtés irdanydba mutat, mig a gradiens vektor vizszintes
komponense (grad f(x,y) 1. korabbi fejezetek) a legnagyobb emelkedés iranyaba. A
délésiranyt, mint a legnagyobb lejtés iranyat Richard J. Lisle 1988-6ta tobb kiadast is
megért geologiai gyakorlokonyvének egyik dbraja jol szemlélteti a viz lefolyasi irdnyaval
(55. abra).

d6lésszég —>E
5=30°

délésirany a=40°

55. dbra A sik d6lésirdnya az, amerre a siknak legnagyobb a lejt6szége (Lisle 2004 utdn
mddositva).
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A sik § délésszoge a vizszintes siktdl valo eltérést adja meg fokokban; ez szintén az 55.
abrarol olvashatd le. A hazai gyakorlatban a geoldgiai térképeken és adatbazisokban a
térbeli sikokat a délésiranyukkal és délésszogilikkel adjuk meg. Az 55. dbran lathato réteg
esetében tehat pl.: 40/30 jeldlést alkalmazunk, ami azt jelenti, hogy 40° azimut irdnyban a
vizszintestSl 30° d6lése van a rétegnek (56. dbra).

40 30 <N

/

7 |
of 50 \
\/// /soN

IS E—
0 25 50

56. dbra Egy 40/30 délésti geoldgiai rétegsor térképi és 3D-s megjelenitése a VisibleGeology
internetes applikdcio segitségével.

Vizszintes és fligg6leges metszetek és a latszolagos délés

A vizszintes és fligg6leges metszetek antropocentrikus, kitiintetett helyzett sikok, hiszen
a természetben sok jelenséget a talpunk alatt, és a szemiink el6tt latunk, igy jo
vonatkoztatasi rendszert képeznek, ha meg akarunk érteni egy térbeli jelenséget. Ennek
ellenére ez a két szemszog a valdsdgban ritkdn lattat teljes mértékben vizszintes, illetve
fiigg6leges metszetet. E probléma az dbrazoldskor kikiiszobolhets, ha a jelenségeket
matematikai modszerekkel vissziik fel a vizszintes vagy fiigg6leges sikra, amelyek igy
szabalyos térbeli metszetét adjak a modellezett objektumnak.

Maga a térképi nézet is lehet egy metszdsik a térbeli objektumok abrazolasakor, ha a
térkép leképezési sikja elmetszi az abrdzolandd objektumot (pl. egy altalanos délésti
sikot). A masik kitiintetett helyzet, a fliggéleges metszet, mar a 18. szazadban is elterjedt
volt a foldtudomanyi jelenségek értelmezésekor.

Az 4brazolas soran a térbeli sik (objektum) és a leképezé sik metszésvonalat szerkesztjitk
meg. A szintvonalak a vizszintes metszetek vonaldt reprezentdljak (l. el6z6 fejezet) és
értékiikkel adjuk meg, hogy mely magassagi sikhoz tartoznak. A fligg6leges metszeteknél
azonban csak egy metszetvonalat szokas 4brazolni. A sikként értelmezheté térbeli jelenség
és a fiigg6leges metszdsik viszonyat alapvetéen a gradiens vektoraik altal bezart szogek
hatarozzak meg. Ha a gradiens vektorok egy iranyba mutatnak, vagy ellentétesek,
akkor a fiiggdleges metszésik csapasiranyd, mig ha a vektorok 9o, vagy 270 fokos
szoget zarnak be, akkor délésiranyt a metszet. Els6 esetben a metszet sikjaban az
abrazolt sik egy vizszintes vonalként jelenik meg, mig a masodik esetben a sik maximalis §
délésszoge olvashatd le. A koztes helyzetekben a latszolagos d6lésszog (aldélés) olvashato

le a metszetrdl (57. dbra).
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A metsz6 sik
csapasiranya

gp——

délésirany a

57. dbra A fiiggéleges metszetek és az dbrdzolt sik dltaldnos Osszefiiggései. A metszdsikon
csak délésirdnyt esetben ldthaté a valédi dlésszog; minden egyéb esetben dldGlést
tapasztalunk (Lisle, 2004 utdn médositva).

Az 57-es abra jel6lését alkalmazva felirhaté harom egyenlet, amelyek atrendezésével az
aldélés szamitdsara hasznalt egyszert szogfiiggvényeket tartalmazoé képlet felirhato:

tgd=p/r

tgd’=p/q

cosd=r/q

Mivel

p/r*r/q=p/q

ezeért:

tgd * cosdh= tgd’

Az dbran lathato adatokkal:

tg14°* cos45°=tgd  tehat: §'=10°

Két sik metszésvonalanak szerkesztése

Az altalanos helyzet( térbeli sikok egymashoz valé viszonydnak elemzése azzal kezdédik,
hogy a sikok pdrhuzamossagat, illetve metszésvonalat vizsgaljuk. A szerkesztést
egyszer(ibb esetekben térképen (papiron) is el lehet végezni. Az alabbi feladatsorban
szemléltetett egyszerli eset 1épésekre bontva segiti a térképszerkesztéskor alkalmazott
miveletek geometriai alapjainak megértését.

Két térbeli sik metszete egy térbeli egyenes, amit két térbeli ponttal adhatunk meg. A
térbeli pontokat meg tudjuk szerkeszteni térképen a sikok délésadatai (délésirany és
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délésszog) és a térkép méretaranya ismeretében. A szerkesztéshez a sikok szintvonalas
abrazoldsat hasznaljuk fel, de a jobb megértést segiti, ha térben is elképzeljiik (58. dbra). A
térképen ilyenkor a domborzat szintvonalai mellett a geoldgiai sik G. n. szerkezeti
szintvonalait is fel kell tiintetniink. Az 59-61 dbra feladatai egy délnyugatias irdnyban kis
szoggel d6l6 réteglap és egy északnyugatias délésti vetd sikjanak metszetvonalanak
szerkesztését mutatjak be 1:10 000 méretaranyu térképen.

\N
réteg alja
S g alj

e /

0 25 5 ¢

58. dbra Egy 240/8 d6lésti rétegsor és eqy 290/ 45 dblésti vets “taldlkozdsdnak” térképi és 3D-
s nézete. A két sik metszetvonaldt két jol azonosithatd térbeli pont jeloli ki.

1. lépés
Az egyik sik (A) csapasvonalainak
megszerkesztése két kijelolt
magassagban (0 m és 100 m).
A 240/8 A szerkesztéshez a lejtéalap
szamitasa/szerkesztése sziukséges.

B 290/45
E Emlékeztetd:
A sikot z=n+p*x+q*y, az
. egyeneseket y=a+b*x
1:10000 alakban is fel lehetirni a
térkép

koordinatarendszerében!

109 tga=100/b

0 b b
b=711

59. dbra A réteglap sikjdnak szerkesztése szintvonalakkal.
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2. lépés
A masik (B) sik csapasvonalainak
megszerkesztése azonos

0 100 magassagban (0 m és 100 m).

A 240/8
B 290/45

E

1:10000

180 tga=100/b

S\/O b b
0 b=711 b=100

60. dbra A vet6 sikjanak szerkesztése szintvonalakkal.

3. lépés

A sikok azonos szintre

vonatkoztatott csapasvonalainak
0 100 metszéspontjai dsszekodtve

A 240/8 m?gadjék a két sik metszésvonalat
B 290/45 paa
E
1:10000
100 tga=100/b
A - L% —
b b
b=711 b=100

61. dbra A két szintvonalakkal szerkesztett sik térbeli metszésvonaldnak szerkesztése.



Szerkesztések egy sik harom ismert pontjabol

E mitvelet soran tulajdonképpen a sikillesztés és a TIN halé alapjan torténd
szintvonalszerkesztés modszerét alkalmazzuk. Itt azonban a cél tobbnyire az, hogy a
sikrol informdcidt nyerjiink (pl. a sik délésirdnyat és délésszogét), vagy metszéspontokat
keresstink egy masik sikkal (I. el6z6 fejezet). Emiatt nem sziikséges, hogy a térkép teljes
feliilletét betoltsiik szintvonalakkal. Gyakran a foldtudomanyi terepi munkdk soran is
sziikség van ilyen szerkesztési miiveletekre, hiszen a megismert geometria segiti a célzott
észlelést. A térbeli geometriai alakzatokkal valé mtiveletek ismerete azonban nem csak
geologusoknak, hanem a téradatokat feldolgozo geoinformatikusoknak is hasznosak.

Sik dblése és iranya harom pont alapjan

e Feladat:

Egy sik harom pontja ismert.

A pontok egymashoz viszonyitott

o A(150) helyzete térkép alapjan ismert (x, y), z-t
(pl. tengerszint feletti magassagat)
megadtuk.

® c(i75) Hatarozd meg a sik délését geometriai
modszerrel és szdgleolvasassal!

—_—>2Z

Foéldtani téerképek analdg szerkesztésekor (pl.
terepen, kéziraton) ez az un.
haromsz6g-"probléma”

62. dbra Terepi problémafelvetés: mi a sik délése a hdrom észlelési pont alapjdan?

A 62-es dbra ,haromszog problémdja” terepen is megoldhatd, ha ismerem a sik
szintvonalait a térképen. A szintvonal irdnydnak meghatarozdsdhoz pedig nem kell mas,
mint két azonos magassagon levé pont a sikon (63. dbra).

A linearis interpoldciondl haszndlt egyszer(i ardnypart célszerti hasznalni itt is, amely a
haromszogek hasonlosagi tétele alapjan két ismert, eltéré magassagu pont kozott megadja
a keresett magassagi érték helyét az egyik ismert ponttol valo tavolsagaban (ts).

tsz=(Z1‘Zsz) ® t/Ah

A z, a kezd6pont magassagi értéke, a z, a keresett szintvonal magassagi értéke, t a két
ismert pont tavolsaga és Ah a két ismert pont magassagkiilonbsége.

Mivel a “hdromszog probléma” megolddsakor a térképen dolgozunk, t tdvolsdgot
értelemszertien a térképr6l mérjiik le, és a kapott tsz tavolsigértéket ugyanebben a
mértékegységben kapjuk meg. Célszer(i milliméterben szamolni!
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A haromszog-"probléma” geometriai megoldasa

Zp — Zp

délésszog tgé =———
irany / tiq

/ / (100) A legkisebb és legnagyobb z-ji pontok
/ kdzott kell lennie a kozépsdvel egy
szinten levd pontnak.

Feladat: linearis interpolacio [azaz
keresem az A pont z-értéknek (150)
megfeleld szintvonalat B és C-kozott];

. \k adott esetben D-t

Barmilyen adott magassagu pont A és D egyenese a keresett 150-es
Favolsag’ar_)?k (t’sz) szan'u‘tasa az egyik szintvonal
interpolaciés végponttdl:
- ti—2 Szerkesszuk meg a parhuzamos
tsz = (21 — Z55) * ) Zr
(21 — z3) szintvonalakat! Ebbdl:

—— S ) ® ddlésiranyt szogmeérbvel mérjuk,
ol z;, a keresett szintvonal magassaga, P as s ,
t,., az interpolacios szakasz hossza és z,, . dolesszoget a mar ismert moédon

2, az interpolacios szakasz kezd és szamoljuk!
végpontjanak magassagai.

63. dbra A hdrom pont alapjdn térténd szintvonalszerkesztés térképen linedris
interpoldcidval.

A megszerkesztett szintvonal mar jelzi a sik csapasirdnyat, és az eredeti pontok
magassagadataibol tudjuk, hogy a csapasirany szogmérével megallapitott azimut
értékéhez képest levonni, vagy hozzdadni kell go fokot, hogy megkapjuk a sik o
délésiranyat. A délésirany felé ugyanis mindig az alacsonyabb z-értékid pontok
esnek (a 63-as abran a B-pont).

A sik d6lésszogét térképrol tobb szintvonal megszerkesztésével tudjuk megallapitani. A
sik szintvonalai parhuzamos egyenkozii egyenesek, amelyek egymdstol valo tavolsidga a
lejt6alap. Két tetszbleges z-értéki szintvonal kozott lemért lejtéalap (ti.) és a szintvonalak
magassagkiilonbsége Ah megadja a sik § d6lésszogét (lejtészogét) is:

tgd=Ah/ti

Mivel a feltételezett geometriai objektum, amit térképen abrazolunk egy siklap, ezért a
hdarom pont altal behatérolt teriileten kiviil is dolgozunk a térképen; esetenként ez
sziikségszerd is a pontosabb szerkesztéshez, vagy adatleolvasashoz. Utébbira ad példat a
64-66 dbra feladata, amely két 1épésben vezeti le egy térképes szintvonalszerkesztés
menetét. A feladat Lisle 2004-es kiadast konyvének gyakorlatat koveti.
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Sik szerkesztése harom pont alapjan, z-érték leolvasas

70 75 80 85 90
75 + + +
N
OWorlington BH
Ocutford BH
70t 1
OKentford BH
65
® *Bury St.
Barrow Edmunds
Cathedral
60
o Skm

Adott egy sik vidék és
harom furas (BH). A
homokké réteg tetejét
Culford -150m
Kentford -75m
Worlington—60 m
—es szinteken érte el
(felszintdl szamitott
mélység).

1. Szerkeszdmega
homokko réteg
sikjanak szintvonalait!

Milyen mélyen talélhato
a homokké a katedralis
alatt?

A terep sik [tengerszint
feletti magassaga 50 m],
azaz nincs domborzat!

64. dbra Sik szerkesztése térképen hdrom pont alapjdn, és z-érték leolvasdsa

Szerkesztés 1.

70 75

85 90

70

65

o
P ©
D orlingtoly BH S

[%e]
(=]
—
'

OKentford BH
-75

®3arrow

Z

*Bury St.
Edmunds
Cathedral

60

[ S — )

] Skm

Interpolaljunk
szerkesztéssel 15 m-
enként:

1) A héarom eredetipont
interpolacioban
szerepld értékét
jeloljuk a térképen!
Ezzel mar tudatositjuk
magunkban a varhaté
eredményt!

N
~

Célszerlia
legnagyobbismert
magassagkulonbség
(i oldalon kezdeni:
-150--60=90
90/15=6

osztaskoz.

Osztaskozok
értékének jelolése a
térképen.

w
-~

65. dbra Z-értékek jelolése a hdrom ponton és linedris interpoldcio.
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Szerkesztés 2. [ -60 és -150 kdzott interpolaltunk 15 m-enként]

90

75

65

Cathedral

60 , "

Eredmény: Katedralis alatt melyik
Délésirany: 110 szintvonal van?
Ddlésszog: 0,38 -182

66. dbra Szintvonalak szerkesztése térképen és értékleolvasds (linedris becslés).

Gyakorlofeladatok sikok abrazoldsara

1 feladat

] Skm

A szamitott pont -75 m-en
Kentforddal azonos
mélységben van, tehat
Osszekdthetd szintvonallal!

Az Gsszes tobbi szintvonal
ezzel parhuzamosan
szerkeszthetd!
Délésirany a meréleges a
szintvonalakra, és azimut-
értékként adjuk meg!
Irdnya a ndvekvdé mélység
felé mutat!

A méretarany alapjan a
szintvonalak tavolsagat
(t=lejtéalap) kiszamoljuk.

Atdvolsdgtésa
magassagkiilonbség h
alapjan a délésszoget 8 is
kiszamoljuk.

tgd=h/t

Linedris interpoldciéval
meghatérozzuk a Katedralis
alatti pont mélységét.

Abrazold az alabbi déléseket déléstiiskével (megoldas a jobb oldalon)!

o/30
270/60
70/75
215/42
332/15

2. feladat

I30

60

}

e
=N

Két vet6sik metszi egymast. A sikok adatai a kovetkezék: A: 15/65; B: 170/70

e Szerkeszd meg a sikok metszésvonalat!
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e Mia metszésvonal (mint térbeli egyenes) d6lésiranya és d6lésszoge?

Dolgozz 1:10 000 méretaranyban és a csapasvonalakat jel6ld 200 m-es
szintkillonbségenként (a meredek sikok miatt)

200

67. dbra A 2. Feladat megolddsa

3. feladat

Szamitsd ki a térképek alapjan a megadott délésirannyal abrazolt sikok délésszogét! A
képen a szintvonalak tavolsagat tekintsiik 1 cm-nek!

1:20 000
285/... N e
SN e 150/...
1:5000 / [ / e i
/,."‘ ',,’ ‘,v,‘; N ) /// *
/ o 3000
/ [/ G
o~ 7~
20 o v
0 4 f il ’///
¥
1200
A
1100

Megoldas: 285/11; 205/27; 150/73.

4. feladat

Adott egy szelid domborzatu teriilet és harom furas (l.: 67. dbra). Ezek a homokkd tetejét a
felszintol kiillonbozé mélységekben érték el: Culford: -300m; Kentford: -200m; Worlington
- 100m. A furasok ,z” koordinatai az alabbiak: Culford: +10om; Kentford: + 4om:;
Worlington +140m. Ezt az abrardl is le lehet olvasni!

o Szerkeszd meg a homokkd réteg délését!
e Milyen mélyen taldlhat6 a homokké a katedralis alatt?
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e Milyen mélységben érné el egy barrowi furas a homokkovet, ha Barrow

tengerszinten van?

70 75 80 85 90
75 + + + +
»ov/ A
140 orlington BH
d BH
b Skm

68. dbra Gyakorlé feladat sik szerkesztésére hdrom pont alapjdn, térképen.
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SZERKESZTESI MODSZEREK GEOLOGIAI TERKEPEKEN

A geoldgiai térképek feliiletek térbeli kapcsolatait jelenitik meg: feltiletek hataroljak a
rétegeket, kozettesteket, felliletek mentén jonnek létre a torések, amelyek mentén a
kézetek elmozdulnak egymads mellett, és feliilet a felszini domborzat is, amely elmetszi a
felszin alatti taldlhaté bonyolult geoldgiai struktdrat (69. abra). A feliiletekkel vald
miveletek ezért a geologiai térképek szerkesztésekor gyakran alkalmazott muveletek kozé
tartoznak, de mas foldtudomany teriiletén is el6fordulnak. A szerkesztési eljaras
megértéséhez — mivel nem csak szamokkal dolgozik az ember - gyakorlasra és térlatasra
van sziikség. E szemlélet alapjaiba vezetnek be a kovetkez6 fejezet feladatai.

Jelmagyarazat:
dQp 5 lejtétormelék

", todolomit
pl3 bamagi rétegek

ST pécselyi bitumenes
3 meészké rétegek

cT3 veszprémi marga

—  vetb
—x— gylrédés tengelye

69. dbra A Zddor-vdr kérnyékének 3D tombszelvénye és geoldgiai térképe (Albert, 2002)

Képzédményhatarok kovetése tagolt morfoldgian

A térképen a domborzat szintvonalai mellett a ritkan latjuk a geoldgiai sik szintvonalait is,
viszont a két sik metszésvonalat a térkép hatarozottan feltiinteti (70. abra).

70. dbra A topogrdfiai és geoldgiai sik metszetvonaldnak idealizdlt egyszerti helyzete
térképen (balra) és tombszelvényen (jobbra) (Lisle 2004).
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A képzédményhatar/veté sikja a foldtani térképen altaldban hajladozé vonal mentén
jelenik meg, ami nagy méretaranyban, a domborzat morfologidjahoz igazodik. Tagolt
morfologidn a vonal bonyolultabb, egyszer(i morfoldgian simabb lefutdsa lesz (71. dbra).
Az dbrazolt sik meredeksége szintén befolydsolja a metszetvonal lefutdsanak
bonyolultsagat: azonos topografiai viszonyok mellett minél meredekebb a sik, anndl
egyszer(ibb lesz a metszetvonal (72. dbra).

71. dbra A topogrdfiai és geoldgiai stk metszetvonaldnak dltaldnos lefutdst helyzete térképen
(balra) és tombszelvényen (jobbra) (Lisle 2004 nyomdn).

60°
45° 90° Vegyuink egy egyszeri kerek
400 dombot.
\\\.\ Messuk el killonbozé délésszog

zzz 7 \\“\‘\\ sikokkall
A \\\\\n\ B' oo
AN

100 Y

oldalnézet \ Figyeld meg, hogy futnak a
metszésvonalak, ha a d6lésszog:
0°,
45°
60°,
\ 900?

7N
i

feltlnézet

72. dbra Kiilonbo6z6 délésti sikok és a topogrdfia metszetének lefutdsdnak vdltozdsa a stk
meredekségétdl fiiggGen.
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A metszetvonalak rajzolata egy jol megfoghato szabalyszertiséget kovet, ami a domborzat
pozitiv és negativ formaelemeit6l (hegyhatak és volgyek), illetve a terep d&ltalanos
délésiranyanak és a geologiai sik délésszognek egymashoz vald viszonyatdl fligg. Ezt a
metszetvonal jellegzetes rajzolata alapjan V-szabdlynak nevezziik (73. 4bra).

Réteg es domborzat metszésvonala

A ,V-szabaly”: a volgyekben kirajzolodd formak a rétegek délésére utalnak.

o A U
Arétegek g : Arétegek /]
lejtéirannyal [\t 2 dolése i
ellentétesen E&i M= \N__ azonos 4|
dolnek \ A = a lejtsjével /|
i
K Arétegek
Arétegek R \§ meredeken . =
vizszintesek N déinek ] —7\//< \"
R lejtsiranyba 0 y
NG
. F
Arétegek Arétegek B O\ _ﬁf_ i
: 'tg.n)_lhég ) fiiggélegesek [ v /-\-\5-
ejtdiranyban PNy
déinek

Felfelé mutaté V-k a szintvonalaknal Lefelé mutaté V és szélsdértékei.
tompabb és élesebb raj

73. dbra A V-szabdly értelmezése negativ formaelemen. Pozitiv formaelemeken a szabdly a
forditott.

A V-szabdly ahhoz is irdnymutatast ad, hogy a metszetvonal rajzolata a domborzati
formaelemek idomvonalain milyen moédon torik meg. Alapelvként kovetendd, hogy az
idomvdz vonalain (hegyhdtvonal és vdlgyvonal) a metszetvonal rajzolata tiikor
szimmetrikusan (de nem élesen) torik meg (74. dbra).

74. dbra A metszetvonal és az idomvdz vonalainak viszonya.
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Gyakorlé feladat

Az alabbi 1:1000 térképeken az alapszintk6z 10 m. A délésjelek segitségével
abrazold a rétegeket a térképen!

——
-I-GOO
1. Arétegek a lejtéirannyal 4. Arétegek és a lejtd
ellentétesen délnek. délése azonos (x=....7).
=
——
60°
2. Arétegek vizszintesek. 5. Arétegek meredeken déinek
lejtdiranyban.
S——
25°
=
3. Arétegek enyhén 6. A rétegek fuggdlegesek.

lejtiranyban ddéinek.



Délés meghatdrozasa térkép alapjan

A térkép sok esetben segitségiinkre van a d6lésirany és d6lésszog meghatdrozasaban akkor
is, ha csupan néhany terepi észlelésen kiviil nincs rajta mas. Ez akkor alkalmazhaté
leghatékonyabban, ha nagy méretaranyu térképen egy-egy részlete a geoldgiai siknak mar
fel van térképezve, de a tertilet tobbi részén ismeretlen. A rendelkezésre 4ll6 részlet vagy a
metszetvonal kis szakasza (75. dbra), vagy egy pontszerti mérési adat a sik délésiranyaval
és dblésszogével.

ismert magassag szerkesztett metszetvonal
\

o5 / szintvonalak
& csapasvonal
e alapjan’

metszéspontok
magassag /N
alapjan

\

)
—

\

75. dbra Szerkezeti szintvonalak és metszetvonal szerkesztése részlet alapjdn (Lisle 2004
alapjdn médositva).

A 75. abra baloldaldn lathaté részlet elég ahhoz, hogy a szerkesztést elvégezziik, hiszen a
kibukkané képzédményhatdr két topografiai szintvonalat is elmetsz és mérés alapjan a
délés iranyat is tudjuk (délésjel). A szerkesztés elsé lépése a dbléstiiske és a két ismert
magassag alapjan megszerkeszteni a 350 és 360-as magassagu szerkezeti szintvonalakat.
Kovetkezé 1épésben a velitk parhuzamos tobbi szintvonalat is megszerkesztjiik tigyelve
arra, hogy a magassagi értéket szammal is jeloljuk. Harmadik lépés, a szerkezeti és
topografiai szintvonalak azonos magassdgi pontjainak kijelolése; ezek a metszéspontok
kiadjdk a két felillet metszetvonalat. Utolsé lépésként a metszetvonal ismert pontjainak
felhaszndldsdval megrajzoljuk a térképen a metszetvonal lefutasat tigyelve arra, hogy az
idomvonalakon a v-szabdlynak megfelelGen jarjunk el. A d6lésszog a méretardny alapjan
két szerkezeti szintvonal kozti tavolsagbol szamithato (1. még kordbbi fejezet).

Geologiai metszet szerkesztése

Délésszoget a méretarany ismeretében szerkeszteni is tudjuk, nem csak szamolni. Az ilyen
megkozelités segit a teriilet térbeli elrendezésének megismerésében, mivel a szerkesztés
soran nem csak vizszintes (térképi) nézetben latjuk a geologiai sik és topografiai felszin
relacidjat, hanem fiiggéleges metszetben is. A geoldgiai metszet sziikségességét mar a 19.
szdzadban szerkesztett geologiai térképeken is felismerték (1.: William Smith-féle 1815-6s
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térkép Anglia és Wales geoldgidjarol’). Azota a geoldgiai térképek jarulékos elemeként
szinte kotelezd jelleggel szerepel a fliggbleges metszet, hiszen ennek segitségével lehet
csak térben értelmezni a térképen dbrazolt geoldgiai képz6dmények kapcsolatat.

A 76. dbra hdrom nézetben mutatja a geoldgiai sik és a felszin viszonyat:
tombszelvényként, térképi nézetben és fliggéleges metszetben (mds néven szelvényben).
Utobbi a térképi nézet baloldali szegélye mentén vagja el a képzédményeket (szelv. vonal)
és ugy van elhelyezve, hogy a térképen jelolt metszéspontokat Osszekotve kapott
szerkezeti szintvonalak egyben vetitési vonalak is legyenek. Fontos, hogy a fiiggéleges és
vizszintes méretarany azonos legyen, kiilonben a szelvényen a geoldgiai sik d6lésszoge is
torzul! Az dbra a szerkesztés menetét is ismerteti.

JBUOA "AjoZS

Szelvény

Térkép Tombszelvény

= N W H D N
o O O O O O

1. Megszerkesztjuk a domborzat 3. Ravetitjuk a szintvonal és a
fuggbleges metszetét a szelveny képzé6dményhatar
vonalaban. metszéspontjait a szelvény

2. Megjeldljuk a térképen a megfelel6 magassagvonalara (a
szintvonal és a képzédményhatar levegében is!).
metszéspontjait. 4. Afuggbleges metszeten

megszerkesztjuk a rétegdélést.

76. dbra Délésszog szerkesztése szerkezeti szintvonalak segitségével fiiggéleges délésirdnyu
metszeten.

A § dolésszog és a szerkezeti szintvonalak kozti kapcsolatot mutatja be a 77. dbra. A
szerkesztés lépései a 76. dbran bemutatott munkamentett6l abban kiilonboznek, hogy
adott esetben a nem a térképbdl indulunk ki, hanem a szelvényre felvitt délésadatbdl,
amibdl a térképre felszerkeszthet6 szerkezeti szintvonalak tavolsagat (lejtéalap) kapjuk
meg. A két munkamentet tehdt egymas forditottja: egyik esetben a térkép az adott és a
délésszog szerkesztendd (76. dbra), masodik esetben a délés adott és a szintvonal
szerkesztend6 (77. abra). Ahogy az elsénél, tigy a masodik esetben is fontos, hogy a
fliggbleges metszet és a térkép méretaranya azonos legyen!

' Smith, W. (1815). A Memaoir to the Map and Delineation of the Strata of England and Wales with
Part of Scotland. John Cary.
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1. Megszerkesztjiik két szintvonal kozotti magassagkulonbség (ph) fliggdleges metszetéta
méretarany szerint. (pl. 100 m-es szintvonalkoz szerkesztése 1:10000-es méretaranyban 1
cm a diagramon).

2. Afelsd szintvonal egy pontjatol (P,) felmérjiik a dolésszogeket (5) és elmetssziikazalso
szintvonalat.

3. Az also szintvonal metszéspontjat ravetitjiik a fels6 szintvonalra.

4. Leolvassuka metszéspontés a szogekfelmérési pontja kozti(7) tavolsagot. Ezlesz a
lejtdalap (azaz a szerkezeti szintvonalak kozti tavolsag).

<——MmM8M8Mm™mm> t
<—>
I | e o0m
&= 75° 60° 42° 30° 15°

77. dbra A geoldgiai sik dblése és a térképen dbrdzolt szerkezeti szintvonalak stiriisége
kozotti osszefiiggés szemléltetése méretardnyhelyes fiigg6eges metszeten.

A metszetszerkesztés két iranyban is alkalmazhaté miiveleti sorat akkor is
felhaszndlhatjuk szelvény és térkép szerkesztésére, ha a térképen nem latszanak a felszin
és a geoldgiai sik metszésvonalai. E mivelet sordn csupdn a déléstiiske iranya és a
délésszog ad tampontot (1. 78, 79. dbra).

- szelv.vonal —

400 | e
300 P—— —= 300 Pe——— -
200 | | 200 —
1. Megszerkesztjuk a domborzat 3. Afliggbleges metszeten
fliggbleges metszetét a szelvény megszerkesztjlk a rétegddléseket.
vonalaban. 4. Megkeressuk a metszeten a rétegek és
2. Ravetitjlik az észlelési pontokat a a szintvonalak metszéspontjait (a
domborzat metszetére. levegdben is!).

78. dbra Képzédményhatdr szerkesztésének lépései pontszerti d6lésadatokbdl (1-4. lépés).
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5. Ravetitjuk a fuggbleges metszetrdl a 6. Osszekotjiik a metszéspontokat a

metszéspontokat a térképre és térképen.

megjeldljik az azonos magassagu
szintvonalak metszéspontjait.

79. dbra Képzédményhatdr szerkesztésének lépései pontszerti d6lésadatokbdl (5-6. lépés).

Ezekben az esetekben (76-79. dbrdk) a szerkesztett geoldgia metszet délésiranyu volt,
azaz a szelvényrél le lehetett olvasni/fel lehetett szerkeszteni a geologiai sik & délését. Ha
a szelvényen, vagy a térképen két geologiai sik metszetvonala is latszik (pl. egy réteg alja
és teteje), akkor a két sik kozotti réteg vastagsagat is le lehet olvasni. A rétegvastagsagot
hdrom mddon adjak meg geoldgiai célu adatbazisokban (8o. dbra): horizontalis vastagsag;
fiiggbleges vastagsdg és valodi vastagsdg. Ezen feltl a térképrél leolvashatd szélesség
(elterjedés) is megadhatd jellemz6 paraméter.

SZ: Szélesség (latszolagos)

HV: Horizontalis vastagsag

VV: Valds vastagsag

FV: Fligg6leges vastagsag
6: dblésszog

80. dbra Rétegvastagsdg lehetséges megaddsi médozatai (Lisle, 2004 nyomdn).
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A valodi vastagsag a d6lésszog és a horizontdlis, vagy a fiigg6leges vastagsag méretarany
szerint atszamitott valodi értékébdl kiszamithato:

sind * HV=VV
vagy
cosd * FV=VV

A 78-79-es dbra feladatdnak térképén és délésiranyu metszetén jol szemléltethets a
ktil6nb6z6 vastagsagok (81. abra). Az abran megadott értékek ellenérizhetSk a térképrol
leolvasott adatokkal is.

sin 15° * 574= 148

szelv. vonal —
HV=574 m
VV=148 m
400
300
200

81. dbra A rétegvastagsdg alternativ értékei és térbeli 6sszefiiggései a 78-79-es feladat
esetében: HV=horizontdlis vastagsdg; VV=valédi vastagsdg.

A flggoleges vastagsdg konnyen leolvashaté a megszerkesztett szerkezeti szintvonalak
segitségével. Ha a keresett vastagsagu réteg kozvetleniil a topografiai felszin alatt van,
akkor metszéspontokat keresiink a réteg also sikjanak szerkezeti szintvonalai és a
topografiai szintvonalak k6zott majd kivonjuk egymasbol a két szintvonal értékét (FV=zye-
Zhsz). Ha a réteg egy masik geoldgiai sik alatt helyezkedik el, akkor ugyanez az eljarasi
mod, de a topografiai szintvonalak helyett a réteg fels6 hatdrdnak szerkezeti
szintvonalaival keressiik a metszéspontokat. Az igy szerkesztett izovonalas térképet
vastagsagtérképnek nevezziik, és azt mutatja meg, hogy egy geoldgiai képzédménynek mi
a fligg6leges vastagsaga egy adott pontban (l.: kovetkezd fejezet 5. feladat).
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A geoldgiai metszet készitése kettds célt szolgdl: egyrészt segiti a térképszerkesztést azzal,
hogy a szerkezeti szintvonalak tavolsiga (a geoldgiai sikhoz tartozo lejtéalap) vetitési
vonalakként szolgalnak, masrészt segit a térképen dbrazolt jelenségek jobb megértésében.

A fejezetben eddig bemutatott modszerek a geologiai sik délésiranyidban késziiltek.
Tobbnyire azonban a fiiggéleges metszetek iranya nem esik egybe a geoldgiai térképen
abrazolt képzédményhatarok, vagy torések délésiranyadval, igy a metszeten aldélést kell
szerkeszteniink a kordbban ismertetett modon.

Gyakorlofeladatok

1. feladat

A térképrdl leolvashaté képzédményhatdrbol szerkessziik meg a réteghatar délésiranyt
szelvényét, adjuk meg débléseket (d6lésirany/dblésszog)! A 76-os dbrahoz hasonlé modon a
fliggbleges metszet vonala a térkép baloldali szegélyvonala.
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A szelvényeken nincs tulmagasitas és a térképek északi tajolasuak!

82. dbra Gyakorlatok d6lésszbg szerkesztéséhez szerkezeti szintvonalak segitségével
fiiggdleges déblésirdnyt metszeten (Lisle, 2004. nyomdn mdédositva).
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3. feladat

Egy homokkéréteg aljat zn. a kovetkez6 tengerszint alatti mélységben érték el a
kutatofurasok: Margam Noi: zp.= -110m; Margam Pk2: zp.= -150m; Margam Pk3: zh.= -470m
A rétegsorbol ismert, hogy homokkéréteg felsé hatara 620 m-rel az alja folott talalhato
(FV=620m). Szerkeszd meg a homokkéréteg tetejének kibukkandsat! Szamold ki a
rétegd6lést! Szamold ki a valodi rétegvastagsagot! Kibukkan-e a homokkéréteg alja a
térkép teriiletén?

N

® Margam Pk 2

Margam Park
e No. /

500 m
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4. feladat

Az alabbi térképen az alapszintkoz 10 m és a vertikalis metszetek méretaranya megegyezik
a térkép méretaranyaval (~1:5000). A délésjelek segitségével dbrazold a rétegeket a
térképen, majd szerkessz kiilonb6zé irdnyu fiiggéleges metszeteket! A metszeteken az
aldélést képlettel szamold!

D = F

100
80

288° 108°

100
80

306° 126°

100
80

324° 144°

100
80

342° 162°

100
80
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5. feladat

A térképen abrazolt teriileten kétféle kézet fordul el6: az idésebb homokké és a fiatalabb
mészkd. Harom farasban megmérték a képzédményhatar felszintél szamitott mélységét (1.
tablazat), amibdl kideriilt, hogy a rétegek kibillentett helyzettiek. A réteghatart mint
szabalyos sikot feltételezve:

a) hatdrozd meg a rétegddlés irdnyat és d6lésszogét,

b) szerkeszd meg a képz6dmény-hatart a térképen, és jel6ld meg, hogy melyik
a homokkd és melyik a mészk!

c) szerkeszd meg fiatalabb képz6dmény vastagsagtérképét 25 m-enként 100
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6. feladat

A délésadat (70/60) alapjan szerkeszd meg a képzédményhatdrt! A térkép méretaranya
1:10000.

> m
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Megoldasok az 5. és 6. feladathoz

yi¥s

X |

SYRIEIEL VAN

84. dbra A 6. gyakorléfeladat megolddsa.
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