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El6sz6

Ebben a jegyzetben egy féléves gyakorlati anyagot mutatunk be, kidolgozott beadhato,
ill. szorgalmi feladatokkal kiegészitve. A jegyzet els6 sorban MSc-s informatikus (az alkalma-
zott matematika egyes fejezeteire erésen tamaszkodo, szakiranyu képzésekben részt vevd),
BSc-s matematikus, ill. fizikus hallgatosdg szamara irédott, de haszonnal forgathatjak mas
természettudomanyi képzésben részesiil hallgatok is, mint a megfelel§ analizis elGadaso-
kon elhangz6 ismeretek elmélyitését szolgdld segédanyagot. A jegyzet alapvet&en az aldbbi
tankonyvekben targyalt anyagok egy részének (mértékelmélet, differencialformak) feldolgo-

zasahoz nyujt segitséget:
® Simon Péter: Mérték és integral, ELTE Eotvos Kiado, 2015.

® Simon Péter: Valogatott fejezetek a matematikabol (megjelenés alatt), 2018.

A tananyagot a felsGoktatasi torvényben megfogalmazott 15 hetes beosztasra terveztiik,
amelynek részét képezi a hézi feladatként feldolgozando Fiiggelék is.

A kurzust elvégzdé hallgatok az adott targybol gyakorlati jegyet kapnak, amely zarthelyi
dolgozat megirasaval, pontosabban a kdvetkezs feltételek teljesitésével nyerhetd el. Az 1.
zarthely dolgozat alkalméaval mutatott teljesitmény alapjan gyakorlati jegyet ajanlunk meg.
A megajanlott jegy javitaséra, ill. rontasara két lehetGség van:

1. Ha a megajanlott jegy legalabb elégséges (2), de legfeljebb jo (4) és a félév soran

(hataridére beadhato) feladatok megoldasanak legalabb 60%-a hibétlan, akkor

a gyakorlati jegy = megajanlott jegy + 1.

2. A 2. zh megirasa.

Budapest, 2018. augusztus 27.

Kovdes Sdandor
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Fontosabb jelolések és roviditések

§)<)Z)>
A/NB
AV B

A=—B
A<B

acA
ad¢ A
ACB
ANB

AUB

AWB

A\ B
{a,by...}
{xeA: t(x)}
A x B

No

R‘n.
+00, —00, 00
X,Y,Z

az egyenlGség jele

a definialo egyenlGség jele

egyenlGtlenégek jelei

A és B

A vagy B

nem A

ha A, akkor B

A egyenértéki B-vel

iires halmaz

a az A halmaz eleme

a nem eleme az A halmaznak

az A halmaz a B halmaz részhalmaza

az A halmaz és a B halmaz koz6s része

az A halmaz és a B halmaz egyesitése

az A halmaz és a B halmaz egyesitése, ahol ANB =0
az A halmaz kiilonbsége

az a,b,... elemekbdl all6 halmaz

az A halmaz t(x) tulajdonsagu elemeinek részhalmaza
az A halmaz a B halmaz direkt (Descartes-féle) szorzata
az iires halmaz

az egész szamok halmaza

=71 :={x €Z: x> 0}, a pozitiv egész szdmok halmaza
:= N U{0}, a természetes szamok halmaza

a valos szamok halmaza

R-beli komponenst rendezett n-esek (vektorok) halmaza (n € N)
plusz végtelen, minusz végtelen, végtelen

linearis tér
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x|
x|
<'> >

Xoy

R
f(x), fx
f:A—B
feA—B

fln

¢(A,B)
¢T(A, B)

DT(A,B)

V(f, 1)
Vo (f)

A (X)

ALX)

az x € X vektor norméja

= /X3 + ... +x2: az x € R"™ vektor hossza (euklideszi norméja)
skalaris szorzas

= Dayilis,  az x,y € R™ vektorok diadikus szorzata

fiiggvény

az f fliggvény értelmezési tartomanya

az f fliggvény értékkészlete

az fliggvény x € Dy helyen felvett értéke

az A halmazt a B halmazba képezs fiiggvény (D = A)

azoknak az f fliggvényeknek a halmaza, amelyekre

DiCA, R CB

az f fliggvénynek a H halmazra valé lesziikitése

az f fliggvény inverze

az f (kiils6) és a g (belsd) fliggvény Osszetett vagy

kozvetett fiiggvénye

(n X n)-es egységmatrix

az A halmazt a B halmazba képezg, folytonos fiiggvények halmaza
az A halmazt a B halmazba képezg,

r-szer folytonosan differencialhato fliggvények halmaza (r € N U {oo}),
az A halmazt a B halmazba képezd,

r-szer differencialhato fliggvények halmaza (r € Np),

normalt tér

az f fiiggvény T felosztashoz tartozé megvaltozasa vagy variacidja
az a pontra illeszkedd, v iranyvektoru egyenes

az a pontra illeszkedd, n normalvektora sik
az f (R™ — R™ tipusn) fiiggvénynek ¢ tutra vonatkozo

vonalintegralja

az n-edrendt permutaciok szimmetrikus csoportja

az X* — R (X valés linearis tér, k € Ny) szimmetrikus
k-linearis leképezések halmaza

az X* — R (X valos linearis tér, k € Ny) alternalo
k-lineéris leképezések halmaza

a V (C R") nyilt halmazon értelmezett €™-beli
k-adrendii differencialformék halmaza

szimmetrikus szorzas

kiils§ szorzas (ékszorzas)
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Lip(la, b], X)

BY([a, bl, X)

AC([a, bl, X)

S ([a, b])

G(f) o<’) T) E'T)

liminf(A;,)
lim sup(A,,)
lim(A,)

deu

Jafdu
f®g
(T(X), ®)
Sk(X)

A (X)
fVg
f/Ag
S(f)

A(f)

az [a, b] intervallumon értelmezett X-be képezs

Lipschitz-folytonos fliggvények halmaza

az [a, b] intervallumon értelmezett X-be képezd

korlatos valtozasu fiiggvények halmaza

az [a, b] intervallumon értelmezett X-be képezs

abszolut folytonos fiiggvények halmaza

az [a, b] intervallum feloszt4sainak halmaza

az f fliggvény T felosztashoz, illetve a &, koztes vektorhoz tartozo,
o-ra vonatkozd Riemann-Stieltjes-Osszege

az « : [a,b] — R fiiggvényre vonatkozo Riemann-Stieltjes-integralhato

f:[a,b] — R fiiggvények halmaza
az f fliggvény o-ra vonatkozd Riemann-Stieltjes-integralja
a @ 1t hossza

az f: Q — R fiiggvénynek a ¢ utra vonatkozo els6faju vonalintegralja
az f: Q) — R fiiggvénynek a ¢ utra vonatkoz6 mésodfaji vonalintegralja

az f (R® — R tipust folytonos) fiiggvénynek W-re vonatkozo elséfaji
feliileti integralja
az f (R® — R3 tipust folytonos) fiiggvénynek W-re vonatkoz6 masodfaju

feliileti integralja
az (A, ) halmazsorozat limesz inferiorja
az (A,) halmazsorozat limesz szuperiorja

az (An) halmazsorozat hatarhalmaza
az f fliggvény p mérték szerinti itegralja

az f fiiggvény A halmazon vett (n mérték szerinti) itegréalja
az f és a g forma tenzori szorzata

tenzoralgebra

az X-beli szimmetrikus formék tere

az X-beli alternéalo formak tere

az f és a g forma szimmetrikus szorzata

az f és a g forma kiilsé szorzata

az f forma szimmetrikus része

az T forma alternald része
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dw
grad f
rot f
div f

|,
®
o0
O

O
|

az w € AL(V) differencialforma kiils¢ derivaltja

az f (RY — R tipust) fiiggvény gradiense (d € N)

az f (R — R¢ tipusi) fiiggvény rotacioja (d € {2,3})
az f (RY — R? tipust) fiiggvény divergencidja (d € N)

az w € AL(V) forma integralja a @ k-cellara

a @ k-cella hatara
megjegyzés, ill. tétel vége
példa, ill. definici6 vége

dtmutatas, bizonyitas vége
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Gorog betiik

alfa |1« idta [P pp 16
béta |K k3 kappa |I 0,0 szigma
gamma | A A lambda | T T tau
delta | M p mii v iipszilon
epszilon | N v ni D e fi
(d)zéta | = & kssi [ X x khi
éta 0 o omikron | ¥ 1 pszi
théta |TT 7 @ pi QO w  Gmega

| F digamma

Got betik

$ b h D 0 o |V v v
Joi Bp P W w (v
I i gGotj)|Q 9 a X r x
A &k R 'Y vy (iipszilon)
e 11 (6 s s(esz) |3 5 z(cet)
M m  m T ot ot
N n n ETRETERE



1. fejezet

A gyakorlatok anyaga

1.1. |1. gyakorlat

1.1.1. |A gyakorlat anyaga

Emlékeztets. Legyen a € R, b € RU{+o00}: a < b, tovabba f : [a,b) — R, majd tegyiik
fel, hogy minden ¢ € (a,b) esetén f € Rla, c]. Legyen tovabbéa

F:[a,b) 2 R, Flw):= Jw f(x) dx.

a

Ha
lim Flw) = A € R, (1.1)

w—b

akkor ezt az A szdmot az f improprius integraljanak nevezziik, és a kovetkezs jelolést
b b
hasznaljuk: J f := A. llyenkor azt is mondjuk, hogy az J f improprius integral kon-

a a

b

vergens. Ha (1.1) nem teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy az J f improprius integral
divergens. ¢ ¢

Példa.

2 w
1 1 X\ W
dx = lim ————dx = lim |arcsin (= =
JO Va4 —x2 w—)Z—OJO 2/1 — (x/2)? w—2-0 [ <2>}

= lim (arcsin (%) — O) =m/2. ¢

w—2-0

12
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Feladat. Legyen 2 < k € N. Milyen p € [1,400) esetén konvergens az

p

0 1
J] ‘1 + VX
improprius integrél ?
Utm. Lévén, hogy (1, +00) = [1,k] U (k, +00), két eset van:

1. ha p € [1,k], akkor

3 3
(14 %) < Z()\/_SZG)%T:M (x € [1,+00))
1=0 1=0
/ Megjegyzés. Mivel x > 1, ezért (1 + \/>_<)k < (Vx+ X)) =2/,
ezért

lim
w——+00

azaz az improprius integral divergens.

> lim

] d) l lim (In(w)) = +oo,

w—+00 1 2kX 2k w0

o) = o ([ )2
(

2. ha p € (k,+o0), akkor (1 + W)p > V/xP, igy

lim (le m dx> < lim (Lw k1xp dx> == . i (X ) =

azaz az improprius integral konvergens. B

Emlékeztets. Legyen a € RU{—o0}, b € R: a < b, tovabba f : (a,b] — R, majd tegyiik
fel, hogy minden ¢ € (a,b) esetén f € R[c, b]. Legyen tovabba

b
F:(a,b] =2 R, Fla):= J f(x) dx.

x
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Ha
lim F(x) =: A € R, (1.2)
x—a

akkor ezt az A szamot az f improprius integraljanak nevezziik, és a kovetkezs jelolést

b b
hasznaljuk: J f .= A. llyenkor azt is mondjuk, hogy az J f improprius integral kon-
a

a
b

vergens. Ha (1.2) nem teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy az J f improprius integral
divergens. ¢

Feladat. Milyen p € [1,+00) esetén konvergens az

1/2 1 P
J 7| dx
o |xIn“(x)
improprius integrél ?
Utm. Ha
p =1, akkor
L L L N E T
X = — — 0.6 .
« xIn?(x) In(x) |, In(2)  In(x) In(2)
p > 1, akkor
1/2 1 1/2 1 1/2 1
o xPIn“P(x) a=0 J,  xP In“P(x) a0 Jo xPIn"P ()

. 1 1
l}i%p_1 o1 I () -l .

v

Emlékeztets. Legyen a,b € RU{+oo}: a < b, tovabba f : (a,b) — R, majd tegyiik fel,
hogy minden ¢,d € (a,b): ¢ < d esetén f € Rlc, d].

£ b
1. Ha valamely & € (a,b) esetén az J f és az J f improprius integral konvergens, akkor
&

a
b

azt mondjuk, hogy az J f improprius integral konvergens, és

b ¢ b
Jf:—J f+J f.
a a &
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| b
2. Ha van olyann € (a,b), hogy az J f és az J f improprius integralok koziil legalabb az

a n
b

egyik divergens, akkor azt mondjuk, hogy az J f improprius integral divergens. ¢
a

Példa. Legyen 0 < p,q € R. Ekkor

J+oo 1 T
Cdx = ——,
oo P+ QX VPq

ui.

0 0 1 1 0 1
hd dx = lim J dx = lim — J dx =
J_oo p+agx? a—00 ), p + qx? a0 P Jo 1+ (1/q/px)?
= lim _ arctg ( ﬂoc) S
a-00 \/Pq p 2\/pq’

. ‘[-&-oo 1 dx I 1 tg ( g w) Tt 0
= 11m arc — = .
o Ptax? w—too \/Pq p 2\/pq

Feladat. Mutassuk meg, hogy az
L J +° gin(x)

dx (Dirichlet-integral) konvergens,

0 X
+00 | o
9 J sin(x) dx divergens!
0 X
Utm.
100 3
1‘ J M dX c R, U.i.
0 X
) 7T
® minden « € <O> E) esetén
o< s1n(x)dX§J2§:E_a—>— (0 0);
o X o« X 2
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akkor
Flow) = |:_COS(X)} _J“’ cosgx) dx
X 7T i X
b 2
és
JlimF € R,
+oo
hiszen
cos(x)

lim (Cos(w)) =0 és

w——+00

tovabba

“+o00 w -I w

= dx = lim = dx = lim |—-— lim
I X w—+00 |a X w——+00 X | n w—+oo
2 2 2

Megjegyzés. Hasonldan igazolhato (), hogy

J+°° cos(2x)
% 2x

dx

konvergens.

Megjegyzés.

® A Dirichlet-integral az als6 integréacios hatarnal csak ,,pszeudo-improprius”, ui. az

sin(x)

(x > 0),
f(x) ==

fiiggvényre tetszdleges ¢ > 0 esetén f € R[0, c] teljesiil.

® Hasonl6 a helyzet a beadhatoban 1évé

+oo 3
J X dx
o ex—1

integral esetében, amelynek kiszamitéasahoz egy kis segitség:

3 3,—x o

X x'e

_ _ V3,—x -nx __ .3 —(n41)x
ex—l_l—e—"_xe Ze =X nzoe (0 #x € R).
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“+o00
,L

2

2. Belatjuk, hogy

sin(x) dx

X

T
divergens. Mivel minden x € [E’ —|—oo) esetén

sin?(x) 1 —cos(2x)

- x 2x ’

sin(x)

X

7T
tovabba minden w € (z, —|—oo> szamra

“ 1 — cos(2x) dx = B
2x 2 2

G(w) ::J

NIR

és

konvergens, igy

Feladat. Adott
¢ 2
J e s ds) (t e R)

1 e—(1+x2)t2
F(t) I:J H—Xde, G(t) = < .

0

fliggvények esetén mutassuk, ill. indokoljuk meg, hogy
1. F € €, majd szamitsuk ki lig.} F-et;
2. F € ®, majd szamitsuk ki F'-t;
3. G € ®, majd szamitsuk ki G'-t;

4 F(t) = %‘ —G(t) (t eR), il

+o0 R
J e ds=

5

teljestl!
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Utm.

1. AzR> t— e fliggvény folytonossaga kovetkeztében F € € és

1 ef(1+x2)t2
limF:J lim ———— | dx=0.
“+oo o \totoe T4+ x
2. Mivel az R 3 t s e’ fiiggvény €'-beli, ezért F € D és

1 (3 e-(1+2)12 1 5 e~ (1)t
F(t) = — | dx = | (=201 t)———dx =
®) L ot 1+4+x? * L( (1 +x7)t) T+

= (=2 | e¥ds (teR).
Jo

3. AzR5t— et fiiggvény folytonos, ezért ennek integralfiiggvénye derivalhato, és

G'(t)=2 (Jt e s ds) et (teR).

0

4. Mivel tetszdleges t € R esetén F/(t) = —G/(t), igy van olyan ¢ € R, hogy
F(t)+ G(t) =c¢ (t € R),

és mivel G(0) = 0, ill.

T -
F(0) = J —— dx = arctg(1) — arctg(0) = 7

0 ] —+ XZ
ezért
T
F(t):Z—G(t) (t € R).
A lim F = 0 a hatarérték-relacio kovetkeztében lim G = ;, azaz
+oo
J e ¥ ds = \/—Tt |
0 2

HAZI FELADAT. Az Fiiggelék ismeretanyaga.
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1.1.2. |Beadhatd/gyakorlo feladatok

1. Milyen p € [1,400) esetén konvergensek az aldbbi improprius integralok ?

P
dx:

Y

[+ | sin(x)

X
In(x)
X

J1

P
dx:

Y

[t+oo

J1
r1/2 p

1
dx.

X - In(x)566

Jo

(a) Ha
® p =1, akkor az integral diverges (vo. 1. gyakorlat).
® p > 1, akkor barmely x € [1,400) esetén

sin(x)|? 1

igy

.[+Oo
1

ami azt jelenti, hogy

sin(x)

X

P +o00 w 1—p 7w
dx<J ldx:limj ldx:lim{x ] _ ]
P P ]

(b) Ha
® p =1, akkor tetszbleges 1 < w esetén

r

In(x)
X

2
dx = {ln (X)} = 1 ‘n?(w) — 400 (w — 4o00),
2 |, 2

.[+oo
1

® hap € (1,400), akkor a t := In(x) helyettesitéssel

+oo p oo yp c ¢p too ¢p
I S Y

azaz

In(x)
X

dx divergens.

In(x)
X
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ahol ¢ € (0,+00), tovabba a Bernoulli-L’Hospital-szabaly miatt

) tp+2
A e =0
Ezért alkalmas c-vel
tP < 1

azaz

—+o00 +oo w w

tP 1 1 1 1
J —1dt§J —dt = lim J —dt= lim |——| =-.
. elpht .t wotoo |, t2 W t00 t], c

Ez pedig azt jelenti, hogy

+o0 P
J ln)((x) dx konvergens.
1
(c) Ha
® p =1, akkor tetszdleges « € (0,1/2] esetén
J'l/z 1 . 1 1 1/2 -
o X ()% T Tees | (In(x)es | T

1 1 1
665 ((1n(2))665 * (ln(oc))G“) —

1
T 665 - (In(2))5%

(ax — 0),

azaz

1/2 1
Jo x - (In(x))eee

® p € (1,400), akkor tetszsleges o € (0,1/2] esetén

dx konvergens.

12 1 12 1 |
|, ™ 2 |, e e

x x

v
|
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ez pedig

o (In(x)%®)P — 0 (¢ — 0)

kovetkeztében azt jelenti, hogy

1/2
|

divergens. W

2. Legyen

Mm—-1T<x<n, neN),
f(x) = (x € R).

0 (x <0)
Mutassuk meg, hogy

+oo
(a) J f konvergens,

—0o0

+oo
(b) J |f| divergens!

Utm.
(a) Mivel
flx) =0 (x<0), ezért JO f=0eR.
Tovabba tetszbleges w > 0 esetén 7
(w] (w]

w B n w B n (_1)11—1 Jw (_])[w} -
JO b e ZL—1f+J[w1f_ZJn—1 n b (] [w]+1dx_

n=1 n=1

[w

(1, (e
n

n=1

A Leibniz-kritérium, ill. 0 < w — [w] < 1 miatt
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> cr

1

0

(b) Ha
1

+oo
igy J f € R. Kovetkezésképpen az J

_])[w]

ill. lim (w—[w]) =0,

w—too [w] + 1

+0o0
f improprius integral konvergens.

— 00

L (k=T<x<k ke(l,...,nj),

(n € N),

0 (x€(—00,0)UMn,+o0))

akkor barmely n € N esetén f, < [f|. Igy

0

+oo L
fodx=Y —.
J ade=Y -k
k=1

—W—m:Z%—Hm (n — o0)
k=1

+oo +oo
kovetkeztében J If| ¢ R, azaz J [f] improprius integral divergens. B

0

3. Szamitsuk ki az

integralt!
Utm.

— 00

A Bernoulli-L’Hospital-szabaly felhasznélasaval konnyen ellenérizhets, hogy

3

lim X 0,
x—0 eX — 1
ul. ; 32
XX 0 (x—0).
ex — 1 ex
Az ;
X (x>0,
fix)={ €
0 (x =0)

fiiggvény tehat folytonos, ezért barmely w > 0 szamra f € R[0, w]. Igy
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és

w3 3w? 6w 6 [e™]¥
e plene  mienw T3
new nlenw plenw  q

3w? 6w N 6 6
nenw nZenw nSan n4 n4efnw
kovetkeztében a Bernoulli-L’Hospital-szabaly tobbszori felhasznalasaval azt kapjuk,
hogy
oo 3 = w? 3w? 6w 6 6
dx = lim — - +— 7 )=
I

0 ex — 1 W—+00 nenw nzenw n3enw Tl4 n4efnw

n=1
> 6
- g;;}IZ'_ 15

Megjegyzés. Az utobbi egyenlGség pl. a kovetkezé modon lathaté be. Ha f: R — R

olyan 27-periodikus fiiggvény, amelyre
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akkor — lévén, hogy f paros —, azt kapjuk, hogy
fs(n) =0 (n € N).

Vilagos, hogy

f.(n) = ! r x* cos(nx) dx = 1 {Sin(nx)] _1] Jﬂ szin(nx) dx =

T Uy n | . m), n

L { {X = COS(“X)T _1! J“ —cos(nx) dx} _
s mm n . T, n

- {[x cos(m))”, — © {Sm(“")} } = 2 feos(nx)l”, — 0=
TN 7T n - ™m

= iz (7t cos(nt) + weos(—nm)) = 4cos(2n7'r) = 4(_21)71.
TIn T n

Igy f Fourier-soranak n-edik részletosszege:

Mivel

N

(=1

2

cos(kx)

> 4
gzﬁ<—|—oo (x € R),
k=1

ezért a Weierstrals-kritérium felhasznalasaval lathato, hogy
S =f (n— o).

Felhasznélva a Parseval-egyenlGséget azt kapjuk, hogy

4t =16 1 (T, 17" 2t
—_— _—=— d = — _— = —_—
18 +;n4 ﬂJnX * H{S]_ﬂ 5°
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ahonnan

i1 1 {2t 4n*) 1 36t —20m' o
16 20 90

kovetkezik.

4. Kozismert, hogy az abszolut fekete test emisszioképességének frekvenciatol és ho-

mérséklettsl valo fliggésére

E(v,T) — 8mhv? 1
3 exp () —1

(v, T € (0, +00)),

ill. (a ¢ = Av helyettesitéssel) hullamhossztol és hémeérseklettsl valo fliggésére

8mtch . 1
AN exp ({‘Ti) —1

E(AT) = (A, T € (0, +00))

teljesiil, ahol
a fény sebessége vakuumban,

a sugarzas frekvenciaja,
a sugarzas hullamhossza,

a Boltzmann-allando,

- & > < 0

a sugarzo test abszolit hémérséklete,
h: a Planck-allando

(Planck-féle sugarzasi torvény). Szamitsuk ki a sugéarzas teljes energiastirtiségét,

azaz tetszGlegesen rogzitett T > 0 esetén az

+o00
J E(v,T)dv
0

integralt!
Utm.
+o00 87th 400 3 8 k4T4 +o00 3
[“eman = STy ST
0 C 0 eXp(ﬁ)—] hC 0 e"—]
kKt
= S =T (Stefan-Boltzmann-t6rvény).

h3c3 15
H_/

=0

dx

—hv
X=3T
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5. Igazoljuk, hogy ha o,pn € R, 0 > 0, akkor igaz az

J+mem3<—££:iﬂi)ch::cv§%

207

—o0
allitas!

Utm.

Mivel barmely

®* 0<weResetén at:= x _; helyettesitéssel
o
© (x — p)? Vi
J exp (_T) dx = J exp (—tz) ov2dt
0 T
V2o

lim {JO exp (_tz) oV2dt + J:r)f; exp (_tz) V2o dt} =

0 +o00 0 /2
ZO‘J e‘tzdt+\/§GJ _tzdt:\/ZGJ et dt + 02 T
_ﬁ 0 _ﬁ
ezért N
o0 — 2
J exp( x 2)>dX—\/_GJ et dt + 2V
0 2 n 2
V2o
®* 0>u0xecReseténat:= helyettestcessel
G\/_
0 2 S
J exp (-%) dx = Jﬁ exp (—tz) ov2dt
o O\‘/_zg

és

lim {JO exp (—t?) oV2dt — JO exp (—t?) ov2 dt} —

xX——00 x—u —p

V2o V2o

B B

0 0 /2
= \/ZGJ e v dt — \/ZO'J e dr = VT \/_O'J e ¥ dt,

e vr: VT
ezér
0 o 2 /2
J exp (—%) dx = 2V \/EO'J . e v dt

20

ahonnan az allitds mar kovetkezik.
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6. Mutassuk meg, hogy ha o,p € R, 0 > 0 és

1 (x —p)?
G\/Z_T[ exXp (—2—0_2> (X € R),

akkor igazak az alabbi allitédsok!

f(x) :=

(a) b f(x)dx =1;
b [ xfax =
(c) [~ (x — p)*f(x) dx = o?.

A valoészintiségszamitasban és a statisztikdban fontos szerepe van az

f(x) := ] exp (_(x——u)2> (x € R)

202

és a
D(x) := —J exp (—tz—z> dt (x € R)

fiiggvénynek (1,0 € R, 0 > 0). Az f-et a standard normalis eloszlas sfirtiség-
fiiggvényének, O-t pedig a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének
vagy valoszintiségintegralnak, ill. Gaufi-féle hibaintegralnak nevezik. A fenti f
fliggvény harang alaku grafikonjat, Carl Fiedrich Gauk (1777—1855) arcképét, valamint
Gottingen torténelmi épiileteit lathatjuk az 1989-ben, a Német Szovetségi Bank altal
kibocsatott 10 markas bankjegyen (vo. 1.1. abra).

GN448010088

ZEHN DEUTSCHE MARK

Deutsche Bundesbank
bothar Aok
!

<ok om Main
1Sapiomber 999

1.1. 4bra.
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Utm.
(a) Ez nem maés, mint az el6z6 feladat mas formaban valo felirasa (kosnstanssal valo
atszorzas).

(b) Mivel barmely 0 < w € R esetén

r’ xf(x)dx = Jw(x — w4+ pf(x)dx = Jw(x — w)f(x)dx + Jw uf(x) dx =
0 0 0

= —o’ Jw H_Xexp <—M) dx + HJW f(x) dx,

2
20 0

ezért

+o00 B . o (X— mz w w B
Jo xf(x)dx = wl_lgloo{\/z_ﬂ {exp (_Z—GZ)]O —i—uJO f(x) dx} —

Hasonléan lathato be, hogy

0 —o FLz m
J_Oo Xf(X) dx = —_27_[ exp (_F) + E

(c¢) Mivel barmely 0 < w € R esetén a

=L
=
helyettesitéssel
w 2 w7§
J (x — W (x)dx = il J v t2exp (—tz) ov2dt =
0 vV 21 n
Vo
02 (Var 5
= ——J te(=2t)exp (—t%) dt =
V)
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tovabba a Bernoulli-L’Hospital-szabaly kovetkeztében

20

ezért a korabbiak alapjan

2

w—p 2
[texp(~) % — 0+ e (%) - Koo (%

oo s u u? ° VT
L (X_u)2f(x)dx_—ﬁ.{ﬁyexp <F) —J_He dt—T}.

V2o

Mivel barmely 0 > o € R esetén a

helyettesitéssel

Jo(x —n)?f(x)dx = 2—GJ o exp (—t?) oV2dt

x
V2o

tovabba a Bernoulli-L’Hospital-szabaly kévetkeztében

2

[t exp(—tz)] Ve —3 —\/%U exp (2‘;2)+0 = —% exp

T V2o

ezért a korabbiak alapjan

0

Igy

+oo 2 2 0
J (x — w)2f(x)dx = —G—\/7_T . {_\/gc exp (%) + J'_H et dt — g[

> (w — +00),
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7. Legyen f: R — R, olyan fiiggvény, amelyre

+o0
f € €€, +00) és J feR
0

teljesiil. Mutassuk meg, hogy ekkor fennall a lJirmf = 0 hatarértékrelacio (Barbalat-
lemma)!!

Utm. Mivel f € €€[0, +00), ezért f € €[0, +00), igy minden a > 0 esetén f € R[0, al.
Az allitassal ellentétben tegytik fel, hogy

f(x) = 0 (x — +00).
Ekkor van olyan € > 0 és x : N — [0, +00) sorozat, amelyre
lim(x,) = +o0 és If(xn)] > ¢ (neN).

Az egyenletes folytonossag miatt a fenti e-hoz van olyan § > 0, hogy minden n € N és
t € [0, +00) esetén

€

t—xnl<d = [f(t) —f(x)I < 3

5
Igy tetszéleges n € N, ill. t € [xn, Xn + 8] esetén

£ €

U] = 1f0xn) = (Fxn) = FW)] 2 )| = [fxn) = F(U)] > & — 5 = 5,

amibdl

Xn+0 6
—J |ﬂ>£—>0 (neN)

Xn+0 Xn Xn+0
f— J f J f
JO 0 Xn 2

kovetkezik (a mésodik egyenl@ségjel azért jogos, mert f allando elGjeld az [xn, X, + O]

Xn
intervallumon). Ez utobbi pedig ellentmond annak, hogy

+oo
J f<4oo. N
0

! Ennek az allitasnak fontos szerepe van nem-autoném differencidlegyenletek stabilitasvizsgalata soran.
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1.2. |2. gyakorlat

1.2.1. |A gyakorlat anyaga

Definicié. Legyen (X, || - ||) normalt tér, f : [a,b] — X, ill. T := {x0,X1,...,%Xn} az [a,b]
intervallum egy felosztasa: T € §([a,b]). A

T) 1= Z 1) = F o) |

------

zik. ¢
Definicié. Adott (X, || - ||) normalt tér, ill. f: [a,b] — X fiiggvény esetén a
VO (f) := sup{V(f,1) e R: T € F([a,b])} € [0, +o0]

(kib()’vitett értelemben vett) valos szamot az f fliggvény teljes megvaltozasanak vagy to-

------

Feladat. Szamitsuk ki az f : [a, b] — R fliggvény teljes megvaltozaséit az alabbi esetekben!

1. f monoton névekedd;

2. f monoton csokkend.

Utm.
1. Ha f monoton névekeds és T := {xg, X1,...,Xn} € §(la, b]), akkor V(f, 1) =
= Z’f(xk — flxx—1)l Z (xx) — f(x—1)) =
k=1 k=1
= (f(x1) = f(xo)) + (f(x2) — f(x1)) + ... + (f(xn-1) = f(xn-2)) + (f(xn) — f(xn1)) =
= f(xn) — flxo) = f(b) — f(a),
ahonnan
Ve (f) = sup{V(f,1) e R: T € F(la,b])} = f(b) — f(a)
kovetkezik.

2. Ha f monoton csékkend, akkor Hazi feladat. VO (f) = f(a) — f(b). B
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A kovetkez6 tételben a totalis megvaltozas intervallum szerinti additivitasat vizsgaljuk.
Adott f: [a,b] — X fliggvény és tetszbleges ¢ € (a, b) esetén értelmezziik az

fe: [a,c] = X, fe(x) := f(x),
ill.
f¢:[c,b] — X, ¢ (x) = f(x)

fliggvényeket, majd bevezetjiik az alabbi jeloléseket :

VE(R) = VE(f), VR = VR(F), il VA = Vi(g),

ahol valamely d € (c,b) esetén g := fl q, azaz
g(x) := f(x) (x € [c,d]).
Tétel. Ha (&, || - ||) normélt tér, f: [a,b] — &, ill. ¢ € (a,b), ugy
VP (f) < 400 = (VE(f) <+o0 A V2(f) < 400),
és
VE(f) = VE(f) + V2(f)
teljesiil. [

Megjegyzés. Ha f : [a,b] — R, és valamely n € N esetén T := {co,...,cn} € §(la,bl),
akkor
Ve(f) =V (f) + V() + ...+ Vel () + V2 ().

Cn—-2

teljesiil. [
Feladat. Szamitsuk ki az
f:[0,211] — R, f(x) := sin(x)

fliggvény teljes megvaltozasat !

Utm. Ha 3
T ) T
a;:O) C::E es d:= 7,
akkor f monoton névekedd [0, c]-n, monoton csokkend [c, d]-n és monoton névekedd [d, bl-n,

igy

b := 2m,

Vg(f):sin<§)—sm(0):1, Vi) =1—(-1)=2, il  Ve(f=0—(-1)=1.
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Ez azt jelenti, hogy
VPf)=1+2+1=4. N

Definicié. Adott (X, || - ||) norméalt tér esetén azt mondjuk, hogy az f : [a,b] — X fliggvény
korlatos valtozast /jelben f € BU([a, b, X)/,? ha

VP (f) < +o0
teljesiil. Az X = R esetben a BYla, b] := BY([a, b], R) jelolést hasznéljuk. O
Példak. Ha az f : [a,b] — X fiiggvény
1. monoton /X = R/, akkor korlatos véltozast, hiszen V2 (f) = [f(b) — f(a)|.

2. korlatos valtozasi, akkor barmely c,d € (a,b), ¢ < d esetén a g = f| g fiiggvény is
korlatos véltozasu. Ha ui.

sup{V(f,t) e R: t € F([a,b])} =1 < +o0,

tovabba {y1,...,yn} € §(lc,d]), akkor az yo := a, yny1 := b pontok hozzavételével
{Yyoy--+yYne1} € §(la,bl), és igy y; = ¢, ill. y, = d figyelembe vételével

n

D I = flye )l < IF(yn) = Fl@)| + Y [If(y) = flyicn) | + [[f(0) = Flyn)]| < .
k=2 k=2

Ez pedig azt jelenti, hogy
VP(f) < +o0 = VA(f) < +oo. ¢

Megjegyzés. Vildgos, hogy ha
(1) : N — F([a,b]) : lim V(f,T,) = 400,

n—oo

akkor V2(f) = +o0, azaz f nem korlatos véltozast. (J

2 A B9 jelsorozat az angol bounded variation szintagma roviditése.
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Feladat. Mutassuk meg, hogy ha (X, || ||) normalt tér, f : [a, b] — X Lipschitz-folytonos
/jelben f € Lip(la,bl, X')/, azaz van olyan L > 0 szam, amellyel

[f(x) = f(y)| <Lx —yl (x,y € [a,b])

teljestiil, akkor f korlatos valtozasi!
Utm. Ha 7 € §([a,b]), T:= {x0,X1,...,Xn}, akkor

n

V(f, 1) = Z [f(xi) — FOxar) || < Z Lixk —x—1l =L~ Z(Xk —xi—1) = L(b —a),
k=1 k=1 k=1
ahonnan — VY (f) = sup{...} < L(b — a) folytan — f € BY([a, b], X) kovetkezik. B

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha (X, || - ||) normalt tér, f : [a,b] — X abszolat folytonos
/jelben f € A€([a,bl, X')/, azaz barmely ¢ > 0 szdmhoz van olyan & > 0 szam, hogy

tetszbleges
@#NC N, [ak,bk] C [a,b] (kGN), (ak,bk) N (al,bl) = @ (k,lGNZ k# l)

esetén

Y b—a)<ds = > [f(b) — fla] <

keN keN
akkor f korlatos valtozasu!
Utm. Ha f: [a,b] — X abszolut folytonos, akkor az € := 1 szamhoz van olyan & > 0, hogy

tetszdleges
0#AN CN, [ag,bi] C [a,b] (k€ N), (a, b)) N(a,b) =0 (k,leN: k#1)

esetén

Y be—a)<s = D f(bi) = fla)| < 1.

keN keN
Igy barmely olyan [«, B] C [a,b] intervallum esetén, amelyre f — ot < 8, fennall a VE(f) <1
becslés. Osszuk fel az [a, b] intervallumot Iy,..., I, intervallumokra gy, hogy nd < b — a,
I <o (k €{1,...,n}) legyen. Ekkor

b—a
6 )

VE(f) <) V(fl) <n<
k=1

azaz T korlatos valtozasu. B
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Megjegyzés. Nem minden korlatos valtozasa fiiggvény abszoliat folytonos (vo. Cantor-
fliggvény: Fliggelék).

Tétel. Ha (X, || - ||) normélt tér, f: [a,b] — X korlatos valtozasu, akkor f korlatos:
BY([a,bl, X) C Y([a, b], X),

tovabba
[f(b) = f(a)[| < Vg ().
Utm. Ha x € [a,b] és T := {a,x, b}, akkor T € F([a,b]) és
IE(x)]| = [[f(x) = (@) + f(a)]| < [If(x) = f(a)]| + [If(a)]| < VE(F) + [If(a)], (1.3)

ahonnan f € B([a, b], X), ill. a fenti becslés kovetkezik. Il

Megjegyzés. A tételbeli allitds nem megfordithato, ui. pl. a Dirichlet-fliggvény korlatos

ugyan, de nem korlatos valtozastu (vo. 4. beadhato feladat). OJ

Feladat. Igazoljuk, hogy ha (X, | - ||) normalt tér, f € BU([a, b, X'), akkor a
V:la,b] — R, V(x) = (1.4)

fliggvény monoton névekedd!
Utm. Ha x,y € [a,b], x <y, akkor

V(y) = VI(f) = Va(f) + VR (f) > Vi(f) = V(x),

a

azaz V monoton novekeds. B

Tétel (Jordan). Az f : [a,b] — R pontosan akkor korlatos valtozastu, ha alkalmas
g,h : [a,b] — R monoton fliggvények esetén f = g — h. Ha f folytonos, akkor g és h
megvalaszthato ugy, hogy mindegyikiik folytonos legyen.

Biz.

1. 1épés. Ha f € BYla, b], akkor a fenti V fiiggvény monoton névekeds. Azt kell tehat méar
csak megmutatnunk, hogy a T := V — f fiiggvény monoton ndévekeds. Mivel barmely

X,y € [a,b], x <y esetén

Tly) = T(x) = (V(y) = V(x)) = (fly) = f(x)) = VI(f) = (f(y) — f(x))
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és f € BY(x,yl, ezért (vo. korabban)
fly) — f(x)I < VI(F).
Igy tehat barmely x,y € [a,b], x < y esetén
Tly) = Tx) =VI(f) = (fly) = fx)) 20 = T(x) <T(y).
Ha f folytonos, akkor V is, azaz T =V — f is az (v6. 19. beadhato feladat).

2. 1épés. Ha g,h : [a,b] — R monoton novekeds fliggvény, akkor g,h € BYla,b], igy
barmely T = {xo, X1,...,xn} € §([a, b]) felosztas esetén

[(g(xk) — glxk—1)) — (h(xx) — h(x-1))] <

hE

V(1) = ) If(xd) — flxac)l =

k=1

~
Il

1

IN

(h(xi) — h{xk-1)) =

M

3 (g0x) — glbae)) +

n
k=1

i

]
= g(b) —g(a) +h(b) —h(a) < +co. N

Megjegyzés. Ez azt jelenti, hogy ha f : [a, b] — R korlatos valtozasi, akkor

® f-nek csak els6faju szakadasi helyei lehetnek, és az f szakadasi helyeinek halmaza (leg-

feljebb) megszamlalhato.
® feRla,bl. O
Feladat. Mutassuk meg, hogy a fenti g és h fiiggvényekrdl feltehets, hogy mindegyikiik

szigorian monoton !

Utm. A fenti tétel bizonyitasabol tudjuk, hogy g és h monoton névekeds. Legyen most
y(x) =g(x) +lx), x(x):=h{x)+lUx)  (x€la,b]),

ahol 1 : [a,b] — R szigortian monoton novekeds fliggvény. Vilagos, hogy ekkor vy és x

szigorian monoton novekeds. Ennélfogva

f(x) = g(x) —h(x) = (g(x) + Ux)) = (h(x) + Ux)) =v(x) =x(x)  (x €la,b]). W
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Tétel. Ha (X, || - ||) normalt tér, f: [a,b] — & folytonos,
F:[a,b] = X, F(x) := J f(t) dt,

akkor .
F € BY([a,bl,X)  és v};’(F):J ()] dt.

a

Biz. A Heine-tétel kovetkeztében f egyenletesen folytonos, ezért barmely ¢ > 0 szamhoz van
olyan & > 0 szam, hogy minden x,y € [a, b] esetén

3

x-yl<s = ) f) <

Ha most T := {xo,...,xn} € §(la,bl): ||T|| < b, akkor

V(R 1) — o(|[fll, T, &) = Z [F(xi) — Fxa—1) || — Z (&) - (xk — xx—1)
k=1 k=1

<

= 1> {IFGa) = Foacn)ll = (& - (o — xic1)}
P

n

< Z [IF(xi) = Foa) || = IF &N - (o= %) | <

k=1

n

Z sup [|f (xk—1 +t - (xic = xk—1)) = F(EJ | - (e = xx1) <
—1 €1

IN

IA

n € € n
Zb_a'(xk—Xk4)=b_a'Z(Xk—qu):

k=1 k=1

Mivel ||f]| € %la, b], ezért

b
V2(F) = J IIf(t)] dt, specialisan F e BY([a,b],X). N
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1.2.2. |Beadhatd/gyakorlo feladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények teljes megvaltozéasat!

(a) f:[0,107] — R, f(x) :=|sin(x)|;
—x—1 (x € [-1,0]),
(b) f:[-1,1] = R, f(x) :=
x —x>  (x e (0,1]).
Utm.
(a) Ha a:=0, és b := 10, ill.

T Rl 197t

C: Cy =TI, C32:7, ey = 3

-— z,

akkor f monoton névekeds vagy csokkend a
[0,cly lerca], .ovy lers, b

intervallumok mindegyikén, tovdbbéa barmely k € {1,...,20} esetén V< (f) = 1.
Ennélfogva
V() =T4+1+...+1=20.

(b) Ha

akkor f monoton csokkend [0, c]-n és [d, b]-n, monoton noévekeds [c, d]-n, igy

5 1

VE(F) =1, szz, ill. szz.
Ez azt jelenti, hogy
Wwy4+§+l—§ u
atl 4 4 2

2. Igazoljuk, hogy f : [a, b] — R pontosan akkor allandofiiggvény, ha teljes megvaltozasara
V2 (f) =0

teljestl!
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Utm.
1. 1épés. Ha f allandofiiggvény, akkor alkalmas ¢ € R esetén
f(x) =c (x € [a,b]).
Mivel f monoton, ezért
V(f,T) = |f(b) — f(a)|=|c —c| =0.
2. 1épés. Ha VI(f) = 0 és f nem allando, akkor alkalmas x1,%; € [a, b, x; < x; esetén
f(x1) #f(x2),  azaz  [f(xg) — f(x1)] > 0.

Tgy, ha

® x;=a, x; € (a,b), akkor a
T:={a = x1,%2, b} € F(la, b])
felosztéssal
Ve(f) 2 V(£,7) = [f(x2) — ()l + [f(b) — f(x2)| > 0,
® x; =a, x; = b, akkor a
T:={a = x1,x2 = b} € F([a, b])

felosztassal
VI(f) > V(f,7) = [f(x2) — f(x1)| > 0,

® x; € (a,b), x, = b, akkor a
T:={a,x1,x2 = b} € F([a, b])
felosztéssal
VE(f) > V(f,7) = [f(x1) = f(a)| + If(x2) — f(x1)| > O,
® x1,%2 € (a,b), akkor a
T:={a,x1,x2, b} € §F([a, b])
felosztéssal
Vo (f) > V(f,1) = If(x1) — fla)l + [f(x2) — F(x1)| + [f(b) — f(x2)| > O,

ami nem lehetséges. W
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3. Mutassuk meg, hogy V(f,-) ,,a finomitds monoton noévekeds fiiggvénye”, azaz igaz a

1,0 € §(la,b]): TCo - V(f,t) < V(f,0)

implikécio!
Utm. Legyen T := {X0,X1,...,%n} € ([a,b]) és 0 := {x0, & X1,...,%xn} € F([a,b]).
Ekkor
V(f,0) = [If(&) = f(xo)l|l + [If(x1) = FE) + ...+ ) [F(xi0) = Flxaem)] =
k=2

n

> Y If(a) — flac)l = VI, 7).

k=1

Ha o nem egy osztoponttal kiilonbozik t-t6l, akkor az allitas indukciéval bizonyithatd. Il

4. Legyen a,b € R, a < b. Mutassuk meg, hogy a (korlatos)

1 (x€Q),

0 (x¢Q)

fliggvény nem korlatos valtozasu!
Utm. Legyen n € Ny,

Xoi=a, X1€&€ (a)b) N (R\Q)a X2 € (th) ﬂ@,

Xokt1 € (X21, B) N (R\Q), X2k € (Xpk—1, D) NQ, ... Xn42:=Db.
Ekkor
n+2 n+1
Vo(f) > Z If(xa) — fa—1)l > Z If(xi) — f(x1)l =
k=1 k=2

= If(x2) = f0a)l + .o + [ Oxngr) = Flxna)l =

= 1-=0/+10=1+... 41 =0=1T+1+T+...+1=mn.

Ez azt jelenti, hogy V2(f) = 400, azaz f nem korlatos valtozast. B
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5. Adjunk példat olyan f : [a,b] — R fiiggvényre, amely az (a,b) minden kompakt
részintervalluméan korlatos valtozasi, de maga f nem az!

Utm. Vilagos, hogy az

fiiggvény a (0,1) intervallum barmely kompakt részén korlatos véaltozasu, hiszen f mo-

noton (0,1)-en. Viszont f nem korlatos valtozasu, hiszen nem is korlatos. H

6. Igazoljuk, hogy ha (X, ] - ||) normélt tér, f : [a,b] — X differencialhato fiiggvény,
tovabba
M = sup{||If'(x)||l € R: x € [a,b]} < +o0,

akkor f korlatos valtozasa!
Utm. Vilagos, hogy
') <M (x € [a,b]),

igy a Lagrange-egyenlGtlenség kovetkeztében
[f(x) = fYl <Mx =yl (%Y € [a,b]).

Ez azt jelenti, hogy f Lipschitz-folytonos, ahonnan f € B3 ([a, b], X') kivetkezik. B

7. Mutassuk meg, hogy ha (X, || - ||) normalt tér, f : [a,b] — X folytonosan differencial-
hato, akkor f korlatos valtozasi!
Utm. Az f fiiggvény folytonos differencialhatosaga azt jelenti, hogy f’ folytonos, igy a

Weiertsrali-tétel kovetkezményeként van olyan M > 0 szam, hogy
'l <M (x € [a,b])
teljesiil. Ennélfogva f korlatos valtozasia. B
8. Dontstik el, hogy korlatos valtozasiak-e az alabbi fliggvények!

(a) f(x):=sin(x) (x € [0,7);
(b) f(x):=x>—3x+4 (x €[0,2]);
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(1 (xelo),
(¢) f(x) =1 3/2 (xe€1,2)),

2 (x € [2,3]);
X COS (g) (x € (0,1]),

(d) f(x) =
\ 0 (x =0);
( X2 cos (%) (x € (0,1]),
(e) f(x):=
\ 0 (x =0)
Utm.

(a) Mivel f derivalhato,
f'(x) = cos(x) (x € [0,7]),

tovabba
sup{|cos(x)| € R: x € [0,7]} = 1 < 400,

ezért f korlatos valtozasa.

(b) Mivel f derivalhato,
f(x) =3x* =3 (x e[0,2]),

tovabba
sup {|3x* =3l € R: x € [0,2]} =9 < 400,

ezért f korlatos valtozasu.
(¢) Mivel f monoton névekeds, ezért korlatos valtozasa.
(d) Legyen
>E)n_])---»§»

Ekkor f(0) = 0 és barmely k € {1,...,n} esetén

; (l) _ cos (k) _ (—1)]‘.

Tn::{O] L ]1} (n e N).

k k
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Ez azt jelenti, hogy az n — oo hatéaresetben

(="

vim) = |5

o +...+|] L B L UHLIVES B
S b 3 F 2Rt T3 00,

azaz f nem korlatos valtozas.
Megjegyzés. Ez a példa is mutatja, hogy van olyan folytonos (s6t egyenletesen
folytonos) fiiggvény, amely nem korlatos véaltozast.

(e) Mivel f derivalhato,
1 a
2xcos [ — ) +sin | — ) (x € (0,1]),
X X

f'(x) =

tovabba
sup{|f'(x)] €eR: x€ [0,1]} <2+ 1=3< +o0,

ezért f korlatos valtozasa. B

9. Legyen

Mutassuk meg, hogy f (egyenletesen) folytonos, de nem korlatos valtozasi!
Utm.

1. lépés. Vilagos, hogy f folytonos, ui. | — mint folytonos fiiggvények szorzata —
folytonos, tovabbé sin korlatossaga kovetkeztében

0 x—0

1
lim f = lim x - sin ()—() =0=1(0),
azaz f € €[0].
2. 1épés. Legyen «, 3 > 0. Megmutatjuk, hogy az

x*-sin (x7®)  (x € (0,1]),
f: [0,1] — R, f(x) ==
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fiiggvény pontosan az o > 3 esetben korlatos valtozasi. Ha most

u, = <n7r+ §>_]/B (n € No),

akkor barmely n € Ny esetén u,, € (0,1) és

sin (upf) = (=) il f(un) = (—1)"u

Igy
n n n
Y ) —flwe)l= = > [ (ui+ad )| =) (ui+al,)=
k=1 k=1 k=1
n—1 n—1 n—1 - «/B
= 2Zu + Uy +uy > u, = <n7T+Z> .
k=1 k=1 k=1
Mivel

o/f
Jl_}I&Z(Tm%—z) < 400 = x> 3,

ezért az o = 3 esetben van olyan (t,) : N — F([a, b]) felosztassorozat, amelyre

lim V(f,T,) = +co. W

n—oo

10. Igazoljuk, hogy ha (X, | - ||) norméalt tér, f : [a,b] — X lépcs6s fiiggvény, azaz
alkalmas m € N, T:={xo,X1,...,Xm} € F(la,b]), ill. coyC1y...,cm_1 € X esetén

co (x € [xo,x1]),
f(x) =
ek (x € (xxyxiq1l)y ke{l,...,m—1}),

akkor f korlatos valtozasu!
Utm. Ha 0 = {to,...,t.} € F([a,b]) és a tj_1,t; osztopontok az [xo, x1], ll. (i, Xi41]
intervallumok valamelyikében vannak, akkor a V(f,o) osszeg |f(t;) — f(tj_1)| tagja

zérus. Ez azt jelenti, hogy

V(f,o) < lex — cx—1l]y
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11.

ahonnan f € BY([a,b], X') kovetkezik. Ha a 0 = {to,...,tni1} € §(la,b]) felosztés
osztopontjai olyanok, hogy

Xk — Xk
to=a, t= “T“ (ke{l,...,m}),  tmp1=b,
akkor nyilvanvalo, hogy
m—1
V(f,o0) = llck — cx_1]|-
k=1
Ez pedig azt jelenti, hogy
m—1
V:(f) = ||Ck—Ck_]H. |
k=1

Mutassuk meg, hogy ha az f : [a,b] — R fiiggvény derivalhato, ' € R[a, b], akkor f

korlatos valtozast, és teljes megvaltozasara

b
VE(f) :J 1

a

teljestl!
Utm.

1. lépés. Mivel f' € R[a, b], ezért f’ korlatos, azaz alkalmas K > 0 esetén
f'(x) <K (x€labl).
Igy a Lagrange-egyenlétlenség kovetkeztében barmely x,y € [a, b] szamra
f(y) — f(x)| <sup{lf'(z)l e R: z € [x,yl} - [y — x| < Kly — x|,

azaz f € L£ip[a, b], ahonnan f € BY[a, b] kovetkezik.

2. lépés. Legyenn € N, 1:= {x¢, X1,...,%xn} € §([a, b]). Ekkor a Lagrange-kozépérték-
tétel kovetkeztében barmely k € {1,...,n} index esetén van olyan &, € (xyx_1,Xx),
hogy

If(xx) — flx1)l = [F' (&I - (% — xx1).

Ez utobbi azt jelenti, hogy
V(fa T) = G(|f/|aT> ET))

ahol & := (&1,...,&n).
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3. lépés. Legyen I := fZIf’I. Ekkor barmely ¢ > 0-hoz van olyan T € §(la,b]) fel-
osztéas, hogy az |f’| fliggvény barmely t-hoz tartozd kozelits Osszege csak e-néal
kevesebbet tér el I-t6l. Igy V(f,T) is csak e-nél kevesebbet tér el I-t6l, ahonnan
VP(f) > 1. Barmely T felosztasnak van olyan o finomaitasa, hogy az |f'| fiiggvény
barmely o-hoz tartozé kozelités osszege csak e-nal kevesebbet tér el I-t6l. Ekkor
V(f, 0) is csak e-nal kevesebbet tér el I-t6l, tehat V(f, o) < I+ ¢. Mivel V(f, 1) <
< V(f,0), igy V(f,T) < I + €. Ez minden T felosztasra és minden ¢ > O-ra igaz,
ezért VO(f) < 1. W

12. Mutassuk meg, hogy valamely f : [a,b] — R fiiggvény grafikonja pontosan akkor
rektifikalhato, ha f korlatos valtozasu!
Utm. Az f grafikonjanak rektifikilhatosaga azt jelenti, hogy

sup{l(f) e R: Tt € §([a,b])} = L < 400,
ahol

Z \/ Xk — Xx—1)? + (fxi) — Flxe1))? (T = {x0y X1, ..., Xn} € §(la, b)).
k=1
Ha tehéat

® [ < +4ooésT:={xoX1,y...,Xn} € §([a,b]), akkor

=

ahonnan f € BYla, b] kovetkezik.
®* f e ®BYla,b] és T:={x0,X1y...,%xn} € F([la, b]), akkor a

Vu+v2 <ful+ M (u,v e R)

elemi egyenl6tlenség felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy
n

Z V(= xi )2+ (Fa) — flxie))? <
k=1

n

< D e xe 1|+Z|ka — (i 1)|—b—a+Z|ka — f(xie)l <

k=1 = k=1

< b—a+ V(f) < 4oo,

azaz T korlatos valtozasu. B
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13. Lassuk be, hogy igazak az alabbi allitédsok!
(a) Ha f,g € BY[a,b], akkor f + g € BY[a,b] és fg € BY[a, b].
(

(c) Ha f € A€]a, b], akkor [f| € AC]a, b].

)
1 f
b) Ha f, g € BU[a,b] és 5 € Bla, b], akkor 5 € BYla, b].
)
(d) Ha f,g € 2¢[a, b], akkor f 4 g € A€[a, b] és fg € AC[a, b].

-

Utm.

(a) Legyen n € N, T:= {xg,X1,...,Xn} € §(la,b]). Ekkor egyrészt
S 10F+ 9)0) — (F+ g) (1)l =
k=1

n

= Y Iflxi) + glxi) — Faer) — gl <

k=1

n n

< Z If(xi) — f(xi—1)] + Z lg(xi) — g(xx—1)] <

k=1 k=1

< Ve(f) + Vil(g),

masrészt pedig alkalmas K¢, Kg > 0 szamokkal Z I(fg) (xx) — (fg) (xx—1)| =
k=1

n

= Z If () g(xk) — f(xk—1)g(xk—1)l =

k=1

= ) If(xdglxa) — fFadgxi) + f(xi)gxi1) — f(xio1)glxac i)l <
k=1

n
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(b)

1
Az a fliggvény korlatossaga kovetkeztében van olyan K > 0, hogy

<K (x € [a,b]).

Igy az el6z6 allitas kovetkezményeként mar csak azt kell megmutatni, hogy —

korlatos valtozasu. Legyen tehat n € N, T := {xo, X1,...,xn} € F([a, b]). Ekkor

> >

k=1 k=1

1

1 — g(xi)
g(x)  glxi—1)

Q(Xk—1)
g(xi)g(xx—1)

n

< K2 lghad — glacn)l < K2 Ve(g).
k=1

Mivel f € 2(€[a, b], ezért barmely ¢ > 0 szamhoz van olyan & > 0 szam, hogy
tetszdleges
@ %N C N, [ak,bk] C [a,b] (k 6./\/), (ak,bk) N (al,bl) = @ (k,l GNZ k# U
esetén
D be—ad<s = ) (bl - If(a)l < ) If(by) - flal <&
keN keN keN
azaz |f| € A€[a, b].

Legyen € > 0 és &, 84 > 0 olyan, hogy tetszéleges

04N CN, [a, b C [a,b] (k€ N), (ax, b)N(aub) =0 (k,1eN: k#£1),
ill.

0#NCN, [cx,di] C la,b] (ke N), (e, di) N (e, d) =0 (k,leN: k#1),

esetén
£
D> (be—a)<d =} If(b) — flal < 5,
keN keN
ill.

dld—c <8 = Y lg(dd) —gled < 5.
keN keN
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Igy, ha & := min{8, §,} és

Q%NCN) [Xk>yk] C [a)b] (kGN)> (Xk>yk)m(xhyl) = () (k,lGN: k%"))

olyan, hogy
Z(yk - Xk) < 5)
keN
akkor
D lf+ 9y = (F+g)xdl < Y If(yi) — Fladl+ D lgly) — gbadl <
keN keN keN
_oEL e
2727 °

azaz f+ g is abszolut folytonos. Ha most f és g korlatossagat kihasznélva % helyébe

zin-et, ill. 2—];-t irunk, ahol

IfOl < Kgy il [g(x)I < Kg  (x € [a,b]),

akkor
S I(Fg) ) — (fg) ()| =

keN

= Z If(yi)glyi) — flx)gxi)l =

keN

= ) If(yglyi) — fly gl + fly)g(xi) — Fla)g(xa)l <

keN
< Z If(yi)l - 1g(yx) — glxi)| + Z lg(xaid)| - [f(yi) — x| <
keN keN
< K- Y lglyd — g0x) + Ko+ 3 Iflye) — Fxi)l <
keN keN
< Kf-ziM+Kg-2—];:s,

azaz fg is abszolut folytonos. B
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14. A definici6 alapjan igazoljuk, hogy az
f(x) == v/x (x € [0,1])

fiiggvény abszolat folytonos!
Utm. Legyen 0 < € < 1 és
0#N CN, [ar, byl C [0,1] (ke N), (ar, b)) N(a,b) =0 (k,leN: k#1)

olyan, amelyre

Z(bk —a) < 52)

keN

Z [f(bi) — flay)

keN

tovabba o := €. A

Osszeget két részre bontjuk:

D (o) — fla)l =: D If(bi) — fla)l+ D If(bi) — flad)l,

keN ke& keM
ahol £-be azok az indexek tartoznak, amelyeknek megfelel6 osztopontok a [0, «] in-
tervallumba, az M-be pedig pedig azok, amelyekhez tartozé indexek az [«,1] interval-
lumba esnek (feltehets, hogy o < 1). Ha az o szam épp nem osztopont és valamelyik
intervallum belsejébe esik, akkor azt az intervallumot két részintervallumra bontjuk

ugy, hogy mindkét rész hataran o legyen. Ekkor persze a ) [f(by) — f(ay)| Osszeg
keN

névekedni fog. Ebben az esetben by, := «. Igy a gyokfiiggvény monotonitasa kivetkez-
tében

Z|fbk —fak :Z bk —fak Z\/b_—\/a_ﬂé\/&zﬁ
k=1 k=1

ke&

A masik részosszeg a kovetkez6 modon szamithato:

V] V]
Y o) —fladl = Y (b)) —fladl= > Vou— vl =
keN k=m+1 k=m+1

VI

_ \/_+\/_ by — ax
_k:ZWh/_ Va - N kZ N
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Igy tehat
m V]
Z|fbk —fCLk SZ bk —fak|+ Z |fbk —f(ak)|<s—|—e—2s [ |
keN k=1 k=m+1

15. Igazoljuk, hogy ha f € €[a,b] N D(a,b) és ' korlatos az (a,b) intervallumon, akkor
f € A¢[a, b], azaz f abszolut folytonos!
Utm. Legyen K > 0 olyan szam, amelyre

') <K (x€(ab))

teljestil. A Lagrange-féle kozépérték-tétel kovetkeztében barmely k € N esetén van
olyan & € (a, bx), hogy

[f(by) — fay)|
by — ayl

= |f'(&)I < K.

Igy, ha e > 0 és
@#NCN, [ak,bk] C [a,b] (kGN), (ak,bk)ﬂ(al,bl):@ (k,lENZ k?él)

olyan, amelyre

£
D (be—ad < O
keN
akkor
f(b fla
D R R B B M S
keN keN ko keN

£
= KZlbk—ak|<KE:£ H
keN

16. Mutassuk meg, hogy az

f:[0,1] - R, f(x) :=
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17.

fiiggvény abszolat folytonos!
Utm. Ha

akkor g abszolut folytonos, hiszen barmely x € (0,1) esetén

g'(x) = 2xsin <J—() — cos <J—() ,
(3]
sin | — )|+
X

Egy korabbi feladat értelmében tehat f = |g| is abszolat folytonos. l

igy
lg’ (x)| < 2Ix|-

cos(l)‘§2-1-1+1:3.

X

Igaz-e, hogy két abszolut folytonos fliggvény kompozicidja is abszolut foytonos?
Utm. A korabbiakbol tudjuk, hogy ha f, g : [0,1] — R,

fx)=vx, il g(x):=
0 (x = O))

akkor f is és g is abszolit folytonos. Azt fogjuk megmutatni, hogy a

sin <%) ‘ (x € (0,1]),

0 (x=0)

X .

h:=fog:[0,1]] = R, h(x) =

fliggvény nem abszolut folytonos. Valoban, barmely n € N esetén a h fiiggvény mono-
ton novekeds a

2/(2n + T)m),2/((2n)m0)]

intervallumon. Igy

= 21
Vo) >3 Vor(h) >} S—=—-3 - —+o0  (n—o0),
k=1
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18.

19.

ahol ) 2
m, bk::(ZT)T[ (kG{],,TL})

Ezért f nem korlatos valtozési, kovetkezésképpen nem is abszolit folytonos. H

Ay ‘=

Igazoljuk, hogy ha az f : [a,b] — R fiiggvény Lipschitz-folytonos, akkor abszolut
folytonos is, azaz fenall a
Lipla, b] C BYla, b]

tartalmazas!
Utm. Ha f Lipschitz-folytonos, akkor alkalmas L > 0 esetén

[f(x) = f(y)l <Lix -yl  (xy € [a,b]).

Igy, ha ¢ >0, & := ¢/L, tovabba

@#NCN, [ak,bk] C [a,b] (kGN), (ak,bk)ﬂ(al,bl) 0 (k,lGNZ k?él)

olyan, amelyre
Z(bk — ax) <6,
keN
akkor
D If(b) —fla) <) Liby—af<=. W

keN keN

Mutassuk meg, hogy ha valamely ¢ € [a, b] esetén f € BY[a, b] N €[c], akkor az (1.4)-

beli V fiiggvény folytonos a ¢ pontban!
Utm.

1. 1épés. Legyen ¢ € [a,b). Ha ¢ > 0 és T := {c,x2,X3y...,%Xn} € F(lc,b]) olyan
felosztas, amelyre

V() = 5 S VIR T)

teljesiil, akkor — 1évén, hogy f jobbrol folytonos c-ben — van olyan 0 < § < x; —c,
hogy barmely x € [c, b] esetén
€

pod<s = )~ fle)] < 5
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Legyen most x; € (¢—0,c+8)N(c, b]. Ekkorc < x1 < X3 ésa 0 :={C,X1,X2y...,Xn}

felosztés finomitasa t-nak, aminek kovetkeztében

Ve =3 < VIGT) < VI, 0) = [0 ~fle) [+ 3 ()~ < 35, (),

azaz

Vo) = VP () < e.

Ennélfogva

V(x1) = V(c)| = V(x1) = V(c) = V' (f) = V2(f) = V? (f) < e.

C

2. lépés. Legyen ¢ € (a,b]. Ekkor a fentiekhez hasonléan megmutathato, hogy V

jobbrol is folytonos c-ben ((HF ). M
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1.3. |3. gyakorlat

1.3.1. |A gyakorlat anyaga

Megjegyzések.
® Legyen
@ :la,b] = R o(t) = (x(t),y(t)),
ahol az x : [a,b] — R fliggvény folytonos és szigorian monoton novekedd, az

y : [a,b] — R fiiggvény pedig nemnegativ. A ¢ altal paraméterezett
My :=Re={@(t) eR*: t € [a,b]}
ponthalmaz alatti teriiletet szeretnénk meghatarozni. Ha
T =:{to, t1,..., tn} € §(la, b])
és
&= (& &)t & € Tty td (kefl,...,n}),

akkor a szoban forgo teriiletet a

n

D Y& (x(ti) — x[ti 1))

k=1

Osszeggel kozelithetjiik.

® Tegyiik fel, hogy az x-tengely mentén az x;, ..., X, abszcisszaju pontokban my,..., m,

tomegid anyagi pontok vannak elhelyezve. Ekkor ennek a pontrendszernek a tomeg-

kozéppontja:
n
Z Xj My
« ximy + ... +Xxmy =1
TKP = = :
m;+...+m, o
2 My
k=1

Tegyiik fel most, hogy valamely az [a, b] intervallumnak megfelels szakaszon elhelyezke-
dg, elhanyagolhato vastagsagu, de nem elhanyagolhaté tomegt test tomegkozéppontja-
nak meghatéarozasa a feladat. Ha a test folytonos tomegeloszast,® és barmely x € [a, b]
esetén m(x) jeloli a test [a,x] szakaszanak tomegét /m(b) =t M/, tovabba

T = {t())t])'--)tn}e S([ayb])

3Ezen azt értjiik, hogy a test minden pontjanak tomege zérus.
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tetszdleges, akkor a test [x_1, %] intervallumnak megfels szakaszénak tomege:
m(x) — m(xx-1).

Ezt az anyagmennyiséget az [xy_1,xi] intervallum valamely &, pontjaba egyesitve a

&ly e vy &n pontrendszer tomegkozéppontja
.l n
XTKp = 37 ; Ex(mxi) — m(xx-1)),

amit az illet6 test tomegkozéppontja egy kozelitésének tekinthetiink.
® Legyen @ : [a,b] — R3 folytonos fiiggvény (1it),
I'o =R
a @ ut paraméterezte gorbe. Tegyiik fel, hogy valamely anyagi pont az
f:T, — R’

er6tér hatasara a I, gorbén mozog. Mekkora a munkavégzés?
Otlet: Allando F erd hatéasara az r € R3 vektorral jellemzett szakaszon a munkavégzés:

W= (Kr).
Kozelitsiik -t tortottvonalakkal tgy, hogy felosztjuk az [a, b] intervallumot :
T:={xo =a,...,x, = b},

majd a megfelel§ & € [xy_1,xi] koztes pontok esetén a munka kozelitsleg:

W= Z(f(ik), o (xi) — @ xx-1)).

k=1
® Valoszintiségszamitasban is hasznalatosak a Stieltjes-integréalok.

® Alkalmazott funkcionéalanalizis (kvantummechanika): nemkorlatos operatorok spekt-
ralfelbontasa projektormérték szerinti integralok segitségével torténik. Itt is talalkoz-
hatunk Stieltjes-integralokkal. [J
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Definici6. Legyen f,«x : [a,b] — R, T := {xo,X1,...,Xn} € F(la,b]), tovabba barmely
k € {1,...,n} esetén

& € [kahxk] és ET = (‘;—,h---aan))
ill.
Agxyc = ou(xx) — oe(xx—1)-
Ekkor az f fiiggvény T felosztashoz, illetve a &, (k € {1,...,n}) értékekhez vagy &, tn. koz-

tes vektorhoz tartozo, «-ra vonatkozé6 Riemann-Stieltjes-Gsszegének vagy Riemann-

Stieltjes-féle integralkozelité Osszegének nevezziik a
o(f, 0, &) == Zf ) “xk—Zf Ex) (i) — x(xic 1))

valos szamot.

Megjegyzés. Ha
x(x):=x  (x € [a,bl),

akkor a fenti Riemann-Stieltjes-Osszeg nem mas, mint a
o(f,a,1,&) = Zf &) (X — xk-1) = o(f, T, &)

Riemann-6sszeg. [

Definicio. Azt mondjuk, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény Riemann-Stieltjes-integralha-
to6 az o : [a,b] — R fiiggvényre vonatkozoban (jelben f € R,[a,b]), ha alkalmas I € R
esetén

lim o(f, e, T, &) = I,
lI<ll—0

azaz barmely € > 0 szimhoz megadhato olyan & > 0 szam, hogy ha Tt € §([a,bl), ||T|| < &

és &, a fenti definicidbeli tetszéleges un. koztesvektor, akkor
|G(f) X, T, Evr) - I| <E€

teljesiil. Az iménti [ szamot az f fiiggvény o-ra vonatkoz6 Riemann-Stieltjes-integraljanak
nevezziik és az

Jb fda vagy Jb f(x) de(x)

a a

szimbolumok valamelyikével jeloljik. ¢
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Megjegyzések.
1. Nyilvanval6, hogy legfeljebb egy ilyen I szam létezik.

2. Vilagos, hogy ha
x(x):=x  (x € [a,bl),
agy
f € Ryla, b] = f € Rla, b],

és f € Rla, b] esetén

3. Ha alkalmas ¢ € R esetén

akkor barmely f : [a,b] — R fiiggvényre

b
f € Rqla, b] és J fdoe=0.

a

4. Ha alkalmas ¢ € R esetén
f(x):=c (x € [a,b]),
akkor barmely « : [a,b] — R fiiggvényre

b
f € Rqla, b] és J fda =c(a(b) — x(a)). O

a

Példa. Ha f, o« : [a,b] — R: a(b) # «(a), tovabba

1 (x€Qnla,bl),
f(x) :=
0 (x e (R\Q)N la,bl),

akkor f ¢ Ryla,bl. Ha ui. T =: {xo,X1,...,xn} € F([la,b]) tetszbleges, & = (&1,...,&n),
ahol
Evke [kahxk] (kE{L...,TL}),
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akkor
o(f, o, T, &) = > f(&) (alx) — xlx1)) =
k=1
ki 1+ (i) — alxie1)) = a(b) — (@) (& € Q)
;o (o) — (i) = 0 (& £ Q).
Tgy a
oo . la®) - x(a)|

véalasztassal latszik, hogy nem teljesiil a definiciobeli feltétel. ¢
Feladat. Legyen a,b € R, f: [a,b] = R, s € (a,b): f € &, [s],
x(x) = H(x —s) (x € [a,b]),

ahol
0 (x<0),

H:R — R, H(x) := /Heaviside-fliggvény/.
1 (x>0)
Megjegyzés. Fizikaban: bekapcsolasi jelenségek. Disztribuciéo-elmélet: disztrubtucios
értelemben differencialhato és (disztribucios) derivaltja: 6 /Dirac-delta/.
Mutassuk meg, hogy ekkor f € R,[a, b] és

r fdo = f(s)

a

teljestl!
Utm. Mivel f € ¢, [s], ezért tetszdleges ¢ > 0-hoz van olyan & > 0, hogy

x € [s,s+0)Na,b] — If(x) — f(s)] < e.
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Megjegyzés. Ha

® 5 > 0 olyan, hogy s+& > b, akkor legyen T :={a, s, b}. Ekkor a &, := (&, &;) vektorral,
ahol &; € [a,s], &, € [s, b], azt kapjuk, hogy

o(f,o1,&) = f(&)(«ls) — ala)) + (&) (a(b) — «(s)) =

= f(&)(0—0) + f(£2)(1 — 0) = f(&2),

azaz

|G(f> &, T, ET) - f(S)| = |f(£2) - f(S)| <€

kovetkezik.

® 5 > 0 olyan, hogy s+ 0 < b, akkor legyen T :={a, s,s + 9, b}. Ekkor a &, := (&;, &, &3)
vektorral, ahol &; € [a,s], &, € [s,s+0], &3 € [s+0, b, azt kapjuk, hogy o(f, &, T, &) =

= f(&)(afs) — a(a)) + F(&2) (x(s + B) — ax(s)) + F(&3) (x(b) — (s +8)) =

= f(&)0—-0)+f(&)(1 =0) + f(&)(1 = 1) = f(&),
AZaAZ

|O—(f» T, E’T) - f(S)| = H:(EVZ) - f(S)| <E.

Legyen T := {Xo,X1,...,Xn} € F([a,b]) olyan, hogy ||T|| < 8. Ekkor alkalmas i € {1,...,n}

indexre s € [xi_1,%;). Igy « definicidja kovetkeztében

o(xi) — o(xp—1) =
0 (ke{l,...;i—11U{i+1,...,n}),

ahonnan
o(f, &, T, &) — f(s)[ = [f(&) — f(s)] < e
kovetkezik. W
Megjegyzés. Vilagos, hogy az f € Ry[a, b] tartalmazéis pontosan akkor teljesiil, ha barmely,

minden hataron tul finomodd

(tn) : N — F([a, b])
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felosztassortozathoz tartozo (o(f, &, Tn, &, )) Riemann-Stieltjes-féle integralkozelits sorozat
konvergens és hatarértékére:

b
lim (o(f, &, Tn, &, )) —J fda. O

a

Feladat. Igaz-e az alabbi f, ill. « fliggvények esetében, hogy f Riemann-Stieltjes-integralhato
az -ra vonatkozoan? Ha igen, akkor szamitsuk ki az adott Riemann-Stieltjes-integralt!

;

0 (x=0),
] T (x €[0,1)),
L f(x):=¢ = (x€(0,1)), x(x) ==
x x (xe[1,2]);
[ ] (x € [1,2]),
(1 (x €[0,1/2), 0 (x€[0,1/2),
2. f(x) = x(x) =
[ 2 (xe1/2,1]), 1 (xe1/2,1]).
Utm.
1. Legyen

o= {0 =Y, =2 €3(002)  (meN)

minden hataron tul finomoddé felosztassorozat :
im ||t , o 0 s my |
n—oo

ahol
e e [xl(l)],xl({n)} iefl,...,y},n eN).

Ha valamely i € {1,...,1n;} index esetén 1 € [xgn), xgﬂ] , ugy
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o(f, o, Ty &c,) = i f (5](;‘)) (oc(xli“)) — OC(X&)])) —

- f(gﬁ*”) (1—1)+...+f(a§“)) (1—1)+f(a§1)1) (x§1)1—1)+

+1~<x§1)2—x§1)])+1 : (x§%—x§1§)+...+1 : (2—x

= f <5£1)1> (Xi(i)l - 1) — X} +2.

Mivel lim (xF“)) — 1 ¢és f € €[1] miatt

n—oo i+

lim (aﬁﬁ) —f(1) =1,

n—oo

ezért

n—oo

lim o(f, ®, Tn, &, ) =1, azaz J fda=1.

n k
Tn::{x]&)::T—LGR:kG{O,L...,n}} (n € N),

akkor (t,) : N — F([0,1]) minden hataron tul finomodo felosztassorozat. Ha n = 2k,

akkor
1_X
2 2k ™

1
ha pedig n paratlan, akkor 2 ¢ T., igy n = 2k esetén

0(f, 0, Toy £y ) = 1-(0—=0) 4.4 1-(0—=0) [ T[- (T=0)+2- (1= ... 42:(1=1) = 1,

n 1
ha El(c ) #+ 2 és hasonldan

O(f, 0, Toy &y ) = 1-(0—0) 4. .. 4+1-(0—0)+ 2] (1=0)+2-(T=T)+...+2-(1—1) = 2,

] . .
ha E,,(< ) = 7 Az elsd, ill. masodik esetben
nh_r)go G(f) &, Tk, ‘E’Qk) = ]) ill. nhl{.lo G(fa &, Tk, ‘Z-s'er) = 23

ahonnan f & R,[0,1] kovetkezik. B
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1.3.2. |Beadhat6/gyakorl6 feladatok

1. Igazoljuk, hogy f ¢ fR,la,b], ha valamely s € (a,b) kozos szakadasi helye az
f, o : [a, b] — R fliggvényeknek!
Utm. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy f jobbrél nem foloytonos
s-ben: f ¢ € [s]. Ez azt jelenti, hogy alkalmas € > 0 esetén barmely & > 0-hoz vannak
olyan x,y € [a,b] N [s,s + 0) pontok, amelyekre

If(x) = f(s)[ > e & Jalx) —als)] > ¢

teljesiil. Igy barmely & > 0-hoz van olyan T := {X,X1,...,Xn} € ([a,b]) felosztas,
hogy |||l < & és
S = Xk_1, ill. lo(xy) — a(s)] > e.

Ha most & = x;1 (1 € {1,...,n}), tovabba barmely i # k-ra n; := Xxi_1 és
Nk € (Xk_1, %] olyan pont, amelyre

If (M) — F(E)I = [f(nk) — f(s)| > .

Ekkor a

n n

07 = Z (&) (oe(xi) — ex(xi-1)), 0; == Z f(mi) (oe(xi) — ox(xi-1))

i=1 i=1

Osszegek csak a k-adik tagban kiilonboznek, és

oy — o] = [(F(&¢) — (M) - (i) — x(x5e-1))] > €2

Tehat e?-hez nincs olyan & > 0, amelyre a definiciébeli feltételek teljesiilnének, azaz
f ¢ Ryla,b]. A

2. Legyen f,g:[—1,1] = R: f € €[0] és

A (X € [_150))>
x(x) =
B (x €[0,1]).

Igazoljuk, hogy f Riemann-Stieltjes-integralhato a g fiiggvényre vonatkozoan, ill.

J] fdo = £(0)(B — A)
—1
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teljestl!
Utm. Legyen n € N, T:= {x0,X1,...,%Xn} € F([=1,11), & == (&1, ..., &), ahol

& € 1, x4l (ke{1,...,n}).
Ekkor pontosan egy olyan i € {1,...,n} index van, amelyre 0 € (x;_1,xi]. Igy

f &, T, E» Zf Ev] - Q(X] 1)) (‘it)(g( )_ 9(X1 1)) (Evl)( )>

hiszen, ha j # i, akkor g(x;) — g(xj_1) = 0. Vilagos, hogy a ||T|| — 0 hataresetben

o(f, a1, &) — f(0)(B—A). W

3. Legyen a, € [0,+00) (n € N) olyan sorozat, amelyre Z a, < +oo, tovabba tegyik
n=1

fel, hogy az (s,) : N — (a,b) sorozat injektiv. Mutassuk meg, hogy ha f € €[a, b] és
«:[a,b] = R, x(x) = Z aH(x — sn),

akkor f Riemann-Stieltjes-integralhato az « fliggvényre vonatkozoan, és

b o0
J fda = Z a,f(sn)
a n=1

teljesiil!

Utm. Vilagos, hogy « joldefinialt, azaz barmely x € [a, b] esetén o(x) € R, hiszen
Hx)I<1 (x€R) & Y an<+oo.

S6t az is vilagos, hogy o monoton névekeds:
Raxy:x<y = «lx) <aly),

tovabbé
a(a) =0 és x(b) = Z an.
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Legyen € > 0 tetsz6leges, majd N € N olyan index, amelyre

o0
Z a, < €.

n=N+1

Ha most tetszSleges x € R esetén

o (x) =

B

n=1 n=N+1

akkor (vo. 3. gyakorlat)
b N

J fdoy = anf(sn).
a n=1

Mivel a;(b) — ox(a) < €, ezért

b
J fdoa| < [[f]ls - ¢,

a

igy o = o1 + &y, ill. a fentiek figyelembe vételével azt kapjuk, hogy

b N
J fdo — Z anf(sy)

a n=1

< |[fllos - €

ahonnan az N — oo hatéaresetben a kivant egyenlgség kovetkezik. B

. Legyen
f(x):=x, ox):=x+ [x] (x € [0,10]).
Mutassuk meg, hogy ekkor igaz az

10
f € R0,100 = deoc:105
0

implikacio!

aH(x — sn), ill. o (x) == Z a,H(x — sn),
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Utm. Legyen

k
Ty = {x](f) ::HGR: ke{O,],...JOn}} (neN).

Ekkor
10n k k—]
O—(f» OC,Tm Ern) = ;ﬂ‘ik) (CX (E) — (T)) -
S k [k k=1 [k—T
- (G [R)-C1)) -
& k1 [k—1
- Ye(o(R-15) -
Ton 10n
SRR
; ; k n n
Mivel " o
n 10 2
3—>J xdx:[x—} =50  (n— o),
n 0 21,

k=1
és a k =: (L + 1)n helyettesitéssel

1=0

— 14+2+34+...+10=055 (n — o0),

hiszen
n—1 n 2n—1 n 10n —1 10n
—Sinﬁ—, §£2n<_) ) SEJOTL -
n n n n n n

Ezért

10
f e R[0,100 = deoc:50+55:105. m

on kK] [k—1 ’
N S
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1.4. |4. gyakorlat

1.4.1. |A gyakorlat anyaga

Tétel. Legyen f, g, «, 3 : [a,b] — R. Ha

1. f, g € Rqla, bl, akkor barmely p € R esetén f 4+ ug € Ryla, bl és

b b b
J (f + ug)doczj fdo+ uJ gde;

a a a

2. f € Rqla,b] NRgla, b, akkor barmely A € R esetén f € Rypapla, b, és

b b

fdoc+7\J fdp.

a

bed(oc+7\[5) :J

a a

3. f € Ryla,b] és c € (a,b), akkor f. € R, [a,b] és ¢ € Ryela, bl, tovabba a

c c b b
J fdoc::J fodo, J fda::J f da

a a C C

jelolések bevezetésével
b c b
J fdo = J fdoc+J fdo.

a a Cc

4. « monoton novekedd, f, g € Ryla,b]: f < g, akkor

b b
J fdocﬁj gde. O

a a

Megjegyzés. Az utolso elstti allitas megforditasa nem igaz. Legyen ui. ¢ € (a, b) és

0 (x € la,c]), 0 (x € la,c)),
f(x) := x(x) =
1 (x € (¢, b]), 1 (x € [c,b]).

Ekkor nyilvanval6an
c b
J fdoc:O:J fda.

a Cc
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Viszont, ha T := {xg,X1,...,Xn} € §([a,b]) olyan felosztas, hogy valamilyen (egyértelmiien
letezs ) i € {1,...,n} indexszel x;_1 < ¢ < x4, akkor tetszSleges &, = (&;1,...,&n) koztes
vektorral

1 (&1 < C))
o(f,x,1,&) = Zf &) (a(xie1) — a(xi)) = f(&) =
0 (El > C))

ahonnan A ”liHmO o(f, x, 1, &), azaz f & Ryla, b] kovetkezik. [
T||—
Definici6. Legyen f, o : [a,b] — R, f € R,[a, b]. Ekkor

a b a
J fdoc::—J fdo és J fdo := 0.

b a
Tétel. Legyen f, o« : [a,b] — R. Ha « szigortian monoton névekedd és folytonos, agy

f € Rala, b] &=  foa'eRx(a),x(b)],

és ez utobbi esetben

Tétel. (Parcialis integralas.) Ha f € R, [a, b], akkor & € R¢[a, b] és
b b
J adf = [f(x)a(x)]] —J fde. O

a a

Tétel. Ha f € €[a, b], tovabba « € BY[a, b], akkor f € R,[a,b] és

b
J fdoa

a

S HfHOO'Vg(OC)- ]

Tétel. Ha f, « : [a,b] — R: f € R[a,b], x € ¢'[a, b], akkor f € R,[a, b]

b b
J fdoc:J fo'. O

a a
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Megjegyzés. Ha tehat h € €la, b] és f € R[a, b], akkor

b b X
J fh:J fda, ahol o(x) : J h. O

a a

Példak. Legyen [a, b] := [0, 71]. Ekkor

Jﬂ cos(x)dcos(x) = — Jm sin(x) cos(x)dx =0. ¢
0 0

Tétel. Legyen f, « : [a,b] — R: f € R,la, b], tovabba g : [c, d] — [a, b] szigortian monoton
novekeds és folytonos, ill. g(c) = a, g(d) = b. Ekkor, ha

h:=fog:[c,d = R és B:=xog,
ugy h € Rgle, d] és
b d d
J fdoc:J th:J (fog)d(xog). O

a Cc Cc

Feladat. Vizsgéaljuk meg, hogy fennall-e az f € R,[a, b] tartalmazas! Ha igen, akkor szé-

mitsuk ki az

fda
Ja
integralt!
. s
1. f(x):=x, ofx):=sin(x) <x e |0, ED’

2. f(x) =%, ofx):=eM (x € [-1,1]);
3. f(x) =%, «ax):=[xP (x € [-1,2]).
Utm.
1. Mivel & monoton, ezért « € BY[0,71/2], igy f € € kdvetkeztében f € Ry [0, 71/2], és
parcidlisan integralva azt kapjuk, hogy
/2

/2 2 T 2
| xatsinge)) = besingoly = | sinx) dx = 5+ foos()5 =

Tt
= —1
0 0 2 2



1. FEJEZET A GYAKORLATOK ANYAGA 70

2. Mivel f € €, tovabba
e*  (x €[0,1]),
x(x) =
e ™ (xel[-1,0])
kovetkeztében o monoton csokkend a [—1,0] intervallumon és monoton névekedd a
[0,1] intervallumon, igy o« € BY[—1,1]. Ez azt jelenti, hogy f € R,[—1,1], tovabba

parcialisan integralva azt kapjuk, hogy

! 1 0 1
J xd(e™) = [x- e‘quq - J eMdx = 2e — {J e dx + J e~ dx} =
-1 —1 —1 0

%10
= Ze—{e]} —[e"](]):26+1—e—e+1:2.
R

3. Mivel f € €, tovabba o monoton a [—1,2], [-1,0] és [0,2] intervallumokon, igy
x € BY[-1,2]. Ez azt jelenti, hogy f € R, [—1,2], tovabba parcidlisan integralva
azt kapjuk, hogy

2 0 2 0 2
J x> d([xP) = J x> d(—=x%) +J x> d(x?) :J x5(—3x2)dx+J x°(3x%) dx =
- -1 -1 0

x871° X317 3 28 3
_ a3 |x Pl 22435 2219 m
2] wafS] <22 - e

Feladat. Szamitsuk ki az

integralt !

Utm. Az y := /x helyettesitéssel /g(y) :==y? (y € [0,2])/ azt kapjuk, hogy
2 2 5
2 37
[y]dy+J Ydy=1+==". ®
. 5 5

J4([V§] +x%) dyv/x = Lz([y] yt)dy = J

0 0

Definici6. Legyen d,r € N. Azt mondjuk, hogy a ¢ = (@1,...,@a) : [a,b] — R? leképezés

® at, ha @ € ¢;
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sima 1t, ha ¢ € ¢';
® r-szeresen sima tut, ha ¢ € ¢7;
® regularis 1ut, ha

(i) ¢ € ¢, (ii) @l(ap) injektiv, (iii) béarmely t € [a,b] esetén @(t) # 0;

rektifikdlhato6 1t, ha
¢ € €([a,b],RY) N BY([a, b, RY).

Ez utobbi esetben a ¢ 1t hosszanak nevezziik az L(¢) := V(@) szdmot. ¢

Megjegyzés. Az v = 2, ill. d € {2,3} esetben a €"([a, b], R%)-beli utaknak szemléletes fizi-
kai jelentésiik van. Nevezetesen minden pontszert test (a fizikiban szokésos szohasznalattal :
tomegpont vagy anyagi pont) mozgésa ilyen fiiggvénnyel irhato le, @(t)-vel jeldlve a t6-
megpont helyvektorat (az origobdl a tomegpontba mutatoé vektort) a t idépontban. Ilyenkor
a @(t) vektor jeloli a mozgo tomegpont pillanatnyi sebességét, a ¢(t) pedig a pillanat-

nyi gyorsulasat jelenti a t idépontban. A ¢ ut értékkészletét, mas széval azt az R-beli

Yo i =Re = {o(t) eR*: t € [a,b]}

halmazt, amelyet a mozg6 pont befut, a mozgas palyajanak nevezziik. Ezek szoros kap-

csolatban vannak a geometridban hasznalatos gérbefogalommal.

Feladat. Hatérozzuk meg a koordinatatengelyeken lecstszo oo+ 3 hossziisagu merev rid egy
pontjanak pélyajat, majd szamitsuk ki a pont pillanatnyi sebességét, ill. gyorsulasat!
Utm. Ha a koordinatatengelyeken egy o + B hossztisagi merev rad csiszik, akkor azon

pontjanak pélyaja, amelynek a tavolsdga a rid egyik végétsl o, a masiktol B egy

egyenletd negyedellipszis, ui. ha t a radnak az els§ tengellyel bezart szoge, akkor a pont
koordinatai:
y = Bsin(t), x = acos(t) (te0,7/2]),
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azaz x,y > 0 és x*/o +y?/B? = 1. Igy a pont palyaja a
@(t) == (eccos(t), Bsin(t))  (t € [0,7/2])
fiiggvény értékkészlete. A pillanatnyi sebesség, ill. gyorsulas:

¢(t) = (—asin(t), pcos(t)), @(t) = (—xcos(t), —Psin(t))  (te[0,7/2]). W

Definicié. Azt mondjuk, hogy a y C RY ponthalmaz gorbe, ha van olyan ¢ : [a,b] — R¢
ut, amelyre
Yy=Re={pt) eR*: te[a,b]}

s @l(qp) injektivt. Ilyen kor @-t a y gorbe egy paraméterezésének nevezziik. O

Megjegyzés. Ha a ¢ : [a,b] — R? 1t valamely regularis gérbe paraméterezése, akkor ¢ (t)

az érintévektor a gorbe @(t) pontjaban. [

HAZI FELADAT. A Fiiggelék ismeretanyaga.

Tétel. A ¢ : [a,b] — R? 1t esetén igazak az alabbi allitasok.
1. @ pontosan akkor rektifikdlhato, ha barmely k € {1,...,d}) esetén @y € BY|a, b].

2. Ha ¢ rektifikalhato, akkor az

s:[a,b] = R, t—
L{@ley) (t€ (a,b])

fliggvény monoton névé és folytonos. Ha @ még injektiv is, akkor s szigortian monoton

novekeds.

3. Ha @ € €', akkor s € €' és barmely t € [a,b] esetén $(t) = [|@(t)||2, igy

s(t) = J 16wl du = J VoW T T [PaPdy,

a

speciélisan

b
L(e) = s(b) =J lowW2du. O

a

4 Ezzel a kikotéssel kizartuk vizsgalataink korébél az Snmagukat dtmetszd gorbéket.
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Definicié. Legyen QO C R? tartomany, ¢ : [a,b] — Q rektifikalhato tt. Ekkor az f: Q — R

folytonos fiiggvénynek (folytonos skalarmezének) a ¢ utra vonatkozo elséfaja vonalinteg-

L f:= L fds := L f(r)ds := Jj f(@(t))ds(t)

valos szamot értjik. ¢

raljan az

Megjegyzések.
1. Fizikai interpretécio:
(a) Ha valamely (regularis) ¢ : [a,b] — RY 1t paraméterezte gorbe tomeg- vagy

toltéseloszlasa a p € RY — R fiiggvénnyel irhato le, akkor a gorbe tomege vagy

Ossztoltése:
M = J p(r)ds.
®
(b) Ha valamely (regularis) ¢ ut paraméterezte gorbe tomegeloszlasa p, akkor a gorbe
tomegkozéppontjanak k-adik koordinataja

1
Xp = M L XiP(X1y ...y Xa)ds.

2. Ha @ sima 1ut, akkor

b b
| fr1as = | ot strae = | flo(t)- Jorat, O
©

Feladat. Szamitsuk ki az
y?r =2x (x € [1,2])

paraboladarab tomegét, ha strtiségeloszlasa a
pluy) =y ((xy€eR?

fiiggvénnyel irhato le!
Utm. A
t) = (t,V2t) (te[1,2)

Ut a paraboladarab egy sima paraméterezése, igy

2 —
MZJ dS—J\/_ 1+ﬂdt—J\/1—|—72tdt:...:—”1253\/2_7. ]
©

HAZI FELADAT. A Fiiggelék ismeretanyaga.
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1.4.2. |Beadhatd/gyakorlo feladatok

1. A parcialis integralasra vonatkozo tétel felhasznalasaval mutassuk meg, hogy az
f(x):=x, ox):=x+ [x] (x € [0,10]).

fliggvények esetében

10
J fdax =105
0

teljestl!
Utm. Mivel « € R[0,1] és f az identikus fiiggvény, ezért o € JR¢[0,10], igy a parcialis
integralasra vonatkozo tétel kovetkeztében f € R4[0,10] és

10 10
J f(x)da(x) = f(10)x(10) — f(0)x(0) —J o(x)df(x) =
0 0

10 10

(x+[x])dx:200—50—J [x] dx =

= ZOO—O—J
0

0
= 150—-45=105. W
2. Igazoljuk, hogy

(a) ha f:[a,b] — R folytonosan differencialhato, akkor barmely k € Ny esetén

Jb *(x) df(x) = k% {f'1(b) — F"'(a)}

2
(b) J xdlIn(x) =1 telesiil!
1

Utm.
(a) Mivel f folytonosan differencidlhato, ezért

b b 1
J *(x) df(x) = J (%) f'(x) dx = {f''(b) — " (a)}.

a a k+1

(b) Mivel In folytonosan differencialhato, ezért

2 2 2
deln(x):J' x'—dx:J 1dx=1. N
1 1 x 1
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3.

5.

Legyen 0 < A € R,

0 (x < 0),
x(x) = (x € R).
1 —exp(—Ax) (x>0)

Szamitsuk ki az ,
J xdo(x)

Riemann-Stieltjes-integralt!
Utm. Mivel az
f(x) :=x (x € [1,2]),

fiiggvényre f € R[1,2], tovabba « € ¢'[1,2] és
a'(x) = Aexp(—Ax) (x € [1,2]),

igy integralva

2 2 2
J xda(x) = J xo (x) dx = J xAexp(—Ax)dx = ... =
1 1 1

= (—2 — %) exp(—2A) + <1 + %) exp(—A). W

Mutassuk meg, hogy ha f: [a,b] — R folytonos és monoton fiiggvény, akkor igaz az

Jb sty = (O~ (@)

a

allitas!
Utm. Mivel f: [a,b] — R monoton, ezért f € BV[a, b]. Tehat f folytonossaga kovet-
keztében f € R¢la, b], igy parciélis integralassal azt kapjuk, hogy

b

b
J f(x) df(x)+J f(x) df(x) = (f(b))* = (f(a))*. W

a a

Az

x:R— R, o(x) :
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fiiggvény esetében szamitsuk ki az

‘réfdau) (t €R)
0

Riemann-Stieltjes-integralt!
Utm. Mivel tetszéleges [a, b] C R intervallum esetén 1/ exp? € Rla, b] és

o«'(x) =12x]  (x €R),

ezért oo € €', igy barmely t € R esetén

t 2 t 2 t 2 0
J e X dax(x) = J e o (x) dx:J 2x|le™ dx = =
0 0 0 t ,
J —2xe “ dx (t<0)
0
[—e_xz}t (t > O) 1 —t? (t > 0)
0 -0 —¢€ J
[(%r (t < 0) e —1 (t<0)
t
= ‘1 —e¥l. m

6. Paraméterezziik y-t, ha

(a) v:={(x,f(x)) eR*: x € [a,b]} (f:[a,b] = R);

(b) v: annak a pontnak a palyaja, amelyet egy sik terepen T ideig cstuiszasmentesen
gordiils R sugara kor alaku kerék kiillgjének a kor kozéppontjatol v < R tavolsagra

1év6 pontja ir le!
Utm.
(a) @(t):=(t,f(t)) (t€ [a,b]).
(b) Legyen t a pontot a kor kézéppontjaval 6sszekots szakasznak a fiiggslegessel bezart

szoge. Ha t = 0, akkor a pont koordinatéai: (0,R — r), t szoggel valo elfordulas

utan a kor kézéppontjanak koordinatai:

O(t) :== (Rt,R) (t €[0,T]),
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igy a pont koordinatai:
O(t) — (rsin(t),rcos(t)) (t e [0, T]).

Tehat

@(t) := (Rt — rsin(t),R —rcos(t)) (te[0,T])|

Megjegyzés. Yy = R, neve: ciklois. B
7. Szamitsuk ki az alabbi utak hosszat!

(a) u,veRY @(t):=u+tv—u) (te0,1]);

(b) f e ¢'a,bl, @(t) == (t,f(t)) (t € [a,b]);

(c) fe 0,27, @(t) := (f(t) cos(t), f(t)sin(t)) (t € [0,27]), ahol
«) f(t) :=t /arkhimédeszi spiral/,
B) f(t) := &' /& > 0, logaritmikus spiral/.

Utm.
(a) Mivel
le(t)]2 = [lv—u2 (t € [0,1]),
ezért ]
L) = | v = wladt = v =,
(b) Mivel
l@(t)]2 = /14 (f'(1))2dt (t € [a,b]),
ezért

(c) Mivel barmely t € [0,27] esetén

2

l@(t)3 = (f/(t)cos(t) — £(t) sin(t))* + (f'(t) sin(t) + f(t) cos(t))®

= (f'(1))* + (f(1))%,

ezért
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«) )3 =1+t (t €[0,2n), igy

arsh(27)
Lip) = \/1 +t2dt = J 1+ (sh(x))? ch(x) dx
rarsh(2m) arsh(27) 1 h(2
= (ch(x))*dx = J 1 Hehlex) (2x) dx =
Jo 0 2

2 4 2

0

arsh(27t)  sh(arsh(27t)) ch(arsh(2m))

2 2

h 2
_ e 4 7t\/1 (sh(arsh(2m)))? =

arsh(27)

B) o)) = ot + “Ztln () (t €[0,27]), igy

= J:ﬂ \/1+In?(x)at dt = —JIZ(I;I)ZW) (o

8. Szamitsuk ki az J fds els6faju vonalintegralt az alabbi esetekben!
¢
(a) x e R és
fr):=T+axy (r=(xy) R, @(t) := (cos(t),sin(t))
(b) x e R és
f(r) =T+ ayxy (r=(x,y) € R?), @(t) := (cos®(t),sin’(t))

Utm.

27
(a) J fds = Jo (1 + acos(t)sin(t)) \/COSz(t) + sin?(t) dt = 2m.
)

arsh(27) N [sh(zx)rmh(z“) _ arsh(2n) N sh(2 arsh(2m))

4

v/ 1 + 4m2.

(t € [0,27);

(t € [0,277).
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27
(b) J fds :J (14 occos(t)sin(t)) 3 \/6084 ) sin®(t) + sin*(t) cos?(t) dt.
® 0

t:os2 (t) sin?(t)

Mivel
.2
JU + occos(t) sin(t)) cos(t) sin(t)dt = sz(t) + %Jsinz(Zt) dt =
LU i‘Ju — cos(4t)) dt =
= 3 3 cos =
sin?(t)  at o
3 + 33 sin(4t) + c,
ezért

_ (1 e\ (w1 e\ (1 3am am)
N 2 16 8 2 16 2 16 8

ot 1 3o

9. Egy homogén tomegeloszlasi, M tomegi vékony kotelet két végénél fogva logatunk.
Hol van a kotél tomegkdzéppontja, ha a kétél meghatarozta gérbe egy paraméterezése

a
@(t) == (t,ch(t))  (te0,1])
ut?

Utm. A homogén témegeloszlas kovetkeztében

M M M M
p(XﬂJ) = = = = Sh“)

L
@) L [o(t)]|2dt L V1 (sh(t))dt

A témegkozéppont koordinaraira igy:
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XTKP =

2=
o —_

L xp(x, ) ds =

= ] J] tsh(t)dt = 1 {[tch(t)](]) - r ch(t) dt} — %ﬁihm)
0

tp(e ()@ (t)]2dt =

2=

ill.

yne = gy | woboulds = | toloNliohat=

M Jq
1 1
= sh1(1) L ch(t)sh(t)dt = 23111(1) {Jo sh(2t) dt} =
o L ch(2) 1
= e M@= Zg e ®

10. Legyen QO C RY tartomany, ¢ : [a,b] — Q rektifikdlhato at, tovdabba f : Q — R

folytonos fliggvény. Mutassuk meg, hogy ekkor az els6faju vonalintegralra teljesiil az

J fds
[

< L(@) -max{[f(r)]e R: r € Ry}

becslés!

Utm. Vilagos, hogy

J fds
[

b b
< j |f|ds=j f@(0)ds(t) < sup{f(@(t))] € R : te[a,b]}-J ds(t) =

a a

b

= sup{/f(x)|eR: XER@}'J ds(t).

Mivel

® o folytonos, ezért R, kompakt, igy

sup{[f(x)| € R: x € Ry} = max{[f(x)| € R: x € Ry};
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® az s fiiggvényre

s(t) =
L(¢ley) (t€ (a,bl)
teljestil, ezért tetszdleges {to, t1,...,tn} € §(la, b]) felosztas esetén

b n
|| st = 3 st = sttun) = .. = s(b) = sla) = s(b) = L.

a k=1
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1.5. |5. gyakorlat

1.5.1. |A gyakorlat anyaga

Definicié. Legyen Q C R¢ tartomény, ¢ = (@1,...,94) : [a,b] — Q rektifikdlhato tt.
Ekkor az f = (f1,...,fq) : Q — RY folytonos fiiggvénynek (folytonos vektormezének) a @

utra vonatkozé masodfaji vonalintegraljan az

L fi= L fdr := L(f(r),dr> = i Jb fi(e(t)) dey(t)

valés szamot értjiik. ¢
Megjegyzések.

1. Ha ¢ zart ut, azaz @(a) = @(b), akkor a vonalintagélra aé} f jelolés is hasznélatos.
¢

2. Fizikai interpretacid. A masodfaju vonalintegrél szoros kapcsolatban van a munka fo-
galmaval. A fizikai eréterek (a tér minden pontjahoz egy R3-beli vektort — a szoban
forgd pontbeli erét — rendelve) R® — R? tipusu fiiggvénnyekkel irhatok le. Ha QO C R?
tartomany, akkor az f: Q — R3 erétérnek valamely ¢ : [a,b] — Q 1t mentén végzett

W::J f
®

vonalintegrallal szokas értelmezni. Ennek megfelelGen az f er6tér ellenében végzett

W munkajat a

munkan a —W szamot értjik.

3. Ha ¢ sima 1ut, akkor

d b

L<f(r), =3 |

k=1v¢

b
el (1)) (1) dt =J (Fo(1), 9(1) dt |

a

4. Az alkalmazasokban leginkdbb a d = 3 eset (spec. d = 2) fordul els. Sok régi tan-

konyvben a kovetkezd jelolés is hasznalatos:

J (F(x,y,2), d(x,y, 2)) =J f10%,, 2) dx + 2, U, 2) dy + F3(x,y, 2) da.
@

Y
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5. Sok szerz6 a vonalintegral helyett egszertien csak gorbe menti integralrol beszél, és az

J f, il az jg f
Y Y

jelolést hasznalja, ahol v C R3 adott gérbe. Eléfordulhat, hogy a vy gorbének két

kiilonb6z6 paraméterezése, azaz

(o) eR’: tell=y={v(t)eR*: te]J},

Lf;«éLf.
J f, il az jgf

jelolés csak akkor korrekt, ha a ,szévegkornyezetbdl” egyértelmien kideriil, hogy mely

esetén

Ezért az

@ : 1 — RY ut paraméterezi a y gorbét. [

Példa. Az

C C
)= TR V(X2 +y?+22)3 Y (r=(xy,2) € R\(0))

vektormezs az origoéba helyezett M tomegt anyagi pontnak az r € R3\{0} helyvektora pont-
ban 1év6 m tomegd anyagi pontra gyakorolt gravitacios erejét irja le (c = yMm). Igy az m
tomegt pontnak az R, sima gérbén /¢ : [a,b] — R3\{0}, @ € €'/ térténd mozgatasival a

gravitacios erd ellenébenvégzett munka:®

_ _bﬂ->_b_iL_°_C
Lf‘cja<|<p(t)|3""(” dt‘CL e T el e

ui. tetszoleges t € [a, b] esetén

*Ré-ben |-|:= |- |1
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(o(t), @(t)) 1(t)@1(t) + @2 (V) P2(t) + @3(t)ps(t)
o ()P lp(t)P

201()01(8) + 202 ()92(1) + 20593 (t)
M) _
2 (/@) + (202 + (03[0

d 1
- Taterwr ©

HAZI FELADAT. A @ Fiiggelék ismeretanyaga.

A tovabbiakban legyen I, ] C R kompakt intervallum.

Megjegyzés. Ha ¥ : 1 x ] — R? differencialhato, akkor barmely (u,v) € I x | esetén

akw(u)\)) = (ak\yl (u,v), akWZ(u»V)) akw3(u>v)) (k € {])2}) O

Definicié. A I' ¢ R? halmazt feliiletnek nevezziik, ha alkalmas
V= (WY, ¥;):Ix] =R, WVYec| rang(V')=2
fliggvény esetén
M=Ry={¥wv)eR’: (u,v)eIx]}.

I' regularis feliilet, ha még Wini(1x))) injektivitasa is teljesiil. A ¥ fiiggvény az adott I feliilet

paraméterezése. ¢

Megjegyzések.
1. Hoa V¥ = (V,.W¥,,¥;) : I x | = R3 fiiggvényre ¥ € ¢', akkor
oY, 0¥,
W= oW | = | o oY,
0V; 0,¥;
kovetkeztében rang(W') = 2 azt jelenti, hogy a 07V, 0,¥ vektorok linearisan fiiggetle-

nek, azaz

61‘1’H azw, azaZ 61\1’ X 62‘1’ 7é 0.
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2. HaaV¥:Ix ] — R3 leképezés valamely feliilet paraméterezése, akkor az
ny(u,v) = 0¥(u,v) x ,¥(w,v)  ((u,v) €I x])

vektor az adott feliilet W(u,v) pontjadhoz tartozo érintésikjanak normaéalvektora. [

HAZI FELADAT. A Fiiggelék ismeretanyaga.

Példak.
1. Hah e R, 0 < R € R, akkor a
Y(u,v) := (ucos(v),usin(v), h) ((u,v) € [0,R] x [0,27])

fliggvény értékkészlete a z = h € R sikban fekvd (0,0, h) kozépponti, R-sugara kérle-
mez, tovabba barmely (u,v) € [0, R] x [0,271] esetén

ny(u,v) = (cos(v),sin(v),0) x (—usin(v),ucos(v),0) = (0,0,u).
2. Ha f:[a,b] = R: fe¢' f>0, akkor a
Y(u,v) = (u, f(u)cos(v), f(u) sin(v)) ((u,v) € [a,b] x [0,271])

leképezés az f fliggvény grafikonjanak az elsé tengely kiirdli megforgataséaval keletkezd
forgasfeliilet, tovabba

ny(u,v) = (1,f'(u)cos(v), f'(u)sin(v)) x (0, —f(u) sin(v), f(u) cos(v)) =

(flw)f’(w), —f(u) cos(v), —f(u) sin(v)).
3. HHO< B €R, ¢:[a,b]l 5 R3: @ € € & @|qp) injektiv, ill.
e1(u) = x(u) 20, @a(u):=0, @3(u)=:z(u) (u€la,bl),
akkor a

Y(u,v) = (x(u) cos(v),x(u)sin(v),z(u))  ((u,v) € [a,b] x [0, B])
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figgvény értékkészlete R-nek harmadik tengely koriili megforgataséval keletkezé for-

gasfeliilet, ui. ha

cos(v) —sin(v) 0
F,:= | sin(v) cos(v) 0 (velo,Bl), ahol B e [0,27],
1

0 0
akkor
Fop(u) =¥(u,v)  ((wv) € [a,b] x [0, B]),
tovabba
ny(w,v) = (x'(u)cos(v),x'(u)sin(v),z’(u)) x (—x(u)sin(v), x(u) cos(v),0) =

= (—x(u)x'(u) cos(v), —x(u)x’(u) sin(v), x(u)x'(u)).
4. Ha az f: I x ] — R fiiggvényre f € €', akkor az f fiiggvény
graph(f) = {(x,y,2) € R*: (x,y) € I x ], z=f(x,y)}
grafikonja olyan feliilet, amelyre graph(f) = Ry, ahol
Y(u,v) = (u,v, f(u,v)) €R* ((u,v) € Ix]J)

(ilyenkor azt mondjuk, hogy az Ry felillet Euler-Monge-mo6don van megadva az f

fliggvény révén), tovabba

i K
ny(w,v) = ¥ (u,v) x ¥ (w,v)=det | 1T 0 0:f(u,v) | =
0 1 0,f(u,v)

= (_alf(u)\}))_aZf(u)V))]) ((U,\)) elx ]) <>

Az elsé-, ill. masodfaju integral mintajara bevezetjiik az elsé-, ill. masodfaju feliileti integral

fogalmaét.

Definicié. Legyen Q C R3 tartomany,
Y= (Y, ¥, ¥;):Ix]—=0Q, VYedc, rang(V)=2,

tovabba tegyiik fel, hogy Wl (1xy) injektiv. Ekkor
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1. haf: Q - R, f € €, akor az f fliggvény W-re vonatkozo elséfaja feliileti integralja-

nak (vagy felszini integraljanak) nevezziik az

val6s szamot,

2. haf:Q — R3 f € ¢ akkor az f fiiggvény W-re vonatkozé (masodfaju) feliileti

integraljanak nevezziik az
J f = J (fo¥, ny) = J [foW,0,¥,0,¥]
v Ix] Ix]

valos szamot,

3. az
Ry := {¥(u,v) eR’: (u,v) eI xJ}

ponthalmaz (feliilet) felszinének nevezziik az

.F(\y) Z:J ||Thy||z

Ix]J

valos szamot.

Megjegyzés. A fenti integralok motivacioja:

1. Ha valamely (regularis) Ry feliilet tomeg- vagy toltéseloszlasa a p € R® — R fiiggvény-

nyel irhato6 le, akkor a feliilet tomege vagy Ossztoltése:

M = J p.
v
2. Fluxus: a Ry feliileten egységnyi id6 alatt ataramlott folyadék menyisége (vo.

Fiiggelék).

HAZI FELADAT. A Fiiggelék ismeretanyaga.

Megjegyzés. Mivel
Iyl = [04W x ;W[ = [0,W¥] - [0,¥] - sin (0¥, 0, V),

ezért, ha ¥ reguléris, akkor
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nl” = [07WF - [0,917 - (1 — cos? (¥, ;%)) =

VY, 0,¥)?
W - [0, (1 A%, 0y >=

G

= 01w - [0,W] — (0,W, 0,W)7 =: det [gy ]

ij=1"

ahol a parcialis derivaltakbol képzett
gij = <aiwa a]q]> (1)) € {])2})3
ill.
gn =E, gz =gn =:F g2 =G

mennyiségeket az Ry feliilet metrikus alapmennyiségeinek vagy els6rendd Gaufs-féle

fé6mennyiségeinek nevezziik. Ezzel a jeloléssel a felszinre vonatkozé formula igy irhato:

FV¥Y) = J \/det [gi;] = J \/ﬁ 0

Ix] Ix]

Feladat. Valamely R > 0 sugart kor keresztmetszet, | hossztsagu, vizszintesen elhelyezkedd

cs6ben Osszenyomhatatlan folyadék stacionarius dramlésanak a sebességmezejét irja le az

ﬂﬂ:p;f%W—ﬁ—ﬂj (r=(xy,2) € R} X2 + 22 <R

vektormezd, ahol p; ill. p, a cs6 két végén levé nyomas: p;1 > pa2, 1 > 0 pedig a belsé
surlodasra jellemzd allando (a koordinatarendszer y-tengelyét a csé tengelyével egybeesének
valasztjuk ugy, hogy a cs6 egyik vége legyen az y = 0-nél, ahol a nyoméas p;, a masik
vége pedig az y = l-nél, ahol a nyomas p;). A cs6 merdleges keresztmetszetén az idGegység
alatt atmend és egyuttal a csé végén kiaramlo folyadéktérfogat nyilvanvaléan pf-nek erre
a keresztmetszetre vett fluxusa, ahol p > 0 jeldli a folyadék stirtiségét. Szamitsuk ki ezt a
fluxust!

Utm. Vilagos, hogy ha

Y(u,v) := (ucos(v), lusin(v)) ((u,v) € [0,R] x [0,27]),



1. FEJEZET A GYAKORLATOK ANYAGA 89

akkor a cs6 kérdéses keresztmetszete Ry. Mivel

i ik
0¥ (u,v) x 0,¥(u,v) = det cos(v) 0 sin(v) = —j ((u,v) € [0,R] x [0,27]),
—usin(v) 0 ucos(v)

ezért a kiaramlo folyadék mennyisége (a folyadék a cs6 keresztmetszetén a normalis irdnyéval
ellenkez6 irdnyban 1ép at):

Q=] on = —o PP [ (R —120),10,-u0) diuyv) -
[0,R] x [0,271]

- e[
dnl 0

pi-p2 [u RA . _ | me(p1 — p2) R m
anl 8nl '

JR u(u? — R%) du) dv =
0

= —2mp

4 2

u=0

Tehat a kiomlg folyadék mennyisége adott nyoméskiilonbség esetén a csé sugaranak negye-
dik hatvanyaval ardnyos. Ez a Hagen-Poiseuille-torvény, amelyet elészor (1839-40-ben)
kisérleti uton ismertek fel. Ennek a torvénynek gyakorlati szerepe a vizvezetékek, ill. erek
mészkovesedése soran bekovetkezett keresztmetszet valtozasaban, tovabba folyadékok visz-

kozitasanak mérésében van. Ha a Hagen-Poiseuille-torvényt a

8nl
TIR*p

P1—P2= Q (1.5)

alakban irjuk fel, akkor Q nem mas, mint a csévon atfolyd folyadékaram erdssége, ezért az

(1.5) osszefiiggés az elektromos aramra vonatkozo
U — U, =RI

Ohm-torvényre emlékeztet. Emiatt Q szorzotényezdjét, a

8nl
7IR*p

mennyiséget a csé ellenallasanak is szoktéak nevezni.
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1.5.2. |Beadhat6/gyakorl6 feladatok

1. Szamitsuk ki az J f masodfaja vonalintegralt!
¢

— X
(a) f(r):= (xz +yy2, 2 +y2) (r=(x,y) €R*: ¥* +y? > 0),

@(t) ;= (Rcos(27t), Rsin(27tt)) (t € [0,1]),

ahol R > 0;
(b) f(r)':u—ol-;-(er) (r=(x,y,z) e R3: x* +y% > 0)
C2m )R — (k)2 Y ' Y '
ahol po, I > 0,
@(t) :== (Rcos(t),Rsin(t),h) (t € [0,27]),
ahol h > 0.
Utm. Mivel

(a) @(t) = (—2mRsin(27tt),27R cos(2mt) (t € [0,1]), ezért

N D
jg . << Rsuégzm)), RcosR(ZZnt)) , (—27R sin(27tt), 2R cos(27tt))> dt =
0 Jo

N

= 2tdt = 27
Jo

(b) @(t) = (—Rsin(t),Recos(t) (t € [0,27]), ezért

dt = yol.

jg fo &IJZ“ ((—Rsin(t), Rcos(t),0), (—Rsin(t), R cos(t),0))
0 - 21 ), R2 cos?(t) + R sin?(t)

Ezt az Osszefiiggést Ampere-torvénynek vagy mas néven gerjesztési torvénynek
nevezik. (Ez utobbi elnevezés arra utal, hogy a magneses mez6t az elektromos

aram kelti: ,gerjeszti”.) B
2. Paraméterezzik

(a) az a alapkérsugari, a, fed6korsugari csonkakup-palastot;
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(b) a hengerpalastot;
(c) a gombfeliiletet ;

(d) a toruszfeliiletet,

mint specialis forgasfeliiletet !
Utm.

(a) @(u):=,0,b(1 —u/a)] (ue [ay,a]) ~

Y(u,v) = [ucos(v),usin(v), b(1 —uw/a)]

((LL,V) € [ao, al x [O>27T]))
ahol 0 < qp < a;

(b) @(u):=[R0,ul (u € [zo,21]) ~

Y(u,v) = [Rcos(v), Rsin(v),u]

((w,v) € [z0,21] x [0,271]),
ahol R > 0;
(¢) @(u) = [Rsin(u),0,Rcos(u)] (u € [0,7]) ~

Y(u,v) = [Rsin(u) cos(v), Rsin(u) sin(v), R cos(u)]

((u,v) € [0, 7] x [0,27]),
ahol R > 0;
(d) @(u):=[R+ rsin(u),0,rcos(u)] (v € [0,27]) ~~

Y(u,v) = [(R+ rsin(u)) cos(v), (R + rsin(u)) sin(v), r cos(u)]

((w,v) € [0,2711%),
ahol Ry, >0 1

3. Adjunk példat olyan ¥ : 1 x ] — R sima leképezésre, amelyre

(a) Ry ={(x,y,z2) e R¥: X} +y* <1, x+y+z=1};
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2
(b) sz{(x,y,z)em %+”—Z+Z—=1} (o, Byy > 0);

(c) Ry a
z=1f(x) (xelgpl), y=0 (0<a<p)

egyenletd meridiangorbe (profilgérbe) z-tengely koriili megforgatéasaval kelet-
kezd forgasfeliilet / fed! / ;

(d) Ry ={(x,y,z) eR}: z=x*+y? <1}

teljesiil, majd szamitsuk ki az ny normalist!
Utm.

(a) Tetszoleges (u,v) € [0,1] x [0,271] esetén legyen
Y(u,v) :=ucos(v)i+ usin(v)j + (1 — ucos(v) — usin(v))k,

igy
ny(u,v) = 01¥(u,v) x 0,¥(u,v) = ui +uj + uk.

(b) Tetszoleges (u,v) € [0, 7] x [0,271] esetén legyen
Y(u,v) := asin(u) cos(v)i + B sin(u) sin(v)j + vy cos(u)k,
fgy
ny(u,v) = afysin(u) {%@ﬂu,\))i + %CDZ(u,v)j + %(Dg(u,v)k} .
(c) Tetszdleges (u,v) € [«, B] x [0,271] esetén legyen
Y(u,v) :=F,e(u), ahol o(u) = (u,0,f(u)),
ill. F, a z-tengely koriili forgatas méatrixa. Ezért
Y(u,v) =ucos(v)i+usin(v)j + f(u)k ((u,v) € [a, B] x [0,271]),

ny(u,v) = u{—f'(u) cos(v)i — f'(u) sin(v)j + k}.
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(d) Mivel a kérdéses feliilet nem mas, mint a
z=x* (x €[0,1]), y=20
profilgorbe z-tengely koriili megforgatasaval keletkezs forgasfeliilet, ezért
eu) = (wo,u?)  (uelo]),

ill.
Y(u,v) =ucos(v)i+usin(v)j + u’k ((u,v) € [0,1] x [0,271]),

ny(u,v) = u{—2ucos(v)i — 2usin(v)j + k}. N
4. Tgazoljuk, hogy ha h € R, R > 0,
Y(u,v) := (ucos(v),usin(v), h) ((u,v) € [0,R] x [0,271])

(Ry: a z = h sikban fekvg (0,0, h) kozépponti, R sugari korlemez), akkor

F(¥Y) =R*n
teljestl!
Utm.
0¥ (u,v) x 0,¥(u,v) =[0,0,u] ((u,v) e [0,R] x [0,27])
kovetkeztében
27 R
F(¥Y) = J ud(u,v) = J (J udu) dv=R7n. W
0 0

[0,R]x[0,271

5. Szamitsuk ki a gdmb felszinét !

Utm. Az Ry ponthalmaz felszinét kell tehat kiszamitanunk, ahol
Y(u,v) := (Rsin(u) cos(v), Rsin(u) sin(v), R cos(u))

((u,v) € [0,7] x [0,27]; R > 0).

Mivel
ny(u,v) = Rsin(u) - ¥(u,v) ((u,v) € [0, 7] x [0,27),

ezért

[y (1, v) |2 = Rsin(w) - [W(u,v)| = R*sin(w)((u,v) € (0,7 x [0,27)).
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A gomb felszine tehat

27
F¥) = J R%sin(u) d(uw,v) = r2- J (
[0,71] x [0,271]

J sin(u) du) dv=...=4’n. W
0

0

6. Mutassuk meg, hogy ha az Ry feliilet Euler-Monge-féle médon van megadva valamely

f € ¢'(I x J,R) fiiggvény révén, azaz
‘P(u,v) = (u,v,f(u,v)) ((u,v) elx J))

akkor

F(¥) = J V14 [0:]2 + [0,f]2

Ix]

teljesiil!

Utm. Vilagos, hogy

101W x 0,¥| = |(—01f, —0,f,1)] = /1 + [0:F2 + [0,f]2. W

7. Szamitsuk ki az J f masodfaju feliileti integralt!
v

f(?) = (X»O)O) (T’ = (X,y,Z) € RS)»
; XZ .92 ZZ
RW:{(X>U>Z)€R:¥+E+,}7:1} (OC,[?),'}/>O).
Utm. Ha

Y(u,v) := asin(u) cos(v)i+ P sin(u) sin(v)j +y cos(u)k ((u,v) € [0, 71 x [0,27]),
akkor

) 1 ) 1 o]
ny(u,v) = afysin(u) {ﬁ% (u,v)i+ ﬁwz(u,v)] + ?Wg(u,v)k} ,
igy

Jf = J [F(Y(u,v))] - ny(u,v)]id(u,v) =
vy [0,7t] x [0,271]

J oy sin®(u) cos?(v) d(u,v) =
[0,71] x [0,271]

U 27
= Py (J sin®(u) du) . (J cos?(v) dv) = aPy - g ST = 40([5y7t' [ |

0 0
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8. Szamitsuk ki az f vektormezdének a W paraméterezte feliiletre vett fluxusat!
(a) f(T) = (X]:’)XZ’ _Zy) (T = (x,y,z) S R3)7
Ry ={(x,y,2) eR*: z=x+y*, X} +y* < 1};

(b) f(r):=7 (re R?),
Ry ={(xy,2) eR®: (x =1)?+ (y+2)*+ (z—5)*=9}.

Utm.
(a) Ha
Y(u,v) :=wcos(v)i+ usin(v)j + u’k ((u,v) € [0,1] x [0,27]),
akkor
ny(u,v) = u(—2ucos(v)i — 2usin(v)j + k) ((u,v) € [0,1] x [0,27),
Igy
J f = J { (u?sin(v) cos(v), u’ cos(v), —u’ sin(v))
y (0,110,271

(—2u? cos(v), —2u?sin(v),u) ) d(u,v) =

= J (—2u’sin(v) cos?*(v) — 2u” sin(v) cos(v) — u*sin(v)) d(u,v) =
[0,11x10,27

= ( Zu du) . < 27T(—s.in(v))cos.z(v) dv> +

0
rl 27

—l—( ZuSdu)~ J
do O
rl 27

+( u4du)~(J (—sin(v V>:0+O+O:O.
Jo 0

(b) Ha tetszsleges (u,v) € [0, 7] x [0,271] esetén

(—sin(v)) cos(v) dv) +
))d

Y(u,v) ;= [1+ 3sin(u) cos(v)]i + [—2 + 3sin(u) sin(v)]j + [5 + 3 cos(u)]k,
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akkor
ny(u,v) = ... = 9sin(u)[sin(u) cos(v)i + sin(u) sin(v)j + cos(u)kl,
igy

Jf = J (F(¥(u,v)), e (w, v)) d(u,v) =
v [0,7] x [0,271]

9sin(u) - {sin(u) cos(v)[1 + 3 sin(u) cos(v)] + sin(u) sin(v)-

- J[O,N}X[O,Zn]
- [=2 + 3sin(u) sin(v)] 4 cos(u)[5 + 3 cos(u)]} d(u,v).
Mivel

27
J 9sin?(u) cos(v) d(u,v) = (J1 9 sin’(u) du) . (J cos(v) dv) =0,
[0,71] x [0,271] 0 0

s 27

J 27 sin®(u) du)- J cos?(v) dv | =

0 0 ~——
1+Cozs(2v)

J 27sin®(u) cos?(v) d(u,v) = (
[0,71] X [0,271]

= 277TJ sin’®(u) du =
0

= 27 r{3 sin(u) — sin(3u)}du = 36m,
0

~
E

—18sin?(u) sin(v) d(u,v) = —18 (Jﬂ sin?(u) du> ( B sin(v) dv) =0,

J (0,7 x[0,27] 0 0

T 27
J 27 sin’(u) du) . J sin?(v) dv | =
—

J 27sin®(u) sin(v) d(u,v) = (
0,70 % [0,271 0

= Z%TJ' {3sin(u) — sin(3u)}du = 36m,
0
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J 45sin(u) cos(u) d(u,v) = 907 | sin(u)cos(u)du =
[0,71] x [0,271] Jo

- .2 i
_ ooy |50 (u)} o,
2 0
J 27sin(u) cos?(u) d(u,v) = —54m| (—sin(u))cos?(u)du =
[0,71] x [0,271] Jo
P
_sg |8 (u)] o,
L3 0

ezért

J f=0+36m+0+36m+0+0=72t. N
v

9. Igazoljuk, hogy ha

Q
F(r) = re . W (re ]R3\{O}; Q eR, e >0),

ill.

Y(u,v) = (Rsin(u) cos(v), Rsin(u) sin(v), R cos(u)) ((u,v) € [0, 7] x[0,271]; R > 0),

-3

v

akkor fennall az

Osszefiiggés (az elektrosztatika Gaufi-tétele)!
Utm. Mivel

0¥ (u,v) x 0,¥(u,v) = Rsin(u) - ¥(u,v) ((u,v) € [0, 7] x [0,27]),

és mivel a fenti F esetén

. Q Y(uy)
(Fo¥)(u,v) = drees (V)P ((u,v) € [0, 7] x [0,27]),
ezért
47t ~ Rsin(u) W(u,v)P B
Q . <F O\y, 0¥ x 62‘P> (u,v) = |\y(u)\))|3 =
Rsin(u)

= W)~ sin(u) ((u,v) € [0,7] x [0,27]).
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Igy a fluxus a kovetkezs:

JF = J 47(360 sin(u) d(u,v) = 47_?% J':Tr (

v [0,71] x [0,271]

tovabba
F=(F,F) e ¢ (Q,R).

Adjunk meg olyan ¢ : [a,b] — R? olyan szakaszonként sima utat, amelyre R, = 0Q

(pozitiv koriiljarassal) teljesiil, tovabba az
J (01F, — 02F1), ill. ?J; F
Q ®
kettds integral, ill. vonalintegral kiszamitasaval igazoljuk, hogy fennall az

L@ﬁrﬂﬁﬂziF

egyenlGség!
Utm. Mivel

[

és (vO. paraméteres integralrol tanultak)

g(x) b
J | 0,F (x,y)dy> dx:J (F1(x, g(x)) — Fi(x, f(x))) dx,

f(x a

d g(x) g(x) 0
—J BWM@IBWNMWW%B@NMWM+J 9 Fx,y) dy,
dx Jix fl) OX

ezért
b
J(aﬂ:z—azﬂ) = - (
F Ja
g(b)

—(HWMM%EWJMDM+LmeM®—

(x)
Jg (aZF1 (X»y) - a1F2(X)y)) dy) dx =

. b
- Fa(a,y)dy — J (F2(x, g(x))g"(x) = Falx, f(x))f'(x)) dx =

a
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rb

= —| (R g(x) +Falx, g(x))g'(x)) dx+

Ja

b
R, £00) + Falx, £))F (%)) dxt

rg(b) gla)
7 R, y) dy —J Fa(a,y) dy =

Jf(b) f(a)

SN
Juz My Ha Ha

ahol

m(t) = (t,f(t)) (t € [a,bl), ma(t) = (b,t) (t € [f(b), g(b)]),
ill.
H3(t) == (t,g(t)) (t € [a,bl), Ha(t) := (a,t) (t € [f(a),gla)]).
Tehat a
e=mViVVig

uttal (vo. Fiiggelék) azt kapjuk, hogy

L(aﬂ:z —0,F) = jg(p F. 1
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1.6. |6. gyakorlat

1.6.1. |A gyakorlat anyaga

Tétel (Green). Legyen Q C R? korlatos halmaz, és tegyiik fel, hogy ¢ : [a,b] — R? olyan

rektifikalhato ut, amelyre igazak az alabbi allitasok:
® ¢ zart, azaz @(a) = @(b);
® @liqp) injektiv;
* A0 =R, ={et) eR’: t€[a,bl};

®a

J(r):=(~y,x)  (r=(xy) €R?)

J ] >0.

Ekkor barmely f = (f;, ;) : Q — R? sima /f € €'/ vektormezdre

vektormezdre

JQ(a1f2 — 3,f) —% fl. O

©

Megjegyzések.
1. A fenti tételbeli feltétel kovetkeztében QO Jordan-mérhetd halmaz.

2. Az olyan gorbét, amelyet az els6 két feltételbeli ut paraméterez Jordan-gorbének
nevezzik.
3. Az J ] > 0 feltétel azt jelenti, hogy @ pozitiv iranyitasa: a t paraméter névekedtével
©
Q belseje mindig ,,balra van ¢(t)-t61.7¢ O

6 Ez regularis ¢ esetén azt jelenti, ha ¢ > 0 elegend@en kicsi, akkor

et)+ejle' (1) e & o) —efle't)¢Q  (telab]).
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Példa. Az
Q:={(xy) eR: ¥ +y* <1}

egységkor hatara a
@ : [0,211] — R?, @(t) := (cos(t),sin(t))

reguléris ut képe, tovabba

@'(t) = (—sin(t),cos(t)) (t € [0,27]).

Igy az
f: Q- RY flxy) = (—x*y,xy?)
vektormezdére
r27T
J; f = <(— cos?(t) sin(t), cos(t) sin®(t)), (— sin(t), cos(t))> dt
© JO
P27 2 : 2 2t
= 2 cos?(t) sin?(t) dt = J sin”(2) dt =
Jo 0
27 27
<"1 — cos(4t) 1 1 J
= ———dt=2n-—— - | cos(4t)dt =
Jo imal,
s s
-2 %" 7

ill. — a Green-tétel felhasznalasaval —

3€f _ [61f2—62f1]=J [y* +x*] dix,y) =
(0]

JQ Q

r

J10,27 % [0,1]

Tt
§.<>

— [r2sin?(9) 4+ % cos*(9)] rd(r,9) = 27 [

T4

4

.
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Feladat. Igazoljuk, hogy ha ¢ € ¢!, és

©1 P2
W(P = / /

(Wronski-matrix), akkor Q) Jordan-mértékére:

teljestil (Leibniz-féle szektorformula)!

fi= ZI)
akkor 0:f, — 0,f; =1, igy
\ b ,
T(Q) = 1:J(61f2—62f1) = %f:J' (foo, ") =
Q Q ® :

rb

=] (fl@1(t), @2(1)), (@7(t), @3(1))) dt =

rb
= <%(—cpz(t),cm(t)),(cp{(t),cpé(t))> dt =

b
= 2 [ terves) - efteau) a =

e1(t) @a(t)
Q1(t) @;(t

~

—~
—

]dt. .

Példa. Legyen
@1(t) == acos(t), @a(t) :=Psin(t)  (t€[0,27)

(Q: orig6 kozépponti, 2« nagytengelyt, 23 kistengelyt ellipszistartomany). Ekkor

27
T(Q) = %L {aB cos®(t) + aB sin’(t)} dt = afm. O
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Feladat. Mutassuk meg, hogy ha f: [0,1] — (0, 400) folytonosan differencialhato fiiggvény,
akkor az
Q:={(x,y) eR*: x € [0,1], y € [0,f(x)]}

tartomény tertiletére

teljestl!
Utm. Vilagos, hogy ha
g(X)U) = (O)X) ((X)y) € Rz))

akkor 019, — 0,97 = 1. igy a Green-tétel felhasznalaséval

T(Q) =J1 IJ(3192— 0291) :jgga

Q Q Y

ahol v :=v1 Uy, UysUvyy és
V10 = (10, va(t) = (1, F(1)1), vs(t) = (&, £(V), va(t) = (O, F(Q)t [t e [0,11).
Igy ]
TQ) - J g+ J g J g J g :j (00,1, (1,0)) + (0,1, (0, £(1)) —

0
Y1 Y2 Y3 Ya

—((0,1), (1, f'(t))) — ((0,0), (0, f(0)))} dt =

1 1 1
= J{0+f(1)—tf’(t)—0}dt:f(1)—[tf(t)](])JrJ :J f. o
0 0 0

Tétel (Bendixon-Dulac). Ha Q C R? csillagtartomany, f = (f;, ;) € €'(Q,R?), tovab-
bé alkalmas h € €¢'(Q,R) esetén div(hf) szemidefinit és legfeljebb csak egy nullmértékii
halmazon tiinik el, akkor a

z="Ffoz
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differencialegyenletnek nincsen QO-ban halad6 nemtrivialis zart palyédja, azaz nincsen nemtri-
vialis periodikus megoldasa.
Biz. Ha ¢ : [0, T] — Q ui. egy ilyen megoldas, akkor

T

jg (=hfy, hfy) = . ((=hfs, hfi) o @, ') =
® J
T
= . h{@(t) {—f2(@(t))1(t) + fi(@(t)) @y (t)} dt =
@ megolda rT
. h(e(t) {-fet)fi(e(t) + file(t))f2(@(t))} dt =0,
masrészt
3@ (—hf,, hfy) J ( ){81(111‘1) + 0;(hfy)} = J ( )div(hf) # 0,
() int(¢p int(¢

ami nem lehetséges. B

Tétel (Stokes). Legyen ¥ : Ix] — R3, Ry =: I olyan regularis feliilet, amelynek oI" hatarat
a @ : [a,b] — T regularis, pozitiv irdnyitast ut paraméterezi. Ekkor barmely f : ' — R3,

f € ¢! (sima) vektormezére

J (fop,') = jg f—Jrotf —J (rot f o ¥, ny)
[a,b] o) v Ix]

teljesiil. O

Példa. Legyen
[= {(x,y,z) e R3: <§>2+ (%)2 <l,z= 0},

f:T =R flx,y) = (4x/3 — 2y,3y — x,0).

ill.

Ekkor a
Y(u,v) := (3ucos(v),2usin(v),0) ((u,v) € [0,1] x [0,27])

kétparaméteres vektor-skalar fiiggvény értékkészlete a I feliilet (ellipszislap): Ry =T, ill. a

@ : 0,211 — R, ©(t) := (3 cos(t),2sin(t),0)
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ut képe a I' ellipszislap hatara: R, = oI'. Mivel

¢@’(t) = (—3sin(t),2cos(t),0) (t € [0,27])

és
rot f(r) =k (r=(x,y,2z) € R,
ezért
r2m
i) f = ((4 cos(t) — 4sin(t),6sin(t) — 3 cos(t),0), (=3 sin(t),2 cos(t),0)) dt =
%) JOo
P27t
= {—12sin(t) cos(t) + 12sin?(t) + 12sin(t) cos(t) — 6cosz(t)} dt =
Jo

P27 27
= {125in2(t)—66082(t)} dt:J {12—18cosz(t)} dt =
Jo 0

2m 1
- 247:—18J T=cos(ZY 44— 2am— 187040 = 6,

0 2
ill.

ny(u,v) = 0;¥(u,v) x 0,¥(u,v) = 6uk
kovetkeztében a Stokes-tétel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

1

fj; f—Jrotf—J 6ud(u,v)—127tj udu=e6m. ¢
@ [0,1]x[0,27] 0

Tétel (GauR). Legyen Q C R3 olyan kompakt halmaz, hogy alkalmas ¥ : I x | — R3
regularis leképezés esetén, Ry = 0Q és barmely (u,v) € I x ] helyen ny(u,v) kifelé mutat
Q-bol. Ekkor tetszdleges f: Q — R, f € €' (sima) vektormezdre

J (foW¥ ny) = J f—J div f
Ix] v o)

teljesiil. [
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Megjegyzések.

1. A Gaul-tétel akkor is igaz, ha 0Q) tobb, élekben csatlakozo, a feltételeknek megfeleld
feliiletbdl all.

2. Ha divf = 1, akkor a Gaufs-tétel felhasznélasaval Q térfogatéara

vior = [1= [awe=]

Példa. Ha

és
f(‘l’) = (O>O) Z) (T = (X,y,Z) S RS))
akkor div f(r) = 1, tovabba a

Y(u,v) := (asin(u) cos(v), f sin(u) sin(v),y cos(u)) ((u,v) € [0, 7] x [0,27])

paraméterezésre Ry = 0Q (v0. 5. beadhato feladatsor, 3/(b) feladat), ezért az ellipszoid

térfogata:

V(iQ) = J] = Jdivf = J f= J (f(W(u,v))lz - ny(u,v)lsd(u,v) =
2 3 vy [0,71] x [0,271]

oy sin(u) cos?(u) d(u,v) = —2maxPy r(— sin(u)) cos?(u) du =

J[O,ﬂ} x[0,27] 0

O

3w’ dapym
3 L_ 3

— 2naBy {cos
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1.6.2. |Beadhat6/gyakorlo feladatok

1. A szokasos sikbeli 1, @ polarkoordinatakkal tekintsiik az alabbi S halmazt:
S={Pro)eR*:0<<m0<r<o}.

A Green-tételt felhasznalva szamitsuk ki S tertiletét!

Utm. Legyen

0y = 20y ((y) €B).

Ekkor a Green-tétel felhasznalasaval:

T(S) :J1 :J(aﬁz—azm - Jf.

S S N

Mivel

S = {(tcos(t), tsin(t)) e R*: t € [0, } U{(n(t—1),0) e R*: t € [0,1]},

Jf - J £+ J f:J;%((O,ﬂ(t—U),(ﬂ,O)) dt+
oS —71—0 —71tA0

+ Jﬂ % ((—tsin(t), tcos(t)), (cos(t) — tsin(t),sin(t) + tcos(t))) dt =
0

o4+ tat=" =
+L 247 %

2. Szamitsuk ki az R, altal hatérolt ponthalmaz teriiletét!

(a) @(t) := (cos(pt), cos(pt) sin(t)) (t € [0,7),
ahol 3 <p € N prim /R, p-szirma rézsa (vo. 1.2 abra)/;

(b) @(t) := (R(1 — cos(t)) cos(t),R(T — cos(t)) sin(t)) (t € [0,27]),
ahol 0 < R € R /R,: kardioid (v6. 1.3. abra)/;

(c) @(t) == (cos’(t),sin*(t)) (t€[0,27]) /R,: asztrois (vo. 1.4. abra)/.
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Utm. Mivel barmely

(a) t €[0,7] esetén @;(t)@;(t) — @2(t)@i(t) =

= cos(pt) cos(t) {—p sin(pt) sin(t) + cos(pt) cos(t)} —
— cos(pt) sin(t) {—p sin(pt) cos(t) — cos(pt)sin(t)} = ... =

= cos?(pt) cos?(t) + cos?(pt) sin®(t) = cos®(pt),

ezért a keresett terilet

T 1 (" T
= — = — 2 = P pr— — .
T 3 L cos”(pt) dt 1 Jo (1 + cos(2pt)) dt 2

(b) t € [0,27] esetén @1(t)@;(t) — @2(t)@i(t) =
= R(T —cos(t)) cos(t){Rsin(t) sin(t) + R(1 — cos(t)) cos(t)} —

—R(1 — cos(t)) sin(t) {Rsin(t) cos(t) — R(1 — cos(t)) sin(t)} = ... =

= R(1 — cos(t)) {R(] — cos(t)) cos?(t) + sinz(t)} = R*(1 — cos(t))?,

ezért a keresett tertlet

2 (2m 2 27
T = R—J (]—2COS(t)+COSZ(t))dt:R—{27(—2-0+J Mdt}:

2 o 2 0 2
R? 3R

(c) t €[0,27] esetén @(t)@3(t) — @2(t)@f(t) =

= cos’(t) - 3 -sin®(t) - cos(t) — sin®(t) - 3 - cos?(t) - (—sin(t)) =

= 3cos?(t)sin?(t){cos®(t) + sin’(t)} = ... =

= ;1 sin?(2t),

ezért a keresett tertlet

3 (71 — cos(4t) 3
= ————dt=...==—. N
T SJO 5 dt 2
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1.2. abra. A p-szirmu rézsa p =3, p =5, ill. p =7 esetén.

1.3. abra. A kardioid (szivgorbe) olyan sikgérbe, amit egy rogzitett koron kiviil csuszés

nélkiil legordiils, vele azonos sugara kor egy rogzitett pontja ir le.

1.4. abra. Az asztroid (asztrois) olyan sikgdrbe, amit egy rogzitett koron beliil cstszas

nélkil legordiils 4-szer kisebb sugartu kor egy rogzitett pontja ir le.
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3. Mutassuk meg, hogy ha a Green-tételben az f = (f;,f;) : Q — R? sima /f € ¢!/

vektormezdre az
f(r)=(0,x) (r=(xy) eR?), il fr)=(-y,0) (r=(x,y)€R?

feltételek valamelyike teljesiil, akkor () Jordan-mértéke a

T(Q) =J pevdt, L |T(Q) =J —ol(Vea(t) dt

a

formuléaval is szamithato!

Utm. Barmely r € Q esetén

(01, — 0f1)(r)=1+0=1, ill. (01, — 0,f1)(r)=0+1=1. N

4. Tegyiik fel, hogy 2 < n € N, és legyen adott a sitkon n + 1 szamu
P (To), LERD) Pn(rn) € ]Rz

pont. Szamitsuk ki annak az QO C R? sikidomnak a teriiletét, amelyet 0Q hatara ezen
pontok alkotta tordttvonal (Gaufs-féle 6sszegképlet)!
Utm. Ha

Tk = (Xk»yk) (k € {Ov coe ,Tl})
és
(Xn,yn) = (XO>UO)> ill. (Xn+1>yn+1) = (th]))

akkor a k-adik oldal paraméterezése:
@(t) == (x + thagr — xi)y Y + t{yrs — yu)) (t € [0,1]).
lgy

1 1
L P(Des(0)dt = JO{(Xk+t(Xk+1 — %) (Yesr — Y} dt

1
= k(Y1 —yi) + z(xkﬂ — %) (Y1 — Yi) =

1 1
= zxk(yk—H —Yi) + 7 Xk (Y1 — Yu)-
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Ezért Q teriiletére

1 n—1 n—1

1
T(Q)| = ZZXk(Uk—H — Y + EZXH] (Y1 —Yi) =
k=0 k=0
.I n—1 .I n
= 3 Zxk(yk-H —Yi) + 5 Zxk(yk — Y1) =
k=0 k=1
] n
= |3 Zxk(yk+1 — VY1) N
k=1

5. Szemléltessiik a Stokes-tételt az

f(r):= (-’ =) (r=(xy,2) € R’

vektormezd, ill. a

@(t) := (cos(t),sin(t),1 — sin(t) — cos(t))

ut felhasznalasaval!
Utm. Mivel

@(t) = —sin(t)i 4 cos(t)j + (— cos(t) + sin(t))k

ezért az J f vonalintegral a kovetkezSképpen szamithato:
®

0 0

(= cos(t) +sin(t))} dt =

0

B {(1 — sin(t) — cos(t))*
4

27
= J {(1—0082(’())2—1-0054(

(t € [0,27])

(t € [0,27]),

27 27
J (flo(t)),e(t))dt = J {sin4(t) + cos*(t) — (1 — sin(t) — cos(t))*-

t)} dt—

271

0
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27
= J {2cos4(t)—20082(t)+1}dt+O:
0

P27 27

= 2 cos4(t)dt—J (1 + cos(2t)) dt + 2t =
Jo 0
r2m
= 2| cos't)dt—2mn—0+2n=...=
Jo
37

7.

A Stokes-tétel felhasznalasaval
J f= J (rot f o W, ny),
® v
ahol
Y(u,v) :=ucos(v)i+usin(v)j+ (1 —ucos(v) —usin(v))k ((u,v) € [0,1] x [0,27]),

ny(u,v) = ui +14j + uk ((u,v) € [0,1] x [0,27])
(v6. 5. beadhato feladatsor 3/(a). feladat utmutatija). Mivel

rot f(r) =3(x* +yHk  (r=(xy,2) € R),

ezért

3udd(u,v) = SJM <

J (rotfo¥ ny) =
\ 0

J [0,11x[0,27]
_ 6n H .
41, 2
6. Szemléltessiik a Gauf-, ill. a Stokes-tételt az
(1) := (3x —y,zx* —y,2xy + z) (r=(x,y,2) € R
vektormez§ és az

Q::{(x,y,z)eRS: x2+y2§1,0§2§1—vxz+92}

ponthalmaz felhasznalasaval!
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Utm. Mivel
00 = Rao,uwp)
ezért
- J f+ J f,
DAUDp DA Dp
ahol
Da(u,v) ;= (ucos(v),usin(v),0), ®p(u,v) := (wcos(v),usin(v),1 —u)

((w,v) € [0,1] x [0,27]) .
Mivel tetszdleges (u,v) € [0,1] x [0,271] esetén
a1(DA(u>V) X an)A(uyv) = (O>O>u))
ill.
01Dp(u,v) X 0,Pp(u,v) = (wcos(v),usin(v),u)
és
(fo ®a) (u,v) = (3ucos(v) — usin(v), —usin(v),2u’ cos(v) sin(v))

ill. (fo ®@p) (u,v) =

= (3ucos(v) —usin(v), (1 — u)u’ cos’(v) — usin(v),2u’ cos(v) sin(v) + 1 —u) ,

ezért
(fo®a,0Dp x 0,Da) (u,v) = u’sin(2v),
ill.
(fo @p, 07 Dp x 0,Dp) (u,v) =

3

= 3u?cos?(v) — u?sin(v) cos(v) + (1 — w)ud cos(v) sin(v) — u? sin?(v)+

+udsin(2v) +u —u? =

2 2 4
= 2u?cos?(v) +u?cos(2v) + (3% — % — %) sin(2v) +u —u? =

2 2 4
= u? 4+ u?cos(2v) + u? cos(2v) + (3% - % - u7) sin(2v) +u —u? =
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Igy a feliileti integral (kifelé mutaté normalisok mellett) a kovetkezd:

J f = Jf+Jf:—J;Jjﬂu3sin(2v)dvdu+Jf:

OAUDp DA Dp Op

27
ugj sin(Zv)dv) du+ Jf:O+ Jf:

1 27 2 2 4
3u u u

= ZuZJ cos(2v) dv + (— - = = —)
L ( 0 2 2 2

27
+J udv) du =
0

1
— J (0+0+ 2mu) du = 7.

0
[r=awe= s
o Q

Q

A GauR-tétel felhasznalaséval:

Mivel

Q = {(rcos(d),rsin(d),z) e R*: r € [0,1],9 € [0,2n],z € [0,1 — 1]},
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ezért

i 3

Vil4gos, hogy ha

akkor

Mivel

@(t) := cos(t)i + sin(t)j + Ok (t € [0,27]),

P27

((3cos(t) — sin(t), —sin(t), sin(2t)), (— sin(t), cos(t),0)) dt =

JO

P27t 27T

Jo

{—3 cos(t) sin(t) + sin®(t) — sin(t) cos(t)} dt = J sin?(t) dt = 7.
0

rot f(r) = (2x — x*)i — 2yj + (2xz + 1)k (r = (x,y,z) € R?),

ezért

|

Da

rotf = J (rotfoCDA,ncpA):J ud(u,v) =
[0,11%[0,27] [0,11%10,27

(o) (1) e
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ill.

J rot f

Dp

<I‘Ot fo (Dp,nq)P>

Jio,211x 10,27

J10,11% 0,27

rl 27
(J (2u? cos(2v) + (2u? — 2u?) cos(v)
Jo \Jo
1 n 1
o] J
Jo 0 0

\ 2mudu — Jl ( (1 — sin®(v)) cos(v)dv) du =
0

3

(u—u’cos’(v)) dv) du =

27t
W J
0

(27‘[11 -l

Jo
rl 27t 27t

= M- (uSJ cos(v)dv — u3J sin?(v) cos(v)) du =
Jo 0 0
rl .3 27

= m— (O—Uﬁ[sm (V)} )du:n—():ﬂ. [ |
JO 0

7. A Gauk-tétel alapjan bizonyitsuk be, hogy egy

£:10,1] x [0,1] = (0, +00)

|

27t

(2u? cos(2v) 4+ (2u? — 2u?) cos(v) — ud cos®* (V) + u} d(u,v) =

—u’cos’(v) + u) dv) du =

cos® (v) dv) du=

folytonosan differencialhato fliggvény grafikonja alatti térrész térfogata az

| oo
[0,11x[0,1]

valos szam !

Utm. Legyen

és

Q= {(xy,2) €R®: x,y € [0,1], 0 <z < f(x,y)}

9(X3y>2’) = (O»Oa Z) ((nyyz) S RS) .
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Ekkor a Gauk-tétel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

V(Q)zJ] :Jdivg: Jg.

Q Q 0Q

aQZ.F1U.F2U.F3U.7:4UF5UI6»

Mivel

ahol
F1 = Ry,
Fr = Ry,
F3 = Ry,
Fi = Ry,
F5 = Ry,
Fs = Ry,

és

0¥ (u,v) x 0,¥;(u,v)

0¥, (u,v) x 9,¥;(u,v)

01¥3(u,v) x 0,¥;3(u,v)

01¥s(u,v) x 0;¥4(u,v)

61\1]5 (u> V) X al\y5 (LL, V)

a1\y6(u> V) X aZW6(u) V)

ill.

(9 OW1)(u>V) = (O>O>O)»

¥ (u,v) = (u,v,0)  ((u,v) € [0,1] x [0,1]),

Wz(u,\)) = (u,v,f(u,v)) ((u)\)) € [051] X [0)1]))

Y3(u,v) == (u,0,f(u,0)) (u € [0,1]),

‘P4(u,v) = (u)1)f(u)1)) ('LL € [O)H))

Y5(u,v) == (0,v,f(0,v)) (v el0,]),

WG(u)V) = (1)V)f(1)\))) (V € [0)1])

= (_1>O)1) ((LL,\)) € [051] X [0>]])>

= (=0:f(u,v), =0:f(u,v),1)  ((u,v) €[0,1] x [0,1]),

= (0)O>O) (LL € [OJ])a

- (O)O’O) (LL S [O)]])v

= (0,0,0) (V S [0)1]))

= (0,0,0) (v e [0,1]).

(go¥)(u,v) = (0,0, f(w,v))  ((u,v) €[0,1] x [0,1]),
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tovabba

(goWi, 0¥y x W) =0 & (goV¥s,01¥; x 0,¥;) = f,

ng—J9+Jg+o+o+o+oz_ J 0+ J fo J fm

200 Fi Fo [0,1]2 0,112 0,112

ezért
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1.7. |7. gyakorlat

1.7.1. | A gyakorlat anyaga

HAZI FELADAT. Az Fiiggelék ismeretanyaga.

Definicié. Adott H halmaz és H-beli (A,,) halmazsorozat /A, C H (n € N)/

1. limesz inferiorja a
liminf(A,):={x e H: neN: x & A,}| < oo}
halmaz;
2. limesz szuperiorja a
limsup(A,):={xeH: [neN: xe€ A} = oo}
halmaz. ¢
Az (A,) halmazsorozat

® limesz inferiorja tehat olyan H-beli elemek halmaza, amelyek véges sok kivétellel a

halmazsorozat mindegyik tagjahoz hozzatartoznak;

® limesz szuperiorja pedig olyan H-beli elemek halmaza, amelyek a halmazsorozat vég-

telen sok tagjahoz tartoznak hozza.

Példa. A ‘H := R halmaz és
A= (=00, (=1)"/n), ill. B, := (n,4+00) (n€N),
halmazsorozatok esetén
liminf(A,) = (—00,0), lim sup(A,) = (—o0,0],

ill.
liminf(B,) = § = limsup(B,). ¢
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Definicio. Azt mondjuk, hogy a H-beli (A,,) halmazsorozat
® monoton bdviils vagy izoton ((A,) <), ha

An C Ang (n € NJ;

® monoton sziikiilé vagy antiton ((A,) =), ha

}\n :)}\n+1 (ﬂ,E Bﬂ;

® konvergens, ha liminf(A,) = limsup(A,). Ebben az esetben a
lim(A,,) := liminf(A,) = limsup(A,)

jelolést hasznaljuk és az
A = lim(A,)

halmazt az (A,) halmazsorozat hatarhalmazanak nevezzik. ¢

Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy
L (A)) = &= (A}) =
2. (limsup(A,))¢ = liminf(A%), és igy (lim(A,))° = im(AS);

3. lim(A,,) = 0 pontosan akkor igaz, ha minden H-beli x-hez csak véges sok olyan n index

van, amelyre x € A, /igy pl. ha
ANA =0 (ijeN, i4j)
akkor lim(A,) = 0/.
4. Ha (A,) <, ill. (A,) =, akkor

Jlim(Ay) = (JAn il Flm(Ay) =[)As

neN neN

(v6. 5. beadhato feladat). O
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Emlékeztets. Adott X halmaz, ill. Q C P(X) esetén azt mondjuk, hogy Q (X-beli) szigma-
algebra (o0-algebra), ha teljesiilnek a kovetkezs feltételek:

i) XeQ;

i)AcQ = A°e€Q;

i) AyveQ neN) = [(JAeQ
neN

Megjegyzések.

1. Q C P(X) tehat pontosan akkor (X-beli) szigma-algebra, ha X € Q, tovabba komplemen-

terzart és zart a szigma-uniora.

2. A definiciobol (és elemi halmazelméleti azonossagokbol) rogton adodik, hogy 0 € Q,
ui. ) = X¢, tovabba

PX),  {0,X,AAT (AcCX), {§,X}
(X-beli) o-algebrak.”

3. Q elemeit mérheté halmazoknak, az (X, Q) rendezett part pedig mérhetd térnek

nevezzik.

4. Ha Qy C Q és Qg véges, akkor

B:= U AeQ

A€EQ

ui. € Q és
B:(U A)u(bu@u...
A€Qy

megszamlalhato egyesités. [

Feladat. Hatarozzuk meg az 6sszes X := {1,2,3}-beli o-algebrat!
Utm. Az ismert
Q= {@,X}, ill. Q; = P(X)

7 Az utébbit szokas trivialis o-algebranak nevezni.
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o-algebrakon feliil még harom tovabbi talalhato:
QS = {Q)X){]}) {2)3}}) Q4 = {Q)X){2}7{173}}) QS = {Q))X» {3}>{1)2}} u

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha X legfeljebb megszamlalhaté halmaz, akkor Q := P(X)

az egyetlen olyan (X-beli) szigma-algebra, amelyre teljesiil az
weX = {wleQ

implikécio!
Utm. Ha Q olyan (X-beli) szigma-algebra, amelyre teljesiil a fenti implikacio, akkor
P(X) C Q, ui. ha A € P(X) és

® A végtelen, azaz van olyan w, € X (n € N) sorozat, hogy A = {w, € X: n € N},
akkor
A= Jlode

neN

® A véges, azaz van olyan n € N, ill. wy € X (k € {1,...,n}), hogy
A={weX: ke{l,...,n}}

akkor

A= U{wk} ORI |
k=1

Feladat. Igazoljuk, hogy az ) halmaz o-algebra X-ben!
L. O={AcCX | A vagy A° legfeljebb megszédmlalhat6} /X kontinuum szamosségii/;
2. X:=R, Q:={A C X|A C[0,1] vagy A° C [0,1]}.

Utm.
1. Konnyen lathato, hogy

® X e Q, ui. X® = 0 legfeljebb megszamlalhato;
® ha A € Q, akkor A vagy A° legfeljebb megszamlalhato, igy

A‘ vagy A= (A

is ilyen, tehat A € Q;
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® ha A, € Q (n € N), akkor két eset lehetséges:
~ minden n € N esetén A,, legfeljebb megszamlalhato, ekkor | J A, is legfeljebb
neN

megszamlalhato, azaz |J A, € Q vagy
neN

~ van olyan N € N, hogy Af, legfeljebb megszamlalhato, ekkor

(U An> C A, azaz (U An) is
neN neN

legfeljebb megszamlalhato, igy |J A, € Q.
neN

2. Harom tulajdonsag teljesiilését kell ellendrizni:

®* XeQ,ui. R =0 c[0,1].
® Ha A € Q, akkor két eset lehetséges:

~—ha A C [0,1], akkor trividlisan teljesiil, hogy A® € Q /hiszen ekkor
(AS)=A C[0,1]/;
~ ha pedig A ¢ [0,1], azaz A® C [0,1], akkor A® € Q automatikusan teljestil.
® ha A, € Q (n € N), akkor ismét két eset lehetséges:
~ minden n € N esetén A, C [0,1], igy |J A, C [0,1], ahonnan [J A,, € Q

neN neN
kovetkezik, vagy

~ van olyan N € N, hogy An ¢ [0,1], azaz A§ C [0,1], ekkor

<UA“> :ﬂAiC[O,ﬂ, azaz UAnGQ. [ |

neN neN neN

Feladat. Igazoljuk, hogy

1. ha Q o-algebra X-ben, S C X, akkor
Qs:=SNOQ:={SNACX: AecQ}

o-algebra S-ben®;

8 Q nyoma (spurja) S-ben.
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2. ha Y halmaz, () o-algebra Y-ban és f: X — Y, akkor
Q:={f"AlcX: AcQ}
o-algebra X-ben;
3. ha Q o-algebra X-ben és f: X — Y, akkor
Q' ={AcCY: f'AleQ}
o-algebra Y-ban;
4. ha Q o-algebra X-ben és f: X — Y, akkor
Q*:={f[A]CY: AecQ}
nem feltétleniil o-algebra Y-ban!
Utm.
1. Ha Q tetsz6leges X-beli o-algebra, akkor

® XeQ,igy S=SnNX kovetkeztében S € Qg;;

® tetszbleges A € Q) esetén A¢ € Q, ezért SN A € Qg, igy ha B € Qg, akkor
alkalmas A € () halmazzal

B=SNA, tovibba  B°€ Qs,

hiszen

SNAS=S\(SNA)=S\B;

* U A, €Q, ezért

neN

SN (U An) € Qs,

neN
igy ha B,, € Qs (n € N), akkor alkalmas A, € Q (n € N) halmazsorozattal

B,=SNA, (neN), tovabba | Bn € Qs,
neN

hiszen

Sﬂ(UAn> _Jsnad— B

neN neN neN
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2. Vilagos, hogy

® X €0, hiszen Y € Q (Q o-algebra Y-ban) és X = = [Y];

® tetszoleges A € Q esetén A° € Q (Q o-algebra Y-ban), ezért f~' [A¢] € Q, igy ha
B € Q, akkor alkalmas A € Q halmazzal B = ! [A], tovabba B¢ € Q, hiszen

AT = f [NA] = £ [Y]\f' [A] = X\f"' [A] = BY;

® tetszoleges A, € Q (n € N) halmazsorozatra |J A, € Q (Q o-algebra Y-ban),
nenN
ezért

! € Q,

JA

neN

igy ha B,, € Q (n € N), akkor alkalmas A, € Q (n € N) halmazsorozattal
B.=f"[AJ (neN),

tovébba |J B, € Q, hiszen

neN

ff]

JA

neN

= U 1AL = U B...

neN neN

3. Vilagos, hogy
*YcQ ul f'Yl=XeQ;
® tetszbleges A € Q' esetén A° € Q') hiszen Q szigma-algebra X-ben, igy

A = (f'[A])" € O

® tetszoleges A, € Q' (n € N) halmazsorozatra (J A, € Q' hiszen Q szigma-
neN

algebra X-ben, f1[A,] € Q (n € N), igy

ff]

4. Ha f nem sziirjektiv, akkor

YZ{f[AlCY: AcQ}. R
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Definicié (algebra). Adott X halmaz, ill. A C P(X) esetén azt mondjuk, hogy A (X-beli)
algebra, ha

i) X e A, i)A,Be A = A\B € A, iA,BeAd = AUBeA ¢

Feladat. Mutassuk meg, hogy
A= {A C X‘A vagy A° véges}
X-beli algebra és pontosan akkor o-algebra, ha X véges!
Utm.
1. A algebra, ui.

® X¢ = () véges, igy X € A .
® A,B € A esetén A\B € A, hiszen ha
— A, B véges, akkor A\B is véges, igy A\B € A;
~ A és B¢ véges, akkor A\B véges, tehat A\B € A;
~ AC és B véges, akkor mivel (A\B)¢ = (ANB¢)¢ = A°UB véges, ezért A\B € A,;
— AC és B¢ véges, akkor A\B = A N B€ véges, igy A\B € A.
® A,B € Aesetén AUB € A, hiszen ha
~ A, B véges, akkor A UB is véges, igy AUB € A;
— A és B¢ véges, akkor (A UB)¢ C B¢, tehat (A UB)° véges, igy AUB € A;
— A€ és B véges, akkor (A UB)¢ C AS, ezért (A UB) véges, tehat AUB € A;
— A® és X\B véges, ekkor az eléz6 két pontban leirt gondolatmenet alapjan
AUBeA.

2. A pontosan akkor o-algebra, ha X véges, ui. ha

® X véges, akkor A = P(X) és P(X) o-algebra.
® X nem véges, akkor van olyan injektiv x : N — X sorozat, hogy {x,} € A (n € N),

azonban

U {XZn} ¢ A»

neN
igy A nem o-algebra. B
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1.7.2.

Beadhato/gyakorlo feladatok

1. Adott H halmaz, A, B, C C H részhalmazai esetén mutassuk meg, hogy fennéllnak az

alabbi azonossagok !”

(a)
(b)
()
(d) (
(e) A

AAB=BAA AAB=A°®ABS

AAD=AAAA=0;

AAB=(AUBN\ANB),ill. ANB=(AUB)\(A A B);

(AAB)=(ANB)U(A°NB°);
ABAC)=(AAB)AC.

Utm.

(a)

(b)

()

Vilagos, hogy
®* AAB=(A\B)U(B\A)=(B\A)U(A\B)=B A A;
® tovabba

ASA B = (A\B)U(B\AY)=(A°NB)U(B°NA)=

— (ANAYU(ANBS) = (B\AJU(A\B=)=B A A=A A B.

CAAD=(A\D)UMNA)=AUD=A,
* AAA=(A\A)U(A\A)=0UD = 0.
A De-Morgan-azonossagok felhasznélasaval azt kapjuk, hogy

(AUBNANB) = (AUB)N(ANB)*=(AUB)N(A°UB°) =
= ((AUB)NAS)U((AUB)NB) =
= (ANA)UBNB)UANBY)U(BNB®) =

= QUMBNBY)UANB)UD=BAA=AADB,

9Az A és a B halmazok A A B szimmetrikus differenciajat az alabbi modon értelmezziik:

A A B:= (A\B)U (B\A).
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ill.
(AUBNAAB) = (AUBN((AUB)\(BNA))=

= (AUBN((AUB)N(BNA)) =

= (AUB)N((AUB)N(BNA)) =

= (AUB)N((AUB)U(BNA)) =

= ((AUB)N(AUB))U((AUB)N(ANB)) =

= QU(ANB)=AnNB.
(d) A De-Morgan-azonossagok felhasznalasaval vilagos, hogy

(AAB) = ((AUBN\ANB)) =
= ((AUB)N(ANB))* =((AUB)*U(ANB)) =

= (ANBYYU(ANB)=(ANB)U(A°NB°).
(e) A fentiek kovetkeztében
(BACNA = ((BNCHUB NC)NA =(BNCNAYU(B NCNAS) =

= (A°NBNCYU(A°NB NC),
ill.
A\BAC)=AN(BNC)UBNC)) =(ANBNC)U(ANB NC),
igy
AABAC)=(ANBNC)UANB NCHYUA*NBNCHU(A“NB*NC)

Mivel a fenti egyenléség jobb oldala A, B, ill. C-t illetGen szimmetrikus: e harom

halmaz tetszéleges sorrendjére nem valtozik, ezért
AABAC)=(AAB)AC
kovetkezik. Il
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2. Bizonyitsuk be, hogy adott n € N esetén tetszéleges A, ..., A, halmazokhoz vannak
olyan By,..., B, halmazok, hogy igazak az alabbi allitdsok (diszjunktizaciés lem-
ma))!

i BiﬁBj:Q) (1,5 €e{l,...,n}: 1#£7j);
b BkCAk (kG{],...,TL});
* B =JA
k=1 k=1
Utm. Ha

k—1

B] = A]) Bk = Ak\ (U Al) (k€{2>°“)n})>

1=1
akkor az elsé két, ill. n = 1 esetén a harmadik tulajdonsig trividlisan teljesiil, tovabba

ha valamely n € N esetén

kl—J By = U Ay és Brii = Anii\ (U Al) )
k=1 k=1 =1

n+1 n n
H‘J Bk ( k> WBnh = <L‘|j Bk) W <An+1\ (U Al)) =
k=1 k=1 k=1 =1
= ("‘ Bk> W (An—H\ (L"j Bl)) = (L‘ﬂ Bk) WAL =
k=1 =1 k=1

akkor

-
o]

3. Hatarozzuk meg a
lim inf(A,,), limsup(A,,)

halmazokat!

(a) H:=1[0,1) és

1 1 1 12
A] = [O,]), Az = |:0,z), A3 - |:z,1), A4 — |:O,§>, A5 = |:§,§),...,
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(b) H:=Rés
[O,Tll] (n=2k+1) (k € Np),
A, = (n € N);
O,n] (n=21) (leN)
(c) H:=Rés
——2 — Tll,]) (n=2k+1) (k € Np),
Ani=1q (neN).
—1,2+l> (n=21) (leN)
n

4. Mutassuk meg, hogy ha H halmaz és (A,) H-beli halmazsorozat, akkor

liminf(A,) = O ﬁ Al ill. limsup(A,) = ﬁ G A

n=1m=n n=1m=n

és

liminf(A,) C limsup(A,)

teljestl!

Utm. Vilagos, hogy
(a) x € liminf(A,,) pontosan akkor teljesiil, ha alkalmas N € N esetén

Xx€An (N<SmEeEN), azaz x€ [) An

N<meN
innen pedig
X € U ﬂ An
n=1m=n
kovetkezik. Ha pedig
yelJ M Am
n=1m=n
akkor alkalmas n € N esetén y € [ Ay, ahonnan
yeAn (m<meN), azaz y € liminf(A,)

kovetkezik.
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(b) Az iménti allitas és a De-Morgan-azonossagok kovetkeztében

(limsup(An)) = ({(x€H: [meN: xc A} =00}) =

= (xeH: |neN: X¢Afl}|<00}=U mAfn:

(A0~

n=1m=n

(c) Haui. x € liminf(A,,), akkor alkalmas N € N esetén x € () Ay, azaz tetsz6leges

m=N
o0
N < m € N esetén x € A,,. Ennélfogva barmely n € N esetén x € |J Ay,

m=n
ahonnan

X € ﬁ O = limsup(A,)

n=1 m=n

kovetkezik. B

5. Igazoljuk, hogy ha (A,) <, ill. (A,) =, akkor fennall a
lim(Ay) = | JAn, illa  lim(A,) =) As
n=1 n=1

egyenlGség!
Utm.

(a) (An) < esetén

® N A=A, igy
k=n
liminf(An) = | J An =t A,
n=1
és

° U Ak: U ATI:A7 igy
k=n n=1

limsup(A,) = ﬂ A=A,

n=1
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(b)

ill.
(An) = esetén (AS) <, igy

(lim(A,))¢ = lim(AS) = [OJ AL = (ﬁ An> . i
n=1

6. Legyen H := N. Vizsgaljuk meg, hogy konvergens-e az (A,) halmazsorozat!

(a)
(

A, ={keN: nk} (neN);
A, :={keN: kn,k prim} (n € N).

b)
Utm.

(a) Tetszéleges n € N esetén A, az n tobbszoroseinek halmaza. Igy, ha N > m < n,

akkor m ¢ A,. Ennélfogva

n Ar=0 (neN), azaz liminf(A,,) = 0.

k=n
Ha valamely m € N esetén m € limsup(A,) , akkor

m e U Ay,
k=m+1

ami nem lehetséges. Igy limsup(A,) = 0, ahonnan (A,) konvergenciaja, ill.
lim(A,) = 0 kovetkezik.

(b) Hap € N prim, akkor barmely n € N esetén p € A,,,. Ezért limsup(A,,) nem mas,
mint a (pozitiv) primek halmaza. Masrészt, tetszleges n € N esetén p ¢ Apnii,
ezeért -

pé ﬂ Ax.
k=n
Igy a liminf(A,) halmaz nem tartalmaz primszamot, azaz liminf(A,) = 0. Ez
azt jelenti, hogy (A, ) nem konvergens. B
7. Legyen

A={fece0]: f(0)=f(1)), B:={feceol]: f(0) (1))

ill. Q = {0, A, B, €[0,1]}. Igazoljuk, hogy Q szigma-algebra €[0,1]-ben!
Utm.
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® () definici6jabol lathato, hogy €[0,1] € Q.
® Ha H € Q, akkor
~ H =0 esetén H® = ¢[0,1] € Q;
" H=Aesetén H* =B € Q;
~“ H=Besetén H* = A € Q;
~ H=¢[0,1] esetén H* =) € Q.
® Ha H, € Q (n € N), akkor |J H, € Q, hiszen Q véges és barmely K,L € Q

neN
esetén KU L € Q, ui.

PUK=KeQ (KeQ), ¢0,JJUK=¢[0,1] € Q (KeQQ),

és
AUB=¢[0,1]e Q. N

8. Igazoljuk, hogy ha Q (X-beli) szigma-algebra, akkor
(a) minden A, € Q (n € N) halmazsorozat esetén

() An €O
(b) barmely Aq,...,A; € Q (n € N) esetén
NAeQ & |(JAaeqy
i=1 i=1

(c) tetszoleges A, B € Q esetén A\B € Q teljesiil!
Utm. Ha Q (X-beli) szigma-algebra, akkor

() AneQ = AL€Q (neN), igy [ JAS € Q; mivel

neN

(ﬂAn>C:UA;eQ

neN neN

(v6. De-Morgan-azonossagok), ezért

v ((0)) -
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n

() [ JAi=[J A, ahol
i=1

ieN

igy .
UAiey
i=1
hasonléan N -
m Ai = ﬂ Ki)
i=1 i=1
ahol
N A (ie{l,..,n}),
A= (ieN),
A, vagy Q (i>n)
igy [ Ai € Q.

i=1

(¢c) Ha A,B € Q, akkor A,B¢ € Q; mivel AA\B=ANB € Q, ezért AAB€ Q. R
9. Legyen Q) o-algebra X-ben, f: X — Y, tovabba
Q :={f[AlCY: AeQ}.

Igazoljuk, hogy ha f bijektiv, akkorr Q* szigma-algebra Y-ban!
Utm.

1. lépés. f pontosan akkor sziirjektiv, ha Y = f [X], igy mivel Q szigma-algebra X-ben,
X € Q, ahonnan Y € Q* kovetkezik.

2. 1épés. Mivel Q szigma-algebra, ezért tetszéleges A € Q esetén A° € Q, ennélfogva
f[A°] € O*. Ha B € QF, akkor alkalmas A € Q halmazzal B = f[A], tovabba
B¢ € O hiszen f pontosan akkor bijektiv, ha

fIAS] = f[Y\A] = Y\f[A] = Y\B = BC.
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3. 1épés. Mivel Q szigma-algebra Y-ban, ezért tetszéleges A, € Q (n € N) halmaz-

sorozatra |J A, € Q, innen
neN

f

U

neN

€ Q,

igy ha B, € Q* (n € N), akkor alkalmas A, € Q (n € N) halmazsorozattal
B, = f[A.], tovabba (J B, € QF, hiszen

neN

f

JA

neN

=JfAJ=Bn ®

neN neN

10. Mutassuk meg, hogy ha I # () indexhalmaz, Q, (X-beli) o-algebra (y € T'), akkor

(a) ﬂ Q, o-algebra X-ben;
yer
(b) U Q, nem feltétleniil o-algebra!

yer

Utm. Ha Q, X-beli o-algebra (y € T), akkor

(a) ﬂ Q, o-algebra, ui.

yer

®* Xe ﬂ Q),, mivel minden y € ' esetén X € Q,;

yer
® ha A € ﬂ Q,, akkor minden y € ' esetén A € Q,, igy
yer
A e Q, (y €T,
tehat
A€ € ﬂ Qy;
yer
® ha barmely n € N esetén
A€ () Qy,
yer

akkor
A, € Q, (yern),
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azaz

JAveq, (vem, gy UAare(N Q.

neN neN yer

(b) pL. T:={1,2}, A,B C X: ANB ¢ {0, X, A, B, A, B} és
Qi ={0,X,A,A} il Q,:={0,X,B,B

esetén Q; és O, o-algebra (v6. a o-algebra definiciojat kovets 2. Megjegyzés), de

;U Q; nem o-algebra, mivel
ANBZ OQ,UQ,
(ez az eset &ll fenn, ha pl. X :={1,23}, A:={1,2}, B:={2,3}). &

11. Mutassuk meg, hogy ha QO C P(X) szigma-algebra, akkor Q vagy véges vagy nem
megszamlalhato.

Utm. Ha Q megszamlalhato(an végtelen), akkor tetszdleges x € X esetén az
Aci=({B€Q: xeB}# 0"
halmazrol a kévetkez6 mondhato el:

(a) A, € Q (x € X);
(b) minden x € X esetén x € Ay és ha x,y € X, akkor
A=Ay vagy A NA,=0,
ui.
o) ha A, # Ay, akkor x ¢ Ay vagy y ¢ Ay, mivel x € Ay esetén A, C Ay,

ill. y € Ay esetén Ay C Ay (tetszbleges z € X esetén A, a z-t tartalmazo
legsziikebb Q-beli halmaz),

f) ha pl. x ¢ Ay, akkor hasonléan A \A, = A, azaz Ay N A, = 0;
(c) ha A € Q, akkor |J Ay = A, ui.

XEA
o) |J Ax D A, hiszen tetszbleges x € A esetén x € A,
XEA

Oy, X e Q.
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12.

B) U Ax C A, hiszen tetszdleges x € A esetén A, C A (Ay az x-et tartalmazo
XEA

legsziikebb Q-beli halmaz).

Mivel a feltételezés szerint Q) végtelen, ezért az a), b), ill. ¢) tulajdonsdgok miatt léte-
zik legalabb megszamlalhatoan végtelen sok paronként diszjunkt A, halmaz (alkalmas
x € X elemekkel). Tehat a

e:PH{A€Q: xeX}) — Q, ©(H) :=UH
leképezés injektiv, igy

Rl =PMN)|=P{Ax€Q: xeX}[<IQl. N

Lassuk be, hogy ha valamely X; halmaz esetén Q; o-algebra Xi-ben (1 € {1,2}), akkor
Qi+ ={AT x Ay C Xy xX5: Aq € 0y, Ay e O}

nem feltétlentil o-algebra X; x X,-ben!
Utm. Tudjuk, hogy ha 0 £ A; S X; (i €{1,2}), akkor

Qi = {Q)) Xi) Ai) Af}

o-algebra Xi-ben (i € {1,2}), A1 x Ay € Q1% Q; és A X A§ € Q% Q;, de el6fordulhat,

hogy
A] XAzUA?XA§¢Q1*Q2,

ui. pl. ha X; := X; :=[0,2], A; := [0,1], A, := (1,2], akkor
Q) = {(Z)v [0»2]5 [Oaﬂ) (1 >2]} =0,
és konkrétan felirva (; x Q; elemeit lathato, hogy

0,11 x (1,2U(1,2 x[0,1] ¢ QO +Q,. M
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1.8. |8. gyakorlat

1.8.1. | A gyakorlat anyaga

Emlékeztets. Adott X halmaz, ill. R C P(X) esetén azt mondjuk, hogy R (X-beli) gytiri,

ha teljesiilnek a kdvetkezd feltételek:

\R#0, i)ABER = A\BeR, ii)A,BER = AUBEeR. {

Megjegyzés. Vilagos, hogy () € R, ui. tetsz6leges A € R esetén ) = A\A € R. [
Feladat. Mutassuk meg, hogy
R = {A - X‘ A Véges}

X-beli gytirii és pontosan akkor algebra, ha X véges!
Utm.
1. Vilagos, hogy R # (), hiszen () € R. Ha A,B € R, akkor A is és B is véges, igy A\B és
A UB is az, azaz A\B,AUB € R.

2. Ha X véges, akkor X € R, azaz R algebra. Ha X nem véges, akkor X € R, azaz R nem
algebra. i

Megjegyzés. Az Ré-beli Jordan-mérhets halmazok szintén gytirtit alkotnak (R%-ben). Vi-

szont nem alkotnak o-algebrat, hiszen RY nem korlatos. OJ

Hazi feladat. Mutassuk meg, hogy (azonos alaphalmazhoz tartozo) gytirtik metszete gytird
(v6. beadhato feladatsor)!

Definicié. Adott X halmaz, ill. H C P(X) esetén azt mondjuk, hogy H (X-beli) félgytiri,
ha teljesiilnek a kovetkezd feltételek:
i) H # 0, i)A,BeH = ANBEH,

ii)A,BeH = 3dneN, FA;,...,A,eH: ANA =0 (i,je{l,...,n}: 1#j),
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A\B = G—J Ax.
k=1

Megjegyzések.

1. A félgytird tehat olyan H halmazrendszer, amely metszetzart (N-stabil) és barmely két

‘H-beli halmaz kiilonbsége elGall véges sok H-beli halmaz diszjunkt uni6jaként.
2. A definiciobol (és elemi halmazelméleti azonossagokbol) rogton adodik, hogy

(a) {0} ill. P(X) fégytiri X-ben;

(b) @ € H, hiszen H # (), igy, ha C € H, akkor alkalmas n € N, ill. paronként
diszjunkt Aq,..., A, € H halmazok esetek esetén C\C = A; U...UA,, azaz

@CA]CA]U...UAn:C\C:(ZJ, ill. @ZA]GH.

3. Vilagos, hogy minden gytirii egyuttal félgytiri is, tovabba tetsz6leges M C P(X) hal-

mazrendszer esetében igaz az aldbbi ,,implikicié-lanc”:

M szigma-algebra — M algebra — M gytiri — M félgytrd. 0O

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha
X = {1 >2>3a4>5}>
akkor a
H = {(D) X) {1 }) {2)3}) {1 )sz}) {4)5}}

halmazrendszer X-beli félgytird!
Utm. Vilagos, hogy H metszetzart, és tetszoleges két H-beli elem kiilonbsége H-beli elemek
diszjunkt unioja, pl.

X\{2,3}={1}w{4,5}. &

Feladat. Igazoljuk, hogy félgytiriik metszete nem feltétleniil lesz félgytirii!
Utm. Ha pl. X :={1,2,3,4} és

H] = {(Z)a X) {] }) {2>3}> {4}}) ill. HZ = {(Z)a X) {] }) {2}> {3>4}})
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akkor H; és H, félgytird X-ben, de
H] N 7'[2 = {@) X)“}}
nem az. A

Definici6. Adott X halmaz, ill. £ C P(X) esetén azt mondjuk, hogy £ (X-beli) hald, ha

teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

L#0, #)ABeL = AUBeL, ii)ABeL = ANBeLl. O

Feladat. Mutassuk meg, hogy az
L:={(—o0,a) CR: aeR}

halmazrendszer (R-beli) halo!
Utm. Ha A, B € £, azaz alkalmas a,b € R esetén A = (—o0, a), B = (—o0, b), akkor

AUB=(—0c0,aVb)e L és ANB=(—oco,a/Ab) € L,

ahol
a Vb := max{a, b} ill. a/Ab:=min{a,b}. N

Emlékeztets (mérték). Azt mondjuk, hogy a u € P(X) — [0, +o00] halmazfiiggvény
1. elémérték, ha D, gytrd, p additiv és p (@) = 0;
2. kvazimérték, ha elémérték és o-additiv;
3. mérték, ha kvazimérték és D, o-algebra. ¢
Példak.
1. Ha R (X-beli) gytrt, w € X: {w} € R és

akkor 8., kvazimérték!!, ui.

1 v-ra koncentralt Dirac-féle kvazimérték
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° R5w :{O>1}7 igy 5w > O;
® 5, (0) =0, hiszen w & 0;
*haA,e RMeN):ANA =0 ({1#j:1,jeN)es U A, € R, akkor két eset

neN
van:

l.eset. we JA, = INeN: w € Ay (Vn e N\{N}: w ¢ A,), igy

neN
S (U An> —1=140=38uAN)+ D BulAr) =) SulAv);
neN neN, n#N neN

2.eset. w¢g JA, =VneN: w¢A,. Igyd, (U An> :O:Zéw(An).
neN neN neN

2. Ha X legalabb kontinuum szamossagu és

Q:={AePX) ‘A vagy X\A legfeljebb megszamlalhato}
valamint

0 (A legfeljebb megszamlalhato),
H(A) = (A € Q),
1 (X\A legfeljebb megszamlalhato)

akkor p mérték, ui.

® QO oc-algebra (lasd: 7. gyakorlat);
* Ry =1{0,1}, igy p > 0;
® (D) =0, ui. 0 legfeljebb megszamlalhato;
® ha
AvEQ (meN):  ANA =0 (i#j:ijeN)

(tudjuk, hogy ekkor |J A, € Q), akkor két eset van'?:
neN

12 Két diszjunkt X-beli halmaz koziil legfeljebb csak az egyiknek lehet a komplementere legfeljebb meg-
szamlalhato (legyen ui. A;B C X olyan, hogy A N B = ) és tegyiik fel, hogy A és B¢ legfeljebb
megszamlalhato, igy

ASUB = (ANB)*=0°=X

is az, ami nem lehetséges).
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1. eset. A, legfeljebb megszamlalhato (n € N), igy |J A, is az, ezért

neN
u(uAn) S0y 0= wiAl.
neN neN neN

2. eset. JIN € N: X\Ayn legfeljebb megszamlalhato = pw(Any) = 1 és minden
n € N\ {N} esetén n(A,) =0, valamint X\ |J A, C X\Ay, igy

neN
u(UM) =1=140=1+ ) 0=pAx)+ > uA) =) uAy).
n=1 n=1n#N n=1n#N neN

3. Ha X megszamlalhato,
A={A¢€ P(X)‘A vagy X\A véges}
és
0 (A véges),
H(A) = (A € A),
+oo  (X\A véges),
akkor p olyan elémérték, amely nem kvazimérték, ui.
® A algebra, igy gytirtd (lasd: kordbban);
® Ry ={0,+o0}, igy n > 0;
® () =0, ui. @ véges;
® ha A,B € A: ANB = { (tudjuk, hogy ekkor AUB € A), akkor harom eset van'3:
— A véges és B véges: ekkor A U B véges valamint p(A) = 0 és u(B) = 0, tehat

LWAUB)=0=0+0=p(A) + u(B);

— A véges és X\B véges: ekkor X\(AUB) /C X\B/ véges valamint pu(A) = 0 és
w(B) = 400, tehat
wW(AUB) =400 =0+ (+00) = u(A) + n(B).

13 Két diszjunkt X-beli halmaz koziil legfeljebb csak az egyiknek lehet a komplementere véges (legyen ui.
A,B C X olyan, hogy A NB = {) és tegyiik fel, hogy A€ és B véges, igy

ASUB = (ANB)*=0°=X

is az, ami nem lehetséges).
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— X\A véges és B véges: ekkor X\(AUB) /C X\A/ véges valamint pu(A) = o0
és u(B) = 0, tehat
u(AUB) = 400 = (+00) + 0= u(A) + n(B);
® 1 nem kvazimérték, ui. ha X = {x,Jnen, ahol (x,) injektiv sorozat, akkor
An = {xn} (neN)
esetén X = |J A, agy, hogy AiNA;j =0 (i#j:1,j €N), de

neN

HX) = +o0 #0 =3 uAn).

neN

4. Ha az Q) halmazrendszer o-algebra X-ben, akkor a

Al (A véges),
w(A) = (A eQ)

+0o (A nem véges)

leképezés mérték,' ui.

® u=>0;
® u(P) =0, hiszen || = 0;
® ha A, € Q (n € N) oyan halmazsorozat, amelyre A;NA; =0 (i,j € N: i#j)

(mivel Q szigma-algebra, ezért |J A, € Q), akkor
neN

”(U An> =+oo =) pu(An).

neN neN

Megjegyzés. Ha X := N, Q := P(X), akkor
WA =Y xan)  (AcQ). m

neN

Emlékeztets. Adott QO X-beli o-algebra, ill. u: Q — [0, +00] mérték esetén azt mondtuk,
hogy az

1. (X,Q) par mérheté tér, ill. az (X, Q, u) hArmas mértéktér:®

2. wmeérték, ill. a (X, Q, u) mértéktér teljes, ha minden A € Qy'6 esetén P(A) C Q. O

14 szamossagmeérték
15 1(X) =1 esetén valészintiségi mérték(tér)rél vagy Kolmogorov-mez6rsl beszéliink.
604 := {A € Q|u(A) = O}: p-nulla-mértékd halmazok rendszere
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Megjegyzés. 1 pontosan akkor teljes, ha minden A € )y, B C A esetén B € Q, ui.
1. ha p teljes, akkor minden A € Qy, B C A esetén B € Qy C Q.

2. ha minden A € Qy, B C A esetén B € Q, akkor 0 < u(B) < u(A) =0 = u(B) =0
miatt B € Q. U

Példak. Vilagos, hogy ha X halmaz és

1. Q (X-beli) szigma-algebra, akkor a
n(A):=0 (Ae€Q)
leképezés mérték.

2. 0 #ACX, Q:={0X,A,Ac}, akkor

leképezés mérték. &

Feladat. Igazoljuk, hogy ha (X, Q) mérhets tér, w € X, akkor {w} € Q esetén a

0 (w¢A),
Sw(A) = (A €Q)
1 (weA)
mérték pontosan akkor teljes, ha
Q =P((X)

teljestl!

Utm. Fentebb megmutattuk, hogy 8, mérték (Dirac-mérték), tovabba ha

® O = P(X), akkor minden Q-n értelmezett mérték trivialisan teljes.
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® Oy teljes, azaz

VA€ Qo VBCA: BeQ,
akkor mivel Q) szigma-algebra, ezért
X\wleQ & po (X\{w}) =0,

igy a teljesség miatt B C X\{w} esetén B € Q. Ha most A C X, akkor két eset

lehetséges:

— A C X\{w}, akkor ismét a teljesség alapjan A € Q;

w € A, ebben az esetben
A\{w} c X\{w} = A\{w}leQ = A= (A\{w})Uu{w}e Q,

azaz P(X)=Q. 1

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha A C RY megszamlalhato, akkor A € Q4, és mértékére
Ha(A) =0

teljesiil, ahol Q4 jeloli az R%-beli (Borel-)Lebesgue halmazok szigma-algebrajat, wy pedig a
(Borel-)Lebesgue-mértéket !
Utm. Legyen
Cq:= {H ePRY: H zért},

ill.

L4 == {la,b) € P(RY): a < b}.
Ha A egyelemii, azaz alkalmas a € R esetén A = {a} teljesiil, akkor A zart, kovetkezésképpen
(Borel-)Lebesgue-mérhets: A € Cq C Q4. Mivel

A:ﬁ%
n=I1

ahol | 1
I, = {a——,aJr—)E]IdeQd (n € N),
n n
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ezért (vo. EA: kvazimérték ekvivalens tulajdonsagai)

2 d
wa(A) = lim [I,] = lim (—) =0.

n—oo n

Innen pg o-additivitdsa kovetkeztében ugyanez minden legfeljebb megszamlalhato A C R¢

halmazra is adodik. W
Megjegyzés. Ha a,b € RY, akkor az
(a,b]:= {x e R*: a<x<b}, (a,b):={x€eR': a<x<Db},

ill.
[a,b] :={x eR*: a <x <D}

intervallumok mindegyike (Borel-)Lebesgue-mérhets (azaz Q4-beli), tovabba

d
ta((a,bl) = pa((a, b)) = palla, b]) = pa(la H by — ay).
k=1

(Hazi feladat belatni: TK). O

Feladat. Mutassuk meg, hogy az alabbi halmazok esetében A € Q,, és szamitsuk ki p,(A)

mértéket !
1. A:=[0,1] x [0,1] C RZ;

2. A= {\/T_L+Q}CR;

neN
soA= U (=t (L] cre
T A+ 1n 42 n’ '
Utm.

1. Mivel A €(C, C Q, és }lz(A) =1-1.
2. A € Qq, ui. megszamllhato, igy w(A) = 0.

3. A ey, ui. A az

n—1 n 1
n=|—— —— -1
A ( 1 }x< ,] (n eN)
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négyzetek diszjunkt univja (Hazi feladat), igy

nm+1)-m-1)n+2) n-1
w(A) = %“Z(A“):% Mm+1)(n+2) o

-2 2€{n+1) —(n+2) +n)
Zn( :Z -

n+1)(n+2) nn+1)n+2)

neN neN

2 2 2
- Zn(n—l—Z) _%n(nJﬂ) +Z(n+1)(n—|—2) T

neN neN

N —

HAZI FELADAT. Az Fiiggelék ismeretanyaga.

HAZI FELADAT. Az Fiiggelék ismeretanyaga.

HAZI FELADAT. Az |1| Fiiggelék ismeretanyaga.
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1.8.2. |Beadhat6/gyakorlo feladatok

1. Mutassuk meg, hogy adott X halmaz esetén az ) # R C P(X) halmazrendszer pontosan

akkor gytrd, ha igaz az
A,BER —= AAB,ANBeR

implikacio 1"
Utm.

1. lépés. Ha R gytird és A, B € R, akkor A\B € R és B\A € R, ahonnan
AAB=(A\B)U(B\A)eR
kovetkezik. Ez pedig azt jelenti, hogy (v6. 7. beadhaté feladatsor, 1/(c) feladat)
ANB=(AUB)\(AAB)eR.
2. 1épés. Ha az implikacio igaz és A, B € R, akkor nyilvanvaléan AN B € R és igy
B\A=BA(ANB)eR

teljesiil. Ha A, B € R: ANB = (), akkor AUB = AAB (v6. 7. beadhato feladatsor,
1/(c) feladat), azaz A UB € R. Mivel BN (A\B) = 0, ezért barmely A,B € R
halmaz esetén

AUB=BU(A\B)eR. R

. Mutassuk meg, hogy gytiriik Descartes-szorzata nem feltétleniil gytirt!
Utm. Ha X := {a, b}, akkor P(X) gytird, ui. algebra (ti. o-algebra), de

{aju{b} ¢ P(X) x P(X). W

. Igazoljuk, hogy ha R gytirti X-ben, akkor az
A={ACX: ANGeR, GeR}

halmaz X-beli algebra!
Utm. Vilagos, hogy

17 Az R halmazrendszert azért nevezik gytiriinek, mert ebben az esetben az (R; A, N) algebrai struktira

gyurd.
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(a) X€ A, uil. ha G e R, akkor XNG =G € R;
(b) ha AyB € Aés G e R, akkor ANG,BNG € R, ezért

(A\B)NG=(ANG)\(BNG) € R,

ui. R kiilonbségzart, igy A\B € A;
(c) ha AJBe Aés Ge R, akkor ANG,BNG € R, ezért

(AUB)NG=(ANG)U(BNG) e R,
ui. R uniézart, igy AUB e A. R

4. Igazoljuk, hogy ha I # () indexhalmaz, R, (X-beli) gytrd (y € '), akkor (| R, gytrd

yer
X-ben!

Utm. Vilagos, hogy

®* N Ry #0, mivel minden y € T" esetén X € R, # 0;

yer

® ha A,B € () A,, akkor minden y € " esetén A, B € R, igy

yer

A\BeR, (yeT),

tehat A\B € | Ry;

yer

® ha A,B € [ R,, akkor minden y € I" esetén A, B € R,, igy

yer

AUBER, (yel),

tchat AUB € N R,. A

yer

5. Bizonyitsuk be hogy ha R (X-beli) gytird, m € N, ill. A;,..., A, € R, akkor van olyan
n € N, ill. By,...,B, € R, hogy

®* BiNB; =0 (i,j €{l,...,n}: i #]j);

s B - A
k=1 k=1
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® minden k € {1,..., m} esetén van olyan H C {1,...,n}, hogy

Ak: L‘i‘J Bl
leH,
B1CAx
teljestl!
Utm. Ha

®* m=1¢& A; € R, akkor legyen B; := A;.
® m=2¢és A, A; € R, akkor legyen
B;:= A1\A,y, By:=A\A;, B3z:=A;NA;
igy By, B2, B3 € R, diszjunktak:
BiNB,=0, B;NB;=0, B,NB;=10,

tovabba
A; = B; ¥ B; ill. A, = B, & Bs.

® valamely m € N esetén
Ah--')Am)Aer] S R)

és az els6 m darab Ay, ..., A, halmazhoz léteznek
B],...,Bn GR,

halmazok, amelyekre az allitas igaz, akkor a
Ci=AnNBi, Di:=Bi\C;, E:=An\ L"j G ie{l,...,n}
i=1

jeloléssel a
Cy...oy CyDyy...,Dy,EER

m—+1
halmazok péaronként diszjunktak és egyesitésiik megegyezik | J Ai-vel, hiszen
i=1

Bi:CiH'JDi (ie{],...,n}), Am_H:EL‘U(L‘!'JCi).

i=1
Tovabba az is lathato, hogy minden Ay (k € {1,..., m}) el6all néhany ilyen halmaz
egyesitéseként. Wl
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6. Mutassuk meg az aldbbi példakban, hogy H félgytirt, de nem gytird X-ben!

(a) X legalabb kételemii halmaz, H := {0} U {{w} C X: w € X};
(b) X:=1{0,1,2,3,4}, H :=1{0,{1},{2},{3},{1,2,3}}.
Utm.
(a) Vilagos, hogy ha A € H, akkor vagy A = ) vagy A C X: |A| = 1, igy trivialisan

teljesiil mindharom, a félgytird definicidjaban szerepld tulajdonsag, de tetszdleges
w,w’ € X: w# w' esetén {wh{w'} € H, de

{wu{w’} ={w,w'} ¢ H.

sz

repl6 tulajdonsag, de

HuZf={1,2}¢H. W

7. Igazoljuk, hogy ha adott X # 0, ill. ) # H C P(X) esetén H metszetzart, tovabba
tetszGleges A, B € ‘H, B C A esetén van olyan n € N és Cy,...,Cy € H, hogy

CGi=BcCc...cC,=A

és minden k € {1,...,n} esetén C\Cy_; € H, ahol Cy := (), akkor H félgytirt X-ben!
Utm. Ha A, C € H, akkor a B := A N C halmazra B € H és B C A, tovabba

(Ci\Ci_ﬂﬂ(Cj\C]‘_]):@ (i,j€{1,...,n}2 17&))

és
n

A\C = A\B = [H (C\Ci-1).

k=1
Megjegyzés. Van olyan szerzg, aki igy definialja a félgytird fogalmét. Sok fontos fél-
gytrtre teljesiil is ez a tulajdonsag, nem nehéz azonban példat talalni olyan félgytrtire

is, amire ez nem teljesiil. B
8. Bizonyitsuk be, hogy ha az () # £ C P(X) halmazrendszer halo, akkor a
H:={A\BC X: A,Be L, BCA}

halmazrendszer félgytird X-ben!

Utm. Vilagos, hogy
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® H #0, ui. ha A €L, akkor A C A, ahonnan ) = A\A € H;
® ha A,B € H, akkor van olyan C,D,E,F € £, hogy CC D, E C F és

A=D\C=DNC, B=RE=FNE,

igy
ANB = (DNCY)N(FNE)=(DNF)N(CNE) =

= (DNFN(CUE)*=(DNF)\(CUE) € H.
eL €L

® ha A,B € H, akkor van olyan C,;D,E,Fe€ L: CC D, E CF és
A=D\C=DnNC B=F\E=FNES
igy ha B C A, azaz F\E C D\C, akkor FFNE = (),
[ID\(CUF)IN[(DNENC] =[D\(CURINE=10
és igy
A\B = ANB*=DNCH N(FNE ) =(DNC)N(FFYUE) =
= [(DNCY)NFIW[(DN(C°NE)] =

= DN(C°NF)W(DNE)NC =

= DN(CURYW(DNE)NC] =

= [D\(CuF)lw[(DmE)\C]. [ |

eL eL

Kovetkezmény. Az R-beli korlatos, balrél zart, jobbrol nyilt intervallumok Osszessége,

azaz az
I :={la,b) CR: a < b}

halmazrendszer félgytiri, ui. megmutathato, hogy

L:={(—o0,a) CR: aeR}
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halo (v6. 8. gyakorlat) és

I ={A\BC X: A,Be L, BCA]}.

Megjegyzés. Hasonloan lathato be, hogy az R-beli korlatos, balrél nyilt, jobbrol zart

intervallumok Gsszessége, azaz az
{la,b] CR: a < b}

halmazrendszer félgytird. S6t, az 6sszes korlatos intervallumbol all6 halmazrendszer is

féelgytrd R-ben. Nem félgytriit viszont a nyilt, ill. a zart intervallumok rendszere. B

9. Mutassuk meg, hogy ha valamely X;,X; # () esetén H; félgytird Xi-ben (i € {1,2}),
akkor
H:=H;y *xH; ZZ{A] X Ay C Xy XXy Ay GH],AZ 67‘[2}

féelgytird X; x X;-ben!
Utm. Vilagos, hogy

® H A0, ui. ) € Hy,H,, igy
D=0x0¢cH H,=H,
® ha A,B € H, akkor van olyan Ay, By € H;, ill. Ay, B, € H;,, hogy
A=A XA, és B = B; x B,,
igy
ANB=(A; xA;)N(B; xB;) =(A1NBy) x (A;NB,) € HyxH, =H,
® ha A,B € H, akkor van olyan Aq,B; € H; ill. A,, B, € H;, hogy
A=A XA, és B = By x By,
igy van olyan myn € N és 3 Cy,...,C,, € Hy ill. 3 Dq,..., Dy € H;:
CGiNG =0 @i,je{l,...,m}: i#j)

ill.
DiﬁDj:@ (1,]6{1,,n}17£J)
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és
A\By = L‘H Cy és AX\B; = H‘J Dy,
k_ —
ezért
(A1 x A\(By x By) = [(A1\B1) x AyJ U [By x (A;\B,)] =
= U(CkXAZ UUB]XD >
k=1 1=1
paronként diszjunktak H1*H2-ben
Megjegyzések.

(a) Indukcioval kénnyen belathato, hogy ha adott d € N esetén Hy félgytiri Xy-ban
(k € {1,...,d}), akkor

HixoooxHg={A1 X ... X Ag C Xy X...x Xg: A € Xy, ke{l,...,d}}

felgytrd Xy x ... X Xg-ben.

(b) Ha d € N rogzitett index és
a:=(aj,...,aq) € RY, b:=(b;,...,by) € R?
esetén
[a,b) == {(x1,...,xa) ER?: @j <x<by,...,;aq < x < by}
és
I := {A CRYA=[ab), a,b eRY a<b},
akkor I4 félgytirt, de nem gytirt R%ben, hiszen

® ha
I =H :={la,b) CR: a < b},

akkor H félgytiri R-ben, ui. (v6. kordbban vagy)
~ 0 =la,a) € H,
~ la,b),lc,d) e H = [a,b)N[c,d) =0 € H vagy

la,b) N [c,d) = max{a, c},min{b,d}) € H
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~ la,b),[c,d) € H = [a,b)\[c,d) = D W) vagy [a,b)\[c,d) az
[a,b) W B, [c,d)wd, [a,c)¥wd, [a,c)W[d,Db)

halmazok koziil valamelyik.

® Tg=H*...xH =1 %...+1];, hiszen tetszbleges a,b € R% esetén
[a,b) = [aj,by) X ... x [ag, bg).
® 4 nem uniézart, ui. pl. d = 1 esetén [0,1) U [2,3) ¢ I.
(c) Ha My, ill. M, o-algebra, algebra, gytirtd X;-ben ill. X;-ben, akkor
M= My My ={A; x A, C Xy xXz: Ay € My, A; € M3}
felgytird Xy x Xz-ben, ui. minden o-algebra, algebra, gytrt egyben félgytird is. B

10. Igazoljuk, hogy az (RY, pg) metrikus térben minden nyilt halmaz elgall megszamlalhato
sok, paronként diszjunkt, balrol zart, d-dimenzios (Ig-beli) intervallum egyesitéseként,
ahol pg jeloli az euklideszi metrikat!

Utm. Ha 0 < h € R és m € Z, akkor az

intervallumokra egyrészt

mezZ
masreészt
RZZRXR: (L—lj Ik> X (H—JIL> = L‘H@(Ik X Il) = L‘UL‘HIH,
kEeZ leZ keZ eZ keZ leZ

ahol Iy, € I, igy ha d € N, akkor

Rd: L—ij L‘lj (I‘rm X...Imd) = L"j H’J Im1...md)

miEZ my€Z mEZ my€Z

ahol Ly, m, € 1q. W
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11.

12.

Bizonyitsuk be, hogy ha H félgytiri X-ben, akkor minden n € N, ill. A;By,...,B, € H
esetén van olyan m € N, ill. Cy,...,C,, € H, hogy

CGNG =0 (,jefl,...,m}: i#j)
és N .
A\ JBe=lC
k=1 1=1
teljestl!
Utm. Han = 1, akkor A N B; C A miatt

A\B; = A\(ANB;) = HC,
1=1

ha pedig valamely n € N esetén igaz az allitas és B, 1 € H, akkor minden 1 € {1,..., m}

esetén a C;\B,,1 halmaz H-beli elemek diszjunkt unidja, igy az

n+1 m

A\ B = <A\ U Bk> \Bny1 = (Lﬂ c1> \Bns1 = [H (C1\Bns1)
k=1 k: 1=1

=1 =1

elGallitas miatt az allitds nyilvanvaloan igaz (m + 1)-re is. W

Igazoljuk, hogy ha H félgytird X-ben, akkor a

K:=Hy= {L—I_—J CkCcX: neN, Cy,...,C, H-beli paronként diszjunktak}
k=1

N::HU:{UDkCX: n e N, D1,...,Dn€7-[}

k=1
halmazokra K = N =: R, ahol R gyfirii!
Utm.

1. 1épés. Vilagos, hogy K C N. A forditott iranyu tartalmazas is igaz, ui. ha D € N,
akkor van olyan n € N, ill. Dy,...,D, € H, hogy D = |J,_, Dy. Igy a (nem
feltétlentil H-beli) diszjunkt

k—1
Ei:=D;,  Ep:=Dy\ (U Dl) (ke{2,...,n})
1=1
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n

halmazokra D = ¢ Ey (v0. diszjunktizacios lemma). Az el6z6 feladat kovetkezmé-
k=1

nyeként vannak olyan my,...,m, € N indexek, ill. paronként diszjunkt F, € H

halmazok (k € {1,...,n}, L € {1,...,my}), hogy minden k € {1,...,n} esetén
Ex = U Fu, fgy

n mp

D:UUFMGIC,

K=11=1
ahonnan N = K kovetkezik.

2. 1épés. R gyftird, hiszen
® trividlisan R # (), tovabba

® R kiilonbségzart, ui. ha A,B € R = N, akkor van olyan m,n € N és
Aly.o oA, By, ..., By € H, hogy

A= O Ak és B = O Bk,
k=1 1=1

igy ismét az el6z6 feladat kovetkezményeként vannak olyan si,...,s, € N
indexek ill. paronként diszjunkt Cy € H halmazok (k € {1,...,n}, 1 €
e{1,...,s¢}), hogy minden k € {1,...,n} esetén

m Sk
ANB =[] Cu,
=1

1=1
ahonnan
A\B = <UAk> \ (U&) - (Ak\ ( &)) = JUCuewn;
k=1 1=1 k=1 1=1 k=11=1

® R uniézart, ui. ha A,B € R = K, akkor van olyan m,n € N és paronként
diszjunkt Aq,..., A € H ill. paronként diszjunkt By,...,B, € H, hogy

A= O Ak és B = O Bk,
k=1 1=1

igy (vo. fiiggelék)

ANB = Lﬂ (A,NB)eK=R

1<k<m
1<1<n
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13.

(véges sok H-beli diszjunkt halmazok egyesitése), ahonnan
AUB=(A\B)U (B\A)U(ANB) € R,
ahol A\B,B\A, A N B € R paronként diszjunkt halmazok. l
Kovetkezmény. Tetszbleges d € N esetén az

Id:: (Hd)U: {UAK: TIGN, Al)--->An€Hd}

k=1
halmaz gytird R¢ ben.

Megjegyzés. Az iménti feladatban megfogalmazott allitasbol az is kovetkezik, hogy
ha H (X-beli) félgytird, m € N, ill. Ay,..., A,y € H, akkor van olyan n € N, valamint
By,...,Bn € H, hogy

® BiNB; =0 (i,je{l,...,n}: i#7);

n m
° H‘J Bk = U Aka
k=1 k=1
® minden k € {1,..., m} esetén van olyan H C {1,...,n}, hogy

Av=|H B. ®
leH,
B[CAk

[gazoljuk, hogy ha R (X-beli) gytirt, akkor a @ : R — [0, 4+00] additiv halmazfiigg-
vényre igazak az alabbi allitasok:

i) meN, Ay, A eR: ANA =0 (i,jeN:i#j)) =

(iii) FAeR: @A) eR) = ¢(0)=0;

(iv) AABeER = @(AUB)+ @(ANB)=¢(A)+ ¢(B) (szita-formula);
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(v) (A,BeR, BCA) = ¢(B) < @(A) (¢ monotonitas);
(Vi AABBER = @(AUB) < @(A)+ ¢(B) (Boole-egyenlstlenség);
(vil) igaz a

@ szigma-szubadditiv &= ¢ szigma-additiv

ekvivalencia/!

Utm.

(i) Az additivités trivialis kovetkezménye.

(ii) @(A) = @((A\B) UB) = @(A\B) + ¢(B).

(iii) @(0) = @(A\A) = @(A) — @(A) = 0.

(iv) @(A) + @(B) = @((ANB)U(A\B)) + ¢(B) = ¢(ANB) + ¢(A\B) + ¢(B) =
=¢@(ANB)+ @((A\B)UB) = (ANB)+ ¢(AUB).

(v) ©(A) = @((A\B)wB) = @(A\B) + @(B) > @(B).

(vi) (AUB) < @(AUB) 4+ @(ANB) = ¢(A) + ¢(B).

(vii) Ha ¢ szigma-additiv és A, € R (n € N) olyan halmazsorozat, amelyre

A=|JAweR,
neN
akkor a :
Bi:=A;,  Bn:= A, (UAk> ER (2<neN)
k=1
halmazokra:

BiNB;=0 (i,j e N: i#j), B.CA, (neN)
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14.

és

A = 4 By,
neN
igy
@A) = ¢ (L{rj Bn> =Y 9B <) 9(Ay),
neN neN neN

azaz @ szigma-szubadditiv.

Ha ¢ szigma-szubadditiv és A, € R (n € N) olyan halmazsorozat, amelyre

AiNAj=0  (LieN:i#£)) &  A=[HAeR,

neN

akkor tetszéleges 1 € N esetén

) Ak:A\<+ Ak> eER

k=n+1 k=1

€

és ezért

o = o{(54)+(8)-+(3)+(3.)-

> @ (L‘_"J Ak) = Z(P(Ak)-
=1

k=1

Igy az n — oo hataresetben kapjuk, hogy
e(A) > @A),
n=1

ami @ szigma-szubadditivitasaval egyiitt ¢ szigma-additivitasat bizonyitja. B

Igazoljuk, hogy ha R (X-beli) gytird, akkor a @ : R — [0, +00] additiv halmazfiiggvény
esetében egyenértékiiek az aldbbi allitasok:
(a) @ szigma-additiv;

(b) ¢ alulrél félig folytonos, azaz minden olyan A, € R (n € N) izoton halmaz-
sorozatra, amelyre lim(A,) € R, igaz, hogy

lim(@(A,)) = @(lim(A,))

teljestl!
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15.

Utm. Ha ¢ szigma-additiv és A, € R (n € N) izoton halmazsorozat, akkor a
B] = A]) Bn = An\An—l (2 <ne N)

halmazokra:
BiNB =0 (1,jeN:i#j)
és

A, = L—Tj B, il  lim(A,) = O A, = @ B,,
k=1

igy lim(A,) € R kovetkeztében

o(lim(Ay)) = o <LJ_rJ Bn> =) ¢(By) =lim (Z @(Bk)> =

n=1
= lim ((p (Lﬂ Bk)) = lim(@(A,)).
k=1
Ha pedig A, € R (n € N) olyan halmazsorozat, hogy
AiNA;=0 (i,j e N: i#£j) és + A, €R,

akkor a

k=1
halmazsorozat izoton és - -
hm(Bn) = U Bn = H‘J An»
n=1 n=1

ahonnan

® <f+j An) = @(lim(B,)) =lim(¢(B,)) = lim ((p (Lﬂ Ak)) =
k=1
= lim (Z@(Ak)> =) ¢(A). ®
k=1 n=1

I[gazoljuk, hogy ha R (X-beli) gytird és ¢ : R — R szigma-additiv halmazfiiggvény,
akkor ¢ feliilr6l félig folytonos, azaz tetszéleges olyan A, € R (n € N) antiton

halmazsorozat esetén, amelyre lim(A,,) € R, igaz, hogy

lim(@(Aq)) = @(lim(A,))
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16.

teljestl!
Utm. Ha
B, :=AN\A, (neN)

akkor B, € R (n € N) és (B,,) izoton halmazsorozat, igy

lim(Bn) = [ JBn = [JANAL) = AN\ [ Aw = A\lim(A,) € R

n=1 n=1 n=1

kovetkeztében
@(lim(Bn)) = @(A1) — @(lim(A,))

(@ véges), és egy korabbi feladat felhasznéalasaval kapjuk, hogy

e(lim(A,)) = @(A1) — @(lim(Bn)) = @(A;) —lim(@(B,)) =
= @A) —lim(@(A1\AL)) = @(A1) = lim(@ (A1) — @(An)) =

= lim(p(Aq)). ®

Megjegyzés. Az alulrél valo félig folytonossaggal ellentétben itt eleve véges értéki

halmazfiiggvényre korlatozodtunk. Koénnyen lathato, hogy a feliilrsl valo félig folyto-

nossag akkor is igaz, ha azt tessziik fel, hogy @(A;) € R, ill. R, C [0,+o00]. O

[gazoljuk, hogy ha R (X-beli) gytird és ¢ : R — R olyan additiv halmazfiiggvény, hogy
tetszéleges A,, € R (n € N) antiton és a lim(A,,) = 0 feltételt kielégité halmazsorozat

esetén lim(@(A,)) = 0, akkor ¢ szigma-additiv!
Utm. Ha A, € R (n € N) olyan halmazsorozat, amelyre

AiNAj =0 (1jeN:i#j) & A=A eR,
k=1

akkor a - N
Bii= [ Ac=A\JAeR (neN)
k=n+1 k=1
halmazokra
B.D B (meN) és lim(B,) =0 € R.
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Igy lim(¢(By)) =0 és

0 = Ilim(@(By)) =lim <(p < @ Ak)) = lim ((p (A\ <GJ Ak)>) —
k=n+1 k=1

17. Legyen R gytrd, k € N, majd
. € (0, +00), ill. e : R — [0, +00] kvazi-/eldmérték.
Mutassuk meg, hogy ekkor a

W= Z K M
k=1

halmazfiiggvény is kvazi- /elémérték R-en!'®
Utm.

* W(A) = ki o (A) > 0 (A € R).

° f“kuk(m)zlika‘o:o

k=1
® A nagy atrendezési tétel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy ha A, € R (n € N)
olyan halmazsorozat, amelyre A; N A; =0 (i,j € N: i #j) és [JA, € R, akkor

() - Z(U)Zz
= 22 (A =2 ) au(A

= ZH’(ATL)° u

18 A o-additivitas belatasdhoz hasznaljuk a nagy atrendezési tételt!
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18. Mutassuk meg, hogy ha R (X-beli) gytirt,
U, : R — [0, 4o0] (n € N)
elémértékek monoton noveked§ sorozata, azaz tetszéleges A € (Q esetén
Hn(A) < pni(A) (nEN),

akkor a p:= lim(u,) szintén elémérték R-en!

Utm. A monotonitas miatt vilagos, hogy tetszéleges A € R esetén
w(A) = sup{u.(A) € [0, +0c0] : n € N}.
Ezért w > 0, tovabba () = 0. Ha A,B € R: AN B = (), akkor minden n € N esetén
Hn(A W B) = pn(A) + un(B),
igy
wWAWB) = sup{u,(AWB) €[0,400]: n € N} =

= sup{un(A) € [0,+0c0] : n € N} + sup{u.(B) € [0,+00] : n € N} =

= pA)+u(B). B

19. Bizonyitsuk be, hogy ha R (X-beli) gytrd, u: R — R elémérték, n € N, valamint
A, ..., A, € 'R, akkor

i (UAi) = Z(_”k—HBb
i1

k=1
ahol

Bi= > u(ﬂfh): > u(hAil) (ke{l,...,n})

HC{1,...,n), leH 1<i)<..<i<n 1=1
[H|=k

(Poincaré-Sylvester-féle szitaformula) !

19 A masodik szumméaban az Ssszegzés tgy értends, hogy (i1,...,1k) az 1,...,n szamok sszes k-adrendi
ismétlés nélkiili kombinacidin fut végig.
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Utm. Ha

® n =1, akkor nincs mit bizonyitani;

® n = 2, akkor az allitas szintén trivialis, hiszen p gytrtn értelmezett additiv és

nemnegativ halmazfiiggvény ;

® n = 3, akkor visszavezetve az n = 2 esetre azt kapjuk, hogy

WATUAUA3) = p((AfUAJUA3) =
= uATUA) +r(Asz) — (AU A)NA3) =
= A+ 1(A2) = u(AT N AL) + u(As)—

k(AT NA3) U (A2NA3)) =
3
= ZuAk (AT N AL) = 1(Ar N As)—
—
—1(A2NA3) + (=D*'u(AT N AN A3).

¢ valamely n € N esetén Ay,..., A, € R olyan halmazok, amelyekre az allitas igaz
és Ant1 € R, akkor

H(TTQ}AJ = H((UAk> UAn—H) =
= K (OA1> + wAn) — 1 ((O Ak) mAn-H) =

= ) (=¥ Y u(ﬂm)wmnm—

k=1 Hc{l,.m, leH
[HI=k

(U (AN Ans ) =
k=1
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I
M=

G YT (ﬂ Al) + W Ans)—

1 Hc{l,.ml, leH
[HI=k

=~
Il

—Z(—UH] Z (ﬂ (Ax N AL ) =
k=1 n},

Hc{1,... k=1
[H|=k

I
M =

(= Y (ﬂ Al) + 1(Angr)—

1 Hc{,..m, leH
[HI=k

NI S ((ﬂ Ak> ﬁAn+1) _

x
Il

k=1 HC{T,.. k=1
[H|=k
n n
S yen ¥ w(Aadesen 3 ou(na)-
k=1 HC{l,...n 1), leH k=0 HC{l,...n 1), leH
IH=k IHj=k+1
n+1¢H n+1eH
n+1 n+1
“ S 3 ow(nadeien xow(na)-
k=1 HC{T,..on+1), leH k=1 HC{1,nt 1), leH
[Hl=k [H|=k
n+1¢H n+1eH
n+1
S 3 u(nal).
k=1 HC{T,.ont1), leH

[Hl=k
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20. Bizonyitsuk be, hogy ha R (X-beli) gytrd, u: R — R elémérték, 2 < n € N, tovabba
Ay ..., A, € R, akkor teljesiil a

(Un) S g {Umon)

egyenlGség!
Utm.
1. 1épés. Az n = 2 esetben az egyenlGség teljesiilését korabban mar belattuk.

2. 1épés. Tegyiik fel, hogy valamely 2 < n € N esetén fennall az egyenlGtlenség, majd

legyen
B := U Ai.
i=1
Ekkor
n+1 n
u (U Ai> = u ((U/&) uAnH) = 1(B) + w(Ans) — n(BNAn) =
i=1 i=1

n+1

n i—1 n
= Z w(Ay) — Z H (U(Ai N Aj)) —u (U(An+1 N Aj)) =
=1 =2 \j=1

j=1
n+1 n+1 i-1

= ZMM—ZM(U (AiN A > u
i=1 i=2 j=1

21. Bizonyitsuk be, hogy ha R (X-beli) gytird, u : R — R elémérték, n € N, tovabba

Aty ..., A, € R, akkor tetszdleges m € {1,...,n} esetén igaz a
i]—] m
(Oa)-sersmcr 3w w(U](On)0al)
k=1 1<ii<.<im<n 1=1 j=1

egyenl@ség, ahol By a Poincaré-Sylveszter-féle szita-formuldban szerepld egytiitthato!
Utm. Ha

® m = 1, akkor az allitds nem mas, mint az el6z6 feladatban megfogalmazott egyen-

16ség.
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® valamely m € {1,...,n — 1} esetén igaz az allitas, akkor figyelembe véve, hogy
adott
1<l<ii<...<im<n

esetén a

halmazokkal

-1
m (U
1=1

(ﬁ A> A

j=1

(v6. korédbban), igy

(U

=1

(jz1 Aij> NA ) :l:u ((@Aij) ﬂ/h) _

j=1
e, m -1 /11 /m

:Zu(<ﬂAij>ﬂA1)—Zu<U (ﬂAij>ﬂA1ﬂAk
1=1 j=1 1=1 j=1

k=1

i1 1-1
¥ (U
k=1

1=1

)

ahonnan a kovetkezd egyenlGséget kapjuk:

()

=1 /m .
(D B+ (=™ Y u(U <ﬂAij) N AL > —

1<i1<.<im<n =1

I
M=

;«
i

[
M=

i1—1 F/ m 7
(=D B+ (=)™ Z (ZH <ﬂA1j> NnAy > —

1<ii<..<im<n

i



1. FEJEZET A GYAKORLATOK ANYAGA 169

>:

i1—1

i k+1B + (=)™ Z Zu

k=1 1<ij<..<im<n l=1

_Efu(u

(ﬂAi]) NALN Ax
j=1

+

Cﬂm)mh
):

i1—1 -1
PN |

1<ii<..<im<n 1=1 k=1

(ﬁAH> NALN Ag

m m+1
Z k+1[3 _'_ )m Z u(ﬂ Aij>+
j=1

k=1 1§i1<...<im<im+1 <n

(A1) o)

22. Bizonyitsuk be, hogy ha R (X-beli) gytird, n : R — R elémérték, n € N, tovabba

ﬁm+1

i1—1 m+1
+(_1)m+1 Z 0 ( [(ﬂ Aij) mA],
1=1 =

1<ii<...<im<n

m+1 i1
=D DB+ (=1 > (U

k=1 1<ii<..<im<im41<n 1=1

amit éppen bizonyitani kellett.

Aty ..., A, € R, akkor a fent definidlt By egyiitthatokra:
u (U Ai) Z ) 1By, ha m € {1,...,n} paratlan,
i=1 k=1

H(UA1> Z )1y, ha m € {1,...,n} paros
i=1

k=1

(Bonferroni-egyenlStlenség), azaz ha a szita-formulaban 1évs Gsszeget gy vagjuk
le, hogy a legutolso tag kivonéssal szerepel, akkor alsd, ha gy, hogy a legutols6 tag
Osszeadassal szerepel, akkor fels6 korlatot kapunk, ahol (3x a Poincaré-Sylveszter-féle

szita-formulaban szerepls egyiitthato!
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Utm. Mivel u elémérték, ezért minden 1 <1i; < ... <1ip < 1ims1 < M esetén

(U )

1=1
Ha m € {1,...,n} paratlan, akkor (v6. korabban)
i1
DB+ (=1™ > n (U

1 1<ii<..<im<n
(ﬂ Ah> NA
j=1

=
N
(-
>
~——
Il
M3

i

I
hE

i1—1
RN (U

1 1<iy1<..<im<n 1=1

)

?v
Il

(_1 )k—H Bk)

M=

<

=~
Il

1
ha pedig m € {1,...,n} paros, akkor (v6. korabban)

(0a) = Zenper e ¥ (

k=1 1<ii<..<im<n 1=1

(ﬁAH) A

j=1

—_

I
M=

i1—1
(D" B+ > (U

1 1<ii<..<im<n 1=1

7\_
Il

>

(—1)"" By

hE

w
Il

1

Megjegyzés. Az m = 1 esetben a

%8 (UAi> < Z H (AL
i=1 i=1

Boole-egyenl&tlenséget kapjuk vissza. Bl

23. Mutassuk meg, hogy adott f: N — [0,1] fiiggvény esetén a

=> f(k) (AcCN)

keA

halmazfiiggvény mérték!
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Utm. D,, szigma-algebra, hiszen D, = P(N), tovabba

® e >0;

® ha A, C N (n € N) olyan halmazsorozat, amelyre A; N A; =0 (i,j € N: i #j)

(mivel D, szigma-algebra, ezért |J A, € D,,), akkor
nenN

" (U An> = ) fl)=) ) flkg=) wm(A). ®
neN K€Unen An neN keAn neN
24. Adott (X, Q, 1) mértéktér és
O :={A € Qu(A) < +o0}
esetén igazoljuk, hgy a
p(A,B) :=pn(A AB) (A,B € Q7),
fiiggvény félmetrika 2
Utm.

® Mivel minden A, B € Q* esetén A A B = (A\B)U(B\A) e Ré A A B C AUB,
ezért
0<u(AAB)<pu(AUB) < p(A)+ p(B) < +oo,

igy A A B e Q* azaz p(A,B) € [0, +00).
®* p(AJA)=p(AAA)=p(0)=0.
® Ha A,B € QF, akkor
p(A,B) =pn(AAB)=pn(BaA)=rp(B,A).
® Mivel
AABC(AAC)U(BAC) (A,B € Q7),
Igy
P(A,B) = p(AAB)<u((AaCUBAC)) <pAaC)+pn(BaC)=

20 Fréchet-Nikodym-féle félmetrika
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25. Mutassuk meg, hogy tetszbleges (X, Q, i) mértéktér esetén van olyan ()N(, ﬁ, ) teljes

mértéktér, amely rendelkezik a kovetkezs tulajdonsagokkal!
(a) w kiterjesztése p-nek, azzaz
QcQ, &  WA)=uA)  (AcQ)

(b) ha (X/;Q' 1) olyan teljes mértéktér, hogy QO C Q' és barmely A € Q esetén
W' (A) = u(A) teljesiil, akkor

QcQ & WA =0A) (AeQ)
teljesiil.?!
Utm.
® Legyen
Q:={AUNEePX): Ac Q,NCBeQ, ahol u(B)=0}.

Ekkor Q o-algebra, ui.
“X=XUleQcCQ;
~ ha C € Q, akkor van olyan A,B € Q: u(B) = 0, hogy C = A UN, ahol
N C B. De

X\C = X\(AUN) = (X\A)\N = ((X\A)\B) U (B\N) € Q,
ul.
(X\A)\B € O és B\NCBeQ: u(B)=0;

~ tegytik fel, hogy C, € Q (n € N). Ekkor van olyan A, B,, € Q: u(B,) =0,
hogy Cn = A, UN, ahol N, C B, (n € N). Igy

D Cp = D(AnuNn) = (G An> U (G Nn> € Q,
n=0 n=0 n=0

n=0
ui.
DAneQ és GNnCDBneQ: u(OBn>:O.
n=0 n=0 n=0

21 a u ,teljessé tétele”
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® Legyen
LWAUN):=unA) (AUNE€Q).

Ekkor pt mérték,?? ui.
T p>0, ui. p>0;

T p(0) =p(0) =0;

~haCh€Q (meN): CGiNnCj =0 (i,j € N:1#j), akkor van olyan An, B, €
€ Q: u(Bn) =0, hogy Ch = A, UN;; ahol N, CB, (neN)és AiNA; =10
ill. NyN; =0 (i,j e N:i#j), igy

() = 1 (Umoma) 5((On) ¢ (On)) -

ul.

N,CB,eQ wBr) =0 (n € N),
aAZaZ o o
UN.c B,
n=0 n=0

ahol n ( U Bn) =0.
n=0

® 1 teljes, ui. legyen

CCAUNEQ: HAUN)=pA) =0,
2271 "j6] definialt", azaz, ha
AUN=A"UN’ (A, A’c ONCB,N CcB':B,B'" € Q:u(B)=u(B’)=0),

akkor w(A) = u(A’), ui.
ACAUN=A'UN"Cc A'UB/,

ezért
u(A) < u(A"UB’) = u(A’) + mu(B’) = n(A"),

ill. hasonloan kapjuk, hogy w(A’) < u(A).
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ekkor C C A U B, ahol

AUBeQ: w(B) =0,
igy
L(AUB)=p(A)+p(B)=0.
Tehat
C=0U(CN(AUB)) € Q,
ui. 0 € Q és

CN(AUB)CAUB: u(AUB)=0.

® Ha C € Q, akkor
C=CuheQ ¢  R(C)=npC).

® Legyen ha (X', Q’, 1) olyan teljes mértéktér, hogy Q C Q' és uw'|o = W, ekkor
minden A € Q: n(A) = 0 esetén

A€,  W(A)=p(A)=0,
igy a teljesség miatt VB C A: B € Q', azaz CUB € Q' (C € Q). Igy QCQés
W (CUB)=p'(C)=p(C)=pu(CuB).
26. Mutassuk meg, hogy A Borel-mérheté halmaz, pontosabban A € Q; teljestl!
(a) A:==QnI[-1,1], (b) A := {XE]R: cos(x) > \/Z/Z}.
Utm.
(a) A megszamlalhato.

(b) A= U [2km— X 2km+ Z]. W

kEZ

27. Mutassuk meg, hogy az

2
A= <n,“n+1] % (0,1]

neN
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halmazra A € Q, teljesiil, majd szamitsuk ki a p,(A) mértéket!
Utm. A € Q,, ui. belathato, hogy A az

241
A, = <n,“ + ] « (0] (neN)
n
négyzetek diszjunkt unidja, igy

LA =Y A) =Y 1= oo m

neN neN

28. Legyen
A= {(xy) ER*: y=0}.

Mutassuk meg, hogy A € Q;, illetve yuy(A) = 0 teljesiil!
Utm. Lévén, hogy A C R? zart halmaz, ezért A € Q,. Legyen ¢ > 0, n € N, tovabba

poim (e 1 [ £) ([ 2)

o0

Ekkor A C B:= | Ay, és igy
n=1
Wa(A) S pa(B) =) alAn) =) 4o =4,
n=1 n=1
ahonnan p,(A) = 0 kovetkezik. H
29. Legyen d € N, valamint ¢ = (@1,...,®q4) : [a,b] — R? sima tt. Mutassuk meg, hogy

a
v:={o(t) eR*: t € [a,b]}

sima gorbe Lebesgue-nullmértékd halmaz, azaz tetszéleges € > 0 esetén van olyan

Ok
Qn = {r:(xl,...,xd)eRd: 112%|xi—a§“)y§?} (n € N)
— d-dimenziés a™ := (agn), ceey a((in)) kozépponti és O, oldalhosszii kockakbol allo —

sorozat, amelyre

Y C U Qn €s Z p'd(Qn) <

neN neN



1. FEJEZET A GYAKORLATOK ANYAGA 176

30.

teljestl!
Utm. Mivel ¢ folytonosan differencialhato, ezért a Lagrange-egyenlétlenség kovetkez-
tében

lo(t) — @(s)]lo < MJt—s| (t,5 € [a,b]),

ahol
M := sup [|@'(t)]|co-

t€(a,b]
Ha M = 0, akkor vy egyelemi, azaz Lebesgue-nullmértékd halmaz. Ha M > 0, akkor
tetszbleges € > 0 szamhoz van olyan K € N, hogy lg\él—i < ¢. Ha
b—a
K

I, = |:an)an+ :| = |:a+nT_1(b_a)»a+%(b_a):| (nGNmH’K])

akkor [a,b] = UK I, és

n=1

M
N d. . Vi
el C Qun = {T— (X1,...,xq) € RY: 112ia<>§1lxl eilan)l < ZK}'

lgy )
y=Jellc|JQncR!
n=1

n=1
és .
M4 M4
Hd(Qn) = W) Z Ide(Qk) < W <e. N
n=1

Legyen (X, Q) mérhets tér, uo — [0, +o00] pedig olyan leképezés, amelyre u(@)) = 0 és
w(AUB) = u(A) + u(B) (A,BcQ: ANB=10)
teljesiil. Mutassuk meg, hogy ha tetszéleges A,, € Q (n € N) izoton halmazsorozat

Jim p(An) = p (D An>

n=1

esetén

teljesiil, akkor p mérték!
Utm. Azt kell megmutatni, hogy p szigma-additiv. Valéban, ha A, € Q (n € N) olyan
halmazsorozat, amelyre Ay N Ay = 0 (k,1 € N: k # 1), akkor indukcioval belathato,

hogy
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igy a
B = U Ax (m € N)
k=1

mérhetd halmazok izoton sorozata, ahonnan

s, )_u(A) = lim (U Ak)

k=1

lim p(By) =p

m—o0

kovetkezik. B

(

1 Ce
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1.9. |9. gyakorlat

1.9.1. |A gyakorlat anyaga

Definicio. Legyen (Xi, Qi) (1 € {1,2}) mérhet6 tér. Azt mondjuk, hogy f : X; — X; mérhetd,
/ill. (Qq, Q;)-mérhetd/, ha

f1Ble Q; (BeQ,). ¢

Feladat. Legyen (Xi, Q;) (i € {1,2}) mérhets tér, wy : Q7 — [0, +00] mérték, f: X; — X5
mérhetd leképezés. Igazoljuk, hogy

(A):=w (f'Al) (AeQy)

mérték!
Utm.

1.y, 20, ui. iy = 0;
2. 1 (0) = (F'10)) = w (0) =0;

3. ha
A.€Q, (neN): AiNA; =0 (i#j:1,jeN),

akkor

* 1AL € Q (n € N);
* FAINFIA] = fFTANAT =101 =0 (1,j e N: i #j);

'OVébbé
1=1 n=1

- Z W (f_][An]) = Z w(A,). N

n=1 n=1

U
n=1
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Feladat. Igazoljuk, hogy ha (X, Q;), (Xz,Q3) és (X3,Q3) mérhets tér, f : X; — X, és

g : Xy — X3 mérhetd fiiggvények, akkor g o f: X; — Xj3 is mérhet§ fiiggvény!
Utm. Ha A € Q3, akkor
(gof)'[A] = '[g "[A]l.

Tovabba g mérhet&sége kovetkeztében
B:=g 'Al € Q,,
ill. f mérhetdségét felhasznalva
£1g[All = £ '[B] € O
adodik. W

Emlékeztets. Azt mondtuk, hogy

® A C R Borel-halmaz, ha A € Q;;

® A C R Borel-halmaz, ha alkalmas B € Q; esetén B C A és (A\B) NR

Tétel. Legyen (X, Q) mérhets tér és x € {<, >, <, >}. Ekkor
1. f:X — R pontosan akkor (Borel-) mérhetd, ha minden o € R esetén

{frxa}={xeX: f(x)xateQ

2. ha az f,g : X — R mérhets, ugy
{fxgl:={xeX: f(x)*xg(x)} € Q,
ahol x € {<, >, <, >, = #}

Biz. (Hazi feladat: TK) B
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Kovetkezmények.
1. Ha A C X,
1 (xeA),
Xa(x) = (x € X),
0 (x¢A)
agy xa pontosan akkor mérhets, ha A € Q, hiszen ha & € R, akkor
0 (>1),
Xa llo,+ooll =¢ A (0<a<1),
X (x<0).

\

Ez pl. azt jelenti, hogy a Dirichlet-fiiggvény mérhets (hiszen Q € Q).

2. Ha f : X — R allandofiiggvény (értékkészlete egyelemt), akkor trividlisan mérhetd,
hiszen barmely « € R esetén f~' [[&, +-00]] vagy az iires halmazzal, vagypedig X-szel

egyenld.

3. Ha valamely p € N esetén X := RP & Q := (,, tovabba az f : X — R fiiggvény
folytonos, akkor barmely « € R esetén

f>af={xeX: f(x) > oc}eCp C Q,,
azaz f Borel-mérhetd.

4. ha f € €(R,R), akkor minden mérhets g : X — R fiiggvény esetén fog: X — R is

mérhetd.

5. ha f : X — R mérhet6 fiiggvény, akkor minden p € (0, +o0) esetén [f|P : X — [0, +o0]
is mérhetd, ui.
{Ifl > o} ={f < =} U{f > o}

(zart halmazok véges uni6ja zart) miatt [f| is mérhetd és minden « € R esetén
X (o <0),

{flP > o} = € Q.
{Iff > «?} (x> 0)
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6. Ha I C R intervallum, f: I — R monoton fiiggvény, akkor f mérhetd, ui. pl. a monoton
névekeds esetben barmely « € R esetén az ! [[—oo, «]] nivohalmaz vagy iires, vagy-
pedig olyan intervallum, amelynek baloldali hatarpontja inf(I), jobboldali hatarpontja
pedig

sup{x € I: f(x) <o} B

Feladat. Legyen (X, Q) mérhets tér, f : X — R: |f| mérhetd. Igaz-e, hogy ekkor f is mérhe-
6723

Utm. Nem. Ime két ellenpélda:

1. X:={0,1,2}, Q := {0, X,{0},{1,2}} (nyilvan X-beli o-algebra). Az

fiiggvényre {f = —1} = {2} € Q, azaz f nem mérhetd, de [f| trividlisan az.
2. X:=R, Q:={0,X} (nyilvan X-beli o-algebra). Az

1 (x>0),
f(x) := (x € R)
-1 (x<0)

fiiggvényre |f| = 1 mérhetd, de f nem, ui. {f = =1} = (—00,0) € Q. W

Emlékeztets. Ha (X, Q, u) mértéktér, akkor

® az f: X — R fliggvényre

1. f € Ly = Lo(n)* :&= (f mérhets és Rs véges), tovabba egy f € L, kanonikus

alakja:
f=> U Xiry-
YER

23Ha f mérhets, akkor |f] is mérhetd, ui. |f| = sup {f, —f}.
24 f 1épcesésfiiggvény.
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2. f e LIf = LJ(W» & (f € Ly és f > 0), tovabba egy f € L] fiiggvény (n

mérték szerinti) integralja:

[ fauwi= 3y witr =y € 0, ool

YER+

Megjegyzés. Karakterisztikus fliiggvény integralja. Legyen A C X. Igy xa € Ly
pontosan akkor teljesiil, ha A € Q, és ekkor

JXA du=1-uA) +0-u(X\A) = p(A).

® az f: X — [0, +o0] fliggvényre

L. felt=L"u) &= If, el meN): (f,) Nf;
2. f € LT & f mérhets, tovabba egy f € LT fiiggvény (1 mérték szerinti) in-

Jf du := lim (J fn dp.);

3. ha f € L, akkor deu: 0 &= =0 (pmm.). O

tegralja:

Példa. Adott (X, Q) mérhets tér, w € X, {w} € Q, ill.
1 (weA),
‘Sw(A) = (AeQ)
0 (wgA)

Dirac-mérték esetén
felt = deéw =f(w), ul.

® ha f € L], akkor

f= Z X - X{f=a}

xER¢
ezért egyetlen olyan o« € R¢ van, amelyre w € {f = «}. Mivel &, definicioja miatt
0o {(f = a}) =1, ha o« = f(w), kiilénben &, ({f = «}) =0, igy

deaw =) a8y ({f=a}) = flw).

xER+

25 f nemnegativ lépcsésfiiggvény.
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® ha f € L, akkor van olyan f, € L (n € N): (f,) /f, igy

deéw = lim <J fn déw) = lim (f,(w)) =f(w). A

Példa. Legyen X := N, Q :=P(X), u: Q — [0, +oo] mérték,

o = p({n}) (n € N).
Ekkor L™ = [0, +oo]" és barmely f € LT fiiggvényre (azaz az f : N — [0, +00] sorozatra)

Jf du = i f(n)
n=1
Utm.
®* fclt & f:N— [0,+00] és mérhets, azaz minden A C R Borel-halmaz esetén
f'[A]l € Q = P(N),
ami trividlisan igaz.
® Legyen f € LT, n € N és

0 (k >n),
fn(k) = (k c N)
min{n, f(k)} (k <n)

/fn = Zf(k)X{kb azaz T, = (f(O),...,f(n),0,0,...)/,

k=1
ekkor

f,ely (meN) és faTf (n— oo).
Igy
deuzlim<Jf du)_hm<Zf {k}>_hm<Zf ):if(n)ocn. ]
1 n=1

Megjegyzés. Ha pl. u a szamossagmérték (vo. 8. gyakorlat), akkor
o =1 (n € N),
és igy .
J fdu= ) f(n)
n=1

teljesiil. [
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Emlékeztets. Ha (X, Q, 1) mértéktér, akkor
® (B. Levi) f, € LT (n € N) esetén

1. (fp) /= f:=lim(f,) =sup(f,) € LT és

n

o) ).

2. an clLt és
n=1

Jandu: ijndu
n=I1 n=1
*f:X>R—=
~ f mérhet6 & f* € L*, ahol
fl+f fl —f
1 := max{f,0} = HT+’ f~ := — min{f,0} = ||T;

“fel &= <f mérhets és Jf+ du — Jf_ du e R) %6 tovabba f € L esetén

deu::Jer du—Jf‘ du.

Megjegyzés. Ha p véges mérték: p(X) < +oo, akkor barmely korlatos és mérhetd
f: X — R fliggvény esetén f € L. §

Feladat. Igazoljuk, hogy ha (X,Q,u) mértéktér, f : X — R mérhets fiiggvény és
a,p € (0,+00), akkor

w({f > a) < jmv du

teljestil (Markov-egyenlGtlenség)!
Utm. Ha A := {|f| > a}, akkor A € Q és [f]> > aPxa, igy

L

L (] > o) =JxAdusJ5du=$J|ﬂpdu. n

26 f (u-)integralhaté fiiggvény
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Kovetkezmények.

1. Ha JIpr du < 400, akkor
Lim uw({lfl > a}) = 0.

2. Ha J\ﬂ du = 0, akkor u folytonossaga (vo. Fiiggelék) kovetkeztében

o0 ] ‘ ]
M({x € X: f(x) £0) = u(U{rﬂz;}) =u<r}ggo{!f\2;}> _

n=1

1
= lim u({lfl > H}) < lim nJIfIdu:O.

3. Ha (X, Q, u) mértéktér, f € L, az

F::f—deu

fiiggvényre 0 < ||F||2 < 400, akkor tetszdleges 0 < A € R esetén

IR 2 NP < 3

(Csebisev-egyenlgtlenség), ui.

1 1 1
Fl > AIF|12) = w ({IFP > A%|F|3}) < ~JF2d =—— |[Fli==. N

HAZI FELADAT. A Fiiggelék ismeretanyaga.
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1.9.2. |Beadhat6/gyakorl6 feladatok

1. Legyen (X, Q) mérhet6 tér. Hatarozzuk meg az osszes f : X — R Borel-mérhetd fligg-

vényt az alabbi esetekben!

(a) Q:=P(X);

(b> Q= {@> X}§

(c) Q:={0,X,A, A}, ahol A C X.
Utm.

(a) Ha Q :=P(X), akkor nyilvanvaléan minden fiiggvény mérhetd.

(b) Ha Q := {0, X}, akkor pontosan az allando fiiggvények lesznek mérhetsk.

(¢c) Ho A C X és Q = {0, X,A, A}, gy az f : X — R fliggvény pontosan akkor

mérhetd, ha f az A, ill. az A® halmazon allando, azaz alkalmas a,b € R esetén

f=axa+bxa.. B

2. Mutassuk meg, hogy ha (X7, Q1) és (X3, Q;) mértéktér, f: Xy — X3, tovabba valamely
X C P(X;) esetén
O, =0 (X) »

gy f pontosan akor mérhetd, ha fennall az
Al € Q) (A€X)
tartalmazas!
Utm.
1. 1épés. Mivel A € X C ), a szilikségesség nyilvanvalo.

2. 1épés. Legyen
Q:={Aec0,: f'Ale O}.

Ekkor az Q) halmazrendszer o-algebra, hiszen
* X, e Qz, ul. f_1[X2] =X € Q1,
® ha A € Q, akkor

FIDG\AT = FIDGINFTA] = X\ [A] € Q,
azaz X;\A € Q;
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®* ha A, € Q (n € N), akkor
“f A € Q) (neN), igy U f AL € Q, de

n=0

S U A = {U An] €Oy, igy J An € Q.
n=0 n=0

n=0

Vilagos, hogy
1Al e Q; (AeX)

miatt X C Q, igy
o(X) C Q, de QcO, és oX)=Q, = Q=Q0,,
tehat f mérhets. M

3. Legyen I' # (), majd tetszdleges y € T esetén (Xy, Q,) mérhets tér, X # 0, f, : X — X,,
tovabba
£,1(Q,) = {f;'[Al e PX)|[A € Q,} (yeT.

Igazoljuk, hogy ekkor
Q=0 (U £ (Qy)>
yer
a legsziikebb X-beli o-algebra, amelyre az f, leképezés (Q, Q,)-mérhets!
Utm.

® Vyerl:f, (Q,Q,)-mérhets, ui. ha A € Q,, akkor

£, lAl e £, Q) c [ Jf' Q) ca.

Y
yer
® Legyen Qc (X) o-algebra és tegyiik fel, hogy

VyeTVAEQ,: f'Ale Q=1 (Q,) C Q.

Ekkor
Uf')ca=0co =n
yer
4. Legyen (X, Q) mérhets tér, f, : X = R (n € N) olyan mérheté fiiggvényekbsl allo
sorozat, amely pontonként konvergens, és

f(x) := lim f(x) (x € X).

n—oo
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Igazoljuk, hogy ekkor az f hatarfliiggvény is mérhetd!
Utm. Vé. TK B

5. Legyen H C R nyilt halmaz, f : H — R derivalhaté fiiggvény. Mutassuk meg, hogy f’

Borel-mérhets!

Utm. Legyen x € H. Ekkor alkalmas n, € N indexszel
1
x+T—L€H (n, <neN).

Vil4gos, hogy az

1
fr(x) :zﬂ-(f(x+T—L)—f(x)> (xeH, n,<neN)
fliggvények folytonosak, igy mérhetsk. Mivel
f'(x) = lim f(x) (x € H),

ezért f' is mérhets. M

6. Legyen n € N, p € [0,1], tovabba X :={0,1,...,n}, majd tekintsiik a

w(A) =Y (L‘)pku —p (AEPX)

keA

mértéket! Szamitsuk ki az

fliggvény esetében az

integralt !
Utm. Mivel

ezért
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deu = Y ju@h=>j- (’]‘) (1 —p) =
j=0 j=1

3 (n—1)! -1 (n=1)—(—1
= ‘D - . (1 =p) =1 —
RPN ey R

= -1 . T (i
= “'p'Z<-_1)'P”'”_P)( N-(G-1) _

j=1 )
n—1
n-—1 . s
= n.p.Z( j ).p].(]_p)(n N—j _
=0

n

= nplp+(T—p)* "' =np. ®

7. Legyen X := [0,1], Q az X Lebesgue-mérhets részhalmazainak a szigma-algebraja, A
pedig a szdmegyenesen értelmezett Lebesgue-mérték lesziikitése Q)-ra, tovabbé tetszé-

leges n € N esetén
0o R, )= (T42) e ™
[gazoljuk, hogy ekkor fennall a

lim and7\ eR

n—oo
relacio!
Utm.
1. lépés. Megmutatjuk, hogy barmely x € [0,1] esetén a

g:[1,+00) = R, g(t) := <1+%>t:eXp<t'ln<1+%>>

fliggvény monoton noévekedd. Valoban,

X

g'(t) = (m (1 + %‘) - i-) g) >0  (tell,+00)),

hiszen % € [0,1], tovabba a

h:[0,1] =R,  h(u):=In(l+u)- %L
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fliggvényre
. u
teljesiil.
2. 1épés. Vilagos, hogy barmely n € N esetén f € LT, és
fo M1el” (n — o0),

igy Levi tételének kovetkeztében
lim andA = J1 dAA=T-A([0,1])=1. W

n—oo
8. Legyen X := [0,1], Q az X Lebesgue-mérhets részhalmazainak a szigma-algebraja, A
pedig a szamegyenesen értelmezett Lebesgue-mérték lesziikitése Q-ra. Mutassuk meg,

hogy az
fx):=1—x (x € [0,1])

fiiggvényre f € L, majd szamitsuk ki az Jf dA (Lebesgue-)integralt!

Utm. Mivel f folytonos, ezért mérhets, igy korlatossagabol f € L kovetkezik. Ha tet-
sz6leges n € N, ill. k € {1,...,2"} esetén

k—1 k
Api= |\ =
)

211

fu(x) =) (1 - zkn) XA, (x €X),

k=1
akkor (f,) monotnon névé, tovabba

és

1
1)~ fub)l < 5 (xEX).
Igy Levi tételének kivetkeztében
k
de?\ = lim an dA = lim (1 — 2_“) AAL) =
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9. Legyen X := [1,4+00), Q az X Lebesgue-mérhetd részhalmazainak a szigma-algebraja, A
pedig a szdmegyenesen értelmezett Lebesgue-mérték lesziikitése -ra, tovabba

f: X — [0, +00) nonoton csokkend fiiggvény. Lassuk be, hogy igaz az
fel & ) f(n)<+oo

ekvivalencia!
Utm.
1. 1épés. Tegyiik fel, hogy f € L, azaz de?\ < 400. Mivel

Zf k-1, (x) < f(x) (x € X),

k=2

ezért Levi tételének kovetkeztében

> (k) = lim JZ F(K)X ko109 dA = JZ (k)X ko119 dA < de)\ < +o0.
k=1

k=2 k=1

2. lépés. Tegyiik fel, hogy > f(n) < +o0. Mivel
n=1

Z Xik1) (x € X),

k=1

ezért ismét Levi tételének felhasznélasaval azt kapjuk, hogy
de7\ < sz(k) X[k, k+1) d}\_T}LH;oJZf Xkt 1) dA =
k=1
= nlgI;OZf(k) < 4oco. N

10. Igazoljuk, hogy az f fliggvény mérhets, majd szamitsuk ki az Jf dp; integral értékét!

(a) f:[0,1] = R, f(x) := [e*];
(b) f:[0,400) = [0,400), f(x):=272 (x € myn+ 1), n € Ny).
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Utm.
(a) Barmely x € [0,In(2)) =: A esetén e* € [1,2), ill. x € [In(2),1] =: B esetén
e* € [2, e]. Kovetkezésképpen, ha x € [0,1], akkor
[e*] = xalx) + 2 - xz(x).
Az f fiiggvény tehat L] -beli, igy
dem =w(A)+2-1(B) =In(2) +2(1 —In(2)) = 2 — In(2).
(b) Legyen A, := [n,n+ 1) (n € N), tovabba tetszdleges n € N esetén
fn 2 [0, +00) — [0, +00), fr(x) = ZZ_% “XA, -
k=0
Ekkor
fo 2 (n — oo),
Igy
2
dem— lim Jf dyy = lim Zz T (Ay) = V2 [

kZO\/_f
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1.10. |10. gyakorlat

1.10.1. |A gyakorlat anyaga

Emlékeztetds.
1. Ha (X, Q, u) mértéktér, akkor
® mérhets f: X — R fiiggvény esetén jelolje
1/p
(Jirraw) (p € (0,-+00)),
Ifllp ==
inf{e>0: |fl <« (w-mm)} (p=+o0),
® [P:={f: X —=R: fmérhets és ||f||, < +oo} (p € [1,+0o0]).
®* (MX) <400 és 1<p<q<+o0)=L®cClic LPcL.
2. Ha —co < a< b < +o0, p € [1, 0],
X = [Cl,b], Q= {AC [(l,b] . AEQ]}) U(A) = H](A) (AGQ))

akkor ezen (X,Q,u) (teljes) mértéktér esetében LP[a,b] := LP(u). Igy, ha
1 <p < q < oo, akkor

L*®[a,b] C L9a,b] C LP[a,b] C L'[a,b].

b
3. Ha f € R[a, b], akkor f € L*°[a, b] és J f= deu.

Megjegyzés. Ha a,b € R: a < b és

1 (x €[a,b]NQ),
f(x) ==
0 (x € [a,bNQ),
akkor f ¢ R[a,b] (vo. 3. gyakorlat), de f € L*[a, b] kévetkeztében f (klasszikus érte-
lemben) Lebesgue-integralhato: f € L'[a, b], és

deu: u(la,blNQ) = 0. ¢
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Feladat. Adott X C R, Q := {A - X|A € Q1}, W= wlg és
1. X:=[1,400),
f(x) = — (x € X)
X
esetén mutassuk meg, hogy f € L?, de f ¢ L'!
Utm.

* f> f'X[],n] (n € N), azaz

™1
deHZJfXH,n] du:J ;dx:ln(n) — 400 (n — o0),
1

igy Jlfldu = +o00, azaz f ¢ L.

f2=3 f2 Xmns1), gy B. Levi tétele miatt

n=1

[e o]

o0 el o
J|f|2dll:ZJfZ‘X[n,nH]dFL:;L _d Z(__n—%—]> b

n=1

azaz f € 12,

Megjegyzés. Vegyiik figyelembe, hogy itt n nem véges! B

2. X:=(0,1],
1
esetén mutassuk meg, hogy f € L'\L? teljesiil!
Utm.
; [e'S) [e%S) % 0 1
® [ fldp = Jf'X11du= J — ( )—2,
J ; [n+1 ’n] ; m \/_ nZ 1/ _|_ ]
igy f € L',

J

r T
® | |f]*dp > szxm] dp = L ~ dx =1In(n) — 400 (N — o00), igy f & L2.

Megjegyzés. Tehat az LP terek kozotti fenti tartalmazas valodi. B
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Feladat. Milyen p € [1,400] esetén lesz f € [P := [P[1,+00), ha2 <k € N és

f(X) = ‘|—|—1—k\/)_(

® Legyen p = +o00. Mivel 1+imf = 0, ezért (0 <)f korlatos. f folytonossaga kovetkeztében
f mérhetd, tehat f € L.

(x € [1,4+00)) ?

® Legyen p € [1,+00). Az

f(x) (xe€[l,n+1]),
fa(x) = (n € N)
0 (x € (n+1,400))

fiiggvénysorozatra f? € LT (n € N) és nyilvan (f2) 7 fP, tovabba Levi tétele miatt

[ =t [ ) = i ( [ (];f)d) |

Lévén, hogy [1,+00) = [1,k] U (k, +00), két eset van:

1. ha p € [1,kl, akkor (v6. 1. gyakorlat)

n—+1 -I
I . dx| = +oo,
1m J] (] n \k/7_()p X o0

amibdl f € LP kovetkezik.
2. ha p € (k,+00), akkor (v6. 1. gyakorlat)

‘ n+1 1
lim <L m dx) < +00,
azaz f € LP. A
Tétel. Ha I C R (nem egy pontbol 4llo) intervallum, (I, Q, i) Lebesgue-stuktira, azaz
Q:={AecPD|Ac}, W= |Q,

tovabba f: I — R, és minden ] C I kompakt intervallum esetén f € 9(]), akkor a kovetkezs

mondhatd:

fel! J If| € R (improprius Riemann-integral konvergens).
I
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Bizonyitas. Legyen J, C I olyan kompakt intervallum, hogy

Jon C T (M EN) és lim (max(J,)) = sup(I), lim (min(]J,)) = inf(I).

Ekkor
Iflxy. " If] (n — oo),

max(Jn)
J|ﬂ du = lim (J Il - X5, du) = lim (J |f|) = J If]
min(Jn) 1

(improprius Riemann-integral). Tehat

igy

J!fl dp < 400 = J If] < +o0.
I

Megjegyzés. J If] helyett nem irhato J f, ui. ha pl.
I I

f(x) := ' (x € (0,+00) =: 1),

+o0o
akkor J f € R (v6. 1. gyakorlat), de f ¢ L'(0, +00), hiszen a minden n € N esetén fennéllo
0
| sin(x)|
T (n+1)m

sin(x) (x € [nmty(n+ 1)m),

X

becslés miatt

[if1du = [ 3 ihmmimenm die= 3 | ixmgner di = 3
n=1

n=I1

o0 (n+1)m o0 1 27
Z TL—i—] J |Sin(X)|dX:Z(n+—1)TEJ (—sin(x))dx =

n=1 n=1

v

2 &< 1
= —E —— =400. N
Ttn:1n—|—1
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Definici6. Legyen X # 0, (X, Q, u) mértektér, f € LT, A € Q. Ekkor az

J fdu:= Jf-xAdue [0, +00]
A

szamot vagy +oo-t az f fiiggvény A halmazon vett integraljanak nevezziik.

Megjegyzés. Ha A = X, akkor

J fdu:Jf-dep:dep.
X

Ezért szokas Jf du helyett az J fdu frdsmodot hasznélni. [
X

Feladat. Igazoljuk, hogy ha (X, Q, u) mértéktér, f € LT, akkor a
e Q — [0, +o0], we(A) = J fdu
A

leképezés (az f sulyfiiggvény altal generalt) mérték!
Utm.

® Vilagos, hogy s > 0.

® Mivel barmely f € LT esetén

f-Xo=%o €Lg,
ezért () = w(0) = 0.

® Ha A, € Q (n € N) olyan halmazsorozat, amelyre A;NA; =0 (i,j € N: i #j), akkor
az A := |J A, halmazzal

n=1

foxa=) f-Xa.

n=1

Igy Levi tétele kivetkeztében

ue(A) =Jf~xAdu=J<Zf-xAn> duzZJf-xAndu=Zuf(An). u
n=1 n=1 n=1
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Megjegyzés. Ha
f(x):=1 (x € X),

akkor py =, hiszen

uf(A):ijdu:u(A) (AcQ). O

Példa. Ha (R, Q,A) Lebesgue-struktura (Q = Qq, A = p;), akkor barmely A € Q (Lebesgue-

mérhets) halmaz esetén a

exp(—x?/2) dA(x)

P:0Q >R, P(A)::J \/]2_
T

leképezés valoszintiségi mérték, ui. a fentiek kovetkeztében mérték, mésrészt pedig

exp(—x%/2) dA(x) = L Joo exp(—x%/2)dx =

PE) = | Vi

1
V27

—00

- \/%[f exp(—u?)V2du = \/%t-\/i-\/%: 1.

Emlékeztets (Lebesgue-tétel.) Legyen (X, Q, u) mértéktér, p € [1,4+00), f, € LP (n € N)
pedig olyan fliggvénysorozat, amelyre a kovetkezsk igazak:
® p-m.m. x € X esetén létezik a lim f,(x) hatarérték;

n—oo

® alkalmas F € LT, az [|F||, < +oo feltételnek eleget tévé fiiggvénnyel barmely n € N

esetén
Ifa(x)] < F(x) (L-m.m. x € X).

Ekkor
1. van olyan f: X — R mérhets fiiggvény, amelyre f = lim(f,,)) p-m.m;

2. minden 1.-beli f fiiggvényre f € LP és lim(||f — fy]|,) =0. ¢

HAZI FELADAT. Az Fiiggelék ismeretanyaga.
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Kovetkezmények.

1. (,,kis Lebesgue-tétel”.) Ha p véges /pu(X) < 400/ és valamely 0 < ¢ € R szammal

tetsz6leges n € N esetén

Ifa(x)] <c (k-m.m. x € X),

akkor az F := c valasztassal olyan majoranst kapunk, amelyre

JFP du = c? - u(X) < +o0.

2. Hap =1, akkor /f € L' ¢s/

deu: lim (andu>,
n—oo

deu—andu‘ <[l =l du =t =i —0 ool m

hiszen

Megjegyzések.
1. Az F majoransfiiggvénnyel megfogalmazott korlatossagi feltétel nélkiil nem igaz az al-
litas. Legyen ui. pl. (R, Q,A) Lebesgue-struktura, ill.
fr i=M - X(0,1/n) (n € N).
Ekkor

(a) ha valamely F € LT fiiggvénnyel barmely n € N esetén

1 1
Ifol <F (A-m.m.), akkor F(x) >n (A—m.m. xel,:= (—, —)) ,
n+1'n
ahonnan

F> Zn X1, A-m.m.
n=1

kovetkezik. Igy a Levi-tétel sorokra vonatkozo allitasa, ill.

1 1 1— 1
M) = L

n n+l nm+1) nn+1) et
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kovetkeztében
Flv = [Fovz [Ynoaan= Y (o, aa-
n=I1 n=1
= in A(In)ziL +00
— —n+1 ’
azaz F ¢ L'

(b) nem teljesiil a felcserélhetéségi allitas, azaz

lim (andu) ~ lim (n.x(o,l»:hm (n.l):HAOZ
n—oo n—oo n n—oo n

= JOdu:J lim f,, du.
n—oo

2. A p = +o0o esetben nem igaz az allitas. Legyen ui. pl. (R, Q,A) Lebesgue-struktira,
ill.
fn = X(0,1/n) (n e N).

Ekkor
(a) barmely n € N esetén f, € L, tovabba lir}rq fn=0;
n—+0o0
(b) pl. az F:= 1 fliggvény egy L*°-beli majoransa az (f,,) fiiggvénysorozatnak, tovabba

a tétel 1. részében szerepld f fliggvény A-m.m. nulla, de

I = falloo = [[falloo = inf {& >0+ Ix(o/m| < & Amm.} =1 (meN). B

Feladat. Szamitsuk ki a

lim dx
n—oo

+oo \/7_(
L T+ nx3
hatéarértéket!

Utm. Ha
X
14 nxd

fa(x) :

akkor barmely n € N esetén

(neN, xe[l,+00)),

b)) < VX = ZFx) (xe [T, 400)).
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Mivel

+oo “+o0o w 2
IIFH1=J m:j F— lim j .. 2
-

ezért egyrészt F € L'[1,400), masrészt pedig f, € L'[1,+00) (n
x € [1,+00) esetén fenallo

fa(lx) — 0 (n — o)

hatarérték-relacio és a Lebesgue-tétel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

+oo +oo
limJ idx:J 0dx=0. M
14+nx3

n—oo 1 1

Feladat. Szamitsuk ki a

hatarértéket!

Utm. Ha :

T + xn
akkor barmely n € N esetén f, € L'[0,2],

fu(x): (neN, x €10,2]),

()l <T=Fx)  (x€l0,2]).

Vilagos, hogy F € L'[0,2], tovabba barmely x € [0,2] esetén

1 (xelo,0)),
T}er;ofn(x) =f(x):=< 1/2 x=1,
0 (x € (1,2]),

N). A tetszsleges

azaz (p)-m.m. x € [0,2] esetén lim f,(x) = Xjo,11(x), igy a Lebesgue-tétel értelmében

n—oo

2
lim J o (x) dx =J Xo = w(0,1])=1. A
0,2

n—oo 0
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1.10.2. |Beadhatd/gyakorlé feladatok

1. Mely ¢ € (0, +00) esetén lesz az

f(x) = — (x € X)
XC
fiiggvény L'-beli az (X, Q,A) Lebesgue-struktirara®’ vonatkozoan ?
(a) X:=[1,4+00);
(b) X := (0,1].
Utm. Mivel f pozitiv értékd, azért
(a) X:=[1,400) esetén
“
fel = lim J —dx < 400 — c>1.
w—+00 | x¢

(b) X:= (0,1] esetén

1

1

fell = 1imJ—dx<+oo = c<1l. N
x—+0 J, X©

2. Mutassuk meg, hogy ha ((0,1), Q,A) Lebesgue-struktura, akkor az

cos(x)

f(x) :=

o (xe (o),

fiiggvényre nem teljesiil az f € L' tartalmazas!

Utm. Mivel
cos(x) > g <X € (O, Z))
és
(0,1) 5 x+— %

igy az n — oo hataratmenetben
2 2 1 1 2 3
de)\ZJ\/T_.n3.X[1]]d}\:g.n&(___):\/_ v m
n+1’n

2"Ez azt jelenti, hogy Q ={A C X: A € Q1}, A= wila.
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3. Legyen (X, Q,u) mértéktér, p,q € [1,+00): p < g, tovabba f € LP N L9. Igazoljuk,
hogy ekkor barmely r € [p, q] szamra f € L teljesiil!
Utm. Ha r € [p, q], akkor

<1 = [fi<P, il [fl=1 = [fP <[ff

kovetkeztében
" < I[P + If]9.
Ez azt jelenti, hogy fe L". R

4. Legyen X := (0,1/2], Q az X Lebesgue-mérhets részhalmazainak a szigma-algebréja,
i pedig a szamegyenesen értelmezett Lebesgue-mérték lesztikitése Q-ra, 1 < p < +o00.

Milyen q € [p, +o0] esetén teljesiil az
f(x) i=x""7. (1n(1/x))*2/p (x € X)

fliggvényre az f € L9 tartalmazas?
Utm.

® _ .
q=—+oof
lignf = +o00 miatt tetszéleges 0 < K € R szamhoz van olyan 0 < & < 1/2, hogy
minden x € (0,90) esetén f(x) > K, tehat

[flle =K ((0,8) C{x € Ds: f(x) > K}),

azaz
n{x € Dr: f(x) >K}) >3,

igy ||f]jcc = 400, azaz f ¢ L>°(0,1/2].

®lq¢€lp,+oo):

Legyen 1 < n € N, f, := f-x[ll]. Ekkor f4 € LT (1 <n € N) és f4 7 fd
n’2

(n — 00). Tehat a Levi-tétel szerint

1/2 1
fidp = lim Jfﬂ d ) = lim J dx | .
J " ( " ( 1/m X7 - In*P(1/x)

Igy
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1
- esetén qu du = @ azaz f € L9, ui.
n

1/2 r1/2 2 _
J —2] dx = —2] /x dx = J —? : —21 dy =
1/n X - In%(1/x) Jim In“(1/x) n-In“(y) Y

o d_{—q"_ 1
T Ly T n ], W@ W

~1q € (p,+00) | esetén qu du = 400, azaz f ¢ L9, ui.

1/2 1 1/2 1 1
J 3 dx Z J 2q/ dx = T
1/n X9/P - In?9P(1/x) 1/m X9/P - In“9P(2) In“P(n)

/2 1 x1—(ap) 7172
1/n X9/P n*?(m)  [1—(a/pP)]im

_ p (a—p)/p _ 2(g—p)/p
“(n -2
(q —p)In*¥"(n) ( )

— 400 Mm—o00). N
5. Legyen (X, Q, u) Lebesgue-struktura. Milyen 1 < p < +o00 esetén teljesiil az
f(x) := (x € X:=(0,1])

fiiggvényre az f € LP tartalmazés?
Utm.

* : li(I)nf = 400 miatt tetsz6leges 0 < K € R-hez van olyan 0 < & < 1,
hogy minden x € (0, 0) esetén f(x) > K, azaz

[fllc =K ((0,8) C{x € Ds: fx) >K}),
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tehét
u({x € Ds: f(x) > K} >,

igy [|fllec = +o0, azaz f ¢ L>(0,1];

® pe(l,+o00)|: Legyen 1 <n €N, fn::f~x[l1].Ekk0rfF1€L+ (1<neN)eés
fP /P igy a Levi-tétel szerint fP € LT és

L
[fIP dp = lim (J P du) = lim (J — dx) .
J 1/n VXP
Igy

1
1 2

T lp=1 eseténJ!flduzZ, azaszL],ui.J —dx = {2——] — 2
- /n

(n — o0).
( 2 )
ﬂ (p <2),
J— ’ 'p _ .
p € (1,4+0) esetenJIfI du = oo (p=2), (felP & p<2),u.
[ too  (p>2)

2 1
! — (1= 2
J de:lim 2—-p ( nlp) P72 —
/n V/XP n—oo In(n) (p=2)
(2
ﬂ (p < 2),
Ty e =2, (M)
+o00o  (p>2)
6. Mutassuk meg, hogy ha
(=)~ | < N
f(x) = m MmM—-1<x<n, neN),
0 (x <0)

akkor az J f improprius integral konvergens, de nem igaz az f € L' tartalmazas!

R
Utm. Vo. 1. beadhato feladatsor! W
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7. Legyen X := [1,+00), Q az X Lebesgue-mérhetd részhalmazainak a szigma-algebraja,
A pedig a szamegyenesen értelmezett Lebesgue-mérték lesziikitése QQ-ra, tovabba tet-

sz6leges n € N esetén

1\
fn : [1,"—00) — R, fn(X) = (m) .

Igazoljuk, hogy ekkor fennall a

lim an dA = +o00

n—oo
relacié!
Utm.

1. 1épés. Megmutatjuk, hogy barmely x € [1, +00) esetén a

1 1+1 1 1
g:[l,Fo0) 2R, (1) := (Tu> - ((1 *?) v <x+1n(x>)>

fiiggvény monoton névekedd. Valoban,

1
9'(t) = - In(x+(x)) - g(t) 20 (te[1,400)).
2. 1épés. Vilagos, hogy barmely n € N esetén f € LT, és tetsz6leges x € [1,+00)

elemre

fal) S E(x) = #n(x)

tovabba f € Lt. Igy Levi tételének kévetkeztében

(n — o0),

+oo 1
limendA:deA:J ———— dx = +o0,
n—oo 1 x+1In(x)

hiszen

“+o00

Zl (x € [1,400)) és J ——dx = +oco. W
2x 12X

1
x + In(x)

8. Legyen (X, Q,u) mértéktér, p,q,r € [1,400): p < r < . A Holder-egyenl6tlenség
(v6. EA) felhasznélasaval mutassuk meg, hogy ekkor LP N L9 C L', tovabba barmely
f € LP N LY és alkalmas © € (0,1) esetén fennall az

Il < N7 - 11
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egyenlGtlenség!
Utm. Ha f € [P N L9 és

___ P ; S
q: = T(]—@)’ ill. q2:

akkor a Holder-egyenlGtlenség kovetkeztében

or r(1-0)
J|f|fdu = J|f|*@ N T ( J £ du) " (J il du)

Itt

P _ P

T“_@)>1 — 1 @<r,
tovabba
l+l:]zu+@ AN 1_1:@<l_l) VA 0-2""9 m
qi Q2 p q TP P q p—q T

9. Legyen X := (0,1] és (X,Q,A) Lebesgue-stuktura. Mutassuk meg, hogy van olyan
f:(0,1] — R fiiggvény, amelyre

fe( N Lp>\L°°

1<p<+o0
teljestl!
Utm. Ha
f(x) := In(1/x) (x € (0,1]),
akkor

* lignf = +o00 miatt tetszbleges 0 < K € R-hez van olyan 0 < & < 1, hogy minden
x € (0,0) esetén f(x) > K, azaz

Iflloc = K ((0,8) C{x €Dr: f(x) >K}),

aAzZaZ
A({x € Ds: f(x) >K}) >0,

igy ||f]jcc = 400, azaz f ¢ L>(0,1].
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® barmely p € [1,+00) esetén
1 +oo
J [In(x)|P dx = J tPe tdt < 400,
0 0
(vo. T-fiiggvényrdl tanultak) kovetkeztében f € LP. B
10. Legyen
fix):=T+x%x, gx):=1-—x (x € [-1,1]).
(a) Indokoljuk meg, hogy barmely p € [1,+00] esetén f, g € LP[—1,1] teljesiil!
(b) Szamitsuk ki a
(R 9llp, I+ gllp, I —glly
mennyiségeket !
(c) Mutassuk meg, hogy igaz az
If+glls +If=gly =2(Ifll; +lglly) <= p=2
ekvivalencia!
Utm.
(a) Mivel f, g € R[—1,1], ezért barmely p € [1,+00) esetén
f,g € L=°[-1,1] C IP[-1,1].
(b) Vilagos, hogy
® p € [l,+00) esetén
p ! P 1 1 P d 1 1 p+17] v
f = fIP = +x[Pdx = +x =
irig = | =] 1 L =
1 1 1
1 1 2vt
Po= L= T—xPdx=———[(1=x)P] =
lolly = | 1ol = | 11 =xPax =~ [ =] =
N o1
||f+9||g = If +glf = zvdxzsz)
J-1 J-—1
-1 N 1 p+1
f—gl? = If — gl = IZXIPdX:ZpJ Ix|P dx = ;
| ng J J J-1 -1 p+1
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® p = 400 esetén

[flle = max{|T+xleR: x e [-1,1]} =2,
lgllec = max{[l —x|eR: x € [-1,1]} =2,
I+ glle = max{l2l €R: x € [-1,1}=2,

If — gl = max{]2x|] e R: x € [-1,1]} = 2.

Igy
® p e [l,+00) esetén

22p+2 1/p
2 _ 2 — 22p+2 1/p _
I+ gl2 +|1f — gll3 (22+2)' 7 -
22p+2 1/p ) ,
B 4((p+1)z) = 2(/IF1 + llgli)

pontosan akkor teljesiil, ha
(p+1)* =3P, azaz p=2
® p = +o0 esetén
If+gllZ+1If—gllic=4+4=8#16=2-(4+4) =2 (|| +lgll.). ™

11. Legyen (X, Q,un) véges mértéktér. 1 < p < q < +o0o. Mutassuk meg, hogy ekkor L9
mindeniitt stird LP-ben, azaz barmely f € LP fliggvényhez és ¢ > 0 szamhoz van olyan
g € L9, hogy ||f — gllp < € teljesiil!
Utm. Ha f € LP, akkor nyilvan

f= Z T Xn—1<fl<n)-

n=—o00
Ha most

fn = Z T Xx—1<pe< (meN)

k=—00
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12.

akkor barmely n € N esetén
f,e L® C LY CLP, T}i_)rglofn =f, Ifal < || € LP.
Igy a Lebesgue-tétel felhasznalasaval
Tim £~ full, =0,
ezért alkalmas n € N index esetén ||f — f, ||, < €. Igy a
g:=f, € LI

vélasztéssal
If—gll, <e

teljesiil. A

Legyen (R, Q,A) Lebesgue-strukttra, f € L' olyan fiiggvény, amelyre
Jf dA =0

teljesiil. Mutassuk meg, hogy a

D::{AEQ: J fd?\:O}
A

halmaz Dynkin-rendszer (vo. Fliggelék)!
Utm.

® A Lebesgue-tétel kovetkeztében

J fd?\szd?\: limJ fdA =0,
R (—OO,T‘I.)

n—oo

igy R e D.
® Ha A € D, akkor

0:de?\:de7\+J fd?\:O—i-J fdA,
A R\A R\A

azaz R\A € D.
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®* HaA,€eD(neN)}: AxNA =0 (k,l € N: k #1), akkor az

e k
A= L_J] An, il By:= LJ] An

halmazokkal és ismét a Lebesgue-tétel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

K
J fd?\:hmJ fdA = lim J fdA =0,
A B n

k—o0 k—o0
n=1

azzaz A €D.

13. Szamitsuk ki a
dx

TC
1
,
e J_ﬂ 3 +sin(x/n) + x2

hatarértéket !

Utm. Ha :

T3t sin(x/n) + x&

fa(x): (neN, x € [—m,n]),

akkor barmely n € N esetén f, € L'[—7, 7],

1 1

3 — [sin(x/n)| + x2" = 27 F(x) (x & [=mmd).

(x| <

Vilagos, hogy F € L'[—m, 7], tovdbba barmely x € [1, +00) esetén

1/3 (Xl < 1),
Jim £ (x) = f(x) == § 174 K =1,
0 (xel[-m-1)u(,mn]),

igy a Lebesgue-tétel értelmében

limJ fn(x)dx:J f(x)dx = ~2:§. [ |

n—oo

14. Legyen d € N, (R%,Q,A) Lebesgue-struktira, (Q = Qq4, A = uq), f € L', tovabba
¢ : RY — R folytonos és korlatos fiiggvény. Igazoljuk, hogy ekkor fennall a

lim Jd) (%) £(x) dA(x) = b(0) Jf(x) dA(x)

n—oo
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15.

egyenlGség!
Utm. Legyen

muy:¢(gme (neN, x e RY).

Ekkor ¢ folytonossaga kivetkeztében barmely x € R esetén
fn(x) — ¢(0)f(x)  (n — oo).

A ¢ fiiggvény korlatossaga kovetkeztében van olyan K > 0 szam, hogy barmely x € R¢
esetén |Pp(x)| < K, azaz

[fn ()] < KIF(x)] =: F(x).
Ez egrészt azt jelenti, hogy F € L', masrészt pedig azt, hogy f, € L' (n € N), igy

teljesiilnek a Lebesgue-tétel feltételei, ahonnan a fenti egyenléség kivetkezik. B

[ X
lim J sin (—) exp (—
n—oo |_ n

[e o]

Szamitsuk ki a

n
-xz) dx
n-+1
hatéarértéket!
Utm. Ha

fa(x) ;= sin <T§L> exp (—T% -xz) ,  F(x):=exp (—%2) (neN, xeR),

akkor f, és F folytonos, igy (Borel-)mérhets fiiggvények (n € N), tovabba (vo.

Fiiggelék)
e oo oo 2 1 7T
J_oo [F(x)|dx = J_Oo F(x) dx = J_oo e Y 5 dy = \/;
1 n

kovetkeztében F € L'. Mivel barmely n € N esetén 7 < m

, ezért

+1

sin (%) exp (_nj— ; -Xz) ‘ < exp (—X;) = F(x) (x € R),

ahonnan f, € L' (n € N) is kovetkezik. A Lebesgue-tételbél igy azt kapjuk, hogy

oo (o] A2
lim J sin (§> exp | — LA x*) dx = J lim sin <§> exp | — nox dx =
n—oo n n+1 oo V0 n n+1

—00

|fn(x)| =

— J sin(0)e™ dx = 0

— 00

teljesiil. A
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16. Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket!

ro 1
(a) lim cos dx;
n—oo | 3 14+ nx
r24

(b) lim Vxdx;

TLA)OOJO

rl

(¢) lim | /exp(nx)+ n2xdx;

(@) lim [T exp(—sin?(n)x — x) .
n—oo J, n ’

TLA)OOJioo (] + ﬁ)
N

n-e*
f) 1l tg | ——— | dx;
(®) n1—>noloJ : ares (sin(x)) hs

rln(7) 1 (_])kXZk
g) lim — = dx;
(>n—>ooJO — (2k)!
[ 1]
(h) lim | ———dx, ahol A := R3\K;(0) és || - || := || - ||2-
n—o0 [y ||
Utm
a) Ha

1
fo(x) == cos (1 - nx) (n e N, x € [-3,5]),

akkor barmely n € N esetén f, € L'[-3,5],
Ifa) <1 =F(x)  (x€[-35].
Vilgagos, hogy F € L'[—3,5], tovabba barmely x € [—3,5] esetén

lim f,(x) =cos(0) =1,

n—oo

igy a Lebesgue-tétel értelmében

5 1 5
lim J cos ( ) dx = J cos(0)dx = 1.
n—oo |_3 1+ nx 3
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(b)

Ha
fo(x) = Ux (meN, x € [0,24]),

akkor barmely n € N esetén f,, € L'[0,24],
Ifn(x)] < 24 =: F(x) (x € [0,24]).
Viladgos, hogy F € L'[0,24], tovabba barmely x € [0,24] esetén
lim f,(x) =1,
n—00

igy a Lebesgue-tétel értelmében

24 24
limJ de:J 1dx = 24.

Ha

fo(x) = Vexp(nx) + nx (n e N, x € [0,1]),

akkor barmely n € N esetén f, € L'[0,1],
fa(x)] < Ver+n2 < V2e<2e=Fx) (xel[01]).

Vilagos, hogy F € L'[0,1], tovabba barmely x € [0,1] esetén

lim f,(x) = e,
n—oo

hiszen ha x € [0,1], akkor

e = /()" < ful(x) < /(e + nZ(e)n = /1 + e,

Igy a Lebesgue-tétel értelmében

1 1
lim J Vexp(nx) + n¥xdx = J efdx =e— 1.

s 2
fx) = P Smn(“)" X (meN xe, too)),

akkor barmely n € N esetén

Ifa(x)] <1-€"* =e™ =:F(x) (x € [0, +00)).
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Mivel
400 o0 w
||F||1=j |F|:j Fo lim j e dx—1,
0 0

w—~+00 0

ezért egyrészt F € L'[0, +00), masrészt pedig f, € L'[0, +00). A tetszéleges x €
€ [0, +00) esetén fenallo
lim f,(x) =0

n—oo

hatarérték-relacio és a Lebesgue-tétel felhasznaléasaval azt kapjuk, hogy

J+°° exp(—sin?(n)x — x) J+°°
dx =
0 n

lim 0dx = 0.
n—oo

0

2
fa(x) := 2sin (x + ﬁ) cos (x — X—) (neN, x € [0,37]),
n n

akkor barmely n € N esetén f, € L10,37],
Ifa(x)] < 2 =:F(x) (x € [0,37]).
Vilagos, hogy F € L'[0,1], tovabba barmely x € [0,371] esetén
nh—r>1010 fa(x) = 2sin(x) cos(x) = sin(2x),

igy a Lebesgue-tétel értelmében

37 2 37
lim J 2sin <x + %) Ccos <x — X—) dx = J sin(2x) dx = 0.

n—oo ), n 0

falx) i = —— (ne N, x € R),

1 < 1 _ 1 _
T(eE)T e T

n

: F(x) (x € R).

Mivel
+oo +o0o B
|IFlls = J [F| = J F= [arctg(x)]X_Jroo =TI,

X=—00

—00 — 00
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ezért egyrészt F € L'(R), masrészt pedig fn € L'(R) (n € N). A tetszoleges x € R

esetén fennalld
lim f,(x) = e .
n—oo

hatarérték-relacio és a Lebesgue-tétel felhasznaléasaval azt kapjuk, hogy

i [ ﬁd | ey

n

=Y S (e xe ),

k=0

akkor barmely n € N esetén f, € L'[0,1n(7)],

n (_1)k 2k

XZk

[ (x)] < % o = F(x)  (x€[0,In(7)]).

Vilagos, hogy F € L'[0,In(7)], tovabba barmely x € [0,1n(7)] esetén

lim f,(x) = cos(x).
n—oo

Igy a Lebesgue-tétel értelmében

In(7) ™ (=1 )kXZk In(7)
lim J ————dx = J cos(x)dx = sin(In(7)). W
n—eedo (2k)! 0
k=0
17. Az
a:NxN-—-R
kettds sorozatrol tegyiik fel, hogy
i) lim ann=A, €R (n e N);
m—oo
ii) alkalmas

b, eR (neN), an<+oo

sorozat esetén
|amnl < by (m € N).
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18.

Mutassuk meg, hogy ekkor a

D (am) (meN), illa (A

n=1 n=1

sorok abszolut konvergensek, tovabbé

ETNOut B W) W R

teljestl!

Utm. Az (N, P(N), u) mértéktér esetében, ahol p a szamossagmeérték, barmely f € L

deu = Z f(n)
n=1

fliggvényre

(v6. 9. gyakorlat). Az

fm = (Qmnlney  (MEN), il (Ap)pen:= lim (fy)

m—oo

jelolések bevezetésével teljesiilnek a Lebesgue-tétel feltételei az F := (b, )nen majorans-

sorozattal. B

Legyen d € N, (R4, Q,A) Lebesgue-struktira (Q = Qq, A = pq), tovabba tetszéleges
f € L' esetén Legyen

Ff(x):= Jf(t) cos((t,x)) dA(t) +1- Jf(t) sin((t, x)) dA(t) (x € RY)

(az f fiiggvény Fourier-transzformaltja). Igazoljuk, hogy Ff folytonos!
Utm. Ha a € R tetszéleges, tovabba x, € R (n € N) az a ponthoz konvergald
vektorsorozat, akkor a koszinusz, ill. a szinusz fliggvény folytonossaga kovetkeztében

tetszdleges t € RY esetén
(1) = F(t) cos({t %)) — F(t)cos((tya))  (n — o),

ill.
f(t) = () sin((t, %)) — F(O)sin((t, @) (n— o0),

tovabba barmely n € N esetén

If(t) cos((t,xn))| < [f(t)] =: F(t) (t € RY),
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il.
[F(t) sin({(t, xa))| < IF(1) = F(t)  (t e RY).

Alkalmazva a Lebesgue-tételt az f,, (n € N) fiiggvénysorozatra, ill. az F majoransfiigg-

vényre azt kapjuk, hogy

n—oo n—oo

Ffla) = J lim f(t) cos({t,xn)) dA(t) +1 J lim f(t) sin((t,x)) dA(t) =

= lim (J f(t) cos((t,xn)) dA(t) +1- Jf(t) sin((t,xn)) d7\(t)) =

n—oo

= lim Ff(x,),

n—oo

ami azt jelenti, hogy Ff € €[a]. B

19. Legyen I C R4 nyilt intervallum, T € I, (X, Q, u) mértéktér, f: I x X — R pedig olyan

fliggvény, amelyre az alabbiak teljesiilnek:

i) tetsz6leges t € 1 esetén f(t, ) € LT
ii) barmely x € X esetén f(-,x) € DI[1l;

iii) alkalmas 0 < F € L' fiiggvényel
|01 f(t,x)| < F(x) (tel, x €X).
Mutassuk meg, hogy ekkor a
blt) = | v Odulx)  (te (a,b)
fiiggvény (in. paraméteres integral) differencialhaté t-ban, 9¢(t,-) € L', és igaz a

(1) = Jaﬁ(w,x) du(x)

egyenlGség!

Utm. Ha a T # t, € [ sorozatra lim (t,) = T, és
n—oo

muy:“%?:§“” (neN, xeX)
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20.

akkor a Lagrange-féle kozépértéktétel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy barmely n € N
és x € X esetén alkalmas (x-t6l fiiggs) & € I ponttal

[hn (%) = 101(&, x)| < F(x).
Ez azt jelenti, hogy minden n € N esetén h,, € L', tovabba

lim h,(x) = 0;f(t,x) (x € X).

n—oo

A Lebesgue-tétel kovetkeztében igy 0(t,-) € L', és

Jan‘('t,x) du(x) = J lim h,(x)dp(x) :J lim

n—oo n—oo n — T

n—oo

f(tn —f . n
= lim J (tn, x) (1, %) du(x) = lim ——————= =
t,.— T n—oo t,.— T

= ¢'(1). |

Megjegyzés. Ha tehat (R, Q, A) Lebesgue-struktira, akkor barmely f € L' fiiggvényre

+oo +o00o
J f(t) sin(xt) dt = J tf(t) cos(xt) dt (x € R).

— 00

a4
dx o

teljesiil. [

Lassuk be, hogy a Fréchet-Nikodym-féle félmetrika (v6. 8 gyakorlo feladatsor, 24 fel-
adata) teljes!
Utm. Ha A, € Q* (n € N) Cauchy-sorozat, azaz

o(AmAL) = WAnAA,) = J N

= Jl)@\m —XAn| du = HXAm _XAnHL‘ — 0 (m,n — oo),

akkor a Lebesgue-tétel kovetkeztében alkalmas f € L' fiiggvénnyel, (vy) indexsorozat-

tal, valamint egy N € Q*: u(N) = 0 halmazzal

If =Xaul — 0 (n— o0,
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ill.
f(x) = lim xa,, (x) (x € X\N).

n—oo

Vilagos, hogy barmely x € X\N esetén

XAvn (X) € {031}> igy f(x) € {0)1}5
s6t az x € X elemre, ill. a
B :=liminf(A,,)

halmazra
xeB = lim xa,, (x) =1
n—oo

teljesiil. Ez azt jelenti, hogy
1 (x € (X\N)NB),

f(x) =
0 (x € (X\N)\B),

igy a
g == X(xX\N)nB

fligggvényre
gix) ="f(x)  (x€X\N)

teljesiil. Igy g = f p-m.m., kévetkezésképpen
Jf dp = J gdu,

If =Xav, [ =19 =xa, h — 0 (= o0)

ahonnan

kovetkezik. Igy az
A:=(X\N)NnB

halmazra

P(An, A) = |IXa, —Xallp =19 = XAull — 0 (N — o0),

azaz (A,) konvergens halmazsorozat. l
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1.11. |11. gyakorlat

1.11.1. |A gyakorlat anyaga

Tétel (Arzela). Legyen —co < a < b < +00, f,, € Rla,b] (n € N) olyan fiiggvénysorozat,
amelyre
sup{[fo(x)] € R: x € [a,b], n € N} < +00,

valamint 3f := lim f, € Rla, b]. Ekkor igaz az

n—-+o0
Jb f(x)dx = nl—l>rfc,o <J’b (%) dX>

egyenlség.
Biz. A tétel feltételeibdl kovetkezik, hogy fn, f € L'[a, b], igy a

c:=sup{fn(x)€eR: x € la,b,n e N} >0
szammal alkalmazhat6 a kis Lebesgue-tétel, hiszen pw;([a,b]) =b —a < +oco. B

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha (X, Q, ) véges mértéktér /u(X) < +oo/ és f, € L' (n €

€ N) olyan fiiggvénysorozat, amelyre

fax=f (n — o0),

fell és deu— lim (Jmm)

Utm. Mivel (f,) egyenletesen konvergens, ezért minden ¢ > 0 szamhoz, igy 1-hez is van

akkor

teljestl!

olyan N € N, hogy minden N <n € N esetén
[fu(x) — ()l <1, azaz  [fo(x)] < T+ Ifn0) (x € X).
Ha tetszsleges x € X esetén
F(x) =14+ |fn(x)], G(x) :=max{|fx(x)|: ke {0,...,N}} és H(x):=max{F(x),G(x)},
akkor p végessége folytan F,G € L', igy H € L' és minden n € N esetén
Ifnl <H,

azaz teljesiilnek a Lebesgue-tétel feltételei. B
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Megjegyzések.

1. A p mérték végessége nem hagyhato el, ui. az (R, Q,A) Lebesgue struktura, ill. az

1
fni= —- Xion (TL c N),

N

fiiggvénysorozat esetén f,, = 0 (n — oo) ugyan, de

and?\:%-?\<0,rll):%-n:ﬁ—>+oo (n — o0).

2. A konvergencia egyenletessége nem hagyhatoé el. Legyen ui. pl.
fo(x) := nx(1 — x2)" (x € [0,1], n € N).
Ekkor

(a) barmely n € N esetén f, € R[0,1] C L'[0,1], tovabba az f : [0,1] — R, f(x) := 0

hatarfiiggvényre f € 2R[0,1], a konvergencia nem egyenletes, ui.

1 1 T\" T\"
() (D)) () e
n n n n n
ui. a Bernoulli-egyenlétlenség felhasznaléasaval azt kapjuk, hogy

1—1:1—1<(1—%) <1 (neN).

(b) ugyan f € L'[0,1], de nem teljesiil a felcserélhetSségi allitds, azaz

1 1 n 1
Jof:o7é§:11n1(2n+2) :hm(Lfn). |

Definicio. Legyen (X, Q) mérhets tér, u,v : Q — [0,400] mérték. Azt mondjuk, hogy

v abszolut folytonos p-re nézve (jelben v < p), ha minden A € Q, pu(A) = 0 esetén
v(A) =0.

Példak.

1. Ha v(A) := 0 (A € Q), akkor v trividlisan mérték, és nyilvanvalo, hogy barmely
w: Q — [0, +o0] mérték esetén v < .
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2. Ha X kontinuum szamossagu, Q := P(X), u: Q — [0, +o0] pedig a szamossagmérték,
akkor barmely v : Q — [0, +00] mérték esetén v < w, hiszen

AeQ, uA) =0 —= v(A) =0.
3. Ha f € L™, akkor uy < W, ui. ha valamely A € Q esetén pu(A) = 0, akkor
f-xa=0 (H‘m-m')>

igy
we(A) = J

fduzjf-XAdu:O.
A

Megjegyzés. Ha az f € LT fiiggvényre 0 < f < +o00, és valamely A € Q (mérheto)
halmaz esetén pe(A) = 0, akkor f-xa > 0 miatt

f-xa=0  (pmm),
igy az f-re teljesiils f > 0 feltétel kovetkeztében w(A) = 0, azaz L << ps.

4. Legyen (X, Q) mérhets tér, a,b € X, a # b: {a},{b} € Q. Ekkor sem 6, < 0y, sem
pedig 0y, < 8, nem teljesiil, hiszen ha A := {a}, ill. A := {b}, akkor &,(A) = 0, de
0 (A)=1,1ll. 4(A)=0,de 5p(A)=1. 1

Feladat. Legyen (X, Q, ) és (X, Q, v) mértéktér, és tegyiik fel, hogy v véges /v(X) < +00/.
Igazoljuk, hogy ekkor igaz a

VL — Ve>0306>0: (AecQuA)<d = v(A)<eg)

ekvivalencia!
Utm.

1. lépés /—> /. Tegyiik fel, hogy v < u, és — az éallitassal ellentétben — alkalmas ¢ > 0
szam, A, € Q (n € N) halmazsorozat, ill. tetszéleges n € N esetén

wAL) < 7n és V(AL > €.
Ha most

A:=limsupA, = ﬁ G An /€Q/,

n—oo
n=1m=n
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o0
akkor a barmely n € N esetén fennallo A C |J A, tartalmazas kovetkeztében

u(A)Su(U Am> <Y WA <Y gn =gy 0 (nooo)

ui.

Igy w(A) =0, ezért v < u kovetkeztében v(A) = 0. Azonban v véges, ezért?s

v(A) = v(limsup A,,) > limsup v(A,) > &,

n—oo n—oo

ez pedig nem lehetséges.

2. lépés /<=/. Ha valamely A € Q halmazra pu(A) = 0, akkor barmely ¢ > 0 szamhoz az
allitasban szerepld feltétel szerint 1étezs & > 0 esetén w(A) < & is igaz, tehat v(A) < ¢
is fennall. Ez pedig csak tugy lehetséges, hogy ha v(A) = 0 teljesiil. B

Megjegyzés. A fenti feladatban v végessége lényeges, ui. pl., ha

® (R, Q,A) Lebesgue-struktura, Qy :={A € Q: A(A) = 0}, tovabba

0 (A € QO)>
V(A) = (Ae€Q),
+oo (A ¢ Qo)

akkor konnyen belathato, hogy v mérték és v < A (Hazi feladat.), viszont barmely
d > 0 szamra

® X:=N, Q:=7P(X), tovabba , u,v: Q — [0, +00] olyan mértékek, amelyekre

W) =1, Vi) =5 (neN),

28 V5. a halmazsorozatokra vonatkozo Fatou-lemma bizonyitasa.
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akkor valamely A € Q) esetén
VA)=0 &= A=l

ahonnan v < p kévetkezik. Ha pedig € € (0,1), akkor tetszéleges & > 0 esetén van
olyan n € N, hogy
vinh) <o s pn))>e H

Emlékeztets. Azt mondjuk, hogy a u € P(X) — [0, +o0] halmazfiiggvény szigma-véges,
ha alkalmas A, € D, (n € N), AiNA; =0 (i,j € N: i#j) halmazsorozat esetén

WA) <400 (MEN) & X=[|HAn

Megjegyzés. Ha (X, Q, ) mértéktér, ugy p pontosan akkor szigma-véges, ha alkalmas
A, € D, (n € N) halmazsorozat esetén

WAn) <+oo (meN) & X=|]JA.

n=1

Biz. BEADHATO. R
Példak.

1. Legyen Q := P(X), u: Q — [0,+o00] pedig a szamossagmérték. u pontosan akkor

szigma-véges, ha X legfeljebb megszamlalhato.

2. Az (R,Q4,A) Lebesgue-sturktura esetén A szigma-véges, ui. tetszéleges n € Z esetén

legyen A, = m,n + 1]. Igy

R=[JA, & AAY=1 (nez).

nez

3. Ha (X, Q, u) szigma-véges mértéktér, f : X — [0, +00) mérhetd fiiggvény, akkor a i

meérték is szigma-véges, ui. ha A, € Q (n € N) olyan halmazsorozat, amelyre

WAy <+oo (meN) &  X=|JA,
n=1
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teljesiil, akkor a
B, =A.N{f <n} (n e N)

halmazsorozatra nyilvan

UBi=X & w(By) <n-p(Ay) < +oo

neN

teljestil, ami azt jelenti, hogy s szigma-véges.
Tétel (Radon-Nikodym). Legyen (X, Q, u) és (X, Q,v) mértéktér, és tegyiik fel, hogy p
szigma-véges. Ekkor

vV = Afeclt:v=pn. N

Megjegyzés. A 1 mérték szigma-végessége altalaban nem hagyhato el. Ui. pl., ha X konti-

nuum szamossagi halmaz és
Q:={A C X: A vagy A€ legfeljebb megszamléalhato},

valamint
0 (A legfeljebb megszamlalhato),

v(A) =
+o0o (A€ legfeljebb megszamlalhato),

i pedig a szdmossagmérték Q-n, akkor v < w, hiszen barmely A € Q) esetén igaz a
wA) =0 = A=

ekvivalencia. Tovabbéa, ha lenne olyan f € LT fliggvény, amellyel v = g, akkor barmely
x € X esetén

0 =v({x}) = ul{x}) = Jf Xpg die = (%) - p ({x}) = f(x),

azaz f = 0 teljesiilne, amibdl v = ur = 0 kdvetkezne, ami nem igaz. B

Megjegyzés. Ha p és v véges mérték, akkor fennéll a Radon-Nikodym-tételbeli allitas (vo.
http://numanal.inf.elte.hu/~alex/hu/anyag/PROGINF/FunkAnal/FunkAnalKS.pdf,

593. oldal). OJ
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Definicio. Adott (X, Q) mérhets tér, ill. u, v : Q — [0, +oo] mértékek esetén azt nondjuk,
hogy p ekvivalens v-vel (jelben pu ~v), ha 1 < v < p teljesiil.

Megjegyzés. Vilagos, hogy

W~V = AeQ:uA)=0={AeQ:v(A)=0}. O

Feladat. Legyen (X, Q) mérhetd tér, 0 # w: Q — [0, +o0] szigma-véges mérték. Mutassuk
meg, hogy ekkor van olyan v : Q — [0, 400] valoszintiségi mérték, ami ekvivalens p-vel!

Utm. Legyen A, € Q (n € N) olyan halmazsorozat, amelyre
wWA) <400 (meN) & X=[JAs

teljesiil, tovabba
1 _ XAn

27 1+ pu(An)

P48

n:

Ekkor p # 0 kovetkeztében van olyan n € N index, hogy w(A,) # 0, ahonnan Jg du >0
kovetkezik. Alkalmazva a majoranskritériumot azt kapjuk, hogy 0 < g < 1, tovabba Levi

tételének felhasznaldsaval

> XA > 1 J
du = . Me ) du= - du =
Jg " J(_ 2 1+u(An)> SISl W L

adodik. Ha most

akkor v := p; valdszintiségi mérték, hiszen py mérték és

e (X) :deu: Jgit =1.

Jgdu
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Mivel f olyan mérhetd fiiggvény, amelyre 0 < f < +o0 teljesiil, ezért p~v. B

Megjegyzések.

c, e,

w,>0 (mneN) és anzl.

2. Ha az A,, (n € N) halmazok paronként diszjunktak, akkor az

.I 00

fliggvény is megfeleld, ui.
me(X) =

—_—

fdu=1. O
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1.11.2. |Beadhatd/gyakorlé feladatok

1. Adjunk példat

(a) olyan f: R — R, f € L! fiiggvényre, amely a végtelenben nem korlétos;?

(b) olyan Riemann-integralhaté f, : [a,b] — R fiiggvénysorozatra, amelynek van
g : [a,b] — R Riemann-integralhat6 majoransa: |f,| < g (n € N), és az
f(x) := lim f.(x) (x € [a,b])
hatarfiiggvényre f ¢ Rla, b] teljestil;
(c) olyan f:R — R fiiggvényre, amelyre
= limJ f(x)dx € R, de J f¢R;
(d) olyan f: (0,+0c0) — R, f € L fiiggvényre, hogy az

F:(0,400) — R, F(t) := J fdA
(0,t]

fiiggvény nem derivalhato 30
Utm.

(a) Ha pl.

akkor Levi tételének kovetkeztében

dex _ Z% < +o0.
n=1

Megjegyzés. Az
f(x) :=x - Xo(x) (x € R)
fiiggvény is megfelel.

29 Valamely f: R — R fiiggvényt a végtelenben korlatosnak neveziink, ha alkalmas ¢, w > 0 szamok,

ill. tetszsleges x € R: x| > w esetén [f(x)| < c teljestil.
30 Megmutathato, hogy F A-m.m. derivalhaté és F/ = f A-m.m.
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(b) Ha q: N — QN [a, b] bijekcio és

n
fn = ZX{qk} = X{Qh---»qn} (n 6 N)’
k=1

b
akkor barmely n € N esetén f, € Rla, b], J f =0, tovabba [f,| < X(qv. Mivel

a

fn — fi= XQn[a,b] (TL — OO),

ezért T ¢ Rla, b].
(c) Ha f(x) :=x (x € R), akkor

Jn f(x)dx =0 (n e€N), de lim Jw f(x)dx = oo.

w——+00 0

(d) Ha pl. f :=xp2, akkor barmely 0 < h < 1 esetén

F(1) — F(1 = h) 1

20%12}7‘[ Xi,2dA =
(1,14+h]

F(1+h) —F(1)
h )

azaz F ¢ ©[1]. B
2. Egyenletesen konvergens-e az
fa(x) = nxe ™ (neN, x e [0,1])

fliggvénysorozat ?
Utm.
Tudjuk, hogy f, € R[0,1] € L'[0,1] (n € N) és barmely x € [0,1] esetén

nx

enxz

fulx) = — 0 (n — oo).

Az f(x) := 0 (x € [0,1]) hatarfiiggvényre ugyan f € 93[0,1] C L'[0,1], de

‘ 1 1—e™ 1 e ‘
Jyr=ory=tm (1 )ZJL%([—ze L)ZT}LH;(L“)

miatt a konvergencia nem egyenletes.
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3. Legyen (X, Q, u) mértéktér, f,g € LT (). Igazoljuk, hogy ekkor fennall az

[ gam =] gran

egyenlGség!
Utm.

1. 1épés. Ha
g € Ly (1) = Lg (1),

akkor
g= Z Y - X{g=yh
YeRy
igy
Jgduf = ) ywmlg=yh =) vy -Jf-x{g:y}duz
yeRy YERy

= Jf ZU'X{gzy} du:Jfgdu.

YeRy

2. 1épés. Ha f,g € LT (u) = L™ (), akor alkalmas monoton névekeds g, € LTy (n €
€ N) sorozattal f, /' f (n — o), amibdl az (fg,) sorozat monoton novekedése

miatt
fgn 7 fg  (n— oo
kovetkezik. Igy, Levi tételének felhasznéalasaval azt kapjuk, hogy

Jgduf: lim (J gnduf) = lim (Jfgndu) :Jfg du. H
n—oo n—oo

4. Legyen p € N és (RP, Q, u) Lebesgue-struktura, tovabba
0 (0¢A),
V(A) = (A € Q).
1 (0eA)
Mutassuk meg, hogy nincsen olyan f € LT, hogy v = u; teljestil!
Utm.
Tegyiik fel indirekt, hogy van olyan f € L*(u), hogy v = s, azaz

W(A) = foAdu (A€ Q).
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Specialisan az A := RP\{0} halmazra ekkor

0= p(A) zjf-x/\du,

ahonnan f-xa = 0 u-m.m. kdvetkezik, ez pedig azt jelenti, hogy u = 0, ami pedig nem

igaz. @
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1.12. |12. gyakorlat

1.12.1. |A gyakorlat anyaga

Definicié. Ha k € N, ill. X;,..., Xy, Y vektorterek valamely K testre vonatkozoan (réviden

K-vektorterek), akkor azt mondjuk, hogy az
f:Xix...xXy—=Y

leképezés k-linearis (jelben f € Ly (X,...,X;Y)), ha minden i € {1,...,k} és a; € X;
(G e{l,...,k}, j #1) esetén a

(P11X1—>Y, (Pi(x) ::f(ah---»aith)aiJrl)---)ak)

leképezés linearis /@ € L(Xi,Y) = L1(Xi,Y)/. A k = 2, illetve k = 3 specialis esetekben

bilinearis, illetve trilinearis leképezésekrsl szokas beszélni.3t Az
X=X;=...= Xy, Y =K

esetben f neve k-linearis funkcional vagy k-forma (k = 1 esetén linearis forma vagy
kovektor). Ebben az esetben az f € L (X, K) jelolést hasznéljuk. Ha k := 0, akkor legyen
Lo(X%K) =K. ¢

Megjegyzések.

1. Kénnyen belathato, hogy a k-linearis leképezések halmaza, azaz Ly (Xi,...,Xi;Y) a

,szokasos” miiveletekkel alteret alkot az YX1 <X« fiiggvények vektorterében.

2. A k-formara szokésos a k-adrendii kovarians tenzor elnevezés is. S6t, ha az Xy, ..., Xi
vektorterek mindegyike valamely véges dimenzios V vektortérrel vagy V' = L(V, K)-val

azonos, pontosabban V r-szer, £(V, K) s-szer fordul el (r +s =k):

1 s

~

1 T
f:Vx...xVxV x...xV' =K,
akkor az f € Li(X; X ... x Xy, K) k-linearis leképezést k-adrendti, r-szeresen ko-
varians és s-szeresen kontravarians vagy k-adrendit (r,s)-tipusii tenzornak

31 Ha a valtozok szama érdektelen, akkor f-et szokds multilinearis leképezésnek (azaz minden valto-

z6jaban linearis leképezésnek) is nevezni.
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nevezzik, és erre az f € 7°(V,K) jelolést hasznéljuk. Ha s = 0, ill. r = 0, akkor a
jelolés roviden
f e T.(V,K), il.  feT5(VK).

A tenzor kifejezés is a fizikabol jon, elGszor a deformalhato testek mechanikajaban az
anyagban fellépd fesziiltségek leirasara hasznaltak (fesziiltségi tenzor). Nevét a tenzio
"fesziiltség’-jelentést (latin eredetii) szobol nyerte. Ott persze sok esetben az L(V, V)
elemeit (a linearis transzforméciokat) értik tenzoron. Ez azonban nem okoz problémat,
ui. — lévén V véges dimenzios valos vektortér —, minden f € L£(V, V) leképezés tekinhetd

(1,1)-tipusi tenzornak, hiszen nem nehéz belatni, hogy ebben az esetben a
¢ :L(V,V) = Lo(V XV R),  @(A)x,f) = f(Ax))

leképezés iromorfizmus: £(V, V) ~ T;'(V,R).32

Példak.
1. Ha k € Ny ill. Xy,..., Xk, Y vektorterek valamely K testre vonatkozoan, akkor
fo: Xy X ... x X —>Y, folary...,aq):=0€Y
trivialisan k-lineéris leképezés.
2. Ha a € R", akkor az

fo:R" = R, fo(x) == (a,x) == Z aix;
=1

leképezés (1-)lineéaris forma, ui. tetszdleges x,y € R™, ill. &, B € R esetén

fa(“x+ ﬁy) - <(1, XX + By> = (X<CL,X> + B(a)y> - (Xfa(x) + Bfa(y)

321ly modon maguk a vektorok, azaz a V lineéris tér elemei is tekinthetSk tenzoroknak, hiszen — ha V
véges dimenzios, akkor — V ~ V' = 751 (V,R). Ez az oka annak a fizikdban elterjedt szohasznalatnak,

amelyben a ,,vektorok els6rendd tenzorok”.
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Megjegyzések.
® Vilagos, hogy
fe L(RYR) = JaeR": f="g,

ui. mint lattuk f, lineéris, ill. ha f € L(R™ R) és eq,..., e, jeloli az R™ kanonikus
bézisat, tovabba
a:= (f(er),...,flen)),

akkor minden x € R"™ esetén

f(x)="f (i xiei> = ixif(ei) = if(ei)xi = (a,x) = fq(x).
i=1 i=1

i=1
® Ha{ej,..., e} az R™ kanonikus béazisa, akkor minden 1 € {1,...,n} esetén
fe,(x) = (e;,x) =x; (x € R")

(,kikopsforma”), ezért tetszdleges a = (ay, ..., a,) € R™ vektorra

fa(x) = (a,x) = Z aixi = Z aife, (x)  (x € R"),
i i

azaz
n
fa = E aifei-
i=1
feyy. ..y fe, NEM mMAs, mint az e ..., e, vektorokhoz tartozo, (R™)’-beli e', ..., e"

duélis bazis. Egyes szerztk az
e = fe,

linearis forméara a dx; jelolést hasznaljak (i € {1,...,n}), igy

fa:a1e1+...+an61 =a1dxy + ...+ a,dx, |

3. Ha valamely f € R™ — R fliggvényre f € D[p], akkor f'(p) € L(R™, R), és igy alkalmas
ai,...,a, € R egyiitthatokkal

f'(p) = a1dx; + ...+ a,dx,.

Késébb (v. 6. 14. gyakorlat) latni fogjuk, hogy a; = of;i(p).
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4. Ha (X, || - |Ix) és (Y] - ||y) normélt tér, K := K,
f:X>Y, aeint(D;): fe Dz[a],
akkor f”(a) (folytonos) bilineéris leképezés:

f//(a) € 'C(X»'C(X)Y)) ~ £2(X2>Y)-

5. Hane N, A e R X :=R" Y:=R, akkor az
fa: X2 — R, fA(X>y) = <AX,y>

leképezés bilinearis forma (hazi feladat ellendrizni).
Megjegyzések.

® Az A = E, specialis esetben
e, (%, y) = Enxyy) = (y)  (x,y €R™).
¢ Vilagos, hogy
f € Lo((RM)4R) = FAERY": =1y,

ui. fa bilinearitasa nyilvanvald, ill. ha f € £,((R")?,R) és ey,..., e, jeloli az R™
kanonikus bazisat, tovabba

A= [agliis, = [flej, el € R™T,

akkor tetszdleges x,y € R™ esetén

f(x,y) = f <Z Xi€i, Zyjej> = Z leyl i, e] = Z leyl €1y e)
i=1 j=1 =1

i=1 j=1 i=1

- ZZXina]’i = Z {Z ajixi}yj = <Ax3y> = fA(X)y)-
i=1

j=1 i=1 j=1
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6. Ha X:=R", @, € L(X,R), akkor

(a) az

f: X2 o R,  f(x,y) = (@ AD)(x,y) = e(x)(y) — b (x)e(y)

leképezés bilinearis forma (hazi feladat ellendrizni).
(b) az
X 2R, fgy) = (e V) Y) = ex)bly) + bx)e(y)
leképezés bilinearis forma (hazi feladat ellendrizni).
7. Hak,ne N, N:={1,...,n} i= (i1,...,1) € N¥, akkor
U x X1y oo Xkig
IMFIR™ X L. x R = R, I (xqy .00y X)) == perm : : ,
Xl eoo Xkig
ill.
U x X1y eeo Xkiy
AP R x ... x R" = R, AM (X1, .0y X)) 1= det : : ,

Xlig oo+ Xkig
nyilvanvaléan k-forma.
Megjegyzések.
® A fenti fiiggvények esetében
X1ip  «eo Xkiy
= [Oi],...,Oik],
Xlig e+ Xkig
ahol [01,...,0,] € R*M jeldli azt a matrixot, amelynek j-edik oszlopa az X1, . .., X

(sor)vektorok j-edik komponensébdl allo vektor (j € {1,...,n}):

X1
= [07,...,0p] € R,

Xk

33 @ A P-t szokds @ és P kiils§ szorzatanak (Grassmann-szorzatanak) nevezni.
34 o V-t szokas @ és ) szimmetrikus szorzatanak nevezni.
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® Ha i nem injektiv multiindex, azaz van legalabb két azonos komponense:
drys e Ny r#£s: i, =1,

akkor
AM* = f, /E ﬁk((Rn)k>R)/ :

Példéul
AFT,Z]) = A?z’,zz) = A?g’?g) = fo /G Ez((Rn)Z)R)/> Aﬁ’gg = fo /6 53((Rn)3)R)/-

»y

A determinansra vonatkozd azonossagok alapjan vilagos, hogy
7k — ‘k
APE = AT,
haiazi egy permutéacidja, s6t ha o € Gy, akkor

ATL,k — (Sgn(o'))A?’k) ahOl ‘i, 00 = (i’()'(])’ M io‘(k)) °

100

Ezért k € N esetén sokszor az injektiv, specialisan a szigoriian monoton multiin-

dexek halmazéra szoritkozunk:
N =N =N (k=1), NJ={ieN: <. <k} (k>1),
kivéve, ha n := 3, k := 2:
N7 =37 :={(2,3),(3,1),(1,2)}

(v6. kovetkezd gyakorlat). Vilagos, hogy N.™ ={(1,...,n)}.
® Ha k > n, akkor A = f,.

® Ha k =1, akkor
AP = f = dx (el

azaz,
f e L(R™,R) — JaceR": f=qAP +...+a, AV
® A determinansra vonatkozo kifejtési szabéalyok alapjan konnyen belathato, hogy

i iy
K _ = = T
AP (X1, ..y xx) =detlery ..oy Xgy e ey Xiy ooy €0l
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Innen is latszik, hogy tetszdleges 1 € N, * esetén

n,k _
A'L (el],oo-,elk)—
0 (i#1),
hiszen az elsé esetben a fliggvényérték az egységmatrix determinansa, a maso-

dik esetben pedig olyan métrix determinénsa, amelyben van csupa zérusbol allo

oszlop.

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a,b € R", akkor igaz az

(fa A fo)(x,y) = (%, (aob—(aob))y) (x,yecR"

egyenlGség, ahol a o b jeloli az a és a b vektor diadikus szorzatat!
Megjegyzés. Az
aby - arby
aob:=ab' =
a,b; -+ apb,

diadikus szorzatra
® aob=(boa)’;
® Sp(aob) ={a,b);
® (aob)x =(b,x)a (x € R"), ui. ha x € R", akkor

(aob)x={ab'}x =a{b'x} =a(b,x) = (b,x) a.

Utm. Vilagos, hogy fq, f, € L(R",R), tovabba tetszdleges x,y € R™ esetén

(fa Afo)(x,y) = fa(X)fu(y) — fo(x)faly) =

= (a,x)(b,y) — (b,x)}(a,y) = (x, a)(b,y) — (x,b)(a,y) =
= (x,(b,y)a) — (x,(a,y)b) = (x, (b,y)a — (a,y)b) =

= (x(aobly—(boa)y)=(x,(acbly—(aob)y)=

= (x,(aob—(aob))y). W
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Feladat. Bizonyitsuk be a kiils§ szorzat és a vektorialis szorzat kozotti kapcsolatot kifejezé

allitast, azaz, hogy ha a = (a;, az, a3) € R és

Fa = a1 (fez /\ feg) + az (feg /\ f€1) + (13 (fe1 /\ fEZ) =
= q(e?Ne)+a(eSANe')+az(e! Ne?) =

= a, (dXz/\ng) +az(dX3/\dX1) + az (dX1 /\dXz),

akkor

Fo(x,y) = (a,x X y) (x,yER3), ill. fo A\ fy = Faxb (a,b€R3)
teljesiil!
Utm.

1. Mivel

o0 0] [ooo] [o o o]

(e;oe;)—(e3oe))'=|001|—-]l0O0O0|=|0 0 1],

loo0oo0o] [010| |0 -10]

o0 0] [oo 1] [o o0 —1

(esoe;)—(e3oe)'=|000|—-]0O0O0O|=|l00 0 |,

' 1o00| |OoOO] [10 0]

és ~ _ _ _ ~ _

1 0 0 1
(61082)—(61062)T: 0 0 0 — 1 0 0 = -1 0 0 y
l0oo0o0] [000| |0 00]

ezért, ha y € R3, akkor

((ez oe3) — (e30 ez)T) y = (0,y3, —y2),
((esoer) —(esoer)") y = (—y3,0,y1),

((61 oey) — (e o ez)T)U = (Y2, —y1,0),
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ill.
Fa(XﬂJ) = (fez /\fe3) (X)U) + Qa; (f€3 /\fe1) (va) + a3 (fe1 /\fez) (X)U) =

= o (x2ys — x3y2) + a2 (—x1y3 + x3y1) + a3 (x1y2 — x2y1) =

= (a,xxYy) (vaeRs)-

2. Tetsz6leges x,y € R3 esetén
Faxb(x>y) = <CL X b,x X y) = <(1,X><b,y> - <b,x)(a,y> = (fa/\fb)(x>y)° u

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha X valos vektortér, @q,..., @ € L(X,R), akkor az

f(X1y ooy X) == (@1 Q0. ® @)Xy vy X)) = H(Pi(xi) ((x1y. ..y x) € X¥)

leképezés k-forma,?® azaz fenall az f € £, (X*,R) tartalmazas!
Utm. Ahhoz, hogy belassuk az f € L (X*,R) tartalmazast, azt kell megmutatni, hogy
minden i € {1,...,k} és aq; € X (j € {1,...,k}, j #1) esetén a

1l)i:X_>]R) ll)i(x) ::f(al)"')ai—l)xaai—i-])"'aak)

leképezés linearis. Valoban, tetszéleges o, 3 € R, ill. u,v € X esetén

i—1

Ui o+ pv) = []eula) @ilou+pv)- Hcmat

1=1 l=i+1
i—1

k
= [Tola) {apw) +Boitv}- [T oila) =
1=1

1=i+1

= ocH(pl a) - ei(u H(Pl ap)+

1=i+1

+BH(P1 al (Pl H (Pl 01

1=i+1

= oapi(w) +PYi(v). A

35 Ezt a leképezést szokas a @1,..., @i 1-formak tenzori szorzatanak nevezni.
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Megjegyzés. Vilagos, hogy az
(X)* = L (X5 R), (@15, OK) = @1 ® ... @ @
leképezés k-linearis. [

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha valamely n € N esetén by,...,b, az X (valés) vektortér

egy bézisa, akkor tetszéleges f € £y (X, R) format egyértelmiien meghataroznak a
(bjn---)bjk) (jEﬂ,.,,,n}k)

vektor k-asokon felvett értékei!
Utm. Lévén, hogy by, ..., by az X egy bézisa, ezért minden i € {1,...,k} esetén pontosan
egy olyan (o, ..., Xin) € R™ szdm n-es van, hogy

n
Xi = z ‘Xiiibjw

ji=1

és igy
n
f(X], cee ,Xk) = f (Z OC]jlbj], Z O ]k>
ji=1 k=1
n
= Z (X”]f ( jiy e Z Xjie ]k>
j1=1 =1
n n
= ZOC]j] Z (ijkf(bj])"')bjk) =
ji=1 jrk=1
n
= Z H o f (b, .5 b )
1<,k <n i=1
Megforditva, ha tetszélegesen valasztjuk az f (bj,,...,b;, ) € R skalarokat, akkor az el6z6

Osszefliggés egy k-forméat hataroz meg.
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Megjegyzés.

® Ez azt jelenti, hogy pl. két 1-forma pontosan akkor egyenld, ha valamely bazison ugyan-

azt az értéket veszik fel.

® Az f forma adott {by,..., by} bazisban val6 megadasa tehat a bazison felvett fj, _;,

értékekkel is lehetséges, ahol az

f, £ (by,y...,b5).

1 )"'»jk T

szamot az f forma {by, ..., by} bazison vett kompenenseinek nevezziik. Hasonlo allités
igaz az (T, s)-tipusi tenzorok esetében is. Ha {b',...,b"} az X’ tér {by,..., by }-hez tar-
tozo6 dudlis bazisa (azaz b'(b;) = 8y) és f € L(X" x (X'),R) akkor minden i € {1,...,7}
ésj € {1,...,s} esetén pontosan egy olyan (&ii,...,%n) € R™ és (Bj1,...,Bjn) € R™

szadm m-es van, hogy az X1,...,%X, € X, yi,...,Ys € X’ vektorokra

n
Xi = Z 0(1]1b11 es Y; = Z Bjijbij)

ji=1 ij=
ill.
T S
f(Xh"')Xr)yh”-)ys) = Z Z HO(’L)LHBJllf:::;iv

11 yeenyjr SN T < yewnyis <ML i=1 j=1

ahol az
e = £ (b ooy by B )

szamokat az f tenzor {by,...,b,} bazison vett kompenenseinek nevezziik. Ez az oka
annak, hogy egyes szerz6k miiveikben — kiilondsen fizikai ihletést iromanyokban — f-et
f;

g val, i1l f}:""’)}j—sel jelolik (amikor is X = R™ és a bazis a kanonikus bazis).
o

Feladat. Igazoljuk, hogy ha ¢@1,..., @, az L(X,R) egy béazisa, akkor a

(‘pj]®“‘®(pjk (j6{1,...,n}k)

k-formak bazist alkotnak az £, (X*,R) térben!
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Utm.

1. 1épés. Legyen by,...,b, € X olyan bazis, hogy

1 (T = S))
@.(bs) = 6, = (rys e{1,...,n}).
0 (r#s)
Ekkor tetszoleges f € Li(X¥,R) esetén, ha
g = Z f(b]-],...,bjk)(ph®...®(p]~k,
]Sj]»---)jkgn

akkor barmely j € {1,...,n}* an. multiindexre
(g —f)(bj,y...,b5) =0.
Ez azt jelenti (vo. fenti feladat), hogy g — f = 0 € L (X*,R), igy g = f, azaz
Pj, X ... 0 @j, Ge{l,...,n}
generatorrendszer £, (X*, R)-ben.

2. 1épés. Lathato, hogy a

(‘pj1®“‘®(pjk (j€{1,...,n}k)

rendszer linearisan fiiggetlen is, ui. ha valamely o, 5, € R (j €{1,...,n}*) esetén

fo = Z i, Pjy &+ & Dy

]S]] )'"»jkgn

akkor a
by,...,bpeX

bézison vett helyettesitési érték

0=folbjyeeybi) = D gy (05 @ @ @) (b5, 05) = o5, s,

]SN I

igy minden j € {1,...,n}* esetén «;, ;, =0. W
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Megjegyzés. A fenti allitas azt jelenti, hogy ha valamely n € N esetén X n-dimenzios valds

vektortér, akkor az L (X* R) vektortér n*-dimenziés, hiszen n elem k-adrendi ismétléses

.....

dim (Lx(X*,R)) = (dim(X))* = n*.

Definicié. Ha X valos vektortér, k,1 € Ny, akkor az f € L (XY R), ill. a g € £(X4R)

forméak (kovarians tenzorok) tenzori szorzatanak nevezziik az

(f®g)(x1y ..oy X)) = F(xay ey %) g Xty - - X)) (X e e ey Xa1) € X)
leképezést.
Megjegyzés.

1. Specialis esetként kapjuk az 1-formaknak az el6z8 definicibban mar értelmezett tenzori

szorzatat.

2. Ha T (X) jeldli ezeknek a vektortereknek a direkt Osszegét :

T(X) = L(X4R) & Li(X, R) @ ... & L(XSR) @ ... = €D Ln(X™,R),

meNy

tovabba ha tetszdleges 1, s € Ny esetén @, € L.(X",R), ill. s € L(X*,R), akkor
f::Z(prET(X)» Q:ZZII)S ET(X)»
r=0 s=0

és igy az
f®9::Z Z ©r @y
1=1 r+s=1

tenzori szorzattal képzett (7 (X), ®) algebrat szokas tenzoralgebranak is nevezni.
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1.12.2. |Beadhatd/gyakorlé feladatok

1. Igazoljuk, hogy
(a) ha adott a = (a1, az,a3) € R®, b = (by, by, b3) € R3 esetén
f(a,b) := a x b = (aybz — azby, azb; — a;bz, a;b;, — aby),

akkor f: R x R3 — R® 2-lineéris (bilineéris) leképezés;

(b) ha X; tetsz6leges C-vektortér, X; := L(X3,C) és Y := C, akkor

f: Xy x Xy =Y, fle,a) = (pla) := ¢(a)

bilinearis leképezés ;3¢

(c¢) ha X K-vektortér, akkor

f:L(X,X) x L(X,X) = L(X,X), f(A,B) =[A,B]:=AocB—-BoA

2-linearis (bilinedris) leképezés ;3

36 A kvantummechanikaban a szuperpozicié elve kiévetkeztében a fizikai rendszerek dinamikai allapo-
tai linearis terekkel frhatok le. Igy ezekhez a dinamikai allapotokhoz valamely vektortér (esetiinkben
X32) vektorait, az un. ,ket-vektorok’at rendelik hozza: |a). A ket-vektorok terén értelmezett (ol
linearis formak halmaza alkotja a ,bra-vektorok” terét (esetiinkben Xj-et). Igy a ¢ linedris for-
ménak az a vektoron felvett helyettesitési értéke a (@la) ,bracket” ('zardjel’). Megjegyezziik, hogy
a kvantummechanikai ket-vektorok halmaza (X,) Hilbert-tér. Az f leképezés (1,1)-tipusa tenzor:
fe 7-11 (X1,0C).

37T Ezt a leképezést szokas kommutatornak (Lie-zaréjelnek) nevezni. Adott B € £(X) esetén e leképezés
segitségével értelmezett

ad: L(X,X) = L(X,X), ad(A) == [A, B]
leképezés pedig lineéris, melyet adjungalt reprezentacidonak neveznek. Ezek a fogalmak tobb helyen

is el6fordulnak a kvantummechanikaban. Példaul

ha ey, ill. ay jeloli a (valtozo részecskeszamil) sokrészecske-rendszereket leird (bozonikus) Fock-tér
keltS (emisszios), ill. eltiintetd (abszorpcios) operatorait (amelyek a k-adik allapotban talalhato
részecskek szamat eggyel novelik, ill. csokkentik), akkor a Boose—Einstein-statisztikaval leirhato
részecskék (bozonok) esetében

lak, el] = o, lak, ai] = [ex, el] = O.

két fizikai mennyiséget (pl. koordinata, impulzus, energia, stb.) egyidejiileg mérhetének neveznek,
ha a hozzajuk rendelt operatorok (Hilbert-tér lineéris transzformacioi) kommutéatora nem tinik el (ha
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(d) ha X K-vektortér, akkor

£:L(X,X) x L(X,X) = L(X,X),  f(A,B):={A,B}:=AocB+BoA

2-lineéris (bilinearis) leképezés;®®

(e) az
KM x KV — K, f(A,B) := Sp(AB)
leképezés bilinearis forma;

(f) az
f:R* x R* 5 R, f(x,Y) == X1y + X2Y2 + X3Y3 — CX4Y4

fiiggvény bilinearis forma;;

gk, 1L py (k,1 € {1,2,3}) jeloli a kvantummechanikai koordiata-, ill. impulzus-operéatort, akkor

Pk, qil = —1hoKE, P, ) = [qx, q1] = O

(Heisenberg-féle felcserélési torvények), ill. ha valamely fizikai mennyiséghez redelt O operator

explicite nem fligg az id6t6l, akkor id6beli derivaltjara a

do 1
Fr ﬁadH(O)

Heisenberg-sszefiiggés (az O operator mozgasegyenlete) teljesiil, ahol H jeloli az adott kvantum-

mechanikai rendszer in. Hamilton-operatorat (a rendszer energidjahoz rendelt operatorat).

38 Ezt a leképezést szokds antikommutatornak ((Dirac-)Poisson-zaréjelnek) nevezni. A kvantum-

mechanikiban t6bb helyen is el6fordul. Példaul

1 - 1
[01]:2[? 0], [02]::“ 01], [Gs}:zlo 011

matrixokkal (Pauli-matrixokkal) reprezentalhaté spin-operatorokra
{Gi) Gj} = ZéijEZ (l)J € {] )233})

® ha ey, ill. ax jeloli a (valtozo részecskeszami) sokrészecske-rendszereket leird (bozonikus) Fock-tér
kelt6 (emisszios), ill. eltiintets (abszorpcios) operatorait (amelyek a k-adik allapotban talalhato részecs-
kék szamat eggyel novelik ill. csokkentik), akkor a Fermi-Dirac-statisztikaval leirhato részecskék
(fermionok) esetében
{ak, et} = 81 E, {ak, ai} = {ex, e} = 0.
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(g) ha X:= €([a,b],R), akkor az

b
f:XxX-oR, f(cp,tb)::J oV

a

leképezés bilinearis forma!
Utm.
(a) Ha a = (aj, az,a3) € R®, b = (by, by, b3) € R3 akkor
® £(.,b) linearis, hiszen barmely &, B € R, ill. x,y € R?® esetén
flax+py,b) = (ax+Py)xb =... = a(xxb)+p(yxb) = «f(x,b)+pf(y,b).
® f(a,-) linearis, hiszen barmely o, B € R, ill. u,v € R3 esetén
f(a, cu+pv) = ax(au+pv) = ... = a(axu)+p(axv) = af(a,u)+pf(a,v).

(b) Ha a € X; és @ € X; := L(X;3,C), akkor

® f(-, a) linearis, hiszen barmely «, 3 € R, ill. u,v € X; esetén

flap +pv,a) = (o + Bvla) = (o + Bv)(a) = ap(a) + pv(a) =

= af(p,a) + Bf(v, a).

® f(@,-) linearis, hiszen barmely «, € R, ill. u,v € X; esetén

flo,au+pv) = (@low+ pv) = @@, o+ pv) = xp(u) + po(v) =

= af(e,u) + pf(e,v).
(c) Ha A,B € L(X, X), akkor
® f(-,B) linearis, hiszen barmely «, € R, ill. C,D € L(X, X) esetén
f(aC+ BD,B) = [aC+ BD,B]=(xC+BD)oB—-Bo(xC+pD) =

= aCoB+pBDoB—-—aBoC—-pBoD =
= a(CoB—-BoC)+pB(DoB—-BoD)=

= «[C,B] + B[D,B] = of(C,B) + pf(D, B).
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® f(A,-) linearis, hiszen barmely «, 3 € R, ill. E, F € L(X, X) esetén
f(A, B+ BF) = [A;abE+pBF =Ao(ak+pF) — (xE+pPF)oA=

= dAoE+PAoF—aEoA —-fFoA=
= af(AocE—EoA)+B(AoF—-FoA)=

= ofA,E]l + B[A,F] = «f(A, E) + Bf(A, F).
(d) Ha A,B € L(X, X), akkor
® f(-,B) linearis, hiszen barmely «, € R, ill. C,D € L(X, X) esetén
f(aC+pBD,B) = {«C+PBD,B}=(axC+pD)oB+Bo(xC+pD) =

= xCoB+pPDoB+aBoC+pBoD =
= «(CoB+BoC)+B(DoB+BoD)=

= ofC,B}+ B{D,B} = «f(C,B) + Bf(D, B).
® f(A,-) linearis, hiszen barmely o, p € R, ill. E, F € L(X, X) esetén
f(A, b+ pBF) = {A,aE+BF}=Ao(ak+pBF)+ (xE+pPF)oA=

= dAoE+PBAoF+aEocA+PBFoA =
= a(AoE+EocA)+pB(AocF+FoA)=

= o{A,E}+ B{A,F} = «f(A,E) + Bf(A,F).
(e) Ha A,B € K™™, akkor
® f(-,B) linearis, hiszen barmely «, 3 € R, ill. C,D € K™*™ esetén
f(aC + BD,B) = Sp((«C+ BD)'B) =Sp («C'B+ BD'B) =

= «Sp(C'B) + B Sp (D'B) = uf(C,B) + Bf(D,B) =

— «{C,B}+ B{D,B} = «f(C,B) + Bf(D, B).



1. FEJEZET A GYAKORLATOK ANYAGA 250

® f(A,-) linearis, hiszen barmely o, € R, ill. E, F € K™*™ esetén
f(A,«E + BF) = Sp (AT(«aE + BF)) =Sp (xkA'E+ BA'F)) =

= «Sp (ATE) + BSp (ATF)) = «f(A,E) + Bf(A, F).
(f) Ha x,y € R*, akkor
® £(-,y) linearis, hiszen barmely «, 3 € R, ill. a,b € R?* esetén
flea+ Bb,y) = (oa+ PBb)iys + (xa+ Bb)ryz + (xa + Bb)sys—

—c(xa+ Bb)sys = & (a1ys + ay; + azys — casys) +
+B (b1ys + bayz + bsys — cbayy) =

= Oéf(aﬂj) + Bf(bay)
® f(x,-) linearis, hiszen barmely o, B € R, ill. u,v € R* esetén

f(x,au+Bv) = xi(ocw+ Bv); +x2(ocw+ Pv), + x3(au + Bv)z—
—cxgxy (o + Bv)y = (XU + XUy + X3Uz — CXqlUy) +
+B (x1vy + X2Vp + X3V3 — CXqVy4) =

= af(x,u) + Bf(x,v).
(2) Ha @,V € ¢([a, b],R), akkor
® f(-,1) lineéris, hiszen barmely o, € R, ill. g, h € €([a, b], R) esetén

b b b
flag+ Bhyp) = | (ag+ B —oc| g | mp =

a a a

= (Xf(gall)) + Bf(h,ll))

® f(@,-) linearis, hiszen barmely «, € R, ill. k,1 € €([a, b], R) esetén
b b b

qﬂHBJ pl=

a

f(p,ak + Bl) = J

a

ook + Bl) = OLJ

a

= of(@,k) + pfle,1). W
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2. Mutassuk meg, hogy ha 2 < k € N, akkor
Li(Xiyoo oy Xig Y) ~ L (X, L1 (Xgy - X5 Y))

azazZ az

Li(Xay .o, X Y) esaz LXK, L (Xgy ., X Y))

terek izomorfak!
Utm. Megmutatjuk, hogy a

(e(f)(a))(az,...,a) = flar, ..., ax)
(f € Li(Xqy.. o, X5 Y)y, aq€X5 (Gell,...,k})
leképezés izomorfizmus
Ly(Xiy. .y X3 Y) és L( Xy, Lr—1(Xay ..y X3 Y))
kozott.
1. lépés. Barmely a; € Xj esetén
o(f)lar) € Lia(Xy,y .., X3 Y),

ui. ha valamely j € {2,...,k} esetén xj,y; € X;j, akkor f k-linearitésa kovetkezté-

ben minden «, 3 € K-ra

((p(f)(a”)(ab---)(xxj_'_By]')"')ak) :f(a],...,O(Xj +Byj)°-->ak) =
= of(an ..., X0y ai) + Bflar, ... Y5y ..oy a) =

= “((p(f)(a1))(a2)°°°)Xj)°°°)ak) + B((P(f)(a1))(a2) X ->Uj>°°°)ak)-
2. lépés. Tetszoleges o, 3 € K és ay, by € Xj esetén
¢(f)(xas + Bb1) = xe(f)(ar) + Bo(f)(by),

ui. f linedris az elsé véltozojaban, azaz ha o, € K, aj,by € Xy és q; € X
(j €{2,...,k}), akkor

floear + Bbyy azy ..oy @) = of(ar, azy ..oy ar) + Bf(bryazy ...y ai).
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3. lépés. o linearis, azaz tetszéleges «, B € K, f, g € Li(Xi,...,Xy;Y) esetén
¢(af +pg) = xo(f) + Bo(g),
ui. minden a; € Xj, (j €{1,...,k}) esetén
(of + Bg)(ary...,ax) = af(ar,...,a) + Bglai,..., a),
fgy
((@lef +Bg))(ar))(az...,a) = afe(f)(ar))(az..., @)+

+B(e(f)(ar))(az,...,ax),
ahonnan
(@(of + Bg))(ar) = xp(f)(ar) + Be(g)(ar).

4. lépés. @ injektiv, ui. ha f,g € Ly (X5,...,Xy;Y) és f # g, akkor van olyan
(a1,...,ak) eXyX... X Xk,

hogy
f(ah-'-)ak) 3& 9(01»--->ak)>

tehat
(e(f))(ar) # (e(g))(ar), azaz  @(f) # o(g).

5. lépés. @ sziirjektiv, ui. ha g € £ (X3, Lx_1(Xay..., X3 Y)) és
flan,...,ax) == (glar))(az,...,ax) ((ar,...,ax) € Xy X ... x Xy),
akkor trivialis modon f € Li(Xq,...,X;Y), és @(f) = g, ui.
(e(f))(ar)(az, ..., a) = flar,..., &) = (g(ar))(az,..., a)
miatt @(f)(ar1) = g(ar) (a1 €X;). W
3. Igazoljuk, hogy ha Xi,..., Xy (k € N), ill. Y véges dimenzios K-vektorterek (mindegyi-
kiik # {0}), akkor

k
dim (Ly (X1, .., Xi5Y)) = dim (Y) - | [ dim(X;)
i=1

teljesiil!
Utm. Az n;:=dim(X;) (i€ {1,...,k}) és m := dim (Y) jelolések bevezetésével
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® k=1esetén L(X;,Y) ~K™M oy
dim (£(X1,Y)) =m-ny = dim (Y) - dim (X;) ;
® ha valamely k € N esetén teljesiil a fenti allitas, akkor
L(Xiyeo s Xi5Y) ~ L (X, L1 (Xay ooy X5 Y))
miatt
dim (Lyr1(Xiy e ooy Xiy X3 Y)) = dim (£ (Xq, Li(Xay -« oy Xia13 Y))) =

k+1
= dim (X3) - dim (L (X2y ...y Xiq1;Y)) = dim (X5) - dim (Y) - H dim(X;) =
i=2

k+1
= dim (Y) - H dim(X;). W
i=1

Megjegyzés. Ez pl. azt jelenti, hogy ha valamely n € N esetén X n-dimenzios valos

vektortér, akkor az £y (X, R) vektortér 1-n* = n*-dimenzios.
4. Mutassuk meg, hogy tetszsleges o« € R, @, W, 1,P; € LIR™, R) esetén
(a) @ ANb=—pAg,s6t @ Ao =T e Ly((R")?*R);

() @AW +2) =@ AU+ @Ay, ill. (b1 +P) Ao =UP1 A+ A ;
(c) (x@) AP =@ A () = (@ A1)

teljestl!
Utm.

(a) Vilagos, hogy barmely x,y € R™ esetén
e/ (x,y) = e(x)b(y)-b(X)e(y) = — (b(X)e(y) — e(x)b(y)) = —bAe(x,y),

ill.
e ANexy) =eX)ely) — e(x)Jey) =0.
Megjegyzés. Legyen

f(x,y) = ((P /\lb)(xﬂj) (Xay € Rn)a
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majd tegyiik fel, hogy az R™ tér ey,..., e, kanonikus bazisdban a ¢ és 1 linearis

formak maéatrixa:
(o] = [ai,...,a,] € R™*™ (W] = [by,..., byl € RX"

/ai = @(ei), by =P(ei)/.

Ekkor f matrixara
[fly = f(ei, ¢5) = @(ei)p(e5) —W(ei)@(e5) = aibj — biay.
(b) Minden x,y € R" esetén

(@A (W1 +92))xy) = o(x)Wi(y) +2(y)) — (b1(x) +2(x))e(y) =
= e(x)Pi(y) + e(x)b2(y) —bi(x)e(y) —P2(x)e(y) =
= o(x)Pi(y) —i(x)e(y) + e(x)h2(y) —P2(x)e(y) =

= ((P /\11)1)(76)9) + ((P /\1b2)(X>U)>
ill.

(b1 +P2) A @)x,y) = (@1(x) + @2))P(y) = V(X)) (@1 (y) + @2(y)) =
= @)V (y) + e2x)(y) —b(x)@i1(y) =P (x)p2(y) =
= @1(x)b(y) —vx)ei(y) + e2x)P(y) —b(x)p2(y) =

= (11)1 N\ @)(X)U) + (11)2/\ (P)(X,U)-

(c) Tetszdleges o € R, ill. x,y € R™ esetén

(@) AD)(x,y) = (x@)(x)b(y) —b(x)(ap)(y) =

= ((P N (OCII)))(X,H),
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ill.
(x(@ AP))(xy) = ale(x)d(y) —v(X)e(y)) = xex)b(y) — ab(x)e(y) =

= o(x)(cah)(y) —b(x)(xe)(y) =
= (eN(ah))(xy). W

5. Mutassuk meg, hogy tetszéleges & € R, @,, P, € L(R™, R) esetén

(a) eV =1V,
(b)) W +d)Ve=b1Vo+b Ve il oV (b +b2) =@V +¢Vi;
(¢) (@) V=0V () = (e V)

teljestl!
Utm.

(a) Vildgos, hogy barmely x,y € R™ esetén

¢ VUh(xy) =exdy) +bx)ely) =bX)e(y) + ex)b(y) =P A e(x,y).
(b) Minden x,y € R™ esetén

(@V (1 +¥2))(x,y) = @(x)(Wi(y) +ba2(y)) + (Wi (x) +b2(x))@(y) =

= e(x)Pi(y) + e(x)h2(y) + () e(y) + P2 (x)p(y) =
= o(x)Pi(y) Fix)e(y) + @(x)b2(y) +2(x)e(y) =

= (e VUi)x,y) + (@ V2)(x,y),
ill.
(b1 +P2) Vollxy) = (@1(x) + @20)W(y) +b(x) (@i (y) + @2(y)) =

= @1(x)b(y) + @2(x)(y) + b (x)e1(y) + b (x)@a(y) =
= @10 (y) + v (x)e1(y) + @2(x)d(y) + b (x)@a(y) =

= (lbl V (p)(x,y) + (11)2\/ (p)(x,y).
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(c) Tetszbleges o € R, ill. x,y € R™ esetén

(@) V) (x,y) = (x@)(x)b(y) +b(x)(xe)(y) =
= xe(x)¥(y) + ab(x)o(y) = o(x) () (y) + b(x)(ap)(y) =

- ((P V (oaj)))(x,y),
ill.

(e VUP))(x,y) = alex)b(y) +v(x)e(y)) = apx)d(y) + cb(x)e(y) =
= o)) (y) +b(x)(xep)(y) =

= (e V(xh))(x,y). W

6. Igazoljuk, hogy ha X vektortér valamely K testre vonatkozoan, k,1 € N, tovabbé
f e Li(X5K), il.  geL£i(X4LK),
akkor az
f®g: X K, (FRg)(X1yeveyXirt) = T(X1y e v ey X)) * G(Xig Ty v o vy Xicq1)
leképezésre

f® g€ L (X K)
teljestl!
Utm. Nem nehéz belatni, hogy f ® g barmely valtozojaban linearis. W
7. Igazoljuk a tenzori szorzat alabbi tulajdonsagait!
(a) A
& : ﬁk(xk»R) X Ll(xl) R) — £k+l(Xk+l»R)

leképezés bilinedris, azaz barmely k,1 € Ny @, @ € Lx(X¥,R), ¥, p € L(X,, R) és
A € R esetén
«) AQ) @1 =0 & (M) = Al @) = A @
B) (@ +@)@b =02+ Y;
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Y) 0@ W +1h) =00+ @@

(b) ® asszociativ, azaz ha k,l,m € Ny, @ € L (XR), v € Li(XY,R), tovabba
w € L,(X™ R), akkor

(pRP)Pw=0eRPRw) =011 w.
Utm.

(a) A ® leképezés multilinearitéasa, ill. az (a) — (c) tulajdonsagok a definicié kozvetlen

kovetkezményei.

(b) Hazi feladat. B
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1.13. |13. gyakorlat

1.13.1. |A gyakorlat anyaga

Definici6. Ha 2 < k € N, ill. X; = ... = Xy =: X, Y vektorterek valamely K testre vonatko-
zban, és char(K) # 2,3 akkor azt mondjuk, hogy f € £, (X*,Y), ill. f € L (X*,K)

® szimmetrikus, ha helyettesitési értéke két valtozo cseréjével nem valtozik,

® alternaldé vagy antiszimmetrikus, ha helyettesitési értéke két valtozo cseréjével

(—1)-szeresébe megy at,
azaz ha minden 1,j € {1,...,k}: 1 < j index és minden (ay,..., ax) € D; elem esetén
® flay,...,ax) = f(by,...,by),
® fla,...,ax) = —f(by,...,by),

ahol
ap (l ¢ {1>]})>

Feladat. Igazoljuk, hogy f pontosan akkor szimmetrikus, ill. alternalo, ha barmely o € &y
permutacio és xq,...,xx € X vektorok esetén

f(Xg“),...,Xg(k)) :f(X1,...,Xk), ill. f(Xg“),...,Xg(k)) :sgn(G)f(x1,...,xk).

39 Adott K test esetén K karakterisztikajanak nevezziik a

minfneN: nr=0€K(reK)} (3meN: mr=0¢€K(reK))

char(K) :=
0 (egyébként)

természetes szamot. (Az olyan testeket, amelyekben ,,14+1 = 0” teljesiil, kizarjuk a vizsgalatainkbdl.)
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Utm.

1. lépés. Mivel barmely T € &y transzpoziciora sgn(t) = —1, tovabba barmely o € &

permutacié Gy-beli transzpoziciok kompozicidja, ill. tetszbleges 7, 0 € &y esetén
sgn(mo o) = sgn(m) - sgn(o),
ezért a feltétel sziikségessége nyilvanvalo.

2. lépés. A feltétel elégséges is, ui. ha x1,...,x¢ € X és 1,j € {1,...,k}: 1 < j, akkor a

T € &y, T(1) =3, T(j) = 1 transzpozicidra

® ha
f(X],...,Xi,...,Xj,...,Xk) :f(XTm,...,XTm,...,XT(j),...,XT(k)),
akkor
FXr(1)y e v oy Xa(@)y o+ oy Xy o ooy Xrk)) = T(Xay ooy Xjy oo vy Xiy oo vy Xi)
kovetkeztében

X0y ey Xy e ey Xy ooy X)) = T(X1y 000y Xy ooy Xiy vy Xi)

azaz f szimmetrikus;

® ha
X1y ey Xy e oy Xy e ey Xi) = SER(T)F(X(1)y v oy X(i)y + o oy X()y « + = X1(k) )y
akkor
SE(T)F(Xr(1)y + v oy Xa(@)y o+ oy Xa(i)y + o -y Xx(k)) = —F(X0y ooy Xjy e v ey Xiy v vy Xic),
kovetkeztében
X1y ey Xy oo oy Xy ey X)) = —F(X1y oo oy Xy ooy Xiy ey Xi),

azaz f alternalo. B
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Megjegyzések.
1. Az f € L (X5 Y), il f € £ (X*, K) leképezés tehat pontosan akkor

® szimmetrikus, ha valtozéinak barmely atrendezése esetén ugyanazt a helyettesitési

értéket veszi fel;

¢ antiszimmetrikus, ha valtozoinak paros permutécioji atrendezése esetén nem val-
toztatja az értékét, paratlan permutacioju atrendezésénél pedig elGjelet valt. Ha
pl. f: X3 — Y alternélo, akkor barmely x,y,z € X vektor esetén

f(XﬂJaZ) = f(Zﬂ()U) = f(}bZ)X) = —f(Z)UﬂC) = —f(yﬂ%l) = —f(X>Z)U)-

2. A kvantummechanika egy rendszer pillanatnyi allapotat ¥ : R* — C hullamfiiggvénnyel
abrazolja, ami a mérhets tulajdonsagok — masképpen megfigyelheté mennyiségek —
valoszintiség-eloszlasat irja le. Megfigyelhet6 mennyiség példaul az energia, térbeli hely-
zet (a nem relativisztikus elméletben), impulzus, impulzusmomentum stb. Valamely
fizikai rendszert alkoto részecskéket azonosnak tekinthetiink, ha a rendszer dinamikai
tulajdonsagai a részecskék barmely egymas kozotti felcserélésekor valtozatlanok ma-
radnak. A kvantummechanika egyik posztulatuma a szimmetrizalasi posztulatum:
véges szamu részecskébdl allo rendszer raszecskéinek hullamfiiggvényei szimmetriku-
sak vagy antiszimmetrikusak. A kisérleti megfigyelések szerint a feles spinti azonos
részecskékbdl (elektron, proton, neutron, neutring, miion stb.) felépiils rendszereknél
a természet csak az antiszimmetrikus alapotokat alakitja ki, azaz az ilyen részecskék
hullamfiiggvénye antiszimmetrikus (fermionrendszerek).*’ Az egész spinii azonos ré-
szecskékbdl (foton, pion, kaon stb.) felépiils rendszerek esetében viszont csak szim-
metrikus allapotok léteznek a természetben, azaz az ilyen részecskék hullamfiiggvénye
szimmetrikus (bozonrendszerek).!!

40 A Fermi-Dirac-statisztikaval leiarhato részecskék neve.
41 A Bose-Einstein-statisztikaval lefarhato részecskék neve.
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3. A szimmetrikus, ill. alternalé formak alteret alkotnak az Ly (X, K) linearis térben. Az
(K (k = 0),

S (X) = X' = L(X,K) (k=1),
{f € Li(X5K): f Szimmetrikus} (k>1),

(K (k =0),
A(X) = X' = L£(X,K) (k=1),
{f € Li(X*K): falternalo} (k> 1).

jelolések bevezetésével

® ok > 2 esetben
Si(X) N A (X) = {fo}.

azaz egyetlen olyan forma van, amely mind szimmetrikus, mind pedig alternélo;

® a2 k=1 esetben

Si1(X) = LIX,R) = Ai(X).

Specialisan, R™ véges dimenzids volta miatt
Si1(RY) ~R™ ~ A (R),

hiszen az
R"> a— f, € L(RYR)

leképezés izomorfia, tovabba
feryennyfens azaz  dxi,...,dXn, . AP LAY

bazis S(R™)-ben, ill. A;(R")-ben.

Példak.

1. Ha X:=R" Y := R, akkor az
f: X xX—=R, f(x,y) == (x,y):inyi
i=1

szimmetrikus bilinearis forma.
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2. Ha @,y € L(R",R) egyforma, akkor az f := @ A alternél6 2-forma (v6. 12. beadhato
feladatsor).

3. Tetszoleges skalarértéki fiiggvény k-adik derivaltja szimmetrikus k-forma (v6. Young-
tétel).

4. fa pontosan akkor szimmetrikus, ill. alternal6 forma, ha A szimmetrikus, ill. antiszim-

metrikus métrix, azaz AT = A, ill. AT = —A, ui. pl., ha

® f alternal6 és {eq,..., e} az R™ kanonikus béazisa, akkor barmely 1i,j € {1,...,n}
esetén

ay = fale, ) = —falej, e)) = —ay,
¢ A antiszimmetrikus, akkor tetszéleges x,y € R™ esetén

falx,y) = (Ax,y) = (x, Aly) = (x, ~Ay) = —(x,Ay) = —(Ay,x) = —fa(y, x).

Megjegyzés. Ha f € R* — R? derivalhat6 vektormezd és a € int(Dy), akkor az
f'(a) — f'(a)’

méatrix antiszimmetrikus, igy

Rot(f)(a) : R"™ x R™ — R", Rot(f)(a)(x,y) = {(f'(a) — f'(a)")x,y)
alternalo bilinearis leképezés. Speciédlisan n = 3 esetén

Rot(f)(a)(x,y) = (rot(f)(a),x xy)  (x,y € R%),

ui. az [a,b,c] := (a x b,c) szorzatra [a,b,c] = [b,c,al = [c,a,b] (a vegyes szorzat
elGjele két tényezd felcserélésével megvaltozik, mindharom tényezé ciklikus felcserélése

esetén valtozatlan marad), tovabba
rot(f)(a) x r = (f'(a) — f'(a)")r (r e R?),

hiszen a

T:=f"(a)—f'(a)'
matrix antiszimmetrikus, igy van olyan w € R? vektor, hogy

Tr=wxrt (reR): w = (=T, 13, —Ti2),
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5. Ha f az a leképezés, ami n darab R™-beli vektorhoz hozzarendeli ezen vektorokbdl,

mint oszlopvektorokbol alkotott matrix determinansat, azaz
f:(R"Y)" — R, f(X1yeeeyXn) = det[xq, ..., X0,

akkor a determinéns tulajdonsagai miatt f € A, (R™).
Megjegyzés. f-et szokis Levi-Civita-tenzornak?? nevezni, ui. ha {er,...,e,} jeloli

R™ kanonikus bézisat, akkor ebben a bézisban f komponensei az tin. Levi-Civita-

szimboélumok:
[ +1 (j € N, j az (1,...,m) paros permutacioja),
flej,..ye.) =€, =3 —1 (€N jaz (1,...,n) paratlan permutacioja),
0  (j € N, j nem injektiv),
ahol N :={1,...,n}. Ezen szimbolumok segitségével tetszdleges

M = M, € R

matrix determinanséra:

det(M) = Z €j1,oonin H My, .
1

jeNn 1=
6. Ha v € R*\{0}, akkor az
f: R} xR = R, f(x,y) := det[v,x,y]

leképezésre: f € A,(R3).

Megjegyzés. f fizikai jelentése: ha v valamely stacionédrius dramlas sebességmezeje,
akkor f(x,y) jelentése az x,y vektorok kifeszitette paralelogrammén ataramlé folyadék
fluxusa. Az x,y vektorok sorrendje adja meg a paralelogramma iranyitasat, ettdl fligg,

hogy a folyadék pozitiv, ill. negativ irdnyban aramlik-e at a paralelogramman.

42 Tullio Levi-Civita (1873 — 1941).
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Feladat. Legyen 2 < k € N, f € £ (X¥, K). Mutassuk meg, hogy egyenértékiick az aldbbi

allitésok!
(1) fe A(X).
(2) Ha az xy...,x¢ € X vektorok koziil barmely ketts megegyezik, akkor f (xq,...,x¢) = 0.
Utm.
1. 1épés /(1) = (2)/. Ha f € Ay (X) és valamely 1,j € {1,...,k}: i < j indexek, ill.

X1y ..., Xk € X vektorok esetén x; = x;, akkor

f(X], X ->Xk) = —f(Xl,...,Xk),
igy
2- f(X],...,Xk) = f(X], .o .,Xk) +f(X1, .o .,Xk) = O,
ezért (a char(K) # 2 feltétel miatt)
f(x1y...,xx) = 0.

2. 1épés /(2) = (1)/. Tegyiik fel, hogy barmely i,j € {1I,...,k}: i < j indexek, ill.

X1y ..., Xk € X vektorok esetén

Xi =X - f(X1y...,%x¢) = 0.

Ekkor
0 ="F(X1yee ey Xi+ X5y e ey Xj + Xiy ooy Xi)y

ahol az x; + xj, ill. az x; + x; vektor az i-edik, ill. a j-edik valtozéban van. Igy f

multilinearitasa és alternélé volta kovetkeztében
0 = FlX1yee ey Xiyee oy XyueoyXa) FF(X1y e ey Xiy ooy Xiy oo vy X))+
FE(X1y ey Xy ey Xy ey Xa) F T X0y ooy Xy ey Xy ey Xi) =
= (X1, ey Xy ooy Xjy ooy Xa) F 04+ F(X1y 000y Xy 0oy Xy ooy Xi) +0 =
= X1y Xy ooy Xy ooy Xa) F (X0, ooy Xy ey Xy ey Xi),

ahonnan

X1y ey Xy ooy Xy ooy X)) = =T (X0, ooy Xy ooy Xiy e vy Xi)

kovetkezik. B
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Feladat. Igazoljuk, hogy ha f € Ay (X) és az x1,...,xx € X vektorok linearisan Osszefiiggsk,
akkor fennall az f(x1,...,xx) = 0 egyenléség!

Utm. Ha az x1, ..., % € X vektorok linearisan sszefiiggsk, akkor ezen vektorok valamelyike
kifejezhetd a tobbi linearis kombinaciojaként. Az altalanossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel,

hogy ez x1,*® azaz alkalmas A, ..., Ax € K esetén

k
X1 = 7\2X2 + ... +7\ka = Z?\ij.
j=2

Igy, ha f € A (X), akkor
K
f(X1yeeoyx ) = f (Z?\jxj,xz,...,xk> = ZAjf(xj,xz,...,xk) =
j=2 j

= f(x2,X2y .00y X)) +ooe +F(Xy X2y oo oyX) =0+...+40=0. N

Megjegyzések.

1. Ha 2 < k € N olyan index, amelyre k > dim(X) és f € A (X), akkor — 1évén, hogy
X-ben maximalisan dim(X) linearisan fiiggetlen vektor van — barmely xq,...,xx € X
vektorrendszer linearisan osszefiiggs, igy f(xq,...,%) = 0, ahonnan Ay (X) = {fo}
kovetkezik.

2. Az el6z6 feladatbeli allitds megforditottja nem igaz: egy fo-tol kiilonbozs alternéald

forma lineéarisan fiiggetlen vektorokon is vehet fel nulla értéket (v6. 5. beadhato feladat).
Definicié. Ha k, 1 € Ny, akkor az
1. f € S(X) és a g€ S§(X) formak szimmetrikus szorzatéinak nevezziik az
(fVgxiy.yxi1) = kL Z f(Xo(1)y -+ + oy Xo(k) )G (Xa(k1)y - + +» Xk 1))
(X1y .y Xpq) € X

leképezést ;

43 Atszamozassal ez mindig megteheto.
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2. f € AX) és a g € A(X) formék kiils6 szorzatinak (Grassman-szorzatanak)

nevezzik az

1
(FAGI X,y Xie) = gy > sgn(0)f(Xa1), - -y Xo(k) )G (Xaficr 1)y - - - > Xo(icr)

O'GGkJrl

((Xb s )Xk+l) S Xk+l)

leképezést.

Példak. Ha @, € A;(X) és w € A,(X), akkor

(@ AD)(x,y) = (X0 (y) —b(X)ely)  (x,yeX)

és
((P N w)(X>y>Z) = (P(X)(U(U»Z) + (p(y)w(z,x) + (p(z)w(x,y) (X>U,Z € X) O
Definicio. Adott 2 < k € N, ill. @q,...,@x € L(X,K) esetén legyen
Q1V...Veypi= Z Po(1) @ ... @ Qo))
0By
azaz tetszlleges X1, ...,%x € X esetén legyen
K
(@ V...V xi,..ooxd) = > [ ewn(x);
€Sy j=1
illetve
Q1A LA Q= Z sgn(0) Po(1) @ ... ® Qo(r),
(S
azaz tetszéleges X, ...,xx € X esetén legyen

K
(@1 A oA @)Xy ey Xi) 1= Z SgH(G)H(Pc(j)(Xj)- O
=1

0eSK

Példa. Mivel

S; = {id = [123], [231] = (12)(13), 312] = (12)(13), [321] = (13), [213] = (12), [132] = (23)},
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ezért
GV OV 93 = Y Qo) ® Po2) @ Po(z) =
€G3
o = [231] o = [312]
= Q103+ @20 030 P71+ P38 P71 @2+
o = [321] o= [213] o= [132]
FTE30 P20 @1+ P28 ©1Q Q3+ 91 X Q3D @2,
illetve
O IWAN O AN GERIES Z sgn(0)Po(1) ® Qo) @ Po3) =
0€S3
o = [231] o = [312]
= 1 RQP20P3+P20P3X @1+ Q3 Q1 X @2—
o = [321] o= [213] o= [132]
—P30 PP — P2 QP10 Q3 — P1 X P3P Q).
Megjegyzések.

1. Vilagos, hogy az
(X/)kHEk(XRR)) ((pl)---»q)k) ’_>(Pl\/---\/(pk)

ill. az
(X")* = L (XY R), (@1y ey @) — @1 A A @y

leképezés k-linearis és szimmetrikus, ill. alternélo.

2. A permanensre, ill. a determinansra vonatkozo kifejtési tétel és (k-ra vonatkozo) in-

dukci6 felhasznalasaval konnyen megmutathato, hogy tetszéleges xq,...,% € X esetén

e1(x1) ... @1(x)
(1 V...V @r)(x1y...,Xx) = perm : : = perm [(Pi(xj)]ij:] )
or(x1) .. @er(x)
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illetve

e1(x1) .. @1(x)
(@1 Ao AN @) (x1y .00y ) = det : : = det [¢i(x;)]

er(x1) .. @r(x)

k
Lj=1

(ez utébbi nem mas, mint a kvantummechanikai szamitédsokban hasznalatos Slater-
determinans*! v/nl-szorosa), azaz
o1V..Ve: X5 R szimmetrikus k-forma,

ill.
P1 NN XS R alternalé k-forma. [J

Példa. Ha
e(T):=a+b, P(r):=a—->b (r = (a,b) € R?),
akkor
(@V)rs) = peam| T2 ST i)+ (et d)a—b)=
a—b c—d

= —2bd+ 2ac (r=(a,b),s = (c,d) € R?),

ill.
at+b c+d
a—b c—d

(@ A)(rys) = det

= (a+Db)(c—=d)+(c+d)(a—Db) =

= —2ad + 2bc (r=(a,b),s=(c,d) eR?). W

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha n € N, by,...,b, bazis az X (valos) vektortérben,
k € N:={1,...,n}, tovabba

44 John Clarke Slater (1900 — 1976).
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1. N¥ jeloli a monoton multiindexck halmazat, azaz

N':=N (k=1),
Nk .=
{ieNk: i <... gik} (k>1),
akkor
IM=Db" V... VbR (1e N9
bazis Sy (X)-ben, azaz

VIES(X) JaweREEN:  f=) ol

iENK

teljesiil ;
2. N¥ jeloli a szigortian monoton multiindexek halmazat, azaz

N's:=N (k:”)
Nkx .=
{fieNs: <. <} (k>1),

akkor
AP =bU AL ADBE  (ieNK)

béazis Ay (X)-ben, azaz

VieA(X) Jos eREENY: f=) aAMF

ieENk
teljestl!

Utm. (V6. el6z6 gyakorlat, ill. 7. beadhato feladat). W
Megjegyzések.

1. Hane N, X=R"és b; =¢ (j €{1,...,n}) a kanonikus bazis, k € N :={1,...,n},

akkor barmely 1 = (i,...,1) € N¥ (szigortian monoton) multiindex esetén

B ALLADE = AL AT = dxg AL Adxg, = ARTALLAART = APK,

2. Ha f € A (R"), akkor (v6. el6z6 gyakorlat)

f= Z (liA?’k — ai:f(ei],...,eik).

ieNk
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3. Vilagos, hogy ha 1,1 € N¥, akkor

fei] (el] ) e fei] (elk) el]i] e elkh
A (e, ...,e,) = det : : = det : : =
fe, (ey,) ... fe (ey) €l +-- €l
1 (l = l))
0 (i#1,

hiszen
® {=1lesetén AM (e;,,...,e;, ) nem mas, mint az egységmatrix determinansa:
n,k _ 1.
Ai (ei] yooey eik) = det(Ek) = ],

® { # lesetén van olyan v € {1,...,k}, hogy i, nem fordul el§ | komponensei kozott,
ezért barmely s € {1,...,k} esetén f.,_(e;,) = 0, azaz a matrix r-edik sora csupa
0-bol all.

4. Lévén, hogy valamely 1 € NF multiindex tetszéleges i permutécidja esetén, ha A;
baziselem Ay (R™)-ben, akkor A; is az (hiszen Ay = £A3), ezért pl. n = 3, k = 2 esetén
olykor az A,(R3)-beli

{dXz AN ng, dX] A\ ng,, dX] AN dXz} = {A%ﬁé), A?‘ii?)], A?ﬁz)}
bazis helyett a
bazist fogjuk hasznélni (v6. kovetkezd gyakorlat).

5. Elemi kombinatorikai ismeretek felhasznaldsaval — n elem k-adrendd ismétléses kom-
binaci6inak, ill. k-adrendd kombinéaciéinak szamat tudva — megallapithato, hogy ha

dim(X) = n, akkor barmely k € Nj esetén
n
(k> (k <m),

0 (k > n).

ill. dim(Ax (X)) =

k

dim (S (X)) = (“ Tk 1) ,
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6. Ha dim(X) = n, akkor S (X) izomorf az n-valtozos k-adrendd polinomok vektorterével.
7. Az S(X) szimbolum jeloli az Sy (X) (k € Ny) vektorterek direktosszegét:
S(X) = So(X) @ S1(X) ... D Sul = B Sul
meNy

Ha tetszoGleges 1, s € Ny esetén @, € S:(X), ill. P € Ss(X), akkor

fr=) @ e8(X), g=) beSX),
=0 s=0
és igy az
fVg=> > @ Vi,
=1 rs=1
szimmetrikus szorzattal képzett (S(X), V) algebrat szokas szimmetrikus algebranak
is nevezni. Az S(X) teret a kvantummechanikédban (X-re vonatkozo) bozonikus Fock-

térnek?® nevezik, ahol tobbnyire X := [2(R3?) és az alaptest C.
Az A(X) szimboélum jeloli az Ay (X) (k € Ny) vektorterek direktosszegét:

AX) = Ao(X) © Ai(X) @ ... © An = P Anl
meNy

Vilagos, hogy ha dim(X) = n, akkor

dim (A(X) =1+ (T) T C‘L) +o+...:Z(2) —

k=0

Ha tetsz6leges 1,s € Ny esetén @, € A.(X), ill. s € A (X), akkor

f:=) @ €AX), g:=) bedX),
r=0 s=0

és igy az .
fAg:i= Z Z ©r A s
=1 r4s=1
kiils6 szorzattal képzett (LA(X),/\) algebrat szokds Grafmann-algebranak?® is ne-
vezni. Az A(X) teret a kvantummechanikdban (X-re vonatkozo6) fermionikus Fock-
térnek nevezik, ahol tobbnyire X := L?(R3) és az alaptest C. B

45 Vlagyimir Alexandrovics Fock (1898 — 1974).
46 Hermann Graffmann (1809 — 1877).
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Példak. Legyen X := R™.

1. Ha k = 1, akkor (T) =n. Ez az az eset, amikor i € N = {1,...,n}, ill. dx; = A

kiszedi az argumentum i-edik komponensét (,,kikopsforma”):
dXi(X) = A?’] (X) = det[xi] =Xy = <€i,X> = fei (X) (X = (Xh oo )Xn) € Rn) )

tehat barmely
fe A(R") /= L(RY,R)/,

esetén pontosan egy olyan & = (q,...,&,) € R™ van, hogy ha x = (x1,...,%x,) € R™,

akkor
Z o dxi (x Z oGAM (x Z X = = fq(x).

2
olyan o = (o, 0z, 03) € R van, hogy

3
2. Han = 3, k = 2, akkor ( ) = 3. Ekkor barmely f € A;(R3) esetén pontosan egy

= (dXz A dX3) + OCz(ng /\ dX]) + OCg(dX] /\ dXz) = X A%ﬁ%_g) + (XzA?}f]) + (XgA?ﬁz).
Konkrétan

(a) 1= (1,2) esetén

X1 X12
Ay (x1yx2) = det = X11X22 — X12X21 (x1,%2 € R);
X211 X22
(b) i=(2,3) esetén
X12 X13
A?izg) (x1,%2) = det = X12X23 — X13X22 (x1,%2 € R%);
' X22  X23

(¢) i=(3,1) esetén

32 X13 X1 3.
A (x1,%2) = det [ . ] = XXz — XXz (x1,% € RY);

23 X21
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(d) 1=(2,3) esetén

Aj)(er, e5) = det

° O] =0, A%f3)(e1,e3):det[0 O] =0,

10 01
10
A?ﬁ%s)(ez,eg) = det 0 1 ] =1.
(e) i=(1,3) esetén
10 10
A (er, €2) = det 0 0 ] =0,  Af(er,e3) = det [ o 1 ] =1,
00
A?i%s)(ez) e3) = det = 0.
0 1
3. Mivel
ny n
k) \n-k/)’
ezért

dim (Ax (X)) = dim (An (X)), gy  A(X) ~ Ank(X).

A k = 1 speciélis esetben

ezért
dim(A; (X)) =n =dim(A,_1(X)) =n, ill. A (X) ~ X~ A1 (X).

Bizonyos fizikai mennyiségek (mint pl. impulzus vagy magneses térerdsség),
amelyeket vektorokkal frunk le, sokkal jobban modellezheték, ha 1-formaknak vagy
(n — 1)-formaknak tekintjiik Sket.

4. Ha k = n, akkor (n) =1, igy
n

An(X) = {a- AR 0 x € R}

HAZI FELADAT. Az Fiiggelék ismeretanyaga.
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1.13.2. |Beadhatd/gyakorlé feladatok

1. Az alabbi bilineéris leképezések koziil melyik szimmetrikus, ill. melyik alternal6?

(a) f:
(b) f:
(c) f:
(d) f:
(e) f:

R3 X Rs — Rg f((l,b) =aXxXb= (azbg — (lg,bz, (13b] — (11b3, a1b2 — (12b1);

) x L(X) = L(X), f(A,B):=[A,B] :=AoB —BoA, ahol X K-vektortér;
L(X) x L(X) = L(X), f(A,B):={A,B}:= AoB+BoA, ahol X K-vektortér;

K™ K™ 5 K, f(A, B) := Sp(ATB):
R* x R* = R, f(x,Y) := x1Y1 + X2Y2 + X3Y3 — CX4Ya;

b
X x X =R, flo,V) ::J @, ahol X := €([a, b],R);

a

X x X =R, f(x,y) == (@ AP)(x,y), ahol X :=R", ¢, € L(R",R);
XX X =R, f(x,y) := (@ VU)(x,y), ahol X :=R" @, € L(R",R).

Utm. Mivel

(a) barmely a,b € R? esetén

f(b,a) = b xa=(azb, —abs,a1bz — azby,a;b; — a;by) =
= —(azbz — azby, azb; — aybs, a;b; —azby) = —axb =

= _f(avb)>

ezért T alternalo.

(b) tetszoleges A, B € L(X) esetén

f(B,A) = [B,A] =BoA —AoB=—(AoB—BoA)=—[A,B] = —f(A,B),

ezért T alternalo.

(¢) minden A,B € L(X) esetén

f(BvA):{BvA}:BOA‘i‘AOB:AOB+BOA:{A>B}:f(A>B))

ezért f szimmetrikus.
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(d) barmely A = [ay], B = [by] € K™ esetén

n n n

f(B,A) = Sp(B'A) = Z Z byay = Z Z axibi = Sp(ATB) = f(A, B),

i=1 k=1 i=1 k=1
igy f szimmetrikus.

(e) tetszleges x,y € R* esetén
fly,x) = f(x,y) = Yyra+ysa+3xy—yicx = xiy1+xy2 %3y —cxays = f(x, y),

ezért f szimmetrikus.

(f) minden @, € €([a,b],R) esetén

f, @) = Etb(p = Jb oY = flo, V),

a
ezért f szimmetrikus.

(g) barmely @, € L(R™ R) esetén

f, @) = Ao =—(pAP) =—f(p,0),

ezért  alternélo.

(h) tetszoleges @, € L(R™,R) esetén
fb, ) =0V e =0AY="1flg,),
ezért f szimmetrikus. W

2. Mutassuk meg, hogy ha 2 < k € N, n € N és X n-dimenzios valoés vektortér, tovabba
ha f € S (X) és tetszoleges x € X esetén f(x,...,x) = 0, akkor f = f, teljesiil!
Utm.

® Ha k = 2, akkor tetszdleges x,y € X esetén

0 = flx+y,x+y)="~f(x,x) +flx,y) + fly,x) + f(y,y) =

= f(x,y) + f(y,x) = 2f(x,y),

igy f(x,y) =0.
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® Ha valamely 2 < k € N esetén
f(xy...,x) =0 (x€X) — f =1y € Sk(X),
tovabba A € R, ill. x,y € X, akkor
0 = fix+Ay,...,x+Ay) =

k-1
k
= f(xy...yXx) + E 7\1< )f(x,...,x,y,...,y)—|—7\kf(y,...,y)—:p(7\).
pAEIg A7 ,
=1 t (k—1) darab 1 darab

Igy tehat a p polinom minden egyiitthatoja zérus, ahonnan

flx,...,x,y)=0 (x,y € X).
(k—1) darab

Ezért tetsz6leges y € X esetén a

@(X1y . ey Xim1) = flxay .00y X1y Y)

nyilvanvaléan szimmetrikus multilineéaris forma kielégiti a feladat feltételeit, Az
indukcios feltevés értelmében barmely xq,...,X%_1 € X esetén @(Xqy...,Xk_1) =

= 0, ahonnan f = f kovetkezik, hiszen y teszGleges volt. B

3. Igazoljuk, hogy F € A,(R?) pontosan akkor all fenn, ha alkalmas a € R? esetén F = F,
teljesiil!
Utm.

1. lépés. Tudjuk, hogy Fo € A,(R?). F, alternal6 volta egyébként onnan is latszik,
hogy barmely x,y € R3 esetén

Fa(y»x) = <(1,y X X> = <(l, —X X 1J> = —(a,x X y) = _Fa(x»y)-

2. lépés. Ha x,y € R3, akkor pontosan egy olyan (xi,%2,%3), (Y1,Y2,Y3) € R3 van,

hogy
X = X1€7 + X282 + X3e3, ill. Y = Yyier +Yze + yszes.

Igy, ha F € A,(R3), ill.

a = [F(ebeS) F(es, er) F(ehez)}:

= [F(ez,eg) —F(er,e3) F(€1,€z)],
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akkor barmely x,y € R? esetén

F(x,y)

i=1 j=1

= ) Fleye)(xy; —xyi) = (a,x x y)

1<i<j<3

Ui. F alternald volta miatt

F(ei, ei) = —F(ei, ei), azZazZ F(ei,ei) =0 ¢és F(ei, e]') =

Megjegyzés. Ha {e, e,, e3} az R? kanonikus bézisa, akkor

Fe1 (X)y) - <€],X X y> = X2Y3z — X3y = (fez /\feg) (X>U)

Fez(x>y) = <€2,X X y> =X3Yyr —X1ysz = (fes /\fel) (X>y)

és

F€3(X)y) = <€3,X X y> =X1Yz —x2y1 = (fe1 /\fes) (X)y)

ezért tetszbleges a = (aj, ay, az) € R3 esetén

Fo(%,y) = (a,x X y) Zalxxyl—ZalFelxy

azaz .
Fo=) aFe.
=1
4. Mutassuk meg, hogy

2<kneN, k<n é fe L (RYYR)

esetén f € Ay (R™) pontosan akkor teljesiil, ha minden olyan yq,...

amikor valamilyen 1 € {1,...,k — 1} indexre

Yi = Yi+1, akkor f(y1, ‘e »yk) =0

teljestl!

3 3 3 3
F <Z Xiy, ZUiei> = Z ZXﬂJ) ei, ;)
i=1 j=1

- Fa(x>y)-

—F(e]-, ei).

(x,y € R?),

(x,y € R?)

(x,y € R?),

(x,y € R™),

s Yk € R™ esetén,
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Utm.
1. 1épés. Legyen f € Ay (R"™). Cseréljiik fel yi-t és yiiq-et! Ekkor

f(yh-'-)yk) = _f(yh---)yk)’

ahonnan 2 - f(ys,...,yx) = 0, azaz (char(R) = 0 miatt) f(ys,...,yx) = 0 kovet-
kezik.

2. 1épés. Tegyiik fel, hogy igaz az allitasban megfogalmazott feltétel. Ha yq,...,yx €
€ R™, és T az i-edik és az (1 + 1)-edik elem transzpozicioja:
i 141
i4+1 i

akkor f linearitédsa miatt

0 = flyn. -, Y-t Yi +Yirh, Yi F Yirhy Yigzy - Yi) = oo =
= f(yh--wyifhyi)UiH»yiJrZ)---»Uk)+
+ Y1y o, Yiehh Yirh Yiy Yiszy - - Yk) =

= f(yh oo )yk) + f(yrﬂ)) oo )UT(k)))

ahonnan
f(Ye)y - sy Yre) = —F(Y1y -0y Y1)

kovetkezik. Ha o tetszéleges permutécio, akkor elGallithatd paratlan szamu

i i+

= (e 1,..., — 1
T ie1 i (ief p—1})

tipusi transzpozicié (szomszédcsere) kompoziciojaként. Innen mar kovetkezik,

hogy f alternalo. B

5. Tegyiik fel, hogy 2 < k € N, k < n € N és X n-dimenzios valés vektortér, tovibba
©1y...9x € L(X,R) olyan, hogy

fo 7’é @1 /\.../\(pk < ﬁk(Xk,R).
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Mutassuk meg, hogy ekkor alkalmas 0 # x € X vektorra barmely i € {1,...,k} ese-
tén @i(x) = 0 teljesiil, majd adjunk meg olyan lineéarisan fiiggetlen x;,...,x, € X

vektorokat, hogy fennéalljon a

(@1 A A @)Xy yx0) = 0
egyenlGség!

6. Lassuk be, hogy ha 2 < k € N, dim(X) = k, fy # f € Ax(X), tovabba x1,...,xc € X
linedrisan fiiggetlen vektorok (tehat bazist alkotnak), akkor f(xq,...,xx) # O teljesiil!
Utm. Tegyiik fel, hogy f(x1,...,%) = 0. Az f € A(X) feltételezés miatt az X1, ..., Xk

vektorok barmely zi,...,z, permutéiciojara is f(zy,...,z¢) = 0. Mivel xq,...,x bé-
zis X-ben, ezért barmely vi,...,vx € X vektor ezeknek a béazisvektoroknak a linearis
kombinécidja:

K

Tehat

Ha a jobb oldali 6sszeg valamelyik tagjaban f két valtozoja megegyezik, akkor az a tag

nulla. Ha viszont xy,,...,%;, mind kiilonb6z6 vektorok, azaz az xi,..., Xy egy permu-
tacioja, akkor az elsbb mondottak miatt f(xi,,...,x;,) = 0. Igy a feltevésiink kévet-
keztében barmely vi,..., v € X vektor esetén f(vy,...,v) = 0, ami nem lehetséges.
[

7. Mutassuk meg, hogy ha 2 < k € N, akkor barmely f € £ (X*,R) esetén az

1
S(f)(X1,...,Xk) = — Z f(XG(]),...,XG(k)) (X],...,Xk < X)

|
k. oeSK
k-forma szimmetrikus, ill. az
1
AR (xayeyxi) o= 1 D sgn(o)  f (Xo()y ooy X))  (Xay.eeyXi € X)
oSk

k-forma alternalo!
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Utm. Ha T € Sy, akkor barmely xq,...,Xx, € X esetén
1
S(f) (XT(U) R 7XT(k)) = g Z f (XG(TU))) < e »XG(T(k))) =
’ oeSk
1
= D (Xpy ey Xpn) =
p:=00TESK

= S (X1y.00yx0),

ill. felhasznélva a permutéciok kompozicidjanak elGjelére vonatkozo azonossigokat :

A(f) (Xe(1)y - ooy Xe) = sgn Z f (Xo(x Xo(x(k))) =
0ESK
1 -1
= —sgn(poT ') - Z f (xpm, . ,xp(k)) =
p:=00TESK

= sgu(T)A(f) (x1,. .., xx).
Megjegyzések.

® S(f)-et, ill. A(f)-et f szimmetrikus, ill. alternalé részének nevezziik.

® Ha f szimmetrikus, akkor S(f) = f és A(f) = fy, ill. ha f alternélo, akkor S(f) = f,
és A(f) = f, ui. az 6y k-adrendd szimmetrikus csoport elemszamaéra |Sy| = k!
teljestil. Ez azt (is) jelenti, hogy az

S L (X5 R) — Se(X), ill. az A: L (XM R) = A(X)
leképezés idempotens:
S§?=8085=S, ill. A2 = Ao A=A

® Ay
S, A L (X5 R) — L (XK R)

leképezések trivialisan lineérisak, igy a fentiek kévetkeztében mindkettsjiik pro-
jektor.
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® k =2 esetén Sy = {17, id}, igy barmely x;,x; € X esetén

T (X (1)) X1 + f (Xia(1), Xi
S(F) ) + Af) () = L) m)z (say xua)

—f (Xn(mxn (2)) + f (Xid(l)) Xid(Z)) B
+ 2 =

= (X, Xia@) =T (x1,%2)

azaz

S(f) + A(f) = 1.

® Ha tetszbleges 0 € & permutacio esetén oy : Ay (X) — Ak (X) jeloli azt a lineéaris

leképezést, amelyre

GX(f)(X1) .. -»Xk) = f(xa(l)) . ")XO'(kJ) (Xh'“)xk € X)>

akkor teteszéleges f € Li(X*,R) esetén

Alf) = % > sgn(o) - ox(f).

0ESK

Lathato, hogy barmely o, T € &y permutéaciora és f € Ay (X) alternalé k-forméara
(00 T)x(f) = ox(Tx(f))

teljesiil.

® Vilagos, hogy ha f € S¢(X) és a g € §(X), akkor

(k + 1)!
KU

ill. ha f € A (X) és a g € A (X), akkor

f\Vg= -S(f®g)),

(k+1)!
k! !

Alfeg)|= g Y smllox(fag).

U€6k+1

fAg=

Igy £V g, ill. f A\ g szimmetrikus, ill. alternal6 (k + 1)-forma. Az f, g € S;(X), ill.
az f, g € A;(X) esetben példaul barmely xq,x; € X esetén

(fV g)lx1,x2) = 1131 {f(x1)g(x2) +f(x2)g(x1)} = f(x1)g(x2) + f(x2)g(x1),
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ill.

(fAg)(x1,%2) = —f{f(xl)g(xz) —f(x2)g(x1)} = f(x1)g(x2) — f(x2)g(x1). W

8. Igazoljuk a szimmetrikus szorzas alabbi tulajdonsagait (X legyen valos vektortér)!

(a) Az
V1 8(X) x Si(X) = Si(X)

leképezés bilinearis, azaz barmely k,1 € Ny @, ¢ € Si(X), 1|),$ eS(X)ésAeR

esetén

) Ap) Vi =9V (Ap) =A@ V) =1Ap V;
B) (¢+@)V=0V+oVi;
Y) eV +1) =9V + Vi
(b) V asszociativ, azaz ha k,l,m € Ny, ¢ € S¢(X), b € §i(X) és w € §,,(X), akkor

(VYY) Vw=eV Vw =0VVw.
(¢) V kommutativ, azaz ha k,1 € Ny, ¢ € S(X), P € §(X), akkor
eV =19Ve.

(d) Tetszoleges p € N, my € Ny, ill. @3 € S, (X) (i € {1,...,p}) esetén

(k]—i-...—i-kp)!
Kl k! S

Q1V...Vo,= (P1®...0 @p) |-

9. Igazoljuk a kiils6 szorzas alabbi tulajdonségait (X legyen valos vektortér)!
(a) A
A A (X) x AUX) = A (X)
leképezés bilinearis, azaz barmely k, 1 € Ny, @, @ € Ay (X), 1]),$ e A(X)ésAeR

esetén
) A@) Ab =@ A M) =A@ AD) = Ap AY;
B) (@ + @) AN =0 N+ o A;
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Y) @AW +P) =@ A+ @ At
(b) /\ asszociativ, azaz ha k,l,m € Ny, ¢ € A (X), P € A (X) és w € A, (X), akkor

(eNP)ANw=pNWPAw)= AP w.
(¢) /\ antikommutativ, azaz ha k,1 € Ny, @ € Ay (X), P € A(X), akkor
e AP = (=1)"P A o.

(d) Tetszoleges p € N, m; € Ny, ill. @3 € A, (X) (i €{1,...,p}) esetén

(k1+...+k,p)!‘
| SEEI

QI N@, = A1 ®...® @p)|.

Utm.

(a) Az ékszorzat definiciojat kovets megjegyzés alapjan f A g alternélo, az (o) — (y)

tulajdonsagok pedig a definici6é kozvetlen kovetkezményei.
(b) Ez az 5. allitas egy specialis esete (lasd ott).
(¢) Mivel az /\ leképezés bilinearis, elég az allitast olyan @ € Ax(X), b € A(X)

forméakra igazolni, amelyekre alkalmas fy,..., fy, g1,..., g1 € A;(X) esetén
@ ="fi A A ill. Y=g A...A\qg.

Igy

= (—])kg]/\(f]/\/\fk)/\(gz/\/\gl):
= (—])H(g1/\/\91)/\(f1/\/\fk):

= (-1 ANe.

(d) p-szerinti indukcioval bizonyitunk. p = 1 esetén az allitas trivialis. Tegyiik fel,

hogy valamely p € N esetén igaz az allitas, tovabba m; € Ny, ill.

0i € An (X)) (e{l,...;p+ 1},
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és
Ky =Kk +... + Kk, Kpt1 = Ky + Kpp1y

valamint T € Gy, ill.

~ 1 ... K Ko+1 ... K
. [T P P p+1 66p+1,

(]) T(Kp) Kp+1 K]J-H

teljesiil. Ekkor sgn(t) = sgn(T) és

(ki +...+
(91/\---/\(Pp/\(pp+1:(] ]l?,’ (cp1®---®<pp)>mpp+1=

1
PN Z sgn(T)x (@1 ® ... @ @p) | AN @py1 =
el o

1 1
T Kkl k! k!

Z ngn o) sgn(t)ox ((Tx(@1 ®@...® @p)) ® @py1) =

O'GSK TGSKP

Z sgn(ooT)(ocoT)x(P1®...® (Pp-H) =

GES

Kle] ka

TESK

ST e 2 e 9.0 ep).
T[GSKP_H

A fentiekbdl kovetkezik, hogy (p = 2, azaz) barmely k,l,m € Ny, ¢ € Ay(X),
P e A (X) és w e A, (X) esetén

(k+1+m)!

(e AW Aw K Um

Al @V @ w) =

1

= —— Y sgn(mnx(e®Pew).
KUm! e

Hasonléan lathato be, hogy ennek az egyenléségnek a ,,jobb oldala” megegyezik
e N\ (P A w)-val.
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Megjegyzés. Ha k paratlan és @ € Ay (X), akkor @ A\ @ = fy € Ay (X), ui.

eNp=(-1NoNo=—pNo. B

10. Bizonyitsuk be, hogy ha m € N, by,...,b, bazis az X (valos) vektortérben,
k € N:={1,...,n}, akkor

(a) barmely f € Sy(X) szimmetrikus forma esetén pontosan egy olyan o € R

(i € N_¥) szam van, amelyre
f= Z OCiZ{l’k
iEN_K
teljestl;

(b) barmely f € Ay(X) alternalé forma esetén pontosan egy olyan o; € R (1 € N¥)

f=) oAP

ieENk

szam van, amelyre

teljesiil!
Utm.
(a) Hazi feladat (v6. 12. gyakorlat, ill. b)).

(b) To6bb lépésben bizonyitunk.

1. 1épés. AM* (i € N¥) lineérisan fiiggetlenek, ui. ha valamely o; € R (1 € NF)

fo = Z oG AN

ieNk

esetén

és L € N¥ akkor
0= fo(b,...,by) = > A (by,...,by) = a
ieNk
hiszen
AP (byy, .y by) = By
(1 = 1 esetén ez az egységmatrix determindnsa, i # 1 esetén pedig lesz egy
csupa 0-abol &llo sor). Igy minden i € N¥ esetén o = 0 (minden o; csak

egyszer szerepel).
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2. lépés. Mivel tetszoleges xq,...,xx € R ill. 1 € {1,...,k} esetén pontosan egy
olyan (Bu,...PRw) € R* szam k-as van, hogy

n n
X1 = E mejﬂ SRR Xk = z Bkjkbjk?

ji=1 jrk=1

ezért, ha f € A (R"), akkor

K
f(X1y.noyXK) = Z HBUI f(bj,...,b5) =
—_—

1<k Sn =1 =0, ha j nem inkektiv

- Z HBUL 1y ]k) :;.

]GNk 1=1
j injektiv

Ez az 0sszeg felbonthato (2) alakt részletosszegre:

JENK, ieNk | j=ioo,
j injektiv ocBk

Tekintsiik ennek az sszegnek a rogzitett i € N¥ multiindexhez és o € &y

permutaciohoz tartozo

H Bllo- ig( [} big[k) )

1

tagjat. Ha f valtozoit m:= o~ szerint permutéljuk, akkor ezt a tagot a

H th Sgn (bn y . bik)

alakba irhatjuk at. Ebben a tagban az Py, tényez6k szorzatat tetszéleges
sorrenben kiszamitjuk, ezért vehetjiik az eredeti sorrend 7t permutéacioé szerinti

dtrendezését. Igy a fenti tag nem mas, mint

H Bﬂ Uiy SgIl (bu» bik)-
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Ezért, ha o == f(by,,...,b; ), akkor

K
= Z f(bi,y..., by) Z sgn () H Bri, = Z oG A (X1, .y xi). W
=1

ieNk mESK ieNk

11. Legyen X valos vektortér,n € N,k € Ny: k <n, ¢ € L(R",R) = A;(R"), ) € A (R"),

tovabba tetszlleges X1, ..., Xk, Xkr1 € R™ esetén

k+1
f(X],.. '»Xkyxk+1) = Z(_1))(p(xj) ' 11)(7(1, s )Xj—laxj—i-h-")xk—i-])-
j=1

Igazoljuk, hogy ekkor f € Ay, 1(R") teljesiil!
Utm. Az f leképezés trivialisan (k + 1)-linearis: f € L1 (R™, R), tovabba f alternalo,

ui. ha valamely 0 <1 <m — 1 esetén x; = xq41, akkor

KA1
F(X1yeeeyXiy Xkr1) = Z =
j=1

= (=1)'@(x1) WXy e e oy Xim1y Xit Ty« « «y Xiey Xie 1)+

= (_1 )i+1 (p(XiJH) : 1|)(X1, ceey Xiy X2y e e s »Xk>xk+1) = 0.
Megjegyzés. Lathato, hogy f = @ AYp. B

12. Szamitsuk ki az f € A;(R3?), ill. a g € A;(R3?) formak f A g ékszorzatat!
Utm. Mivel alkalmas o, 02, 03 € R, ill. 1, B2, B3 € R esetén

f=oge +oue’ +ogze’ il g=pRie?Ne})+ Bae® Ae') + Bs(e! Ae?),
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ezért

fAg

= {oye' + et + aze’ P A{Bi(e? Ned) + By’ Nel) + Bsle! Net)} =

= oBi(e' A2 Aed) + auBa(e! ANedAel) + aBse! Ael Ae?)+
+oaBi(e? Ae? Aed) +oupar(e2 AedAel) + ayBs(e? Ae! Ae?)+
+ogPi(ee Ne? Aed) +osBa(e ANed Ael) + asBs(e’ Ael Ne?) =

= oPile' Ne2 Aed) +afr(e2 Aed Ael) + azBs(e’ Ael Ae?) =

= (ouPr+ P2+ a3B3) (e ANe2Ae’). B

13. Legyen n € N és

a € R™ = a= (X1yeeeyXnyYiye-vyYn)-

Mutassuk meg, hogy ha

akkor

teljestl!

w:=dx; Ady; + ...+ dx, A dy, € A(R™)

1 n
WAL A= (=120 AL A dx, Adyr AL A dy,

14. Ha X valos vektortér, akkor a B € £4(X* R) 4-format (4-edrendii tenzort) Bianchi-
tenzornak®” nevezziik, ha teljesiti a

(B1) B(x,
(B2) B(x,
(B3) B(x,
(B4) B(
(B5) B(

X’ y)Z)

XY, zZ, W

_B(U>X>Z>W) (Xayasz € X)7

—B(x,y,w,z) (x,y,z,w € X),

w) =
w) =
y,z,w) = B(z,w,x,y) € (x,y,z,w € X),
w) + B(y, z,x,w) + B(z,x,y,w) =0 (x,y,z,w € X),
w)

+B(X w,y,z )+B(X>Z,W>U) =0 (X)U)Z)W € X)

47 Luigi Bianchi (1856 — 1928).
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Bianchi-azonossagok koziil az els6 harombol legaldbb kettét, valamint az utolsod
kett6bol legalabb egyet. Igazoljuk, hogy ha B € £4(X* R) Bianchi-tenzor, akkor B a
fenti definicioban 1év6 mind az 6t (B1)-(B5) tulajdonsagot teljesiti!

Utm.

1. l1épés. (B1)&(B2)&(B4) = (B3), ui. (B4) alapjan

0 = B(x,y,z,w)+ B(y,z,x,w) + B(z,x,y,w) (x,y,z,w € X),
0 = B(y,z,w,x) + B(z,w,y,x) + B(w,y,z,x) (x,y,z,w € X),
0 = B(z,w,x,y) + B(w,x,z,y) + B(x,z,w,y) (x,y,z,w € X),
0 = Bw,x,y,z) 4+ B(x,y,w,z) + B(y,v,x,2) (x,y,z,w € X).

Ezeket 6sszeadva kapjuk, hogy
0 =2B(x,y,z,w) + 2B(y, z,x,w) + 2B(z,x,y,w) € (x,y,z,w € X)

((B2) kovetkeztében az els6 két oszlop elemei kinullazodnak, az utolso oszlopban

pedig (B4) kétszerese lesz).
2. lépés. A fentihez hasonloan igazolhato, hogy (B1)&(B2)&(B5) = (B3).
3. 1épés. (B1)&(B3)&(B4) = (B5), ui. (B4) alapjan

0 = B(x,y,z,w) + 2B(y, z,x,w) + B(y, z,x,w) + B(z,x,y,w) (x,y,z,w € X).
Az 6sszeg minden tagjara alkalmazva (B3)-at, majd (B1)-et,
O = _B(W»Z)X»y) +2B(y,Z,X,W) - B(w,x,y,z) - B(W>y’Z)X) (X,y,Z,W € X)

adodik.
4. 1épés. Hasonloan igazolhato, hogy (B1)&(B3)&(B5) = (B4).
5. 1épés. A (B1)&(B3) — (B3) és a (B2)&(B3) = (B1) implikéciok teljesiilése

magatol értetdds. B
Megjegyzések.
® Vilagos, hogy
B(x,x,x,y) =0=B(x,y,y,y)  (x,y € X),

hiszen, ha x,y € X, akkor (B1), ill. (B2) miatt B(x,y,y,y) = —B(x,y,y,y).
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® Ennek a tenzornak a relativitaselméletben van fontos szerepe.
15. Igazoljuk, hogy ha n = 3 ¢s B € £4((R?)*, R) Bianchi-tenzor, akkor
B(x,y,%y)

Ky e XBXXY) (x,y € R?)

(x és y fliggetlenek),

0 (x és y egyiranyn)
bilinearis formara teljesiilnek az
(a) k(x,y) = k(y,x) (k szimmetrikus);
(b) k(x+ay,y) = k(x,y);
(c) k(Bx,vy) = k(x,y)

tulajdonsagok (&, 3,y € R: By #0)!
Utm. Ha x,y € R? fiiggetlen vektorok és «, B,y € R: By # 0, akkor

(a) y és x is fliggetlen, tovabba

B(U,X,U,X) _ (_])(_1)B(X)y)x)y)
yxxyxx) (=1(=1{xxy,xxy

K(y,X) - < > = K(X»y);

(b) x4+ ay és y is fiiggetlen, tovabba B 4-linearitéasa, ill. a (B3) tulajdonsag kovetkez-

tében

B(x + ay,y,x + ay,y) = B(x,y,x + ay,y) + «B(y,y,x + oy, y) =
= B(xy,x,y) + «B(x,y,y,y) + «B(y,y, x,y)+
"HXZB(y)y)ysy) = B(ny)x>y) +O_

_“B(U)U>U>X) + 0= B(X)U>X)U)a
tovabba (vo. [ A Fiiggelék)
((x+oy) xy, (x+ay) xy) = (x xy+o(y xy),x xy+ax(y xy)) = (x Xy, x xXy)

igy
K(x + ay,y) = k(x,y);
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(c) PBx ésyy is fiiggetlen, tovabbéa B

BB, vy, Bx, YY) BEYIB(G, Y, X, vY)
(B vyl = (BX XYy, Bx X yy)  (xXy,xxy) <oy). W

16. Lassuk be, hogy a fenti feladatbeli k bilineéris format egyértelmiien meghatarozza az
argumentumaiban 1évé vektorok altal kifeszitett sik!
Utm. Ha u,v € R3:

lul = =1 és ul v,

akkor u és v fliggetlenek, tovabba ha «, 3,v,d € R:

08
Y

det

6]7&0 és x:=aou+ PBv, y:=yu-+dv,

akkor a Lagrange-azonossag (Vvo. Fliggelék) felhasznalasaval

B(ouw + Bv, yu + ov) B
(0w + Bv) x (yu + &6v), (ocw + Bv) x (yu + &v))

K(X>U) -

B(ouw + Bv, yu + ov)

(oaw + Bv, aw + Pv) (yu + dv, yu + 6v) — (aw + Pv, yu + 5v>2

“5(“5 _ BY)B(‘LL,V,‘LL,V)BY(B’Y B O(é)B(V,‘LL,V,LL) _
(o2 + B2)(v? + &%) — (ery + BB)? N

(x?6% — 2a6By + B*Y*)B(v,u,v,u)
025 + Bry? — 2By N

= Bv,uy,v,u). N
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1.14. |14. gyakorlat

1.14.1. |A gyakorlat anyaga

Emlékeztetd.
I. HoneN, k€ Ny, 0 #V C R" nyilt (tarté)halmaz, akkor barmely
w:V— .Ak(Rn)

leképezés — un. k-adrendi differencidlforma — esetén minden x € V vektorhoz
egyértelmiien megadhatok olyan

wi(x) e R (ieNM

szamok, hogy

w(x) =) wi(x)AM*
ieNk

teljestiljon. Az igy értelmezett
wi:VoR (ieNH
leképezéseket az w differencidlforma koordinatafiiggvényeinek nevezziik. A fentieket

n,k
w = E WA

ieENk

roviden az

modon jeloljiik (kanonikus alak), tovabba
ALV)={w:V = A(R"): we}.
2. Ha r € Ny U {400}, gy
wee = Vie NF: w;ed.
3. Ha f:V — R skalarmez6 (tobbvaltozos fliggvény), w,w € AL (V), tovabba o € AJ(V),
akkor barmely x € V esetén legyen
(fw)(x) :=f(xJw(x) & (w+w)(x) = w(x)+wx),

illetve
(wAo)(x):=w(x)ANo(x). ¢
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Megjegyzések.

1. A k =0 esetben Ay(R") = R, igy a differencialforma nem més, mint az

w:V—oR
skalarmez6 (t6bbvaltozos fliggvény).
2. A k =1 esetben, azaz amikor
w:V— (RY)

szokas w-t Pfaff-féle differencialformanak nevezni.*®

3. A k>mn esetben Ry, = {fo}.
4. Vilagos, hogy ha o : V — R skalarmezs,* w,w € AL(V), tovabba o € AJ(V), akkor

aw =) (aw)AM* EAL(V) & wtw= ) (wi+w)AM e AL(V),

ieNk ieNk

ill.

wAT= Y (WA AAMN =Y Y (wig)APFAAM € AL, (V).

1,jENkK ieNk jeNk
5. Ha k € {1,...,n}, akkor az

w(X;Xh v >Xk) = w(X)(X1, s >Xk) = Z wi(X)A?Yk(Xh s )Xk)
ieNk

(xeV, x;...,xx €R")

jelolés bevezetésével az

w:V — A(R"Y)
differencialformét lényegében az
w:Vx(RY SR
leképezésnek is tekinthetjiik:
A(V)={w: Vo 4RY): we}~{w: VxRV -R: wec}.

48 Johann Friedrich Pfaff (1765 — 1825).
91gy értelmeztiik a differencialforma cw skalarszorosat is, ha «(x) = c allandofiiggvény.
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Vilagos, hogy ekkor az w,w € A (V) differencialformakra
w=w <= WweV:wkx =wkx

= VX EV, VX, xk ERM D (X Xy ey X)) = WX Xy ey X)) =

& eV, VieN: wxey,...,e) =w(xe,,...,e). O

Emlékeztets. Differencidlforma kiilsé vagy Cartan-derivaltja:5
> 6]~wA]T‘*1 (k =0),
jeN

d: ALV) = AZ(V), dw = d(w) =

X Wi ALY (k> 0),
JEN ieNk

ahol (j,1) := (§,i1,..., 1) € N x NE. O

Megjegyzések.

1. Hak =0, azaz w : V — R, akkor, ha w € €', agy barmely x € V, ill. £ € R™ esetén
dw(x)(£) = dw(xE) = ) [w)AM (&) = ) dw(x)E = (grad w(x), &).
j=1 j=1

A szokasos 5
w . n,
djw = e i AP = dx

jelolésekkel tehat

Tetszbleges x € V esetén a
dw(x):R"™ - R, dw(x)(&) == (grad w(x), &)

linearis leképezést, 1-forméat szokas az w skaldrmezé x-hez tartozé differencialjanak

nevezni.

50 Elie Cartan (1869 — 1951).
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2. Ha k € N ={1,...,n}, akkor a nyilvanvalo
nk+1 _ ANyl n,k
Afe) = AT AN
egyenldség®! miatt

dw=) Y JwAP AAM =3 3 JwAM AAN AL AAY,

JEN ieNk JEN ieNk
tovabba
> Y Q[WAMAAM =3 N dwi AN AAMK
JEN ieNk ieNk jEN
kovetkeztében

dw= )Y dwiAAP. O

ieNk
Feladat: Szamitsuk ki az aldbbi differencidlformak derivéltjat!
1. weAP(RY), w:=f AP 4+ g-Ad' ahol
f(x,y,z) =Xyz, g(x,y,z) =X+yz ((x,y,z) S Rg) )
2. wEAPRY), w:="f- Afﬁw ahol f(x,y,z) := cos(xy?) ((x,y,z) € R?);

3. w € AP(RY), =i - Afgy) + 2 Al + f3 - A,

ahol f] (X,y,Z) =X, fZ(X»U)Z) =Y, f3(X,y,Z) =z ((X,y,Z) € RS)-
Utm.:

1. TL:3, k:],I:N :{])2)3}7 igy

3 3
do = ) > dJwi-AF) =D {df-AY +0-AF +99- A%} =

j=1 iezT j=1

3 3
32 32
= D f- AW o+ ) gAY
j=1

j=1
51 86t, altalaban az is igaz, hogy ha j € NL, i € N¥, akkor a
(Gy1) = G1yee oy ity dny e, i) € NFFE
jeloléssel

n,k+1 _ An,l n,k
AT = AN ADK,
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Tehat dw(x,y,z) =

= (yz)- A%fn + (xz) - A%f]) + (xy) - A332] +0+4+1- A3123 +z- A 5ty A
= (xz) - Ay + (xy) - A + Al + 2AY

= (x2)- AW+ Oy = 1) - Ay +2- Ay ((xy,2) €RY).

2. n= 37 k = 27 1= {(1)2)7 (]»3)> (233)}7 igy
3 3 3
=Y ) duwi-AY = Z A O AR 0 AR =) oA
j=1 i€Z j=1 j=1

Tehét barmely (x,y,z) € R? esetén dw(x,y,z) =
= (—sin(xy*)y*- A?ﬁl,S) + (—sin(xy?)2xy - Af‘f‘]‘g) +0- A%é?m) = —2xysin(xy?) - A%ﬁﬂ 3

3. n= 3a k= 2, 1= {(2)3)) (3>])) (])Z)}a igy
3
dwo=> Y duwi A} = Z{a f1 - Al 5 + 0t - AL + 053 - AR ) )
=1 i€z
Tehét barmely (x,y,z) € R3 esetén

dw(x,yyz) = T1-AFy +0+0+0+1-A% +0+0+0+1-A%, =

v '

i=(2,3) i=(3,1) i=(1,2)

= A +Az31 +A312 3-Appz. W

Feladat. Legyen n € N, ) # V C R™ nyilt halmaz, f = (f;,...,f.):V = R™ fc ¢! és
w:=Y HAM € AJ(V).

Bizonyitsuk be, hogy ekkor

dw(x;x1,x2) = Rot f(x)(x1,x2) (x €V, x1,x2 € R")
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teljestl!
Utm. Mivel

n o on n

)2 J— f. n,2
dw = Z Z aifiA&i) = Z anlA(j,i))
j=1 i=1 i,j=1
i#j

igy

dw(x)(x1,x2) = Z 0;fi(x) - det [ 1? b ] Z 0;fi(x) - (x1%21 — X1iXg5) =

1j=1 X2i i,j=1
i i#
n n n
= E 0;fi(x)x15%21 — g 0;fi(x)x11x25 = E z X)x15 | X2i—

i# i# -~
x)x

= (f'(x) - x1,x2) — (f'(x) - x2, 1) = (f'(x) - x1,x2) — (%71, F'(x) - x2) =
= (f'(x) - x1,%2) — (f'(x) %1, %2) = ((F(x) = f'(x) " )x1,%2) =

= ROtf(X)(X],Xz) (XG\/, x1,xz€R“). [ |

Feladat. Legyen V C R? olyan nyilt tégla, amelynek élei parhuzamosak a koordinatatenge-
lyekkel, tovabba (a,b,c) € V,

fre €' (V\R)  (ke{1,2,3}),
ill. tegyiik fel, hogy az
w e AJV), w = f1 - Al + f2- Al + 3 Al
differenciélforméra dw = 0 € AJ(V) teljesiil. Mutassuk meg, hogy ha

n:=g1- AP +g2- AY € AJ(V),
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ahol tetszdleges (x,y,z) € V esetén

z

Y z
fZ(X)y»S) ds _J fS(X> t,C) dt» QZ(X)y>Z) = _J f1 (X>y»5) dS,

b c

91(%,Y,2) :=J

C
akkor igaz a dn = w allitas!
Utm. Vilagos, hogy

w

3
dw = Z D dwi- Ak = Z{aif1 ARy T O AR F 0T AR = =

GNZ :

azZaz
033 = — (011 + 02f2),
tovabba
3 3
dn = ) D> mi-ARy =) {991 AR + 0502 AFY) + 0595 - AR} = ... =
j=1 ieN,! j=
= (0293 — 0392) - Ay + (0391 — 0193) - A3y + (0192 — 02091) - A
Mivel

0,93 — 0392 = 0 — 0392 = —(—f1) = 11,
(6391 - 6193)(7%}}»1) = fz(XﬂJ)Z) —-0-0= fz(X,y,Z) ((X>U)Z) € V))

és barmely (x,y,z) € V esetén

Z Z

01f1(x,y,s)ds — J 02f2(x,y,s)ds + f3(x,y,c) =

C

(0192 — 0291)(x,y,2) = _J

C

= —J {0:f1(x,y,s) + 02f2(x,y, s)} ds + f3(x,y,c) =

= J aafs(xayys)dS—Ffs(XaU»C) =

C

= f3(x,y,z) - fS(X)y)C) + fs(X,}bC) = fS(X)y,Z))
ezért dn=w. R
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Emlékeztets. Ha
fi:VoR  (ieN9,

ill.
fi=(f, ie N9 : vV — RO,

akkor az f generalta differencialformanak nevezziik az

ws = Z fiA?‘k,

ieNk

azaz az

We(X; X1y 20y X)) 1= Z fi(x)Ai(x1y .0y %0) (% %15+ 2y %) € V X (R™)¥)

ieNk
differencialforméat. [J
Megjegyzés. Ha
1. k=0, akkor f: V — R, igy

we =f e A(V), azaz A(V) = € (V,R).
2. k=1, akkor f = (f1,...,f) : V= R", igy

Wws = Z fiA?’] = i fiA{LJ S /\T]Q(V)

ieN i=1

/¥x €V: w(x):R" = R linearis/.
3. k=mn, akkor f: V — R, igy
we = FAR" ) € AL(V),

ahol
AR aycnxg) =det | X xp (X1y...yXq € R™).

4. n =3, k=2, akkor f = (f;,f,f3) : V= R3, igy

we = F1AYNS) + HAR,) + A%, € AJ(V). O
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Feladat. Legyen
fie ¢ (V,R) (ieNN), majd f:=(f,ieN¥),
AZaAZ
f:voRrE,  feg.
Az

We (= Z fiA{l’k

ieNk

differencialforma derivaltjanak kiszamitasaval mutassuk meg, hogy ha

1. k=0, akkor

dwf = Wgradf |;

2. n=2, k=1, akkor

‘ dws = Wa,1,—0,f; |

3. n=23, k=1, akkor

dwf = Wrot f

i

4. n =3, k=2, akkor

dws = Wiyt

teljesiil!
Utm. V6. 3. gyakorlo feladat. W

Feladat. Szamitsuk ki div grad f-et, ill. rot grad f-et az
f(r):= ze¥V (r=(x,y,2z) € R?)

fiiggvény esetében!
Utm. Mivel barmely r = (x,y,z) € R? esetén

grad f(r) = (nyze"zy,xzze"zy, e"zy),

igy
div grad f(r) = 2yze*™ + dx?y?ze*y + x*ze¥Y 4 0
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és
rotgrad f(r) = (x2e¥V — x2e¥'¥,2xye™’y — 2xyeX’y =

= 2xze¥V + 2x3yzeY — 2xze¥Y — 2%yze*Y) =0 e R:. MW

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha @, : R? = R: @, € D2, ill. f = (1, f,f3) : R? = R3:
f € ©2, akkor

1. div(e@ - f) = @ - div(f) + (f, grad(¢));

2. rot(@ - f) = @ -rot(f) — f x grad(p);

3. rot (grad @) = 0;

4. div (rotf) = 0;

5. div (grad @) = A@;

6. rot (rot f) = grad (div f) — Af;

7. div (@ grad ) = @AY + (grad ¢, grad )

teljestl!
Utm.

1. Mivel
(pf = ((Pf], (pr) (pf3) )

ezért

div (@f) = 01(@fy) + 02(f2) + 03(f;) =
= 01¢f + @01f; + 0,0f; + ©0,f; + 03¢f3 + @03f; =
= @(01f; 4+ 0,f, + 05f3) + 01f; + 0, f; + 0300f3 =

= @divf+ (grad @, f).
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2. Mivel
of = (of1, of2, @f3),

ezért

rot (@f) = (02(@f3) — 03(@f2), 03(@f1) — 01(@f3), 01 (@f2) — 02(@fy)) =

= (020f3 4+ @0:f; — 030f; — 03T, 03¢ + @03, — 07¢f3 — @O;f3,

019f; + @01f; — 022 — @0,f;) =

= @ (02f3 — 05f,, 03f; — 0,13, 0¢f, — 0,fy) +

+ (020f3 — 039012, 030f1 — 01pVvf3, 010f, — 020fy) =

= @ -rotf+grad @ x f.

3. Mivel
grad(P = (61(9) aZ(P)aS(P))

ezért

rot (grad @) = 07(0,f3 — 03f;) + 0,(03f; — 0:f3) + 03(0:f, — 0,f1) =

= 0xf3 — 031F2 + 032f1 — 012f3 + 013F2, — 03f) =

= 03f1 — 023f1 4 013f2 — 031f2 + 021f3 — 0123 =

= 0+0+0=0.
Megjegyzés. V6. 5. beadhato feladat: d(dw) = 0.

4. Mivel
rot f = (0,f3 — 031, 03f; — 0113, 0:f, — 0,f1),

ezért
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div (rotf) = 0;(0,f3 — 03f;) + 0,(03f; — 01f3) + 03(0:1f, — 0,f1) =

= 0xf3 — 031f, 4+ 032f1 — 012f3 + 013f, — 0231 =

= 031 — 0231 4+ 013f; — 031f, + 021f3 — 0123 =

= 04+0+0=0.
Megjegyzés. Vo. 5. beadhato feladat: d(dw) = 0.

5. Vilagos, hogy

div (grad @) = div(d19,029,039) = 01(019) + 02(02¢) + 03(33¢) =

= 011@ +0n@ + 0330 = Ag.

6. Mivel
rot f = (0,f3 — 03f2, 03f; — 01f3,0:f, — 02fy),

ezért

rot (I‘Ot f) = 1ot (azfg — agfz, agf] — a1f3, a1f2 — azﬂ) =

= (02(0:f; — 02f1) — 03(05f; — 9:f3), 05(0,3 — 05f,) — 9;(01f, — 0,f4),

01(03f1 — 01f3) — 0,(0,f3 — 93f,)) =

= (021f; — 022f1 — 033fy + 031f3, 032f3 — 033, — 0112 + 012f1),

0131 — O f3 — 050f3 + 023T2) =

= (01(01f1 + 02f2 + 05f3), 02(0:f1 + 022 + 03f3), 95(01f1 + 02f, + 05f3)) —

— (011fy + 022f1 + 0331, 011F2 + 0222 + 033F2, 0113 + 0223 + 033f3) =

= grad (div f) — Af.
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7. Mivel
grad = (allb) 021, 8311)))

ezért

div (@ grad{) = 01001 + @11 + 0200 + @02 + 0390030 + @Oz =
= @011 + 020 + 9330) + 07001 + 0,90, + 03903 =

= @AY + (grad @, gradp). W

Megjegyzés. Ha a Gauls-tételben
f=: @ -grad, ill. f=:¢ - grad o,
ahol @, € €?(Q,R?), akkor
div f = @-div grad P+ (grad @, grad ), ill. div f = -div grad ¢ + (grad {, grad @),

igy

J @ grad{ | = J div(e - grad )| = J {@ - AV + (grad @, grad )}
v Q Q

( antiszimmetrikus Green-formula), ill. @ és 1\ cseréjével

[, eade = | a0+ (gradigade)).
v Q

A fenti két formulét egymasbol kivonva kapjuk a szimmetrikus Green-formulat:

J {cp-gradtb—tb-gradcp}zj {o -Ap—1-Ap}l O
() Q
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1.14.2. |Beadhatd/gyakorlé feladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi differencialformak derivaltjat!
(a) w e AP(R), w:= f, ahol

sin® (x?)
1+ x?

f(x) == (x € R);

(b) w e AJ(I), w:=f'Al!, ahol I C R nyilt intervallum, f € ¢2;
() weAP(RY), w:=f-Ap' 4+ g- A3, ahol
fy) =% —y% glny)=xy"  ((xy) €R?);

(d) we AP(V), w:=f AP + g-A> ahol V = R*\{(0,0)} és

— X

f(x,y) = R g(x,y) == R ((x,y) € V);

(e) we AP(RY), w:=f-AP' 4+ g-AP' +h- AP ahol

o) f(x,y,2) == xy*, 9(x,y,2) :=yz, h(x,y,z) == X3 ((X,U,Z) ERs)a

B) f(x,y,2) == yz, (x y,z) = xz, h(x,y,2) = xy ((x,y,2) € R?),

‘Y) fX yUy Z ) =X, (X Y,z ) :Xzyz h(X,y,Z) =yz ((x,y,z) €R3)§
(f) w e AP(R?), w:=f- A}y +g- A}y +h- A}, ahol

O() f X yYr Z ) = g(X Y,z ) =2z, h(x,y,z) =0 ((Xay»z) S R3)>

B) f(x,y,2) = (x Y,2) = xy’z, h(x,y,z) = xe¥ ((x,y,2) € R?);

(g) weAP(V), w:=F- Affg) +g- Aféfn +h- Afﬁz), ahol V := R3\{(0,0,0)} és

f(r) == ﬁ g(r) = % h(r) = ﬁ (r=(xy,2) €V).

Utm.
(a) dw = f'- AD! azaz tetszoleges x € R esetén

3sin?(x?) - cos(x?) - 2x - (1 4+%2) — (1 +%2) - 2x - sin®(x?)
(14 x2)?

dw(x) =

AP



1. FEJEZET A GYAKORLATOK ANYAGA

306

(b) Vilagos, hogy

(¢) Mivel

dw

tovabba

ezért

(d) Mivel

(019 — 02f)(x,y) =

1
do=) > of AR =1" Al =f"fo.

i=1 ieN,]

2
= ) {of-AF +09- A%y} =
=1

= O0if- Afﬁl) + 0,f - A%ﬁ%l) + 019 - A%i%z) + 029 - A%fz) =
= 0of - A%i%]) + 019 - A%i%z) = (019 — 0f) ‘A%i%z)a
(019 — ) (x,y) =3x"y> +2y  ((x,y) €R?),

dw(x,y) = 3%y  +2y) - AF,  ((x,y) €RY).

X2 +y2)? X2 +y2)?

ezért (vo. el6z6 feladat)

(e) Mivel

dw =

dw(x,y) =0-AfY =fo € L(R?)  ((x,y) € V).

3

3,2 3,2 3,2 o
D {3l + 9598%%) + oAl ) =
=1

a]fA?]’%]) + 0y gA%i%Z) + a1hA%i%3)+
+02f A} + 02947 + 0:hAKS +
+03F A + 039A%D,) + 03hAY) =

(92h — 039) Al + (3sF — 9h) Al + (919 — 021) A,

0 ((xy)eV),
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ezért tetszdleges (x,y,z) € R? esetén

o) dw(x,y,z) = —y - A% = 3% Ay = 2xy - Af);

2 2 2 .
=0-A¥5) +0- AW, +0- A = fo € A (RY);
= 3,2 3,2 2. A32 .
=z A(2,3) +0- A(3,1) + 2xy” - A(])z)y

. 32 2 32 3,2
= Y- Al — 33X A — 2xy - Al

Y) dw
5) dw(x,y,z

(

B) dw(x,y,z
(X)U)Z
(

—_— — ——  ——

(f) Mivel

3
do = Y {3f- A%, +05g- A +h-AY ) =
=

= {0rf- A} + 040} + {0+ 0yg- A¥y + 0} + {0+ 0+ 85h-AY ) =

= (0if+ 29 + 03h) - Al 5,
ezért tetszdleges (x,y,z) € R? esetén
«) dw(x,y,z) = 2y* - A}, 5);
B) dw(x,y,z) = (1+2xyz) - A}, ).
(g) Mivel barmely (x,y,z) € V esetén

324+ y? + 2P = 3yxE+ 2 + 2 (xE 4+ y? + 27)
(a1f+azg+63h) (X,y,Z) = 2 1 yz NP =0,

ezért

dw(x,y,2) = 0- A} = fo € A3(R°). W
2. Legyen () # V C R* nyilt halmaz. Irjuk fel a
A V) (ke{0,1,2,3,4})

fliggvénytér elemeit!
Utm.

® k =0 esetén barmely f:V — R fiiggvényre f € A(V) /= (V,R)/,

® k =1 esetén

AL(V) ={widx; + wadx; + widxs + wadxs : w; € € (VR), 1 €{1,2,3,4}};
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® k =2 esetén AJ(V) elemei wdxg A dx; + w3ydxg A dxs+
+wgdxs Adxs + wzydx; A dxs + weadx, A dxs + wi g dxs A dxy,
alakuak, ahol
w; € €'(V,R), ie{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4)}).
® k =3 esetén A(V) elemei w3 dx; /A dxy A dxz+
w4 dxy A dxy Adxg + wigaydxy A dxs A dxg + wpszadx, A dxs A dxy
alakuak, ahol
w; € €'(V,R), ie{(1,2,3),(1,2/4),(1,3,4),(2,3,4)}).

® k =4 esetén

/\Z(V) = {w(1,2,3,4)dx1 Adxy Adxs Adxg: w;i € Qtr(\/, R), 1= (],2,3,4)} . N

3. Legyen
;e (V,R) (ieNN, majd f=(f,ieN".

Szamitsuk ki az

Wy = Z ;A"

ieNk
differencialforma derivaltjat!
Utm. Ha

(a) k=0, akkor f:V — R, igy ws = f, ahonnan

- Y o=

jeN

kovetkezik, azaz az f generalta 0-adrendd differencidlforma derivaltja a grad f altal

generalt 1-rendi differencialforma.
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(b) n=2, k=1, akkor f:V — R? igy w; = fjAD! + f,A2' ahonnan

2
= Z . AT = ) {ohAR) +oihAly ) =

2
=1 i=1 j=1
= a1f1 A(zi%” + 61f2A%f2) + azﬂ Aé%” + azsz%fz) =

= 0+ Eﬂsz%ﬁz) — azf] A%ﬁl) +0=

(0112 = 2211) Ay =

kovetkezik, azaz az f generédlta 1-rendd differencialforma derivaltja a 0:f, — 0,f;

altal generalt 2-odrendii differencialforma.

(c) n=3,k=1, akkor f: V — R igy w; = fiA> + £,A3" + f3A3, ahonnan

3 3
32 _ 3,2 3,2 3,2 _
. Z OfiAlY = ) {dhA) + 9hAYS + 0ifA% } =

=1 i=1 j=1
= OFIANY) + IFANY) + Iif Al +

+02F1AYY) + 02124, + 034N+

+03F1A%5)) + 05F2A05)) + 05F A7) =
= (92f3 — 03F2) Al + (35f1 — 013) Al + (012 — 0a2f1) Al =
= | Wrot(f)

kovetkezik, azaz az f generalta 1-rendd differencialforma derivaltja a rot f altal

generélt 2-odrendi differencialforma.

(d) n=3, k=2, akkor f: V — R3 igy w; = ﬂAf‘fg) + sz%f” + ngffz), igy
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3 3
dad = 3 ) ARl = D {9fidins + 9RAT) + 94T 2 } =
. —r

j=1 ieN,2

= {01fiA} s + 040} + {0+ 021405, + 0} + {0+ 0+ 334, )} =

= (1fy + 02f2 + 03f3) Al 3 = m

kovetkezik, azaz az f generalta 2-odrend( differencialforma derivaltja a div f altal

generalt 3-adrendi differencialforma.

4. Legyen f,g:V — R, f,g € €', majd szamitsuk ki a d(fg) derivéltat!
Utm.

n

d(fg) = ) 3(fg)-AP" =) (g-0f +1-09)-AP' =
j=1 j=1

= D g of AN+ Y f-0g-AP =g-) f AP +-) dg-AM =
=1 j=1 j=1 =1

= g-(df)+f-(dg). W

5. Legyen 1 € NU{co}, n € N, k € {I,...,n}, 0 # V C R™ nyilt halmaz, toviabba
fe AV, ill. w € AL(V). Igazoljuk, hogy ekkor

A(f-w) = (df) Aw + - (dw)

teljestl!
Utm. Mivel barmely x € V esetén

(f-w)(x) = f(x) - w(x) = fx)wi(x) - AP,
—~—  —— —
€R  eA (Rn)  1ENE

ezért
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j=1 ieNk j=1 ieNk
:T*) f(x)'(?d,w)(x)
tovabbéa
(@) Aw)(x) = (df)(x) (Z A“‘) A Y wtn-ark] =
=1 ieENk

= > D) ¥f(x) - wix)- AR =(x). ®

j=1 ieNk

6. Legyenn € N, T €N, k €{0,1,...,n}, tovdbba () # V C R™ nyilt halmaz. Bizonyitsuk
be a

d: AL(V) = AZL(V)
operator alabbi tulajdonsagait!
(a) A d operator linearis, azaz ha w,w € AL(V), « € R, akkor
d(w +w) =dw + dw és dloaw) = adw

teljesiil.

(b) Barmely w € AL(V), ill. 0 € A{(V) esetén
dlwAo)=dwAo+ (=1)w A (do).

(c) Ha w € AL(V), akkor d(dw) =0 (€ AL, (V)).
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Utm.

(a) Ha w,w € AL(V) és
® k =0, akkor

dw+w) = Y dlw+w) AP =3 (dw +dw) - AN =

JEN jeN

= Y - AN + Y w- AN = dw + dw.

JEN jEN
® k e N, akkor
) = 55 ofunrw) o -

JEN ieNk

= Z Z (a]wl + a]wl) . A;{k+1
JEN ieNk

= ) ) i AN YN i AT =
JEN ieNk JEN ieNk

= dw + dw.

Ha w € AL(V), x € R, akkor a
dlaw) = adw

tulajdonséag belatasa a fenti szamolashoz hasonlo (Hazi feladat).

(b) Ha w € AL(V), ill. o € AJ(V), akkor a d operétor linearitasanak kovetkeztében

dwANAo) = d| Y (wig)APFAAM | = Y d(wiog) AAPFAAM =

i,jeNK 1,jeNk

= Y (o5 dw;i + wi-doy) AAPFAAM =

i,jeNk
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= ) (05 dw) AAPSAAP + ) (wi-do) AAPKAAP =

1,jENK L,jeNk

= Wy i’ 0')" nl
D dwi AAPE AL D oA |+

ieNk jeENL

+Y wi| Y doyAArk | AAr =

jENL ieNk

- @wAo) s ST el AN AL -

jENL ieNk

= (dwAo)+ ) > wi((-AP Adoj) AAM =

jENL ieNk

= (dwAo)+ (=15 ) wAM | A D> doAAM| =
ieNk jeENL
= dlwAo)=dwAoc+ (-1)*w A (do).
(c) Ha w € AZ(V), akkor a d operétor linearitasdnak kovetkeztében

® k =0 esetén a Young-tétel felhasznaldsaval

d(dw) = d(Zajw-A;‘J):Zd(ajw)AA;»‘:

JEN jEN

= Z {Z al(a]w) /\A?’]} /\A?J — Z aijw . A?’] /\A?’] _

jeN LieN ijeN
= ) (dyw —dyw) - AP AAN =0 € AY(V).
i<
® k € N esetén a d operator linearitasanak, ill. az ékszorzat derivéaltjara vonat-

kozo6 allitdsnak a felhasznalasaval
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ieNk ieNk
= > {d(dw) AAP*+ (dAP) A (dwi) } =0 € AR, (V)
ieNK
hiszen barmely i € N¥ esetén az w; : V — R nulladrendti differenciélforméra
d(dw;) =0 € AJ(V),
tovabba
dAM = d(1-AM) =0 AP =0e AL, (V)  (1eNH. m
7. Legyen
w = pridx;+pradx,+pridxs € /\§(R3) és w = pridx/Adx;+dx;dx; € /\}(]R3),
ahol tetszdleges 1 € {1,2,3} esetén
pri: RP = R, pri(x) == x; [pri = fe, = dx; = AP /.

Széamitsuk ki az w A w ékszorzatot!
Utm. Mivel barmely 1i,j € {1,2,3} esetén

dx; /\ dx; = 1, és dxg Adxy = —(dxy Adxi) (1 #5),
ezért
wAw = pradxaAdxaAdxs+prspridxsAdx; Adx; = (priprs—prz)dxiAdxaAdx;. B
8. Legyen n € N, () # V C R" nyilt halmaz, f := (fy,...,f,) : V — R": f € ¢' majd
értelmezziik az
W (X1, ey Xno1) == det[f(x), X1y . v oy Xno1] (x €V, X1y...yXn_1 € R™)

differencialformat A! _;(V)-ben. Mutassuk meg, hogy ekkor

W'=Y (“DTRAPTALLAAY AAT AL AAY

i=1

teljesiil, majd szamitsuk ki w’ derivaltjat!
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Utm.

1. 1épés. Mivel barmely x € V, ill. xq,...,%x,_1 € R™ esetén

fi(x) X ... Xnom
f2(x) X2 ... Xpon2
det(f(x),x1,...,xn_1) = det : )
fao1(X) X1 eer Xneined

1
fn(x) Xin s Xn—1n

ezért az els6 oszlop szerinti kifejtéssel azt kapjuk, hogy tetszéleges x € V esetén

w'(x) =
X12 e Xn—12 X1 Xn—11
X13 Xn—13 X13 Xn—=13
= f] (X) det — fz (X) det +
Xin—-1 -« Xn—In—1 Xin—-1 -+« Xn—In—1
L Xin Xn—1n | | Xin Xn—1n
X1 e Xp-m
X12 ... Xp-12
+ .o+ (=) (x) det
Xin—2 -+ Xp-1n-2
| XIn—-1 -+« Xn—In—1 |

= fi (X)Ag—lJ /\AT;_]’] /\/\Ag:}J /\AE_]’]—
_fz(X)A;‘*H /\Ang /\AAE:}J /\AR_L]—F

o (D) (AT AAYTIALLLUAAN Y AAM DT =

= D (=DTHREAP ALLAAPIALLAAR AL AAY.

i=1

2. 1épés. Mivel a d operétor linearis, ezért



1. FEJEZET A GYAKORLATOK ANYAGA 316

dw’

D (=N RRANAATALLAAPYAAR A LLAAY =
i=1 j=1

—1

~—

1 i
O+...+ 0+

+
-

(DTAR AAPTALLLAAPIAAR A LA AR+

Y (NTEDAPTAAN A LLAAPAA AL AAY ==

i=1

D RAP ALLAAY = (divHAPTALLAAY €AS(V). W

i=1

9. Bizonyitsuk be, hogy ha @, : R?> — R: @, € D?ill. f,g: R> — R3: f, g € D?, akkor

(a) div(f x g) = (g,rot(f)) — (f,rot(g));
(b) rot(f x g) =div(g) - f —div(f)-g+f"-g—g’f;
(c) AleW) = @A) +VA(@) 4 2(grad @, gradp)

teljestl!
Utm.

(a) Mivel

f x g = (f293 — f392, 391 — 193, f192 — f291),
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ezért

div(f x g) = 01(f293 — f392) + 02(f391 — f193) + 03(f192 — f2g1) =

(b) Mivel

' =

ezért

f-div(g) =

és

ill.

tovabba

= (0:f2)g3 + 2(0193) — (0:f3)g2 — 3(0192)+

+(0,f3)g1 + f3(0291) — (02f1)g3 — f1(0293)+

+(03f1)g2 + £1(0392) — (03f2)g1 — 12(0391) =

= f;-(0293 —0392) +f2- (0391 — 0193) + f2- (0192 — 0291)—

—g1 - (02f3 — 03f2) + g2 - (031 — 01f3) + g2 - (01, — 02fy) =

= (g,rot(f)) — (f,rot(g)).

grad fy
grad f,
grad f3

f1(0191 + 0292 + 0393)

= [05fi]

grad g;

>3 ill. g'=| gradg;
grad g3

ij=1"

= [ajgi]i’j; )

g1(0:1f; + 0,1, + 03f3)

f2(0191 + 0292 + 0393) |, g-div(f) = | g2(9:f; + 02f, + 03f3)

f3(0191 + 0292 + 0393)

f x g = (f295 — 1392, f391 — 193, f192 — f291),

ezért rot(f x g)

(01f1)g1 + (02f1)g2 + (05f1) g3
(01f2)g1 + (02f2) g2 + (03f2) g3

| (01f3)g1 + (02f3) g2 + (95f3) g3

(01g1)f1 + (0291)f2 + (0591)f;3
(0192)f1 + (0292)f2 + (0392)f;3
(01g3)f1 + (0293)f2 + (0593)f;3

g3(0:f; + 0,1, + 03f3)
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® els6 komponense:

10292 — 120,91 — (f39391 — f10393) — (9102f2 — 920,f1) + (g303f; — g103f3),

azaz
[rot(f x g)ly = ( + g20,f1 + g303f; —i + 1,0,91 + 30391} +
[f'-gh lg”-fl1
+( + 110292 + 10393 — { + 1022 + ¢103f3},
[div g-f]; [div‘;- gh

® masodik komponense:

20393 — 30392 — (f10192 — £20191) — (9203f3 — g303f2) + (g101f2 — 920:11),

azaz
[rot(f x g)l, = \(611‘2)91 + + g303f, —{(0192)f1 + + 30392} +
Juv)a (9" Fl2
+(0191)f2 + +1,0393 —{(0:f1)g2 + + 920513},
[div\;ﬂ 2 [diV\; g] 2

® harmadik komponense:

30191 — 10193 — (20293 — f30292) — (9301f1 — 9101f3) + (92023 — g30:f3),

azaz
[rot(f x g)ls = (0:1f3)g1 + g20,f3 + —{(01g3)f1 + f2029; + T+
(Juv)s e
+(a1g1)f3+f35292+ —£(61f1)93+9362f2+ }.
[di\/‘g-ﬂg [div f-g]3

(c) AleW) = @A) +VA(@) 4 2(grad @, gradp), ui.
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3

3 3
Alep) = D duleb) =) a@uled)) =) 3 (VA + @dh) =
1=1 1=1 =1

3
= Z (al‘q)alcp + ﬂ)au([) + al(Palll) + ll)aull)) =
1=1

3 3 n
= (Z auf> P+ (Z atﬂb) ¢ +2 Z 010 =
=1 =1 =1

= @AY +PA@ + 2(grad @, grad). N
10. Szamitsuk ki rot f-et és div f-et! Legyen
(a) w>0,ecR3: |e]=1, tovabba’?

f(r):=w(exr) (r € R3).

(b) ¢ >0, ill.?3

(c) po,I >0, majd®

I 1
f(r): Ho

= ) = bouz) eR 2y >0

(d) R>0,pr >p2>0,1n,1>0,ill

f(r) = PL_P2

nl (R? — x* — 2%)j (r=(xu,2) € R¥: x* + 22 <R%).

52 f: valamely rdgzitett e iranyvektord tengely koriil (egyenletesen) forgd merev test sebességét leiro

vektormezd.
53 f. centralis er&teret leiré vektormezé.
5 f: a z-tengely mentén halado, I intenzitast arammal atjart, végtelen hosszi(nak gondolt) egyenes

vezetd keltette magneses tér térerdsségét leird vektormezé.
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Utm.
(a) Mivel
0 —e3 €2
f(r) = Mr, ahol M=w]| e; 0 —e
—e) €1 0

(V6. Fiiggelék), ezért f'(r) = M, ahonnan
div f(r) = 0, rot f(r) = 2we (r € R?)

kovetkezik.
(b) Mivel barmely 0 # 1 = (x,y,z) € R? esetén
c

f(r) = ¢(r)Esr,  ahol (1) := M iyt 28

ezeért 3 3 3 3
—3x -3y -3z -3¢
d = = .
a0 = (T2 T T ) = 5

fgy

c

f(T‘) = —W : (T‘ o (ST') — |T|2]E3) =
2 —y?r - 22 3xy 3xz
c
3xz 3yz 222 —x* —y?

ez utobbi pedig olyan szimmetrikus matrix, amelynek nyoma zérus, ennélfogva
div f(r) = 0, rot f(r) =0 (r e R?).

(c) Mivel barmely T = (x,y,z) € R®: x* +y% > 0 esetén

uol

f(T') = q)(T)MT', ahol d)(T) = m,

0
M:= 11
0

ezért

ol —2x —2y
gradd)(T) - 27_[ ((X2+y2)2) (X2+y2)2)0 )
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fgy
2xy Yy —x* 0
O Y R R T
2t (x2 +y?)? Y Y ’
0 0 0
ez utobbi pedig olyan szimmetrikus métrix, amelynek nyoma zérus, igy

divf(r) =0, rotf(r)=0 (r=(xy,z) e R>: x* +y%>0).

(d) Kozvetlen szamolassal

O 0 O
f'(r) = p14 P2 —2x 0 -2z (r=(x,y,2) € R?),
nl
O 0 O

fgy
div f(r) =0, rot f(r) = (22,0, —2x). N
11. Legyen po > 0, j € R3, ill.
Ho . 3
H(r) = —— 0 R?).
M=o 0#TeR)
Utm.
Ko . Ho .
tH(r) = — t d = —— .
rot H(r) i\ T |ro j + gra (| |) e (rxj)
Ha j az origbban 1évé éramsuruseget jelenti, akkor az egyenlGség jobb oldalan az r

pontbeli magneses indukciostiriiség all (Biot-Savart-torvény). B

12. Igazoljuk, hogy ha e, ey > 0, ill. d = (d;, d;, d3) € R?, akkor az

e (41 A(r) = e dxr

Amey, v T dme, P

u(r) = — (r € R*\{0})

skalar-, ill. vektormezdére
grad U = rot A

teljestl!

Utm. Mivel
e dix + dyy + dsz

dreo  \/(x2 +y? + 22)3 (r € RO,

U(r) = —
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ezért
e [dilr]> —3x{d,r) dyr]* —3y(d,r) d3lr]* —3z(d,r)
du = - =
e e
_ e [3(dq, r>r_ d
 Amey | PP B )
Mivel
rot A = rot(@)v = @rotv —v x grad ¢,
ahol
(r) .= € l és vir):=dxr
P = dre |r3 o '
tovabba
rot v(r) = 2d
és

e 1 X y z e -3
rad (r) = 3 =, 3 3 —) =—— - — 71
srad o) = F ey o ( e 3 3

ezért (vo. Fliggelék)
rotA(r) = ¢ -{L~2d—(dxr)x(_—3-r>}z

47te, Ir|?

2d 3 dxr)xr=(d,r)r—(r,r)d
¢ {—+—(d><r)><r}(x)X <ET>T<>

4rieg | v [P
e d 3(dn)r

= —— .
47[60{ RN }

13. Mutassuk meg, hogy ha f: (0,+00) — R, f € D2,
n(r) = (reR’,
akkor a ¢ := f on fiiggvényre
Ad):f”on—k%-f’on

teljestl!
Utm. Mivel a ¢ := f on fiiggvényre teteszdleges 0 # r € R3 esetén

01p(r) = (f'on)(r) - ——

n(r)’
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igy y
nd(r) = (f”on)(r).n)((j)2+(f’on)( ).n(rjt(_r;zﬁ

= om o  (Pemm - Y,
- 0nd(r) =...= (f on)(r)- n?j)z +(fom)(r) - X;(t)j
Os30(r) = oo = (I om)(r) - -2+ (Fom)(r) - S Y

Innen pedig
AP(r) = Ond(r) + 00¢(r) + 033¢(r) =

.Xz+yz+zz

= (" om)in) -~

+ (f'on)(r) -

kovetkezik. Figyelembe véve, hogy
n(r)? = =x*+y* + 2%,

az igazolando allitast kapjuk. B
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1.15. |15. gyakorlat

1.15.1. |A gyakorlat anyaga

Az aldbbiakban fel fogjuk hasznélni a k-dimenziés kompakt halmazon értelmezett, R™-be

képezd fiiggvények differencialhatosdgéanak fogalmét.

Emlékeztets. A () # K C R™ kompakt halmazon értelmezett f : K — R™ fiiggvényt r-szer
(folytonosan) differencialhatonak nevezziik (r € N), ha van olyan K-t tartalmazo U nyilt
halmaz (K C U C R") és f-nek olyan f:U - R kiterjesztése, hogy f € €, s ekkor

f(x)=f(x) (xeK). ¢
A tovabbiakban gyakran hasznaljuk az
I* = [0,1]* (k e N)
(R*-beli zart egységkocka), illetve az
I.=T és az I° .= {0}
szimbolumokat.

Definicié. Adott k € Ny, 2<n e N, r € NU{co}, ill. f # V C R™ nyilt halmaz esetén azt
mondjuk, hogy

1. a
O:1F >V

leképezés V-beli k-dimenzios cella (réviden k-cella), ha @ folytonos: @ € €(I5, V).

2. az F C V halmaz k-dimenzios feliilet /k-feliilet/, ha F valamely ® k-cella értékkész-

lete: F = Ro. A szoban forgo k-cellat az F feliilet egy paraméterezésének nevezziik.

3. a fenti @ leképezés V-beli (r-szeresen) sima k-cella, ha @ € €.

4. Azt mondjuk, hogy a sima V-beli @ cella reguléris, ha @« injektiv, és barmely
x € I¥ esetén rang(®@’(x)) = k. O
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Megjegyzések.

1. A k-cella értelmezésében I* helyett tetszdleges R*-beli kompakt intervallumot is meg
szoktak engedni. Minthogy az I* alkalmas linearis leképezéssel barmely kompakt k-di-
menzi6s intervallumba atvihetd, ezért az I¥ rogzitése a tovabbiakban semmiféle meg-
szoritast nem jelent. Igy a cella értelmezési tartoméanya sok esetben I* helyett [a, b]¥,
ahol a,beR: a <b.

2. Cellék esetében a simasagnak nincsen olyan kévetkezménye az értékkészletre vonatko-

z6an, mint az egyvaltozos fiiggvények esetében a grafikonra vonatkozodan, ui. pl. a
O(t) := (t5,t}) (t€[—a,a], a>0)

T-cellara (atra) @ € € teljesiil, viszont értékkészletének (Neil-féle parabola®)
,cstuesa” van a (0,0) pontban. Talan még meglepSbb az a tény, hogy az egységnégyzet

hatéra is elall valamely €>°-beli 1-cella értékkészleteként, ui. ha

exp(1/t(t =1)) (t € (0,1)),

0 (t €{0,1}),

t 1
h(t):=1-— <L h) /(L h) (t € [0,1])),

h(0) =1, h(1) =0, hY0)=h®1)=0 (keN),

tovabbé a
(1 - h(t),O) (t S [Oal])>

(1>] _h(t_ ])) (t S [])2])>

(h(t - 2)51) (t S [2>3])>

\ (O>h(t - 3)) (t S [3)4])
cellara @ € € és
Ro = 0([0,1] x [0,1]).

55 William Neil (1637 — 1670)
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3. Ha 8, € R ¢s
@ : [a,b] = R*\{(0,0)}

olyan sima 1-cella, hogy
®(a) = (r(a) cos(6o), v(a)sin(Bo)),

ahol

r(t) == VIO (U2 + [@2(1)]2 (t € [a,b),
akkor pontosan egy olyan 0 : [a,b] — R, 0 € €' (hajlasszdg)fiiggvény van, hogy
@(t) = (r(t) cos(8(t)), r(t)sin(B(t)) (t € [a,b])

(polarkoordinatas megadas). Mivel @(a) = ®(b) esetén r(a) = r(b), ezért ebben
az esetben van olyan k € Z, hogy

O(a) =0(b) + k2m.
1

q)::it

szamot @ koriilfordulasi szamanak nevezzik. O

(0(b) —06(a)) € Z

Definici6é. Adott k,n € N, () ## V C R" nyilt halmaz, ill. V-beli @ k-cella, ill. j € {1,...,k}
és s € {0,1} esetén Dy -sel jeloljiik a kévetkezd (k — T)-cellat:

(s) (k=1),
(Djs : [0>]]k_1 — \/> (Djs(xh R )Xk—l) =
D(X1ye ey X1y 8y Xjy e vy Xi—1) (k> 1),

A (k — T)-cellak alkotta
00 :={Dy: je{l,...,k}, s €{0,1}}

(formalisan) 2k-elemi halmazt — in. (k — T)-lancot — a @ cella hataranak nevezziik. ¢
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Példak.
1. Ha @ : [0,1] — R" sima 1ut, akkor
00 = {Dyp, D11}, ahol @p(0) = D(0), Dy;(0) = D(1).

azaz

Q15(0) = @(s) (s €{0,1}).
2. 0 < a<beR, akkor a

®d(u,v) := ((a+ (b — a)u) cos(2mv), (a + (b — a)u) sin(27v))

((w,v) € [0,11%)

2-cella (Ro: origd kozéppontt a belss sugart, b kiilss sugara kérgytird) hatara:

0D := {(I)]o, (DH) CDZO» CDZI})

ahol
Dq(t) d(0,1) (acos(27tt), asin(2mt)),
O (t) = DO(1,t) = (bcos(2mt), bsin(27t)), (t € 0,1]).
CDZO(t) = (D(t,O) = ( ( —a)t,O),
Oy(t) = (1) = (a+(b—a)t,0)
3. A

O (u,v) := (wcos(2mv), usin(2rv),u?)  ((u,v) € [0,1]?)

2-cella (R¢ forgasparaboloid) hatéara

00 = {Dyy, D11, Dy, D21},

ahol
D1o(y) ®(0,y) = (0,0,0)
®y(y) = @(1,y) = (cos(2my),sin(2my),T)
0,1]).
Dyply) = @(y,0) = (yOy) el
Dxn(y) = Py,1) = (y,0,y?)

Definici6. Rogzitett k € N, ill. ®, ¥ € ¢"([a, b]*,R") esetén azt mondjuk, hogy a ¥, ®
k-cellak
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1. kongruensek, ha van olyan I : R™ — R™ izometria, hogy W =10 O@;

2. paralellek, ha kongruensek és a fenti I izometria transzlacioé is egyben;

3. ekvivalensek /@ ~W¥/ ha van S : [a,b]* — [a, b]* diffeomorfizmus®® amelyre
det(S'(x)) >0 (x € [a,b]") és Y=0oS

teljesiil. ¢

Definicié. Legyen r € Ny, n € N, k € {0,1,...,n}, tovdbbd w € AL(V) és @ € €"H(I V).
Ertelmezziik az
w* O e AL(TF)

transzformaltat, ahol

esetén, azaz amikor

w:V—oR és O :{0} >V,

akkor
w*D:=wo D

esetén
W x D(x;x1y. .., Xe) 1= W (D (y); @' (x)x1, ..oy D (X))

(x €I x1y...x €R). O

Megjegyzés. Vilagos, hogy ~ ekvivalencia-relacio, reguléris k-cellaval ekvivalens k-cella is
regularis, tovabba két egymaéssal ekvivalens k-cella értékkészlete azonos, azaz ekvivalens cel-

lak ugyananak a k-felilletnek a paraméterezései. [

Feladat. Igazoljuk, hogy ha n € N, k € {1,...,n}, valamint ® € ¢ (I V) és
Y e ¢™(IX V) ekvivalens sima cellak, azaz alkalmas S : I¥ — I¥ regularis cella esetén
Y ==®oS (v0. fenti definicio), akkor fennall az

wx¥Y=w*x(@oS)=(wrxD)*S

egyenlGség!

56 Az S leképezést diffeomorfizmusnak nevezziik, ha S olyan folytonosan differencialhaté bijekcio,

amelyre az S™! inverz is folytonosan differencialhato.
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Utm. A * miivelet értelmezése alapjan

WK (DoS)(x)(x1y...,x) = W((@oS)(x))((PoS)(x))x1y...(@oS)(x))xi) =

ill.

((wx D) xS)(x)((x1y..yx) = (wxDYSKI) (S (X)x1, ..., S (x)xi) =

ahol x € I¥, x,...,xx € R*. A
Megjegyzés. Mivel

k

ezért Ay (R¥)-nak egyetlen baziseleme van: Ay . Igy, hak € {1,...,n},ill. ® € ¢+1([0,1%, V),
akkor w x @ € AL([0,1]%), azaz

dim (Ax(R¥)) = (k) =1,

wx D =0-Aq w,
ahol Q € ¢™1([0,1]%,R). O

Definicié. Legyen k € {0,...,n}, w € AL(V) és @ € €+1([0,1]%, V). Az w differenciélforma

@ cellara vonatkozé integraljanak nevezziik az J w valés szamot, ahol
o

® ha k =0, azaz

weAV)=CVR), @:{0}—=V,

akkor
J w = w(D(0)).
@

® ha k > 0, gy
J w ::J Q. O
o 0,1k
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Megjegyzés. Ha

W = Z fi : Ai)
i=1
ahol
f=(f,...,f.) € C(V,R"), @ e ¢ ([0,1],V) (pl. V-beli sima 1t) és

wrx D(wy) = ;ﬁ(@(u)mi((@(’()u))y)—;ﬂ(@(u))@{(u)?yﬂ—
- O/ (u)y); - 1Y

= (fo®,®") (WAI(Y) = Wirenw,0n(yy)  (u € [0,1],y € R),

(O]

akkor

:J (fod, @) = J f| (vonalintegral).
[0,1] )

i , azaz

wr=T1-An, . n),
ahol
fe ' (V,R), @ c ¢ ([0,1]", V) (valamely V-beli test paraméterezése) és
tetszoleges x € [0,1]™, ill. xq,...,X, € R™ esetén

Wi DXy ey Xn) = F(D))AGm) (D)X, .., D/ (X)Xn) =
= f(@(x)) det (D' (x)x1,..., D'(X)xn) =
= f(@(x)) det (O’(x)) det (X1, ..., Xn) =
= f(@(x))det (D'(x)) Ap,..m) (X1ye ey Xn) =

= W(fod)-det(D’) (X150 ey Xn)
akkor

wil=|  (Fod)-det(®) = (fo@)-ldet(@’)lzJ’ f
J'(D ! J[O,ﬂ“ ~ [0,1]“ Rao

@ regularis

(tobbes integral).
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® n=3, k=2| azaz
wr =11 -Apg) +1f2- A+ f3-Apqo,
ahol
f=(f1, s f3) € C"(V,R?), @ e ([0,115V) (pl. Ro feliilet) és

és wf*(D =0 A(]yz), és itt

Qu) = werxDP(y;erer) = we (@(u); 0P (1), 0,d(u))
= f1(DO(w)Apz) (010 (w), 0,@(u)) + 5 (P(u)) Az (01P(u), 0, D(u)) +

H(OW) Ay (10(W), 00W) = L. =
(v6. 12. gyakorlat)

= (fo®,0® x 0,D) (u) = (foDd,nge) (u) (uel01?).

lgy
Wy x O = o = W(fodmne)s

(v0. el6adas)

tehat

J Wy :J (fodyng) = J f| (feliileti integral). W
® 0,112 ®

Definici6. Legyen n,7 € N, k € {1,...,n}, § # V C R" nyilt halmaz. Az w € A}_;(V)

differencialformanak a @ € ¢™1([0,1]%, V) cella hatarara vonatkozé integraljan az

1

=BT, o

j=1 s=0

valés szamot értjik. ¢

Feladat. Adott

®(u,v) := ((a+(b—a)u) cos(2mv), (a+(b—a)u)sin(2mv))  ((u,v) € [0,15 0 < a<b €R)
2-cella (Rg: origd kozéppontt a belss sugart, b kiilsg sugaru korgytird), és

w e APR?), w=1=-A;, ahol f(x,y):=x> ((x,y)€R?)
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Pfaff-féle differencidlforma esetén hatarozzzuk meg az

J dw és J w
® oD
integréalokat!

Utm.:n =2 k=1,N,"={1,2}, igy dw = 9:f- A1 2. Tehat

dw(x,y) =3x* - Apy ((x,y) € ]Rz) .

J dw = J 01fo @ - det(D') =
(0] [0,112

= J 3-(a+(b—a)u)?-cos?(2mv) - 2mt- (b—a) - (a+ (b — a)u)d(u,v) =
[0,1]2

! 1 4 4
= ool ([ (a0 - anran) - ([ eosiomav) = T,

0 0

és

= — fo®- [(D{o]z—i-J fo - [0y =
Jio,1) [0,1]

N 1
= — | a®cos®(2mt)a2mcos(2mt) dt + J b3 cos® (27tt) b2 cos(27tt) dt =
Jo 0

1 4 4
= 2n(b* —a*)- J cos*(2mt) dt = 27m(b* — at) - % = M'
0

Megjegyzés. Az el6z6 két integral megegyezett, ui. igaz a Poincaré-Stokes-tétel:

J dw:J w. O
) 0



1. FEJEZET A GYAKORLATOK ANYAGA 333

Feladat. Legyen V := R*\{(0,0)}. Mutassuk meg, hogy az

X2
2 2
X7+ X3

-AWH~3L~Amn (x = (x1,%2) €V, y € R?)

w(xy) == — .

Pfaff-féle forma esetén nincsen olyan n € AP (V), amelyre dn = w teljesiilne!
Utm.

1. moédszer Tegyiik fel, hogy
n:V-oR, neec>

skalarmezd (t6bbvaltozos fliggvény) esetén
AP + gAY = w=dn=0m- A} +0m - AT,

azaz

om="~ és oom=g
teljesiil. Igy, ha valamely differencialhato F: R — R fiiggvény esetén

F(t) = n(cos(t),sin(t)) (t e R),

akkor egyrészt F periodikus fliggvény, igy alkalmas T € R esetén max F = F(T), tovabba

a lancszabaly felhasznélasaval tetszéleges t € R esetén
F'(t) = 9m(cos(t),sin(t)) - (—sin(t)) + 9,1 (cos(t),sin(t)) - cos(t) =
= —f(cos(t),sin(t)) - sin(t) + g(cos(t),sin(t)) - cos(t) =

sin?(t) cos?(t)

cos?(t) +sin?(t)  cos?(t) + sin?(t) =

adodik, ami nem lehetséges.

2. modszer Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy In € AP(V): dn = w, tovabba
@ : [0,1] — V legyen tetsz6leges V-beli 1-cella. Ekkor



1. FEJEZET A GYAKORLATOK ANYAGA 334

R i RS SRS

Ha pl.
D (t) := (rcos(27mt), rsin(27t)) (t € [0,1]; r > 0),
akkor
®D(1) = (rcos(2m), rsin(27)) = (r,0) = (rcos(0), rsin(0)) = ®(0),
igy
n(@(1)) —n(@(0)) =0.
Viszont
J w#0
o
J w = J] <(_1’sin(227'ct)) rcos(227tt)> , (—2T7tsin(Zﬂt),Zrﬂcos(Zﬂt))> dt =
o 0 T T
= 2n#0. N

HAZI FELADAT. Az Fiiggelék ismeretanyaga.

HAZI FELADAT. Az Fiiggelék ismeretanyaga.




1. FEJEZET A GYAKORLATOK ANYAGA 335

1.15.2. |Beadhatd/gyakorl6 feladatok

1. Szamitsuk ki a @ cella 0@ hatérat az alabbi esetekben!
(a) Legyen 0 <b < a € R, ill.
@ (u,v) := (aucos(27mv), busin(2rv))  ((w,v) € [0,1]%).
(b) Legyen 0 < R € R, ill. ®(u,v) =
Rsin((7t/2)u) cos(2mv), Rsin((7t/2)u) sin(27tv), R cos((7t/2)u))

((u,v) € 10,1%).

(¢) @(u,v) = (2ucos(27mv),2usin(27v),2u) ((u,v) € [0,11?).
(d) Legyen 0 < R € R, ill.

@(p,u,v) := (Rpsin(mu) cos(27tv), Rp sin(7mu) sin(27tv), Rp cos(mu))
((p,u,v) € [0,11%) .
(e) Legyen 0 < 1,R € R, ill.
Phi(p,u,v) := ((R+rpsin(2mu)) cos(27mv), (R+rp sin(27mu)) sin(27wv), vp cos(2mu))
((pyu,v) € [0,1]3) .
Utm.

(a) @ olyan 2-cella, amelynek Rq értékkészlete egy origd kozépponti 2a nagytengelyt
és 2b kistengelyti ellipszislap. @ hatara:

00 = {Dyy, Oy, Do, D2y},

ahol
(Dm(t) = ®(O>t) (O)O))
Dy (t) = @(1,t) = (acos(2nt),bsin(27t)), (t € [0,1]).
(DZO(t) = (D(t,O) = ((lt,O),
Dy, (t) = q)(t)]) = (at,O)
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(b) @ olyan 2-cella, amelynek Rq értékészlete egy origo kozépponti R sugara fél-
gombfeliilet. @ hatara:

0D :={Dqy, D1, Dy, D21},

ahol
®10(t) = q)(o)t) (030) R)))
@ (t) = D(1,t) = (Rcos(2mt), Rsin(27t),0), (t € [0.1])
Op(t) = @(t,0) = (Rsin((7/2)t),0,Rcos((mt/2)t)), T
Ox(t) = @(t,1) = (Rsin((7/2)t),0,Rcos((m/2)t))
(c) @ olyan 2-cella, amelynek Rq értékkészlete a
7 = /XZ +y2
egyenletd kuppalést 0 < z < 2 kozé es része. © hatéara:
0D = {Dyg, Oy7, Do, P},
ahol
(DIO(t) (D(O)t) = (O>O»O)»
D1 (1) ®d(1,t) = (2cos(27t),2sin(27t),2), (t e 0.1]).
CDZO(t) q)(t,O) - (2t>0)2t))
@2](t) (D(t)]) = (2t>0)2t)

(d) @ olyan 3-cella, amelynek R¢ értékkészlete az origd kdzépponti, R sugart gomb-
test. @ hatara:
00 = {®1g, @17, D29, D31, D39, D31},

ahol tetszéleges (u,v) € [0,1]% esetén

Do(uw,v) = O0,u,v) = (0,0,0),

®q(u,v) = O(l,u,v) = (Rsin(7mu)cos(2mv), Rsin(7tu) sin(27v), R cos(mtu)),
Dy(uw,v) = O(u,0,v) = (0,0,Ru),

Qi (uw,v) = Oul,v) = (0,0,—Ruj,

D3o(uw,v) = ®d(u,v,0) = (Rusin(mv),0, Rucos(mv)),

®d3(uw,v) = O(u,v,1) = (Rusin(mv),0, Rucos(7mv)).
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(e) @ olyan 3-cella, amelynek R¢ értékkészlete toruszfeliilet. @ hatara:
0D = {D19, D11, O30, D21, P30, D31},
ahol tetszéleges (u,v) € [0,1]% esetén

Do(x,v) = O(0,u,v) = (Rcos(27mv), Rsin 27tv),0),
@1 (%, v) O(1,u,v) =
((R + rsin(27u)) cos(27v), (R + rsin(27tu)) sin(27tv), r cos(2mu) ),

Dy(x,v) = O(u,0,v) = (Rcos(2mv), Rsin(27v), ru),

Dy (x,v) = O(u,1,v) = (Rcos(2mv), Rsin(27v), ru),
D3(x,v) = O(u,v,0) = (R + rusin(27v),0, ru cos(27v)),

D3 (x,v) = O(u,v,1) = (R + rusin(27v),0, rucos(2mv)). W

2. Mutassuk meg, hogy ha n € N, k € {1,...,n}, valamint ® € ¢ (IXV) és
Y ¢ ¢ (15, V) ekvivalens sima cellak, azaz alkalmas S : I¥ — I* regularis cella esetén

Y = @ oS, akkor fennall az
e
v o

wxD®=0Qgp- A]ﬁ]i..,k) es WA= Qy- Alffli--,k)

egyenlGség!
Utm. A
jeloléssel egy korabbi feladat értelmében
WrxY=wx(@oS)=(wrxDP)xS=(QgpoS)- det(S’) - A](Qf]:__’k),
igy
J w:J QWZJ (Q@OS)'det(S/):J Qq):J w. N
v I+ I* I* o
3. Adjon meg olyan @ : [0,1]> — R3 2-cellat, amelyre
Ro={(xy,z) ER’: z=x"+y% x> +y* < 1},

majd az
w € AP (R?), w:=g1 A3 +92-Asn + g3 Ana,

91(X,U,Z) = XY, 92(X>yyz) =Xz, 93(X>y>z) =Yz ((x,y,z) S R3)
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differencialforma esetén szamitsa ki az J w integralt!
o
Utm. Ha a z = f(x), y = 0 egyenleti meridiang6rbét (profilgérbét) megforgatjuk

a z-tengely koriil, akkor az igy keletkezd forgasfeliilet egyenlete:

z:f(\/m).

Az
F={lxyz) eR: z=x+y*, ¥ +y* <1}

ponthalmaz tehat olyan forgésfeliilet, amely R, z-tengely koriili megforgataséval ke-
letkezik, ahol
¢(u) = (u,0,u?) (u e [0,1]).

Igy
O (u,v) := (wcos(2mv), usin(2rv),u?)  ((u,v) € [0,1])
esetén Rep = F. Mivel n = 3, k = 2, ezért

J w:J (go®,ng), ahol g:=(g1,92,93)-
o 0,12

Mivel barmely (u,v) € [0,1]% esetén [g o @, 0D, 0,D] (u,v) =

u? cos(2mv) sin(2mv)  uwd cos(2mtv)  —ud sin(27mv)
= det cos(27v) sin(27tv) 2u =
—2musin(27v) 27tu cos(27v) 0

= —2mu’sin(2nv) — 4w’ sin(27v) {cos?(27v) 4 wcos(27v) }

1 1
J —2mu du> <J sin(27v) dv) +
0 0

=0

ezért

| tgoame) = (
[0,1]2

4. Adott T > 0, ill.

®(u,v) := (rucos(2mv), rusin(2mv))  ((u,v) € [0,1]%)
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2-cella (Rg: origb kdzéppontt r sugara sugart korlap), és
w € A?O(RZ)) w = f’A1+9'A2) ahol f(X,y) = _Xzy) g(x,y) = Xyz ((X»y) € Rz)

differencialforma esetén hatarozzzuk meg az

J dw és J w
® G
integralokat !

Utm.: n= 2, k= 1, N*] = {1,2}, igy dw = (619 - azf) 'AU»Z)' Tehat

dw(x,y) = (y*+x3) - Apy  ((x,y) € R?Y).

Ezért
J dw = J (07g — 0,f) o @ - det[D'] =
® (0,1)2
= J {r*u?sin?(27mv) + v*u? cos? (2mv) } 2mrtud(u, v) =
0,12
1 1 4
= 27[r4J J wdu dvzﬂ,
0 \Jo 2
és

— f ((—7° cos®(27t) sin(2mt), 1° cos(2mt) sin®(2mt))

(—27rsin(27t),27tr cos(2mt))) dt =

1 1 4
= J 47tr? cos? (2mrt) sin? (27rt) dt = J mirt sin?(47tt) dt = %T [ |
0 0

5. Adjunk meg olyan @ : [0,1]> — R3 2-cellat, amelyre

Ro ={(x,y,2) eR’: X¥* +y* +2* =16, 2> 0},
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majd az
w e AFP(RY),  w:=gA +hAgy,

g(x,y,2) = =2z, hix,y,z) =3y -1 ((xy,2) €R’)
differencialforma esetén szamitsuk ki az J w integralt!
®
Utm. A
@ (u,v) := (4sin((7t/2)u) cos(27v),4 sin((7t/2)u) sin(27tv),4 cos((7t/2)u))
((u,v) € [0,11%)
2-cella megfelel6 paraméterezés, igy mivel n = 3, k = 2, ezért

J w:J (fo®d,ng), ahol f:=(0,g,h).
® [0,1]2

Mivel
Ne(u,v) = 472 sin((7/2)u) @ (u, v) ((u,v) € [0,11%)

és minden (u,v) € [0,1]% esetén
(fo®,ng) (u,v) = 4m?sin((m/2)u) - {—32 cos((m/2)u) sin((7t/2)w) sin(27tv)+
+48 sin((7t/2)u) cos((7t/2)u) sin(27tv) — 4 cos((7t/2)u)} =

= 47 sin((7r/2)u) - {—16sin(mu) sin(27tv) + 24 sin(7tu) sin(27tv) —
—4cos((mt/2)u)} =

= 47 sin((7r/2)u) - {8 sin(7ru) sin(27tv) — 4 cos((mr/2)u)},

ezért

JMZ (fo®,mno) = (Jl du) (J] sin(27wv) dv) - J] 8’ sin(mmu) du = —167m. W

0 0

'

6. Legyen w € AL(V),
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ahol V := R3\{(0,0,0)} és

f(r) = ﬁ g(r) = % h(r) :=§ (r=(x,y,2) € V).

Igazoljuk, hogy nincsen olyan n € A (V) differencialforma, amelyre dn = w teljesiil-
ne!

Utm. Az éllitassal ellentétben tegyiik fel, hogy In € AP(V): dn = w, tovabba
@ : [0,1] — V legyen tetszGleges V-beli 2-cella. Ekkor

| Poincare-Stokes |

S
() 0] o0

®(u,v) := (Rsin(rru) cos(27v), R sin(mmu) sin(27v), R cos(mu)) ((w,v) € [0,1]%)

Ha pl. 0 < R € R, ill.

(Ro: origd kozéppontt, R sugara gombfeliilet), akkor @ hatara:

0D :={Dy, D1y, D3y, Do},

ahol
q)m(t) = (D(O)t) (O)O) R)))
q)ﬂ(t) = @(1,’() = (an.)_R)v (te [0)1])
Dy(t) = DO(t,0) = (Rsin(7mt),0, R cos(mtt)),
®y(t) = D(t,1) = (Rsin(7mt),0,R cos(7t))
Igy tehat

EERURTREE
oD [OFT) [OF9 [OP1) D3

Viszont, ha F := (f, g, h), azaz

F(r) = # (0#T€eRY),

akkor

J w:J F:J (Fo @, ng) = 4R*m,
0} 0} (0,112

Ne(u,v) = 2P°R?sin(mu) - O (u, v) ((w,v) € [0,11%),

hiszen
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ezért
Ino (w, V)|l = 272Rsin(mu) [ ¥(u, v)| = 27R%sin(mu)  ((w,v) € [0,112),

igy

— cos(mu) 1

J (Fo®d,ng) = J 27°R% sin(u) d(u, v) = 27°R? { } =4R*m. A
0,112 0,112 T 0

7. Mutassuk meg, hogy a Newton-Leibniz-formula és a klasszikus integralatalakito tételek

a Poincaré-Stokes-tétel specialis esetei!

Utm. Ha
¢ , akkor
w € AY(V) =" (V,R), @ € ¢([0,1],V),
azaz ha
fe T(VR), W = Wy,

akkor dw = Wgyraq(s), 18y

P-S 1 1

Wty = | 0| w= Y 0] 0= Y (1) w(@(0)
Jcb grad () Jd) D ; D15 ; ]
1
= Z(—1)1+Sw(®(8)) = w(O(1)) — w(P(0)),
s=0
azZaZ
| eradte) = (1)) - t(@(0)
(0]
(vonalintegralra vonatkoz6 Newton-Leibniz-formula).
® In =2, k=2] akkor

w € Al(V), @ e ¢™1([0,11%, V)
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(valamely V-beli sikidom paraméterezése), azaz ha
f=(f;,f) € C(V,R?), w:=w;="F1A1+FA;, akkor dw = Wy 1, 0,6,

igy regularis @ esetén

P-S
J (a1fz - azﬁ) = J a1fz — azf1 = J dff/:\J f= J f (Green—tétel).
Rao 0] 0] 00 00

¢ ’n:3, kzZ‘, akkor

w € AT(V), @ e ¢™([0,11%, V)
(Ro feliilet), azaz ha
f = (f1,f2,3) € C(V,R?), w:=w;=FfiA+FA+F34A;, akkor dw = Wiy,

és

P-S ]
J rot(f) = J Wrot(f) :J dw/:\J f= J f| (Stokes-tétel).
o o ® 20 oD

® [n=3, k=3] akkor

w € A5(V), @ e ¢([0,13,V)
(valamely V-beli test paraméterezése), azaz ha
f=(fi,f,f3) € C(VRY), w:i=ws="F4ps+ A0+ 40,

akkor dw = wgiy(r), 1gy regularis @ esetén

e ] P-S
J div(f) = J wdiv(f):J dw*’:\J w:J f| (GauB-tétel). W
Rao (O] 0] L] L)

8 Legyen r € NU{oo}, n € N, k € {0,1,...,n}, 0 # V C R™ nyilt halmaz, tovabba
w € AL(V), ill. f € AY(V). Igazoljuk, hogy ekkor tetszdleges @ € €+ (I V) cella

esetén fennall az
dew—J f-w—J(df)/\w
0] oD ()
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egyenlGség!
Utm. A Poincaré-Stokes-tétel, a diferencialformak szorztanak derivaltjara vonatkozo

formula, illetve a d operator linearis voltanak felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

L(Df-w:L)d(f-w):JQ((df)Aw+f-(dw)):J

(df)Aw+J f-(dw).
@

o}

Megjegyzés. Legyenn := 1,k := 0, azaz V C Ruyilt, w € AJ(V) /w:V =R, we"/.
Ekkor a
D(t):=t (t € [0,1])

cellaval
Ja@f' w = (f- w)(@(1) = (- w)(®(0)) = f(Nw(1) — F(O)w(0) = [f(x) - w(x)]y,

1

L(df) Aw = L(f’wA}»‘) = L f'w,

tovabba

azaz

(parcialis integralas). B

9. Legyen V= {(u,v) e R*: u> 0} és
Y _ X
f(x,y) = m» Q(X»U)-—m ((x,y) € V).

Mutassuk meg, hogy az
weAPV),  w:=f-AP 4 g A%

Pfaff-féle forma esetén van olyan n € AP (V), amelyre dn = w teljesiil!
Utm. Ha pl.

n:V-oR, n(x,y) := arctg (%) + I,
akkor barmely (x,y) € V esetén

-y 21, X

Trg Mt e A =) AT el y) - AT = wi(xy).

dn(x,y) =
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10. Legyen V := R? és

11.

f,g:V-oR: f,g e ¢

Mutassuk meg, hogy ha az
weAl(V), w:=Ff AP 4g.A>

Pfaff-féle differencidlformara dw = 0 € A9(V), akkor alkalmas n € AJ(V) differenciél-
forma esetén dn = w teljestil (v6. egzakt differencidlegyenlet)!
Utm. Mivel

A3 (V) 20 = dw = (319 - 0f) - A,

azaz 0,f = 0,9, ezért, ha

x Y

f(t,0) dt + J g(x,t)dt,

h:V = R, n(x,y):zj
0

0
akkor barmely (x,y) € V esetén
y

dmixy) = f(x,owj

y
01g(x,t)dt = f(x,0) + J 0,f(x,t)dt =
0

0

= f(x,0) + [f(x, t)]{Zy = f(x,0) + f(x,y) — f(x,y) =

= fxy),
és hasonloan
on(x,y) = glx,y).
Ez azt jelenti, hogy dn = w. R
Legyen I C R nyiflt intervallum, ill. w € €9(I). Mutassuk meg, hogy van olyan
n € A)(D) differencialforma, amelyre dn = w teljesiil!

Utm. Mivel alkalamas f: I — R, f € € fiiggvény esetén w = fdx;, ezért ha a € I,
akkor az

n(x) := JX f(t)dt (x el

integralfiiggvényre (differencialformara)

dn=n'dx; =fdx;=w. N



2. fejezet

Fuggelék

2.1.

A

Elemi geometria

Vektorok

Ebben a szakaszban legyen d, m € N.

1.

Vektorok (linearis) fiiggetlensége/Gsszefiiggbsége.
Az X1y ...y xm € RY vektorok

® (linearisan) Gsszefiiggsk, ha van olyan Aq,..., A, € R, amelyre
A+ Al >0 8 Axq+ .o+ Apxm = 0 € RY;
® (linearisan) fiiggetlenek, ha nem linearisan Gsszefiiggok, azaz
M4 ..+ A =0€R? = A =...=A\,=0.

Ha m > d, akkor az x1,...,Xm € R vektorok linearisan dsszefiiggdk.

346
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Példak.

(a) d =2 esetén az
a=(a,a) €R? b = (by,by) € R?

vektorok

linedrisan Osszefiiggdk (kollinearisak) = det [ ;11 lelz ] =0
1 b2
(b) d = 3 esetén az
a=(a,aa), b=(by,bybs), c=(c1,c30¢3) R’

vektorok

a; a; as
linearisan Osszefliggdk (komplanarisak) = det | by by, bz | =0.

ci C2 C3

Az x1,...,xq € R vektorok bazist alkotnak, ha linearisan fiiggetlenck. Ekkor minden

a € RY vektorhoz egyértelmtien van olyan Aj,...,Aq € R, hogy

d
a = E }\ka.
k=1

Példa. Az

er:==(1,0,...,0), e; = (0,1,...,0), N eq := (0,0,...,1)

vektorok bazist alkotnak R%-ben (kanonikus bazis).

d = 3 esetén szokés az

e =: i, e =: j, €3 =: k
jelolés.
2. Vektorok szorzasa.
Az a=(a,...,aq), b= (by,...,by) € R4 vektorok skalaris szorzata az

d
<Cl, b> = Z (lkbk
k=1



2. FEJEZET FUGGELEK 348

szam. Pl. az F € R3 erének az a W munkaja, amelynek eredményeként valamely anyagi
pont (pontszertinek tekinthets test) s € R® elmozdulast végez az F erd hatasa alatt, az

F és az s vektorok skalaris szorzataval egyenls:

W = (Fs).

Az x1y...,x;m € R™! vektorok vektoridlis szorzata az

m

X1 X eo X Xy 1= E detler, X1y ...y Xmlex

k=1

vektor, ahol
[ek,x1,...,xm]

jeloli azt a matrixot, amelynek sorai rendre ey, X1, ..., X; komponensei.

Az m = 2 specialis esetben az
a=(a,a,a3) €eR®  ésa b= (by,bybs) R}

vektorok vektorialis szorzata a kovetkezd moédon szamithato:

i j k
= (az2b3 — azby)i+ (asby — arbs)j + (a1by — azby )k =|det |a; a; a3
b; b, bs

Példaul.

® a B indukci6ju magneses térben v sebességgel mozgo, g toltésre hato erd (magne-
ses) Lorentz-erd:

F=dwxB),
Cc

ahol ¢ = 3 -10%m/s a fény sebessége vakuumban.

arammal atjart lemez alaku vezetét B indukci6ji mégneses térbe helyezve a ve-
zetd két oldalan potencialkiilonbség lesz (Hall-effektus). A kialakulo térerdsség

aranyos a magneses indukci6 és az Aramstiriiség! vektorialis szorzataval:

E= CH(B X ]),

L Az aramstirtiség vektormennyiség, amelynek iranya valamely vezets adott pontjaban megegyezik az

aram iranyaval (negativ toltések aramlasiéval ellentétes irdny), nagysaga pedig az dramerssség.
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ahol cy a toltéshordozok n koncentraciojatol és q toltésétdl tiiggd un. Hall-allando
(ch=1/qn).

® a B indukcioju, E térerdsségi elektromagneses mezd esetében az energiaterjedés
irdnyara merdleges egységnyi teriileten idSegység alatt ataramlo energia

(teljesitménystiriiség):

1
S=—EXxB (Poynting-vektor).
Ho

¢ valamely testet az r helyvektoru pontban tdmadoé F er6é forgatényomatéka:

M=Fxr.

Az a,b,c € R? vektorok vegyes szorzata az

a; a as
[a,b,c] :=(a xb,c) =det [b; by bs
Cit C2 C3

valos szam, ill. az a,b € R® vektorok diadikus (tenzorialis) szorzata az

(l]b] (11b2 (l]b3
aob:= (lzb] Clzbz (lzb3

a3b1 agbz a3b3
matrix.

3. Vektorok hossza, szoge.

Az x = (x1,...,%q) € RY vektor hossza (euklideszi norméja):

X| == VX2 = /(X)) = /X3 + .+

e € R? egységvektor, ha |e| = 1.

Tetszoleges 0 # a € RY esetén az

vektor egységvektor: a-irAnyt egységvektor.

Az a,b € R3\{0} vektorok
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® szoge a kovetkezdképpen szamithato:

{a,b)
laf - bl

la x b|
lal - [bl”

cos(a,b) = ill. sin(a,b) =

® merdlegesek (ortogonalisak), ha skaléris szorzatuk 0:
alb = (a,b)=0.
® parhuzamosak, ha vektorialis szorzatuk 0 € R?:
allb = axb=0€eR’

4. A vektorszorzatok legfontosabb tulajdonsagai.

Tetszbleges a, b, ¢, d, e, f, g € R vektor és o € R szam esetén

(a) Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlGtlenség:
{a,b)l <lal-bl, il [axbl<]al-bl,

és egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha |a|-|b] = 0 vagy ha a || b, ill. ha a | b;

(b) (a xb,a) = (a x b,b) =0, s6t ha a ff b, akkor a, b és a xb, ebben a sorrendben,
jobbrendszert alkot?;

(¢) (a,b) =(b,a), axb=-bxa;

(d) «({a,b) = (xa,b) = (a, ab), ax(axb)=(xa)xb=ax (ab);
x(aob)=(xa)ob=ao(ab);

(e) (a,b+c)={(a,b)+(a,c), ax(b+c)=axb+axc;

(f) ax (bxc)={(a,c)b—{(a,b)c,ill. (axb) xc=(ac)b—(b,c)a
(kifejtési tétel);

(g) la,b,c] = [b,c,al =I[c,a,b] =—la,c,b] =—[b,a,c] = —Ic,b,a]

(a vegyes szorzat elGjele két tényezs felcserélésével megvaltozik, mindharom té-

nyez6 ciklikus felcserélése esetén valtozatlan marad);

2a x b iranyabol nézve az a irdnya az éramutatd jarasaval ellenkezd és 7t szognél kisebb forgatésaval
a b iranyaba forgathato. Altalaban azt mondjuk, hogy az aj,...,aq € RY vektorok jobbrendszert

alkotnak, ha a beléliik alkotott [aq,..., aq] métrix determinansara detlaj, ..., aq] > 0 teljesiil.
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(h)

(i)
()
(k)
(1)

(m)

(axb,cx d> = <a,c)-(b,d>—(b,c>-<a,d)

(Lagrange-azonossag);
a
[a,b,c]-[e,f,g]l =det | (bye) (b,f) (b,g) |:

aob=(boa)';
(aob)r=(b,r)a (reR’; Sp(aob) = (a,b);
ha A € R¥4 akkor
<AT,S> = <T, ATS> (r,s € Rd);

Az M € K¥4 matrix szimmetrikus, ill. antiszimmetrikus, ha MT = M, ill.
MT = —M. Specialisan d = 3 esetén alkalmas a, b, c, d, e, f € K szamokkal

a b c 0 a b
M=1]b d e |, ill. M=| —a 0 c¢
c e f -b —c O

Minden M € K™™ maétrix egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus

1 1
SM::z(I\/H—MT), AM:ZE(M—MT)

matrix osszege: Spq + Am = M. Sp-et, ill. Ay-et M szimmetrikus, ill. anti-

szimmetrikus részének nevezzik.

minden antiszimmetrikus M € R3*3 matrixhoz van olyan w € R? vektor, hogy
Mr=wxr (reR?,
ui. ekkor
det(M) = det(M") = det(—M) = (=1)*det(M) = — det(M),

azaz det(M) = 0; ezért ha w = (W, wy,w3) € R? jeloli az M maétrix 0 sajatér-

tékéhez tartozo sajatvektorat, akkor az

0 a @ Wy 0
Mw = 0 ¢ wy, | =10
—b 0 W3 0
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egyenletbdl
w; = —c, w; =Db, w3 = —a, (2.1)
és erre a w vektorra:
i j k bz +ay
wxr=det| —¢c b —a | = cz — ax = Mr,
X z —cy — bx

ahol T = (x,y,z) € R3.

(o) minden w € R3 vektorhoz van olyan antiszimmetrikus M € R3*3 matrix, hogy
Mr=wxr (reRd,
ui. ha M ilyen métrix, akkor az

T = xe; +ye; + ze3 (r=(x,y,z) € R

vektorra
Mr = x(Meq) + y(Me;) + z(Me3)
és
Me; = w X e; = wze; — wpes, Me, = wie; —wse, Me; = wye; —wj ey,
igy ha
0 —-w; wy
M:== | w; 0 —-w |, (2.2)
— W) 4%1 0

akkor barmely T € R? esetén
Mr=w x .

5. Vektorszorzatok geometriai jelentése.
Az a,b,c € R3\[0} vektorok esetén a skalaris, a vektorialis és a vegyes szorzat geomet-

riai jelentése a kovetkezs:

® a felbonthato b-vel parhuzamos és egy arra meréleges Osszetevire:

: . . .3
a=ap+ Qpy: a, == (a, ep) ey, Uy = a — Qp;

® |a x b|: a és b altal kifeszitett paralelogramma teriilete.

® |[a,b,c]]: az a, b és c altal kifeszitett paralelepipedon térfogata.

3Ha a # b, akkor a,, = (ep x a) X eyp.
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Egyenesek

1. Legyen a € R3, 0 # v € R3. Ekkor az a pontra illeszkedd, v iranyvektort egyenes

az
Er={xeR’: x=a+tv (teR)}

ponthalmaz.

Tetszbleges T = (x,Y,z) € R? esetén

X = aq+tv;
ref & y = a+tvy, | (teR)
z = az—+tv;

(az &) egyenes paraméteres egyenletrendszere).

Ha v - vy - v3 # 0, akkor &) iranyvektoros egyenletrendszere:

X — y—a Z— Qs

Vi %) V3

2. Ha p := (p1,p2,p3) € R3, akkor a P(p) pontnak az £ egyenestsl valo tavolsiga:

KP—MXW.

d:
v

3. Az & és az & egyenesek tavolsaga:

[(a —b) xv|

v (u xv=0¢€ ]R3) (parhuzamos egyenesek ),

d=
[[{a—b),u,vl|
lu x v

(u xv#0¢€ R3) (kitérs egyenesek).

Sikok

1. Legyen a € R3, n € R3\{0}. Ekkor az a pontra illeszkedd, n normalvektort sik

az

St={reR’|(r—an)=0}

ponthalmaz.
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Tetszbleges T = (x,y,z) € R? esetén

resS; & ’xm +yn; +zn3 = qny + a;n; + azn;

(az Sp-sik egyenlete), ill. az
n= (TL],TLz,TLg) = (A) B» C) és amg +an; +aznz = —D

jeloléssel

’Ax+By+Cz+D:O‘.

pii=(x1,U1,2z1) €ERY) pri= (x2,U2,22) €RY) p3i= (x3,U3,23) € R’

és a P1(p1), P2(p2), P3(p3) pontok nincsenek egy egyenesen, akkor a rajuk illeszkedd
sik egyenlete:

N

x Yy
X1 Y1 Z
X2 Y2 22
X3 Y3 Z3

det

—_— ) e

Specidlisan a - b - ¢ # 0 esetén az

(1,0,0) , (o, 1,0) , (o,o, 1)
a b C

koordinataju pontokra illeszkedd sik egyenlete:

’ax+by+cz:1‘.

3. Ha p := (p1,p2,p3) € R?, akkor a P(p) pontnak az ST siktol valo tavolsdga:

[(p —a,m)[ _ [Ap1 +Bps+ Cps + D|

d p—
n| VAZ + B2+ 2
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Kupszeletek

1. Legyen €,p € R: € > 0, p > 0. Ekkor a
K= {(x,y) ceR*: x2+y2:(ex+p)2} (2.3)
ponthalmazt kapszeletnek nevezziik:

® e < 1 esetén ellipszisnek (az € = 0 specialis esetben k6rnek);
® ¢ > 1 esetén hiperbolanak;

® ¢ =1 esetén parabolanak.

2. Az (1, @) polarkoordinatak? bevezetésével

B 2. . _ P
/C—{(T)(P)ER : r_j:‘]—GCOS((P)}.

3. ®e<lesetén az a:=p/(1 —€?), c:= ea, b := ,/ap jeldlések® bevezetésével és
& :=x+c,n:=y (2.3)-ba valo helyettesitésével:

2 2
lCzS::{(E,n)E]Rzz %4—%:1};

® ¢ > 1esetén az a == p/(e? — 1), ¢ := €a, b := ,/ap jelélések bevezetésével és
& :=x—c,n:=y (2.3)-ba valo helyettesitésével:

2 2
K:H::{(E,n)eRZ: %-%:1};

® e=1esetén & :=x— %, n:=y (2.3)-ba valo helyettesitésével:
K=P:={(&n) e R*: n*=2p&}.

4x =1rcos(@),y =:tsin(p) (0 <1 R, @ €[0,27)).
°p: paraméter, e: numerikus excentricitas, c: linearis excentricitas (a fokuszok féltavolsaga),
a: fél nagytengely, b: fél kistengely.
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Tiikrozés és forgatas

Ha a € R} n € R3\{0}, akkor tetszsleges r € R® vektornak az SI' sikra vonatkozo
tiikorképe:
T(r)=r—-2(r,n)n.

Az v € R? vektornak az origd koriili 9-szoggel térténd elforgatottja:

F(r) i [ cos(d) —sin(9)

= in +
Sn(®)  cos(d) ] T = (cos(d))r + (sin(d))r,

ahol T+ az T vektor 71/2 szoggel torténd elforgatasaval keletkezik®.
Az v € R? vektornak a t € R3: [t| = 1 irdnyvektora tengely koriili 9-szoggel torténd
elforgatottja:
F(r) := (cos(d))r + (1 — cos(d))(r, t)t + sin(d)t x , (2.4)

ui. ha felbontjuk az r vektort a tengelyre parhuzamos és egy arra merdsleges komponensre:
T=1+(r—1) /e = (r,t)t/,
akkor a forgatas soran az 1, vektor helyben marad, az s := r — 1, vektorbol pedig
(cos(9))s + (sin(9))s

lesz, ahol most § := s* :=t x s. Specilisan, ha

1. t =1, akkor
(10 0 |
F(r)= 1| 0 cos(®) —sin(d) |r (r e RY),
| 0 sin(®)  cos(D)
2. t =j, akkor
cos(®) O sin(d) |
F(r) = 0 T 0 r o (reR),
| —sin(®) 0 cos(d) |
3. t =k, akkor
[ cos(®) —sin(®) 0
F(r) = | sin(®) cos(®) 0 | (r € R).
0 0 T ]

Ha r = (x,y) € R?, akkor 1t := (—y,x).
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Linearis leképezések, matrixok

Az alabbiakban legyenck X és Y lineéris terek (K-ra vonatkozoan).

L(X,Y) jeloli az X-et az Y-ba képezd linearis leképezések halmazat:

LX,Y):={f:X=Y: flar+ Bs) = «f(r) + pf(s) («, p € K,1,5 € X)}.

Ha valamely n € N esetén {by,..., b,} vektorrendszer bazisa X-nek, akkor tetszéleges x € X
esetén egyértelmien van olyan «; € K (1 € {1,...,n}), hogy

X = i x;by  ésigy f(x)=f <i oqbi> = i o f(by),
i=1 i=1 i=1

ami azt jelenti, hogy ha X véges dimenziés, akkor f helyettesitési értékét elegends valamely

bézison ismerni.

A dualis tér. Adott X linearis tér esetén az
X' = {f: X = K|f linearis} = L(X,K)

vektorteret X (algebrai) dudalisanak, az X' dudlis tér elemeit pedig linearis funkcio-
naloknak nevezziik. Sok esetben — kiilonosen fizikai alkalmazasokban — szokas X’-t linearis
formak vagy kovektorok tereként emlegetni, X elemeire a ,ket-vektor”, X’ elemeire pedig a
,bra-vektor” elnevezést hasznalni, és tetszdleges f € X' és x € X esetén az f(x) helyettesitési
értéket az (f,x), ill. (flx) (,bracket”) jelsorozattal jelélni. Kénnyen belathato, hogy X’ linearis

tér, és ha valamely n € N esetén by, ..., b, bazis X-ben, akkor a b',...,b",

b](bl) = 6@' = (l € {],,Tl})
0 (i#j)

definicioval értelmezett leképezések bazist alkotnak X’-ben (dudlis bazis). Ez azt jelenti,

hogy barmely f € X’ esetén van olyan a;,...,a, € K szam n-es, hogy

f= i Clibi.
i=1
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Ennek kovetkeztében X és X’ dimenzidja megegyezik. Belathato, hogy a

VX = (XD, (W))(f) = f(x)

leképezés bijekeio. Igy ha @i,..., @n béazis X'-ben, akkor van olyan bi,...,b, bazis X-
ben, hogy barmely i,j € {1,...,n} esetén @i(b;) = 0 teljesiil. Ha ui. wy,...,wy jeloli
a @1,..., @y bazis dualisat (X’)’-ben, akkor konnyen belathato, hogy a

bi=v'(wi)  (iefl,...,n}

modon definidlt vektorrendszer bazis X-ben.

Azt mondjuk, hogy az X vektortér Y altere az Yi,..., Yy alterek direkt Gsszege:

k
Y=Y o..0Y=Y,
i=1

K
ha Y minden y eleme egyértelmden all el6 y = ) y; alakban, ahol y; € Y; (i € {1,...,k}).
i=1

Ha X véges dimenzios és X az Yi,..., Yy altereinek direkt Gsszege: X = @15:1 Y;, akkor
K
dim(X) = ) dim(Y;).
i=1

A tovabbiakban legyen (X, | - ||x) és (Y, || - |[|y) normalt tér.
Ha A € L(X,Y), akkor az alabbi allitasok egyenértékiek :

AcC &  Accl] <&  3J0<KeR: [[AM|v<K|rx (reX).

Az A : X — Y linearis leképezés tehat pontosan akkor folytonos, ha az elébbi értelemben
korlatos. Ha valamely m,n € N esetén X := K", Y := K™, akkor A € L(X,Y) pontosan
abban az esetben teljesiil, ha van olyan M € K™ ™ matrix’, hogy
A(r) = Mr (r e X).
"Ezt a matrixot a kovetkezéképpen kaphatjuk meg: ha valamely d € N esetén i € {1,...,d} és
Pi(r) :=xi (r=(x1,...,xa) € K9),
(i-edik projekcioé (vetités)) és A € L(K™, K™), akkor

M = [Mij]) Mij = Pi(A(e)’)) (i€{1»---)m}) jeﬂv---an})-
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Ebben az esetben A korlatos is.

Ha n € N esetén aj,...,a, € K" jeloli az M € K™™ maétrix oszlopvektorait, akkor

pontosan egy olyan
S:K'"x ... xK"—> K

leképezés van, amelyre

® § n-linearis, azaz tetszdleges i € {1,...,n} és tetsz6leges ary..., Qi 1, Qi11y...,0n
(K™-beli) vektorok esetén a

O : K" - K, u—d(arn, ..y @i 1y Uy Qig1yee.ydn)
leképezés lineéris, azaz barmely «, 3 € K, ill. x,y € K" esetén

O(ary ey X+ BYiye.ny @n) = Xd(A1yeeeyXiyenny @) + BO(A1y .oy Yiy. ooy Qn);

® § szimmetrikus vagy alternald, azaz barmely 1,j € {1,...,n}: 1 <jés aj,...,a, €

€ K" esetén

5(611,...,(111):—5(b],...,bn), vagy 6(a1)°-->an):5(b1>°°°)bn)

ahol
ap (l ¢ {l))}))
by = a (1=}j),
CL]' (l = l),

® 5(E,) =1, ahol E,, jeloli az (n x n)-es egységmatrixot:

]En = [61]']“’“ 611' =

ij=1"

Ha a fenti & leképezés

® szimmetrikus, agy a
0(M) =: perm(M)

szam az M matrix permanense;
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® alternélo, gy a

d(M) =: det(M)

szam az M métrix determinansa.

Adott p € N esetén &,-vel jeloljiik az {1,...,p} halmaz permutaciéinak halmazat:
Sy, ={m:{1,...,p} = {1,...,p}, 7 bijektiv}

(p-edrendii szimmetrikus csoport). 7-re hasznalatos a kovetkezd jelolés is:

A 7 € &, permutéacié paritasanak nevezziik a

(k) — (1
sgn(m) = H % = det [eﬂm,...,eﬂ(pﬂ e{-1,1}
1<k<1<p

szamot. Tetszéleges m, 0 € &, esetén
sgn(7mo o) = sgn(m) - sgn(o).
A Tt € 6, permutaciét transzpoziciénak nevezzik, ha

* Ik, le{l,...,pl k#£1L:

° vse{l,...,pr\k 1}

Ezt a permutaciot pedig igy jeloljiik:

T::(kl)::[]: ]1]

Vilagos, hogy minden T € &, transzpozicié paritasara sgn(t) = —1. Az id € &, kivételével

minden permutaci6 felirhaté transzpoziciok kompozicidjaként, igy

O =T1+..."Ty!=T10...0T, — SgH(G):(—”V-



2. FEJEZET FUGGELEK 361

Minden T transzpozicié felirhatd paratlan sok
i i+41

i = i+ 1) =
' (1) i+1 i

(i€{1»---)p_1})

tipust transzpozicié (szomszédcsere) kompoziciojaként.®

Ha M = [Mii]?;l] e K™ akkor M permanensére, ill. determinansara

perm(M) = Z H Mio(x) ill. det(M) = Z segn(o) H Mo (k) |-
k=1

0€GH k=1 0eGn

=

A fenti & fiiggvény igen fontos tulajdonsaga a kovetkezs: ha o € K és M € K™ akkor
® det(axM) = o™ det(M);
® det(MN) = det(M) - det(N);
® perm(M'") = perm(M), ill. det(M") = det(M).
Igy pl. ha M antiszimmetrikus, akkor det(M) = 0, hiszen
det(M) = det(MT) = det(—=M) = (=1)3 det(M).

Legyen n € N, N :={1,...,n}, k € N, tovabba

N*1 =N (k:1)>
N, *:=
{ieNs: < <} (kK>1).

Ha az M, N € R™¥ matrixok esetén My, ill. N; jeloli azt az R¥**-beli matrixot, amelyet tgy
kapunk M-bdl, ill. N-bél, hogy toroljiik mindazon sorait, amelyek szdma nincsen 1 kompo-
nensei kozott, azaz pl. az M; matrix l-edik sora az M matrix i-edik soraval egyezik meg.

Ekkor fennall a

det(M'N) = Y (det My)(det N;)
1EN,K

8Ha egy p elemii rendszerben (p > 2), az i-edik pozicioban 1évéS elemet szomszédcserékkel valamely a
j-edik pozicidban 1évé elemmel akarunk kicserélni, akkor paratlan sok szamu cserére van sziikségiink,
ui. az i-edik pozicioban 1évé elem j-edik pozicidba mozgatasdhoz |1 —j| =: 1 darab cserére van sziikség,
majd ezutan ahhoz, hogy az eredetileg j-edik pozicidban 1év§ elemet az i-edik pozicidba vigyiik 1 — 1

darab csere sziikséges. Osszesen tehat 1+ 1— 1 =21 — 1 darab szomszédcsere tortént.
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egyeléség (Cauchy-Binet-formula).
Jelolje L(X,Y) az L£(X,Y)-beli folytonos leképezések halmazat :

L(X,Y):={fe LIX,Y): fec}.
L(X,Y) a szokasos miveletekkel nyilvan vektorteret alkot. Ha A € L(X,Y) és

Al = sup{[[A(r)[y e R: T € X, r[lx =1},

akkor [[|A]]| < 400, s6t az ||| - ||| : L(X,Y) — R fiiggvény kielégiti a norma szokasos kovetel-
ményeit, igy (L(X,Y),|l| - [||) maga is normélt tér. Igaz tovabba, hogy barmely A € L(X,Y)
esetén

Ay < NA-rlx - (reX).

Azt mondjuk, hogy az (X, || - [[x) és (Y, - [[y) normélt terek izomorfak (X ~ Y), ha van olyan
A € L(X,Y), hogy A bijekcio.” Az A : X — Y leképezés pontosan akkor izometria, ha A
sziirjektiv és normatarto, azaz Ry =Y és

IAMly = lIvllx (e X).

Vilagos, hogy ha A : X — Y izometria, akkor egyben injektiv is. Azt mondjuk, hogy az
(X 1] - Ix) és (Y5 || - |lv) normalt terek izometrikusan izomorfak (X = Y), ha van olyan
A € L(X,Y) bijekcio, amely normatarto. Vilagos, hogy az ilyen leképezésre A € L(X,Y), és
X #£ {0} esetén |||All| = T.
Ha valamely n € N esetén (X, || - ||x,) (1 €{1,...,n}) normélt terek (K-ra vonatkozoan),
akkor az
X=Xy xX...x X,

Descartes-szorzat a szokasos miiveletekkel maga is vektortér. Ha az
T:=(X1y...,Xn) € X
vektor norméjat az
[7llx = max {[xl[x, - - [xnllx.}

egyenldséggel értelmezziik, akkor || - ||x norma X-en, azaz (X, || - ||x) normalt tér. Ha (Y || - ||v)
normalt tér, akkor valamely A : X — Y leképezést n-linearisnak (n = 2 esetén bilinea-
risnak, n = 3 esetén trilinearisnak) neveziink, ha barmely i € {1,...,n} és barmely x; € X;
Ge{1,...,n}: j #1) esetén az

Xi2 & A(X],...,Xi_1,£,Xi+1,...,Xn)

9Tlyenkor azt mondjuk, hogy A az X és Y terek kozotti izomorfizmus.
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leképezés linearis. £,,(X,Y) jeloli az X-et az Y-ba képez6 n-linearis leképezések halmazat. Ha
A € L,(X,Y), akkor az alabbi allitdsok egyenértékiek:

®* Aec;
®* Aeccl0,...,0,];
®*J0<KeR: AWMy <K[[x1]lx; - «o- - IXnllxa (1= (x1,...,%a) € X).
Jelolje L (X,Y) az L,(X,Y)-beli folytonos leképezések halmazat :
L.(X,Y) ={fe L.(X,Y): fe}.
L.(X,Y) a szokasos miiveletekkel nyilvan vektorteret alkot. Ha A € L,(X,Y) és
Al == sup{||A(T)|ly e R: T € X, |Ir]|]x =1},

akkor [||Allln < +oo, s6t az ||| - Il @ La(X,Y) — R fiiggvény kielégiti a norma szokasos
kovetelményeit, igy (L.(X,Y),|ll - |ln) maga is normélt tér. Igaz tovabba, hogy béarmely
A € L. (X,Y) esetén

JADIY < DAL - [l oo allxe (7= (k1 eey ) € X,
Az L(Xy, L( Xz, ..., L(Xy,Y)...) és az L,,(X,Y) terek izometrikusan izomorfak:
L(Xq, L(Xz2y ..., L(Xy,Y)...) = L(X,Y),
ui. tetszoleges A € L(Xy,L(Xz,...,L(Xn,Y)...) esetén az
AM) = (. ((Ax))(x2) - ) (%) (r=(X1y.-+y%Xn) € X)
lineéris leképezésre A€ L.(X,Y) és

(e I—(XHI—(XZ) R} L(XTUY) . ) - Ln(X) Y)) (P(A) =A

izometrikus izomorfia.
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Derivaltak

Az alabbiakban legyenek (X, || - ||x) és (Y] - ||y) normélt terek.

Valamely f € X — Y fliggvény differencialhaté az a € X pontban (f € D[al), ha a €
€ int(Dy) és van olyan f'(a) € L(X,Y) (folytonos linearis leképezés) ésn € X — Y fiiggvény,
hogy

fla+h) —fla) = () +nM)[rlx (heX,a+heD) & limn=0¢€Y.

Ha valamely @ # H C int(Ds) esetén f € D[a] (a € H), akkor azt mondjuk, hogy f
differencialhaté a H halmazon (f € ©(H)), és ekkor az

f':H — L(X,Y), x — f'(x)

fiiggvényt az f derivaltfiiggvényének nevezziik.

Lagrange-egyenlétlenség. Ha f € X — Y differencialhato az
[a,b]:=={a+t(b—a)eX: te[0,1]} C X
szakaszon, akkor
1f(b) — fla)|ly < sup{llf'(x)ll € R: x € [a,b]}- [|b - afx

Az f € X — Y fiiggvény kétszer differencidlhaté az a € X pontban (f € D?[a]),
ha a € int(Dy/) és az f' € X — L(X,Y) (derivalt)fiiggvény differencidlhatd a-ban. f’ ezen
pontbeli

f"(a) == (f')(a) € L(X,L(X,Y))

derivaltja az f fliggvény a pontbeli masodik derivaltja. Ha valamely () # H C X esetén
f € D*(H), azaz f € D*[a] (a € H), akkor az

fOH S LG LK Y)),  x e £7(x)

fiiggvény az f masodik derivaltfiiggvénye. Ha tehat f € X — Y kétszer differencialhato
fiiggvény (H = ©¢), akkor f méasodik derivaltja az f” € X — L(X,L(X,Y)) leképezés, azaz

f”(x) € LIX,L(X,Y)) (x € D¢).
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Mivel az L(X,L(X,Y)) és az L,(X,Y) terek izometrikusan izomorfak, ezért ha f € X — Y
kétszer differencialhatoé fliggvény, akkor az f”(a) € L(X, L(X,Y)) leképezés azonosithaté azzal
az (ugyanugy jelolt) f”(a) € L,(X,Y) folytonos bilinearis leképezéssel, amelyre

(@) (w,v) := (f"(@)(w) (v) ((w,v) € X?).

Indukciéval értelmezhets az f € X — Y fiiggvény valamely a € X pontban vett harmadik,
negyedik stb. n-edik derivaltja, és ugyanigy a harmadik, negyedik, stb., n-edik derivaltfiigg-
vénye is. Ha f™(a) jeloli az f derivaltjat valamely a € X pontban, akkor

1 2

~— s

fV(a) € L(X,L(X,...,L(i,v)...)

Mivel az L(X,L(X,...,L(X,Y)...) és az L.(X,Y) terek izometrikusan izomorfak, ezért az
fW(a) € L(X,L(X,...,L(X,Y)...) leképezés azonosithaté azzal az (ugyanigy jelolt)
f™(a) € L,(X,Y) folytonos n-linearis leképezéssel, amelyre

M (@)(r) == (. (Y (@) 2) D) (1 =[xy, x0) € XD,

Young-tétel. Ha az f € X — Y fiiggvény valamely a € X pontban n-szer differencidlhato,
akkor az f™(a) € L.(X,Y) folytonos n-linearis leképezés szimmetrikus, azaz tetszéleges

0 € G,, permutaci6 esetén
f(“)(a)(r) = f(“)(a)(xm, cey Xoy) (r=(X1y...,Xn) € X"),
specialisan n = 2 esetén
(a)(u,v) = " (a)(v,u) ((u,v) € X3).

Ha X és Y véges dimenzios, pl. X = R", Y = R™, akkor L(R™, R™) és R™*™ izometri-
kusan izomorf'?:
L(R",R™) = R™*™,

Ezt felhasznalva tehat, ha
f=(fy...,fm) :R* > R™ és f € Olal,
10Ha M jeléli azt a matrixot, amelyre A(r) = Mr (r € R™), akkor a
@ :LR™R™) 5 R™™  (A) =M

leképezés izometrikus izomorfizmus L(R™, R™) és R™*™ kozott.
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akkor
f’(a) = [ajfi(a)]m’n € R™"

ij=1
(Jacobi-matrix), ill. f € D? esetén
A(f) .= (A(fy),...,A(fn)) e R" = R™,
ahol N
Alf) =) dufi (Le{l,...,m).
=1

Specialisan

1. m = n esetén

div(f) := Sp (f') = Z 0;f;, (f divergenciaja),
=1

ill. ha
o:f; 0,f1  03f;
®* m=n=3, akkor f'= | 0;f, 0.f; ,
0413 0313
rot(f) = ( , 03f1 — 01f3,0¢f, — 0,f1)  (f rotacioja),

® m=mn =2, akkor
rot(f) := rot(%\), ahol = (fy, 2,0),
azaz
rot f(x,y,z) = (0,0, 0:f2(x,y) — 02f1(x,y)) ((x,y) € Dy, z € R).
2. m = 1 esetén — felhasznalva, hogy R'™™ = R™ — lathato, hogy ha f € ©, akkor
f’ = grad(f) := (0:f,...,0,f) € R — R",
ill. f € ®*[a] esetén

anf((l) amf(a) 61611“((1) 616nf(a)
f”(a) _ — c Rnxn’
Omf(a) ... Onnf(a) 0,0:f(a) ... 0,0.f(a)

ami a Young-tétel kdvetkezményeként szimmetrikus.
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3. n =1 esetén — felhasznava, hogy R™! = R™ — lathato, hogy ha f € ©, akkor

= (f],...,fl) e R — R™

4. Determinans derivalasa. Legyen I C R intervallum,

ATSRY™ AR) = lay(0)]Y, (tel).

i,j=1

Ha A € ®, akkor
A'(t) = [ag(V)]] (tel),

tovabba, ha minden t € I esetén

At) = [ai(t),...,an(t)], ill. D(t) := det(A(t)),

akkor
D/(t) = ) det [ai(t),..., qj_1(t), a/(t), ajur(t), ..., an(t)] |
j=1
Ui. )
D(t) = Z segn(o) H o) (t) (t€I) +  Leibniz-szabaly.
0€Gn k=1
Példaul

1. Ha M € R™" akkor az

fiiggvényre f € O és
f'lr)=M (reR"),

ui.

fla+h)—fla)=M(a+h)—Ma=Mh+0 (a,heR").
2. Ha Q C R™ nyilt halmaz, ¢ € ©(Q,R), M € R™™", akkor az

f:R" — R™, f(r) == ¢(r)Mr,
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fiiggvényre f € © és
f'(r) = (Mr) o grad()(v) + ()M (1 € Q).
Ui.haae Q, he R a+h e Q, akkor

fla+h)—f(a) = ¢(a+h)M(a+h)—dp(a)Ma =
= [d(a) + (d'(a), h) + e ()] [Ma + Mh] —
—¢(a)Ma =
= ¢(a)Mh+ ($'(a),h)Ma+
+(¢'(a),)Mh +n4(h)Ma + ny(R)Mh
= {p(a)M +Mao d'(a)}h+ (¢'(a),hyMh+

+n¢(h)Ma + ng(h)Mh,
ahol limng(h) = 0. Igy
h—0
lim (ny(h)Ma +ne(h)Mh) = 0,
h—0

ill.
(" (a), YMh| = [(¢"(a), W[ - [MR] < [|"(a)]] - [l - HIMIIF- |1l

miatt!!
]liing)(<d>’(a)’h>Mh) =0.
3. Ha
-
f(r) == e (0 #1eR%,

akkor

, 2 —2x2 P —2y* )P - 2722 1 ;

d = = — R°). N
iv f(r) mr + m + m mE (0#£1€R)

1/2
M| = (; > Mi]-|2> = (Sp(M™M))""* = (Sp(MMT)) /2.
1=1)=
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Az alkalmazasokban gyakran talalkozunk az alabbi jelolésekkel, ill. elnevezésekkel:

1. n=3 m=1,azaz f € R> — R esetén f-et szokas skalarmezdnek (skalareloszlasnak)

nevezni, pl.

® U(r):= —yM (r € R3\{0}), ahol y,M > 0,2

Il
® U(r):= .Q (r € R%\{0}), ahol Q, g, > 0,3
4mtey ||
® U(r):= %mwzlr\z (r € R3\{0}), ahol m,w >0,
e Ur) = - (ST RA(0)), ahol e > 0.1
4rtey v

2. n=m=4d e {23}, azaz f € R — R? esetén f-et szokds vektormezdének (vektor-
eloszlasnak) nevezni. A fizikai (mechanikai, elektoromos, dramlastani stb.) erGterek
(a tér minden pontjahoz egy R4-beli vektort — a szobanforgd pontbeli erét — rendelve

ilyen tipusu fiiggvényekkel irhatok le.
Példaul:

®* merev test forgémozgasa: ha a rogitett t € R3: [t| = 1 irdAnyvektort tengely
koriil (egyenletesen) forgd merev test egy pontjanak térbeli helyzetét a T = 0
idépillanatban az 1y helyvektorral adjuk meg, akkor T > 0 id§ elteltével a pont
helyzete (vo. (2.4)):

() = (cos(wT))ro + (1 — cos(wT)) (1o, t)t + sin(wT)t X 19,

ahol w > 0 a forgas (allando) szdgsebessége. Igy — mivel 1 : [0, +00) — R3

derivalhato fliggvény — a pont sebességére:

v(t) =7(1) = w{—sin(wT)ry+ sin(wT)(ro, t)t + cos(wT)t X 10} =

= witxr(t)} (t=>0)

12U-t szokds Newton-potencialnak (az origéban 1évs, M tomegti anyagi pont graviticiés tere po-
tencialjanak) nevezni.

13U-t szokdas Coulomb-potencialnak nevezni: az origoban nyugvo ponttdltés potencialja, ahol Q a
toltés nagyaga, €o := m{,\—; pedig a vakuum (abszolat) dielektromos allandéja.

14-t szok4s a harmonikus oszcillator (m > 0 tomegt, w > 0 frekvenciaval rezgs részecske) poten-
cialjanak nevezni.

15U-t szokas az e és a —e, |d| tavolsdgban 16v6 toltések (elektromos dipélus) potencialjanak nevezni.
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(vo. kifejtési tétel). A

w = wt

vektort a fizikaban , szégsebességvektornak” (,,forgasvektornak’) nevezik. Igy

a forgobmozgas sebességét leird vektormezd:
vir)=wxr=w(txT) (r e R%). (2.5)

Tudjuk, hogy v(r) = Mr (r € R?), ahol

0 —t3 t
M:=w t3 0 —t y
-t 0

(vo. (2.2)), igy
Vi(r) =M, div(v)(r) =0 (r € R3).

Megjegyezziik, hogy innen szarmazik a 'rotacid’ elnevezés, ui. a fentiek miatt

valamely forgas sebességét
RESs—Ts=wxs

alakt vektormezd irja le, ahol T antiszimmetrikus matrix, és ha f € R? — R3

derivalhato vektormezd, akkor minden a € int(Dy) esetén
rot(f)(a) x r = (f'(a) = f'(a)")r (r e RY). (2.6)

Hiszen a

T:=1f'(a)—f'(a)T

métrix antiszimmetrikus, igy van olyan w € R? vektor (v6. (2.1)), hogy
Tr=wxr (reR: w = (=T, T13, —Th2).
Ezért ha M := f’(a), akkor
w = (M3 — Mgz, Mz — M, My — Myp) = rot(f)(a). B
® centralis eréteret ir le az

f(r) == d(r)r  (reR*\{0})
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vektormezd, ahol alkalmas ¢ > 0 esetén ¢ a kovetkezd skalarmezs:

C
P

G :RN0} =R, ()=

Mivel v = E3r és 3
grad(¢p)(r) = ﬁr (r € RA\{0}),

ezért

£(r) = % (TP —3ror)  (re RAOD.

Tetszoleges 1 € R3\{0} esetén /(1) tehat olyan szimmetrikus matrix, amelynek
nyoma zérus, igy

rot(f)(r) =0, div(f)(r) = 0.

Ilyen pl. az origéban elhelyezett M tomegl anyagi pontnak az v € R3\{0} hely-

vektort pontban 16v6, m tomegi anyagi pontra gyakorolt gravitacios ereje'¢:

f(r) = —y% v (re RA\0)).

® Az I intenzitasu arammal atjart, végtelen hosszi(nak gondolt) egyenes vezetd

keltette magneses térerésség az v = (x,y,z) € R®, x> +y? > 0 helyvektort

pontban!7:
-y
tol 1 tol 1
Hr)=2>2>. . S . 2.
(T’) 27_[ |T|2 N <€3)T>2 (63 X T) 27_[ Xz +y2 :; ( 7)

Ha tetsz6leges T = (x,y,z) € R3, x> +y? > 0 esetén

o
|

—

o

kel 1
2 X2yl

¢(r):

(&)
o
o

akkor
H(r) = ¢(r)Mr  (r € R*\{0}),

16y := 6,67428 + 0,0067 x 10~ " m3kg~"s~?: gravitaciés allando.
1o == 4m- 10’7/¥—1f1 a vakuum (abszolit) permeabilitasa.



2. FEJEZET FUGGELEK 372

Igy
. | 2xy yr—-x* 0
Ho 3
H'(r) = —  ————. 2_x2 - R\{0}).
=5 2yl | Y OX 20xy 8 (r € RAOH

Lathato, hogy

div(H)(r) = 0, rot(H)(r) =0  (r € R®\{0}).

® laminaris (réteges) aramlas:
valamely R > 0 sugari kor keresztmetszetd, 1 hosszusagu, vizszintesen elhelyez-
kedd cs6ben Gsszenyomhatatlan folyadék stacionarius aramlasanak sebességét irja
le a

(1) = ‘”4;1"2 (O,RE—x2 —220)  (r=(xy,z) € R®: x? 422 < RY),

vektormez6'®, ahol py, ill. p; a cs6 két végén levé nyomas: p; > pa, 1 > 0, pedig

a bels¢ surlodésra jellemzé allandd. Némi szadmolassal lathato, hogy

0O 0 O
V(1) = P14—lpz -2x 0 -2z (r=(xy,z) e R : x* + 22 < R?),
1 0O 0 0

igy
div(v)(r) =0, rot(v)(r) = (—2x,0,2z) (r=(xy,z) € R3: x* + 22 < R?).
3. Hade{2,3}és

(a) bevezetjik a
V= (61,...,ad)

jelolést (nabla-operator!?), tovabba @ € RY — R, ill. f,g € R — R?  alkalmasan”

megvalasztott skalar- ill. (esetleg kétszer is) derivalhato vektormezd, akkor ,for-

920

malisan”4" a kovetkezd irhato:

grad(@) = Vo, A= (V,V), div(f) = (V, f), (f)'=Vof,

18f a cs6 kozepétdl forgasparaboloid mentén csokken a falnal zérusra (parabolikus sebességprofil).
19 A ’nabla’ elnevezés a V alaki hiros hangszerrél (haromszdgalaki hérfa) szérmazik.
209F-et 0 - F-nek nézve
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ill.

ik
f'g = (g, V)f, rot(f) =V xf=det | 0, 0, 03
fi f, f3

Ezekkel a jelolésekkel?!

® a Maxwell-egyenletek? vakuumra érvényes alakja (feltételezve, hogy nin-

csenek jelen toltések és aram sem folyik):

Vi x E=—uooH, V,: x H = €y0E,

<vr> €0E> - 0) <vr) IJ'OH> - O>

ahol

E(r,t) € R3, ill.  H(rt) eR
jeloli az elektormos, ill. magneses térerdsséget az r € R helyvektora pontban
és a t € R iddpillanatban.

a strlodo folyadékokra vonatkozé Navier-Stokes-egyenlet : 23
p(0v+ (v, Vi)v) =f—V,p+niv

(N = 0 esetén Euler-egyenlet),?* ahol v(r,t) € R3 az dramlo folyadék se-
bessége, p(r,t) € R a folyadék stirtisége, p(r) € R a nyomésa, f(r) € R?

a folyadék egységnyi térfogatara hato (adott) eré (erdstirtiség) az v € R3
helyvektora pontban és a t € R idépillanatban.

(b) f € RY —» R4, f € D és div(f) = 0, akkor az f vektormezét forrAsmentesnek

nevezziik; rot(f) = 0 esetén pedig azt mondjuk, hogy f 6rvénymentes. Pl. az

dramlastanban a tomegmegmaradast kifejezs

9:p+ (Vr,pv) =0

un. kontinuitasi egyenletbdl kovetkezik, hogy dsszenyomhatatlan,? idealis fo-

lyadék sebességmezejére: (V,,v) = 0 (sok helyen folyadékok Gsszenyomhatatlan-

21 Az alsé indexben az T a ,térvaltozé” szerinti derivaltra utal.

22 James Clerk Maxwell (1831 — 1879).

23 Claude-Louis Marie Henri Navier (1785 — 1836), George Gabriel Stokes (1819 — 1903).

24 Leonhard Euler (1707 — 1783).

25 Az 6szenyomhatalan foyadékot az jellemzi, hogy stirtiségeloszlasa mind térben, mind pedig idében

allando: p(r,t) = p € R (r e R3, t € R).
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sagat ezzel a feltétellel definialjak). A kontinuitasi egyenlet el6fordul pl. az elekt-

rodinamikaban is (ezzel fejezik ki az elektromos t6ltésmegmaradast):
0ip + <vr)]> = O)

ahol j(r,t) € R3 jeloli az aramstirtiséget, p(r,t) € R a toltésstirtiséget az v € R3

helyvektora pontban és a t € R id6pillanatban.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a V differencidloperator megkonnyiti az Gsszetett ki-
fejezésekkel valo munkat, alkalmazasanal azonban 6vatossédgra van sziikség, mert me-
chanikus, gondolkodas nélkiili alkalmazasa néha tévutra vezethet (pl. az eredmények

koordinatafiiggetleneknek latszanak, holott altalaban nem ez a helyzet, pl.

(V,f)g +(V,g)f # V(f,g) = (Voflg+(Vog)f.)
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2.2. B

Példa.
1. Tetszoleges a,b € RY esetén a
et):=a+t(b—a)=(1—-t)a+tb (t € [0,1])
fiiggvény értékkészlete az a kezdépontt, ill. b végpontt szakasz.
2. Tetszéleges (u,v) € R, 0 < o, B € R esetén a
@(t) := (u+ acos(t))i+ (v+ B sin(t))j (t € [0,271])
fiiggvény értékkészlete az (u,v) kozépponti, o« félnagytengelyt, ill. B félkistengelyt
ellipszisvonal.
Definicié. Ha ¢ : [a,b] — RY ut, akkor a ¢(a) helyettesitési értéket a szoéban forgo tt, ill.
az altala meghatarozott gérbe kezd&pontjanak, ¢@(b)-t pedig végpontjanak nevezziik.
Definici6. Azt mondjuk, hogy a ¢ : [a,b] — R? 1t
® zart, ha ¢ kezdSpontja azonos ¢ végpontjaval, azaz @(a) = @(b).
® az QO C R* halmazban halad, ha R, C Q, azaz

et)eQ (t € [a,b]).

® cllentettje a @ : [a,b] — RY 1t, ahol

¢o(t)=¢b+a-t) (telabl).

Definicié. Ha a ¢ : [a,b] — R?, 1 : [c,d] — R? utak esetében ¢(b) =1(c), akkor a

@ (t) (t € [a,b]),
eV U(t) = (@ V(L) ==
P(t+c—b) (telb,b+d—cl)
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utat a @ és P utak egyesitésének nevezziik.

Feladat. Adjunk példat olyan ¢ : [a,b] — R? ttra, amelynek R, értékkészlete 9Q, ahol
Q C R? az x-tengelyre nézve normaltartomany, pontosabban alkalmas a,b € R: a < b, ill.
f,g € €'[a,b]: f < g esetén

Q={(xy) €R*: x€labl, f(x) <y < g(x)}

teljesiil!
Utm. Ha

wmt) = (t,f(t)) (t€la,bl), wa(t) := (b, t) (t € [f(b), g(b)]),
ill.

us(t) := (t,g(t)) (t € [a,bl), ma(t) :== (a,t)  (t € [f(a), gla)l),
akkor

e =wmVinViuViu

a kivant at. l

Példa. A fenti feladatban a méasodik, ill. negyedik hatarelemet paraméterezhetjiik a kovet-

kezSképpen is:

Ha(t) = (b, f(b) + t(g(b) — f(b))), ma(t) = (a,f(a) +t(g(a) —f(a)))  (te0,1]).

Feladat. Valamely anyagi pont egy R sugari (egyenes kor)henger palastjan mozog: allando
w szogsebességgel forog a henger tengelye koriil és allando v sebességgel halad a tengellyel
parhuzamosan. Adjuk meg a pont helyzetét a t € [0, T] id6pillanatban, majd a mozgas
palyajanak a koordinédtasikokra esé vetiiletét!

Utm. Helyezziik el a hengert a derékszogs koordinatarendszerben ugy, hogy tengelye a z-
tengely legyen. Tegyiik fel, hogy a t = 0 pillanatban a pont koordinata-vektora: (R,0,0).
Ekkor a szogelfordulasra «(t) = wt, igy

x(t) = Reos(wt), y(t) = Rsin(wt),
ill. a felfelé megtett utra: z(t) = vt. Tehat a pont helyvektora:

(Rcos(wt), Rsin(wt),vt) =: @(t) (t € [0, T]).
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Az R, ponthalmaz neve hengerre irt csavarvonal vagy hengeres csavarvonal. A csa-

varvonal vetiilete az (xy)-sikban az

24yl =R
egyenletti kor; az (xz)-sikban az
z
res (3
X cos { &
egyenletii koszinuszgorbe; az (yz)-sikban pedig az
z
xan ()
y sin { 4

egyenletd szinuszgorbe, ahol b :=v/w. A
Megjegyzés. A fenti feladatban az id6 volt a paraméter. Ha az o szoget valasztjuk para-

méternek, akkor a csavarvonal a
W) = <Rcos(oc),Rsin(oc),£oc> (o € [0,A)
ut értékkészlete, ahol A := wT.
Megjegyzés. Ha n,v € R, u # 0, tovabba
Quv() i= (1eos (8), wsin (1), v8)  (te [-mn),

akkor R, :

® v =0 esetén a z = 0 sikban 1évs, origo kozépponta, |u| sugara kérvonal;

® v =£ 0 esetén kozonséges (hengeres) csavarvonal (i, v > 0 esetén

Reuv URe_ .
a genetikabol jol ismert kett&scsavar®®).

A csavarvonal miiszaki alkalmazasa is gyakori: rugd, dugdhiuzo, csavar, csigahajtas esetén
talalkozni vele. A sodrott kotélben a pészmak szintén csavarvonal alakban helyezkednek
el. A csavarvonal bal- illetve jobbsodrast lehet.?” Jobbsodrast a csavarvonal, ha a pont

26 A DNS molekula atomjai kettéscsavar mentén rendezédnek el, de tobb protein molekula is csavarvonal

alaku.
27y > 0 esetén jobbcsavarrol, v < 0 esetén pedig balcsavarrél beszéliink.
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tengelyiranyu mozgasahoz az 6ramutato jarasaval egyezé iranyu forgas tartozik (tehat ahogy
egy csavar befelé csavarodik). A balsodrasu csavarvonalnél a tengelyirdnyd mozgashoz az
oramutatd jarasaval ellentétes iranyu forgomozgas tartozik. A fehérjék molekulajanak csa-

varvonala és a DNS A és B alakja jobbsodrasi, a Z alaka DNS molekula balsodrasi.

Tétel. Az QO C RY nyilt halmaz pontosan akkor dsszefiiggs, ha barmely u,w € Q esetén

van olyan @ : [a,b] — Q sima tut, amelyre
ela)=u és @(b) =w.
teljesiil. [
Definicié. Ha ¢ : [a, b] — R regularis tt, akkor tetszéleges ¢ € [a, b] esetén a
{olc) +te'(c) eR*: teR}
halmazt a y = R, gorbe @(c) pontbeli érintSjének nevezziik.
Példa. Ha f € ©([a, b],R), akkor
@(t) := (cos(t),sin(t),2t) (t € [0,27]), ill. a P(t) := (t,f(t)) (t € la,b])

leképezés értékkészlete egy csavarvonal-darab, ill. az f fliggvény grafikonja. Ezeknek a gor-

béknek a 7, ill. az a € [ paraméterértékhez tartozé pontjaiban vett érintGje a
{(-1,-t2n+2t) eR’: te R}, ill. az {(x,f(a) +f'(a)(x — a)) e R*: x € R}

ponthalmaz, azaz az érinté egyenlete:

x=—-1,z=2(n—vy), ill. ‘y:f(a)+f’(a)(x—a).

Feladat. Bizonyitsuk be az ellipszis érintGjének szogfelezd tulajdonsagat, azaz, hogy tetszé-
leges P ellipszisponthoz tartozo érinté felezi a pont vezérsugarainak mellékszogét!
Utm. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy az ellipszis kozéppontja az origo,
kistengelye az y-tengelyen, nagytengelye az x-tengelyen van. Ekkor az ellipszis paramétere-
zése:

@(t) :== (acos(t),bsin(t)) (te0,2r]; 0<b < a€eR).

Jeloljiik a gorbe P pontjabol (P = @(t)) az

A = (—c,0), ill. B = (c,0)
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koordinataju fokuszba mutato vektorokat igy: f(t), ill. fo(t). A vezérsugarak

cos(x(t))  (ke{l;2}

mellékszogére :
(), (=1 Te'(1))
cos(a(t)) = ORI (t € [0,27]).
Mivel
= a? — b
ill.

fi(t) = (—acos(t) + (—1)*c, —bsin(t), @’(t) = (—asin(t),bcos(t)) (t € [0,2n]),

ezért

(=D {ft), @'(t) = (=1 [(=1) c — acos(t)l[=asin(t)] + (=1)*'[~bsin(t)]-
— beos(t) =
= casin(t) + (=1)*"a? cos(t) sin(t) + (—1)*b? cos(t) sin(t) =
= sin(t)[ca+ (=1)* " cos(t)(a® — b?)] =

= csin(t)[a + (—=1)* Tccos(t)]

és
lo’(t)]* = a’sin®(t) 4+ b? cos?(t)

ill.
If (B = [(=1)*c — acos(t)]* + bsin?(t) =

= >4+ 2(—=1)*"cacos(t) + a® cos*(t) + b?sin’(t) =

= a’—b>+2(-1)"cacos(t) + c?cos*(t) + b* =

= [a+ (=1)*Tccos(t)]?.
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Igy ¢ < a miatt

cos(ax(t)) = csin(t)[a + (—1)"c cos(t)] _

[+ (—=1)% ¢ cos(t)] - \/ a2 sin?(t) + b2 cos? (t)

_ csin(t) (t € [0,270),

\/a2 sin?(t) 4+ b2 cos?(t)

ami fiiggetlen k-tol. W

Megjegyzés. Az ellipszis ezen tulajdonsaganak tobb gyakorlati alkalmazésa ismert. PI.

1. Ha ellipszis alaki tiikrot készitiink, melynek egyik fokuszaba fényforrast helyeziink, a
fénysugarak egyetlen pontba tiikrozédnek: a mésik fokuszba. A hanghullamok hasonlo
modon verddnek vissza, mint a fény, igy ha valaki egy nagy ,.elliptikus helyiség” egyik
fokuszaba all, a méasik fokuszban &llo személy jol hallja az els6 suttogasat is, anélkiil,

hogy a terem egyéb pontjain hallhaté volna. Ezen az elven miikodik a veseks torése.

2. A faziés bomba (hidrogénbomba) beinditasahoz sziikséges energiat egy hasadasi
bomba (atombomba) szolgéltatja. Egy nehézfémbdl, pl. (238-as) uranbol késziilt for-
gasellipszoid alaku tiikor (Teller-Ulam-tiikor) egyik fokuszpontjaba egy gyutacsként
szolgélo atombombat helyeznek, a mésik fokuszpontban foglal helyet a nehézhidrogén-
toltet. A tiikor atomjai — tehetetlenségiiknél fogva — képesek ellenallni a sugarnyomés-

nak annyi ideig, amennyi elég a fuzids reakcié megindulasahoz, illetve lefolyasahoz.

Feladat. Mutassuk meg, hogy a hengeres csavarvonal érint6i allando szoget zarnak be a
henger tengelyével!

Utm. A csavarvonal egy ivének paraméterezése
@(t) := (Rcos(2mwt), Rsin(2twt),27tvt)  (t € [0,1]).
lgy
¢@'(t) = (—2mwR sin(27twt), —27twR cos(2ntwt),27tv)  (t € [0,1])

kovetkeztében az érintd és a henger k := (0,0,1) irdnyvektora tengelye kozotti szogre

COS((p,(t),k) _ <(p,(t)?k'> 2mv

R - 1). m
lo ()5 [[kl;  4m?w?R? 4 dm?v? (t € [0,1])
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Megjegyzés. Altalanositott csavarvonalnak nevezik az olyan térgorbét, amelynek érintéi
egy rogzitett irannyal allando szoget zarnak be, azaz a @ : I — R3 at értékkészlete pontosan

akkor altalanositott csavarvonal, ha van olyan e € R3, ill. ¢ € R, hogy

<(P/(t), €> =cC (t S I)

Feladat. Adjunk példat olyan I C R kompakt intervallumra és ¢ : I — R? ttra, amelynek

értékeészletére az alabbi két allitas teljesiil:
® valamely 0 < o € R esetén (x,0) € R,

® tetszbleges t € I esetén a @(t)-beli érintGegyenes olyan pontban metszi a mésodik

tengelyt, amelynek @ (t)-t6l vett tavolsiga a-val egyenld!

Utm. Ha paraméternek az adott pont elsé tengelyre valo vetiiletének az (or,0) ponttol mért
tavolsagat valasztjuk, és alkalmas 0 < B < « szam, 1 := [0, B] intervallum, ill. f;g: I — R

sima fliggvények esetén az érinté az
m(t) == (0,g(t)) (tel)
pontban metszi a masodik tengelyt, mig, ha
e(t) = (x—t,f(t) (tel),

akkor a ¢ ut értékkészlete pontosan abban az esetben lesz a keresett gorbe, ha f(0) = 0 és

¢'(t)

m(t) —e(t) = tel *
azaz az elsé komponensek egyenlGségébdl
x—t= x (tel
1+ [f/(t
vagy
- 2ot — t?
FPR = — = tel
FOF = 1= g (teD
ill.
V2at — t?
) =""222 0 (tel)



2. FEJEZET FUGGELEK 382
adodik. Vilagos, hogy f’ pozitiv el6jeld, ui. (x) kovetkeztében
g(t) = f(t) = F(OT+ D)7 & g)>f(t) (tel).
Igy, ha t € I, akkor f(0) = 0 kivetkeztében
rt 2 2 t 2 2 ax—t 2 2
flt) = _Mssdszj _stzj VO W gy =
Jo a—s o o—s N u
¢ Vo —u? * oy —u?
= —du= —du =
Ja—t u a—t WV o2 —u?
B o ( 062 B u > du —
Joct \uvoZ —u? Vo2 —u?
o4 2
e \/(xz \/ Zu 5 du -
Joa—t uz % . X —u
1 - o?
_ J L J vw dw —
N L w12 Vo2 —w 2yw
Y o vw 1
= J dv — J : dw =
- v —1 w12 Vo2 —w 2yw
at x 1 1 x
= dv——J —dw:oc-arch(—)— 2t —t2. N
J] v —1 2 Jio—v2 Va2 —w o—t

Megjegyzés. Az R, gorbének (traktrix) igen fontos miszaki alkalmazésai (is) vannak. A

hiperbolikus geometria egyik modellje, a pszeudoszféra a traktrix forgatasaval 1étrejové

forgasfeliilet.
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2.3. |C

Megjegyzés. Vilagos, hogy ha @ = (@1, @3) : [a,b] — R? sima tt,
a=to <t <...<t,=Db,

akkor az f: Ry, — [0, +00) folytonos skalarmezd altal meghatarozott kerités teriiletének egy

kozelitése a

n 2
D floltin)) - llo(td) — @(ten)llz = ) floltar) - [ D (@it — @u(tis))’
k=1

n
k=1 1=1

valos szam. A Lagrange-féle kozépértéktétel miatt alkalmas &} € [ti_1, ti] esetén

1(t) — Qutie1) = @u(EL) - (tk — tir) (1 e{1,2}).

A fenti Gsszeg tehat a kovetkezs alakii:

> #tien) /(61 (ED2 + [G2(EL2 - i — tial,
k=1
ami nem mas, mint az

(foe)llol2:[a,bl = R

fiiggvény integréalkozelits Osszege.
Feladat. Szamitsuk ki a
@(t) := (2cos(t),2sin(t), t/2) (t € [0,47])
paraméterezte csavarvonal(darab) tomegét, ha strtségeloszlasa a
P y,2) =X+ ((xy,2) € Q)

fiiggvénnyel irhato le, ahol R, C Q tartomany!
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Utm. A csavarvonaldarab tomege:

r4T
M = J p= (16cosz(t) sin?(t) + t2/4) . \/4sin2(t) +4cos?(t) +1/4dt =
® Jo

r4T 3 8 3
_ V17 { 4 sin?(2t) dt + 16—”} = \/ﬁj sin?(t) dt + V17 _
2 Jo 3 0 3
8 3 . 8n 3
_ \/ﬁj (1 — cos(27)) dt + 8177 417 — sin(27) n 8V 177 _
2 J 3 2 0 3
V17
2

3
{87r+ ]6; } [ |

Feladat. Szamitsuk ki annak a széz hurokbodl 4llo tekercsnek a tomegét, amelynek stirtiség-
eloszlasa
p(r):==1+lyl  (r=(xy)eR?)

alaku!
Utm. A

@(t) == (cos(t),sin(t))  (t € [0,27])
vektor-skalar fiiggvény az egységkor paraméterezése, ezért a tekercs tomege

27

27
M = 1ooj p:moJ p((p(t))H(p/(t)Hdt:mOJ (1 + sin(t))y/cos?(t) + sin?(t) dt =

0 0
7

- zooj (1 + sin(t)) dt = 2000t — cos(t)]F = 200(7t — (—1) +2) = 200(m +2). M
0

Figyeljiik meg, hogy a fenti feladatban ugyanerre az eredményre jutunk akkor is, ha a strt-

ségoloszlés a kovetkezd alaki:

p(r) =1+  (r=(xy) €R?).
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Tétel. Ha QO C RY tartomany, f,g : Q — R folytonos skaldarmezék és ¢ € R, akkor a

¢ :[a,b] = Q, VP :[c,d] — Q sima utak esetén

1. f:J f:
Jo 0]

r

2. (f+cg):J f+cJ g;
Jo () o)

3. f:Jf+J g;
JoVip @ P

4. alkalmas u € R, esetén

J f=v(u)
Biz.

1. Mivel @ = ¢ om, ahol
m(t):=b+a-t

ezért
b

b '
Jf - f(‘NP(t))'H@(t)szt:J

@® Ja a

ra

= | fow) - Hcp(u)uz-(—nduzj
Jb

a

.
= f.
Jo

2. Vilagos, hogy

rb
{flo(t)) +cglo(t)

Ja

L(H cg) =

rb

Ja

r

= f+cJ g.
®

Jo

Lg).

(t € [ayb]))

fle(b+a—1t))-[[@(b+a—t)(-T)

b
fle(u) - leu)fzdu =

)} l@(D)]l2dt =

a

b
= | fo)- \|¢(t)|lzdt+CJ 9(o(t) - |p(t)]2dt =

b dt =
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3. Ez az &llitasnak a belatésa az integral intervallum szerinti additivitasanak felhaszné-

laséval torténik.

4. Lévén, hogy f folytonos fiiggvény, ezért az integralszamitas kozépértéktétele kovetkez-

tében

b b
| =] totn o=t | lowlde=fw L.

Megjegyzés. Ha
f(r) =1 (reQ),

akkor
b

b
J f:J f(cp(t))-Hcia(t)llzdt:J le(t)ll2dt = Lie),

a a

azaz a fenti els6faji vonalintegral nem méas, mint R, ivhossza.
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2.4. D

Megjegyzés. Kozépiskolai fizikai tanulmanyainkboél tudjuk, hogy valamely témegpontra

hato alland6 nagyséagi és irdnyu eré altal végzett munkat a
W:= (F,r) =F-s-cos(a)
képlettel lehet kiszamitani, ahol
® F a tomegpontra hato erg, F := |F|,
® r az elmozdulas vektora, s := |r|,
® o az erg és az elmozdulas irdnya altal bezart szog.

Tehat a munka az er6é és az elmozdulas skalaris szorzata. Valtozd er6 munkajanak kisza-
mitasakor a fenti értelmezésbél indulunk ki. Legyen adott az f € R? — R3, f € ¢ erdtér,
amelyben egy tomegpontot mozgatunk a @ = (@1, 2, @3) : [a,b] — R? sima 1t meghata-

rozta R, gorbe mentén. Felosztjuk az [a, b] intervallumot:
a=t<ty<...<t,=0D,

igy a [ty_1, ty] osztasintervallumhoz tartozo Asy := @(ty) — @(tx_1) szakasz mentén a munka
kozelitéleg
Wk = <f(q)(tk—1)))ASk> (k€{1>)n})

A sima @ utat kozelitd, a fenti felosztashoz tartozo téréttvonal mentén végzett munka igy

Z (flo(ti-1)), As) .
k=1
A Lagrange-féle kozépértéktétel értelmében alkalmas &} € [ty_1, ti] esetén

P1(t) — Qultier) = Qu(&L) - (te — tir) (1 e{1,2,3}),

ezért a fenti Osszeg a kovetkezd alaku:
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ami nem maés, mint az
(fo,¢):la,bl = R

fliggvény integralkozelité Osszege.

Példa. Allandé fizikai eréterek esetében a munka nem mas, mint az erd és az ,erd irdnyaba

es elmozdulas” szorzata, ui. ha
F(r):=c=(c,cp,c3) €R® (1 €RY

és @ : [a,b] — R3 sima 1ut, akkor

B B
J F o= j (c, (1)) dt=j [161(8) + c262(t) + 363 (t)] dt

(04 o8

= ci{ei(b) — @i(a)} + c2{@2(b) — @2(a)} + ca{@3(b) — @3(a)} =

= (c,9(b) —@(a)).

A fenti példéaban el6forduld munka szamitési modja a termodinamikaban is felbukkan. Va-
lamely mozgathatd dugattytval ellatott henger esetében a gaz A keresztmetszetli dugattyut
tol el s tavolsagra, ezért a p nyomasu gaz altal végzett tagulasi munka (,nyomas = nyomoerd
/ nyomott feliilet.)”

W=F-As=p-A-s=p-V

(feltéve persze, hogy a folyamat soran a géz nyoméasa nem valtozott).

Feladat. Hatérozzuk meg a vy masodik kozmikus sebességet!
Utm. Ez az a sebesség, amellyel egy rakétat elinditva az kiszabadul a Fold vonzasabol. Ha

R > 0 a Fold sugara, akkor h > 0 magassagig a gravitacios erd ellenében végzett munka

R+h 1 1
W(h) = —JR o(r) -rdr =ymM (E - m) ,

ahol (a témegvonzas torvénye szerint)

d)(T') =Y (T € (O) _I'OO)))

3
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és M > 0 a Fold, ill. m > 0 a rakéta tomege. Ha azt akarjuk, hogy a rakéta kikeriiljon a Fold

mv
vonzasabol, akkor olyan v > 0 kezd@sebességgel kell inditani, hogy a rakéta - kezdeti

mozgasi energidja fedezze az el6bbi munkat. Mivel W korlatos, azaz

M
supfW(h) e R: h e [0,+00)} = %»
ezért a
ymM _ mv?
<
R — 2
feltételbsl
2yM
V>V i= —1;2

kovetkezik. Mivel

m3

_ 24 . o -1
M=597-10%kg, R=63728km, vy=6.67-10 Lo
gy .

vnzn,me. m

Feladat. Szamitsuk ki az J f vonalintegralt az alabbi fliggvények esetében!
®

Y . X . _ 2
f(T’) T X2+y21+xz+y2] (07&1‘_ (X>U) ER ))

@(t) := Rcos(27t)i + Rsin(27t)j (t € [0,1]).

Utm. A vonalintegral definici6ja alapjan

o1
[ £ =] ot o a -

)

rl 1 O T
<( rsnlr(zZﬁt) TC Sr(227tt)> , (—2r7sin(27rt),2r7 cos(2 t))> dt=2n. N
IJO
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Feladat. Legyen
(1) = (t,t%), V)= ({t4t) (te[0,1),
ill.

majd szamitsuk ki az

vonalintegralokat !
Utm. Mivel
(P(t) = (]»Zt)) Il)(t) = (Zt)]) (t € [O)ﬂ))
ezért
1
J (xydx + (y — x) dy) J {€+ (2 —1) 2t} dt:J (3t* — 2t%) dt:1]_z’
© 0

ill.

1
J (xy dx + (y —x) dy) J {2t +( t—tz}dt—J (2t' —t* + 1) dt:;—g. _
¥ 0

Tétel. Legyen Q C R3 tartomany, ¢ : [a,b] — Q sima 1t, f: Q — R3 folytonos vektormezd,
tovabba 7t : [«, B] — [a, b] olyan folytonosan differencialhaté bijekcio, amelyre 7" > 0. Ekkor
f-nek a1\ := @ om: [, 3] — Q utra vonatkozd vonalintegralja az aldbbi formula alapjan

szémithato:
| r @ =a =)=,
=
P
|t =, B =)
@
Biz. Mivel
Y(t) = @(n(t)) - 7wlt)  (te€leBl)
ezért
rB . B
L)f = | (f(b),b(t)dt = J (flo(m(t))), @(m(t)) - 7t(t)) dt =
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Tétel. Ha Q C R3 tartomany, @ : [0, + h] — Q. ill. P : [, + k] — Q olyan sima utak,
hogy @(o +h) =P (B), tovabba f,g: Q — R3 folytonos vektormezdk és A, u € R, akkor

1. {7\f+ug}:7\J f+uJ g;
Jo ® ®
2. f:—J f;
Jo 0]
3. f:J f—l—J f.
Jouy ¢ P

Feladat. Szamitsuk ki az J f vonalintegralt az alabbi fiiggvények esetében!
®

f(r) := —i+ arctg <%)) (r=(x,y) € R*: x >0), @ := @1V @y,

ahol

: — 42
Ry, :azy =x

normélparabola (1,1) kezdépontu és (2,4) végpontu ive,
Ro,: a (2,4) kezd6pontu és (1,1) végponti szakasz.
Utm. Ha tetszéleges t € [1,2], ill. t € [0,1] esetén

ei(t) = (t,t7), il @a(t) = (24) +t((1,1) — (2/4) = (2 — t4 - 3t),

akkor
i . i 4 — 3t
(flo1(1)), @1(t)) = —1 + 2t arctg(t), ill. (fl@2(1)), @2(t)) =1 — 3arctg > 1)
Igy
2 ‘ 4 — 3t
J f:J f+J f:J(Ztarctg(t)—l)dtJrJ 3arctg — 1) dt.
@ @1 2 1 0 2t
Mivel
2 2,01 T (P4 1-1
L tarctg(t) dt [t arctg(t)]] 1 t = e dt arctg(2) ) B dt

2
= 4arctg(2)—;—t—J' (1 —1lt2> dt =
1

= 4darctg(2) — ;—t — 1+ arctg(2) — arctg(1) =

= bSarctg(2) — ; —1
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és

L 4 -3t 2 2 g d 1

L arctg ( Ty ) dt L arctg(s) 53 ds L arctg(s) 153 s
1 S 2
2{3_Sarcg(s)]1+J]3_s T s
n (*/ A Bs+C

= 2511rctg(2)—Z+J1 (3_S+ ]_|_Sz)d8—

— 2arctg(2) E+1J2 T

T cues 4 5/;\3—-s 1+5¢? B

w1 1% 2s
2 arctg(2) 4+5(ln() n(]))—l—]oj1 T

11> 3
+5L 1—|—szd3_

In(2)

= 2arctg(2) — g + 10

26 arctg(2) — 4m + 1n(10)
10 ’

ezért

J P 128 arctg(2) — 177t + In(1000)
o 10

Feladat. Igazoljuk, hogy teljesiil a

lim J f=0
R—+o00 @

egyenlGség!

i(r) = J ' i

j = e R’
(x2+xy+y2)21+ (X2+xy+y2)2J (r=(x%y) ),

@(t) :== Rcos(t)i + Rsin(t)j (t € [0,27]).

ds =

n 1 [In(1 + sz)]f + g [arctg(s)]}
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Utm. Mivel
¢(t) = (—Rsin(t), Rcos(t)) (t € [0,27]),

ezért

dt

J ¢ r” —R?sin?(t) — R? cos?(t)
o Jo (RZcos?(t) 4+ R2cos(t)sin(t) + R2sin?(t))?

1 (> 1
= J 5dt — 0 (R— +c0). N

“RZ), (1+ §sin(2t))

Feladat. Szamitsuk ki az
f(r):=r (reR’)

erGtérnek a
@(t) :== Rcos(t)i + Rsin(t)j + vtk (t € [0,27])

ut mentén végzett munkajat, ahol R,v > 0 adott allandok!
Utm.

27t 27t
W:J (f(cp(t)),cp(t))dt:J vitdt =2 |
0 0

Feladat. Szamitsuk ki az J f vonalintegralt az alabbi fiiggvények esetében!
®

f(T‘) = xeV +yer (T = (X»y) S Rz)» ¢ = 01U @y,
ahol
R, : az (1,0) kezd6pontu és (2, V/3) végpontu szakasz,

Re,: a (2, V/3) kezd6ponta és (0,0) végponti szakasz.
Utm. Ha

@1(t) == (1,0) +t(1,V3), @a(t):=(1-1)(2,vV3)  (teo,1]),

akkor
¢1(t) = (1,V3), @a(t) =—(2,v3)  (telon),
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igy
rl 1

1
L (o), o)t = | (Flon(t), ér (1)) dt+ L (Fa(t)), (1)) dt =

rl

= {(1 +t) exp(V3t — (1 + 1)) + 3texp(] +t)} dt =
Jo

rl

= | {-40 - gep((vV3- 20 - 1) - 30 - )
JO

cexp(2(1 —1))} dt =
= J] {(1 +t)exp((V3 = 1)t — 1) + 3etet —4(1 — t)-
0
cexp((V3 = 2)(1 = 1)) = 3(1 — t) exp(2(1 —t))} dt =

(T+t)exp((vV3 -1t —1)
V3 -1

+ 3ete'+

4001 = t)exp((v3 —2)(1 — 1))
- N -

+3(1 —t)exp(2(1 —t))]"
2 0

(MO Dep(VB-Dt=1)
L{ NI + 3e

_dexp((V3-2)(1—t)  3exp -0 |
V3 -2 2 '

Ezért a masodik rész kiintegralasaval azt kapjuk, hogy
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Feladat. Szamitsuk ki az J

f(r) :==yi+ye’j

ahol

1 _4exp(vV3-2) 3¢
e(v3-1) V3 -2 2

2exp(V3 —2)

+ 3¢ —
V3 -1

B exp((vV3—-1)t—1) w1 dexp((vV3-2)(1-1)
[ T Y S

+3exp(2(1 —t))}‘

4 0

2 1 3e? 4
(ﬁ—1 - (f—n2>exp(ﬁ_2)_7_ V322

§+(— ! - )1+3e—
4 (V3-1)2 V3-1/e

2
- <\@4—2 a (\/54_ 2)2> exp(V3 —2) + 3’ _

413 3e? 1
(36+T>exp(\/§—2)—7+3e+2—e 4

~16V3. m

f vonalintegralt az alabbi fliggvények esetében!

(r=(xy) €RY),  @:=@1Uap,,

Re,:azy = vx+ 1 egyenlett gorbe (0,1) kezd6pontii és az y = —xv/2 egyenletd egyenesen

lévs végpontu ive,

R, : az el6bbi pont, mint kezdéponti és (0,0) végpontt szakasz.

Utm. Ha

61(1:) = (t> Vt_"”»

@2(t) == (t,—tv2)  (te€[-1/2,0]),
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} dt + JOW {—t\/i - t\/iet(—\/i)} dt =

akkor
- 1 .
(P1(t)=<1>2\/t—ﬁ)> (Pz(t)Z(L—\/z) (t e [-1/2,0]),
igy
Jf = f+J f=
0] J@1 ©2
r—1/2 \/ \/ . 1
= t+1+Vt+1e
Jo { 2Vt 41
r—1/2 et
= {\/t+1+?+t\/§—2tet}dt:
JO
_ -1/2
2 t ]3 t 2 r—1/2
B EVACh +e—+ﬁt — 2te + 2etdt =
i 3 2 2 , Jo
- 1-1/2
S LI SR S N S B "
S 3v2 2ye 8 e 3 2 , B
_ 7\/2—76+ 7 =
24 2\/e

Feladat. Legyen k € {1,2,3,4}, majd szamitsuk ki az

|t
Pk

vonalintegralokat az aldbbi fiiggvények esetében!

(1) = 2xyi + x% (r=(x,y) € R?),

R, a2y =X, Rg, az Y = x*, Ry, azy = x>, ill. Ry, az y = x* egyenlett gérbe (0,0)-bol

(1,1)-be mend ive.
Utm. Ha

e1(t) = (t, 1), @2(t) = (, 1), @3(t) = (t,1°), @u(t) := (t,t")

(t € [0,1]),
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akkor

ei(t) = (1,1),  @a(t) = (1,2t),  @3(t) = (1,3t)), @a(t) = (14E°)  (t e [0,7]).

Igy ] ]
r [ N

f o= | (2t5t),(1,1)dt = | 3tPdt = 1,
J@; JO JO
. N 1

f o= | (22,t),(1,2t))dt = | 4dt = 1,
Ji JO JO
" N 1

f o= | (2t tH),(1,3t}))dt = | 5t'dt = 1,
Jo3 Jo JO
N S|

J f = [ (28,t),048)dt = | 6t°dt = 1. W

Q4 JO JO

Feladat. Szamitsuk ki az

I

vonalintegralt az alabbi fliggvények esetében!

. 1,
fr) == " tg  (r=kyle RA\{(0,0)}),
Ry azy =1, x =4, ill. y = x egyenesek hatarolta haromszoglemez hatara (pozitiv korbeja-
rassal).

Utm. Ha barmely t € [1,4] esetén

(P](t) = (t>1)> (92(t) = (4) t)) (53(1:) = (tat))
akkor '
$1(t) = (1,0), $2(t) = (0,1), @3(t) = (1,1).

r r
Jf = f+J f— f=
® Joq ©2 Jo3
P41 0)d 5 0 ] d (] ] d
= t —)dt—| (-+-)dt=
n( +0) +a1( +4) J] (t+t>

3 15
= 3+ 71— 21n(t)]] = o —2In(4). =

Igy
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Feladat. Szamitsuk ki az J f vonalintegralt az alabbi fliggvények esetében!
®

(1) = 3x*yz ch(x*y)i + x*z* ch(x*y)j + (1 + 2zsh(x*y) )k (r=(x,y,2) € R?),

R, a (3,0,0), (0,5,0) és (0,0,1) csticspontut haromszoglemez hatéara (pozitiv korbejarassal).
Utm. Ha

©1 (t) = (1 - t)(S,0,0) + (O)S)O)t = (3,O>O) + t(_3)5)0) (t € [OJ])a
(PZ(t) = “ - t)(0)5>0) + t(oaoJ) = (O>5»0) + t(0> _5»]) (t € [O»]]))
(P3(t) = (1 - t)(o)o)]) + t(S,0,0) = (O»OJ) + t(3>03 _]) (t € [OJ])a

akkor barmely t € [0,1] esetén

f((pl(t) = (0)O>])) f((Pl(t)) = (0) t)”) f(q)](t)) = (O>] - t+27(1 - t)zv])'

[0= [ o] o] o=
[ JQ1 P2 Q3

1

Igy

1

rl
= Odt+J(—5t+1)dt+J(—1)dt:
Jo 0 0
(5 ' 5
= |—ZtP+t—t| =-=. H
it e

Feladat. Szamitsuk ki az J f vonalintegralt az alabbi fiiggvények esetében!
®

f(r) := 3xyi — 5zj + 10xk (r=(x,y,2z) € R?),
Q(t) = (2 + 1,2t%,t3) (t e [1,2]).

Utm. Mivel
¢ot) = (241,38 (te1,2),

ezért
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2
J f = | (682t +1),—-5t410(t* + 1)), (2t,4t,3t%)) dt =
(0] J1

"2
= | (1287 +1) = 20t" +30t*(t* + 1)) dt =

J1

2
— | (1265 £ 10t" + 126 + 30t7) dt = [2t° + 28 + 3t* + 106°]] =
J1

= 303. W

Feladat. Szamitsuk ki az J f vonalintegralt az alabbi fiiggvények esetében!
®

(1) := x*i + 2xyj + xzk (r=(x,y,2z) € R,

e(t)=1+t2—-t3+1t) (t € [0,1]).
Utm. Mivel
eo(t) =(1,-1,1) (t € [0,1]),

ezért

o1
J fo [ o204 02 - 0,0+ 06+ 1), (1, -1,1) dt =
@ Jo

r2

= |+ -20+02 -+ 1+ 1B +1) dt =
J1

"2

4377
= | (4t+4t?) dt= {th + T] —
J1 1

10
- —. n
3

Feladat. Legyen A : R? — R? az origo koriili 90°-o0s forgatas,

] :=[A{1),AG)], ill. F(r) = Jr (r e R?),
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tovabba ¢ : [0,271] — R? az origd kozéppontt, 0 < b < a féltengelyt ellipszisvonal szokasos

paraméterezése (vO. 4. gyakorlat). Szamitsuk ki az

Ly

vonalintegralt !
Utm. Mivel

@(t) = acos(t)i + bsin(t)j, @(t) = —asin(t)i+ bcos(t)j (t € [0,27])

és
F(T‘) = _yi—i_xj (‘I’ = (X>y) € Rz))
ezért
P27 27t
J F = (Flo(t)), @(t)) dt = J (—bsin(t)i+ acos(t)j, —asin(t)i + bcos(t)j) dt =
© Jo 0
P27
= ab(sin®(t) 4 cos?(t)) dt = 2abmr. MW
JOo

Megjegyzés. Ha ¢ : [a,b] — RY regularis ut, akkor az R, gérbe minden pontjahoz hozzé-
rendelhetiink egy un. érintévektort az alabbi médon:
(1) = (e~ '(1))
) (@' (r))]
Ennek segitségével fogalmazzuk meg az elséfaju és a masodfaju vonalintegréal kapcsolatara

: d
ey : Ry — RY,

vonatkozo allitast.

Tétel. Legyen f € R — R? folytonos vektormezs, ¢ : [a, bl — R, reguléris tt. Ekkor

L(f, ep)(r)dr = L (f(r),dr).

Biz. Vilagos, hogy
b
j (e dr = | (o) eplo®) - @ (O] dt =

Ja

rb

_ <f(<p(t)),—
) 2
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2.5. [E1

Definicié. Ha V¥ : I x ] — R? regularis, akkor tetszéleges (a,b) € I x | esetén az ny(a,b)
vektorra merd@leges, az Ry = F feliilet W(a, b) pontjara illeszkeds sikot az F feliilet W(a, b)-

beli érintdsikjanak nevezziik:

{‘{’(a,b) +V¥'(a,b)

eR3: (u,v) e ]RZ} =

= {¥(a,b) + ud1¥(a,b) + vd,¥(a,b) € R?: (u,v) € R?}.

Feladat. Adott I, ] C R kompakt intervallumok, ill.
Y(u,v) = (u+v,u—v,uv) ((u,v) e I xJ),
Ry =: F esetén hatarozzuk meg F-nek azt az érintGsikjat, amely parhuzamos az
X+ 2y +2z =32

egyenleti sikkal!

Utm. Mivel
1 1
Y(u,v)=|1 —1 ((u,v) € R?),
vV ou
igy F regularis feliilet,
i j k
ny(w,v)=det | 1T 1 v | =uu+v,v—u,—2) ((u,v) € R?).
1T -1 u
Tehat
ny || (1,2,2) S u=1/2, v=-3/2,
Igy a

WY(1/2,-3/2) = (-1,2,-3/4)
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pontbeli érintésik egyenlete:

x+1+2(y—2)+2(z+3/4)=0. N

Megjegyzés. Ha f € ¢'(I x J,R), akkor a
Y(u,v) = (u,v, flu,v)) ((u,v) €Ix])

leképezés értékkészlete az f fiiggvény grafikonja. Ennek a felilletnek az (a,b) € I x | para-

méterhez tartozo pontjaban vett érintésikjanak egyenlete

z = f(a,b) + 0:f(a,b)(x — a) + 9,f(a,b)(y — b) |

Ui. tetsz6leges (u,v) € I x | esetén

i
o ¥W(u,v) x 0,¥(u,v) =det | 1T 0 0:f(u,v) | = (—0:f(u,v),—0,f(u,v),1).
0 1 0,f(u,v)

Igy a W(a,b) = (a,b, f(a,b)) pontbeli érintdsik egyenlete:
—01f(a,b)(x — a) — 0,f(a,b)(y — b) +z— f(a,b) = 0.
Vilagos, hogy

{¥(a,b) + ud1¥(a,b) + vd,¥(a,b) e R*: (u,v) € R*} =

{(a,b,f(a,b) +u(1,0,0:f(a,b)) +v(0,1,0,f(a,b)) € R*: (u,v) e R?} =
{(a+u,b+v,f(a,b) +udif(a,b) +vd,f(a,b)) e R®: (u,v) € R*} =
{(x,y,f(a,b) + 3:f(a,b)(x — a) + d,f(a,b)(y — b)) € R*: (x,y) € R?}.

Feladat. Legyen 0 < a € R, majd mutassuk meg, hogy a
@

W(Uﬂv) = (LL,V, _) ((u,v) € [1»3]2) ’

uv

paraméterezte F feliilet érintésikjai és az R3-beli koordinatasikok allando térfogatii tetraédert
alkotnak!
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3
Utm. A fentiek kdvetkeztében, ha (ug,vo) € [1,3]%, akkor a feliilet 4 pontjan atmend

UpVo
érintGsik egyenlete:
L ) -y - vo)
z=————x—Uw) ——(y-—v
UpVp U3V 0 UpV3 Y=Vl
ill.
al al al a’ a’ 3a’
—S—X+ ——SYyt+z= + + = .
UyVo UpVy UoVo  UpVo  UpVo  UpVo
3a’ ) L .
A —— +# 0 szammal végigosztva azt kapjuk, hogy
UpVo
y z
— =+ =1
311,0 3\)0 3a’
UoVvo

A szében forgo tetraéder térfogata tehat:

3up-3vp- 32 943
- 6 2

Feladat. Legyen f : [1,3] — R folytonosan differencialhato fiiggvény és
Y(u,v) = (u,v, uf (%)) ((u,v) € 2,6).

Lassuk be, hogy az Ry feliilet érintésikjai &tmennek az origon!

Utm. A ¥(up, Vo) pontban a feliileti normalis:

i ] K
01¥(uo, vo) x 02¥(uo,vo) = det | T 0 f(vo/uo) — (vo/uo) - f' (vo/uo) | =
0 1 ' (vo/up)

= ((vo/uo) - " (vo/uo) — f (vo/uo), =1 (vo/uo),1) ,
az érintGsik egyenlete tehat
' (vo/Uo) - (Vo/uo) — f (vo/uo) (x — wo) — ' (vo/Uo) (y —vo) +2z —uo - f(vo/ue) =0.

Az
a = f(vo/uo) — ' (vo/uo) - (vo/ug) & b= 1" (vo/uo)
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jelolés bevezetésével
ax + by +z=auy+bvy —ug - f(vo/up) .
Az utébbi egyenlGség jobb oldaléara
auy + bvy —up - F(vo/uy) =0
teljesiil, ugyanis
auo +bve — uo - f (vo/uo) = of (vo/uo) — ' (vo/1o) - Vo + Vo’ (Vo/1o) — o - f (vo/Ue) = 0.

Igy tehat minden (ug,vo) € Dy esetén a-0+b -0+ 0 = 0, azaz minden érintésik atmegy az

origon. A

2.6. E2

Megjegyzés. (A feliileti integral fizikai jelentése.) A feliileti integralnak a fizika kiilon-
boz6 dgaiban kiilonbozd szemléletes jelentése van. Az dramléstanban f € R? — R3, f € ¢
az aramlo folyadék sebességi vektormezgje (a tér r helyvektora pontjahoz az ott tartozkodo
folyadékrészecske f(r) sebességvektorat rendeljiik hozza). A folyadék utjaba egy W : I x
x ] — R3, ¥ € €' paraméterezéssel adott Ry feliiletet helyeziink, és meghatarozzuk az adott
feliileten egységnyi id6 alatt ataramlo folyadék mennyiségét: f-nek W-re vonatkozo fluxusét.
(A folyadékmennyiséget a térfogattal mérjiikk. Ha a folyadék Osszenyomhatatlan, akkor a
tomege aranyos a térfogatéaval).

Felosztjuk a feliiletet , kicsiny” feliiletdarabokra, és — 1évén, hogy f folytonos — hozzéaren-
deljiik a feliilet-darab minden pontjahoz a feliilletdarab valamely r pontjahoz tartozo f(r)
sebességvektort (a folytonossag kovetkeztében a felilletdarab tobbi pontjahoz tartozé sebes-
ségvektorok ettdl csak | keveset” térnek el). A feliiletdarabon At id6 alatt athalado folyadék-
részecskék egy — ferde hasébszerd — térrészt toltenek ki, amelynek alapja maga a feliiletdarab,
élei pedig |f(7)|At méretiiek.

Ezt a felosztast a kovetkezSképpen végezziik el. Kiindulasképpen felosztjuk az I x ] in-
tervallumot :

I J=:|Jhwin,wl x oy, vyl

i
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Az [ui_1,w) x [vj_1,Vv;] osztastégla cstcsai altal meghatarozott ABCD feliiletrészt, ahol
A=Y(wg,vi), B:=Y(w,vi), Ci=Y¥(uv) ,Di=Y(u,v)

az

—
AB = Yluw,vi—1) = ¥Y(uwi1,vjm1) & AD = Y(ui1,vy) — Y(ui1,vj-1)

vektorok altal meghatarozott paralelogrammaval kozelitjiik (v6. 2.1. abra). A felosztést min-

den hatéron tul finomitva ezen paralelogrammak uniojaval kozelitjiik a feliiletet (pikkelyrendszer).

el |—
a&

Uiq

2.1. 4bra.
A Lagrange-féle kozépértéktételbsl kapjuk, hogy van olyan
Ev'i. € (ui—hu/i)) ill. T]]' € (Vj—hvj)>

hogy .
AB = Y(w,vji_1) —¥Y(uwi_i,vjq) =

= W(&,vi—1)(w —wi—1) = W (ui—r, vi—1) (W — wi),
—
AD = WY(ui_y,vj) —¥Y(wi_1,vj_1) =

= 0¥(ui—1,m5) (vj — vim1) = 0¥ (Ui, vi—1) (vj — vj1).
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—_ ==
Az ABCD paralelogramma |AB x AD| teriilete tehat kozelitsleg:

101 (w1, vi—1) x 0¥ (Wit vi—1)l - (Wi — wit)(vy — vj—1) =

= My (uimr, vi—)l - (W —wisn) (vi — vimr) =t

A paralelogrammak minden pontjahoz az f(A) sebességvektort rendeljiik:
f(¥(u,v)) = f(A) = f(¥Y(wi1,vj-1)) ((w,v) € [uizr, wil x v, v]) .

Igy, ha My jeloli az f(A) = f(W(ui_1,Vvj_1)) sebességvektor ny(1;_1,Vvj_1) normalis irdnyaba
esé elGjeles vetiiletét :
My = (f(A), N’y (i1, vi_1))

(ez a mennyiség pozitiv vagy negativ aszerint, hogy a folyadék a feliiletdarabon, ill. a para-
lelogramman a normaélis irdanyaban, vagy azzal ellenkezd iranyban lép-e at), akkor a szoban
forgd paralelogrammaén egységnyi idG alatt atdramlo folyadék mennyisége nem mas, mint a

vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata:

My -ty = (F(W(uizr,vi—1))yn (Wit vim1)) - e (wio, vzl (w — wisg)-

vy = vjm) = (F(Y (Wit vi—1)), (w1, vi—1)) (wg — wimg) (v — vi—1).

Ezek ) M - tyj Osszege az
iJ
(foW,ny):Ix]—>R
fiiggvény integralkozelits Osszege — az aramlo folyadék térfogatanak kozelitése. Ha az f vek-
tormez6 (pl. elektromos) eréteret ir le, akkor a My - tyj a ty-n (un. feliiletelemen) az ny

normalis irdnyaban athalado erévonalak szamat adja meg. ) My - ti; azt fejezi ki, hogy a
iJ
feliileten idGegység alatt mennyivel tébb erévonal halad at a normalis iranyaban, mint az

ellenkezd irdnyban.

Ennek alapjan az
| o
Ix]

feliileti integralt szokas a szoban forgo feliileten egység idé alatt ataramlo folyadék térfoga-

tanak vagy a feliiletet ,,4tdof6” er6vonalak szdmanak nevezni.
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A feliileti integral fizikai jelentésének iménti targyalasakor a ,feliileti négyszog” teriilete
kozelit6leg
101W(wi1, vj—1) x 0¥ (w1, vj—1)| - (W — wi1)(v; —vjo1) =

= My (ui—1, vim)l - (W —wimr) (v; — vjmr) =0ty
volt. A fentiekbdl kovetkezik, hogy

Ztii az |n\y|IIX]—>R

]

fliggvény egy integralkozelits Gsszege, ezért ésszert az Ry feliilet felszinét az

FV¥) := J ny| = J |0¥ x 0,V

Ix]J Ix]

formuléval értelmezni.

Megjegyzés. Mint tudjuk (vo. 4. beadhato feladatsor), ha az Ry feliillet Euler-Monge-féle

moédon van megadva egy h € €'(I x J,R) fiiggvény révén, azaz
W(‘LL,V) = (u,v, h(u,v)) ((LL,V) elx ]))

akkor

Fv) - J /T O £ hE

Ix]

Haezahegy FER? — R, Fc ¢ fiiggvény altal meghatarozott implicit fiiggvény, azaz
F(u,v,h(u,v)) =0 ((u,v) elx I))

és teljesiilnek az implicit fiiggvényre vonatkozo tétel feltételei, akkor

6(12)F(u) v, h(u) V))

dh(u,v) = —
gradh(w, V) = = v R V)

((u,v) € Ix]),

azaz tetszoleges (u,v) € I X | esetén

a] F(Uﬂ v, h(ua V))
B aSF(u> v, h(u) \/‘)) ’

azF(U, v, h(uv V))
a a3F(u) v, h(u> V)) )

a1h(u,v) = azh(u,\)) =
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igy
B 1 F(u, v, h(w,v))]?  [2F(w, v, h(u,v))]? B
F) = J \/1+[63F(u,v,h(u,vn} +{63F(u,v,h(u,v)) dlw,v) =
Ix]
[ lerad Fu, v, h(w,v))|
N J |03F(u, v, h(u,v))] d(w,v)-
Ix]
Példak.

1. Ha g € ¢'([a,b],R): g(x) > 0 (x € [a,b]), és
Y(u,v) = (u,g(u) cos(v),g(u)sin(v)) ((u,v) € la,b] x [0,27])

(Ry: a g fuggvény grafikonjanak az x-tengely koriili megforgatéaséaval keletkezd forgas-
feliilet), akkor

0¥ (u,v) x 0¥ (w,v)| = g(u)y/1+ [g’'(W]? ((u,v) € la,b] x [0,27]),
b
Fy) = J g(w)V/T T g (WP d(w,v) = 2rrj g(w)y/T+ T/ (w2 du.
[a,b]x[0,27] ¢
2. Ha I C R kompakt intervallum, ¢ € €' (I, R?) injektiv,
er(u) = x(u) >0, @(u) =0, @3(u)=z(u) (uel),
tovabba
Y(u,v) = (x(u)cos(v), x(u) sin(v), z(u)) ((u,v) € I x [0,27])

(Ry: Ry z-tengely koriili megforgatasaval keletkezs forgasfeliilet), akkor tetszéleges

(u,v) € I x [0,271] esetén
E(u,v) = X' (W]*+ Z/(w)]*, Fu,v)=0, Gu,v)=[x(u)?
ezért

F(¥) = J VA (W2 + 2/(W)?} x (w2 d(u,v) = ZﬂJx(u)\/[x’(u)]z + [z/(w)]? du.

1x1[0,27] I
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Spec. esetek:

(a) Ha
¢(u) = (u,0,b(1 —u/a)) (ue€ lay al),
akkor R, z-tengely koriili megforgatasaval keletkez6 forgasfeliilet csonkaktp-palést,

melynek felszine:

F= sza uy/1+ (b/a)?du = n(a? — af)/1 + (b/a)2

(b) Ha
e(u) :=[R,0,u] (u € [z9,21]),

akkor R, z-tengely koriili megforgatasaval keletkezd forgasfeliilet hengerpalést,

melynek felszine:
Z

1
F = 27‘(J RV1du = 2R7t(z1 — z).

Zo
(c) Ha
@(u) == [Rsin(u),0,Recos(u)]  (u € [0, ),
akkor R, z-tengely koriili megforgatasaval keletkezé forgasfeliilet gémbfeliilet,

melynek felszine:

F = ZWJ Rsin(u) \/Rz cos?(u) 4+ RZsin?(u) du =
0

= ZWRZJ sin(u) du = 47R%.
0

(d) Ha
@(u) := [R+ rsin(u),0,rcos(u)] (u € [0,27]),

akkor R, z-tengely koriili megforgatasaval keletkezd forgasfeliilet toruszfeliilet,

melynek felszine:

P27

F = 2n| (R+ rsin(u))\/r2 cos?(u) + r2sin?(u) du =
Jo
r2m
= 2| 7t(R+rsin(u))du = 4rR.
Jo
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2.7. |F

Az A és B halmazok egyesitését A U B, metszetét A N B, kiilonbségét A\B jeldli; az
iires halmaz jele: (). Ha A a B halmaz részhalmaza, akkor ezt irjuk: A C B (megengedve,
hogy A = B). Ha AN B = (), akkor A és B egyesitésére az A W B jelolést hasznaljuk.
Az egész szamok halmazat Z, a pozitiv egész szamok halmazéat N, a természetes szamok
halmazat Ny (= NU{0}), a valos szamok halmazat R, a komplex szamok halmazat C jeloli.
Minthogy sok allitas egyaréant érvényes mind a val6s, mind a komplex szamok halmazara,

ezért az R és a C helyett azok barmelyikére a K jel6lést is hasznalni fogjuk.

Definici6é. Az M halmazt halmazrendszernek nevezziik, ha M minden eleme halmaz.
Halmazrendszer pl. {()}, de adott H halmaz esetén a P(H) hatvanyhalmaz (H részhalma-

zainak a halmaza) is halmazrendszer.

Adott A, B halmazok esetében A — B jeldli azon fiiggvényeknek a halmazat, amelyek kép-
halmaza B, értelmezési tartoméanya része A-nak. A B* szimbolum legyen az el6bbi fiigg-
vények koziil azoknak a halmaza, amelyeknek az értelmezési tartoménya egyenlé A-val.
Az f € B? fiiggvényre hasznaljuk még az f : A — B jelolést is. Ha B halmazrendszer,
akkor halmazértékii fliggvényrsl beszéliink. Gyakran hasznéljuk az (fy : x € Ds), to-
vabba az fy (x € Dy), ill. az (fy)xep, indexes jelolésmodot, tovabba f értékkészletére az
{fy: x € Dy} jelolést is. Ha az A =: I halmaz neve indexhalmaz, és f; =: H;, akkor a
(H;: i€ fiiggvényt indexelt halmazrendszernek nevezziik. I = N esetén (H,: n € N)
neve halmazsorozat. Valamely (#H;: i € I) indexelt halmazrendszer {#H; : 1 € I} értékkész-

letének egyesitését, ill. metszetét az
Ur, illa  (*
i€l iel

szimbolummal jeloljiik. Ha
[={1,...,n} (neN) vagy [=N,

akkor ezekre az
n n

Un, (M, il az G% ﬁ%i
n=1 n=1

i=1 i=1

jelolést hasznaljuk.
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Definici6é. Adott M halmazrendszer esetén

1. My, ill. Mp jeloli az M-beli halmazok Gsszes véges egyesitéseibdl, ill. Osszes véges
metszeteibdl all6 halmazrendszert :

My = {UAk: neN, A1,...,An6/\/l},

k=1

Mq = {ﬂAk: neN, A1,...,An€/\/l}

k=1
JALNA; =0 (i,j €{1,...,n}: 1 #j) esetén hasznalni fogjuk az M, jelolést is/.

2. My, ill. M jeloli az M-beli halmazok 6sszes megszamlalhato egyesitéseibdl, ill. 6sszes

megszamlalhaté metszeteibdl allo halmazrendszert :

MG::{GAk: AkGM(kEN)},

k=1

Ms:z{mAkZ AkeM(keN)}.

k=1
Azt mondjuk tovabba, hogy az A halmaz az M halmazrendszerre nézve M-, ill. M-
halmaz, ha A € M, ill. A € M;.

Vilagos, hogy M, unidzart (U-stabil) és Mq metszetzart (N-stabil), tovabba M, zart a
szigma-uniora és M zart a szigma-metszetre.

Az U és an,ill. a o és a d ,operaciok” iteralhatok:
My = (Mp), e My = (My), (Muy = My, Mpn = Mp),
hasonléan értelmezheté My, és My stb., ill.
Mso = (Ms), & Mgs = (Mo (Mg = Mg,  Mss = Ms),

hasonloan értelmezheté M gse és Msgs stb.

Konnyen belathato, hogy

MCMz;CMgs CMgso C ..y ill. M C Ms C Mse C Mggs C ...
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Allitas. Ha M metszetzart halmazrendszer, akkor My, is metszetzart.
Biz. Ha A,B € M, akkor van olyan m,n € N és A;,...,A,, € Ml By,...,B, € M,

hogy

A= (iJ/\k és B ::LiJBk,
k=1 1=1

igy

AmB:U<Akﬂ<UBL>>:UU(AkﬂBL): U (AnB)em,. m

k=1 =1 k=11=1 1<k<m
<l<n M

Allitas. Ha A halmaz, (B, : v € T') indexelt halmazrendszer, akkor

AN (UBY> - (AﬂBy>, i Al (ﬂBy> -N <AUBY>.

yer yer yer yer

Allitas. Ha A halmaz, és (By : v €T) pedig olyan indexelt halmazrendszer, hogy tetszGeges
vy € I' esetén B, C A, akkor

A\ (U By> =[)(A\B,), il A\ <ﬂ BY) = J(A\B,).

yer yer yer yer

Allitas. Ha H halmaz, akkor minden, az A, C H (y € T) feltételnek eleget tévs indexelt

halmazrendszer esetén

(U Ay>c =As, il (ﬂ Ay)c = JAs

yer yer yer yer

(De-Morgan-azonossagok), ahol

B :="H\B (BeH).
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Definici6. Adott () # H halmaz esetén azt mondjuk, hogy az O halmazrendszer a H halmaz

osztalyozéasa, ha

1°AABeO0O = ANB=1,
2°Ac0 = ACH,

3 JO=H

teljestil. O elemeit osztalyoknak nevezziik.

Példa. A ‘H :={a, b, ¢} haromelemii halmaznak osztélyozasai az alabbi halmazrendszerek:

01 = {{Cl}, {b}) {C}}) 02 = {{Cl}, {b) C}}) 03 = {{b}){a) C}}>

04 = {{C}> {Cl, b}}) OS = {{(1, b) C}}

Definici6é. Adott () # H halmaz esetén azt mondjuk, hogy a p C H x H relacio

1° reflexiv, ha minden x € H esetén (x,x) € p,
2° szimmetrikus, ha barmely x,y € H esetén
(xylep = (y,x)ep,
3° antiszimmetrikus, ha minden x,y € H esetén
xy),y,xJep = x=y,
4° tranzitiv, ha tetszéleges x,y,z € H esetén
(xy)ep A (y,z)ep) = (xz)€p.
Definicio. Adott () # H halmaz esetén azt mondjuk, hogy a p C H x H relacio (H-beli)
1. ekvivalencia, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv;

2. rendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv. A p rendezés lancszeri, ha H

barmely két eleme Osszehasonlithat6, azaz ha

x,YyeEH = ((x,y) €p vagy (y,x)€p).
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Példa. Ha () 4 H halmaz, akkor a p C H x H,
® (x,y) € p:&= x,y €H relacio ekvivalencia,

® (x,y)€p:&e=x=y (x,y €H) relacio ekvivalencia.

Példa. Ha H := N és p C H x H olyan relacid, hogy
(x,y) €p &= x ésy szamjegyeinek Osszege megegyezik,
akkor p ekvivalencia.
Példa. Ha H :=7Z és adott 2 < m € N esetén p C H x H olyan relacid, hogy
(xylep = mlx-y),
akkor p ekvivalencia.
Példa. Ha () # H halmaz, akkor a p C H x H,
(xylep = x=y [KyeH)
relacio rendezés (diszkrét rendezés), ami pontosan akkor lancszert, ha H egyelemt.
Példa. Ha H := N és p C H x H olyan relacid, hogy
(mn)ep = dceNy: m+c=n (mnecH)),
akkor p (lancszerd) rendezés.
Példa. Tetszoleges X halmaz esetén a p C P(X) x P(X),
(A,B)ep &= ACB (A,BCAX)

relacio P(X)-beli rendezés, ami pontosan akkor lancszert, ha X egyelemdi.
Konnyen belathato, hogy tetsz6leges () # H halmaz esetén

® ha O osztéalyozasa H-nak, p C H x H, és

(x,y) €p &= x ugyanazon osztaly eleme, mint y,

akkor p (H-beli) ekvivalencia;
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® ha p (H-beli) ekvivalencia, tovabba
xXl={yeH: (xzy)ep} (xeH)

akkor a

H/p:=0 :={[x]: x € H}

halmazrendszer (a p-ekvivalenciaosztalyok halmaza) osztalyozéasa H-nak.
Az egyes ekvivalenciaosztalyok kapcsolatara vonatkozik a kévetkezd

Allitas. Ha p C H x H ekvivalencia, akkor barmely x,y € H esetén

[x] = [yl = XNyl #0 = (x,y) € p.

Definici6é. Ha a p relacio H-beli rendezés, akkor a (H, p) (rendezett) part rendezett hal-

maznak nevezziik, tovibba valamely x € H és A C H esetén azt mondjuk, hogy

® az x az A (H-beli) fels6 korlatja, ha barmely y € A esetén (y,x) € p,

az x az A (H-beli) alsé korlatja, ha barmely y € A esetén (x,y) € p,

az x az A maximalis eleme, ha x € A és barmely y € A esetén

(x,y) €p - X =,

az x az A minimalis eleme, ha x € A és barmely y € A esetén

(y,x) €p - X =Y.

Az (N, <) rendezett halmaz esetén az N halmaznak 1 a minimalis eleme, de nincsen maximaélis
eleme. Az, hogy valamely rendezett halmaz esetén van-e maximaélis elem, sok esetben igen
fontos kérdés. Az alabbiakban olyan feltételeket fogalmazunk meg, amelyek a maximalis elem

létezését biztositjak.

Tétel. (Kuratowski-Zorn-lemma.) Ha a (H, p) rendezett halmaz barmely — a p rendezés-
sel — lancszerten rendezett A C H részhalmaza feliilrsl korlatos, akkor H-nak van maximaélis

eleme.
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Tétel. (Kivalasztasi axioma.) Ha I # () és barmely y € T esetén H, # (), akkor van olyan

1’:[’—>LJ”Hy

yer

(an. kivalasztasi) fliggvény, amely minden y € I'-hoz H, valamely elemét rendeli:
flyJe#, (yeTl).
Definici6. Azt mondjuk, hogy az f € A — B fiiggvény

® injektiv, ha
(xyeDr:x#y) = flx)#f(y);

® sziirjektiv, ha Ry = B;

® bijektiv vagy bijekcid, ha injektiv és sziirjektiv.

Definici6. Valamely f: A — B fiiggvény és ‘H halmaz esetén az
flH] :={f(x) € B: x € HN Dy}

halmazt a H halmaz f fliggvény altal létesitett képének, az
fH] == {x € Ds: f(x) € H}

halmazt pedig a H halmaz f fiiggvény altal létesitett sképének nevezziik.

Igy ! tekinthets a kovetkezs leképezésnek is:
= :P(B) = P(A), He—{xeD;: f(x)eH.
Valamely M C P(B) halmaz(rendszer)nek £~ szerinti képe tehat az
I Mli={f"THICA: He M}
halmaz(rendszer). Vilagos, hogy
f[Ds] = R¢ és f'[R¢] = Dy

ill.
fH] = 7 [H N Ry és  f[H] = f[H N Dy.
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Példa.

fliggvény esetében

Allitas. Adott f: A — B fiiggvény és H C A, tovabba C,D C B halmazok esetében

® fennall az

£~ [C\D] = ' [C]\f~" [D]
egyenl6ség, igy pl. (ha U°:= B\U (U C B))

C

71 [D] = £~ [B\D] = f~' [B]\f~' [D] = A\f~' [D] = (f' [D])";

® f pontosan akkor bijektiv, ha minden C C A esetén
f [A\C] = B\f[C].
Allitas. Az
f:A—B

fiiggvény és az

A, CA (yeTl), ill. a BsCB (6eA)

feltételeknek eleget tévs indexelt halmazrendszerek esetén

UAay| =JfIAY

yer yer

f

és

f

N

yer

£ [ﬂ B,-] =()f'B e [U Bj] =By,

i€] i€] i€] i€]

C ﬂ flA,] (ésitt egyenlSség all fenn <= f injektiv),

yer
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2.8. |G

Definicio. Adott X # 0, ill. D C P(X) esetén azt mondjuk, hogy D (X-beli) Dynkin-

rendszer (A-rendszer), ha teljesiilnek kovetkezs feltételek:
i) XeD;
i) ABBeD: ACB = B\Ae€D;

i) AveD(neN): ANA=0 (i,jeN:i#j) — A, eD.

nen
Megjegyzések.
1. Vilagos, hogy minden (X-beli) o-algebra egyben (X-beli) Dynkin-rendszer is.
2. A fenti definiciéban a ii) tulajdonsag komplementer-zartsagra cserélhetd, ui.
(a) ha D Dynkin-rendszer, akkor tetszéleges A € D esetén A C X € D, igy
=X\A € D;
(b) ha D komplementer-zart és A, B € D: A C B, akkor B¢ € D, igy ANB® = ) miatt
B\A=BNA®=(B°UA) € D.
Kovetkezésképpen () € D, hiszen ) = X¢ € D.
3. A fenti definiciéban az iii) tulajdonsag a kévetkezore cserélhetd:
ALeD (neN): (A, <, =— Ilim(A,) €D, (%)
ui.
(a) ha A, € D (neN): (A,) <, akkor
(ANA) N (ANAL) =0 (2<1,jeN: i#]j)
és

AN U ANAL) =0,

2<neN
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igy
lim(An) = [ JAn=A1® [H (An\An) €D,

neN 2<neN

ha viszont A,, € D (n € N): (A,) =, akkor (AS) <, igy

C
lim(An) = () An = (ﬂA;) = A§ € D;

neN neN

(b) tetsz6leges A, B € D: AN B = () esetén
AUB = (A\B)* e D
azaz D zéart a véges diszjunkt uniora, igy adott
AneD meN): ANA; (i,jeN: i#£j)
halmazsorozat esetén

}N\n::OAkeD men) = (A=
k=1

ahonnan (*) miatt

D —hm( )ED |

Feladat. Mutassuk meg, hogy a D halmaz X-beli Dynkin-rendszer, ha

1. valamely n € N esetén |[X| = 2n és

D:={ACX:|Al=2m, (me{0,...,n}},

2. (X, Q) mérhetd tér, p,v: Q — [0, +00) olyan fiiggvények, hogy

® u(@) =v(0) =0, uX)=v(X);
*ALe0Q meN): ANA=0 (1jeN:i#j), fe{yv=

f (Lﬂ An> => f(A

neN neN
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és
D={AeQ: ulA)=vA)}
teljesiil!
Utm.
1. Vilagos, hogy
(a) XeD (m:=mn);
(b) ha A;B € D: A C B, akkor van olyan
p,q€{0,...,n}: p<gq, hogy [A[=2p, [B|=2q,
gy
IB\A| =2q — 2p = 2(q — p), ahol q—pe€{0,...,n},
igy B\A € D.

(¢) X péros elemi részhalmazainak diszjunkt o-unioja ismét X péaros elemi részhal-

maza.

Megjegyzés. Ha n > 1, akkor D nem algebra, ui. két paros elemi részhalmaz unidja

nem feltétleniil paros elemi (ez az eset all fenn pl. ha A;B € D és |ANB|=1).
2. Vilagos, hogy

(a) Xe€D,ui. X € Q és pu(X) =v(X);
(b) ha A,B € D: A C B, akkor B\A € D, ui. tetszéleges f € {u,v}ill. E,F € Q,
E C Fesetén F\E € Q, F= (F\E)UE, igy (F\E) N E = () miatt
f(F) = f((F\E) W E) = f(F\E) + f(E),
azaz
f(F\E) = f(F) — f(E),

ezért

H(B\A) = p(B) — u(A) = v(B) — v(A) = v(B\A);
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(c) ha A, e Q (neN): AinA; =0 (i,j e N: i#j), akkor i A, € Q, igy ha
neN
wAn) = v(A,) (n € N), akkor A, € D (n € N) és

H (E—J An) = Z H(An) = ZV(An) =YV (E‘J An)
neN neN neN neN

kovetkeztében | A, € D. R

neN

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy valamely Dynkin-rendszer pontosan akkor o-algebra, ha met-
szetzart (N-stabil)!

Utm. Lévén, hogy minden o-algebra metszetzart Dynkin-rendszer, ezért elég megmutatni
azt, hogy valamely D Dynkin-rendszer metszetzartsaga a o-uniora vald zartsdgat vonja maga

utan. Lathato, hogy tetszéleges A, B € D esetén
AN (B\(ANB)) =0,
ezért
AUB=AW(B\(ANB)) eD,

azaz a metszetzart D zart a véges uniora (U-stabil)?®. Adott A,, € D (n € N) halmazsorozat
esetén az
@ (Tl = O))
An = (n € No)
Ay (n> 0)

=

k=1

halmazsorozatra: A, € D (n € Ny). Mivel /Rn C /’in_t'_] (n € Ny), ezért Kn_t'_]\l/in € D
(n € No), gy
(Aun\A) N (A\A)) =8 ()€ Not i€j)
kovetkeztében
1+ (7\H+1\}in) € D.
neNy

Vilagos azonban, hogy
n+1

O, (KkJr]\/Kk) = Anp1 = [J Ay
1=

k=0

28 Az ilyen halmazrendszert szokés m-rendszernek is nevezni.
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ezért

M (RunA) =UA. =
1=1

neNy

Megjegyzés. Valamely Dynkin-rendszer pontosan akkor unidzéart (U-stabil), ha metszetzart
(N-stabil). A
Feladat. Mutassuk meg, hogy D Dynkin-rendszer, de nem o-algebra X-ben, ha

1. X:={1,2,3,4}, D :={0,{1,2},{1,4},{2,3},{3,4},{1,2,3,4}};

2. X# 0, Q (X-beli) o-algebra, A € Q,

D={BeQ: P(ANB)=¢(A) - @(B)},

ahol @ : Q — [0,1] olyan fiiggvény, amelyre @(0) =0, @(X) =1 és

¢ (&J An) = oA

neN neN

minden olyan A,, € Q (n € N) halmazsorozat esetén, amelyre
AiNA;j =0 (i,j eN: i#j)
teljesiil!
Utm.

1. Vilagos, hogy X € D, D komplementerzart, ill. zart a diszjunkt o-uniora, igy Dynkin-

rendszer. Viszont nem o-algebra, ui. nem metszetzart:

2. Ahhoz, hogy D Dynkin-rendszer legyen, harom tulajdonsagnak kell teljesiilnie:

¢ X €D, ui. tetszbleges A € Q esetén

e(ANX)=9@(A)=9(A)-1=0(A) o(X);
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® ha A,B,C e Q: B C C, akkor C\B € D, ui. az ilyen fiiggvényre:
¢(F\E) =(F) —¢(E) (E,FeQ: ECF)

(v6. korabban), ezért

(AN (C\B)) P((ANCNANB)) =9(ANC)—@(ANB) =

= @(A)-(@(C) —@(B)) = @(A) - (C\B).

® ha A, € D (n € N) olyan halmazsorozat, amelyre A;NA; =0 (i,j € N: 1 #j),
akkor |J A, € D, ui. ha A € Q, akkor

neN

r(ro(gr)) = e (g anm)-

= ) @(ANA) =) ¢(A)-@(A) =
neN

neN

= @(A)-Z@(An)ch(/\)-cp<+ An>.

neN neN

D nem o-algebra, ui. nem metszetzart: ha pl.
X :={0,1} x {0,1}, Q= P(X),

és Al
P(A) = X (A €Q),

akkor ¢ nyilvan a kivant tulajdonsagu fiiggvény, és
A= {(O)O)) (Oy])}) A= {(O)O)) (1>O)}) A= {(O)O)> (1)1)}

esetén 5 :
P(A)=9(A1) = @(Ay) = 1=
1

PANA)=@(ANA) =@(AINA) = R
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igy A1,A, € D, de

P(AN(AINA)) = @ANAY)=-# 5=

= @A) -o(A1)-0(A2) = 0(A)- (A1 NAy). B

Feladat. Igazoljuk, hogy ha I' # () indexhalmaz, D, (X-beli) Dynkin-rendszer (y € I'), akkor
() D, Dynkin-rendszer X-ben!

Y§F
Utm. Vilagos, hogy

® X € () Dy, mivel minden y € T esetén X € Dy ;
yer

® ha A € () D,, akkor minden y € I' esetén A € D,, igy

yer

AceD, (yerl),

tehat A® € (] Dy;

yer

®*haA,e Dy (neN): A;nA; =0 (i,j € N: i#j), akkor minden n € N esetén

yer

A, €D, (yerl),

azaz

igy
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2.9. | H

Megjegyzés. Korabban belattuk, hogy ha adott X alaphalmaz, ill. T' # () indexhalmaz esetén
IC, (X-beli) o-algebra, algebra, gytird, ill. Dynkin-rendszer (y € I'), akkor

Ky ={ACX: AcKy(yel)

yer

is (X-beli) o-algebra, algebra, gytirt, ill. Dynkin-rendszer. Igy az ilyen halmazrendszerek ese-
tében van értelme "legsziikebb" o-algebrarol, ,legsziikebb” algebrérol, , legsziikebb” gytirtirsl,

ill. ,,legsziikebb” Dynkin-rendszerrél beszélni. [

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha adott X halmaz, ill. M C P(X) halmazrendszer esetén
van M-et részhalmazként tartalmazo legsziikebb o(M) o-algebra, o(M) algebra, p(M)
gytrid, ill. (M) Dynkin-rendszer, azaz ha Q szigma-algebra, A algebra, R gytirt, ill. D

Dynkin-rendszer X-ben, és
M C Q, M C A, M CR, ill. M C D,
akkor
MCcoM)cQ, MCcoaM)CcA McCpM)CR il. McCHM)CD!

Utm. Mivel P(X) (X-beli) o-algebra, algebra, gytirt, ill. Dynkin-rendszer, ezért tetszéleges
M C P(X) esetén van M-t részhalmazként tartalmazo o-algebra, algebra, gytrt ill. Dynkin-

rendszer. Igy, ha
Ly :={Q c P(X): Q c-algebra, M C Q},

Ay ={A C P(X): Aalgebra, M C A},
Iv:={R CcP(X): R gytirti, M C R},

ill.
Ay :={D c P(X) : D Dynkin-rendszer, M C D},

akkor a

o(M)= (] Q, aM)=[)A4 pM:=/[]R, il 5M):= () D,

QeXy AcAy Rely DeAy
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halmazrendszerek a kivant tulajdonsaguak. B

Definicio. Az fenti feladatban 1évg
o(M), A(M), R(M), ill. D(M)

halmazrendszert az M halmazrendszer altal generalt o-algebranak, algebranak, gyi-

riinek, ill. Dynkin-rendszernek nevezziik.

Megjegyzés. Vilagos, hogy ha M C P(X) o-algebra, algebra, gytrd, ill. Dynkin-rendszer,
akkor
oM)=M, aM)=M, pM)=M, il. M)=M. O

Példa. Ha X :={1,2,3,4,5,6,7}, ill. M := {{1,2},{6}}, akkor

o(M) ={0,X,{1,2},{6},{1,2,3,4,5,7},{1,2,6},{3,4,5,7},{3,4,5,6,7}}.

Feladat. Igazoljuk, hogy ha M, N, Z C P(X), akkor

2 MCN = oM)CoN);
3. McoWN) N NcCcoM)) = oWN)=ocM);
4. a(Z) Co(Z)és8(Z2) C o(2);
Utm.
1. Mivel o(Z) szigma-algebra, ezért ez az allitas trivialis.

2. Ha M C N, akkor minden o-algebra, amely N-t tartalmazza, tartalmazza M-t is, s6t
o(M)-t is, igy o(M) C o(N).

3. Az el6z6 két allitas kovetkezményeként :
McCoWN) = oM)cCo(cN))=aWN),

ill.
N cCcoM) = oWN)Co(oc(M))=ac(M).
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4. Mivel o(Z) algebra és Dynkin-rendszer is egyben, ezért «(Z), 6(Z) definicioja kovet-

keztében az allitas nyilvanvalo. B

Feladat. Adott X alaphalmaz, M C P(X) halmazrendszer, (a P(X) elemeire vonatkozd) T
tulajdonsag esetén adjunk sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy a (M) halmazrendszer

minden eleme T tulajdonsagu legyen, ha tudjuk, hogy az
Q:={A C X: A 1 tulajdonsagu}

halmazrendszer o-algebra!

Utm. A o(M) halmaz minden eleme pontosan akkor T tulajdonsagi, ha M C Q, ui.

® ha 0(M) minden eleme T tulajdonsagu, akkor Q definici6ja miatt o(M) C Q, ahonnan
M C (M) miatt M C Q kovetkezik;

® ha M C Q, akkor a korabbiak értelmében
o(M) C o(Q)=Q,

ahonnan Q) definici6ja miatt o(M) minden eleme T tulajdonsagi. B

Feladat. Igazoljuk, hogy ha X # (), A C X, akkor
G({A}) - {®> X) A) AC}

teljestl!

Utm. Vilagos, hogy o({A})-nak tartalmaznia kell az {ires halmazt, magat X-et, A-t, igy A
komplementerét is. Ennélfogva, ha Q := {(, X, A, A¢}, akkor Q C o({A}). Mivel Q szigma-
algebra, ezért c({A}) = Q.

Megjegyzés. A = () esetén o({0}) = {0, X}. B

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha X # () ¢s az M C P(X) halmazrendszer N-stabil, akkor

azaz a halmazrendszer generalta Dynkin-rendszer negegyezik a halmazrendszert tartalmazo
legsziikebb szigma-algebraval !

Utm. Vilagos, hogy §(M) C o(M). A forditott irdnyu tartalmazashoz megmutatjuk, hogy
d(M) szigma-algebra. Ehhez elegendd belatni, hogy &(M) metszetzart (N-stabil). Ezt tébb

lépésben tessziik:
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1. 1épés. Megmutatjuk, hogy tetszSleges A € d(M) esetén a
Dp:={BCX: BNA €dM)},
halmaz Dynkin-rendszer:
® X € Dj, hiszen XNA =A € §(M);
® ha B,C € D,: B C C, akkor egyrészt
(BNA)C (CNA),
masrészt mivel CNA,BNA € §(M), ezért
(C\B)NA = (CNA)\BNA) € d5(M),

ahonnan C\B € Dx kovetkezik;
®*haB,€Dy (neN):B;NB; =0 (i,j € N: i #j), akkor

(U Bn> NA = U(BnﬂA) € 5(M),

neN neN

azaz |J By € Da.

neN

2. lépés. Megmutatjuk, hogy tetszéleges A € (M) esetén 6(M) C Da.
Mivel M metszetzart, ezért ha A € M, akkor

BeM — BNAeMC?HM),

ahonnan M C Dj. Lévén, hogy Da Dynkin-renszer, igy 6(M) definicidja kovetkezté-
ben 8(M) C Da.

3. 1épés. Ezek utan konnyen belathato, hogy 8(M) metszetzart: ha ugyanis D, E € (M),
akkor
D € 6(M) C Dk.

Dt definicidja alapjan ez pedig éppen azt jelenti, hogy D NE € §(M). B

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha Q szigma-algebra X-ben és Y C X: Y ¢ Q. akkor teljesiil

a
c(QU{Y)={(ANY)U(BNY)CX: A,BeQ}

egyenlGség!



2. FEJEZET FUGGELEK

429

Utm.

¢ Vilagos, hogy ha

Y ={(ANY)U(BNY) CX: A,BeQ},

akkor £ minden eleme o (Q U{Y})-nak is eleme.

® ) szigma-algebra X-ben, ui.

~ Q) minden eleme benne van X-ban, ui. A = B esetén

(ANY)U(BNY)=(ANY)UANY)=AcQ

tovabba Y is benne van Z-ban, hiszen A = X, B = () esetén

(XNY)u@NY)=YUD=Y,;
ha E € X, akkor alkalmas A, B € Q halmazokkal

E=(ANY)U(BNY,

igy

EC=(A°NY)U(B°NY) el
Ui. x € E pontosan akkor teljesiil, ha

xX¢€ANY é x¢BNYS,

azaz ha
vagy x € A°NY, vagy x € B°NYS

ha E,, € £ (n € N), akkor van olyan A,,B, € Q (n € N), hogy

E.=(AnNY)U(B,NYY) (neN).

Igy ha
A=()Av€Q, il B:=[)]B.€Q,
n=1 n=1
akkor -
E:=()E.=(ANY)U(BNY) €I,
n=1
tovabba

JE =E=[(AnY)UBNY)‘cL W

n=1
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Feladat. Igazoljuk, hogy ha X # 0,
M ={{x}cCc X: xeX},
akkor
1. o(M)={ACX ‘ A vagy A° legfeljebb megszamlélhato} ;

2. a(M)={ACX | A vagy A véges};

teljestl!
Utm.

1. Mivel o(M) szigma-algebra, ezért komplementerzart, ill. zart a szigma-uniora, kovet-
kezésképpen o(M)-nek tartalmaznia kell X minden legfeljebb megszamlalhato részhal-
mazat, ill. olyan részhalmazat, amelynek komplementere legfeljebb megszamlalhato.
Tehat ha

Q.= {A cX | A vagy A€ legfeljebb megszémlélhat()} ,

akkor o(M) D Q. Mivel Q szigma-algebra (vo. 1.7.1. feladat/2) és M C Q, ezért
o(M) C Q, ahonnan o(M) = Q kovetkezik.

2. Mivel a(M) algebra, ezért komplementerzart, ill. zart a véges uniora, kovetkezéskép-
pen (M )-nek tartalmaznia kell X minden véges részhalmazat ill. olyan részhalmazat,

amelynek komplementere véges. Ha tehat
A={AcCX ‘ A vagy A€ véges},
akkor (M) D A. Mivel A algebra, ezért (M) C A, ahonnan «(M) = A kiovetkezik.

3. M U{D} metszetzart. B

Megjegyzés. Ha X legfeljebb megszamléalhato, ill. véges halmaz, akkor persze
o(M) = P(X), ill. a(M) = P(X),

hiszen ekkor Q = P(X), ill. A = P(X).
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Feladat. Igazoljuk, hogy ha f: X — Y, akkor tetsz6leges M C P(Y) esetén

teljestl!
Utm.

® o (f'"M]) C fo(M)], ui. M C o(M), f'IM] C f'[o(M)], ahonnan
o (f'IM]) C o (f'lo(M)]).
Tovabba f~'[o(M)] szigma-algebra X-ben, igy
o (f ' o(M)]) = f ' [o(M)].

* o (f'M]) D '[o(M)], ui.
Q' :={BcY: f'Bleo(f'M])},
szigma-algebra. Tovabba Q' D M, igy Q' O o(M), ahonnan
f711Q" > f ' [o(M)].

Viszont Q' szigma-algebra Y-ban, igy Q' € Y, ezért felhasznalva Q' definiciojat azt
kapjuk, hogy
QT Cco(f'M]). B

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha adott X # ) esetén A C X, ill. M C P(X), akkor
oA(MNA)=0cM)NA,
ahol az N/ C P(X) halmazrenszer esetén

NNA={YNACX: YeN},

és oa(M N A) jeloli az M N A halmazrendszer altal generalt P(A)-beli szigma-algebrat!
Utm.

® Mivel M C (M), ezért MNA C o(M)NA, igy — lévén a o(M)NA nyilvan P(A)-beli
szigma-algebra —

oA(MNA)Co(M)NA.
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® A forditott iranyu tartalmazas, azaz oa(M N A) D o(M) N A belatasahoz bevezetjiik

a kovetkezd jelolést :
Q={(CNAY)UBCX: Ceo(M), Beoa(MNA)}.
Vilagos, hogy
Beopa(MNA) = BCA = (CNA9NB=0,
tovabba Q) szigma-elgebra X-ben, ui.

~ X € Q, hiszen (a fentiekben) a C := X, B := A valasztassal (CNA®)UB = X.
~ ha E € Q, akkor alkalmas C € o(M), ill. B € o4(M N A) halmazokkal

E=(CNA%UB,
igy B C A, ill. CNA® C XN A® kovetkeztében
E¢ = [(CNASUBI =X\[([CNA®)UB] =

= [(XNA9YUAI\[(CNA®)UB] =

= [(XNANCNAYJU(A\B) =[C*NA‘JU (A\B) € Q.
— Q trivialisan zart a szigma-uniora nézve.

Lathato, hogy ha E € Q, akkor ENA =B € oA(MNA),igy QNA C oa(MNA).
Mivel Q szigma-algebra X-ben, ezért mar csak azt kell megmutatni, hogy M C Q.
Mivel tetszé6leges F € M esetén

F=(FNA9)U(FNA),

ezért FNA € oa(M N A) miatt F € Q, ahonnan M C Q kévetkezik. B

Feladat. Igazoljuk, hogy ha R gytri X-ben, akkor
a(R)=RU{A“CX: AeR},

ill. ha tetszéleges A,, € R (n € N) esetén még |J A, € R is teljesiil (R o-gytirt), akkor
neN

x(R) = o(R).
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Utm.
® Vilagos, hogy ha
A=RU{A“CX: AR},
akkor A minden eleme «(R)-nak is eleme: A C x(R).
® Mutassuk meg, hogy A algebra X-ben, ui. ekkor «(R) definicivja miatt A D x(R) is
teljesiil, ahonnan A = «(R) kovetkezik.
~ 0 e R (R gyiirt X-ben), igy X = 0° € A;
~— ha A € A, akkor A € R vagy A® € R, ahonnan A¢ € A, tehat A komplementer-
zart;
~ tetszbleges A, B € A esetén négy eset lehetséges:

° A,BeR,ekkor AUB R C A;
° A€R,B¢eR, ekkor A definicidja alapjan AUB € A;
° A€ R, B € R, ekkor A definicidja alapjan AUB € A;
° A5 B¢ € R, ekkor (AUB) =A°NB° € R, ahonnan AUB € A.
® Vilagos, hogy a(R) C o(R), igy mar csak azt kell belatni, hogy ha R szigma-gytird,
akkor A szigma-algebra. B

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha I C N és az () # X osztalyozasa az
O={0CX: kel},

halmazrendszer, azaz

0cNO =0 (klel: k#1), Jo={Jo=X,
kel
akkor
O‘(O):{UokCX: ]CI}
ke
teljestl!

Utm. Mivel o(0) szigma-algebra, ezért zart a (szigma-)uniora, kovetkezésképpen ha

Q::{UOkCX: ]CI},

keJ
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akkor o(@) C Q. Mivel Q szigma-algebra , ezért o(OQ) D Q, ahonnan
o(0)=0Q
kovetkezik. l
Feladat. Adott X := [0,1) alaphalmaz, ill.
M ={0,X,10,1/2),[0,1/4),10,3/4),[1/4,3/4)}

halmazrendszer esetén hatarozzuk meg a p(M) generalt gytirtit!
Utm. A legszitkebb M-et tartalmazo halmazrendszert kell meghatéarozni, amely M elemei-

nek uniovjabol, ill. kiillénbségébdl adodik:

0, X, [0,1/4), [0,1/2),
[0,3/4), [1/4,3/4), (1/4,1/2), [1/2,3/4),
[1/4,1), [1/2,1), [3/4,1), [0,1/4) U 3/4,1),
[ [ [

0,1/2)u3/4,1), [0,1/4)u1/2,3/4), [0,1/4)ull/2,1), [1/41/2)U3/4,1). W

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha X # (), M C P(X), akkor van olyann € N, ill. Ay,..., A, €
€ M, hogy

AcpM) = Ac|JAy
k=1

azaz az M halmazrendszer altal generalt gytrit minden eleme lefedheté M véges sok elemé-
vel!
Utm. Megmutatjuk, hogy az

k=1

R::{ACX

IneN,JA,..., Ay € M: ACUAk}

halmazrendszer gytrd:
® R #(), ui. M C R, hiszen tetszbleges A € M esetén A C A;

® ha A,B € R, akkor alkalmas m € Nill. ne N, Aq,...,A,, € M, ill. By,...,B, e M

esetén

A C LmJ Ay, ill. B C O By,
k=1 1=1
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igy

e o (i) (09~ ()

Feladat. Igazoljuk, hogy ha H C P(X) félgytirt, akkor
p(H) =R,

ahol R a 8. gyakorlo feladatsor 12. feladataban bevezetett halmazrendszer, azaz félgytird
generalta gyiird nem mas, mint a félgytri alkotta halmazok véges uniéinak halmaza!
Utm. Vilagos, hogy

HCRCp(H),

és mivel R gytird, ezért p(H) definicioja miatt p(H) C R, ahonnan
p(H) =R
kovetkezik. l
Példa. Tetszbleges X # () esetén az
R = {A C X‘A Véges}

gylrd és a

H=0U{{w}c X: weX}
felgytirt kozott a p(H) = R osszefiiggés all fenn, hiszen R minden eleme H-beli halmazok
véges unioja, azaz p(H) C R és H-beli halmazok unidja R-beli, azaz p(H) D R.
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2.10. [I1

Tétel (Fatou-lemma halmazsorozatokra).
Legyen (X, Q,n) mértéktér és A, € Q (n € N) mérheté halmazok sorozata, majd tegyiik
fel, hogy létezik a lim(A,,) =: A hatarhalmaz, tovabba van olyan Xy € Q, hogy u(Xo) < +o0,
An C Xo (n € N). Ekkor

H(A) = lim(p(An))
(1 folytonos).

Biz. Mivel
A = liminf(A,) = limsup(A,.),

ezért

.A=U N An= U B, ahol B,eQ, B,CB,g, B,CA, (neN)

neNn<meN neN

igy

H(A) =lm(u(Bn)) és u(Bn) < u(An), tehat |p(A) < liminf(p(An))].

2 A= U An=Cyahol C,eQ A, CC,(meN)és Cpyy CC, CXpés

neNn<meN neN

w(A) =lim(p(Cy)) & p(A,) < H(Cn)a

ezért

lim sup(p(An)) < [lm(p(Cy)) = |pn(A) |

Ennélfogva

w(A) < liminf(p(An)) < limsup(p(Ay)) < u(A),
AZAZ

lim inf(u(An)) = limsup(u(An)) = n(A),

ami azt jelenti, hogy pu(A) = lim(pn(A,)). ®

Megjegyzés.
A n(Xo) < +oo feltétel nem hagyhato el, ui. pl. az (X, Q,u) = (R,Qq, ) (Lebesgue-
struktira) esetén, ha

A, = (n,+o00) (n € N),
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akkor
liminf(A,) = limsup(A,) = 0,

de
w(A,) = +o0 (n € N).

Definicio. Adott (X, Q, u) valoszintiségi mértéktér (u(X) = 1) esetén az A, € Q (n € N)
halmazok (sztochasztikusan) fiiggetlenek, ha barmely () # N C N véges halmaz esetén

m (ﬂ Ak) =] ] n(Aw.

keN keN

Példa. Ha X :=[0,1), Q az X Lebesgue-mérhets halmazainak o-algebraja, u:= w|q, il

AnZZZU[2k2:z,2k2:1):{0’21_n)u[ )U U{Z ) zn—1) -

k=1
akkor : .
u(A,) =2 P (n e N),

tovabba tetszéleges n € N, ill. ij,...,1, € N esetén konnyen belathato, hogy

n n—1 n

1
" (ﬂ A) -k (ﬂ A) i (ﬂ A‘k) ) == [T A,

k=1 k=1 k=1

Megjegyzések.

1. Ha az A,, € Q (n € N) halmazok fiiggetlenek, akkor paronként is fiiggetlenek, azaz
tetszbleges k, 1 € N esetén

H(A N A = r(Ax) - 1(A).
A péaronkénti fiiggetlenség viszont altalaban nem vonja maga utan a fiiggetlenséget, ui.
ha X :={1,2,3,4}, Q :=P(X),
1
Wk = (keX),

tovabbé
Ak = {k>4} (k € {] »233})»

akkor
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® paronként fiiggetlenek:

W(AN Avr) = B4 = § = 23 = A (A (ke (1,2),

ill.
1 1T 1
AT NA3) =p({4)) = 1=737° (A7) - u(Az).

® nem fiiggetlenek:
W(ATAA2 0 A) = W(f)) =  # g = WA - RIAS) - 1A,

2. A fiiggetlenség definiciéjaban az Ay halmazok helyére Af (k € N) is irhato, ui. ha
N = {i],iz} (i],iz € N), akkor

r(AL) - (AL = {(X) = wlAL)} - {r(X) = (AL = {1 — w(AL)} {1 — (AL} =
= T—u(Ay) — uAy) + 1Ay r(ALL) =
= T—w(Ay) —uAy) +u(Ay NAL) =1 —p(A UAL) =

= H(X) - H(Aﬁ U Aiz) = }‘L((Al] U Aiz)c) = H(A& N Agz))
és ha |N| > 2, akkor indukcioval adodik az allitas.
3. x€[0,1) = In(1T —x) < —x, ui.
InflT—x)<—x <= 1—-x<e* — 1+4+x<e (x& —x),

ez pedig igaz, ui. az exponencialis fliggvény konvex (exp” = exp > 0), igy grafikonja

0-beli érint6je, azaz az y = 1 4 x egyenletii egyenes felett van.

4. Ha o, € [0,1) (n € N), akkor
ZO(n:—l-OO — H“_(Xn):O)

neN neN

In (Hﬂ - “k)) = Zhl“ —o) < — Z X,

k=1 k=1 k=1

ui.

ahonnan
n

ﬁﬂ — o) < exp <—Zock> —0 (n — o).
k=

1 k=1
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Tétel (Borel-Cantelli-lemma). Ha (X, Q, 1) valoszintiségi mértéktér és A, € Q (n € N),
A := limsup(A,), akkor

LY wAn) <+oo = u(A)=0;

neN

2. ha Z WA, = 400 és az A, € Q (n € N) halmazsorozat fiiggetlen, akkor u(A) = 1.

neN

Bizonyitas.

1. lépés. Mivel A= [ |J A, igy minden n € Nesettn A C |J An, tovabba

neNn<meN n<meN

D A <400 & <hﬂ = ) WA (neN) = lim(h,n):0>,

neN n<meN

ezért

Oéu(MSu( U Am>§ Z WAR) =h, —0  (n— oco).

n<meN n<meN

2. 1épés. Mivel az A, € Q (n € N) halmazsorozat fliggetlen és p folytonos (valosziniiségi

mérték), ezért

u(A) = u (QN nSLnJLEN Am> = lim <u (KHEN Am)> = lim (li{]n (u (mLNJn Am))) —
= lim (li{ln (1 —u (ﬁn(%)») = lim (1131 <1 - Tf:[n (1- p(Am)))> -

=1 —liTan (li{]n (lﬂ_[ (1— u(Am)))> .

Ha
Xy = H(Ak-l—n) (k € N))
akkor
N—m N—m N
Z Xy = Z H(Ak—&-n) = Z H(Am) — +00 (N - OO))
k=1 k=1 m=n
igy
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Megjegyzések.

1. A 2. esetben megfogalmazott eredményben az A, € Q (n € N) halmazok fliggetlensége
lényeges feltétel:

(a) ha
An = |:O» %:| (Tl € N))
akkor |
Z H(An) = +00, lim Sup(An) = |:O) 21 )
neN
ezért :
w (limsup(A,)) = 7
(b) ha
An = (O> l) (TLEN),
n
akkor .
Z H(An) - Z l = +00, lim Sup(An) = (Z)>
n
neN n=1
ezért

i (limsup(A,)) = 0.

2. Megmutathato, hogy az A, € Q (n € N) halmazok fiiggetlensége helyett a gyengébb

n n n 2
lim inf (Z > (AN A1)> / (Z u(Ak)> =1

k=1

feltétel is elegendd.

3. A valoszintiségszamitasban X elemeit elemi eseményeknek, Q elemeit eseményeknek,
w(A)-t pedig az A € Q esemény (bekdvetkezési) valoszintiségének nevezik. Igy
a Borel-Cantelli-lemma jelentése a kovetkezd: ha (X, Q, ) valoszintiségi mértéktér,
A, € Q (n € N) fiiggetlen események egy sorozata, akkor w(A) — azaz annak a valo-

szintisége, hogy az A,-ek koziil végtelen sok bekovetkezik — nulla vagy egy, pontosan

akkor, ha
D A

neN
véges vagy sem.
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2.11. [12

Definicié. Az (X, Q, n) véges mértéktér (n(X) < +00) esetében
1. az A € Q halmazt atomnak nevezziik, ha u(A) > 0 és

barmely Be€ Q, BCA esetén w(B)=0 vagy u(B)=p(A),

2. azt mondjuk, hogy az A € Q) és a B € Q) atom lényegében megyegyezs, ha
w(A\B) =0 ¢  w(B\A) =0,
ill. 1ényegesen kiilonb6zd, ha (AN B) = 0;

3. azt mondjuk, hogy (X, Q, ), ill. p atommentes, ha O-ban nincsen atom, azaz minden
A€ Q, u(A) > 0 esetén van olyan B € Q, B C A, hogy 0 < u(B) < u(A);

4. azt mondjuk, hogy (X, Q, u), ill. 0 atomos, ha van benne atom;

5. azt mondjuk, hogy (X, Q, u), ill. u tisztan atomos, ha alkalmas N C N, ill. A, € Q

(n € V) atomok esetén az A := |J A, halmazra p(A) = u(X). ¢
neN

Példak.

1. Ha X := {a, b} kételemd halmaz, Q = {0, X,{a},{b}}, tovabba u: Q — [0, +o0] olyan
mérték, amelyre

u({ah =1,  u({b}) =2,

akkor az (X, Q, u) mértéktér atomos, hiszen az {a}, {b} halmazok atomok.
2. Az (X, Q) := (N, P(N)) mérhet6 tér esetén, ha p: Q — [0, +00] olyan mérték, amelyre
p{nh =1 (neN),
akkor az (X, Q, u) mértéktér atomos, hiszen az {n} (n € N) halmazok atomok.

3. Az (X,Q) := (Np, P(Ny)) mérhets tér esetén, ha u : Q — [0,+00] olyan mérték,

amelyre
0
n({n}) =4 1
n

akkor az (X, Q, u) mértéktér esetén
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(a) a {0} halmaz nem atom, hiszen p({0}) = 0;
(b) a {n} (n € N) halmazok atomok;

(¢) a{n,0} (n € N) halmazok atomok, hiszen

W((0) =0, ulfn,0) = & = i)

(d) az A, :={n} (n € N) atomok egyesitésére A := |J A, =N = No\{0} és

neN
w(A) =0 = p(N),

azaz (X, Q, u) tisztan atomos.

4. A Lebsgue-mérték atommentes.

Feladat. Igazoljuk, hogy az (X, Q, u) véges mértéktér esetében két atom vagy lényegében
megegyez6 vagy lényegesen kiilonbozs!

Utm. Ha az A € Q és a B € Q atom nem lényegesen kiilonbozs, akkor A NB € Q és
A N B C A miatt, mivel w(A N B) # 0, nyilvan w(A N B) = w(A), igy

w(A\B) = u(A) — (AN B) = 0.
Masrészt A N B C B és ebbdl hasonléan w(B\A) = 0 adodik, azaz A és B lényegében
megegyezG. M

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha az (X, Q, u) véges mértéktér atommentes, u # 0, akkor
tetszéleges € > 0 esetén van olyan B € Q, hogy 0 < u(B) < ¢ teljesiil!
Utm.

1. 1épés. Megmutatjuk, hogy van olyan B, € Q (n € N) halmazsorozat, amelyre

n—1
BiNB; =0 (i,jeN:i#j) & 0<p(Bn)<p<ﬂB§> (n e N).
k=1

Mivel u(X) > 0 és X nem atom, ezért van olyan By € Q, hogy 0 < u(B;) < u(X). Ha
valamely n € N esetén By,...,B, € Q a kivant tulajdonsagu, akkor

(9n) = (e o n () (1)

k=1

) [90))
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igy

((5e)) ()

n
Mivel pu atommentes, ezért (| Bf sem atom, azaz van olyan B, € Q, hogy
k=1

Bniy1 C ﬂ By és 0 < u(Bnpy) <p (ﬂ Bli) .
k=1 k=1

T&E =

2. 1épés. Vilagos, hogy a
D u(Bn)

szamsor konvergens, hiszen p szigma-additiv és véges, igy

> By =u <Lﬂ Bn> e R.

neN neN

Ez pedig azt jelenti, hogy (B, ) olyan pozitiv mértéki halmazokbol all6 sorozat, amelyre

lim((By)) =0. W
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2.12. |13

Ha p € N és x € [0,1), akkor van olyan
a, €{0,1,...,p—1} (neN)

(egyiitthato)sorozat, hogy

= a
x=) —=(0,ma...),, (2.8)
n=1 p ’
ui. pl. az
=[px, ..., @npr o= [p"Tx = (phar + ...+ pay)] (n € N)

rekurziv megadasi sorozatra:

n

a

sup Z—EER: neNj=x.
= P

Definici6. p = 3 esetén a (2.8) eldéllitast az x szam triadikus tort alakjanak nevezziik.

Vannak olyan szamok, amelyeknek két kiilonb6z6 triadikus tort alakjuk van, pl.

(0,100...); = % — (0,022...)s.

Ebben az esetben a kovetkezd mondhato: a,, b, €{0,1,2} (n € N) esetén a
L5-Ls
egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha
a, = b, (n € N),
vagy van olyan N € N, hogy
a, = by (me{l,...,N—1})

és
an = by + 1, a, =0, b, =2 (N+1<neN).
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Ha a Dy := I := [0,1] intervallumot harom egyenls részre osztjuk, akkor a kozépsd rész

ool

halmazt kapjuk. Ha most ugyanezt megcsinaljuk a megmaradt két intervallummal, azaz

belsejének elhagyaséaval a

elhagyjuk koézéps6 nyilt harmadukat, akkor a

S NES NS

halmazhoz jutunk. Folytatva az eljarast, az n-edik 1épésben kapjuk a D,, C I halmazt, amely

2™ darab, egyenként 37™ hosszi intervallumbol &ll:
AL 1
D, = Uan: anﬂDnlzw) |an| = 3_n (kyl€{1>'°°)2n}: k#l)
k=1

Mivel Dy-et tgy kaptuk, hogy Dy,_;-nek mind a 2™ darab — egyenként 3™ hosszti —

intervallumabol eltavolitottuk a kozépsé nyilt harmadat:
k k+1 3k+1 3k+2Y |3k 3k+1 3k+2 3k+3
3n-1" 3n—1 \ 3n > 3n T3 3n U 3n > 3n )

ezért minden n € N esetén D,, C Dy_; és a D, hossza (a Dy-et alkoto intervallumok

osszhossza) a Dy hosszénak kétharmada. S6t, tetszéleges m € N esetén

Dm:{Z%ER: a, €{0,1,2} (n € N), ay # 1 (kgm)}.

n=1

Példaul, ha m =1, ill. m = 2, akkor

1 2
D, = {O, —} U EJ} =DijUDy,; =

— {fﬁeR: a, €{0,1,2}: a1:0}u

n=1 311

U{Z]%GR: an €1{0,1,2): a1:2}:

_ {f & cRa, €{0,1,2}: aj 6{0,2}}

n=I1 311
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0 1
I | 4
1 2
0 3 3 1
Dy — = ! |
1 2 3 6 7 8
0 9 9 9 9 9 9 1
2 b—— — — —A
Ds H H H H H H H

2.2. abra. A triadikus Cantor-halmaz approximéciojanak elsé harom tagja.

(azaz D7 nem tartalmazza azokat a torteket amelyek triadikus alakjaban a tortjel utan 1
all), ill.

1 6 7 8
D, = {O, :| |: :| U |:9 91 U |:§,1:| = Dz)] UD2)2UD2)3UD274 =

— {f%el@ a, €{0,1,2) (neN): a1:a2:O}U

U{W%ER ane{OJ,Z}(neN):a1—0,a2—2}u
U{OOEER a, €{0,1,2} (n e N): a1:2,a2:O}U
U{m]%ER a, €{0,1,2} (n e N): a1:a2:2}:
2

= {ws—ER a, €{0,1,2} (n e N): {(11»(12}C{0>2}}
n=1
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(azaz D; nem tartalmazza mindazokat a Di-beli torteket, amelyek triadikus alakjaban a
tortjel utani masodik jegy 1). Mivel minden n € Ny esetén D,, az I zart részhalmaza (véges
sok zart halmaz egyesitése), ezért minden n € Ny esetén D,, kompakt (korlatos és zart)

halmaz, igy ezek metszete is zart.
Definicié. A ”
D:= ﬂ D, = ﬂ Uan
neNy neNy k=1
halmazt (triadikus) Cantor-halmaznak (Smith-Volterra-Cantor-halmaznak®) nevez-

zuk.
Allitasok.

1. D kompakt, hiszen korlatos és zart (ui. zart halmazok metszete), tovabba D az I inter-
vallumnak pontosan azon pontjait tartalmazza, amelyeknek van olyan harmas szam-

rendszerbeli alakjuk, amelyben nem szerepel az 1-es szdmjegy:

D = {XG[O,]]Z ElanG{O)Z}(“EN):X:Z%}:
n=1

X k k+1
- N U |55
m=1keZ(m)

ahol

Z(m) := {k €eZ: k= Z a, 3™ a, €{0,2} (n € N)} .
n=1

2. D nem tartalmaz (valodi) intervallumot (nincsen bels6 pontja), ha ui. lenne olyan I C R

intervallum, amelyre I C D teljesiilne, akkor minden n € Ny esetén I C Dy, volna, s6t

[-t lefedné valamelyik Dy-beli intervallum is, és mivel minden D,,-beli intervallumnak

a hossza legfeljebb 37", ezért lim(3™™) = 0 miatt I-nek legfeljebb csak egy eleme lehet.

3. D 6nmagaban stiri*’, ui. ha x € D és ¢ > 0, akkor van olyan m € N, hogy
D) 23t <e.
n=m

29 Ezt a halmazt elszor (1875-ben) H. J. Smith, majd (1881-ben) Vito Volterra és (1883-ban) Georg

Cantor irta le.
30 Az (X, p) metrikus tér valamely H C X részhalmazat 6nmagéban stirtinek nevezziik, ha nincsen

izolalt pontja, azaz minden pontja torlodési pont.
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Igy ha x,, € {0,2} (n € N) olyan sorozat, amelyre x = 5 °° . x,, /3" és

n=I1

Xn (m<m) ©
Y=< 0 (m>m é x,=2) o, ill. Z
2 m>m és x,=0) n=1

|LC

akkory € D, x #y és
|x—y|<Z"‘“ ”“'<Z—<e

4. D kontinuum szamossagu, ui. az
M = {(xn) : N = R % € 0,2} (n € N)},

halmaz kontinuum szamossagu és M ~ D, mivel a

B

©: M — D, o ( = Z3

leképezés bijektiv.
5. D Lebesgue-mérhetd, hiszen kompakt, tovabba, ha (R, O, A) Lebesgue-struktura, akkor

,
D)= WDk =Y =2 (neN)
k=1

k=1
és A-nak — mint mértéknek — a folytonossaga kovetkeztében

_7\<ﬂ D ) = A(lim (Dy)) = lim p(Dy) = 0.

n—oo n—oo
neNy

6. A [0,1] intervallum a Cantor-halmaz folytonos képe, azaz van olyan f : D — [0,1]
sziirjektiv fiiggvény, amely folytonos. Ha ui. y € [0,1], akkor van olyan y, € {0,1}
(n € N) sorozat, hogy

Y= Z yn/2n>
n=1

ezért az

Xn = 2y, € {0,2} (neN)
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sorozat esetén

igy az

= Xn v */2  w— Yn
£D= 0, fx)i=) =) - 1;—n —y (2.9)
n=1 n=1 n=1

leképezés sziirjektiv. Megmutatjuk, hogy f (egyenletesen) folytonos is. Ha ui. m € N
és a,b € D olyan, hogy |a — b] < 37™, akkor

1

2m’

hiszen ha a,, b, € {0,2} (n € N) az a-t, ill. a b-t elsallité sorozatok:

a= ian/y‘, ill. b= ibn/y‘,
n=1 n=1

[f(a) — f(b)| <

akkor
> a, — by 1
—bl= _
|Cl | ; 3n < 3111
kovetkeztében a, = b, (n € {1,...,m}) és igy
> a, — by =2 |a, — by = 1 1
[f(a) - £(b)| = ST | T2 g S 3T~ gmit “om
n=1 n=1 n=m-+1

A (2.9)-beli f fiiggvény esetében kénnyen belathato az is, hogy f(0) = 0, ill. f(1) =1
teljesiil, tovabba f monoton névekeds. Ha ui. x,y € D: x < y, akkor van olyan x,,,y, € {0,2}
(n € N), hogy

|Lci

N T,

n=1 n=1

Uo

tehat az
m:=min{n € N: x, # yn}

indexre Ym — X = £2, ezért

Ym — Xm — Yn — Xn Ym — Xm = 2
Y * 3m " n%] 3“ B 3m i n%—] 3“
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ennélfogva Yy, = 2, x,, = 0, ahonnan

m—1 [e%S) m—1 0o
X X X 2
fix) = ey Ry Y =
n=1 = n=m+1 2 n=1 2 n=m-+1 2
m—1 X 2 m—1 y 2 o) y
n:12n+2m—n:] 2n+2m—;2n
= f(y).

Az igy értelmezett f fiiggvény konnyen kiterjeszthetd a [0,1] intervallumra a monotonitas ill.

a folytonossig megtartasaval:
Definicié. Ha f a (2.9)-beli fliiggvény, akkor az

F(x) :=sup{f(t) eR: teD, t<x} (xel0,1])
fiiggvényt Cantor-fliggvénynek nevezziik.

A fentiekbdl vilagos, hogy ha m € N és x,y € [0,1], akkor

1

1
x -yl < 5= = IF(X)—F(y)I<2—m,

3m

igy, ha x #y és m az a legnagyobb index, amelyre még |[x — y| < 37 ™ teljesiil, akkor

<|x-— |<l és 1 —m—]<M<—m
3m U= 3w &y In(3) )
ahonnan |
’F(X) . F(y)’ < z_m < 2T+n(x—yl)/In(3) _ 2kx — y|1n(2)/ln(3]
kovetkezik.

A Cantor-fiiggvény grafikonja az 6rdogi lépcesS. Az 6rdogi 1épesd az a ponthalmaz, melyet

az gy kapott F fiiggvény grafikonja, az x-tengely és az y = 1 egyenletii egyenes hatarol. Azért

ordogi, mert balrol jobbra feljuthatunk rajta gy, hogy 0 Osszhosszisédgi részen megytlink

felfelé, és sehol sem ugrunk, hiszen F folytonos.
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F(X)

0.8+~

0.6~

04 0.6 0.8 10

2.3. abra. A Cantor-fiiggvény grafikonja.
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2.13.

Megjegyzés. Legyen (X, Q, u) valoszintiségi mértéktér (Kolmogorov mezds).

1. Ha & € L, akkor — valoszintiségszamitéasi terminolégiaval élve — & neve valészintiségi
valtozo,

M(E) = Jadu

a & varhato értéke,

2
du

D(&) = [|& = M(&)[l2 = VM (Ig = M(E)P) = \/J 'é— Jidu

pedig a szérasa. Igy, ha 0 < a,A,p € R, akkor a Markov-, ill. a Csebisev-egyenlétlenség
a kovetkezu alaku:

1 1

plel = a) < —-M(EP), il p(lE =M(E) = AD(E)) < 3.

a

2. Ha & : X — R mérhetd, tovabba korlatos, azaz alkalmas k, K € R szamokkal
k<gx) <K  (xeX),
akkor — mint tudjuk — & € L (azaz & valoszintiségi valtozo), tovabba
k =k u(X) §k-J1du§ M(E) SK-J]du:K-p(X) =K.
Ha specialisan

(a) alkalmas ¢ € R esetén
Ex)=c  (xeX),
akkor M (&) = c.

(b) k=% <x1 <...<%xn1 <x, =K, és
Api={x € X: xp1 < &(x) < xi} (ke{l,...,n}),

akkor n
ANA =0 (Lje(l,..onp:i#)) & X=[HA.
k=1
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Igy

n

M) = | edi =) [ £, dn,

k=1

és ezért

ZXk—l (A S M(E) < Zxk' H(A).

Definici6. Legyen (X, Q, ) valoszintiségi mértéktér. A & : X — R valoszintségi valtozo

eloszlasfiiggvényének nevezziik az
Fit) =p({E<th =pn({xeX: &x)<t)  (teR)
fliggvényt.
Konnyen belathato, hogy
1. F monoton novekedd, ui. ha a,b € R: a < b, tovabba
A={¢<al={xeX: &kx) < a}, ill. B:={& <b}={xeX: &x) < b},

akkor A C B, igy

2. barmely k € {1,...,n} esetén a fenti {xo,...,xn} € §([k, K]) felosztésra és Ay halma-

zokra
w(Ay) = F(xi) — Flxi—1),

hiszen

A = pxeX: o <E(x) <xi}) =
= p{xeX: &) <xt\{x e X: &(x) <xx1}) =
= p{xeX: Ex)<x}) —pn({xeX: &Ex) <xx1}) =

= Flxx) — F(xi—1).
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A fentiek figyelembe vételével ez azt jelenti, hogy

Zxk—1 - (F(x) = Flxx1)) S M(E) < Zxk' (F(xi) = Flxk—1)) .
k=1 k=1

Ha most a [k, K] intervallum {xy, ..., X} felosztasat minden hataron til finomitjuk, azaz
max (xx — Xx—1) — 0 (n — o0),
kefl,...n}
akkor
n K
3wt (Fw) — Flxen)) — | xdFix)
k=1 k
és
n K
> e (FO) = Flxn)) — | xdF()
k=1 k
Mivel

F(x)=0 (x<k) és F(x)=1 (x> K),

igy . .
lim J x dF( ):J x dF(x),
k——o0 [} — 0
K——+oo
ahonnan
+00
J&duzM(E)zJ xdF(x)

kovetkezik.



2. FEJEZET FUGGELEK 455

2.14. |[K

Feladat. Igazoljuk, hogy fennall az

+oo
J e dx = /7t

egyenlGség!
Utm.

0. 1épés. Megmutatjuk, hogy ha

n 2
an::(Zn—l—])-H(z](f%)nz (n € N)
k=1

akkor lim(a,) = g:

® ha valamely n € Nj esetén

akkor

(T‘L € NO)) ui.

to2k
Lnir = H2k+1
k=1

n=0,ill. n =1 esetén

/2 7T /2 P
Iy = J 1dx = 5 és 11 = J cos(x) dx = [sin(x)]y’" =1,
0 0

¢és ha 2 <n € N, akkor parcidlisan integréalva azt kapjuk, hogy

/2 /2
I, = J (1 = sin®(x)) cos™ 2(x) dx = L,,_, — J sin(x) cos™2(x) sin(x) dx =
0 0

cos(x)dx =

J‘”/z cos™ 1 (x)

0 n—1
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aAzZaAZ
n,=mM-NI,, (2<neN).

® Mivel
0 <cos(x) <1 (x € [0,7/2]),

ezért minden n € Nj esetén

cos?™(x) > cos™H (x) > cos®™2(x) <X € [O, ;D ,

igy az integral monotonitésa alapjan

2n+1
Ln > Iong1 > Ingr = i L, (neNy),

ahonnan
IZn—H > 2n+1

Izn - 2n -+ 2
A Sandwich-tételt felhasznélva azt kapjuk, hogy

I (IZn—H) 1,
IZn

lim< 2n+]HZk+ ) 1,

k=1

1> (n € Np).

ahonnan

vagyis

o (2k)? T
| (2 1) — | = —.
”“( nt H 2k+1)> 2
Ez a hatarérték-relacié az un. Walhs-formula.

1. lépés. Ha

2

f(x) :=e™™ (0 <x eR),
+oo

akkor f € L', azaz J e dx € R, ui.
0

® minden x € R esetén 1+ x < e, igy tetszbleges x € R esetén

:
0<efxz<—
—14x

tehéat
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Foo 2 oo 1 . Tt
‘O<J e " dng >dx = lim arctg(x) = 5.
0 0 ] —+ x X——+00 2

2. 1épés. Ha

(1——)n 0<x< vm),
(n e N)

0 (x > /1),

akkor f,, € L' és minden 0 < x € R esetén
0<fu(x) <flx) (neN),

ill. lim(fn(x)) = f(x). Igy a Lebesgue-tétel kovetkeztében az n — oo hataratmenettel

vn xz " too Xz " e 2
[F(3) e[ )  f Te

3. 1épés. A fenti egyenl@ség bal oldalat parcidlisan integralva azt kapjuk, hogy

v 2\ " 2\ 1V v 2\ "
J (1—X—) dx = {x(]—x—>} +2_nJ xz(l—x—> dx =
0 n n 0 n J, n

0 n
2" m—1n-=2)-...-1 Jﬁ -
= . . xdx =
1-3-...-2n—1) nn-! 0
2:4.-...-(2n) 1 n

— . : V2.
1.3-....2n—1) Von 2n+1 V2

3. lépés. A Wallis-formula felhasznalédsésaval tehéat

\/ﬂ n
J (1—X—2) dx—>\/§-iz (n — o0),
0 n 2 2
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azaz

s
3
5

4. lépés. Vilagos, hogy

0 5 r0 5
e ¥ dx = lim e X dx =
— 00 O(—}—Oouoc
r0 5 — 5
= lim —e "W du = lim J eV du=
x——o0 J_ a——00 J4
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2.15. |L1

Definicié. Ha k € N, X és Y véges dimenzios valos vektortér, T € L(X,Y), akkor az
f € Ly (Y5, R) k-forma (k-adrend tenzor) T*f transzormaltjan a

Tf: Xk 5 R, (T ) (X1y e ooy xi) := F(T(X1)y e e vy T(Xn))
leképezést értjik. k = 0 esetén T*f := f.
Megjegyzések.

® T linearitasa kovetkeztében T*f minden véltozojaban linearis, azaz T*f k-forma (k-
adrendi tenzor): T*f € £, (X", R).

® A k =1 specialis esetben T*f = fo T.

Hazi feladat. Igazoljuk, hogy

1. a
T : L (Y8 R) = L (X5 R), f T*f

leképezés linearis, azaz tetszdleges f, g € Li (Y5, R), ill. o, B € R esetén
T*(AMf + nug) = AT f+ uT*g;
2. ha f € Li (Y& R), g € Li(YL, R), akkor
T*(f®g) = (T*f) @ (T"g);
3. ha Z is véges dimenzios valos vektortér, S € £(Z,X), akkor id* = id, tovabba
(ToS)*=S"oTH,
azaz tetszoleges f € L. (Y, R) esetén teljesiil a
(ToS)f=S"(T"f)

egyenlGség!
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Feladat. Igazoljuk, hogy ha k € N, X és Y véges dimenziés valos vektortér, tovabba
Te L(XY),

1. akkor barmely f € A (Y) esetén T*f € Ay (X);

2. és T izomorfizmus, akkor
T A(Y) — Ak(X), f—Tf

szintén izomorfizmus és T* inverze a (T~')* leképezés;

3. akkor barmely f € A, (Y) esetén
A(T*f) = T A(f),
azaz A és T* felcserélhetd!
Utm.
1. Vilagos, hogy T*f multilinearis, f alternal6 volta miatt igaz, hogy f € A, (Y).
2. T*f trividlisan izomorfizmus, tovabba
id=(TToT) =T"o(T")* il. id=(ToT ) = (T ") oT".

3. Hazi feladat.
Megjegyzések.

1. A k = n esetben (2) = 1, igy dim(A,(X)) = 1. Ezért, ha T € L(X,X), akkor
— mivel tetszdleges fo # f € An(X) esetén T*f € A,(X) — pontosan egy olyan
i € R szam van, amelyre T*f = pf. [ly moédon a véges dimenzios X linearis tér minden
egyes T linearis transzforméacidjahoz hozzarendeltiink egy egyértelmiien meghatarozott

u szamot, amelyet a T determinansanak neveziink és det(T)-vel jeloljik:

T*f =: det(T)f. (2.10)

2. A k = 1 specialis esetben tehat T* € L(Y',X’), amelyet a T lineéris leképezés dua-

lisinak szokds mnevezni és a T* =: T’ modon jelolni. Ha a := {aj,...,a.}
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és b := {by,...,bn} egy-egy bazis X-ben, ill. Y-ban, akkor T-nek az (a,b) bazisparra

vonatkoz6 matrixa a
[T = [T(a)lp, ..., [T(an)lp] € R™™

matrix. Tehat, ha alkalmas oy; € R szamokkal
T(a) =) aybi (Ge{l,...,n}), akkor [T, = lo]3".
i=1

T*nak a b’ :={b',...,b™} C Y/, ill. az a’ := {a',...,a™} C X’ bazisokra vonatkozo
matrixa a

[T*]a’b’ = [T/]a’b’ = [[T/(b] )]a’) ey [T,(bn)]a/} - Rnxm)

azaz, ha alkalmas i € R szdmokkal

B=1"

TH =T(b) =Y Bua,  akkor  [Tlawr = Man = Byl
1=1

Mivel egyrészt
n
T'bi(a) = T'(6Y)(a) = ¥_ Bua'(ey) = By
1=1
masrészt
m m
T'b' () = b(T(q)) = b <Z oq]-bl) =D oub'(by) = oy,
1=1 =1
ezért
[Bji]?}’; = [“ij]?}i] )
azaz a | linearis leképezés valamely a—b bazisparra vonatkoztatott matrixa megegyezik

a dudlis leképezés a’ — b’ (dudlis) bazisparra vonatkoztatott matrixdnak transzponalt-

javal.
Feladat. Legyen X és Y véges dimenzios valos vektortér. Mutassuk meg, hogy tetszéleges
k, 1, € N, ill.

1. @ € §(X), ¥ € Si(X) esetén

T (e V) =(Te) V(T
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2. @ € A (X), b € A(X) esetén

T (e AP) = (TTe) A (T)

teljesiil!
Utm. Kozvetleniil adodik T*, illetve \V és A definiciojabol. W

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha X véges dimenzios, akkor
1. tetszbleges S, T € L(X, X) esetén

det(SoT) = det(S) - det(T);

2. az 1 € L(X,X), [(x) := x (identikus) leképezésre det(I) = 1;
3. tetszSleges T € L(X, X) esetén igaz a
ker(T) # {0} = det(T) =0
ekvivalencia;

4. a T € L(X,X) leképezés X tetsz6leges bazisara vonatkozé matrixdnak determinansa a
det(T) szam!

Utm. Ha f € A,(X), akkor

1. nyilvanvaléan

det(T) det(S)f = det(T)(S*f) = T*(S*f) = (So T)*f = det(S o T)f.

2. vilagos, hogy
'f=f=1-1.

3. Ha
® ker(T) = {0}, akkor T injektiv, igy T o T~' = I miatt
1 =det(I) =det(ToT") = det(T) det(T™),

ahonnan det(T) # 0 kovetkezik.
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® det(T) # 0 és {by,...,b,} az X egy bézisa, tovabba fy # f € A, (X), akkor
f(bh' . -»bn) 7é 0, igy

0 7é det(T)f(bh SRR} bn) = (T*f)(bl) oo )bn) = f(T(b1 )) SRR} T(bn))

tehat a {T(by),..., T(by)} rendszer linearisan filiggetlen, azaz béazisa X-nek. Ez
viszont azt jelenti, hogy dim(Im(T)) = n, ahonnan dim(ker(T)) = n —n = 0,
azaz ker(T) = {0} kovetkezik.

4. Haa:={aj,...,a.}ill. b:={by,..., by} az X egy bazisaés {a',...,a"},ill. {b',...,b"}
az X' tér hozza dualis bazisa, akkor

T((lj) = Z “ijbi - T*b) = T/(b)) = Z ocjiai.
i=1 i=1

Igy
T*O'A...AD"Y) = (T'BYA...A(TD") =

— g oy a’ AL A g at =

1§11 ,...,lnSn

= Z ll[ocnm (" AL Ad) =

1<l ey ln<n m=1

= fo+Zﬁomm(al‘/\.../\al“):

leSn m=1

- ZSgan“um (a' AL AQh) =
1leSn m=1
= det o] (a' AL AQY).
Ha a = b, akkor az
f=a' A...Ad " =b' A...AD"

n—forméara

det(T)f = T*f = det [owy] f, azaz det(T) = det [oy]. W
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2.16. L2

Feladat. Ertelmezziink Ay (X)-en, majd A(X)-en skalaris szorzatot, ha (X, (-,-)x) véges di-
menzios euklideszi tér!
Utm.

0. lépés. A k = 0 esetben
(fy Qa0 :=Fg  (f,g € A(X) =R)
trividlisan skalaris szorzat Ag(X)-en.
1. Iépés. Mivel dim(X) < oo, ezért X egyben Hilbert-tér is, és

X~X' = L(X,R) = L(X,R) = X*,
—
A1 (X)

tovabba a
XX = AX), b)) = y)  (pueX)

leképezés izomorfizmus. Ha # jeloli b inverzét: 4 := b~ akkor X*-on is tudunk skaléris

szorzatot értelmezni:

<f) 9>A](X) = <ﬁf> ﬂg>x (f> gc X*)

Ezért pl., ha {by,...,bs} C X ortonormalt bazis és {b',...,b"} C X* a hozza dualis
béazis, akkor tetszdleges i € {1,...,n} esetén

p(bi) = (b, )x =b" & f(b) =Dy
és igy {b', ..., b"} ortonormalt bazis X*-ban.
2. lépés. A k €{1,...,n} esetben azt fogjuk megmutatni, hogy pontosan egy olyan
B A (X) x A(X) = R
bilinearis leképezés van, amelyre ha @, € A;(X) (1 € {1,...,k}),

f::(p1/\.../\(pk, ill. gizlb]/\.../\ll)k,
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akkor
B(f,g) = (@i A../A@) [BWr),...,81W)) =

(@101 4,00 0 (@1,%) 4,0
= det : :

(@ 11)1>,4] x) " (@ 1bk>A] (X)
Igy — mivel ha {by,..., b} ortonormalt bazis X-ben, akkor a {b',...,b"} C X* = A;(X)

dualis bazisra —
b :=Db"" A...ADK ieNH
ortonormalt béazis Ay (X)-ben (B-re nézve). Ezért, ha A;, u; € R (1 € N¥), akkor az
fi= Z Abt és g:= Z uibi
ieNk ieNk

forméara

%(f) 9) = Z )\illi)

ieNk
ahonnan B szimmetriaja, pozitiv definitsége, ill. egyértelmiisége azonnal kévetkezik,

azaz
<f) 9>Ak(x) = %(f) 9) (f> g € Ak(X))
skaléris szorzat Ay (X)-en. Valoban, a

O: (A(X))" = A(X),  (O(F)(@1y. .., @i) = @1 AL A i)

linearis leképezés injektiv: ker(®@) = {0} € Ax(X*) (ui. ha O(f) = 0, akkor minden
i€ NK esetén f(b') =0, azaz f = 0 € (A (X))*), tovdbba

dim ((Ax(X))") = dim (A(X)) = dim (Ac(X"))

kovetkeztében © sziirjektiv, azaz © izomorfizmus, ill. barmely & € A, (X*), ill. @1,..., @k €
€ X* = A;(X) esetén

O@ T (E) (@I A Ae) = E(@1, ., 91

Igy mivel a # : X* — X leképezés izomorfizmus, a #* : A (X) — Ay (X*) is izomorfizmus,
s6t ezek

O ot A(X) — (Ax(X))*
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kompozicidja is izomorfizmus. A

B(f,g) = (O (F(M)g)  (f,g€ A(X))

leképezés tehat bilinearis forma Ay (X)-en. Ha valamely @, € A;(X) (r € {1,...,k})
esetén

fi=a@ /... \ @y, ill. g: =P AL APy,
akkor
B(f,g) = FE)WDIAAY) = (@1 Ao A Q) (B, ..o k) =

= det [(pr(ﬁ(lbs))]]:;;] = det [<Jj(pr) ﬂll)s>X]‘]::;<:1 =

K,k

det [<(Pr)1-|)s>./41 (X)]r,s:1 - B

3. 1épés. Ha tetszoleges r,s € {0,1,...,n} esetén @, € A.(X), ill. s € A(X), akkor

f:=) @€ AX), g=) b€ AX),

=0 s=0

és igy

n

(f, 9>,4(x) = Z (oL, V1) 4, x)

1=0
skalaris szorzat A(X)-en. B

Megjegyzések. A b, ill. a f izomorfizmust irasmodjuk miatt szokds zenei izomorfiz-
musoknak nevezni. Ez az izomorfizmus képezi a kontinuummechanikaban, ill. a relativitas-
elméletben (is) hasznalatos jelolésrendszerben az un. indexemelés, ill. indexsiillyesztés

alapjat.

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha (X, (-, -)x) véges dimenzios euklideszi tér, a {by,..., by}
vektorrendszer X egy béazisa, {b',...,b"} C X* a hozza duélis bazis, tovibba tetszéleges

i,j €{1,...,n} esetén
9ij == <bia bj>X) ill. gij = <bi) bj>A1(X) )

és
G := [gyli L, il Hi= [9“?2}11 ’

akkor
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1. barmely 1 € {1,...,n} esetén
b(b) = ) gybl, il (b)) =) gUby;
j=1 j=1

2. a H a G métrix inverze: H= G™';

3. ha{dy,...,dn} ortonormalt bazis X-ben és az M = [My] € R™*™ a baziscsere matrixa,

azaz

bj:ZMijdi Ge{l,...,n}),
=1

akkor G = M™™ teljesiil!
Utm.

1. Ha i,j € {1,...,n}, akkor
b(bi)(b;) = (bi, by)x = gy = Z gudy = Z gub'(b;)
1=1
Igy, ha {b;,...,b,} az X egy bazisa, akkor
b(bi) =) gub'  (ie{l,...,n}.
1=1
Maésrészt barmely 1,j € {1,...,n} esetén
bI(#(bY) = (4(b), £(V))x = g = b (Z g“b1> =) g'b(b) =) g¢'s.
1=1 1=1 1=1

Ezért — mivel {b',...,b"} bazisa X*-nak —

(b9 => g'b  (ie{l,...,n).
=1

2. Mivel tetszoleges 1,j € {1,...,n} esetén

) n:b(bi)
Zgug“—<Zg“bRb]’> = (b, £(b))), =b (4(b))) (b)) = by,
1=1 1=1 A (X)

ezért H jobbinverze G-nek, és G, ill. H szimmetrikussaga kovetkeztében H = G™'.
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3. Mivel tetszoleges 1,j € {1,...,n} esetén

gy = (by, bj)x = Z MMy (dy, di)x = Z MiiMy; = (MTM)U',

K, l=T o k,l=1

ezért G=M'M. B
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2.17. M
Definicio. Legyen n € N, k € {1,...,n}, tovabba x1,...,x, € R™.
1. A

k
0,15 5 RY, Dty b =)t
i=1
k-cella értékkészletét, azaz a
P(X],...,Xk) = {t]X] + ...+ Hxe € R": t; € [O,”, ie {1,,](}}

halmazt k-dimenzi6s paralelepipedonnak nevezziik.

2. Ha
A :R* - R, Ale) ==x;, ({He{l,...,k}),

ahol ey, ..., e jeloli az R*-beli kanonikus bézist, akkor a
gr(A) := det(ATA) = det ((ATAey, ;) = det ((Ae;, Agj)) = det((xi,x;)) > 0

szamot az ATA Gram-matrix determinansanak, Gram-determinansnak nevezziik.

3. A

we(P) := v/gr(A) = y/det((xi,x;))

szamot a P paralelepipedon k-dimenziés mértékének nevezziik.

Megjegyzés.

1. Ha k =1, akkor

we(P) = V/det((x1,x1)) = v/ (x1,x1) = /I3 = IIxal2.

2. Ha k = n, akkor

1. (P) = \/gr(A) = v/det(ATA) = y/det(AT) - det(A) = \/det(A) - det(A) = | det(A)|.
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3. Han =3, k =2, akkor
(det((xi,%)))* = (x1,%1) (X2, X2) — (x1,%2)> = [|[x1 X %2[3

kovetkeztében
H2(P) = |Ix1 x x2||2-

4. A Cauchy-Binet-formula felhasznalasaval belathato, hogy

uk(P) = Z [A?’k(xh-'ka)]z-

1ENLK

Legyen 1 € NU{oo}, n € N, k € {1,...,n}, tovabba ) # V C R" nyilt halmaz, ill.

® € ¢7([0,1]%, V).
Az n =3, k = 2 esetben az
Ng ‘= 61(D X GZCD

jelolés bevezetésével azt kapjuk, hogy

2
€1 (] (%]
Inoll3 = 1@ x ;@[3 = |det | 9@y 8,0, 31D3 || =
0,07 0,0, 0,03
010, 01D 0,0; 01D 010; 01D
— |det 12 1%3 + | = det 1% 1%3 + |det 15 12
0,0, 0,D; 0,0; 0,0; 0,0; 0,0,

— [Aps) (0:0,0,D)]° + [Agy) (31D, ,0)] + [Ana (3:0,0,0)].

Ez motivalja a kovetkez6 fogalom bevezetését.

Definicio. A @ : [0,1]* — R™ sima k-cella felszinének nevezziik az

F(D) = > Ak 0,...,0.0))

[O,ﬂk 1EN,K

valés szamot.
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Megjegyzések. Ha
1. k=1, azaz

sima 1ut, akkor

1
F(@) = j @ = |

2. n=3 k=2, azaz
O = (D,D,): 0,12 =R}

valamely sima feliilet paraméterezése, akkor

F(@) = J[O,HZ > [A3(019,0,0)]° = J ,Inellz.

iEN,2 (0,11

Példa. n = 3, k =1 esetén a
®(t) := (Rcos(27t), Rsin(27tt), h27tt) (t € [0,1])

1-cella (sima 1t) felszine (a csavarvonal egy menetének ivhossza):

rl
o = | IA@O) + A0/ + [As(@/(1) dt =
JO

r1
= \/ [ ()] + [@)(1))* + [@4(t)* dt =
JO

ol
= \/47T2R2(Sin2(27'tt) + cos?(2mtt)) + 4m?h2dt =
Jo

1
= ZﬂJ v/RZ 4+ h?dt = 2t/ R2 + h2.
0
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2.18. [N

Potencialok

A potencial fogalma

Definicié. Azt mondjuk, hogy az w € AL (V) differencialforma

® zart, ha r € NU{oo} és
dw =0/e A (V)/

teljestl.
® egzakt, ha k € N és alkalmas n € AL} (V) differencidlforméra
dn=w

teljestl.

Példak.
1. Ha w € A}(R?), akkor alkalmas a : R? — R, a € €' (koordinéta)fiiggvény esetén
w=a- A%ﬁz),
igy
dw = (01a)A% 5 + (020)A%) 5 + (030)A%) 5 = 0 € AJ(R?),

azaz w zart forma.

2. Ha V :=R?\{(0,0)} és

- X
y)= g dow=gm (yev),

akkor az
weAPV), w:=f-A+g-AY

Pfaff-féle differenciélforma zart (vo. 14. beadhato feladatsor/1/(d) feladat).
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3. Ha V := R3\{(0,0,0)} és

f(r) = —, g(r):=-, h(r):

:W) :W» -:W (T:(X,y,Z)EV).

akkor az w € A*(V),
w = f- Algy + g A + - Ay,

differencialforma zart (v6. 14. beadhato feladatsor 1/(g) feladat).

Megjegyzés. A masodik, ill.a harmadik példaban szereplé w forma nem egzakt (v6. 15.
gyakorlat, ill. 15. beadhato feladatsor: 6. feladat). Ha a mésodik példa esetében V-t az
{(u,v) cR?: u> O} (tarto)halmazra cseréljiik, akkor egzakt format kapunk (v6. 15. bead-
hato feladatsor: 9. feladat). Innen sejthets, hogy zart formak egzaktsagahoz a V tartohal-

maznak valamilyen feltételnek eleget kell tennie.

Tétel (Poincaré-lemma). Ha k € N ={1,...,n}, ill. 2 <r € NU{oo} és V csillagtarto-
mény,3! agy valamely w € A} (V) differenciélforma pontosan akkor zért, ha egzakt.
Biz.

1. lépés. Ha w € A (V) egzakt forma, akkor zart is, hiszen han € /\fﬂ1 V) olyan differen-

cialforma, amelyre dn = w, akkor (vo. 14. beadhaté feladatsor/(5)/(c) feladat)

dw=d(dn) =0 /eAZ(V)/.

2. lépés. Tegyiik fel, hogy V csillagtartomany a 0 csillagponttal,®? az
W = Z Wi AP € AL(V)
iEN,K

differencidlforma zart, azaz

—1
dw =0¢€ AZN(V)
31 Ez azt jelenti, hogy ha van olyan a € V (in. csillagpont), hogy barmely x € V esetén

[a,x] ={a+t(x—a)eR™: te[0,1]} C V.

32Ha 0 # a csillagpontja V-nek (és 0 nem az), akkor alkalmazzuk az y := x — a transzformaciot !
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teljesiil, majd legyen P : AL(V) — ATTI (V) olyan leképezés, amelyre tetszéleges x € V
esetén P(w)(x) :=

Z Z (J tk ](,Ul(tX) dt) c Xy e dXi] VANRRVA dXil_] /\ dXiH_] VANRRVAN dXik.

LENkl]

Ekkor a koordinatafiiggvényekre alkalmazva a szorzatra vonatkozo derivalasi szabalyt
azt kapjuk, hogy
dP(w)(x) =A+B (x eV),

ahol

1
J T i (tx) dt) AM =k Y (J t* T (tx) dt) AR

iEN,K

n k 1
Z Z(—1 )li] <J t. tki] ajwi(tx) dt) 'Xil'de/\dXh /\.. ./\dXiF] /\dXilJr1 /.. ./\dXik.

j=1 ieN,k 1=1
Mivel N
- Z Z 0jW; - A?’ka
j=1 1eN,k

ezért

P(dw)(x)=C-D (x € V),
ahol .

= (J {(tx) dt) “ X - AE

j=1 ieN,k

ill. D =

k 1
> > (=n+ (J tkajwi(tx)dt)-xil-dxj/\dxi]/\.../\dxil_]/\dxm]/\.../\dxik.

P(dw) + dP(w)

osszegben lesznek olyan tagok, amelyek ellenkez§ el6jellel szerepelnek (és igy kiesnek),

a maradék pedig a kovetkezs: tetszsleges x € V esetén

(P(dw) + dP(w)(x)) =
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ke Y (J t* T (tx) d ) A"“+Z > (J 405w ( tx)dt)-xj-A{"kE

1ENK j= 1 1ENLK

5 (] d el o) -4 = 3 ot -0 wil0) - =

1ENLK 1ENLK

D wilx) AN = w.

iEN,K

Ez azt jelenti, hogy

P(dw) 4+ dP(w) = w, azaz dP(w)=w. N

Megjegyzés. A fenti lemmaban 1évs n := P(w) differencialforma mellett méas differencial-
forma Cartan-derivaltja is lehet az w differenciadlforma. Ha ui. pl. & € /\TH (V), akkor a d

operator linearitasa kovetkeztében
dn+d§) =dn+d(dé) =dn+0=w
Ha &;,&; € AjT1(V) olyan differencidlformék, amelyekre
dé; = w = dé&,, azaz d(& — &) =0 e AL(V),
akkor a Poincaré-lemma kovetkeztében alkalmas 6 € /\r+2 5(V) differencialforma esetén

& — & =do, azaz & = do+ &,.

Példa. Ha V := R3 és

w(],Z)(X>y) = XY, w23 (X»U) = 2X) w(1,3)(x)y) = 29 ((XJJ) € V))

akkor — lévén V csillagtartomany — van olyan n € A°(V), amelyre dn = w. Ezt az n format
kétféleképpen is megkaphatjuk.
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1. modszer. Az differencialforma megkeresését kisérletezs feltevések (an. ,, Ansatz’ok) al-
kalmazéasaval kiséreljiik meg. Olyan, a €*°-osztalyba tartozo f,g,h : V — R fiiggvények

meghatarozasa tehat a feladat, amelyekre
nx,y,z) = f(x,y,z)dx + g(x,y,z)dy + h(x,y,z)dz ((x,y,z) € V).
Mivel
dn = (079 — 9,f) - dx A dy + (0;h — 05f) - dx /A dz + (0;h — 03g) - dy /\ dz,
ezért barmely (x,y,z) € V esetén
(019 — 02f) (x,y,2) =xy, (d1h—05f) (x,y,z) =2x, (0;h —339) (x,y) = 2y.

Ha az els6 két egyenlGséget az els6 valtozo szerint integraljuk, akkor azt kapjuk, hogy
2

gyl =50+ [aifxy 2l hiuy) =2+ [flny)dx ((x,2) € V).

Igy a fenti feltételbol
2x = 2x + J 023f(x,y,2z) dx — Jaﬁf(x,y,z) dx

kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy f teszéleges €>-beli fiiggvény lehet, pl. f = 0. Igy a

xHy
Q(X,U>Z) = T) h(x,y,z) = ZXU ((x,y,z) € V)

vélasztéssal az

Xzy
T](X)U)Z) IZT'dy—l-ZXy'dZ ((x,y,z)eV)

differencialforma megfelelg: dn = w.

2. modszer. A Poincaré-lemmaban 1é6vG P leképezést fogjuk kiszamolni. Vilagos, hogy bér-

mely (x,y,z) € V esetén

J1 t(tx)(ty) dt) -x-dy — (J] t(tx)(ty) dt) -y - dx+

0 0

1 1
+2 (J t(tx) dt) cy-dz—2 (J t(tx) dt) -z - dy+

0 0

P(w)x,y,2) = (
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1 1
+2 (J t(ty)dt) -x-dz—2 <J t(ty)dt> cz-dx =
0 0

2 2 2 2 2 2
gy W g DY gy By D, 2

4 3 3 3 Gz 3mdx=

2 2
(Y 2yz Xy 2xz) 4yz
= (4+3> dx~|—<4 3) dy+3 dz.

Definici6. Azt mondjuk, hogy az f € R™ — R™" fliggvénynek van
® skalarpotencialja, ha alkalmas F € R™ — R, F € © fiiggvény esetén F' = grad F = f.
® vektorpotencialja, ha n € {2,3} és alkalmas A : R* — R?, A € D fiiggvény esetén

f (n=3),
rot A =
f (n=2).

Példa. Ha r = (x,y,z) € R, ill.
fr)=fi(Mi+f(r)j+ ) k=yz(2x +y +z)i +xz(x + 2y + 2)j + xy(x +y + 2z)k,

akkor az
F(r) =xyz(x +y +2) (r=(xy,2) € R)

fliggvény (skalar)potencialja f-nek, hiszen
WF(r) =fi(r), 0F(r) =fo(r), F(r)="f3(r) (reR),

azaz F € © és grad(F) = f.

Példa. Ha adott e, o > 0, ill. 0 # d € R? esetén

e {3(d, T) d

T R —
r}> [r[3

f(r) ==

" 4me

} (0#471eR3)

(f a dipolus keltette elektromos teret leird vektormezs), akkor az

_ e (dm
F(r) == poNE (0 #£1eR3)
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skalarmezd (skalar)potencialja f-nek, hiszen grad(F) = f teljesiil, tovabba az

e dxr
Alr)i=m ——+ ——— 0 R3
=g 5w O#TER)

vektormezd vektorpotencidlja f-nek, hiszen rot(A) = f teljesiil (v6. 14. beadhato feladatsor:
12. feladat).

Példa. Ha adott py > 0, j € R3 esetén

f(r) == —47T|r|3(r><j) (0 # T eRY,
akkor a
H(r) = A%j (04T eR3).

vektormezd vektorpotenciélja f-nek, hiszen rot(H) = f teljesiil (v6. Biot-Savart-torvény: 14.
beadhato feladatsor: 11. feladat).

Példa. Ha y, I > 0, akkor a z-tengely mentén halado, I intenzitasi arammal atjart, végtelen

hosszti(nak gondolt) egyenes vezets keltette méagneses térerdsségét leiro

N L S S _ 3. 2.2
H(r) := T R (k x 1) (r=(x,y,2z) e R*: x"+y~ > 0).

vektormez§ egy vektorpotenciélja az

Xy
I 1
Alr) ::;L_Oﬂ'xanyz. yz (r=(xy,2) € R x> +1y*>>0)
0

vektormezd, hiszen rot A = H.

Példa. Ha a € R3, akkor az
f(r):=axr (reR%)

vektormezé egy vektorpotenciélja az
A(r) == {(a,7)r (r € R?)
vektormezd, hiszen (vo. Fliggelék)

rot(A)(r) = (a,)0 —r x a =71 x a = f(r) (r € R3).
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Megjegyzések.

. Hof e R*" 2 RY, fe ¢ésF e R*" — R, Fe ¢ akkor az a tény, hogy F a f

skalarpotenciélja azt jelenti, hogy
n n
dwr = WgradF = Z aiFA?J = Z fiA?‘] = Wr.
i=1

i=1

2. Hafe R - R feCés AcR — R A e ¢, akkor az a tény, hogy A a f

vektorpotencialja azt jelenti, hogy

dwa = Wrota = (02A3 — 03A2) Al + (03A1 — 01A3) Al + (01A; — D2A1) Al =

= HIAT) + AR + fA% = wr.

Lathato tehat, hogy mind a skalar-, mind pedig a vektorpotenciadl meghatarozésa differenci-

alformak egzak voltanak eldontésére vezetd feladat. Igaz tehat a kévetkezd

Tétel. Legyen V C R3 csillagtartomany. Az f = (fy,f,f3) : V — R3 sima (f € €') vektor-

mezének pontosan akkor van
1. skalarpotencialja, ha rot(f) = 0 teljestil;
2. vektorpotencialja, ha div(f) = 0 teljestil.
Biz.
1. 1. lépés. Ha az f = (f1,f,f3) : V — R? sima vektormezének van skalarpotenciélja,
azaz alkalmas F: V — R, F € €% skalarmezs esetén grad(F) = f, akkor (vo. 14.

gyakorlat)
rot(f) = rot(grad(F)) = 0.

2. lépés. Ha az f = (1,2, f3) : V — R3 sima vektormezére rot(f) = 0 teljesiil, akkor

az
w:=w;s;="T- A?J + £ - A%J + f3 - AgJ € /\}(V)

differencidlforméara

dw = Wy = 0 € A(V),



2. FEJEZET FUGGELEK 480

igy a Poncaré-Stokes tétel értelmében alkalmasn € A%(V) differencialforma esetén
dn = w. Ezért az
F:=n:VoR, Fed

skalarmez6 tehat skalarpotencidlja lesz f-nek, hiszen

Wi = dN = Wgrad(F)y azaz f = grad(F).

2. 1. 1épés. Ha az f = (f,f,,f3) : V — R3 sima vektormezének van vektorpotencialja,
azaz alkalmas A : V — R3, A € €2 vektrmezd esetén rot(A) = f, akkor (vo. 14.
gyakorlat)

div(f) = div(rot(A)) = 0.

2. lépés. Ha az f = (f1, s, f3) : V = R? sima vektormezére div(f) = 0 teljesiil, akkor
az

differencidlforméara

dw = Waivn = 0 € AY(V),

igy a Poncaré-Stokes tétel értelmében alkalmas
N=A-AM 4+ A A+ A3 AP € AT(V)
differencialforma esetén dn = w, tehat az

A:=(A,ALA;): VR, Acc¢?

vektormezdre
wr = dn = Wyet(a), azaz f=rot(A). N
Tétel. Legyen n € N, V C R" csillagtartoméany. Az f = (fy,...,fy) : V — R" sima

vektormezének pontosan akkor van skalarpotenciélja, ha
a]flzalf) (1,] 6{1,,1’[}),

azaz barmely x € V esetén az f'(x) Jacobi-matrix szimmetrikus.
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Biz.

1. lépés. Ha az f = (fy,...,f,) : V — R™ vektormezdének van skalarpotencialja, azaz alkal-
mas F:V — R, F € ¢? skalarmez6 esetén grad(F) = f, akkor a Young-tétel kovetkez-

tében barmely 1,j € {1,...,n} index esetén

ajfi = aUF = 6]1F = alf]
2. lépés. Ha barmely i,j € {1,...,n} index esetén 0;f; = 9;fj, akkor az
w=w; =Y fi-AM € A}(V)
i=1

differencidlforméra:

dw = Z Z Osfi - Al = Z (95f, — 0sfy) - A2 = 0 € AS(V).

j=1 i=1 i<

Igy a Poncaré-Stokes tétel értelmében alkalmas n € A3(V) differencialformara dn = w.
Ezért az
F:=n:V >R, Fec¢?

skaldarmez6 tehat skaldrpotenciélja lesz f-nek, hiszen

we = dN = Wgrad(r), azaz f=grad(F). A

Megjegyzés. Fentebb lattuk, hogy ha egy w differencidlforma egzakt, akkor tébb olyan
differencialforma is létezhet, amelynek a derivaltja w. Hasonl6 allitas igaz a skalarpotencial,

ill. a vektorpotencial esetében is. Pontosabban: ha V csillagtartomany, tovabba
® F és G skalarpotencialja f-nek:
grad(F) = f = grad(G), azaz grad(F — G) =0,

akkor alkalmas ¢ € R esetén F — G = c, azaz F = G 4 c. Erre azt szokas mondani, hogy

,»a skalarpotencial egy additiv konstans erejéig egyértelmi”.
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® A és B vektorpotencialja f-nek:
rot(A) = f = rot(B), azaz rot(A — B) =0,

akkor alkalmas ¢ € ¢'(V,R) esetén A — B = grad(¢), azaz A = B + grad(¢). Erre azt
szokas mondani, hogy ,,a vektorpotencial egy additiv skalarmezd gradiense erejéig egy-
értelmi”. Tehét a vektorpotencial — ha van — nem egyértelmd. A ¢ fliggvényt kiilonféle
szempontok figyelembevételével valasztjak meg. A magnetosztatikaban célszertd pl.

azt megkovetelni, hogy div A = 0 teljesiiljon.

Feladat. Adott V C R? csilagtartomény, f = (f;,f,) € ¢'(V,R?): div(f) = 0 esetén adjunk
meg olyan A : V x R — R? derivalhat6 vektormezdt, amelyre

rot(A) = (f1,£5,0) = f

teljestl!
Utm. Mivel a
g = (_fZ) f] )O)

fiiggvényre
TOt(Q) = (O»O> a1f1 + aZfZ) = (O)O)div(f)) = (0)O>O))

ezért van olyan G € D(V x R,R), hogy
grad(G) = g, azZazZ 61G =01 = —fz és azG =02 = f] (63G = O),

igy az
A = (0,0,G)

vektormezdre

rot(A) = (0,G, —0:G,0) = (f1,,0) = f. W

Megjegyzés. Ha f € R" — R™: f € ¢! és Dy csillagtartomany, akkor egyenértékiick tehat
az alabbi allitasok:

® barmely x € D; esetén f'(x) szimmetrikus,

® f-nek van primitiv fiiggvénye (skalarpotenciélja),
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® n =3 esetén rot f = 0.

Tétel. Ha V C R™ tartomény, f € €(V,R"), akkor az alabbi harom allitas egyenértékii:

(1) f-nek tetszoleges @ : [, B] — V zart utra vett cirkulacioja zérus:

§f:o.
0]

(2) Barmely rogzitett p,q € V pont és ezeket a pontokat 0sszekots, V-ben haladé @,

-l

(3) f-nek van skalarpotencidlja, azaz van olyan F € D(V,R) skalarmezs, amelyre
grad(F) = f teljesiil.

utakra

Biz.
1. 1épés /(1) = (2)/. Hap,q €V, tovabb4
@ :l,Bl =V, ill. VP:ly,8] =V
olyan utak, amelyekre
eld)=p=uy) &  @B)=qg=1(3)

teljesiil, akkor ¢ \/lNl) nyilvan zéart ut V-ben, ezért

on f= f+J~f:J f—J f,
oV Jo P ) P

ahonnan

kovetkezik.

2. lépés /(2) = (3)/. Legyen a € V, majd jellje @q, : [, ] — Q azt az utat, amely a-t
T-rel koti Ossze:

(pﬂ,T(O() = a, (Pa,r(f’) =T
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Ekkor az
F:Q — R, F(r) ::J f (2.11)
Qa,r

F(r+hed —F() 1 J f_J f
h h Pa,rt+hey QPa,r

teljesiil, ahol ey jeloli a k-adik kanonikus bazisvektort (k € {1,2,3}),h € R: r+he, € V.
A feltételek kovetkeztében

Pa,r+hey (Pa,rvsr,rJrhek Pa,r Srr+hey

skaldrmezdre

ahol az

Sr,r+hek . [O> h] — Rs» ST,H—hek(t) =T+ tek»

azaz az Srrine, Ut értékkészlete az v pontot az v + hey ponttal 6sszekots szakasz. Igy

tehat
e Jh<f(r+he ) e dt = Jh<f (1 + hey) dt = £, (r + deu)h
h “hlo I "
ahonnan
F hey) — F
}llm(l) (r+ ehk) ) = fi(r) (ke{1,2,3}), azaz, grad(F) = f
kovetkezik.

3. 1épés /(3) = (1)/. Ha @ : [x, ] — V zart ut, akkor @ () = @(f), igy

rB B
J - <f(<p(t)),<p'(t)>dtzj (grad(F) (1)), ¢'(1)) dt =
nf) d B
~ [ Sl de = Fo(u)k = Flo(p) — Flo(a) ~0. m

Megjegyzés. Ha f erGteret ir le, akkor a fenti allitdsra a kdvetkezSképpen szoktak hivat-
kozni: ,valamely (tartoményon értelmezett) eréteret leiré vektormezdének pontosan akkor
van (skalar)potencialja, ha barmely, a tartoméanyban haladé zart Gt mentén végzett munka
zérus”. Ezért az ilyen vektormezsket konzervativ vektormezének is nevezik. Ennek az el-

nevezésnek az oka a kovetkezs. A fizikdban —F-t nevezik potencialnak, amely a potencialis
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energiat hivatott reprezentalni. Ha valamely ¢ 1t konzevativ erétérben lezajlo mozgést rep-
rezentél, akkor Newton masodik térvénye értelmében az ilyen erGteret leird f vektormezore

a kovetkezd Osszefliggés teljestil:
0=me — f=me + grad F,

ahol m jeloli a mozgd anyagi pont tomegét. Mindkét oldalt @-tal skalarisan szorozva azt

kapjuk, hogy

m

(0, 0) +Foo}.

. d
0=<ﬂw%@>+<@ﬁdﬁ¢>zzﬂ{

Ez azt jelenti, hogy alkalmas ¢ € R ,alland¢” esetén
1T .
¢ =-mel"+Foe,
azaz ,,a mozgasi energia és a potencialis energia osszege allandd” (energiamegmaradas).
Példa. Korabban megmutattuk (v6. 5. gyakorlat), hogy az

f(r) = —'yr—r (0 #£1eR3)

gravitacios erétér esetében

J f:ymM_ymM
o B el

Tehat, ha ¢ zart ut, akkor § f =0, ami nem csoda, hiszen az
[0

F(r) == y% (0+4TeR)

skalarmezére grad F = f.

Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet a fenti tétel bizonyitasaban rejlé egyik allitasra, amit
kiiliin is érdemes megfogalmazni. Ha V C R™ tartomény, tovabbé az f : V — R™ folytonos
vektormezének van (skalar)potencialja: F: V — R, akkor tetszdleges @ : [&, f] — V sima 1t

esetén

Jf:H@mn—H@mn

teljesiil (Newton-Leibniz-tétel).
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Példa. Az iménti példabeli f gravitaciés erétér esetében

_ymM B ymM
e el

J f = F((B)) - Flo(w)

A potencial meghatarozasa

Ha () # V C R3 csillagtartomény, akkor potencialok meghatérozasara a kovetkezd két mod-

szer ajanlott: a definicié alapjan, ill. alkalmas integralok kiszamitasaval.
1. médszer. Ha a potencialt a definicié alapjan szeretnénk meghatarozni, akkor a kovetkezd
moédon érdemes eljarni.

® Amennyiben f = (fi,f,, f3) € €'(V,R3) érvénymentes vektormezs (rot(f) = 0), akkor
olyan differencialhato F:V — R skaldrmez6t keresiink, amelyre grad F = f, azaz

E)]F = f], 0,F = fz, 63F =13

teljesiil. Az f vektormezd simaséga miatt van olyan G € D(V,R), ill. g € R? — R,
g € D fiiggvény, hogy barmely (y,z) € R?, (x,y,z) € V esetén

Fx,y,2) = G(x,y,2) + 9(y, 2),
ahol 071G = 0/F = f;. Mivel barmely (x,y,z) € V esetén
f2(x,y,z) = 0;F(x,y,z) = 0,G(x,y,z) + 019(y, z),
ezért alkalmas HER? - R, He D, ill. h€e R - R, h € D fiiggvény esetén
9(y,2) = Hly, z) + h(z),
ahol

a1H(y>Z) = fz(X,y,Z) - aZG(X3y>Z)

(a H fliggvény kétvaltozos, pontosabban nem fiigghet az x véaltozotol, hiszen ellenkezd
esetben rot(f) # 0 teljesiilne). Mivel

fg(X,y,Z) = a3F(X»yaZ) = aSG(X>y»Z) + azg(y»l) = aSG(X>y>Z) + aZH(y)Z) + h/(Z),
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ezért alkalmas K € R —» R, K € D, ill. tetsz6leges ¢ € R esetén
h(z) = K(z) + ¢,

ahol
K'(z) = f3(x,y,2z) — 93G(x,y,z) — 0,H(y, z)

(a K fiiggvény egyvaltozos, pontosabban nem fligghet sem az x, sem pedig az y valtozo-

tol, hiszen ellenkezd esetben rot(f) # O teljestilne). Innen h, ill. F kénnyen szamithato.

® Amennyiben f € €'(V,R?) forrdsmentes vektormezs (div(f) = 0), akkor olyan differen-

cialhato A : V — R? vektormez6t keresiink, amelyre rot(A) = f, azaz
DA; — A, =f1,  BA — A3 =Ty,  01A; — HA = F
teljesiil. Ha pl. A3 = 0, akkor
03A, = —fy, 03A; =1, és 01A; — 0,A, = f3. (%)

Ezért f simasaga miatt van olyan Fi,F, € D(V,R), ill. g € R? = R, g € D fiiggvény,
hogy béarmely (y,z) € R?, (x,y,z) € V esetén

AZ(X>U)Z) = _F1 (X>U)Z)) ill. A1 (X)U>Z) = FZ(X>U)Z) + Q(X,U),
ahol
a3F1 (X,y,Z) = f] (X)U)Z) és a3F2(X)y>Z) = fZ(X’y)Z) ((X>U>Z) € V)

Igy g meghatarozhaté (x) utolsé egyenletébol.

2. modszer. Ha a potencialt integralok kiszamitaséval szeretnénk meghatarozni, akkor a
kovetkezs a teends. Ha O csillagpontja V-nek és
® f—(fi,f,f3) € €'(V,R?) 6rvénymentes vektormezs: rot(f) = 0, azaz az
wi = f1 - AP+ £,AD 4+ £5- A € AJ(V)
differencialforméra

dwy = (02f3 — 032) - Al + (33f1 — 01f3) - Al + (91f2 — 02F1) - Al = 0 € AY(V),
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akkor (v6. Poincaré-lemma bizonyitasa) barmely r = (x,y,z) € V esetén N, = {1,2,3}

figyelembevételével /(xq,%x2,%3) =: (X,Y,2z)/ azt kapjuk, hogy az

1 1 1
J tOf; (tr) dt) X + (J tOf, (tr) dt) y + (J t0f5(tr) dt) —
0 0 0

= J] (f(tr),r) dt

0

Fr) = P(w,)(r) = (

skalarmezdre (nulladrendi differencialformara)
wi = dP(w¢) = Wgraar, azaz f = gradF

teljestil.
Megjegyezziik, hogy ha 0 # a € V csillagpontja V-nek, akkor a fenti integrél a

kovetkezd:

F(r):J; (fla+t(r—a)),r—a) dt (reV).

® ha f = (f1,f, f3) € €'(V,R?) forrasmentes vektormezs: div(f) = 0, azaz az
we = 1 - Al + LAR,) + T3+ Al € Ay(V)

differencialforméra

akkor (v0. Poincaré-lemma bizonyitasa) barmely r = (x,y,z) € V esetén
N*z = {(233)> (351 )) (] )2)}> azaz 4y € {2)3>]}> RS {3)1>2}

figyelembevételével /(xy.x2.x3) =: (x,Y,2z)/ azt kapjuk, hogy a

Plwi)(r) = (J]tﬂ(’ﬂ)dt)-y~dz—(J]tf1(tr)dt)~z~dy+

0 0

+ ( \ tf,(tr) dt) cz-dx — (f tf,(tr) dt) -x - dz+

JO 0

+ ( \ tf3(tr) dt) -x-dy — (f tf3(tr) dt) ‘Y- dx =

Jo 0
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|

+ {J] t(fi(tr) -y — fo(tr) - x) dt} dz

0
differencidlforméra

1

r t(fa(tr) -z — f3(tr) - y) dt} dx + {J t(f3(tr) - x — f1(tr) - 2) dt} dy+

0 0

Plwe(r) =walr)  (reV)

teljesiil, ahol
A(r) = (A1(r), Az(r), As(r))  (reV).

Tovabba 1
Ai(r) = t(fy(tr) - z — f3(tr) - y) dt,
Jo
rl
A(r) = t(f3(tr) - x — fy(tr) - z) dt,
Jo
rl
As(r) = t(fi(tr) -y — fo(tr) - x) dt,
Jo
azaz

Ar) = J] t{f(tr) x r} dt (reV).

0
Ez azt jelenti, hogy

ws = dP(wy) = dwa = Wyt a, azaz f =rot A.

Megjegyezziik, hogy ha 0 # a € V csillagpontja V-nek, akkor a fenti integréal a
kovetkez6: ]
A(r) ::J t{fla+t(r—a)) x (r—a)}dt (reV).
0

Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy van-e az

f(r) = (x* —yz)i+ (y* —x2)j + (22 — xy)k (r=(xy,2) €R’)
vektormezdének skalarpotencialja! Ha igen, akkor adjunk meg egy ilyen potencialt!
Utm. Mivel R? csillagtartoméany, f € ¢! és

2x -z —y
f'fir)=1| —z 2y —x (r=(x,y,2) € R
-y —x 2z
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szimmetrikus, ezért f-nek van skalarpotencialja, azaz van olyan F € ©(R3,R), hogy grad F =

= f. Az F potencial meghatarozasa kétféle médon torténhet.

1. moédszer. Az F potencialt a definicié alapjan hatarozzuk meg. Mivel az f folytonossaga
miatt
gradF:f — (61F:f1, azF:fz, 63F:f3),
ezért F-re barmely (x,y,z) € R3 esetén
01F(x,y,z) = x* —yz, 0,F(x,y,2z) =y* — xz és 03F(x,y,2z) = 2> — xy
teljesiil. Innen
3
F(x,y,z) = ? - XyZ+ C(U>Z)
kovetkezik, ahol ¢ € D(R?, R). Mivel
y? —xz = 0,F(x,y,2) = —xz + dyc(y, 2),

ezért ;
c(y,z) = &+ d(z),
ahol d € ®(R,R). Mivel
22— xy = 03F(x,y,z) = —xy + 0,¢c(y,z) = —xy + d’(z),

ezeért tetszdleges K € R esetén

w

z
= — +K.
d(z) 3 +

Igy a keresett F potencialra
X4y + 2

3 —xyz+K (r=(x,y,2z) € RY).

F(r)

2. modszer. Az F potencialt az integraformula alapjan hatarozzuk meg.

1
F(r) = {((tx)* — tytz, (ty)* — txtz, (tz)* — txty), (x,y,2)) dt =
Jo

N
= | {t"% —txyz+ 7y’ — thxyz + t°2° — t'xyz} dt =
0

J

]
= {x3+y3+z3—3xyz}J t2dt =
0
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371
= {¥+y’+2° —3xyz} {%} =
0

3,.3. .3
= #—xyz r=(y,z) €R’). W

Feladat. Mutassuk meg, hogy az
f(r) = (UeXU + x),xe") (r= (X,y) cV = RZ)

vektormezonek van (skalar)potencialja, majd hatarozzunk is meg egy ilyen potencialt!
Utm. Vilagos, hogy V csillagtartoméany, melynek csillagpontja pl. az origo: 0, tovabba

f € ¢'(V,R?). Barmely x € V esetén az f’(x) Jacobi-matrix szimmetrikus, hiszen

fr) [yeX(z+x) eX(1 + x) r = (o) € V).

e*(1+x) 0

Igy, ha
et):=tr (tel0,1])

(@ az origot tetszoleges 0 # r € V ponttal 6sszekots ut), akkor az

1 1
F(r) := J f = L (f(tr), )y dt = L {2txy + t'x*y}e™dt  (reV)

fiiggvény (skalar)potencialja f-nek. Az iménti integral kozvetlen kiszamitasa helyett a kovet-

kez6 modon jarunk el. Mivel f-nek van (skalar)potencialja, ezért
J fo J f +J f,
Y 1 ®2

(Pl(t) = (O>’UJ)> (PZ(t) = (tX)U) (t € [Ov]])>

ahol pl.

igy ]
J f+J f:J {xy + tx*y} e™dt.
©1 ©2 0

Ez az integral mar egyszertibben szdmolhat6, mint az elébbi, azonban még konnyebben ju-

szj f+J f,
¢ Py b2

tunk célhoz, ha a vonalintegralt az
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modon szamitjuk, ahol
() := (tx,0),  Pa(t) = (x,ty)  (t€[0,1]).

Ekkor ui. :
J f—I—J f:J xye*dt = xye*. W
Py b2

Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy van-e az
f (1) == y? cos(x)i + (2ysin(x) + e*)j + 2ye*k (r=(xy,2) € R?)

vektormezdének skalarpotencialja! Ha igen, akkor adjunk meg egy ilyen potencialt!
Utm. Mivel R? csillagtartomany, f € ¢! és

—y?sin(x) 2y cos(x) 0
f'(r) = | 2ycos(x) 2y 2e? (r=(x,y,z) € R?)
0 2e% dye¥

szimmetrikus, ezért f potencidlos, azaz van olyan F € D(R3 R), hogy gradF = f. Az F

potencialt a definicié alapjén hatarozzuk meg. Mivel az f folytonos, ezért
gradF:v — (61F:f1, azF:fz, 63F:f3),

ezért F-re tetszoleges (x,y,z) € R? esetén

2x

01F(x,y,2) = y*cos(x), 0,F(x,y,z) =2ysin(x) +e* és 03F(x,y,z) = 2ye”

teljesiil. Innen

F(x,y,2) = y’sin(x) + ¢(y, z)

kovetkezik, ahol ¢ € D (R?,R). Mivel
2ysin(x) + e = 9,F(x,y, z) = 2y sin(x) + d,c(y, z),

ezért

c(y,z) = ye¥ + d(z),
ahol d € ®(R,R). Mivel

2ye® = 03F(x,y,2) = d.c(y, z) = d'(2),
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ezért tetszbleges K € R esetén

Igy az F potencialra

F(r) :yzsin(x)+yezz—|—K (r = (xyy,2) ceR’). W

Feladat. Hatarozzuk meg a g € ¢'(R3, R) fiiggvényt tgy, hogy az
f(r)=(2xy —z)i+ (X¥* +y* +2%)j + g(x,y,2)k (r=(xy,2) € R?)

vektormezonek legyen (skalar)potencialja! Adjuk meg ebben az esetben a potencialt!

Utm. Mivel R? csillagtartoméany, g € €' és

2y 2x —1
f'(r) = 2x 2y 2z (r = (x,y,2) € RY),
0x9(x%,y,2) 9yg(x,y,2) 0.9(x,y,2)

ezért f pontosan akkor potencialos, ha f'(r) szimmetrikus, tehat
axg(xvyaz) = _1> ayg(x,%l) =2z ((x,y,z) € R3) )

azaz

9(x,y,2) =2yz—x+c'(z)  ((x,y,2z) ER?),

ahol ¢ : R — R tetsz6leges folytonosan derivalhato fliggvény. Az F potencial meghatarozasa

kétféle modon torténhet.

1. modszer. Az F potencialt kozvetleniil a definicié alapjan hatarozzuk meg. Olyan F €

€ D(R3 R) fiiggvényt keresiink, amelyre grad F = f:
01F =fy, 0,F = f;, 03F = f3,
azaz
0 F(,y,2) =2xy —z, F(x,y,2) =x*+y*+2z* és 03,F(x,y,z) = 2yz—x+c'(z).

Innen

F(x,y,2) = x*y — xz + d(y, z)
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kovetkezik, ahol d € D (R? R). Mivel
Xt +y® + 28 = 0,F(x,y,2) = x* + 9,d(y, 2),

ezért
3

dy,z) = % +yz + e(z),

ahol e € ®(R,R). Mivel
2yz —x +c'(z) = 03F(x,y,2) = —x + 0.d(y,z) = —x +y + €'(z),

ezért
e(z) =yz> —yz +c(2).

Igy az F potencialra

2

F(r)=y (xz + % +zz) —xz+c(z) (r=(xy,z) € R3).

2. modszer. Az F potenciélt az integralformula alapjan hatarozzuk meg.

r1

F(r) = | {2(tx)(ty) — tz, (tx)* + (ty)* + (t2)*.2(ty)(tz) — tx + c(t2)), (x,y,2)) dt =
JO

N
= | {x(2ty —tz) +y (P +y* +2%)) +z (2tyz — tx + ¢/(tz)) } dt =
Jo

1 1 2 1
= %xzy - 5xzt g(xzy +y*+y2h) + gyzz —yxz+c(z) =

2
= y<x2+y?+zz)—zx+c(z) (r=(xy,2z) €R’). W

Feladat. Mely 3 > 0 szam esetén lesz az

f(r) = (yP —x* — 2x2)i + Byxj + (22 — x¥*)k (r = (xy,z) eR’: y > 0)
vektormezdének (skalar)potencialja? Adjuk meg ezen 3 esetén a potencialt!
Utm. Mivel R? csillagtartomény, f € &' és

—2x -2z ByP —2x
f/(T‘) = BU BX 0 (T‘ = (X>U»Z) € RS Yy > 0))
—2x 0 2z
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ezért f pontosan akkor potencidlos, ha

By=py*"  ((xvy,z) eR’:y>0),
azaz [3 = 2. Az F potenciél meghatérozéasa kétféle moédon torténhet.

1. moédszer. Az F potencidlt kozvetleniil a definicié alapjan hatarozzuk meg. Olyan
F:R x (0,400) x R — R derivalhat6 skalarmezét kerestink, amelyre grad F = f:

a1F = f], azF = fz, 63F = f3,

azaz

axF(X»y)Z) = yz - Xz - 2XZ) ayF(X>y»Z) = Byx és azF(X>y»Z) = Zz - Xz-

Innen

1
F(x,y,z) = y?x — =x> — X’z + ¢c(y, 2)

=X
3
kovetkezik, ahol ¢ : (0, +00) x R — R derivalhato fiiggvény. Mivel
2yx = 0,F(x,y,z) = 2xy + 0yc(y, z),
ezért
c(y,z) = d(z),
ahol d € ®(R,R). Mivel

22 —x* = 33F(x,y,2) = —X* + 0,¢c(y,z) = —x* + d’(2),

ezért
23
d(z) = 3 + K,
ahol K € R. Igy az F potenciélra
1 3
F(r):yzx—§x3—xzz+%+K (r=(x,y,2) e R*: y > 0).

2. modszer. Az F potencialt az integrélformula alapjan hatarozzuk meg.

1
F(r) = L<((ty)2—(tx)z—Z(tx)(tz),Z(ty)(tx),(tz)z—(tx)z),(x,y,z)> dt =

]
= {xy* —x — ¥z +2y’x + 2° — x’z} J t2dt =
0

1 3
= yzx—§x3—xzz+% r=Mxy,z) eRP:y>0). N
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El6fordulhat, hogy V nem csillagtartomany, de az f vektormezd esetén mégis meghataroz-
hat6 (skalar)potencial (vo. dipdlus potencialja). Ehhez persze elengedhetetlen az, hogy f’

szimmetrikus legyen (n = 3 esetén rot f = 0 teljesiiljon).
Feladat. Legyen
x:R\{0} = R, xec.

Hatarozzuk meg az

f(r)=x(Ir) -+ (0#reR)

vektormezd (centralis erdtér) egy (skalar)potencialjat!
Utm. Mivel tetszéleges 0 # 1 € R3 esetén

x'(Ir1)
I

T

)
f%ﬂzro{XWM-—}-+ﬂhM%:

g v x(Es = (F/()],

azaz f' szimmetrikus, ezért f-nek lehet potencialja. Legyen most 0 # a,r € R3, majd ¢, ill.
1 a kovetkezd utak: @ : [a,b] — R?® az origo koriili |a| sugara gémbfeliileten haladé olyan

. . o a
ut, amely 0sszekoti az a pontot a b := —r ponttal,

1|
V) =t-  (telal ).
7]

Mivel
(fle(t),@'(t)) =0  (tellalr]),

ezért
Il Il
P | r=| o= |t onde= | xoede (o re®)
oV P \ |
a keresett potencial. B
Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy van-e az
f(r)=f(Mi+f(r)j+f(r)k=zi+x +yk (r=(xy,z) €R’)

vektormez&ének vektorpotencialja! Ha igen, akkor adjunk meg egy ilyen vektorpotencialt!
Utm. Mivel R? csillagtartomany, f € €' és divf = 0, ezért f-nek van vektorpotencialja. Az

A potencial meghatarozasa kétféle médon torténhet.
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1. médszer. Az A vektorpotencialt a definicié alapjan hatarozzuk meg. Vildgos, hogy

62A3—63A2 = f]

rotA="°f — 63A1 — 61A3 = fz
01A2 — A1 = f3
Ha pl. A3 = 0, akkor
a3A2 = —f1, 63A1 = fz és a1A2 — 62A1 = f3. (*)

Igy f simasiga miatt van olyan Fi,F, € ©(Q,R), ill. g € R? = R, g € D fiiggvény,
hogy béarmely (y,z) € R?, (x,y,z) € Q esetén

Azxy,2z) = —Fi(xy,2), il Ay(xy,z) = Rx,y,2) + g(x,y),
ahol
o3hi(x,y,2) = filx,y,2) & 0O3Faxy,2) = falx,y,2)  ((x,y,2) € Q).
Igy g meghatarozhato () utolsé egyenletébdl. Az iménti példaban div f = 0, ezért
As(r):=0 (r = (x,y,2) € RY),

ahonnan 2
Az(x,y,z) = —
kovetkezik. Igy
A1(x,y,z) =xz + g(x,y),
ill.
y = f3(x,y,z) = 0,A2(x,Y,2) — 04A1(x,Y,2) = 0 — 9y9(x,y),
tehat

jo lesz. Ezért, ha

akkor
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2. modszer. Az A vektorpotencialt az integralformula alapjan hatarozzuk meg.

1 1
Ar) = J t{(tz, ty, tx) x (x,y,z)} dt = J tz(xz — yz,zy — zz,yz — xz) dt =
0 0

(xz—vy%zy —zLyz—x*). A

W[ —

Lathato, hogy a fenti feladatban kétféle modon szamitott vektorpotencial 1ényegesen eltér
egymastol. Ennek az az oka, hogy a két vektorpotencial kiilénbségérsl csak annyit lehet

tudni, hogy az valamely skalarmezé gradiense.

Megjegyzés. Elsfordulhat, hogy V nem csillagtartoméany, de az f vektormezé esetén mégis

meghatarozhato vektorpotencial. Ehhez persze elengedhetetlen az, hogy div f = 0 teljesiiljon.

Feladat. Hatarozzuk meg az
f(r) == (xysin(z),xysin(z), (x + y)cos(z))  (r=(x,y,2) € V=R’

fliggvény egy vektorpotencialjat!
Utm. Mivel R? csillagtartomany, f € @' és divf = 0, ezért f-nek van vektorpotencialja. Az

A vektorpotencialt a definicié alapjan hatarozzuk meg. Vildgos, hogy

02A3 — 03A; = T
rotA="f — 63A1 — 61A3 = fz
81A2 - 62A1 = f3

Ha pl. A3 =0, akkor
63A2 = —f1, 63A1 = fz és 61A2 — 62A1 = fg. (*)

Igy f simasaga miatt van olyan Fy,F, € ©(V,R), ill. g € R? = R, g € D fiiggvény, hogy
barmely (y,z) € R?, (x,y,z) € V esetén

AZ(X»y)Z) = _Fl (X,y,Z), ill. A] (x,y,z) = FZ(X>U>Z) + Q(X,y),
ahol

a3F1 (X,y,Z) =1 (X»yaz) és aSFZ(X)y>Z) = fZ(X’y)Z) ((X>U»Z) S V)
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Igy g meghatarozhaté (*) utolsé egyenletébdl. Az iménti példaban div f = 0, ezért
A3(r) =0 (T‘ = (X>y)z) € R3))

ahonnan

AZ(X)U> Z’) =Xy COS(Z)

kovetkezik. Igy
A] (x,y,z) =Xy COS(Z) + g(x,y),
ill.

(X+y) COS(Z) = fg(X,y,Z) = axAZ(X>y>Z) - ayA1 (X>U)Z) =y COS(Z) +XCOS(Z) - ayg(x>y)>

ahonnan
g(x,y) =
jo lesz. Ezért, ha
2

Ai(x,y,z) = xz — bR

akkor
—xy cos(z)
A(r) = | xycos(z) (r=(y,z) €R’). W
0

Feladat. Legyen V C R? konvex tartomény, (a,b,c) € V, tovibba f € ¢'(V,R3?) olyan

vektormezd, amelyre div f = 0 teljesiil. Mutassuk meg, hogy ha

A = (g1,92,0),

ahol

z Y

fy(x,y, ) ds —J Bxtadt  ((xy,2) € V),
b

91(%,Y,2) ::J

C

92(X>y>z) = _J f (X>U>S) ds ((X,U,Z) € V))

C

akkor fennall a rot A = f egyenlGség!
Utm. Mivel

rot A = (—9392,9391,0192 — 0291)
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és
aSQZ(Xay)Z) = _f1 (X>U)Z)) 5391(76)9)2) = fZ(va)Z)) ((x,y,z) € V))
ill.
6192(X>y>z) - 6291(x,y,z) =

::—JmM&wﬂ%—J%M&wﬂ®+EW%ﬂ=

c c
div f=0

= —J{61f1(x,y,s)+azfz(x,y,s)}ds+f3(x,y,z) =
C

= J a3f3(x)y)s) ds —{—fg(X,y,C) = f3(X>y)Z) - f3(X>U>C) —l—fg(X,U,C) =

C

= fz(X)U>Z) ((x,y,z) EV)»

ezért rot A =1 1A

Feladat. Legyen V C R3 konvex tartomény, (a,b,c) € V, tovabba f € ¢'(V,R3) olyan
vektormezd, amelyre div f = 0 teljesiil. Mutassuk meg, hogy ha

A= (O) g1, 92) ) ill. A= (hhoa hZ)

ahol N ,
m@yﬂhzjﬁmwmdijWmmﬂ& (x,y,2) € V),
mh&&%z—Jﬁ&%ﬁ® (x,,2) € V),
ill. y
hl(X>y,Z) ::_J f3(X)S)Z)dS ((X)U>Z) GV))
b

X

w%&ﬁ“—Jﬁﬁﬁﬂmt (% y,2) € V),

a

Y

ha(x,y,z) = Jb

akkor fennall a rot A = f egyenlGség!
Utm. Mivel

rot A = (0,92 — 0391, —9192,0191), ill. rot A = (0,h,, 03hy — 07hy, —0,hy)
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tovabba
6192(X»U)Z) - _fZ(X>y>Z)) 6191(X>U)Z) = fg(x,y,z), ((X,U,Z) € Q)>

és 8292(X>y>z) - 6391(X>U)Z) =

= —J azfz(s,y,z)ds—J 03f3(s,y,z)ds + fi(a,y,z) =

a a

= —J {02F2(s,Y,2) + 05f3(s,y, 2)}ds + f1(a,y, z) T2

a

- J 31\’1(5&1,7«) ds +V1(a)y)z) =W (X>U)Z) —v1(a,y,z) +v3(a,y,z) -

a

= vilx,y,2) ((%y,2) € Q),
ill.
0Milx,y,2) = sk, y,2), Dol y,z) =vilky,2),  ((xy,2) € Q),
és 03hy(x,y,z) — 01ha(x,y,z) =

y y
= —J 03v3(x,s,z)ds — J 01vi(x,s,z)ds +vy(x,b,z) =
b b

y o
= —J {05f3(x,s,2) + 01f1(x,s,2)} ds + f2(x, b, z) div =0
b

y
= J 02f2(x,8,z) ds + f2(x, b, z2) = f2(x,y,z) — f2(x,b,z) + f2(x,b,z) =
b

= flxy,2) ((x,y,2) € V),
ezért rot A =f.
Feladat. Legyen a € R3. Hatarozzuk meg az
f(r)==axr (reRd
vektormez6 vektorpotencialjat !Mivel R? csillagtartomany, f € @',

divf=(a,0) — (a,0) =0  (r € R,
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ezért f-nek van vektorpotencialja. Mivel
axr=(ax— azy,azx — arz,ajy — azx) (r=(x,y,2z) € R,

ezért
A= (91) 92)0) y

vektorpotencial, ahol

z y
g1(x,y,z) = J(ayc—cus)ds—J (a1t — axx)dt =
0 0

a a
= axz-— 7122 - ?]yz + ayx ((x,y,2) € R?),

ill.
92(x,Y,2) := —J (ax — azy)ds = (a,x — azy)z (x,y,z) eR’). W

Feladat. Legyen
f(T‘) = (_zy>oa _ZX) (T‘ = (X,y,Z) € Rs)-

Mutassuk meg, hogy f-nek van vektorpotencidlja: A, majd hatarozzuk meg A-t gy, hogy
div A = 0 teljesiiljon!
Utm. Mivel R? csillagtartomany, f € €', divf = 0, ezért f-nek van vektorpotencialja, azaz
alkalmas derivalhato A : R3 — R3 vektormezére rot A = f. Ekkor van olyan derivalhato
F:R?® — R skalarmezs, amelyre

A =B+gradF

teljesiil, ahol tetszéleges (x,y,z) € R3 esetén

B; = 0,

B, = —J V](X,y,s)ds:J 2y ds = 2yz,

0 0

Y y

v3(x,t,0) dt = J 2x dt = 2xy.
0

By = Jvz(x,y,s)ds—J

0 0
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Igy tehat
B(r) = (2xy,2yz,0) (= (x,y,2z) € R?).

A
0 =divA(r) = B(r) + AF(r) = 2x + 2z + AF(r) (r=(x,y,2z) € R?)

feltételbsl
AF(r) = =2(y + z) (r=(x%y,z) € R’

kovetkezik. Nem nehéz belatni, hogy az

1
F)i= —3'+2)  (r=(xy,z) €RY)
skalarmezore teljesiil a fenti feltétel. Igy

gradF(r) - _(O)yZ’ZZ) (T’ - (x,y,z) € R3))

ahonnan

AlT) = (2xy2yz —y*, —2%)  (r=(xy,2) € R?)
kovetkezik. B

Feladat. TetszSleges a € R® vektor esetén hatérozzuk meg az
f(r):=rxa (r=(x,y,2z) € R).
fliggvény A vektorpotencidljat az alabbi feltételek esetén!
1) A, =0, 2)A | a, A v (reRd).
Utm. Mivel R? csillagtartomény, f € ¢,
f(r) = (yas — zay, zar; —xa3, xa; —yai)  (r=(x,y,2) € R%),

igy divf = 0. Van tehat olyan A : R® — R3 derivalhaté skalarmezs, amelyre rot A = f
teljesiil. Igy
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1) az A; = 0 feltételnek megfelels A vektorpotencial els6 és harmadik komponensére tet-

sz6leges (x,y,z) € R3 esetén

y y 1
Ai(x,y,z) = —J vi(x,s,z)ds = —J (xa; —say)ds = 2(1192 — axy,
0 0

Y X
As(x,y,z) = J vﬂx,s,z)ds—J v,(t,b,z)dt =
0 0

Y X
= J (saz —zay)ds — J (za; — taz)dt =
0 0

= 1a Z_a z+lax2—axz
= 239 2y 23 1XZ.

2) az A || a feltételnek eleget tévs vektorpotencialra

Alr) = p(r)a  (reR’),

ahol n:R® — R alkalmas derivalhaté skalarmezs. Mivel barmely T € R3 esetén

rx a=rotA(r) = u(r) -0+ grad u(r) x a,

ezért az iménti p skalarmezdére
grad u(r) =r (r e R?)

kell, hogy teljestiljon. Vilagos, hogy létezik ilyen p skalarmezd, hiszen az

u(r):=r (reR?)

vektormezd orvénymentes: rotw = 0. A p skalarmezdre tehat barmely r = (x,y,z) €
€ R3 esetén
oju(r) =x,  Ou(r)=y, Ou(r)=z

teljesiil. Innen
X2

U’(X)l.%z) = ? + C(U)Z)

kovetkezik, ahol ¢ € D(R?,R). Mivel

Y= aZH(Xal.%Z) = ayc(y,z),
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ezért
2

cly,z) = 2 +d(2),

ahol d € ®(R,R). Mivel
z = %3u(x,Y,z) = 0.c(y,z) = d'(2),

ezért tetszbleges K € R esetén

z
=—+K
d(z) > +
Igy pl., ha
22 R , .
u(r) ?+7+?—§|T| (r=(xy,2z) € R’),

alak.

3) az
A(r) v (reR?)

feltételnek eleget tévs vektorpotencidlra
A(r) =A(r)r (reR?)
teljesiil, ahol A : R® — R alkalmas derivalhato skalarmezé. Mivel barmely T € R? esetén
rx a=rotA(r) =A(r) -0+ grad A(r) x r = —1 x grad A(r),
ezért az iménti A skalarmezoére
OA(T) = —ay, 0A(T) = —ay, 03A(T) = —as.

Innen

Ax,y,z) = —arx + c(y, z)
kovetkezik, ahol ¢ € D(R?,R). Mivel

—a; = 0A(x,Y,2z) = 0yc(y, z),
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ezért

c(y,z) = —ayy + d(z),
ahol d € ®(R,R). Mivel

—a3 = 33A(x,y,2) = 0:c(y,z) = d'(2),
ezért tetszbleges K € R esetén
d(z) = —azz + K.
Igy pl., ha
A(r) == —ayx — auy — azz = —(r,a) (r = (x,y,2) € R?),

akkor a keresett vektorpotencial

alaku. W

Megjegyzés. Ha A; és A, az iménti feladatbeli f vektormezs egy-egy vektorpotenciélja,
akkor barmely o € R esetén
A= oA + (1 - OC)AZ

is vektorpotencialja f-nek. Ez pl. azt jelenti, hogy a 2), ill. 3) feltételeknek eleget tévs Aq,

ill. A, vektorpotencidlok esetén

Ar) = oc%lrlza — (1T =) (rya)r (reR?)

2
vektorpotencialja f-nek. Az & = 3 speciélis esetben

rXx (axr)

Ar) = 3

(Irlza —(r, a)r) = (r e R%).

Wl =
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Alkalmazasok
Feladat. Szamitsuk ki az
f(r):=yz(2x +y + z)i + xz(x + 2y + z)j + xy(x + y + 2z)k (T‘ = (x,y,z) € R3)

er6térnek a @ ut mentén végzett munkajat, ha R, az origoét az (1,1,1) ponttal Osszekitd
szakasz!
Utm.

1. moédszer. Mivel
(p(t) = (0,0,0) + ((LL” - (0,0,0))t = (t) tat) (t € [Ovﬂ)»

(p/(t) = (1>1)1) (t € [0>1])
és
flo(t)) = (4045485  (te[0,1]),
ezért ]
W:J f:J 12¢3dt = 3.
© 0
2. modszer. Mivel az
F(r) :=xyz(x +y + z) (r = (x,y,z) € R3)

skalarmezs potencidlja f-nek, ezért a végzett munka:

W:J f=F(1,1,1) - F0,0,0)=3. W
®

Feladat. Szamitsuk ki az

(1) :=xyi+xzj — zyk (r=(x,y,z) € R)
sebességtérnek a W-re vett fluxusat, ha Ry a

N={(xyz) eR: z=x"+y% x¥*+y* <1}

feliilet!
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Utm. Mivel R? csillagtartomény, f € €', div f = 0, ezért f-nek van vektorpotencialja. Az A

vektorpotencial viszonylag konnyen meghatarozhaté. Ha
As(r)=0  (r=(xyz2) €R’),

akkor
72

X
AZ(X»U)Z) = —XYyz, Aq (X,y,Z) = 7 + Q(X,U),
ill.
—zy = VS(X)U>Z) = 5XA2(X)U>Z) - ayAl (x,y,z) =Yz — ayQ(X»U)-

Igy g(x,y) := 0 jo lesz. Ha tehat A;(x,y,z) = %, akkor

xz%/2
A(r) = | —xyz (r=(x,y,z) € R).
0

Igy Stokes tételének felhasznalasaval

Jf:J rotA:J A,
v v [}

ahol
@(t) := cos(t)i +sin(t)j + k (t € [0,27]).
lgy N
J A= J ((cos(t)/2, — cos(t) sin(t),0), (— sin(t), cos(t),0)) dt =...=0.
) 0
Megjegyzés. A fluxus definicidja alapjan
J f = J { (u?sin(v) cos(v), 1’ cos(v), —u’ sin(v)) ,
v [0,1]x[0,27]
(—2u?cos(v), —2u?sin(v),u)) d(u,v) =... =0,

hiszen, ha
Y(u,v) :=ucos(v)i+ usin(v)j + uw’k ((u,v) € [0,1] x [0,271]),
akkor Ry =T, ill.

ny(u,v) = u{—2ucos(v)i — 2usin(v)j + k} ((u,v) € [0,1] x [0,271]).
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Feladat. Szamitsuk ki a

H(r)=xi— (z+3)k (r=(x,y,z) € R?)
magneses mezének a W-re vett fluxuséat, ha Ry a

.= {(x,y,z) ER: 2z=x*4+1y% 0<z< 3}

feltilet!
Utm. Mivel R? csillagtartomany, H € &', divH (r) = 0, ezért H-nak van vektorpotencialja.

Az A vektorpotenciél viszonylag konnyen meghatarozhato. Ha
A3(T‘) =0 (T‘: (X»yaz) ER3)>

akkor
Axlxy,2) = —xz,  Ai(x,Y,z) = g(x,y),
ill.
—(z+43) =v3(x,y,z) = 0,A2(x,Y,2) — 04yA1(x,Y,2) = —z — 0yg(x,Y).
Igy g(x,y) := —3y jo lesz. Ha tehat A;(x,y,z) := —3y, akkor

—3y
Alr)= | —xz (r = (x,y,2z) € R).

Igy Stokes tételének felhasznalasaval

JH:JrotA:JA,
Y v [}

ahol
e(t):

Igy

27 27
J A= J ((—3sin(t)/2, -3 cos(t)/2,0), (—sin(t)/2,cos(t)/2,0)) dt = J M dt = 0.
©

0 0 4
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Megjegyzés. A fluxus definicidja alapjan
J f = J {(wcos(v),0,—u?/2 — 3),
Yy (0,3]x[0,27]

(uz cos(v), —u?sin(v), uCOS(ZV)) > d(u,v) =

- I

hiszen ha

27
J (u?sin(2v)/2 4+ 0 — u® cos(2v) /2 — 3ucos(2v)) dv) du=...=0,
0

2
Y, v) == wcos(v)i + usin(v)j + %k (w,v) € [0,3] x [0,271]),

akkor Ry =T, ill.

ny(u,v) = u? cos(v)i — u? sin(v)j + wcos(2v)k ((u,v) € [0,3] x [0,27]). W

Feladat. Szamitsuk ki az
f(r) = Bx*y? + 21+ (4x2° — 4°y3)j + (x* + xy)k (r=(xy,2) € R’)
erétérnek a W-re vett fluxusat, ha Ry a
M= {(xy,z) eR*: z=rcos’(x* +y?), 0 <x* +y* < m/2}

feliilet !
Utm. Mivel R? csillagtartomany, f € @',

div f (r) = 12x%y> = 12x%y> + 0 = 0,

ezért f-nek van vektorpotencialja. Az A vektorpotencial viszonylag konnyen meghatarozhato.
Ha
Asz(r):=0 (r=(x,y,z) € R,
akkor
6

z y 2
Aq(x,y,z) = J fa(x,y,s) ds—J f3(x,t,0)dt = —4x3yzz—|—%—xzy—? ((x,y,z) € R3),
0 0
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AZ(X)y»Z) = _J f] (X)y>5) ds = _3X4yzz - Z ((x,y,z) € R3))
0
azaz i
—dxPyPz + BE 2"7' —xty — 4
Ar) = —3xy z—-% (r = (x,y,2) € R?).
0
Igy Stokes tételének felhasznalasaval
J f:J rotA:J A,
v v ®
ahol
= /m/2{cos(t)i + sin(t)j} (t € [0,27]).
lgy
7.[2 P27
J A = y <(— cos?(t) sin(t) — cos(t) sin?(t)/2,0 0) (—sin(t),cos(t),0)> dt
® Jo
2 21 2 21 27 1 2t 2
= %uo cos? (t) sin?(t :;T—JO sin?(2t) dt = ;Tz L %()dt:ﬂ—.
Megjegyzés. A fluxus definicidja alapjan J f=
y
= {(vi(¥(u,v)), v2(¥(u,v)), u? cos’(v) + u” cos(v) sin(v)) , (0,0,1)) d(u,v) =

Ji0,/m/21%10,27

= (J i (1 cos®(v) 4+ u? cos(v) sin(v)) dv) du =
0

Jo
rr/ /2 27t 1 2 27 A\/T/2

= {u3 J —I—c%(v) dv +u? J sin’(v) sin(v) dv} du = J wWrdu =
Jo 0 0 0

hiszen ha
Y(u,v) :=ucos(v)i+ usin(v)j € [0, v/7/2] x [0,27])
akkor Ry =T, ill.

ny(u,v) = uk ((w,v) € [0,y/7/2] x [0,27t]). W
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Feladat. Legyen
F(r) := zcos(yz) (r=(x,y,z) € R,

tovabba
F={reR: r[=1}.

1. Szamitsuk ki az f := grad F vektormezdének a
@(t) == (cos(t),sin(t),t)  (t € [0,27])
utra vett vonalintegrajat!

c st

3. Hatdrozzuk mega h: R - R, he ¢, g: R* - R, gc ¢ u: R - R, u e ¢
fliggvényeket gy, hogy

W(T) = (y>h(x)> 9(X>y)) = gradu(r) (1‘ = (X>y»Z) € R3)
teljesiiljon! Miért van w-nek vektorpotencialja?

4. Szamitsuk ki az J w feliileti integralt!
v

Utm.
1. Vilagos, hogy
grad F(r) = (0, —z*sin(yz), cos(yz) — yzsin(yz)) (r = (x,y,2) € RY),
igy
Lw = F(1,0,27) — F(0,0,0) = 27t
2. rotf =rotgrad F = 0.

3. Mivel
Y= a1u(x,y,z),

ezért alkalmas a : R? — R, a € D fiiggvény esetén
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Mivel
h(x) = 0u(x,y,z) = x + 9;a(y, z),

ezért alkalmas ¢ € R szamra, ill. b: R — R, b € ® fiiggvényre
a(y,z) =cy + b(z).

Végiil
Q(X,y) = aSu(X>y>Z) = b/(Z),

igy alkalmas d € R esetén b’(z) = d, ahonnan
b(z) =dz +e,

ahol e € R. Igy
u(x,y,u) = xy-+cy+dz+e,
h(x) = x+c¢,
glx,y) = d.

A w vektormezének van vektorpotencialja, hiszen R? csillagtartomany, w € €', tovabba

divw = divgradu = Au = 0.

4. Hany:F,és
Vi={reR: =1},

akkor a Gaul-tétel kovetkeztében

Jw:J divw:J Au=0. N
v % %
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metrikus alapmennyiség, 88
mérhetd
Jordan-, 100
mérték, 140
abszolut folytonos, 222
Dirac-, 144
ekvivalens, 227
els-, 140
kvézi-, 140
szamossag-, 143
szigma-véges, 225
teljes, 144
teljessé tétele, 172
valoszintségi, 144
mértéktér
atommentes, 442
atomos, 442
tisztan atomos, 442
monotonitas, 159
mozgas palyaja, 71
multiindex
monoton, 269
szigorian monoton, 269
munka, 82, 349
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Neil-féle parabola, 326

operator
eltiintets, 246, 247
Hamilton-, 247
impulzus-, 247
keltd, 246, 247
koordiata-, 247
spin-, 247

Osszefliggés
Heisenberg-féle, 247
0sszeg
Riemann-, 57

Riemann-Stieltjes-féle integralkozelits, 57

Riemann-Stieltjes-, 57
Ossztoltés, 73

Ossztomeg, 73

parabola, 356
paraméterezés, 72
parcialis integralés, 68, 345
parelelepiledon, 470
Pauli-matrix, 247
pikkelyrendszer, 406
pillanatnyi

gyorsulas, 71

sebesség, 71

polérkoordinatas megadés, 327

pont
anyagi, 71
tomeg-, 71
potencial

skalar-, 478
vektor-, 478

profilgérbe, 339
projektor, 281

pszeudoszféra, 383

relativitaselmélet, 291
rézsa

p-szirmu, 107

sik, 354
Slater-determinéns, 268
stabilitas, 30
statisztika
Boose-Einstein-, 246
Fermi-Dirac-, 247
strtiség
aram-, 349
teljesitmény-, 350
szigma-additiv, 159
szigma-szubadditiv, 159
szimmetrikus differencia, 127
szimmetrizalasi posztulatum, 260
szorzat
alternalo, 266
diadikus, 350
Grassmann-, 237, 266
kiilss, 237
skalaris, 348
szimmetrikus, 237, 265
tenzori, 241, 245
tenzorialis, 350
vegyes, 350
vektorialis, 349

tenzor
Bianci-, 289
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fesziiltségi, 234
kontravarians, 233
kovarians, 233
Levi-Civita-, 263
tenzori szorzat, 241
tér
dualis, 358
mérhetd, 121, 143
mérték-, 143
tétel
Arzela-, 221
Bendixon-Dulac-, 104

Gauk-, 105
Green-, 100
Jordan-, 35

kifejtési, 351
Lebesgue-, 198
Levi-, 184
Newton-Leibniz-, 486
Poincaré-Stokes-, 334
Radon-Nikodym-, 226
Stokes-, 104
toruszfeliilet, 338
tomegkozéppont, 55, 73
torvény
Ampere-, 90
Biot-Savart-, 322
gerjesztési, 90

Hagen-Poiseuille-, 89

Planck-féle sugarzési, 25

Stefan-Boltzmann-, 25

torvények

Heisenberg-féle felcserélési, 247

traktrix, 383

transzlacio, 329
tiikrozés, 357

ut

hossza, 71
regularis, 71
rektifikalhato, 71
sima, 71

zart, 376

variacio

fiiggvényé, 31
totalis, 31

vektor

egység-, 350

euklideszi norméja, 350
hossza, 350

merdleges, 351
ortogonalis, 351
parhuzamos, 351
Poynting-, 350

szoge, 350, 351

vektormezd

konzervativ, 486

vonalintegral

elséfaju, 73

mésodfaji, 82

zardjel

(Dirac-)Poisson-, 247
Lie-, 246

zenei izomorfizmus, 467



