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1. Bevezetés

Ez a dolgozat attekinti a szerzé PhD-fokozatanak 2007-es megszerzése utan — tobb esetben téarsszerzdék-
kel kozosen — elért tudoményos eredményeit, valamint felsorolja az oktatashoz és ismeretterjesztéshez
kapcsolodd publikacioit.

A tudoményos eredmények mindegyike bizonyos folytonos és — a beldliik szarmazé — diszkrét modellek
kapcsolatat vizsgalja. A folytonos modellek tobbnyire parcidlis differencidlegyenletek vagy kozonséges
differencialegyenletek megoldasai, a diszkrét modellek pedig ezen egyenletek numerikus megoldasakor
adodo (linearis vagy nemlineéris) differenciaegyenletek, illetve rekurziok. E vizsgélatokban a kozponti
kérdés altalaban az, hogy az eredeti folytonos rendszer megoldéasainak kiilonféle tulajdonségai hogyan
oroklédnek at a diszkrét rendszerekre: ez a kérdés gyakran dgy hangzik, hogy a numerikus megoldés
milyen kvalitativ-, megérzési-, vagy stabilitési tulajdonsigokkal rendelkezik.

A dolgozatban a differencialegyenletek és dinamikai rendszerek, valamint a numerikus- és komplex ana-
lizis fogalom- és eszkoztarat hasznaljuk. Emellett fontosnak tartjuk kiemelni, hogy az elért eredményekhez
donté modon jarult hozza a Mathematica programcsomag [I]. A Mathematica-t — 1988-as debiitalasa ota
— Stephen Wolfram és csapata folyamatosan fejleszti. F sorok ir6ja a szoftvert 1991 6ta hasznalja akti-
van: a Wolfram-nyelv és a Mathematica programozési kdrnyezete messzemenden alkalmasnak bizonyult
arra, hogy benne interaktiv moédon kisérleteket és szimulacidkat végezziink sejtések kialakitasdhoz, vagy
szimbolikus eszkozokkel formélis tételbizonyitasokat hozzunk létre.

E dolgozat felépitése a kivetkezs.

Az[1.]] szakaszban néhany jelolést és definiciot idéziink fel. Az szakaszban ismertetjiik a kés6b-
bi vizsgalataink targyat képezd klasszikus egy-, illetve tobblépéses numerikus modszereket és legfontosabb
tulajdonsagaikat.

A[2 fejezetben tipikus problémékon keresztiil mutatjuk be azt a kontextust, amelybe a [2]-[12] cikkekre
épiils 3 fejezet illeszkedik. A [2] fejezet részletesebb torténeti attekintést is ad az SSP-modszerekrol
(strong-stability preserving methods). E nagyobb lélegzetvételi fejezet hosszat az indokolja, hogy az SSP-
modszerekrél magyar nyelven itt olvashatunk elGszor.

A Bl fejezetben az Gj tudomanyos eredményeket vazoljuk fel (az aldbbiakban a szakasz szdma utan
zérojelben azokat a publikaciokat soroljuk fel, amelyekre az illets rész épit). Ezek mindegyikében a stabi-
litas fogalmanak valamely aspektusa jelenik meg.

o A szakasz (lasd [12), 1], 10, [6]) egylépéses diszkretizaciok numerikus strukturdlis stabilitasat
vizsgalja egy-, illetve két kodimenziés bifurkaciés pontok kérnyezetében.

o A szakaszban (lasd [8]) bizonyos egylépéses diszkretizaciok belsd stabilitasat tanulmanyozzuk.

e AB.3.1] szakasz az [5] cikket ismerteti, ahol az irodalomban el§szér konstrudltunk vdltozd 1épéskdzt
SSP-tulajdonsagi tobblépéses modszereket.

o A szakasz (lasd [4]) egylépéses SSP-modszerek folytonos kiterjesztésével foglalkozik.

o A szakaszban (lasd [3]) differencidlegyenletek egy bizonyos osztalydban az altalanos SSP-
elmélet eredményeit javitjuk meg.

o A szakasz (lasd [9]), illetve a [3.4.2] szakasz (lasd [2]) rendre egylépéses, illetve tobblépéses
modszerek optimdlis 1épéskoz-egyiitthatoirol szol. A lépéskoz-egyiitthatok az SSP-egyiitthatok rokonai.

o A szakaszban (lasd [7]) egylépéses modszerek stabilitasanak szemszogébdl elemezziik az expo-
nencialis fliggvény Taylor-sordnak részletdosszegeit.

A [ fejezet végiil a szerz6 oktatashoz és ismeretterjesztéshez kapcesolodo publikacioit sorolja fel.




1.1. Néhany jelolés és elnevezés
1.1.1. Bizonyitasi moédszerek

A késbbiekben t6bbszor hivatkozunk majd szdmitdgépes bizonyitdsokra, melyek helyessége a Mathematica
belss (szamunkra tehat nem hozzaférhets) algoritmusainak helyességén mulik. Ezzel szemben hagyomd-
nyos bizonyitdson a .papiron” leirt és a szokasos moédon olvashatd bizonyitasokat értjiik. Erdekes modon
az ebben a dolgozatban szereplé csaknem valamennyi hagyoményos bizonyitas szamitogépes kisérletek és
modszerek altal nydjtott tAmogatas eredményeként sziiletett.

1.1.2. Algebrai szamok és abszolit monotonitas

e A kozelité numerikus értékek esetén tizedesvesszs helyett tizedespontot hasznalunk.

o A természetes szamok N halmaza a nullat is tartalmazza.

e Komplex szdmok valds- és képzetes részét a Re és az Im szimbolumokkal jeloljik. A z komplex szam
konjugaltja Z.

e A késGbbiekben felbukkané algebrai szamokat definialé Z;‘:O ajxz’ polinomokat (ahol 3 < n € N,
an # 0 és aj € 7Z) a rovidség kedvéért legtébbszor az egyiitthatok

{an,an-1,...,a0} (1)

sorozataval jeloljik.

e A ) valos fliggvényt az x € R pontban abszolit monotonnak mondjuk, ha tetszéleges k € N esetén
a k-adik derivaltja létezik és nemnegativ: () (x) > 0. A ¢ fiiggvény abszolit monotonitdsi sugara

R(%)) := sup ({T‘ € [0,400) : ¥ abszoltt monoton Vx € [—r, 0] pontban} U {0}) € [0, +o0], (2)

azaz a szamegyenes bal felén fekv§ és origdoban végz6ds legnagyobb olyan intervallum hossza, amelyen ¢
abszolut monoton. A definicié garantélja, hogy a szuprémumban szereplé halmaz sosem fires.

1.1.3. Vektorterek és funkcionalok
e Jeldlje a tovabbiakban 1 a csupa l-eseket tartalmazo vektort. Az 1 vektor dimenzidja a szdvegkor-
nyezetbdl vilagos lesz.

e Ha v,w € R™ illetve ha A és B azonos méretii valos matrixok, akkor ebben a dolgozatban a v < w,
illetve az A < B relaciot komponensenként értjiik — természetesen hasonlé megallapodéas vonatkozik a >
reléciora.

e A v € R™ vektor legkisebb, illetve legnagyobb komponensét min v, illetve max v jeloli.

e Legyen V valos vektortér. Azt mondjuk, hogy a || - || : V — R funkcional konvez, ha
|6v + (1 — O)w]| < O||v]| + (1 — 0)||w|| (Vv,w €V, Vo € [0,1]).
A |l-]:V— R funkcional félnorma, ha
lo+wl <ol +llwll, (Al =[Allloll (Vo,w €V, VA € R);

a félnormak egyuttal nyilvan konvex funkcionalok is. Példaul az = = (z;) € R™ vektor teljes varidcidjdt
az

m—1
2Ty o= > |2j11 — ;] (3)
j=1

félnorméaval definialjuk. A egyenlGség egy folytonos fliggvény teljes varidcidjanak, mas szoval teljes
megvaltozasanak egyik lehetséges diszkrét valtozatat definidlja. Az x = (z;) € R™ vektor oo-norméaja
(amely nyilvan félnorma is) az ||z||e 1= maxi<j<m |;| szam.



1.1.4. Differencialegyenletek

e A KDE, illetve a PDE rovidités kozonséges differencidlegyenletet, illetve parcialis differencidlegyen-
letet jelent.

e Kozonséges differencidlegyenlet kezdetiérték-problémdjdan az

u'(t) = ft,u(t), ulto) =uo (4)

feladatot értjiik, ahol u az ismeretlen fiiggvény, f valamely fliggvényosztalybol vett adott fliggvény, a
(to,up) par pedig a kezdeti értéket hatarozza meg. Mindvégig feltessziik, hogy a problémanak egy-
értelmtden létezik az u megoldasa valamely ¢ € [to,tp + T intervallumon. Vektorértékd f és u esetén
differencialegyenlet-rendszerre vonatkozo kezdetiérték-problémaéat nyeriink.

e Allando egyiitthatos linearis KDE-rendszeren az
u'(t) = Lu(t), wu(to) = uo (5)

problémat értjiik, ahol L adott valds elemii négyzetes matrix, amely nem fiigg a ¢ valtozotol.

1.1.5. Folytonos rendszerek néhany kvalitativ tulajdonsaga

o A problémat pozitivnak mondjuk, ha tetszGleges ug > 0 kezdGérték és Vi > o esetén a megol-
dasvektorra fennall az u(t) > 0 egyenl6tlenség. Ebben a szovegkornyezetben a pozitivitdst tehat gyenge
értelemben hasznaljuk, azon altalaban nemnegativitdst értiink — pontosabban a nemnegativitas megdrzé-
sét.

e Jelolje u*, illetve u** a egyenlet u), illetve uj* kezdeti értékekbdl indulé megoldasait. A prob-
lémaban szerepls differencidlegyenletet a || - || normaban disszipativnak mondjuk, ha ||u*(t) — u**(t)| <
|lug — u§*|| fennall Vt > to pontban az ug, illetve ui* kezdeti értékek tetszéleges megvalasztasa mellett.

o A probléma teljesiti a mazimum-elvet, ha Vt > ty pontban az u(t) megoldasvektorra igaz, hogy
(minug)l < u(t) < (maxwug)l (vagyis u(t) minden wug(t) komponensére min ug < ug(t) < maxug teljestil).
Ezt a tulajdonsagot az értékkészlet korldtossiganak (range boundedness) is szokas nevezni.

e Jeloljon || - || egy konvex funkcionalt. Azt mondjuk, hogy a (4)) probléma monoton a || - || funkcionélra
nézve, ha Vt* >t > tg mellett fennall az ||u(t*)| < [Ju(t)| egyenlStlenség.

e A fenti fogalmak kozott szamos Osszefiiggés fogalmazhato meg (lasd [13]). Példaul, ha a (4) probléma
teljesiti a maximum-elvet, akkor ||u(t)||co < ||uollco is igaz (Vt > o). Specialisan, ha a (4) rendszer linearis
(vagyis (B)) alaki) és teljesiti a maximum-elvet, akkor u(t) = e“(!=%0)yg miatt (a co-norma altal indukalt
operatornormara) ||eL(t=%0)|| < 1 is fennall, vagyis a rendszer stabil a co-normaban. Bizonyos feltételek
mellett a pozitivitds maga utan vonja a maximum-elvet. A pozitivitas ellenérzésére pedig egyszeri kri-
tériumok léteznek: az (5)) rendszer példaul pontosan akkor pozitiv, ha az L méatrix fgatlon kiviili elemei

mind nemnegativak.

1.1. megjegyzés. A [1])] kionyvben KDE-rendszerek és késleltetett differencidlegyenletek (delay differen-

tial equations) monotonitdsi tulajdonsdgairdl, illetve a monoton dinamikai rendszerek elméletérdl kapunk
részletesebb dttekintést.

1.1.6. Diszkretizaciok néhany kvantitativ és kvalitativ tulajdonsaga

e A Runge-Kutta-modszereket (lasd . szakasz) RK-modszereknek, a lineéaris tobblépéses modsze-
reket (lasd [1.3] szakasz) LT-modszereknek réviditjiik.

e Az explicit Euler-mddszerre — amely a numerikus modszerek prototipusa — az EE-moédszer révidi-
téssel hivatkozunk (lasd (10))).



e A numerikus mddszerek kvantitativ elméletében tébbek kozott definidljak egy RK- vagy LT-modszer
konzisztencidjat, stabilitdsdt és konvergencidjdat. Ezeket a fogalmakat itt nem definidljuk, csak az alabbi he-
urisztikus moédon érzékeltetjiik. Tekintsiik a probléma numerikus megoldéaséit egy allandé h-1épéskozi
modszerrel. A modszer (bizonyos rendben) konzisztens, ha a folytonos rendszer megoldaséanak egy pontja-
bol (példaul a (to, ug) kezdeti feltételbdl) kiindulva a numerikus modszer altal egy 1épésben elkovetett hiba
(vagyis a lokdlis hiba) h — 07 esetén (megfelels sebességgel) 0-hoz tart. A modszer stabil, ha a [to, tg + T
intervallumon — sok lépésen keresztiil — elkovetett lokalis hibdk nem halmozoédnak talsagosan, vagyis ha
a kis perturbaciok hosszu tava hatasa mérsékelt. A modszer konvergens, ha a [tg, to + T intervallumon
elkbvetett globdlis hiba h — 0% esetén (megfelels sebességgel) 0-hoz tart. A modszer konzisztencidjat
tobbnyire egyszeri, mig konvergenciajat altalaban nehéz ellenérizni. Ezért jelentGsek a numerikus mod-
szerek azon alaptételei, amelyek példaul a konzisztencia és stabilitas egyiittes fennallasa esetén garantéaljak
a modszer konvergenciajat.

A kvalitativ tulajdonsagok koziil az[I.1.5] szakaszban megemlitett fogalmak alabbi diszkrét megfelelsit
emeljik ki.
e Egy RK-modszer altal generalt ug kezd&értéki u,, vektorsorozat teljesiti a diszkrét pozitivitdsi tu-
lajdonségot, ha
u >0 = u, >0 (neN),

mig k-1épéses LT-modszer alkalmazasa esetén az ug, uy, ..., up_1 kezdértékekkel generalt sorozat diszkrét
pozitivitasi tulajdonsaggal rendelkezik, ha

UOZO,U1207---7U1~3—120:>Un20 (TLZ]{)

e Diszkretizaljuk a problémét egy RK-modszerrel. Jelolje u;, illetve uwy* az g, illetve ug* kez-

n?
déértékekbdl induld folytonos megoldasok diszkrét approximaéacioit. Ha a probléma disszipativ, akkor
természetes elvaras, hogy a diszkretizaltak teljesitsék az

w41 = wdall < llug ="l (n € N)

kontraktivitdsi tulajdonsagot.

e Egy RK-modszer altal generalt u,, sorozat teljesiti a diszkrét maximum-elvet, ha
(minwup)l < u, < (maxug)l (n € N).

e Egy RK-moddszer altal generalt u,, sorozat rendelkezik az értékkészlet korldtossagdnak tulajdonsaga-
val, ha adott v és w vektorokra

v<upy<w = v<u, <w (neN).

e Egy RK-modszer altal generalt w,, sorozat a || -|| konvex funkcionélra nézve teljesiti a diszkrét (kiilsd)
monotonitdsi tulajdonsagot (external monotonicity), ha

[untall < flunll - (n €N). (6)

e Az el6bbiekben felsorolt folytonos-diszkrét fogalomparok kozotti egyik kapcsolatot mutatja be a
kovetkezs allitas. Az egyszertiség kedvéért fel fogjuk tenni, hogy a egyenlet egyértelmtien 1étezd u
megoldésa értelmezve van a [tg, +00) intervallumon.

1.2. definicié. Azt mondjuk, hogy az f : R x R™ — R™ fiigguény teljesiti az explicit Euler-feltételt
(EE-feltételt, forward Euler condition, FE condition) a || - || konvex funkciondlra nézve, ha

Jo€ (0,400) VteR VyeR™: |y+of(t,y)ll < |yl (7)



A || - || funkcional konvexitasa miatt a (7)) feltételbdl a
vrel0,o] VteR Yy eR™: |ly+7f(ty)ll <[yl

tulajdonsag is egyszertien kovetkezik.

1.3. allitas (lasd [15]). Jeloljon || - || egy félnormdt és tegyiik fel, hogy a problémdban szerepld f
fiiggvény teljesiti a EE-feltételt. Ekkor

Vi, "€ [to, +o0), t 2t = [lu()] < lu@)].

1.4. megjegyzés. Az EE-feltétel elnevezés oka az, hogy a fenti y + of (t,y) kifejezés nem mds, mint a
-beli h = o lépéskizi EE-mddszer eqy lépésének alkalmazdsa a egyenletre. Az dllitds tehdt diszkrét
monotonitdsi tulajdonsdagbol kovetkeztet folytonos monotonitdsi tulajdonsdgra.

1.5. megjegyzés. Az itt felsorolt néhdny kvalitativ tulajdonsdgon kivil az alkalmazdsok tikrében szdmos
egyéb fogalom vizsgdlata bizonyult hasznosnak. Ismert példdaul, hogy a Hamilton-rendszerek megdrzik o fd-
zistérfogatot, természetes kivdnalom tehdt, hogy ezen folytonos rendszerek diszkretizdcioi is rendelkezzenek
ezzel a tulajdonsdggal. Ebbil a célbdl fejlesztették ki a szimplektikus RK-mddszereket (symplectic Runge—
Kutta methods, ldsd [16]). Ezzel és az ehhez hasonlé megdrzési tulajdonsdgokkal ebben a dolgozatban nem
foglalkozunk.

1.2. A Runge-Kutta-médszercsalad

A kezdetiérték-feladatot gyakran egylépéses, de tobblépcsds numerikus modszerrel oldjuk meg. Ezen
modszerek fontos osztalyat alkotja a Runge-Kutta-modszercsalad.

Adott RK-modszer esetén p € N jelolje a modszer (konvergencia)rendjét, s € NT a lépcesk szamat,
és (allando lépéskozii modszer esetén) h > 0 a lépéskozt. Egy RK-modszert az (A, b) Butcher-tablajaval
szokds megadni, ahol A = (a; ;)7 ;1 egy s X s méret{i valés métrix, mig b = (bj);_; egy s valés kompo-
nensbdl allo (oszlop)vektor. Legyen t; := to+ jh, és szokas szerint 1 < i < s esetén ¢; := ijl a; j. Ekkor
az RK-modszer egy u,, (n € N) sorozatot hataroz meg az alabbi modon:

Uni1 = tn + 0> bif(tn + ¢;h,y;), (8)
j=1
ahol 1 <4 < s esetén
Yi :Un+hzai,jf(tn+cjhvyj)- (9)
j=1

Az y; mennyiség tehat n-tdl is fligg, és egy (algebrai) egyenletrendszer megoldasa utan hatarozhato meg.
Az u,, rekurzié ug kezdéértékét tartalmazza. Az RK-modszert ugy tervezik, hogy to+nh € [to, to+ T
esetén u, = u(tp + nh) legyen, ahol u jeldli a kezdetiérték-probléma pontos megoldasat. Ha
vektorértéki, akkor természetesen az u, sorozat is vektorokbol all. Az y; értékeket egyes szerzék belsd
lépcsdknek, masok belsd approzimdcionak (internal approzimation) nevezik, mig az w, értékeket kilsd
approzimdcionak (external approrimation) hivjak.

Az RK-modszer ezplicit (ERK), ha A szigort alséharomszog-matrix, egyébként a modszer implicit
(IRK). Egy implicit RK-modszer diagonalisan implicit (DIRK), ha az A matrix f6atloja folotti haromszog-
ben csak nullédk allnak. Egy DIRK-modszer egyszeresen diagonalisan implicit (SDIRK), ha A f6atlojaban
minden elem ugyanaz a nemnulla konstans.



Altalaban minél nagyobb a modszer p rendje, annél jobban approximélja a modszer a differencial-
egyenlet megoldasat, viszont annal nehezebb az (A, b) Butcher-tablat megkonstruéalni. Adott p és s esetén
az (A, b) Butcher-tdbla meghatarozasahoz sokismeretlenes polinomiélis egyenletrendszereket kell megolda-
ni. Ezeket az egyenletrendszereket kombinatorikus modszerekkel és fagrafokkal lehet kényelmesen lefrni,
lasd peéldaul a [17] konyvet.

Jelolje ERK(p, s) a p-edrendi, s-lépcsés ERK-modszereket. Ismert, hogy ERK-modszerek esetén
s >p, ésp € {1,2,3,4} esetén s = p is elérhets, am ha p > 5, akkor s > p. Az alabbiakban p < 4
esetén felsorolunk néhany ERK-moédszert, amelyekre a késébbiekben hivatkozni fogunk, és amelyek az
el6z6 mondat értelmében adott rend esetén minimaélis 1épcsGszamt modszerek.

e Az ERK(1,1) halmaz egyetlen eleme az

Up+1 = Up + hf(tna un) (10)

explicit Euler-modszer.
o Az ERK(2,2) halmazhoz tartoz6 modszerek az

0 0
A=(00) =g (1)

egyparaméteres csaladdal irhatoak le, ahol v € R\ {0}.
e Az ERK(3,3) halmazt harom diszjunkt csalad alkotja: egy kétparaméteres csalad, és két, egypara-
méteres csalad. A kétparaméteres csaldd az

A= 2 8 8 b—r:(6aﬁ—3a—3ﬁ+2 2 - 303 3a—2 > (12)
g la=B)s  @p)p o | 60,3 "6a(a — B)’ 68(a— B)

T a(3a—2) a(3a—2)

alaki Butcher-tablakkal reprezentalhato, ahol «, 5 € R\ {0} és % #+a# .
e Az ERK(4,4) halmaz elemeit itt nem irjuk le részletesen, csak megjegyezziik, hogy a klasszikus
negyedrend RK—mC)dSZGIﬂ ahol

0 0 00
12 0 00 -
A= 0 1g 0 0 |0 ¥ =/61/3,1/3,1/6), (13)
0 0 10

is ide tartozik.

Az RK-moédszerek mas szempontok szerint is csoportosithatok: beszélhetiink példaul reducibilis vagy
irreducibilis modszerekrél. (Valojaban tobb kiilonb6z6 (ir)reducibilitéasi fogalom létezik, lasd [18] [19]; a
pontos definiciokra itt nem lesz sziikségiink.) A gyakorlatban csak az irreducibilis mddszerek érdekesek; re-
ducibilis médszerek alkalmazasa esetén ugyanis végezhetiink példaul olyan részszamitasokat, melyeket nem
is hasznalunk fel (kovetkezésképp a modszer ekvivalens modon atirhaté egy kisebb mérettt RK-modszerré).

A numerikus modszerek — szakaszban emlitett — stabilitdsa aszimptotikus fogalom, amely a
modszer viselkedésérsl a h — 0T hataresetben mond ki valamit; a gyakorlatban azonban fontos tudni,
hogy pontosan mekkora is ez az ,elegendGen kicsiny” h > 0 érték. Ennek kvantitativ jellemzésére vezették
be a RK-modszerek abszolut stabilitasanak fogalmat. Ezzel kapcsolatban az alabbiakban emlékeztetiink
egy RK-modszer stabilitdsi fligguényére és abszolut stabilitdsi tartomdnydra.

!Bzt a modszert gyakran jelélik az RK44 szimbolummal, és az 1900-as évek eleje 6ta ismert.



Legyen A € C tetszoleges konstans. Ha az (A, b) Butcher-tablazattal megadott RK-modszert alkal-
mazzuk a (linearis és skalaris)

u'(t) = u(t) (14)
tesztegyenletre, akkor jol ismert, hogy a z := h\ valasztassal f@—béﬂ egy

Unt1 = Y(2)uy (15)
alaku rekurzi6 adodik, ahol ¢ = ¢4, a modszerhez tartozo (linearis) stabilitéasi fiiggvény.

1.6. megjegyzés. Az eqyszeri szerkezeti tesztegyenletben szerepld A konstansra dllandd egyiitthatos line-
daris differencidlegyenlet-rendszer esetén gondolhatunk gy, mint az eqyiitthatomdtriz eqy tipikus sajdtérté-
kére; nemlinedris rendszer esetén pedig a linearizdlds utdan kapott Jacobi-mdtriz valamelyik sajdtértékére.
Altaldban azt feltételezziik, hogy ha megértjik a mddszer viselkedését stabilitds szempontjdbol a tesztegyen-
leten, akkor abbol kévetkeztetni tudunk a stabilitdsra bonyolultabb szitudciokban is.

ERK-modszerek esetén a v stabilitasi fiiggvény polinom, mig IRK-modszerek esetén racionélis tortfiigg-
vény. Altalanosan igaz, hogy

 det(] —2zA+21b")
Vo) = — T —a

(16)

ahol 16" diadikus szorzat és I € R®*® az egységmatrix.
Az RK-modszer S abszolut stabilitasi tartomanya a komplex szédmok azon részhalmaza, melyre a
stabilitasi fiiggvény definidlva van és legfeljebb 1 abszolut értéki, azaz

S:={zcC:3(I—-2A)"" |o(2)] <1} (17)

1.7. megjegyzés. Az abszolit stabilitdsi tartomdny fenti definicidjdt az aldbbi egyszerid észrevétel moti-
vdlja. Ha valamely rogzitett X € C esetén a egyenlet megolddsdat eqy h > 0 lépéskozd RK-mddszerrel
kozelityik és e lépéskdz gy van megudlasztva, hogy

z=h\€S

fenndll, akkor a (15)) rekurzié dltal generdlt u, sorozat tetszdleges ug kezddérték esetén korldtos marad.

1.3. Linearis tobblépéses modszerek

Az egylépéses RK-modszerek alternativajaként a kezdetiérték-probléma megoldasara gyakran haszné-
lunk linearis tébblépéses modszereket. Az LT—médszerekﬂ részletes leirasa megtalalhato példaul a [20, 21]
monografidkban.

Legyen a lépések szima 2 < k € N rogzitett. Ekkor az aj (j = 1,...,k) és 3; (j = 0,...,k) valos
egyiitthatok altal meghatarozott (allando) h > 0 lépéskozt k-lépéses LT-modszeren n € N esetén az

k k
Uik = D Qtink—j + 0 Y Bifark; (18)

j=1 7=0

alakt k-adrendd differenciaegyenletet értjiik, ahol f,, (m € N) az f(to + mh, u,,) kifejezés roviditése és f
a egyenletben adott fliggvény. Az LT-modszer explicit, ha 5y = 0; kiilonben a modszer implicit. Azért,
hogy a differenciaegyenlet rendje pontosan k legyen, feltessziik, hogy ai + 6,3 > 0.

2 Az els6 LT-modszereket az 1880-as évek kozepe tajan hasznaltak. Modern elméletiiket G. Dahlquist (1925-2005) dolgozta
ki az 1950-es években.



1.8. megjegyzés. Ahhoz, hogy egy k-lépéses mddszert elindithassunk, szikségink van a (megfelelden
pontos) ug,ui, ..., ux_1 kezddéértékekre. Ezt a k darab értéket a gyakorlatban sokszor egy alkalmas RK-
mddszerrel dllitjuk eld.

Az RK-modszerekhez hasonléan itt is igaz, hogy az w, numerikus megoldés ty + nh € [to,to + T esetén
az u(tg + nh) pontos megoldas egy kozelitése. Az RK-modszerekhez hasonloan az LT-modszerek esetén
is beszélhetiink a modszer p € N* rendjérsl. Az RK-modszerekkel ellentétben azonban, az LT-moédszerek
rendfeltételei sokkal egyszertibb szerkezetiiek.

Az RK-modszerekhez hasonloan egy LT-modszernek is definidlhato az abszolit stabilitdsi tartomdnya.
Ehhez tekintsiik a modszer «; és 3; egyiitthatoibol képzett

k k
oQ) ==Y a;¢"T s o(Q) =D B¢k
j=1 Jj=0

polinomokat. Az LT-modszer karakterisztikus polinomja a ®(¢, 1) := 0(¢) — po(¢) (¢, p € C) kétvaltozos
polinom. Azt mondjuk, hogy egy egyvaltozos (legalabb elssfoki, komplex egyiitthatos) P polinom teljesiti
a gyokfeltételt, ha P minden (; gyokére igaz, hogy |(;| < 1, és ha egy ¢, gyok tobbszoros, akkor |(p,| < 1is
fennall. Ezek utan az LT-moédszer S abszolut stabilitasi tartoméanya a komplex szamok alabbi részhalmaza:

S:= {,u €C:1—puby#0ésad(-,u) egyvaltozos polinom teljesiti a gyékfeltételt}. (19)

1.9. megjegyzés. Az[1.9 szakaszban emlitett 1.7 megjegyzés analogonja LT-mddszerek esetén is igaz:
rogzitett A € C esetén a egyenlet megolddasdat egy h > 0 lépéskozi LT-modszerrel kézelitve, a
rekurzio dltal generdlt u,, sorozat tetszdleges ug,u1,...,ur_1 kezddérték esetén korldatos marad, ha hA € S.

1.10. megjegyzés. Az S tartomdny —beli definicidja némileg szigoribb az LT-mddszerek abszolit sta-
bilitasi tartomdnydnak szokdsos definiciojandl. A kordbbi irodalmi hivatkozdsokban (ldsd példdul [20, [21])
az 1 — pBo # 0 feltétel dltaldban nincs megkévetelve. Konnyen lathatd, hogy ez a feltétel éppen azt jelenti,
hogy a ®(¢, p) polinom (¢ wvdltozd szerinti féegyiitthatdja nem tinik el. Célszerid azonban feltenni, hogy e
fBegyiitthato nem nulla (ldsd példdul [2, Remark 1.3/, illetve [22,123]). Az ellenkezd esetben ugyanis példdul
a tesztegyenletre alkalmazott rekurzid rendje k-ndl szigorian kisebb (vagyis bizonyos kivételes h
pontokban az LT-mddszer nem k-lépéses mddszer), s igy az ug,uy, ..., up—1 kezddértékek sem vdlaszthatok
meq dltaldban tetszdlegesen.

A kés@bbiekben eléfordulé LT-moédszerek koziil most csak egyetlen implicit médszercsaladot emeliink
ki: a k-lépéses BDF-modszer képlete

k
1 .
Z fvjun—&—l - hfn—i—l- (20)
—J
Ji
Itt a V differenciaoperatort a Vuy41 := Uptr1 — up és j > 1 esetén a Vjun+1 = ijlunﬂ— Vi—lu,

képletek definialjak. A 2-1épéses h > 0 1épéskozii BDF-modszer példaul
4 1
Un+2 — §Un+1 + gun = ghf(tn—&—% un+2)
alakban is felirhato, ahol t,49 := tg + (n + 2)h.

1.11. megjegyzés. Az angol backward differentiation formula (BDF) kifejezést magyarul a retrogrdd
differencidk maodszerének is nevezik. A gyakorlatban csak a k < 6 lépéses BDF-mddszereket haszndljdk,
ugyanis k > 7 esetén e csaldd rekurzidi nem 0-stabilak (a 0-stabilitds a mddszer konvergencidjinak egy
sziikséges feltétele).

1.12. megjegyzés. Az upy1 = up + hf(ty + hyuny1) implicit Euler-mddszer (amely egyittal az egyik
legegyszeribb implicit RK-mddszer is) a formula k =1 specidlis eseteként adddik.



2. Néhany tipikus kérdés

Ebben a fejezetben néhany olyan problémét és gondolatot ismertetiink az elmualt par évtizedbdl, amelyek
a[3] fejezet eredményeihez teremtik meg a kontextust.

2.1. Megmaradasi elvek: hiperbolikus parcialis differenciidlegyenletek

Szamos fontos fizikai jelenség irhaté le megmaradéasi elvek segitségével, melyeket matematikailag gyakran
hiperbolikus parcialis differencialegyenletekkel modelleznek. Az ilyen egyenletek numerikus megoldési
modszereit foglalja Ossze a [24] md, mig a [13] konyv altalanosabb keretek kozott targyalja parciélis
differencialegyenletek diszkretizacioit.

Valamely (megfelels osztalybol vett) F': R — R fliggvény esetén tekintsiik példaul a

0U(x,t) + 0z (F(U(z,t))) =0 (21)

nemlinedris, elsérendi, egydimenzios skalaris hiperbolikus egyenletet, ahol U : R x [0, +00) — R jeldli az
ismeretlen fiiggvényt valamilyen U(z,0) = Up(z) kezdeti feltétel mellett; az U megoldast altalaban nem
lehet analitikus formuléaval elGallitani. A egyenlet specialis eseteként példaul a jol ismert Burgers-
egyenlet alabbi valtozata adodik:

AU (z,t) + Uz, t) U (z,t) =0 (x € R, t > 0). (22)

Ez a kvazilinearis PDE tobbek kozott 6sszenyomhaté gézok matematikai modelljeként szolgal. Ismert
(lasd [24]), hogy akar sima Uy kezdeti feltétel esetén is szakadéas (mas szoval 16késhullam, shock wave)
alakulhat ki a megoldasban véges idé alatt. A 16késhullamok 1éte egyrészt komplikaltta teszi az ilyen
tipusi egyenletek matematikai elméletét (a megoldas egzisztenciajanak és unicitasanak kérdése problema-
tikussa valik), mésrészt megneheziti a lokéshullamot megfelel§ modon reprodukalé numerikus modszerek
kifejlesztését.

2.1. megjegyzés. A felmerild elméleti nehézségek kozil az aldbbiakat emeljik ki. A szakaddsi pontban a
derivdlt klasszikus mddon nem értelmezhets. Ennek orvosldsdra bevezették a gyenge megoldas fogalmdt.
Sajnos azonban gyenge megolddsbol tobb is lehet (még azonos kezdeti feltétel esetén is). Ezek kozil a
fizikailag relevins gyenge megolddst az egyenlethez csatolt tovabbi feltételekkel (példdul entropiafeltétellel )
vdlasztjak ki.

Az U fiiggvényt numerikusan gyakran az egyenesek mddszerével (method of lines, MOL) approximaljék,
amelynek soran szétvalasztjak a térbeli és az idébeli diszkretizaciot. A MOL-modszer elsd fazisaban térben
diszkretizalunk, a 0, operatort példaul egy végesdifferencia-operatorral helyettesitve. A Ax > 0 térbeli
diszkretizacios 1épéskozzel dolgozva a folytonos x valtozo helyett egy diszkrét {z;} racs adodik, am a ¢t > 0
valtozo tovabbra is folytonos marad. Az ily moédon nyert szemidiszkrét rendszer nem mas, mint kdzonséges
differencialegyenletek kezdetiérték-problémainak egy alaki rendszere. Fontos azonban kiemelni, hogy
most a (4]) egyenletrendszer jobb oldalan all6 f figgvény szinguldris mddon fiigghet a térbeli diszkretizacios
paramétertsl: tipikusan példaul az egyenletrendszer mérete végtelenhez tart, amint Az — 07. A MOL-
modszer mésodik fazisaban — valamely konkrét Az altal generalt {z;} racs és tetszGlegesen rogzitett
x = x;j esetén — a (4f) probléméat idében, azaz t szerint is diszkretizaljuk egy At > 0 idddiszkretizacios
lépéskozzel, alkalmazva példaul a korabban emlitett RK vagy LT modszerek valamelyikét (At szerepét az
ottani jelolésekkel h jatssza).

2.2. megjegyzés. A MOL (egyenesek mddszere) kifejezés valdjaban tehdt (i) nem konkrét mdodszert jelent,
hanem egy megkozelitési modot, ahogyan diszkretizaciok készithetdk és vizsgdlhatok, illetve (ii) egyenesek
helyett {(zj,t) € R? : t > 0} alaki félegyenesek szerepelnek benne.

A parcidalis differencidlegyenletek a térbeli és iddbeli diszkretizdciok szétvdlasztdsa nélkil, direkt mddon
is diszkretizdalhatok (példdul a Lax—Wendroff-sémdval, amely a MOL-megkozelités keretein kivilre esik). Az
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ilyen tipusi teljes diszkretizaciok stabilitdsi- vagy konvergenciatulajdonsdgait azonban elméleti szempontbol
nehezebb vizsgdlni.

A 16késhullamok jelenléte miatt egyaltalan nem nyilvanvald, hogy konkrétan milyen térbeli és idgbeli
diszkretizacidkat érdemes alkalmazni. Ha a diszkretizaciok rendje alacsony, akkor egyrészt a numerikus
modszer kevésbé hatékony, masrészt a séma felbontasa a 16késhullam kornyékén rossz lehet, és a szakadés
elkenddik”. Ha a diszkretizaciok rendje magas, akkor viszont gyakran tapasztalni a lokéshullam kérnyékén
a numerikus megoldésban oszcillaciokat, amelyek a folytonos modell megoldésidban nincsenek jelen.

2.3. megjegyzés. Hasonlo jelenséget ldtunk a Fourier-sorok klasszikus elméletében: szakaddsos fligguény
Fourier-sordnak részletdsszegei a szakaddsi pont kornyékén sziikségszeriden ,tulhulldmzdst” mutatnak, me-
lyet Gibbs—Wilbraham-jelenségnek neveznek (a részletosszegek pontonként konvergdlnak ugyan, de egyenle-
tes konvergencia nincsen).

A numerikus megoldasok ezen oszcillacioi azért sem kivanatosak, mert az eredeti PDE megoldasanak
egyes komponensei gyakran a stirtiséget vagy nyomést jelentik: nem szerencsés tehéit, ha nemnegativ fizi-
kai mennyiségek numerikus approximéciojakor negativ értékek is fellépnek.

Az elmult néhany évtizedben kifejlesztett, és a fenti szempontokat figyelembe vevs térbeli diszkretiza-
ciok kozé tartoznak példaul

e a TVD-modszerek (total-variation-diminishing methods): A. Hartenﬂ (1983);

e a TVB-modszerek (total-variation-bounded methods);

e az ENO-modszerek (essentially-non-oscillatory methods): A. Harten, B. Engquist, S. Osher, S. Cha-
kravarthy (1987);

e a harmadrendi WENO-modszerek (weighted-essentially-non-oscillatory methods): X.-D. Liu, S. Os-
her, T. Chan (1994);

e az 6tod- és magasabb rendd WENO-modszerek: G. Jiang, C.-W. Shu (1996).

Ezeknek a modszereknek a haszna az aldbbiakban rejlik. Bizonyos altaldnos feltételek mellett igaz,
hogy egydimenzios skalaris megmaradasi torvények (tetszéleges gyenge) U megoldasa TVD-tulajdonsagi,
azaz a megoldés teljes variaci6ja id6ben nem ndéhet:

TVU( ) <TV(U(t) (V&5 >t >0).

A TVD-modszerekkel a fenti tulajdonsag a szemidiszkrét rendszerre is atvihetd: az {x;} diszkrét racson
nyert {u;(t)} kozelitéseket jelolje u(t). Itt u;(t) példaul a PDE megoldasanak U(xj,t) értékét, vagy a
ij+Ax/2

v —Aw)2 U(z,t)dz cellagtlagat kozeliti. Ha most az u(t) kozelités diszkrét teljes variaciojat

megoldas ﬁ
a

TV (u(t) = [a(t) v = Y fujsa(t) —u;(t)]
i

formuléval definialjuk (lasd (B))), akkor Vt* > ¢ > 0 esetén fennéll, hogy

TV (u(t*)) < TV (u(t)), vagyis [[u(t)|lrv < [[a(t)]lTv-

2.4. megjegyzés. A . megjegyzés folytatdsaként megemlitjiik, hogy P. D. Lax és B. Wendroff (1960)
eqyik eredménye szerint, ha egy Konzervativ tulajdonsdgu szemidiszkretizdacid konvergdl, akkor az a PDE
egyik gyenge megolddsdhoz fog tartani; A. Harten, J. M. Hyman és P. D. Lax (1976) eredménye pedig
kimondja, hogy a TVD-tulajdonsdg bizonyos feltételek mellett elégséges ahhoz, hogy a szemidiszkretizdcio
az entropiafeltételt kielégitd, fizikailag relevdns gyenge megolddshoz konvergdljon.

3 Amiram Harten doktori témavezetdje 1971 és 1974 kozott Lax Péter (P. D. Lax, 1926-) volt New Yorkban
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Néha a TVD-tulajdonsdg til erds megkdtés: a TVB-modszerek olyan numerikus kozelitéseket adnak,
melyek teljes vdltozdsa korldtos (ha az Uy kezdeti feltételben szerepld fiigguény is ilyen tulajdonsdgi).
A TVD-mddszerek hdtranya, hogy elméletileq korldtozott a wvelik elérhetd térbeli approximdcio rendje.
Ennek kikiszobolésére alkottdk meg a (térben) magasabb rendi WENO-mddszereket. A WENO-mddszerek
hdatrdnya viszont, hogy nincs elméleti garancia arra, hogy ne névelhetnék meg a diszkrét teljes varidciot
(noha a WENO-mddszereket gy tervezték, hogy az oszcilliciok a ,lehetd legkevésbé” ndjenek).

Tovabbmenve, a MOL-médszer masodik fazisaban az u(t) kozelitésben szerepld u;(t) fiiggvényeket egy
At 1épéskozii EE-modszerrel id6ben is diszkretizalva az eredeti PDE megoldéasanak teljes diszkretizaltjahoz
jutunk, melynek ¢ = ¢, id6réteghez tartozd értékét jeldlje w,. A TVD-mddszer EE-modszerrel vald
Otvozésének lényege az, hogy amennyiben a At lépéskoz értékét a TVD-modszer alapjan alkalmasan
valasztjuk meg, akkor a teljes diszkretizdcidra is igaz marad, hogy a diszkrét teljes variacié nem néhet:

uns1llrv < [[unllry - (2 €N). (23)

A fent vazolt TVD+EE teljes diszkretizéacios eljaras (még magasrendi térbeli approximécio esetén is)
idében csak p = 1 els6rendi kozelitést ad az EE-modszer miatt. Hogyan lehet olyan TVD-tulajdonsaga
teljes diszkretizaciokat kifejleszteni, amelyek térben is és id6ben is magas rendben approximélnak? Erre
a kérdésre tériink vissza a 2.3l szakaszban.

2.2. Kozonséges differencidlegyenletek diszkretizaciéinak nemnegativitasa, kontrakti-
vitasa, monotonitasa

Az el6z6, [2.0] szakaszban bizonyos tipusu parcidlis differencialegyenletek vizsgalatakor felmeriils kérdése-
ket mutattunk be. A jelen 2.2 szakaszban felsorolt problémakat és eredményeket kozonséges differenci-
alegyenletek kvalitativ tulajdonsidgainak tanulmanyozésa motivalta — a numerikus moédszerek klasszikus
hibaanalizise ugyanis nem ad kielégit§ valaszt ezekre a kérdésekre.

e C. Bolley, M. Crouzeix (1978) és M. N. Spijker (1983) linedris KDE-rendszerek pozitivitasi, illetve
kontraktivitasi tulajdonsigait vizsgalja. Megallapitjak, hogy ha ilyen tulajdonsagi folytonos rendszereket
legalabb mdsodrendi (azaz p > 2) RK- vagy LT-modszerrel (idében) diszkretizalunk, akkor a pozitivitasi,
illetve kontraktivitasi tulajdonsiag nem 6roklédhet at a diszkrét rendszerre

a h > 0 lépéskoz nagysagara tett megszoritas (24)

nélkiil.

o A feltétellel a tovabbiakban még sokszor fogunk talalkozni, vilagitsuk meg ezért konkrétabban,
am az egyszertiség kedvéért pozitivitas vagy kontraktivitas helyett monotonitassal megfogalmazva. A
definicidhoz hasonléan azt mondjuk, hogy az L valds négyzetes matrix teljesiti az EFE-feltételt, ha

Jhgg € (0,+00) hogy Vh € (0, hgg| és Vv € V esetén ||[v + hLv|| < ||v], (25)

ahol || - || egy adott konvex funkcional. Az EE-feltétel kifejezés helyett linedris esetben az angol szakiroda-
lomban gyakran a korfeltétel (circle condition) kifejezéssel talalkozunk, mert a feltétel (vagy annak
variansai) kapcsolatba hozhato(k) azzal, hogy az L métrix sajatértékei a komplex sikon egy (alkalmas
d > 0 sugarta) {z € C: |z + | <} korben helyezkednek el. Jelolje végiil az RK-modszer (|16)) stabilitéasi
fiiggvényének abszolit monotonitési sugarat R(14), vagy roviden csak R(v); e mennyiség neve az
irodalomban gyakran threshold factor. Ez utan az el6készités utdn kimondhat6 az alabbi allités.

2.5. allitas (lasd [25]). Tegyiik fel, hogy az linedris rendszerben szerepld L mdtriz teljesiti a EE-
feltételt, és jeldlje u, az rendszer eqy h-lépéskdzil konzisztens RK-mddszerrel vald diszkretizdcicjanak
eredményét, ahol a h lépéskéz a

0<h< R(ﬂ))hEE (26)
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egyenldtlenség alapjin van megvdlasztva (ilyen tipusi feltételre utal ) Ekkor fenndll az
[untill < flunll (0 €N) (27)
monotonitdsi tulajdonsdg (ldsd (6))).

A tétel lényege tehat az, hogy a feltétel kapcsolatot teremt egy h-lépéskozi (magasabb rendi) RK-
modszer monotonitési tulajdonsaga és a hggp-lépéskozti EE-modszer (mint legegyszertibb, elsérendd RK-
modszer) monotonitasi tulajdonséga kozott. Kicsit masképp megfogalmazva, a egyenlGtlenség jobb
oldalanak két faktora koziil az elss, R(v), csak az aktualis RK-diszkretizaciotol fliigg, mig a masodik,
szerint, csak a differencidlegyenlet (vagyis az L matrix) tulajdonsagatol. Megjegyezziik, hogy a
egyenl6tlenség optimalis, vagyis az R(v) faktor a lehet legnagyobb olyan tényezd, amely mellett az al-
litas adott RK-moddszer esetén altalanosan igaz — gyakorlati szempontbdl pedig vilagos, hogy nagyobb
h-1épéskozti monoton RK-mddszer hatékonyabb diszkretizaciot jelent.

e J. A. van de Griend és J. F. B. M. Kraaijevanger (1986, [20]) linearis KDE-rendszerek megolda-
sanak approximaciojara optimalis (azaz maximalis) lépéskozii ERK-, illetve IRK-modszereket konstrual.
Fontos azonban kiemelni, hogy mig az el6z8 bekezdésben emlitett optimalitési tulajdonsag egy rogzitett
RK-modszerre vonatkozott, addig az itteni optimalitasi eredmény RK-modszerek (valamilyen rendii vagy
lépesszam) osztalyardl szol.

e J. Sand (1986) és H. W. J. Lenferink (1989, 1991) kontraktivitas szempontjabol optimalis (allando)
lépéskozi explicit, illetve implicit LT-médszerek osztalyat vizsgalja linearis vagy nemlinearis kdzonséges
differencialegyenletek megoldasara.

e J. F. B. M. Kraaijevanger (1991, [27]) elegans modon kiterjeszti a linearis KDE-rendszerek meg-
oldaséara szolgédld kontraktiv RK-modszerek elméletét disszipativ nemlinedris KDE-rendszerekre. A
feltétellel analog egyenlStlenséget fogalmaz meg, melyben az R(v) mennyiség (vagyis az RK-modszer
stabilitasi fiiggvénye abszolut monotonitasi sugardnak) szerepét egy R(A,b)-vel jelolt mennyiség veszi
at. Az R(A,b) € [0,400] konstans neve az RK-mddszer abszolit monotonitdsi sugara, vagy roviden
Kraaijevanger-egyiitthatdja.

e Horvath Zoltan (1998, [28]) olyan RK-modszerek lépéskozére ad becslést, amelyek megdrzik nemli-
nearis KDE-rendszerek pozitivitasi tulajdonsagait. A 1épéskozre tett megszoritasban megjelenik az RK-
modszer abszolit monotonitési sugara, R(A,b).

2.6. megjegyzés. Az[1.1.5 szakasz[I1.1] megjegyzésében emlitett monoton KDE-rendszerek és monoton
késleltetett differencidlegyenletek RK-mddszerrel torténd monotonitdasdrzd diszkretizdcicirsl olvashatunk
példdul a [29, [30] cikkben, ahol azonban a lépéskizre tett megszoritdisok nincsenek expliciten kifejezve
az RK-mddszer Butcher-tabldjdval.

2.3. SSP-moédszerek
2.3.1. Az SSP-moé6dszerek bevezetése

A és szakaszban felvazolt problémékat sok éven keresztiil egymastol fliggetleniil vizsgaltak, és a
két teriilet modszerei és eredményei nem voltak egymasra hatassal. Az alabbiakbol kideriil, hogy ezek a
kérdések k6zos elmélettel kezelhetsk. Az igy adodé diszkretizaciokat nevezziik ma SSP-mddszereknek. Az
angol szakirodalomban az SSP (strong-stability preserving, vagy strong stability preserving, néha strong
stability-preserving) tulajdonsaggal rendelkezs modszereket magyarul hivhatjuk az erds stabilitdst megdr-
26 (vagy erdsebb értelemben stabilitdsdrzd) modszereknek, de az egyszeriiség kedvéért mi is megtartjuk
az angol roviditést. Az SSP kifejezést egyébként S. Gottlieb, C.-W. Shu és E. Tadmor (2001) hasznéal-
ta elGszor. Az SSP-tulajdonsagu id&diszkretizacidos modszerekre gyakran érdemes gy gondolni, mint
amelyek nemlinedris stabilitdsi tulajdonsdggal, vagy masképpen mondva, dltaldnos monotonitdsi tulajdon-
saggal rendelkeznek. RK-moédszerek és LT-modszerek szisztematikus vizsgalataval az SSP-tulajdonsag

13



szemszogébdl a [25] monografidban olvashatunk. Az alabbiakban roviden felsoroljuk az SSP-modszerek
fejlédésének néhany lényeges mozzanatat.

e Az RK-modszerek f@ klasszikus alakja helyett C.-W. Shu és S. Osher (1988) egy adott RK-
modszert EE-lépések konvexr kombindcidjaként reprezental (melyet ma Shu—Osher-alaknak neveziink), s
igy sikeriil megalkotni az els§, térben és idében is magasabb rendd TVD-tulajdonségi diszkretizaciokat.

e S. Gottlieb és C.-W. Shu (1998) azonositja az optimalis SSP RK-modszereket az ERK(2,2) és
ERK(3,3) osztalyban. Ebben a kontextusban egy SSP-modszert optimalisnak mondunk, ha SSP-egyiitt-
hatdja az adott osztalyban a legnagyobb. Az SSP-egyiitthatot a 2.3.3] szakaszban definidljuk majd, és
értéke a (0, +oo] intervallumba eshet. A nagyobb SSP-egyiitthatoji numerikus modszerek hatékonyabbak,
ugyanis gyorsabban tud haladni a nemlineéris stabilitasi tulajdonsagokat megtarté idébeli diszkretizacio.
(Néhany szerz6 mas szohasznalatot kovetve megengedi, hogy az SSP-egyiitthato értéke 0 is lehessen: min-
denesetre a 0 SSP-egyiitthatdji modszerek a gyakorlat szempontjabol érdektelenek, célszerd ezért azt
mondani, hogy egy modszer pontosan akkor SSP-tulajdonsagu, ha SSP-egyiitthatoja a (0, 4+00] interval-
lum eleme.)

e S. Gottlieb, C.-W. Shu és E. Tadmor (2001) SSP-tulajdonsagi IRK-modszereket, valamint explicit,
illetve implicit SSP LT-mo6dszereket konstrual.

e R. J. Spiteri és S. J. Ruuth (2002) bebizonyitja, hogy az SSP-moédszerek maximaélis rendje kor-
latozott: pozitiv SSP-egyiitthatoji irreducibilis ERK-modszer rendje legfeljebb p < 4, illetve pozitiv
SSP-egyiitthat6ju IRK-modszer rendje legfeljebb p < 6 lehet. A tovabbi kutatasok sorén kideriil, hogy az
SSP-elmélet modositasaval (downwinding alkalmazasaval) ezek a korlatok atléphetdk.

e A Shu—Osher-elmélet (pontosabban az RK-moédszerek optimdlis Shu—Osher-reprezentacioja) és az
RK-médszerek abszolut monotonitasi sugarara vonatkozo elmélet kozotti szoros kapcsolatot 2004-2005-
ben csaknem egyszerre fedezi fel L. Ferracina és M. N. Spijker, illetve I. Higueras. A két teriilet egyesité-
sével megszilets Gj elmélet hatékonyabb és teljesebb mindkét elgdjénél.

o | felfedezés egyik kivetkezményeként egyszertibben tudjuk megfogalmazni az optimalis SSP-egyiitt-
hatoji RK-moddszerek keresésére szolgéld algoritmusokat.

e A 2004-2005-6s felfedezés masik kdvetkezménye, hogy az SSP-elmélet keretein beliil egységesen ke-
zelhetGvé valnak példaul az [[.1.5], [[.1.6], illetve a szakaszban felsorolt fogalmak, ha az eddigiekben
szerepld || - || konvex funkcionélt alkalmas modon valasztjuk meg (lasd [31]): egységesen targyalhato a
diszkrét pozitivités, a diszkrét maximum-elv, a diszkrét értékkészlet korlatossaga, a diszkrét kontraktivi-
tas, vagy a —ban, illetve —ben szerepld diszkrét monotonitasi tulajdonség.

e Az elmult 10-12 évben az SSP-elméletet kiterjesztették példaul additiv RK-modszerekre, illetve
(az RK- és LT-modszereket is magukban foglalo) dltaldnos linedris mddszerek (general linear methods)
osztalyara (lasd [32] [33]).

2.3.2. Példa SSP RK-moédszerre

Az SSP-modszerek formalis definiciojanak megfogalmazasa el6tt bemutatunk egy konkrét haromlépcsés,
masodrend, SSP-tulajdonsagu explicit Runge-Kutta-médszert.
Tekintsiik példaul az

u'(t) = f(t,u(t)) := sin(10t) u(t) (1 — u(t)) (28a)
u(0) = up (28b)
kezdetiérték-feladatot, valamely adott ug € Z; := [0,1] kezdgértékkel. Belathato, hogy a KDE

egyértelmi megoldasa az
10t) —1\\ "
u(t) = ug <u0 + (1= ) exp (“S(fo)» (29)
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fliggvény, melyre igaz, hogy
Yug €Iy, Vi >0 =  wu(t) € 1y,

vagyis az Z; intervallumbdl inditott folytonos megoldas mindvégig Z;-ben marad.
Diszkretizéaljuk most a problémat a -beli els6rendt, h-1épéskozi

Unt1 = Up + hf (tn, un) (30)

EE-moédszerrel, azaz most t,, = nh. Legyen hgg := 1, és rogzitsiink egy ug € Z; kezddértéket, valamint
egy h € (0, hgg] lépéskozt. Ekkor teljes indukcioval a nyilvanvalo

0 <up(1+4+h(1—u,)sin(l0nh)) = u, + hf(nh,u,) =
1+ (1 —uy) (huysin(10nh) — 1) <1
egyenlGtlenségekbdl azt kapjuk, hogy
Yup € Zy, Vne N = wu, €71y, (31)

vagyis az Z; intervallumbol inditott diszkrét megoldas mindvégig Z;-ben marad. Az is egyszertien megmu-
tathato, hogy ha a h lépéskozt az (1,2) nyilt intervallumbol alkalmasan valasztjuk, akkor a invarian-
ciatulajdonsag mar megsériilhet: h = 101/100 és up = 9861,/10000 € Z; esetén példaul ug > 50001/50000,
azaz ug ¢ 1.

Az elsérendi EE-modszer helyett alkalmazzuk most a —as egyenletre az

Y1 = un (32a)
y2=y1+ %f(tmyl) (32b)
Ys =y2 + gf(tn + /2, y2) (32¢)
Unt1 = %un + ; <y3 + gf(tn + h,y3)> (32d)

képlettel adott s = 3 1épcsds, p = 2 masodrendii SSP Runge—Kutta-modszert, ahol természetesen ismét
t, = nh. Legyen C := 2. Ekkor belathato, hogy tetszéleges h € (0,C - hgg] = (0,2] esetén a (32)
RK-modszer éltal generélt u,, sorozatra fennall a invarianciatulajdonsag.

2.7. megjegyzés. A -ben megadott RK-modszer nem a f@ Butcher-alakban, hanem egy (vele
ekvivalens) Shu—Osher-alakban van felirva, mert igy az invarianciatulajdonsdg bizonyitdsa konnyebb.

A fentiekben szereplé mindkét diszkretizacio ( és ) megdrzi tehat a folytonos megoldés nem-
negativitasat (s6t, az értékkészletének korlatossagat), ha a numerikus modszer lépéskozét alkalmasan
megszoritjuk (vo. (24)). Azt is figyeljiikk meg, hogy a modszer lépéskozére vonatkozo 0 < h < C hgg
korlat pont olyan szerkezeti, mint a —ban szerepld: a lineéris esetben felléps R(1)) konstans szerepét a
nemlinearis esetben a C-vel jelolt SSP-egytitthato veszi at. Masrészt a két numerikus modszer koziil
hatékonyabb, mint , hiszen

° rendje magasabb, mint az EE-moédszer rendje, igy kis h > 0 lépéskoz mellett jobban app-
roximalja a —beli megoldast;

° nagyobb diszkretizacios lépéskoz mellett (0 < h < 2) is rendelkezik az SSP-tulajdonsaggal,
vagyis id6ben gyorsabban haladhat az erés stabilitasi tulajdonsaggal bir6é diszkretizécié.
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2.3.3. Az SSP RK-modszerek definicioja

Tegyiik fel, hogy a probléméaban szerepls f vektormezs kielégiti az [1.1.6] szakasz [1.2] definiciojaban
szerepld EE-feltételt egy hpg konstanssal és adott || - || konvex funkcionallal, vagyis fennall, hogy

Jhgg € (0,400) VE€eR Vy e R™:  |ly+ hge f(t,y)] < ||yl (33)

Rogzitsiink egy (A, b) Butcher-tablazattal megadott RK-modszert. Valamely h > 0 1épéskoz mellett jelolje
az RK-modszer altal generalt sorozatot w,, (amely sorozat tehat az (f,to, uo, A, b, h) adatoktol fiigg). Azt
mondjuk, hogy ez az (A, b) RK-modszer SSP-tulajdonsdgi, ha létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy

Vh e (0,c-hggl és Vn € N esetén [[un41|| < ||unl-

A legnagyobb ilyen tulajdonsagt ¢ > 0 szamot az RK-mddszer SSP-egyiitthatdjdnak nevezziik, és C-vel
jeldljiik.

2.8. megjegyzés. Az SSP-egyiitthato csak az (A,b) RK-mddszertdl figg, és nem figg f-tél, sem az f
értelmezési tartomdnydban szerepld vektortér m dimenzidjdtol, sem a konvexr funkciondltdl, sem az ug
kezddértéktdl. Az alkalmazdsok szempontjdabol fontos, hogy az SSP-egyiitthaté nem filigg példdul m-tdl:
gondoljunk a[21. szakaszban emlitett szitudciora, amikor f a Ax > 0 térbeli diszkretizicids paramétertdl
fiigg 1igy, hogy Az — 0T esetén m — +o0.

Tegyiik fel most, hogy az RK-mddszer SSP-tulajdonsagu és teljesit bizonyos irreducibilitasi feltételeket.
Ekkor az RK-modszer Shu—Osher-alakjabol az SSP-egyiitthato kiszamithato. Az («, 8)-val jelolt Shu—
Osher-alakot itt nem definialjuk; az «, 8 szimb6lumok matrixok, melyek elemeit jelolje rendre o;; € R
és f;; € R. Egy adott (A, b) Butcher-tablazata RK-modszerhez altalaban végtelen sok («, 8) Shu-Osher-
alak tartozik — ez felel meg annak a korabban emlitett 6tletnek, hogy egy RK-moédszer EE-1épések konvex
kombinaciojaként is reprezentalhato, s emiatt tessziik fel, hogy || - || konver funkcional. Az RK-modszer
SSP-egyiitthatojat egy
(34)

C= saug rm]n /Bw
alaku kifejezés adja, amennyiben a jobb oldalan &ll6 szuprémum a (0, 4o00] intervallumba esik. (A
szuprémum egyébként mindig a [0, +00] intervallum eleme, de ha értéke 0, akkor az RK-modszer az iménti
megjegyzést megel6z8 definicio értelmében nem SSP-tulajdonsagt.) A —es formula értelmezése a
kovetkezs. A szuprémumot a lehetséges Shu—Osher-alakokra vessziik, és adott (o, 8) matrixi Shu-Osher-
alak mellett az alébbi két kiegészité megallapodéssal éliink:
® a min, ; ﬁ . kifejezés definici6 szerint 0, ha az o 5, f; j szamok kozdtt van legalabb egy negativ érték,
valamint
e ha minden «; j, 5 ; érték nemnegativ, akkor egy (4, j) indexparhoz tartozo gl‘j tort értéke 3;; =0

esetén definicié szerint +oo.

A . szakaszban szereplS optimdlis Shu—Osher reprezentdcio a formulara utalt, és a szintén
ott emlitett 2004-2005-6s felfedezés lényege az, hogy — tovabbra is feltéve az (A, b) RK-modszer irreduci-
bilitasat — fennall a

C =R(A,b)
egyenlgség, ha R(A,b) € (0, 4+o00]. Itt az RK-mddszer abszolut monotonitasi sugarat (azaz Kraaijevanger-
egyiitthatojat) az

R(A,b) :=sup{r € R:Vo € [0,7] (I + oK), oK (I + oK) ' >0,0K(I + oK) '1 <1} (35)

A0
ke (20)

Figyeljiik meg, hogy a definici6 miatt R(A,b) € [0,+oc] mindig igaz. Ha R(A,b) = 0, akkor az RK-
modszer nem SSP-tulajdonsagu.

formulaval szamolhatjuk ki, ahol
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2.9. megjegyzés. Ha ||-| félnorma, akkor az[1.3, dllitds szerint a EE-feltételbdl a (4) probléma || -||
funkciondlra vett monotonitdsa is kévetkezik.

2.10. megjegyzés. Az SSP-tulajdonsdg lényege tehdt a kovetkezd. Ha a differencidlegyenlet hgg
lépéskozi EE-maodszerrel nyert diszkretizdciojakor adodd sorozat teljesiti a diszkrét monotonitdsi tulajdon-
sagot, akkor a diszkrét monotonitdasi tulajdonsig a h € (0,C hgg| lépéskizi RK-mddszer dltal generdlt
sorozatra is atoroklsdik.

A . szakasz kontextusdban a PDE térbeli szemidiszkretizdcidjanak tervezésekor az eqyik cél
éppen az, hogy az ott adodo f figgvény teljesitse az EE-feltételt. Ekkor pozitiv (és minél nagyobb) SSP-
egyttthatoji RK-mddszer vdlasztdsdval magasabb rendd, hatékony és stabil idddiszkretizdacicohoz, s ezdltal
teljes diszkretizdcichoz jutunk.

2.11. megjegyzés. Az SSP-elmélet sokrétiségét az adja, hogy a || - || konvex funkciondl alkalmas meg-
vdlasztasaval sok dltaldnos tulajdonsdg irhaté dat olyan alakira, mint amilyen az ||ups1| < ||un|| diszkrét
monotonitdsi tulajdonsdgban szerepel.

2.12. megjegyzés. Ahogyan az[1.1.6, szakaszban ldttuk, a stabilitds egyik szokdsos megfogalmazdsa az,
hogy a rekurzid sordan menet kizben elkévetett hibak csak mérsékelten halmozddnak fel. Ez gyakran egy

[unll < plfuol| (36)

alaki egyenldtlenséggel fejezhetd ki, valamilyen p > 1 (n-tél figgetlen) dllanddval. Az SSP-mddszereket
azért nevezték el erds stabilitast megdrzé mddszereknek, mert az ||un+1]| < ||un| (n € N) diszkrét mono-
tonitdasi tulajdonsdg maga utdn vonja a (36|) egyenldtlenséget a pu = 1 vdlasztdssal.

2.3.4. Az SSP LT-moébdszerek definicidja

Az el6z6 pontban a technikai nehézségek féleg abbol eredtek, hogy egy adott RK-modszert sokféle alakban
lehet reprezentalni; ilyen probléméak az LT-modszerek esetében nem lépnek fel.

Tegylik fel ismét, hogy a problémaban szereplS f vektormezd kielégiti a EE-feltételt egy hgg
konstanssal és adott || - || konvex funkcionallal. Tekintsiink egy k-lépéses LT-modszert (k > 2), amelyet
az oy, B egyiitthatok hatdroznak meg. Az LT-moédszerrdl e részben mindvégig feltessziik, hogy konzisz-
tens, O-stabil és irreducibilis — a gyakorlatban hasznalt médszerek mind teljesitik ezeket a természetes
kovetelményeket. Valamely h > 0 1épéskoz mellett jelolje az ug,wq, ..., ux—1 kezdGértékekbdl inditott és
az LT-modszer altal generalt sorozatot u,. Azt mondjuk, hogy ez az LT-modszer SSP-tulajdonsdgi, ha
létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy

Vhe (0,c-hgg| ésVn eN, n>Fkesetén [ju,| < max |y . (37)
0<j<k—1

A legnagyobb ilyen tulajdonsagu ¢ szamot az LT-modszer SSP-egyiitthatdjinak nevezziik, és C-vel jeloljiik.
2.13. megjegyzés. Itt is fontos hangsilyozni, hogy az SSP-eqyiitthatd csak az LT-mdodszertdl fiigg, és

e

nem fligg példdul a problémdtdl, sem a numerikus maodszer ug,ui, ..., ur_1 kezddértékeitdl.

Egy LT-mo6dszer pontosan akkor SSP-tulajdonsagu, ha

e minden 1 < j < k esetén o; > 0, és (38a)
e minden 0 < j < k esetén 3; > 0, és (38b)
e ha valamely 1 < j < k esetén ; > 0, akkor o > 0. (38¢)
SSP-tulajdonsagi LT-modszer SSP-egyiitthatojat a
— min M
€= 1552k B; (39)

formula alapjan szamithatjuk ki: hasonldéan az RK-moédszerek esetéhez, itt is megéllapodunk abban, hogy
a; >0 és Bj = 0 esetén g—j = +00.
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2.4. RK- és LT-modszerek 1épéskoz-egyiitthatoi

Egy RK vagy LT numerikus modszer esetében az SSP-tulajdonsag nagyon erds megkotés, hiszen ez a
tulajdonsag garantalja, hogy minden, az EE-mddszerre nézve diszkrét monotonitési tulajdonsaggal bird f
fliggvény, minden, elegend&en kicsiny h > 0 1épéskoz, és minden kezdGérték esetén a diszkrét monotonitasi
tulajdonsag atoroklédik a numerikus moédszerre. Emiatt gyakran azt tapasztaljuk, hogy a gyakorlatban
egyébként hasznos modszerek nem SSP-tulajdonsigiak, vagy ha igen, akkor az SSP-egyiitthatojuk til
kicsi pozitiv szam.

Szamos matematikus, tobbek koézott 1. Higueras, W. Hundsdorfelﬂ A. Mozartova, S. J. Ruuth,
M. N. Spijker és R. J. Spiteri munkéja alapjan (lasd példaul [I5], [22 23], [32]-[38]) vilagossa valt, hogy
érdemes az SSP-tulajdonsagban szerepls szigort kovetelményeken enyhiteni. Igy az SSP-elmélet kiilonfé-
le kiterjesztéseit kapjuk, melyekben az SSP-egyiitthato szerepét kiilonféle 1épéskoz-egyiitthatok veszik at
(v6. ) Egy adott numerikus modszerhez tartozé legnagyobb 1épéskoz-egytitthatot ebben a szakaszban
a Youp € (0,400] szimbolummal jeloljiik. A [épéskoz-egyiitthatd elnevezés oka, illetve a megfogalmazott
tételek szerkezete a kovetkezs.

Régzitsiink egy F fiiggvényosztdlyt. Tegyiik fel, hogy a problémdban szerepld f € F fiiggvény teljesiti
a EE-feltételt eqy hrp konstanssal valamely ||-|| funkciondlra nézve. Ekkor ¥ h € (0, Ysup-hEg] (épéskiz
és V' index esetén fenndll eqy £ egyenldtlenség az N osztdlybdl vett numerikus mddszer dltal generdlt u,
sorozatra.

Az (F, |||, €, N) objektumok megvalasztasatol fliggben példaul az alabbi veup, lépéskoz-egyiitthatokat
nyerjiik (melyek koziil bizonyosak korabban mér szerepeltek ebben a dolgozatban, mig mas egytitthatok
definicidja és tulajdonsagai csak az utobbi par évben kristalyosodott ki). Hangstulyozzuk, hogy az alabbi
felsorolas az attekinthet&ség kedvéért egyszertsitéseket tartalmaz — a kiegészitG technikai feltevések (pél-
daul a kilonféle irreducibilitési feltételek) emlitésétsl eltekintiink.

e RK-modszer linearis monotonitéasi lépéskoz-egyiitthatoja (stepsize coefficient for linear monoto-
nicity, threshold factor, contractivity radius):
az F = {linearis operatorok} (vagyis az altalanos helyett az alaki rendszereket tekintve), || - || =
konvex funkcional, € : [[uni1|| < |lun|l, N = {RK-modszerek} esetben vop = R() (lasd (2), (16), (26)),
illetve [25]).

e RK-modszer altalanos kiils6 monotonitasi lépéskoz-egyiitthatoja (stepsize coefficient for external
monotonicity, Kraaijevanger-egyiitthato, SSP-egytitthato, TVD-tulajdonsag):
az F = {lineéris vagy nemlinearis fiiggvények} (vagyis az altalanos (4) alakt rendszereket tekintve), ||-|| =
félnorma, € : |lup41|| < |lunll, N = {RK-moédszerek} esetben youp = R(A,b) (lasd (35), illetve [19]).

e RK-modszer altalanos belsé monotonitasi lépéskoz-egyiitthatoja (stepsize coefficient for internal

monotonicity):
az F = {lineéris vagy nemlinearis fiiggvények}, || - || = félnorma, & : |Jy;|| < ||un|, N = {RK-mo6dszerek}
esetben vgyp egy olyan kifejezés, amely a Kraaijevanger-egyiitthat6éval ,rokon” definiciéval rendelke-
zik (lasd (9)), illetve [19]).

e RK-modszer altalanos kiilsé korlatossagi lépéskoz-egytitthatoja (stepsize coefficient for external
boundedness, TVB-tulajdonsag):
az F = {linearis vagy nemlinearis fiiggvények}, ||- || = félnorma, & : |Ju,|| < plluol|, N' = {RK-mo6dszerek }
esetben voup = R(A,b) (lasd megjegyzés, , illetve [19]), ahol 1 > 1 egy konstans, amely csak az
RK-modszer Butcher-tablajatol fliigg (tehat nem fiigg n-tél, f € F-t8l, vagy a || - || félnorméatol).

e RK-modszer altalanos belsé korlatossagi lépéskoz-egyiitthatoja (stepsize coefficient for internal
boundedness):
az F = {linearis vagy nemlinearis fiiggvények}, || - || = félnorma, & : ||yi|| < plluol|, N = {RK-modszerek}

*Willem Hundsdorfer, a numerikus analizis kivalo kutatoja, matematikusi erejének teljében 63 éves koraban, 2017. no-
vember 10-én elhunyt
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esetben yeup = R(A,b) (lasd (3F)), illetve [19]), ahol p > 1 egy konstans, amely csak az RK-modszer
Butcher-tablajatol fiigg.

e RK-modszer kiilss- és bels6 monotonitési lépéskoz-egyiitthatojat [15] vizsgalja abban az F fiiggvény-
osztalyban, amikor a ([4)-beli f(¢,u(t)) kifejezés helyett g(t,u(t))Lu(t) alaki , pszeudolinearis” fiiggvé-
nyek szerepelnek (korlatos, nemnegativ, skalarértékd g fiiggvényekkel és konstans L matrixokkal).

e LT-modszer linearis monotonitasi lépéskoz-egyiitthatoja (stepsize coefficient for linear monoto-
nicity):
az F = {linearis operatorok}, | - || = félnorma, & : |lu,|| < maxo<j<p—1 [|ujll, N'= {LT-modszerek} esettel
kapcsolatban [23]-ben taldlunk hivatkozasokat.

e LT-modszer linearis korlatossagi lépéskoz-egytitthatoja (stepsize coefficient for linear bounded-
ness):
az F = {linearis operatorok}, || - || = félnorma, & : |lu, | < pmaxo<j<i—1 |lujll, N = {LT-modszerek} eset
targyalasa [23]-ben szerepel. Itt p > 1 egy konstans, amely csak az LT-modszer egyiitthatoitol fiigg.

e LT-modszer altalanos monotonitasi lépéskoz-egyiitthatoja (stepsize coefficient for general mono-
tonicity, SSP-coefficient, TVD-tulajdonsag):
az F = {linearis vagy nemlinearis fiiggvények}, || - || = félnorma, € : ||u,|| < maxo<j<k—1 [|u;l, NV = {LT-
modszerek} esetben vsup = C (lasd (39)).

e LT-modszer altalanos korlatossagi lépéskoz-egyiitthatoja (stepsize coefficient for general bounded-
ness, TVB-tulajdonsag):
az F = {linearis vagy nemlinearis fiiggvények}, || - || = félnorma, € : |lu,|| < pmaxo<j<p—1 ||u;]| (alkalmas
p > 1 konstanssal), N' = {LT-modszerek} esetben a vy egytitthatot [22] vizsgalja.

A lépéskoz-egyiitthatok nagysaga a kvalitativ tulajdonsagokat megdrzé numerikus modszerek haté-
konysagaval kapcsolatos. Altaldban nem nyilvanvalo feladat annak eldontése, hogy egy adott mddszer-
nek létezik-e (nemnulla) lépéskoz-egyiitthatoja, illetve ha igen, akkor mekkora a maximalis lépéskoz-
egyiitthato. Szintén érdekes kérdés annak a vizsgalata, hogy modszerek valamely osztdlydban (példaul
a 3-lépcsds, 3-adrendti ERK-modszerek osztélyaban) mekkora lehet a legnagyobb lépéskoz-egytitthato
értéke.

A fent emlitett lépéskoz-egyiitthatokon kiviil természetesen mas (F,| - ||,€,N) adatokhoz tartozo
lépéskoz-egyiitthatok is definidlhatok volnanak, melyek vizsgalata altalaban egy-egy 1j kutatési témét
jelol ki.
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3. A tudomanyos eredmények bemutatasa (2007—2017)

3.1. Numerikus strukturalis stabilitas bifurkaciés pontok kornyezetében

A numerikus dinamika (numerical dynamics) elméletében dinamikai rendszerek és diszkretizaltjaik kvanti-
tativ és kvalitativ tulajdonsagait hasonlitjuk 6ssze (lasd példaul A. M. Stuart és A. R. Humphries 1998-as
monografidjat).

A egyenlet specidlis eseteként tekintsiink egy u'(t) = f(u(t)) alaka autondom kozonséges differen-
cidlegyenletet, és rogzitsiink egy kicsiny h > 0 paramétert. Ha u(t;xzg) jeloli a differencidlegyenlet x
pontbol kiinduld megoldasat ¢ ids elteltével, akkor a ®(h,z) := u(h;x) formula egy ®(h,-) : R™ — R™
leképezést értelmez, amelyet a differencidlegyenlet h-ideji megoldéoperdtordnak (time-h map) neveziink.
Ennek segitségével a fazistérben a lehetséges kezdeti értékekbdl induld 6sszes megoldas hossza tava visel-
kedése egyszerre vizsgalhato. Masrészt tekintsiik a KDE valamely egylépéses, h-1épéskozii és p-edrendd ¢
diszkretizaciojat (p € NT), amelyik szintén o(h,-) : R™ — R™ alakt leképezés — gondoljunk itt példaul
egy RK-modszerre. Ekkor a ®(h,-) és a o(h,-) leképezések iteraltjai egy-egy diszkrét idejii dinamikai
rendszert hataroznak meg: a ¢ altal generalt dinamikai rendszer a ® altal generalt rendszer perturbaltja,
és kis h > 0 1épéskoz esetén e két dinamikai rendszer ,kozel” van egyméshoz. Természetes kérdés, hogy
az eredeti faziskép mely tulajdonsigai és hogyan 6rzéddnek meg a diszkretizacio sorén; vagy megforditva,
a rendelkezésre 4llo diszkretizalt megoldasokbol az (ismeretlen) eredeti megoldas mely tulajdonsagaira
kovetkeztethetiink. Azt mondjuk, hogy a ® altal meghatarozott dinamikai rendszer numerikusan struktu-
ralisan stabil, ha a rendszer ,ekvivalens” egy tetszdleges, hozza ,kozeli” ¢ diszkretizacié altal meghatarozott
dinamikai rendszerrel. Nemegyensulyi helyzet kornyezetében, illetve altalanos — példaul kiilonféle hiper-
bolicitasi — feltételek mellett a numerikus strukturélis stabilitas kérdését az 1990-es években tisztaztak
(lasd példaul W.-J. Beyn, Garay Barnabas vagy M. C. Li dolgozatait).

Felmeriil a kérdés, hogy mi a helyzet numerikus strukturélis stabilitis szempontjabol akkor, ha
a hiperbolicitasi feltétel nem teljesiil. Tekintsiik példaul kozonséges differencidlegyenletek egy olyan
u'(t) = f(u(t), o) egyparaméteres csaladjat, amelyben a hiperbolicitas az o paraméter valamely értékénél
(mondjuk a = 0-nal) megsériil, vagyis bifurkdcio 1ép fel. Altalaban nem igaz, hogy egy bifurkiciés pont-
ban a ® és ¢ leképezések altal meghatéarozott fazisképek ,ugyanolyanok” lennének (amint azt példaul egy
sikbeli centrum EE-modszerrel torténd diszkretizacioja egyszertien mutatja). Bizonyos bifurkacios pontok
kérnyezetében azonban a fazisképek szerkezete megérzéddhet: Farkas GyulaEL illetve M. C. Li a 2000-es
évek elején megmutatta, hogy nyeregcsomo-bifurkéacids pontok koriil a fazisképek topologiailag azonosak,
azaz konjugdltak. A konjugécidkra ebben a kontextusban nemlinearis koordinata-transzforméciokként
gondolhatunk.

A [12] cikkben a fenti, nyeregcsomo-bifurkécios pontra vonatkozo eredményt terjesztjiik ki: noha m = 1
dimenziéban dolgozunk, a két szingularis paraméter, h — 07 és o — 0 jelenléte miatt a kvantitativ becs-
lések végigszamolasa nehezebbé valik. Nyeregcsomo-bifurkacié esetén az o < 0 esetben jelen 1évs két
egyensulyi helyzet a = 0-nal 6sszeolvad, mig o > 0 esetén nincs egyenstlyi pont. Jelolje J(h, -, a) a két
leképezés, ®(h, -, a) és p(h, -, a) kozott megkonstrualt konjugalé homeomorfizmusok kétparaméteres csa-
ladjat. Ekkor az a < 0 esetben igazoljuk, hogy egy alkalmas pozitiv const konstanssal minden, elegendGen
kicsiny h > 0, |z| és |a| mellett fennall a h-ban optimalis |J(h, z, ) — x| < const- h? kozelségi becslés. Az
a > 0 esetben a-ban szingularis kozelségi becslést bizonyitottunk: tovabbra is nyitott kérdés, hogy vajon
konstrualhato-e olyan konjugacio, melyre a J leképezés és az identitasfiiggvény tavolsaga O(hP) nagy-
sagrendd — mindenesetre a konkrétan megadott konstrukcié esetén a Mathematica segitségével elvégzett
szimulaciok kimutattak a |J(h, z,a) — x| kifejezés szingularis voltat az o — 0" hatéresetben.

A [6] cikkben transzkritikus- (transcritical) és villa-bifurkacios (pitchfork) pontok kozelében szintén
konjugaciok megkonstrualaséval bizonyitjuk be, hogy m = 1 dimenziéban egylépéses diszkretizaciok al-
kalmasan megszoritott csaladjaban (amely tartalmazza példaul az osszes RK-modszert) az eredeti és a
diszkretizalt faziskép topologiailag azonos, valamint a konjugacié és az identitasfiiggvény kozott optima-

SFarkas Gyula (1972-2002) fiatalon elhunyt kittin matematikus, doktori témavezetGje Garay Barnabés
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lis O(hP) kozelségi becslések allnak fenn. A kozelségi becslésekhez kétparaméteres nemlinearis rekurziok
konvergenciasebességének vizsgalatara van sziikség: itt kulcsszerephez jutnak a T. Hiils &ltal korabban
megkonstrualt paraméteres modellfiiggvények, melyekhez tartozé nemlineéris rekurziok zdrt alakban fel-
irhatok. Ebbdl a Mathematica szimbolikus erejének segitségével lehetett (i) kovetkeztetni az altalanos
esetben fellépd rekurziok konvergenciasebességét leird formulék szerkezetére a paraméterek fliggvényében,
illetve (7i) a formulak alakjanak megsejtése utan az aktualis bizonyitasokat elvégezni.

A [11] dolgozat nem tartalmaz konjugéciés eredményeket, viszont altalanos, m-dimenzios rendszerek
elemzésével foglalkozik, igazolva az RK-moddszerek alabbi megdrzési tulajdonsdgait. Megmutatjuk, hogy
folytonos ideji rendszerek nyeregcsomo-, csics- (cusp), illetve Bogdanov—Takens-bifurkécios pontjai RK-
diszkretizaciok soran a nekik megfelels diszkrét bifurkicids pontokba mennek at, tovabba képleteket adunk
a diszkretizalt norméalformék egyiitthatoira, illetve az altalanositott sajatértékekre.

A [TI0] cikk, részben a fenti eredményekre épitve, altalanos betekintést nyuajt a folytonos dinamikai
rendszerek egy-, illetve két kodimenzids bifurkacios pontok koriili egylépéses diszkretizacidinak elméletébe,
a hangsilyt a numerikus strukturalis stabilitds és a megdrzési tulajdonsagok vizsgalatara helyezve.

3.2. Runge—Kutta-moédszerek belsé hibainak terjedése

RK-modszerek alkalmazasakor a belsd lépcs6k meghatarozéasara szolgalo @D egyenletrendszert altalaban
nem lehet egzaktul megoldani: a gyakorlatban y; helyett ezen mennyiségek y; perturbaltjai allnak csak
rendelkezésre. Az ilyen hibak forrasat illetGen gondoljunk példaul arra, hogy

e nemlinearis f fliggvény és implicit RK-modszer esetén az y; mennyiségeket valamely iteracios mod-
szerrel (mondjuk Newton-modszerrel) véges sok 1épésben kozelitjiik;

e bizonyos SSP RK-modszerek, extrapolacios RK-modszerek, illetve Runge-Kutta—Csebisev-moddszerek
esetén a lépcssk s szama nagy lehet, igy (akar explicit) modszer esetén is feler6sodhet a kerekitési hibak
hatésa;

e a mogottes PDE szemidiszkretizaciojabol szdrmazé KDE-rendszer eleve hibakkal terhelt, amelyek a
térbeli diszkretizacié hibaibol vagy a peremfeltételek diszkretizalasabol erednek.

Az ily médon keletkezd és felhalmozodo hibak analizisét, vagyis az RK-moddszerek belsd stabilitdsdt
(internal stability) elemezziik a [§] cikkben. A publikalt valtozatban terjedelmi korlatok miatt nem kozolt
szamitasok és becslések a [39] linken érhetsk el.

A cikkben ERK-modszerek analizisével foglalkozunk. A vizsgélatok soran kideriil, hogy a bels§ hi-
bak terjedése fligg az RK-modszer konkrét implementaciojatol — emlékezziink arra, hogy egy konkrét
Butcher-tablaval meghatarozott RK-moédszerhez végtelen sok Shu—Osher-reprezentacio tartozhat. A rep-
rezentaciotol fliggs hibaterjedés leirasahoz tetszéleges (o, 8) Shu—Osher-alak esetén képletet adunk a belsd
stabilitdsi polinomokra. Ezen ; polinomok hasonlé szerepet toltenek be, mint a egyenletre alkalma-
zott ERK-modszer —beli 1 stabilitasi polinomja: a klasszikus stabilitési polinommal az egymas utéani
lépések hibai, mig a belsd stabilitasi polinomokkal az egymas utani lépcsdk hibai mérhetsk. Egy s-1épcsés
ERK-modszer Q; (1 < j < s) belsé stabilitasi polinomjai esetén az

M= M(a, 8,8) := max sup|Q;(z)| (40)
1<j<s »¢8

definicioval bevezetjiik a belsd hibdk mazimdlis terjedését mérd tényezét (mazimum internal amplification
factor), ahol tehat (o, 3) a Shu—-Osher-alakot, mig S C C a (|17)) abszolut stabilitasi tartomanyt jeloli.
Ezek utédn az M mennyiségre néhany gyakran hasznalt soklépcsés ERK-modszer esetében becsléseket
adunk. Ezen becslések koziil itt az alabbiakat emeljiik ki.

e (i) Az SSP-egytitthato szempontjabol optimalis masodrendi s-lépcsss SSP ERK-modszerek csalad-

jaban megmutatjuk, hogy

M <s—|—1
s < .

S

e (i1) Az SSP-egyiitthato szempontjabol optimalis harmadrendt s = n?-1épcsSs (2 < n € NT) SSP
ERK-modszerek esetén egzaktul meghatérozzuk M, értékét 2 < n < 10 esetén, valamint tetszéleges
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n > 9 mellett belatjuk az alabbi kétoldali becsléseket:

2

o [ (1+ln<n> lnan(n)))(" )2

10 m< 2T T2 <M,z <
In(n In(In(n (n?=n)/2 n
<1+ 1;) - <8n<2 >>> - ﬁ( = (41)

e (#i7) Az EE-modszerre épiil extrapolacios ERK-modszerek esetén, illetve (iv) az explicit kozéppon-
ti szabalyra épiil§ extrapolacios ERK-modszerek esetén a modszer p rendjének fiiggvényében részletesen
vizsgaljuk az M, (o, B8, H) kifejezések nagysagrendjét, ahol a definicioban sup,cs helyett sup,cqy
szerepel. Itt a H halmaz az S abszolut stabilitasi tartomany alkalmazésok szempontjabol érdekes rész-
halmaza: H =8, H=8N{z € C: Re(z) <0}, illetve H = {0} (ez utodbbi eset azért fontos, mert igy a
belsd stabilitast nagyon kis 1épéskozok esetén lehet mérni).

A fenti eredményekhez néhény megjegyzést fliziink.

Az (i)—(it) pontok azt mutatjak, hogy az optimalis masod- és harmadrendd SSP-moédszerek belss
hibéinak terjedése nagyon kedvez§, vagyis az M tényezs értéke nagy 1épcsészam esetén is mérsékelt. Az
(i) esetben felirt becslésbol ez azonnal latszik, mig a (ii) esetben ezt miatt az My < /s (s = n?,
n > 4) egyenlStlenség mutatja.

Rogzitett n > 9 esetén a becslés igazolasahoz elGszor az S tartoményt egy skalazéssal és elto-
lassal normaljuk: néhény ilyen halmaz hatargorbéjét tiinteti fel az [} 4bra. Ezen halmazok mindegyike
tartalmazza a komplex egységkorlapot, és kideriil, hogy az M,,2 konstans felsé becsléséhez elegendd a |Q;]
kifejezések szuprémumét az egységkoron kiviilre esé ,yvirdgszirmokon” megbecsiilni. Megmutatjuk, hogy
ez a szuprémum egyenls az

nz(—17° (1 — (1 — l) xzn*l)

n
2n —1
polinom egyetlen (1-nél nem kisebb valés) gyokének (n? — n)/2-edik hatvanyaval. Ennek a gyoknek az
also- és felsG becslésébdl adodik .

[1,4+00) >z +— —1—

— n=2

=== n=3

n=>5
-~ n=8

1. dbra: a[3.2] szakasz (ii)-es esetéhez tartozo néhany abszolt stabilitési tartomény hatérgorbéje (at-
skalazas és eltolas utan) a komplex sikon; rogzitett m > 2 esetén a hatargérbe implicit egyenlete
{1/ €C:|a=Llyn® 4 ﬁu("_l)rz = 1} :

o

2n—1
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A (4ii)—(iv) extrapolacios modszerek esetén azt tapasztaljuk, hogy az M tényezd a p rend fliggvé-
nyében exponencialisan ng: a hibahalmozodés karos hatasat konkrét gyakorlati példaban egy soklépcsés
12-edrendt ERK-modszer segitségével demonstraljuk. A (i) és (iv) modszer koziil mindenesetre (iv)
rendelkezik jobb bels§ stabilitasi tulajdonségokkal.

Az extrapoléacios modszerek lényege a kovetkezs. Egy valasztott alacsonyrendii alapmodszer (esetiink-
ben az EE-modszer (ii1)-ban, illetve az explicit kozépponti szabaly (iv)-ben) és egy 1épésszam-sorozat (pél-
daul nj := j € NT) segitségével a KDE megoldasanak t,,41-beli értékét a megoldas ¢,,-beli értékének segit-
ségével tobb menetben kozelitjik: az alapmodszert a [t,, t,+1] intervallumban el&szor h = (tp4+1 — tn) /11
lépéskozzel ni-szer, ezutan h = (tp41 — tyn)/n2 1épéskozzel no-szor alkalmazzuk, és igy tovabb. Ezen
alacsonyrendti kozelitésekbdl az Aitken—Neville-féle formula alkalmazéasaval a megoldas magasabb rendi
kozelitése konstrualhaté meg.

3.1. megjegyzés. Az extrapoldcios mddszerek RK-mddszerekként is felfoghatok. Mivel az extrapoldcios
mddszerben p tetszdlegesen nagy lehet, ez egyuttal azt is mutatja, hogy léteznek tetszdlegesen magas rendd
RK-mddszerek.

Az extrapolacios modszerek esetén — az (i)—(i) SSP-modszerekhez képest — az M konstans nagysaga-
nak meghatarozasa nehezebb feladatnak bizonyult. Egyrészt az adott alapmodszerhez tartozo Q; belsé
stabilitasi polinomok az extrapolacios algoritmus alkalmazéasakor eleve csak rekurziv médon adottak: az
Aitken—Neville-féle formula, mint parcidlis differenciaegyenlet explicit formaban valé megoldasaval azon-
ban a (); polinomok explicit alakban megkaphatok. Masrészt ahhoz, hogy a formula alapjin e
stabilitdsi polinomok abszolut értékét megbecsiiljiik a modszer p rendjének fiiggvényében, az S, abszolut
stabilitasi tartoméanyok alakjanak minél pontosabb ismerete sziikséges — erre a kérdésre a[3.5.1] szakaszban
még részleteiben visszatériink. Ezek utén a lépések utan az M, hibaterjedési konstansok kiilonféle also6-,
fels6-, illetve p — +oo aszimptotikus becsléseit adjuk meg. Ezek koziil egy tipikus szdmoléas példaul az
alabbi. Rogzitett 2 < p € N esetén vizsgalando6 a
mP
max —————

me[1,p)nN (p — m)lm!
kifejezés. Megmutathato, hogy a fenti tort m fliggvényében elészor n6, majd csokken, és ha my jeldli a
tort maximumanak helyét az [1, p] intervallumban, akkor

m*

1
lim —f = —————— ~(.782188.
potoo p 1+ W(lje)
Itt a Lambert-féle W-fliggvényt — melyet a Mathematica a ProductLog szimbolummal jel6l, és melyre
W:[-1/e,+00) = [-1,+00) — az
&= W(2) exp(W () (12)

egyenlet definiélja.

3.3. Uj SSP-modszerek
3.3.1. Linearis tobblépéses SSP-moédszerek valtozo 1épéskozzel

Az allando h lépéskozii modszereknél a gyakorlatban sok esetben hatékonyabbnak bizonyulnak a h, > 0
valtozo lépéskozi (adaptiv) modszerek. Valtozo lépéskozii LT-modszerekrol részletes dsszefoglalo talalhato
példaul a [20] 21] monografidkban.

Az [5] dolgozatban az irodalomban elGszor adunk meg valtozo lépéskozti SSP-tulajdonsdgi explicit
LT-modszereket. Az ilyen modszerek megkonstrualasakor a f6 nehézség az, hogy az aktualis maximalis
hy, 1épéskozt (lasd ) az ehhez a lépéshez tartozd C, SSP-egyiitthatd szabja meg, amely egyiitthatd
viszont fiigg a valasztott 1épéskoz nagysagatol. Az [5] dolgozatban
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o éles becsléseket adunk valtozo 1épéskozii SSP LT-moédszerek SSP-egyiitthatoira — ezek az eredmények
H. W. J. Lenferink 1989-es, az alland6 1épéskozii esetre vonatkozé eredményeit altaldnositjak;

e optimalis SSP-egyiitthatoju valtozo 1épéskozii masod- és harmadrendd modszereket konstrualunk;

e megmutatjuk tetszdlegesen magas rendd véltozo 1épéskozii explicit SSP-modszerek 1étezését;

e elemezziik a h, 1épéskozsorozat megvalasztasara vonatkozo stratégiakat;

e megvizsgaljuk az optimalis mddszerek stabilitasat és konvergencidjat.
Az alabbiakban az [5] cikkbdl két 1j — a gyakorlat szempontjabol hasznosnak igérkezs — valtozo lépéskozi
modszert emeliink ki (autonoém differencidlegyenlet esetére megfogalmazva). Ehhez vezessiink be néhéany
jelolést. Rogzitett k > 2 egész mellett jelolje h,, > 0 a k-1épéses LT-modszer n-edik lépéséhez tartozo
lépéskozt (a h, sorozat megadésa is része a modszer definiciojanak): ha ¢, jeloli a [tg, to+7'] idSintervallum
egy felosztasat, akkor tehat h, = t, — t,—1. Legyen

Qo =0,

J
ijﬂ ::Zwm (1 S j S k),
=1

ahol 1 < j < k mellett a 1épéskozok hanyadosait

e
J7n T
han

jeloli. Az alabbiakban szereplS u, mennyiség a (37) (illetve ) formulédban szereplé hgg konstanssal
analog szerepet tolt be (pontos definiciojatol itt eltekintiink).
e A k = 3 lépéses, optimalis masodrendii SSP LT-modszer képlete

02 —1 QO 1
Unp = 2{,271? (un—l + # I, f(un—1>) + @ Up—3,
;T ’ ,n

ahol a l1épéskoznek teljesitenie kell a

hn_g + hn—l
0< hy .-< - p, 43
< hp—o + hp—1 + tn H ( )

SSP-feltételt.
o A k = 4 lépéses, optimalis harmadrendd SSP LT-moddszer képlete

= OB (e B ) +
o (e B0 e s0)
ahol a lépéskoznek teljesitenie kell a
Z?:l hn—;

-l (44)

0<hn<

Z?:l hn_j) + 2
SSP-feltételt.

3.2. megjegyzés. Az SSP-egyiitthaté szempontjibdl optimalis 3-adrendd k-lépéses formuldk pontos le-
irasa meglehetdsen technikai; a bizonyitdsok a linedris programozdsbdl ismert dualitdstételeket, a Farkas-
lemmdt, valamint paramétertdl fiiggé harmadfoki polinomok gydkeinek vizsgdlatdt tartalmazzdk.
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3.3. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy dllando h,, = h lépéskoz esetén ), = j, tovdbbd ilyenkor a fenti,
vdltozo lépéskizt mddszerek dtmennek a — megfeleld rendid k-lépéses — dllandd lépéskozd ,klasszikus” SSP-
mddszerekbe.

Az 5] cikkbdl e rész lezarasaként a valtozo 1épéskozii numerikus modszerek aldbbi sajatossagat emeljiik
ki, ami az alland6 1épéskozii esetben nem fordulhat el§: ha a h,, 1épéskozsorozat n — +oo mellett 0-hoz
tart, akkor a numerikus modszer elvben ,elakadhat”, hiszen ilyenkor nincs garancia arra, hogy véges sok
lépésben elérjiik a rogzitett hossztusagi iddintervallum végét. Megmutatjuk viszont, hogy ha a f-
beli relaciok helyett egyenlGséget irunk, és ily modon definidljuk a h, 1épéskozoket (vagyis a lépéskozt
mohd algoritmussal valasztjuk meg), akkor a p, mennyiségekre tett természetes feltevések mellett a h,,
sorozat nem tarthat 0-hoz; lathato, hogy ez a lépéskozvalasztas k-1épéses racionéalis rekurziokra vezet. Az
ilyen rekurzidk konvergencidja nem nyilvanval6, szerencsére azonban jol hasznélhato altalanos feltételek
allnak rendelkezésre az irodalomban erre vonatkozoan (lasd példaul a [40] konyvet); a nehézség az, hogy
a szokésos monotonitési érvelések nem alkalmazhatok kozvetleniil, mert e sorozatok hosszu kezd&szeletei
viselkedhetnek nem monoton médon. Illusztracidképpen tekintsiik a

. 1 95638788642
T = Ty = ——, T3 = —————————
=5 277 900”7 100000000000

_ Tp—1+Tp—2+Tp-3
1 + Th—1+ Th—2 + Th-3
képlettel megadott racionélis rekurziét. Ennél azt tapasztaljuk, hogy a sorozat els§ 84 tagja ,oszcillal”
(azaz ezen tagok kozott nincs 3-nal hosszabb monoton részsorozat), majd innentsl kezdve valik csak a
sorozat monoton csokkengvé (legalabbis az elsé 1000 tag vizsgalata alapjan).

Az [5] cikket részletes numerikus tesztek zarjak, melyekben egy-, illetve kétdimenziés nemlineéris
parcialis differencidlegyenletek szemidiszkretizacidjaval nyert kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek
megoldasat approximéljuk valtozo 1épéskozii SSP-modszerekkel, és demonstraljuk a valtozé lépéskozii
modszerek szamitasi hatékonysagat az allando 1épéskozii moédszerekhez képest.

Tp - (n>4)

3.3.2. Egylépéses SSP-modszerek folytonos kiterjesztése
Az szakaszban ismertetett numerikus moédszerek a differencidlegyenlet megoldasat a diszkrét tg,

t1,... id6pontokban approximéljak. Bizonyos fizikai jelenségeket modellezs differencidlegyenletek diszk-
retizacidjakor egyes részintervallumokon sziikség lehet arra, hogy a tg, t1, ... alappontokhoz képest sokkal

stirtibben ismerjiikk a megoldas kozelitését. Hasonlo elvaras fogalmazhaté meg a numerikus megoldésok
grafikus megjelenitésekor is, ahol az a cél, hogy az approximécié folytonos gorbedarabokbo6l alljon. Ilyen
esetekben a numerikus moédszer egy joval kisebb lépéskozzel persze tjraindithaté az adott intervallumon,
de szamitasi szempontbol ehelyett sokszor érdemes a numerikus modszer folytonos kiterjesztésére vonat-
kozo formuléak alkalmazésit megfontolni; ezek angol neve gyakran dense output vagy continuous extension.
A folytonos kiterjesztések lényege az, hogy a t,,t,+1 idSpillanatokrol tgy terjessziik ki az approximaci-
Ot a [tn,tp+1] intervallumra, hogy kozben a KDE-ben szerepls f fuggvényt ne kelljen djra kiértékelni.
RK-modszerek esetén Hermite-interpolacié segitségével példaul folytonos kiterjesztések konstrualhatok,
amelyek rendje legalabb harom (lasd [20, Section 2.6]). Felmeriil a kérdés, hogy mi mondhaté az olyan
folytonos kiterjesztésekrsl, amelyek SSP-tulajdonsaggal rendelkeznek.

A [] cikkben SSP RK-modszerek folytonos kiterjesztését vizsgaljuk. Megmutatjuk, hogy — természetes
feltevések mellett — nem Ilétezik harmad- vagy magasabb rendd SSP-tulajdonsagu folytonos kiterjesztés.
Pozitiv eredményként elss- és méasodrendt, egyszerd szerkezetd feltételeket adunk folytonos kiterjesztések-
re az altalanos esetben, illetve konkrét, optiméalis SSP-moddszerek esetén. Az SSP-tulajdonsagu folytonos
kiterjesztések létezése sokvaltozos polinomidlis egyenl6tlenségrendszer megoldhatésagaval fogalmazhatd
meg. Ezen polinomialis rendszerek megoldéasat (vagy megoldhatatlansagat) a Mathematica segitségével
szimbolikusan, illetve a bonyolultabb esetekben numerikusan térképeztiik fel. A cikkben szerepld allitdsok
és bizonyitasok e szisztematikus kisérletek eredményeként sziilettek meg.
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A cikkbeli konstrukeciok megvilagitasa céljabol tekintsiik a[2.3:2] szakaszban emlitett differencidlegyen-
letet, amelyet ott SSP RK-moédszerrel diszkretizéltunk, itt pedig annak az SSP RK-moédszernek két foly-
tonos kiterjesztését hasonlitjuk 6ssze. Mindkét folytonos kiterjesztés méasodrendd, és a 6 € [0, 1] folytonos
paraméter valositja meg az interpoléaciot a t,, és t,+1 pontok kozott: w49 az u(t, + 0h) pontos megoldas
egy kozelitése. Az egyik formula

4 h 2 h
v = (1=204 36 w420 - 09) (4 57 00m) ) + 36 (0 5 Cu kb)) 49
mig a mésik képlet
e =t (20 02) (b, 0) + (20 4 6°)f (b + 1/2,00) 4 Of 4 o) (40

A egyenlet kiilonbozé ug € Z; = [0,1] kezdeti feltételekhez tartozé megoldasainak a h = 16/10
lépéskozi modszerrel nyert diszkrét approximacioit a [2| abrén szerepld fekete pontok halmaza jeldli
— a két ponthalmaz a bal és a jobb abran azonos. A folytonos gorbedarabok tgy adédnak, hogy a
, illetve formulékat a (28) egyenletre alkalmazzuk, szintén a h = 16/10 valasztéssal. Ahogyan
az abra mutatja, az SSP-tulajdonsagu folytonos kiterjesztés megérzi az u,yg9 € Z; relaciot, mig a
nem SSP-tulajdonsagu modszer esetén ez az invarianciatulajdonsag nem &ll fenn. A modszer
SSP-tulajdonsagot megd6rzd lépéskozének maximalis nagysigéaval kapcsolatban egyébként elméletileg azt
tudjuk garantalni (amit a numerikus tesztek is megerdsitenek), hogy a képlet altal szolgaltatott folytonos
kiterjesztés az Z; intervallumban marad, amennyiben a lépéskozre fennall a h € [0,2hgg| (itt hgg = 1)
megszoritas.

1.2

I ey

0.6»/\/‘\/\

0.4W
0.2%\

o gy

-0.2

(a) SSP-modszer (b) nem SSP-modszer

2. dbra: a egyenlet numerikus megoldésa a folytonosan kiterjesztett SSP-tulajdonsigi , illetve a
nem SSP-tulajdonsagu (46|) modszerrel.

3.3.3. Konvekcios egyenletek egylépéses SSP-modszerei

A 24 szakaszban lattuk, hogy ha a KDE jobb oldaldn szerepls f fliggvény szerkezetérdl bizonyos in-
formacioval rendelkeziink, akkor kiilénféle vg,p, 1épéskoz-egyiitthatok definialhatok, amelyek a kvalitativ
tulajdonsagokat megtarté6 numerikus modszer hatékonysagat jellemzik.

A [3] dolgozatban specialis alaku f fiiggvények esetén vizsgaljuk a (4)) egyenletrendszer RK-diszkretiza-
ci6it a nemnegativitds megdrzésének szempontjabol: azt tessziik fel, hogy az eredeti KDE-rendszer alakja

do(t) = qulult),t) “’“—I(Z; wl®) v, N, (47)
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Itt Az > 0 egy rogzitett konstans, a nemnegativ és korlatos qx (k = 1,...,N) fliggvények megfelelGen
simak, az u = (u1,...,un) : [to,to + T] — RY fiiggvény pedig a KDE megoldasat jeloli, szintén nemne-
gativ ug(to) > 0 (k = 1,..., N) kezdeti feltételek mellett. Megmutathato, hogy ezen feltevések mellett
a rendszer pozitiv, azaz u(t) > 0 (t > tp). E specialis, alaki KDE-rendszerek azért fontosak,
mert ezek kozé tartoznak példaul az egydimenzios skalaris hiperbolikus parcialis differencidlegyenletek
TVD-tulajdonsagu szemidiszkretizacioi (emlékezziink ra korabbrol, hogy eredetileg ehhez a fiiggvényosz-
talyhoz fejlesztették ki az SSP-modszereket), de ide sorolhatok az egydimenzios hvezetési (parabolikus)
PDE bizonyos szemidiszkretizacioi is; ekkor Az > 0 a térbeli diszkretizacios paramétert jeloli. A cikk-
ben megmutatjuk, hogy a rendszer esetében szdmos ERK-moédszer nagyobb v 1épéskoz-egyiitthatoval
rendelkezik, mint amilyen egytitthatok az altalanos SSP-elméletbdl (azaz altalanos nemlineéris f esetén)
kovetkeznek; mas szavakkal, hatékony ERK-moédszereket konstrualunk egy, a gyakorlatban fontos fligg-
vényosztaly elemeinek nemnegativitast 6rzé idddiszkretizaciojahoz. A {6 kérdés konkrétabb megfogalma-
zésa a kovetkez§: a rendszer diszkretizaldsakor mely RK-modszerek milyen 1épéskoz-egyiitthatoval
fognak nemnegativ ug kezd6vektorbol inditva nemnegativ u, approximéciot generalni?

3.4. megjegyzés. A diszkrét pozitivitdsi tulajdonsdg mellett a cikkben egy dltaldnosabb tulajdonsdgot, az
értékkészlet korldtossdgdt is elemezzik (ldasd kordbban az . szakaszt).

A [41] dolgozat a fenti kérdést az ERK(2,2) osztalyban vizsgalta, amely osztaly a formula szerint
egyparaméteres. A [3] cikkben — kivetve [41] alapgondolatat — elsGsorban az ERK(3,3) csaladot vessziik
szemiigyre. A [41l B3] cikkek kozvetleniil elemzik a teljes diszkretizaciot, tehat a vizsgalati modszer eltér a
hagyoméanyos SSP-elmélettsl.

Kideriil, hogy a KDE-rendszerre alkalmazott (A, b) Butcher-tablaju s-lépcsés RK-modszer (ahol
A € R®*® és b € R®) bizonyos tobbvaltozés P; polinomokkal irhaté le: az RK-modszerhez s + 1 da-
rab, kiilon-kiilon s(s + 1)/2 valtozoés polinom tartozik. Ezutan az RK-modszer v pozitivitdsi [épéskiz-
egyttthatdjat a

7 =7(A,b) :=sup{d > 0: P;(£) > 0 minden 0 < i < s és minden ¢ € [0, §]3(s+1)/2 esetén } (48)

képlettel értelmezziik: geometriailag (A, b) tehét az elss ortansban fekvs legnagyobb olyan hiperkockéanak
az élhossza, amelyben az Gsszes P; polinom nemnegativ.

A képlettel leirt, ERK(3, 3)-beli kétparaméteres alosztaly esetén a P; polinomok példaul az alabbi
alakot oOltik:

v
6as(a - pB)
aB(vw + 20z — 3wz) — B(w — 3)(v — 2) — 2B6(v — 2) — 3% (w — 2) + 2a(w — z)] ,

Py(x,y, z,u,v,w) = [—azﬂ(vwz — 3wz + 62 — 6) + af?(vwz — vz + 62 — 6)+

1
6af(a—B)
B uwy + v(w — 3)(y + 2) + 62] — af(uw + vw + 20y + 20z — 3wy — 3wz)+

Pi(z,y,z,u,v,w) = [azﬁ(uwy + vwy + vwz — 3wy — 3wz + 62)—

B2 luw + v(w — 3) — wy — wz + 32] + 28(v — 2) + 302 (w — 2) — 20w — z)],

Py(z,y, z,u,v,w) = (Sa(al—ﬁ) [—aQw[u(x +y)+ (v—3)y]+

afluw(z + y) + vy(w — 3)] + a(uw + 2vy — 3wy) + Pw(y — u)} ,
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1
Ps(x,y, z,u,v,w) = gLuw-

Ebben az alosztalyban a nemnegativitas-6rzés szempontjabol optimalis 1épéskoz-egyiitthatoval rendelkezé
RK-modszer(ek) megkeresése az alabbit jelenti: adjuk meg a legnagyobb olyan v > 0 értéket és a hozzé
tartozo (o, 3) € R? paraméterparok halmazat, melyek esetén a fenti Py 123 polinomok mindegyike nem-
negativ a [0,7]% hiperkockaban. A cikkben megmutatjuk, hogy ebben az alosztalyban v < 1, tovabba a
~v = 1 optimalis lépéskoz-egyiitthatoval rendelkez6 RK-modszereket az (o, 3) paramétersikon a [3| abran
lathato két, pontokkal kitoltott haromszog unidja (egy ,csokornyakkendd”) irja le. A 3| abra ,csokornyak-
kenddjének” bal fels6 sarkaban lathato sziirke pont az az egyetlen RK-modszer, melynek SSP-egyiitthatoja
a teljes ERK(3,3) osztalyban az optimalis C = 1 értékkel bir; ezt a modszert az SSP-elmélet keretében
korédbban azonositottak. A |3| abra azt demonstrélja, hogy szamos méas, ERK(3, 3)-beli modszer rendelke-
zik v = 1 pozitivitasi 1épéskoz-egyiitthatoval. FEzek kozott kitiintetett modszer a ,csokornyakkendd” jobb
als6 sarkdban lathato narancssarga pont, amely az ERK(3, 3)-beli (egyetlen) Ralston-modszert reprezen-
talja: ismeretes (lasd [42]), hogy ez a modszer a teljes ERK(3,3) osztalyban minimalis hibakonstanssal
rendelkezik. Eredményeinkbdl tehat az is kovetkezik, hogy a Ralston-modszer kettds optimalitasi tulajdon-
saggal bir: hibakonstansa a lehetS legkisebb, mig pozitivitasi lépéskoz-egyiitthatoja a lehets legnagyobb
az ERK(3,3) osztalyban.
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3. abra: a ,csokornyakkendd”, vagyis azon (o, 3) parok halmaza a képlettel leirt ERK(3, 3)-beli
kétparaméteres alosztélyban, melyekre a lépéskoz-egylitthatd értéke 1. A jobb alsé narancssérga pont
koordinatai (a, ) = (1,1/2), mig a bal felsg sziirke pont altal reprezentalt modszerre (o, 8) = (1/2,3/4).

3.5. megjegyzés. Az (o, B) paraméterektdl fiiggs P; polinomok [0,1] hiperkockdban megkdvetelt szimul-
tan nemmnegativitdsdnak vizsgdlata nem nyilvdnvalo feladat. Itt f6 eszkézként a Mathematica Reduce és
FindInstance parancsdt haszndltuk, melyekkel a hiperkocka mind a 64 csiucsdt végiguizsgdlva adddott a
Z|. dbra. Ezen dbrasor alapjin mdr viszonylag egyszerd volt egy rovid, hagyomanyos bizonyitdst (ldsd
1.1.1. szakasz) adni arra nézve, hogy a ,csokornyakkenddn” kivili paraméterekre v < 1 igaz. Arra az
dllitasra, hogy a ,,csokornyakkenddéhiz” tartozo dsszes (végtelen sok) ERK-mddszerre v = 1, jelenleg nincs
se szdmitdgépes, se hagyomdnyos bizonyitdsunk — ez tehdt tovdbbra is csak sejtés. A sejtést viszont ald-
tamasztja az aldbbi eredmény: a ,csokornyakkenddben” feltiintetett (véges sok) fekete ponthoz tartozé RK-
mddszerre szamitogépes bizonyitds mutatja, hogy v = 1; a szdmunkra legérdekesebb narancs ponthoz
tartozo RK-madszer esetén pedig néhdny soros hagyoményos bizonyitdst sikerilt adni a v =1 dllitdsra.
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4. abra: a [0,1]® hiperkocka 64 csticsat végiglatogatva a satirozott tartomanyok jelképezik azon (o, 3)
parokat, melyekre legalabb az egyik P; polinom negativ. Ezeket az abrakat osszesitve sziiletett a [3] abra
csokornyakkenddje”.

A [3] cikkben azt is igazoljuk, hogy a teljes ERK(3,3) osztalyban igaz a v < 1 egyenl6tlenség. Ehhez
részletesen megvizsgaljuk az ERK(3,3) osztaly méasik két, egyparaméteres alosztalyat. Az egyik ilyen,
a-val paraméterezett alosztalyban az [5] 4bran hasonlithatjuk Gssze a klasszikus C, SSP-egyiitthaté és az
Gjonnan bevezetett v, pozitivitasi 1épéskoz-egyilitthaté egyméshoz valé viszonyat.

— Cq
Va

5. abra: az SSP-elmélet altal garantalt C SSP-egyiitthato (kék szin) és a v lépéskoz-egyiitthatod (sarga
szin) az ERK(3,3) osztaly egyik egyparaméteres alosztalyaban, az o paraméter fiiggvényében. Az abra
azt illusztralja, hogy specidlis alaki KDE-rendszerek esetén hogyan lehet megjavitani az altalanos SSP-
elmélet eredményeit.
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3.6. megjegyzés. Az[J dbrdan szerepld sdrga grafikon legmagasabban fekvd vizszintes szakasza 3 darab
hatvdltozds és 1 paramétertdl fiiggd polinom nemmegativitdsdt mutatja a [0,1]% hiperkockdban. Ezt az dlli-
tast a Mathematica néhdny tizedmdsodperc alatt igazolja (szamitdgépes bizonyitds). Az ennek megfeleld, és
a [3] cikk egyik birdldja dltal utdlag kért hagyomdnyos bizonyitds megalkotdsa mindédssze néhdny ordig tar-
tott (természetesen a Mathematica segitségével); e mdsfél oldalas és teljesen elemi hagyomdnyos bizonyitds
csak a polinomok értékkészletét becsiili meg, és nem haszndlja a derivdlt fogalmdt.

3.7. megjegyzés. A[3 dbra ,csokornyakkenddjének” létezése, vagy példdul az[3. dbra tobb kordbbi cikkben
leirt megfigyelést is megmagyardz. Numerikus kisérletekben sokszor azt tapasztaltdk, hogy az SSP-elméletbdl
adddo, az RK-maddszer lépéskizére vonatkozd megszoritdas til pesszimista: a konkrét mddszer az SSP-elmélet
dltal josoltndl nagyobb lépéskioz esetén is pozitivitdsdrzd. Ha figyelembe vessziik, hogy a példdkban haszndlt
tesztegyenletek szerkezete meglehetdsen specidlis, akkor erre a fiigguényosztdlyra az SSP-elmélet helyett
példdaul a [3] cikkben leirt elméletet alkalmazva az SSP-egyiitthatondl gyakran nagyobb pozitivitdsi lépéskiz-
egytitthatokat kapunk.

Az ERK(3, 3) csalad utdn magasabb rendt (p > 4) és tobblépcesds (s > 4) RK-modszereket is szemiigy-
re vesziink: numerikus és szimbolikus technikakkal sem sikeriilt azonban ezekben az osztalyokban pozitiv
v > 0 pozitivitasi 1épéskoz-egyiitthat6ji ERK-modszert talalni — az ilyen modszerek létezése tehat to-
vabbra is nyitott kérdés maradt.

3.8. megjegyzés. A j-lépéses, 4-lépcsds explicit Runge—Kutta-mddszerek vizsgdlatakor az aldbbi megle-
pé karakterizdciot kaptuk meg: az ERK(4,4) csalddbdl vett modszer (A,b) Butcher-tiblajira A > 0 és
b >0 (elemenként) akkor és csak akkor dll fenn, ha a mddszer a klasszikus negyedrendd RK-maodszer
(RK/44). Késébb kideriilt, hogy ez az eredmény kordbban mdr implicit médon ismert volt, az dllitds ugyanis
kiolvashato bizonyos, stabilitdssal kapcsolatos tételek (példaul [27, Theorem 9.6]) technikai jellegd bizonyi-
tdsabol — tudomdsunk szerint azonban explicit modon még sehol sem fogalmaztik meg az RK44-mddszer

fenti jellemzését a Butcher-mdtrix nemmnegativitdsdval.

3.9. megjegyzés. A [/5] cikk {6 eredménye azt dllitja, hogy a klasszikus negyedrendd RK-modszer
pozitivitdsi lépéskioz-egyiitthatojdara v = 1 teljesil. A [3] dolgozatban ezt az dllitdst ellenpélddval cdfoljuk
meg. Az elemzésiink kideriti, hogy az RKj4-mdodszerhez tartozé 5 darab 10 vdltozés P; polinom legaldbb
eqyike negativ értéket vesz fel a [0,€]'? hiperkockdban, tetszdleges € > 0 esetén; gy tinik, hogy a [43]
cikkben csak a [0,1]10 hiperkocka csiicsaiban vizsgdltdk e polinomok nemnegativitdsdt.

3.4. Egy- és tobblépéses modszerek monotonitasa és korlatossaga

3.4.1. Racionalis tortfiiggvények abszoliat monotonitasa

A 2] szakaszban azt lattuk, hogy
(1) az altalanos, lineéaris vagy nemlinearis, alaku rendszerek;
(74) a linearis, alaki rendszerek

RK-diszkretizacidja esetén a numerikus modszer SSP-tulajdonsagat biztosité ~ysup maximalis lépéskoz-
egylitthato (vagyis SSP-egyiitthato) bizonyos irreducibilitési feltételek mellett

e az (i) esetben megegyezik a képlettel definialt R(A,b) Kraaijevanger-egyiitthatoval;

e a (ii) esetben megegyezik az R(145) mennyiséggel, vagyis az RK-modszer stabilitasi fliggveé-
nyének abszolut monotonitasi sugaraval.
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A gyakorlat szempontjabol fontos annak az ismerete, hogy RK-mddszerek valamely rogzitett osztéalya-
ban mennyi az R(A,b) és R(14) egylitthatok optimalis értéke, illetve melyek az ezekhez tartoz6 optimalis
modszerek. Ismert, hogy egy RK-moédszer esetén

0 < R(A,b) < R(¢ap)- (49)

Explicit p-edrendii s-1épcsés (p > 1, s > 1) RK-modszerekre bebizonyitottak, hogy R(¢4p) < s, tehat
R(A,b) < s is fennall. Implicit RK-modszerek esetén sokkal kevesebbet tudunk az R(A,b) és R(¢ay)
egylitthatok optimalis értékérél. Ezen eredmények ismertetéséhez vezessiink be néhany jelolést.

Az . szakaszban lattuk, hogy ERK-modszerek esetén a 1) 4 5, stabilitési fiiggvény polinom, mig IRK-
modszerek esetén racionalis tortfliggvény. Pozitiv egész m és n esetén azt mondjuk, hogy egy racionalis
tortfiiggvény (m,n)-tipust, ha a szamlaloja m-edfoka, mig nevez§je n-edfoku polinom. A II,, /np TUgE-
vényosztaly elemei olyan (m,n)-tipust racionalis tortfiiggvények, amelyek az exponencialis fliggvényt az
origoban legalabb p-edrendben kozelitik. A ﬁm /np 0sztaly részhalmaza I1,, /, -nek: a ﬁm /np
nalis tortfiiggvények nevezdjében szerepld polinom teljes n-edik hatvany, vagyis a nevezs (1 — az)™ alaka
(a € R). Egy p-edrendii s-1épcsSs IRK-modszerre 145 € 1L,/ 5, mig egy SDIRK-modszerre 14 € I

és all

-beli racio-

s/s,p

Jelolje végiil a I1 osztalyban elérhetd legnagyobb abszolit monotonitési sugarat rendre

m/n,p m/n,p

Rm/n,p = SUP{RW) RIS Hm/n,p}’

~

Rm/n,p = SUP{R(@/J) : '¢ € ﬁm/n,p};

amennyiben valamelyik halmaz iires, a szuprémumot 0-nak definialjuk. Az IRK-modszerekkel kapcsolatos
legfontosabb sejtések az alabbiak. (A zardjelben allo évszam a sejtés megfogalmazasanak évét jeldli.)

3.10. sejtés (1986). Legyen m,n € NT. Ekkor R/, o =m + /mn.
Ebbdl specidlis esetként nyilvanvaléan adoédik az alabbi sejtés.
3.11. sejtés. Specidlisan, ha m =n = s € NT, akkor Ry 50 = 2s.

3.12. sejtés (2008). Tekintsink egy (A,b) Butcher-tabldzattal megadott p-edrendd s-lépcsés SDIRK-
mddszert, ahol p > 2 és s > 1. Ekkor R(A,b) < 2s.

3.13. sejtés (2009). Tekintsink egy (A,b) Butcher-tablizattal megadott p-edrendd s-lépcsés IRK-mad-
szert, ahol p > 2 és s > 1. Ekkor R(A,b) < 2s.

A sejtés igazsaga n € {1,2} és minden m > 1 esetén ismert. A [3.12] és sejtést s € {1,2} és
p = 2 esetén bebizonyitottak: a legérdekesebb a p = 2 eset, hiszen a legalabb harmadrend RK-médszerek
automatikusan teljesitik a p = 2 rendfeltételeket is. A sejtés az SSP RK-moddszerek legfontosabb,
jelenleg is nyitott kérdésének tekinthetd.

3.14. megjegyzés. A definicickat dsszehasonlitva azt ldatjuk, hogy egy adott (s,p) pdr esetén az ES/S,p
konstans értékének meghatdrozdsdndl nehezebb feladat Ry, értékének meghatdrozdsa, és ennél is joval
nehezebb az optimdlis R(A,b) értékének kiszamitdsa:

e méy eqy konkrét (azaz paramétertsl nem fiiggd) v raciondlis tortfigguény esetén sem nyilvanvald az
R(v) abszolit monotonitdsi sugdr kiszamitdsa;

e a[3.13 sejtésben szerepld paraméterek szima az s lépcsészdm novekedésével négyzetesen né. Ha
példdul p = s = 2, akkor olyan optimumszdmitdsi feladattal dllunk szemben, amely 9 polinomidlis egyen-
ltlenséget és 2 egyenletet tartalmaz 7 vdltozoban.

3.15. megjegyzés. Eqgy tobb lépcsdvel rendelkezd RK-modszer esetén tobb szamitdsi munkdt kell végezni,
de C SSP-egyiitthatdja is nagyobb lehet. Hogy e két tényezdt eqyszerre lehessen figyelembe venni, érdemes
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bevezetni az effektiv SSP-egyiitthato fogalmdt, amelyet a C/s hdnyadossal definidlunk. A fentiek fényében
tudjuk, hogy ERK-mddszerek effektiv SSP-eqyiitthatdja legfeljebb 1, és sejtjiik, hogy IRK-mddszerek effektiv
SSP-egyiitthatoja legfeljebb 2.

Az LT-mddszerekre vonatkozo analdg eredményeket H. W. J. Lenferink mdr az 1990-es években bebi-
zonyitotta: explicit LT-mddszer SSP-egyiitthatdja legfeljebb 1, mig implicit LT-mddszer SSP-egyiitthatdja
legfeljebb 2. Vajon az RK- és LT-mddszereket is magukban foglalo explicit és implicit altalanos linearis
mdodszerek SSP-egyiitthatoi esetén is fel lehet majd fedezni ezt az 1 : 2 ardnyt?

Az SDIRK C IRK tartalmazas miatt a sejtés altalanosabb a sejtésnél, mégis, a részletes
numerikus kisérletek szerint (rogzitett p és s mellett) az R(A,b) egyiitthatd szempontjabol optimalis
IRK-moédszer egytttal az SDIRK-osztaly eleme is. Ugy véljiik, hogy e két sejtésben p = 2 és rogzitett
s > 1 mellett az egyértelmd optimdlis raciondlis tortfliggvény a

sy )
Vap(z) = (177%)5 (50)

fiiggvény, melyhez egyszerd Butcher-tablaja RK-modszer tartozik, és melyre fennall, hogy
w:k47b S Hs/s,2 C HS/S,Q és R(A, b) = R(@ZJE@) = 2s.

Ezek utan figyelembe véve, hogy rogzitett s-re a p — R,/ , leképezés nemnovekvs, a egyenlGtlenség
alapjan a[3.11] sejtés igazsdga maga utdn vonnd a[3.13 sejtés megolddsdt.

Sajnalatos moédon azonban kideriil, hogy az el6z8 mondatban feltételes médban megfogalmazott re-
ményteljes it nem jarhato: a [9] cikkben bebizonyitjuk, hogy a sejtés s = 3 esetén nem igaz. Ezt
példaul a

1246 .3 | 2280 2 4 119 .

() — 384649 34970 269
- _ 4 .3, 8 2 150
527%° T 554 — a69% T 1

raciondlis tortfiiggvény mutatja, melynek R(v) abszolut monotonitasi sugarat a
{43572620, —880461561, 5950520030, —13451175530}

harmadfokt polinom egyetlen valos gyoke adja meg (a jeloléssel kapcsolatban lasd ); e gyok értéke
pedig kortilbelil 6.7783 > 2 - 3.

Numerikus kisérletek alapjan a cikkben tovabbi sejtéseket fogalmazunk meg, melyek koziil itt az alabbi
kett6t idézzik.

3.16. sejtés. Tetszdleges s > 3 esetén ﬁs/s,Z = 2s (az dllitas s € {1,2} esetén is igaz, ezek bizonyitdsa
ismert).

3.17. sejtés. Tetszbleges s > 2 esetén }A%S/S:, =s—1++vs2—-1.

Pozitiv eredményként szamos (s,p) par esetén meghatarozzuk az R, Jsp €8 fis /s,p kKonstansok egzakt
értékét, melyeket az . és |2 tablazatban tekinthetiink at. A rovidség kedvéért (R, ; kivételével) itt
nem kozoljiik a tablazatban szerepld magasabb foku algebrai szamok explicit alakjat, csak numerikus
approximacioikat.
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(Svp) Ry s,p deg(Rs/s,p)
(2,2) | =47 1
(2,3) | ~ 2.732050* 2
(2,4) | =of 1
(3,5) | ~ 2.301322 6
(3,6) | ~ 2.207606* 3
(4,7) | ~2.743911 30
(4,8) | =0f 1

1. tablazat: a [9] cikkben meghatarozott optimélis R értékek, illetve numerikus approximécioik. A felsd

s/s,p
indexben talalhato T, illetve ¥ szimbolumok rendre azt jelzik, hogy a megfelels konstans értékét korabban
mar egzakt mddszerekkel, illetve numerikusan meghataroztak. A deg oszlopban talalhato értékek az R,

algebrai szam fokat adjak meg.

s/5,p

(Svp) Rs S,p deg(Rs s,p)
(2,2) | = 4T 1
(3,2) | =6 1
(4,2) | =8 1
(2,3) | ~ 2.732050* 2
(3,3) | ~ 4.828427 2
(4,3) | ~ 6.872983 2
(3,4) | ~ 3.287278 9
(4,4) | ~ 5.167265 9
(4,5) | ~ 3.743299 12

2. tablazat: az optimalis R értékek (a jelmagyarazat megegyezik az|l] tablazatéval)

s/s,p

A [9] dolgozat nagyban épit a [26] cikkben megfogalmazott eredményekre; [26] egyébként tobb maés
Ry jnp értéket is tartalmaz m # n esetén, am ezen értékek mindegyike (irraciondlis szamok esetén) csak
kézelité numerikus érték. A [9] cikk eredményei tobbek kozott

o s € {3,4} esetén megoldjak a|3.12} és a sejtést;
s € {2,3,4} esetén am. sejtést;

s € {2,3,4} és p = 2 esetén igazoljak az abszolut monotonitasi sugar szempontjabol optimalis
fliggvény unicitasédnak kérdését a Il o osztalyban (lasd ), tovabba

teljes leirdst adnak az R konstansokrol mindazon (s,p) parokra, melyekre s < 4 és p > 2.

s/s,p

Az alkalmazott technikak és a felmeriilé nehézségek illusztralasa céljabol e rész lezarasaként az alabbi két
eredményt emeljiik ki a [9] cikkbél.

A téblazatokban szerepld legmagasabb fokt algebrai szam az R4/, 7 = 2.743911 konstans, amely a

{4191472, 370695456, 15701398968, 423572490288, 8166117227943, 119697694352106, 1385540391042992, 1298288814 7808790,
100093600309232610, 641253042735937920, 3429070908298155495, 15292307228951973150, 56488604555080263600,
170258230386661619700, 405691319555093173950, 698620766882164002000, 475967180133964116000,
—2768737485607368840000, —19171364099094461844000, —83177899383693915360000, —273285810570616506720000,
—658873655023431060000000, —1076077292526138186000000, —1039429806316804224000000, —402385174364630880000000,
1632495959008528320000000, 15171036284831515200000000, 63475278812225280000000000, 141035850392839718400000000,
165407760061818624000000000, 81912466393111872000000000}
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30-adfokt polinom gydke. Ez a polinom az aldbbi meggondolasokbdl szarmaztathats. A Tl 47
osztaly elemei alkalmas a € R paraméterrel a

g5 (Ta+4)2" + 515(21a+ 13)23 + (-5 (Ta+2) +a+ 1) 22 + (a+ 1)z + 1
—gig(Ta+3)24 + 515 (21a + 8)2% — 4 (Ta+ 2)22 + az + 1

alakban irhatok fel. A feladat tehat annak az a paraméterértéknek a megkeresése, amelyhez tartozo

1, fliggvény Osszes derivaltja nemnegativ egy [—r,0] intervallumon, és az r > 0 érték a lehetd

legnagyobb. A [20] cikk (természetes normalasi és irreducibilitasi feltételek mellett) kétféle tipusa

fels korlatot fogalmaz meg egy konkrét racionalis tortfiiggvény r abszolut monotonitasi sugaranak
nagysagara:

Ya(2) =

(x) r < B, ahol a B > 0 (itt nem definialt) mennyiség csak a racionalis tortfiiggvény polusainak
geometriai elhelyezkedésétsl fliigg a komplex sikon, illetve

(xx) r < p, ahol —p < 0 gydke a racionalis tortfiiggvény valamelyik derivaltjanak.

Esetiinkben ezen allitasoknak az a paramétertsl fiiggs valtozatait alkalmaztuk. Kideriil, hogy a
/47 osztalyban az a + B(a) valds fiiggvény maximalis értéke dont. A B(a) kifejezés esetszét-
valasztassal van megadva, és paramétertdl fiiggd polinomok gyokeivel irhaté le; a teljes értelmezési
tartomanyon a B fiiggvény csak szakaszonként monoton, derivalhato, vagy konvex/konkav. Itt a
részfeladatok szamitogépes bizonyitasai mér joval nehezebbek: a Mathematica szaméara tébb ma-
sodpercig tartottak (vo. a. megjegyzésben szerepl6 néhéany tizedmasodperccel). Amikor ezeknek
a részallitasoknak a bizonyitasait elemi 1épésekre lebontva ember altal olvashatoé formaban repro-
dukaltuk, az igy ad6dé PDF fajl majdnem 300 oldalt foglalt el. Ez a méret annak is koszonhetd,
hogy a kdzbensd szamitasokban fellépd polinomok fokszama gyakran tobb széz volt, egyiitthatoinak
nagysagrendje pedig gyakran a 103!° tartoméanyba esett. Az igazan meglep dolog tehét az, hogy
az Ryjy7 ~ 2.743911 algebrai szam fokszama minddssze 30: a szamitasokban felléps magas foki
polinomokat szerencsés modon szorzatté lehetett bontani.

A cikkben kidolgozott legbonyolultabb eset az ]/%4 /4,2 = 8 optimdlis érték bizonyitasa. A ﬁ4 /4.2
osztalybeli fiiggvények a

L (1= a() 2+ (= o) + () 2+ + !
wa,c,d(z) = (1 — az)4

alakban irhatok fel, alkalmas a,c,d € R paraméterekkel. Kideriil, hogy ebben a haromparaméteres
csaladban a maximalis r = 8 abszolit monotonitasi sugarat nem az el6z6 pont () részében emlitett
B fliggvény, hanem (xx) alapjan a ¢, . q racionalis tortfliggvény alkalmas derivaltjanak egyik gyoke
jeloli ki. A bizonyitas soran konkrétan azt mutatjuk meg, hogy ha minden k € N esetén

Y& (-8) 20, (52)

a,c,d

(51)

akkor
1 1 . 1

3’ c= 128 és d= 1096
kell fennalljon — vagyis az r = 8 abszoltt monotonitasi sugarral bir6 racionélis tortfiiggvény ebben
a csaladban éppen az az egyértelmiien meghatarozott fiiggvény, amelyet s = 4-re az képlet
szolgaltat. Az unicitas igazolasakor az (H2|) — végtelen sok tagi — egyenl6tlenségrendszerbdl azt a
sziikséges feltételt kapjuk, hogy minden & € NT mellett a

k3 (6a* — 6a® + a® + 2ac + 2d) +

k? (—384a” + 324a”* — 42a® — 144a*c — 6ac — 192ad — 12d) +

k (4608a° — 3072a° + 618a” + 2304a®c — 36a” + 144a’c + 4608a*d —

a® + dac + 576ad + 22d) +
4608a° — 2688a° — 6144a’c + 300a" — 24576a3d — 4608ad — 384ad — 12d (54)

a= (53)
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polinomnak nemnegativnak kell lennie. A részszamitasok sorén az a € R paraméteregyenest al-
kalmas részekre bontjuk fel, és lépésrsl lépésre minden a € R\ {é} értéket kizarunk. Peéldaul az
a € [i (9 + 2\/6) , %] ~ [0.579, 2.2] paraméterintervallum kizarasdhoz azt mutatjuk meg, hogy al-
kalmas k > 4 egész esetén az polinom negativ. Meglepé modon (a ¢, d paraméterekre fennallo
bizonyos megszoritasok mellett) a k € [4,1000] N N intervallumban az polinom egyediil k = 54
esetén negativ. Fontos hangsilyozni, hogy a fenti sziikséges feltételben k csak egész értéket vehet
fel: az optimaélis esetben ugyanis az polinom bizonyos pozitiv nemegész k értékekre negativ
értéket is felvesz. Az polinom nemnegativitadsdra vonatkozo, kezdetben 30 oldalas bizonyitéast
fokozatos egyszertsitések utan a cikk publikalt valtozataban sikeriilt mindossze 7 oldalon leirni.

3.18. megjegyzés. Még eqyszer kiemeljiik, hogy a cikkben nagy gondot forditottunk arra, hogy a legfonto-
sabb dllitasok szamitogépes bizonyitdsait hagyomdnyos bizonyitdsok formdjdba dtirjuk. Ez bizonyitdsonként
gyakran tobb hetes munkdval jart. Az ilyen dtirdsok sordn néhdny alkalommal hibdt (bug) fedeztink fel
bizonyos Mathematica-parancsok mikddésében — példdul paraméterektdl fiiggd tébbudltozds polinomidlis
egyenletrendszerek megolddsa sordn specidlis paraméterkombindciok esetén (tehdt nagyon kis valdsziniség-
gel) a kordabbi szamitdsainkkal nem dsszeegyeztethetd kimenetet kaptunk. Ezeket a hibdkat a fejlesztéknek
jeleztiik, akik készségesen, 1-2 napon belil javitokddokkal reagdltak megkeresésiinkre — a javitdsok pedig a
Mathematica kévetkezd verzidiba mdr véglegesen bekeriiltek.

3.4.2. Tobblépéses modszerek korlatossagi lépéskoz-egyiitthatéinak egzakt optimalis értéke

A szakaszban definidltuk egy LT-modszer SSP-egyiitthatéjat, azaz altaldnos monotonitdsi 1épéskoz-
egyiitthatojat. Szintén ott szerepelt ennek altalanositasa, az altalanos korldtossdgi 1épéskoz-egyiitthato,
amely lépéskoz-megszoritas az LT-modszer altal generalt sorozat korlatossagat garantalja az altalanos (li-
nearis vagy nemlineéris) problémaosztilyban. Ebben a szakaszban az altaldnos korlatossagi 1épéskoz-
egyiitthatora (angol neve alapjan) az SCB-egyiitthatd roviditéssel hivatkozunk. A gyakorlat szempontjabol
fontos kérdés, hogy adott LT-modszer esetén hogyan lehet

(1) eldonteni, hogy létezik-e pozitiv v > 0 SCB-egyiitthato;

(77) eldonteni, hogy egy adott pozitiv szam SCB-egyiitthato-e;

(#4i) meghatéarozni a legnagyobb pozitiv vs,, SCB-egyiitthatot.
Ahogyan latni fogjuk, az SCB-egyiitthatora vonatkozo fenti kérdések joval nehezebbek az SSP-egyiittha-
tora vonatkoz6 analdg kérdéseknél, hiszen ez utébbiakat a f formulak egyszertien megvalaszoljak.

A [38] cikk az SCB-egyiitthatokra vonatkozo fenti (ii) pontra ad véalaszt; a megfogalmazott karakte-
rizacio lényege az alabbi. Tegyiik fel, hogy az LT-modszer teljesit néhany természetes feltételt (példaul
konzisztencia és irreducibilitas), és legyen adott egy pozitiv v > 0 konstans. Ekkor  pontosan akkor
SCB-egyiitthato, ha

— v € int(S), és pin(y) > 0 minden n € NT mellett, (55)

ahol int(S) jeloli az LT-modszer abszolut stabilitasi tartomanyanak belsejét (lasd korabban az [1.3] sza-
kaszban a képletet), és a jun () sorozatot az LT-modszer (18)-beli (o, 8;) egyiitthatoival a

0 han <0,
k

B =7 Botn (V) + Y (0 = 7 Bj)pn—j(y) ha 0<n <k,
pin () = =1 (56)

— 7 Boptn () + (o =7 Bj)tn—j (7) han >k
\ Jj=1

rekurzioval értelmezziik.
Sajnos az kritérium elvi szempontbol nem tiinik alkalmasnak arra, hogy vele a fenti (i) pontot is
megvalaszoljuk, hiszen ha példaul nem létezik pozitiv v SCB-egyiitthato, akkor ennek kimutatasdhoz az
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feltétel végtelen sokszori alkalmazaséra lenne sziikség (egy 07 -hoz tart6 -y sorozat mentén), rdadésul
a kritérium minden egyes alkalmazasakor (azaz rogzitett v-ra) kiilon-kiilon végtelen sok egyenlGtlenséget
kellene ellenérizni (g, () > 0 minden n-re).

Ezt a probléméat orvosolja a [22] cikkben szereplé modszer, amely az LT-modszer egyiitthatéinak
segitségével egy 7, rekurziot definial, melynek pozitivitasaval lehet lényegében eldénteni az (7) kérdést. A
Tn, rekurzi6 elénye, hogy nem fligg a v paramétertdl, igy a u,(7y) sorozatnal egyszertibben vizsgalhato és
kezelhets. Ez alapjan a [22] cikk LT-modszerek tébb fontos osztélyaban — példaul az Adams-Moulton,
Adams—Bashforth, BDF, extrapolalt BDF, Milne-Simpson vagy a Nystrom-moédszerek esetén — megvizs-
galja az SCB-egyiitthato 1étezését. Itt tobbszor azt tapasztaljuk, hogy bizonyos LT-moédszereknek nincs
pozitiv SSP-egylitthatdja, de van pozitiv SCB-egyiitthatoja, azaz altalanos monotonitassal nem, viszont
altalanos korlatossagi tulajdonsaggal rendelkeznek ezek a moédszerek.

Korabban kevés LT-modszer esetén volt ismert a v SCB-egyiitthatok lehetséges értéke. A [2] dolgo-
zatban — épitve a [9)] cikkben kifejlesztett technikédkra — a fenti (ii7) kérdés megvalaszolasara fektetjiik a
hangsilyt

e 2 BDF-modszerek (implicit), illetve

e az Adams—Bashforth-modszerek (explicit)
csaladjaban, egzaktul, algebrai szamként megadva a lehets legnagyobb gy, SCB-egytitthatot. (Ezen kiviil
formalisan bizonyitunk néhany allitast a [22] cikkbdl, melyeket ott csak numerikus kisérletek tamasztottak
ala.) Adott LT-modszer esetén az karakterizécié értelmében célunk tehéat lényegében a kovetkezs:
megkeresni a legnagyobb ~vsup > 0 értéket tigy, hogy minden v € (0, 7syp) és minden n € N mellett az
rekurzio6 tagjaira p,(v) > 0 teljesiiljon.

3.19. megjegyzés. Egyszerien ldthato, hogy explicit LT-mddszer és rogzitett n esetén a puy(+) fiigguények
polinomok, mig implicit LT-mddszer esetén raciondlis tortfiigguények.

3.20. megjegyzés. A magasabb rendd linedris rekurzick nemnegativitisdnak eldéntése az dltaldnos eset-
ben nehéz és megoldatlan feladat, amely mély szamelméleti dllitdsok (kilonféle diofantikus approzimdciok)
igazsdgan milna. Az ezzel kapcsolatos frissebb eredményeket a [44), [45, 46, [47] publikdcick foglaljdk dssze.

A [2] cikkbeli eredmények illusztralasahoz tekintsiik el@szor példaul a k = 5 lépéses BDF-modszert
(lasd a formulat az szakaszban). Ekkor az (56| rekurzié az alabbi alakot 6lti:

(60 + 137) pn () — 300451 () + 300pn—2(7) — 20045—3(7)+

T5pn—a(y) = 120n—5(y) =0  (n>5),
a megfelels kezdgértékek pedig

() = 60 (7) = 18000 (4) = 18000(—60y + 163)
O =60y + 1377 MY T 60y + 13727 PP T T 60y +137)8
(7) = 12000 (3600~ — 37560 + 30469)

Ha\Y) = (60~ + 137) es
) 4500 (—2160007> + 8600400* — 22146420 + 10021847)
pa(y) = -

(60 + 137)5

A @ abran az els6 néhany u, () fiiggvény grafikonjat latjuk. A [7| abra analdg szituaciot mutat, csak méas
,nézépontbol”: a 6-1épéses BDF-modszer optimalis paraméterértékéhez tartozo pu, (Ysup) sorozatat tiinteti
fel n fliggvényében; ez a ysup ~ 0.131359 konstans egyébként a

{301499153838045275528311603200000000, 122639585534504839818945201438720000000,
384963168041618344234237602954215424000000, 27549570033081885223128023207444584857600000,
688321830171904949334479202088109368934400000, —3841469418723966761157769983211793789485056000,
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114843588487750902323103668249803599786305126400, —1006269459507863531788997342497299304467812843520,
5587246198359348966734174906666273788289332150272, —17429944795858965010882996868073155329514839408640,
35959114141443095864886240750517884787497897431040, —53357827225132542443145327442029250536098863687680,

58779078470720235677143648519968524504336318905600, —48117131040654192740877887801688549303578668712064,
28809153195856173726312967696976168633917662024240, —12158530101520566099221248226347019432756062262240,
3383327891741061214240426918034255832010259451480, —541370800878125712591610585145194659522378896880,
33328092641186254550760247661168148768262937067}

18-adfokt polinom egyik gyoke.

Hn(y)
[ 1 1 R
[ 1 1 R
0.004 il 1 : , Uz e U1s
A i L
\ d v, TTTT Ha H16
I 1 I :
0-002 \ ! ¥ e b7 Hi7
\ ' A
\ [ AN s H1s
1 .
: @ 1 a Nl y
0.2 0.6 Ss--1 1 N0 He H1o
i ’ .
1 ! e B U2 H20
-0.002 ’ .
i H H13 H21
[Psd y
— R 3 v TTTeT Ha
-0.004 ! L
1 H
1 .

6. abra: az 5-lépéses BDF-mddszerhez tartozo, és az rekurzié altal meghatarozott v +— pu, () racio-
nalis tortfiiggvények 1 < n < 21 esetén — az n € {1,2,5,6,10,11} indexekhez tartozo grafikonok az abran
kiviilre esnek. A piros pont az optimélis 1épéskoz-egyiitthato ys,p ~ 0.30421 értékét mutatja; ennek az
algebrai szamnak a foka 10. A v € (0, ysyp) intervallumban minden n € N mellett p,(y) > 0, és a (0, Ysup)
intervallum ebbdl a szempontbdl maximalis.

En(Y™)
1.0
0.8/

0.6H

10

- n
15 20 25 30

7. dbra: a 6-1épéses BDF-modszerhez tartozo, és az rekurzié altal meghatarozott n — u,(y*) sorozat
(linearis interpolaltja) a v* = ysup ~ 0.131359 optimalis lépéskoz-egylitthato esetén, amely egy 18-adfoku
algebrai szam. Az optimalitas itt is azt jelenti, hogy tetszéleges € > 0 mellett alkalmas n € N indexszel
Mn(’Ysup + 5) < 0.

A bizonyitasok soran az egyes u,, rekurziok tagjait ,explicit” forméaban irjuk fel az (56| rekurzio P(-, )
karakterisztikus polinomjanak gyokeivel — természetesen minden kifejezés a v > 0 paraméter fiiggvénye —,

majd e karakterisztikus gyokok ,atvonalat” kévetjiik nyomon a komplex sikon, ahogyan v értéke valtozik.
A vizsgalatok soran példaul az alabbi két elemi allitas bizonyult hasznosnak.
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3.21. allitas. Rogzitsiink egy egységnyi abszolit értékd z € C\ R, |z| = 1 szdmot, egy w € C\ {0} szdmot,
és egy valos v, — 0 (n — 400) nullsorozatot. Ekkor végtelen sok n € N esetén wz" + w(z)" + v, < 0.

3.22. allitds. Ha valamely n € NT és v* > 0 esetén p,(v*) =0 és ul, (v*) € R\ {0} (itt a vessz6 a py,(+)
fligguény derivdltjat jeloli), akkor veup < 7.

A [2] cikk megallapitasait az alabbiakban foglaljuk 6ssze. A BDF- és az Adams—Bashforth-csaladban
az optimalis ysup lépéskoz-egyiitthatokat — a fenti allitasoknak megfelels — alabbi két feltétel valamelyike
karakterizélja:

a) a p,(7y) rekurzio karakterisztikus polinomjanak dominans (azaz maximalis abszolat értékd) gyoke
v € (0, vsup) mellett pozitiv valos, de e gyok dominans tulajdonsaga elvész, amint v atlépi ygup-ot;

b) van olyan ng € N index, hogy ~Ysup a fin,(+) fliggvény egyszeres gyoke.
Kideriil, hogy ~eup értékét
e a k-lépéses BDF-csaladban k € {2,4,5,6} esetén az a) feltétel;
e a k-lépéses BDF-csaladban k = 3 esetén ng = 6-tal a b) feltétel;
e a k-lépéses Adams-Bashforth-csaladban k € {1,2, 3} esetén pedig ng = 2-vel a b) feltétel
hatérozza meg.

3.23. megjegyzés. A fenti a) és b) feltételek a|3.4.1 szakasz végén, az[1.]-ben ismertetett (*) és (**)
feltételek analogonjainak tekinthetdk.

3.24. megjegyzés. A k = 3 lépéses BDF-mddszerre v = 5/6 ~ 0.83333 esetén az (56| rekurzic Ps(-,~)
harmadfoki karakterisztikus polinomjdnak egyik gyoke o1(y) > 0 pozitiv valds, mdsik két gyoke 02.3(7)
konjugdlt komplez, és |o1(v)| = |o2(7)| = |o3(7)|; a pozitiv valds gyok ennél a paraméterértéknél veszti el
domindns tulajdonsdgdat. Ebbdl a . dllitassal @ Ysup < 5/6 felsd becslést kapjuk, mégsem ez lesz ~Ysup
pontos értéke. Ahogyan fent emlitettiik, a pontos értéket itt a. dallitds adja ng = 6-tal, vagyis Ysup = 7,
ahol v* = 0.83126 (egy 4-edfoki algebrai szam) a pg(-) = 0 egyenlet megolddsa. Ennél a paraméterértéknél
a P3(-,7*) polinom gydkeire fenndll, hogy o1(v*) ~ 0.500518 és |02 3(7*)| = 0.499935 (vagyis a domindns
gyok még pozitiv valds, a mdsik két gyok komplex), de abszolit értékben o1 €s o3 kizel vannak egymdshoz.
Ez a kozelség v* optimalitdsanak bizonyitdsa sordn 1-hez kozeli kvociensd mértani sorozatokat eredményez:
a pun(v*) > 0 egyenldtienség természetes modon kovetkezik a

2777 < 9989 >" 50155

10000 < 100000

10000

elégséges feltételbol, amely csak n > 93 mellett teljesil. A p,(v*) > 0 egyenldtlenségeket tehdt n €
{0,1,...,92} \ {6} esetén kiilon ellendrizni kell — az utolsé indexre példdul pgs(v*) ~ 1.585176 - 10728,

3.25. megjegyzés. A k = 4 lépéses BDF-maodszer esetén az optimdlis vsup ~ 0.48622 érték megtaldldsa
(amely egy 5-odfoki algebrai szam) nem bizonyult egyszerinek, ugyanis a munkdnak ebben a fazisdban még
nem kristdlyosodott ki a, dllitas. Kilonbozd v értékekkel tesztelve a pn(7y) sorozat nemnegativitdsdt,
Ysup felsd becsléseit fokozatosan lejjebb és lejjebb szoritottuk. A ysup < 0.48625 korldt beldtdsdhoz példdul
az 1 <n < 27000 tartomdnyban vizsgdlodtunk, és azt kaptuk, hogy ezekre az n értékekre

1n (48625/100000) < 0 <= n € {26814, 26875, 26886, 26936, 26947, 26997 }.

A fenti 6 index megtaldldasihoz a 11, (48625/100000) sorozatot nagy pontossdiggal kellett kiértékelni, mely-
hez a Mathematica tetszdleges pontossdgi és adaptiv aritmetikdjdat haszndltuk: tagonként 15000 tizedesjeqy
pontossdg nem volt elegendd, de 16000 mdr igen. Valdjdban az ilyen és ehhez hasonlé numerikus kisérle-
tekbdl sziiletett a[3.21 dllitds.

38



3.5. Egy- és tobblépéses diszkretizacidok stabilitasi tartomanya

Ebben a szakaszban bizonyos RK-modszerek abszolut stabilitasi tartomanyat vizsgaljuk, a [7] cikk f&bb
gondolatait ismertetve. Analog kérdések vethetsk fel LT-modszerek abszolut stabilitési tartomanyai alak-
janak pontosabb meghatarozasaval kapcsolatban (példaul az A(«)-stabilitassal kapcsolatban) — az elmult
hénapokban sziiletett ezirdnya érdekes eredmények publikilasa folyamatban van.

3.5.1. Az exponenciilis fliggvény Taylor-soranak részletosszegei

Ahogyan azt a [3.2] szakaszban emlitettiik, az extrapolacios modszerek stabilitdsanak vizsgalata az ott
definialt bels§ stabilitasi polinomok abszolut értékének alséd-, illetve fels§ becslését igényli. Ezek a becslések
a modszer abszolut stabilitasi tartomanyan, illetve annak bizonyos részhalmazain (példaul a bal komplex
felsikba esG részeken) érdekesek. Kidertil, hogy a szoban forgd abszolut stabilitasi tartoményokat az
exponencialis fiiggvény origd kozept Taylor-soranak részletosszegei hatarozzak meg: n € NT esetén jelolje
ezeket a halmazokat
no ok
z
>
k=0

Un::{ze(C:

gl}, (57)

lasd a abrat. A fenti nem skdldzott (unscaled) részletosszegek helyett néha kényelmes a nekik megfelels

skalazott (scaled)
—~ (n2)*
> <1 (58)

k=0
halmazokat vizsgalni, lasd a [0l abrat. Az U és S halmazok egyébként szoros kapcsolatban allnak a
részletosszeg-polinomok zérushelyeinek

Z, = {z eC: zn: (n2)" _ 0} (59)
nT ’ Ko
k=0

halmazaval is, melyek aszimptotikus leirasakor felbukkan a

Sn::{ze(C:

Yi:={zeC: |zl <1}N Dy (60)

kompakt halmaz; itt és a tovabbiakban D, jeloli a komplex sik origd kozéppontta és o > 0 sugara zart
korlapjat. A X1 halmaz 931 hatargorbéjét Szegc’i—gé’)rbénekﬁ hivjék, lasd a abrat. Az U,, S, vagy
a Z, a halmazok — a numerikus analizistdl fiiggetleniil — természetesen énmagukban is fontos és sokat
tanulméanyozott klasszikus objektumok; az elmult széz évben tobb tucat szerzd vizsgalta Gket, tobbek
kozott Szegs 1924-ben [48], Buckholtz az 1960-as években [49], Jeltsch és Nevanlinna az 1980-as években
[50], vagy Vargam a 2000-es években. A tovabbi eredmények ismertetéséhez sziikségiink lesz még néhany
egyszer( jelolésre: a zart bal komplex félsikot, illetve a képzetes tengelyt jelolje rendre {Re < 0}, illetve
{Re =0}; a {Re < 0} és {Re > 0} szimbolumok jelentése magatol értet5ds.

Az [50] cikkben a szerzok az S, halmazok aszimptotikus viselkedését vizsgalva példaul belatjak, hogy

Soo = (D1je N {Re < 0}) U O, (61)

lasd ismét a. abrat, ahol az Sy halmazra gondoljunk tgy, mint az S,, halmazok ,hatarértékére” (itt ezt
a fogalmat nem definialjuk pontosabban). A numerikus analizis gyakorlati alkalmazasaiban a altal
szolgéltatott jellemzés azonban nem praktikus, hiszen a képlet nem mond semmit az S, halmazok alakjarol
konkrét, kis n € Nt értékek esetén — a szakaszban pedig pont ilyen eredményekre van sziikség.

5Szegd Gabor (1895-1985)
"Richard Steven Varga (1928-)
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A fentiek altal motivalva a [7] dolgozatban a Mathematica segitségével egzakt algebrai szammal kife-
jezve megmérjiik

e az S, halmazok origotol vett maximalis tavolsagat 1 < n < 20 esetén, lasd a[3] tablazatot;

e az S, halmazok {Re < 0} bal félsikba es6 részének origotol vett maximaélis tavolsagat 1 < n < 20
esetén, lasd a4 tablazatot.
Ezek a tablazatok tehat — legalabbis 1 < n < 20 esetén — megadjak az

Sn C Dy, illetve az S, N {Re < 0} C D5, N {Re < 0} (62)

tartalmazasokban felléps legkisebb lehetséges oy, 0, > 0 sugarak értékeét.

n max,es, |#| n | max.cs, |#|
1 2 11 0.664
2 | 34/2(14+v2) ~1.099 || 12 0.670
3 0.847 13 0.676
4 0.741 14 0.682
S 0.690 15 0.687
6 0.665 16 0.692
7 0.6546 17 0.697
8 0.6523 18 0.702
9 0.6542 19 0.707
10 0.659 20 0.711

3. tablazat: az elsd néhany S,, halmaz origdtol legtavolabbi pontjanak tavolsaga. Az algebrai szédmok
egzakt értékét n > 3-ra felfelé kerekitettiik; az n = 20-hoz tartozé konstans példaul egy 760-adfoki
polinom gyoke, és ezt a polinomot a Mathematica (laptopon futtatva) minddssze 40 méasodperc alatt
talalta meg. Az 1 < n < 20 intervallumban a tablazatbeli értékek minimuma n = 8-nal talalhato; a
maximum helye 1 < n < 4 esetén a {Re < 0}, mig 5 < n < 20 esetén a {Re > 0} halmazba esik.
Figyeljiik meg, ahogyan a sorozat a aszimptotikus (n — 400) formula értelmében 1-hez kozeledik.

n | max.es,n{Re<o} 2| n_ | Max,es,n{Re<0} |2|
1 2 11 0.496
2 | 34/2(14+v2) ~1.099 || 12 0.486
3 0.847 13 0.480
4 0.741 14 0.476
5 0.680 15 0.474
6 0.597 16 0.458
7 0.566 17 0.453
8 0.546 18 0.450
9 0.534 19 0.449
10 0.527 20 0.448

4. tablazat: néhany S, halmaz bal félsikba es6 részének maximalis tavolsdga az origotol. Az egzakt
algebrai szamokat n > 3 esetén itt is felfelé kerekitettiik. A tablazatbeli értékek a aszimptotikus
(n = 400) formula értelmében 1/e-hez kozelednek, am itt monoton csékkend modon.
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8. abra: az képlettel definialt U, halmazok hatargorbéi 1 < n < 20 esetén, a —10 < Re(z) < 10 és
—10 < Im(z) < 10 ablakban. Az abran novekvs n értékek mellett ciklikusan 5 szint hasznaltunk (ez a
abran megfigyelhetd bizonyos 5 vagy 6 hossziisagi részsorozatokkal van kapcsolatban). Altaldban nem
ismert, hogy rogzitett n-re az U,, halmaz hany 6sszefiiggd komponensbdl &ll: a numerikus kisérletek szerint
az U, halmaz 1 < n <5 esetén Osszefiiggs, 6 < n < 10 esetén pedig 3, mig n = 11-re 5 komponensbdl 4ll.
Kis n értékek mellett ezek az abrak a numerikus analizissel foglalkoz6 konyvekben megtalalhatok.
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9. abra: az képlettel definialt S,, halmazok hatargorbéi 1 < n < 20 esetén a —1 < Re(z) < 1,
—1 < Im(z) < 1 négyzetben. Rogzitett n esetén a gorbék szine megegyezik a abra megfelel§ gorbéjének
szinével.

0.6,

=05 0.5 0

-0.6!

10. dbra: az itt lathato6 ,,csepp” alakid gorbe a képlettel definialt 31 halmaz 9% hatargorbéje, a Szegd-
gorbe. A bal oldali narancssarga, 1/e sugara félkorlappal egyiitt e két halmaz alkotja a képletben
szerepld Soo halmazt, amely az S, halmazok ,hatarértéke”.
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Természetes moédon felmeriil a kérdés, hogy mi mondhaté nagyobb n-ek esetén a —beli tartalma-
zasokrol. Rogzitett n € NT esetén az definiciéban szerepls skalazott Taylor-polinom egyititthatéinak
monotonitasi tulajdonsaga miatt az Enestrom—Kakeya-tétel értelmében e polinom 0Osszes gyoke a D; kor-
lapban fekszik. Ebbdl az allitasbol egyszertien adodik az alabbi tétel.

3.26. tétel. Tetszdleges n € NT esetén S,, C Ds.

Buckholtz [49] az (59)-beli skalazott Taylor-polinom egy (itt nem definialt) T}, transzforméltjara diffe-
rencidlegyenletet irt fel, melynek segitségével feliilrél megbecsiilte a T, polinomok nagysagat a D1 halmaz
komplementerén, illetve a —beli Y1 Szegd-tartomény komplementerén. Ezt a technikit a komplex ana-
lizis elemi Cauchy-egyenlGtlenségével 6tvozve, a T;, polinomok alsd becslése adodik. A bizonyitas soran a
altal implicit modon megadott Szegs-tartomanyt a Lambert-féle W-fiiggvénnyel (lasd a sza-
kaszban) expliciten reprezentéljuk, és ennek segitségével becsiiljiik meg bizonyos korivek és a Szegs-gorbe
tavolsagat, lasd példaul a[I1] abrat. Ezekbdl kapjuk a kovetkezd effektiv tartalmazasi relaciokat.

3.27. tétel. Minden e € (0,1) ésn > ng(e) := (%)2 esetén Sy, C Dije.

3.28. megjegyzés. A . tétel a formula miatt aszimptotikusan optimdlis, vagyis az 1 konstans a
D4 képletben nem helyettesithetd kisebb szammal. Mdsrészt 3 < n < 20 esetén a[3 tabldzatbol tudjuk,
hogy S, C D1. Vajon igaz-e, hogy tetszbleges n > 21 esetén is fenndll az S, C D1 tartalmazds?

11. &bra: a[3.27] tétel bizonyitasdban tobbek kozott sziikségiink van bizonyos (piros) korivdarabok és a
(kék) Szegd-gorbe tavolsaganak alsod becslésére

Ezek utan a 3] tablazat eredményeit kombinalva a [3.27] tétellel, a tétel alabbi javitasat nyerjiik.
3.29. tétel. Tetszdleges n > 2 egész mellett S,, C D1 .

Az S,, halmazok bal komplex félsikba esé részének félkorlapokba foglalasat az aldbbi tartalmazasokkal
irjuk le.

3.30. tétel. Tetszdleges € > 0 szdmhoz van olyan ng(e) € NT index, hogy n > no(e) esetén
SnN{Re <0} C Dy/ey. N{Re < 0}.
Ezen allitas egy effektiv valtozata az alabbi aszimptotikusan optimaélis eredmény.

3.31. tétel. Roigzitsiink eqy tetszdleges § > 0 szamot és legyen oy = % + CHOVEEHL - prpoy tetszdleges

N
n € NT esetén
SnN{Re <0} C Dj, N{Re < 0}.
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A tétel {Re < 0}-ra vonatkozo valtozata az alabbi allitas.

3.32. tétel. Tetszdleges n > 3 mellett
SnN{Re <0} C Dygs N {Re < 0}.

3.33. megjegyzés. A tételben szerepld 0.95 konstans csokkenthetd volna, ha feltessziik, hogy n > ng, dm
ilyenkor az ng kezddindex lényegesen nagyobbd vdlna a . tablazatban kiszdmolt utolsé (n = 20) esethez
képest.

A [7] cikk mésodik részében az U,, halmazok alakjat vizsgaljuk a képzetes tengely kozelében. (Itt az S,
halmazok helyett esztétikai okokbol tekintjik az U, halmazokat.) A Mathematica tetszSleges pontossagi
és adaptiv aritmetikajat kihasznalva felfedeztiik, hogy n novekedésével U, hatargorbéjének ,fiiggsleges”
része nagyon kozel keriil a képzetes tengelyhez: ,aszimptotikusan regularis” oszcillacidkat mutat ,mik-
roszkopikus” amplitudéval. Ezen tulajdonsagok jellemzéséhez tekintsiik az U, halmazoknak a képzetes
tengely felss félegyenesével vett

noJk

>

V= {Im(z) :z € C, Re(z) =0, Im(z) > 0,
k=0

< 1} (n € NT) (63)

metszeteit (a V betd itt a fliggsleges, vertical szora utal). Az els§ 100 ilyen halmazt a abra mutatja.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 "

12. dbra: rogzitett 1 < n < 100 esetén egy —beli V;F halmaz tipikusan tébb intervallum uni6ja,
melyeket a jobb lathatosag érdekében az aktualis n értéknek megfelels oszlopban egy-egy vékony barna
téglalappal reprezentalunk. Természetesen minden barna intervallum végpontja egzakt algebrai szamként
all rendelkezésre. A (torottvonallal Gsszekotott) fekete pontok a max (V1) sorozat elemei, melyek az
1 < n < 100 tartoményban 5-6s vagy 6-os nemcsokkens blokkokba rendezédnek (a ,yvisszaess” fekete
pontok a |8 abran annak felelnek meg, amikor az ottani ,buborékok” a g alakzatrol ,levalnak”). A felss
piros gorbe az n — % + lg—" + 1.2604 fliggvény grafikonja, mely gorbe az 1 < n < 100 tartomanyon egy

(&
fels becslése az extremélis fekete pontoknak.

A [12] abra megfigyeléseit elméleti szempontbol kielégité moédon megmagyarazzuk — lényegében a

Hurwitz-tétel Rouché-tétel segitségével torténd bizonyitasinak megismétlésével. Az el6bb emlitett aszimp-
totikus regularitds” annak felel meg, hogy az abran (az also- és felsg poziciotol eltekintve, azaz) a teljes”,
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,hem csonka” barna intervallumok hossza n — 400 esetén m-hez tart; pontosabban a barna intervallumok
végpontjai n paritasatol fiiggden a {w¢ : ¢ € N}, illetve a {0} U {n/2 + w¢ : ¢ € N} racsokhoz konver-
galnak. Azt is igazoljuk, hogy a VI halmaz 0-t tartalmazd dsszefiiggé komponense n = 0 mod 4 vagy
n =3 mod 4 esetén egy pozitiv hosszisagi intervallum, mig n =1 mod 4 vagy n =2 mod 4 esetén az
egypontt {0} halmaz — ez jelenti a abra legalso soraban a ,fehér-fehér-barna-barna” 4-es periédust. A
VI halmaz 0-t tartalmazo6 legnagyobb Ssszefiiggd komponense egyébként n = 8-hoz tartozik, amikor is V;
egyetlen intervallumbol all: Vg™ = [0, ys 1], ahol ys ;1 ~ 3.39514.

Az U, halmazok hatargdrbéinek a képzetes tengely kézelében fut6 részei tehat aszimptotikusan regu-
laris ,frekvencidval” oszcillalnak; de mi a helyzet ezen oszcillaciok amplituddjaval, vagyis vizszintes irdnyu
kitéréseivel? Ezt figyelhetjiik meg példaul a[I3] abran.

A [7] cikk harmadik, befejezs részében azt vizsgaljuk, hogy mekkora az S, N {Re < 0} halmaz altal
tartalmazott maximalis sugart bal félkérlap, vagyis mi mondhaté oy, > 0 nagysagarol D,- N{Re < 0} C S,
esetén. Az elsd néhany pontos értéket az o] tablazat tartalmazza. A cikkben végiil numerikus kisérletekkel
sugariranyt metszeteket készitve elemezziik, hogy az S, N {Re < 0} halmaz alakja mennyire tér el a -
beli aszimptotikus D,/ N {Re < 0} félkorlaptol.

n or A o} algebrai szam foka
3 | V3/3~0577 2
7 ~ 0.252 6
11 ~ 0.154 10
15 ~ 0.111 14
19 ~ 0.086 18
4 ~ 0.653 24
8 ~ 0.424 6
12 ~ 0.281 10
16 ~ 0.207 14
20 ~ 0.164 18

5. tablazat: a Dy N{Re < 0} C S, tartalmazasokban fellepé maximalis oy, konstansok (lefelé kerekitett)
értéke 3 < n < 20 esetén. A fentiekbdl tudjuk, hogy ilyen o), > 0 szamok csak akkor léteznek, ha n = 0
mod 4 vagy n =3 mod 4. A o) konstans fokszam szempontjabol kivételesen viselkedik — vajon mi lehet
ennek az oka?
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13. abra: az Ujpo halmaz hatargérbéjének azon része a fels§ komplex félsikban, amely az origébdl in-
dul és a képzetes tengelyhez nagyon kozel fut. Az &bran konnyen beazonosithatjuk a [I2] abra jobb
széls6 oszlopaban a VlJBO halmazt alkot6 6 barna intervallumot, melyek végpontjai m tobbszoroseinek ko-
zelében talalhatok. A abra aszimptotikus formuldja (az ottani piros gorbe) szerint az Ujop halmaz
hatargorbéje 100/e ~ 36.8 alatt az oszcillacio befejezésével a bal félsikba 1ép at, ahol megkezdi leirni a
abran latottakhoz hasonlo aszimptotikus) félkort. Az Ujgp halmaz hatargorbéjét a Mathematica-ban
paraméteres algebrai gorbeként &llitjuk el6: az ebben szerepld polinom foka 200, és egyiitthatoit Ossze-
sen koriilbeliil 76000 szamjeggyel lehet leirni. Az oszcillaciok (vizszintes iranyt) amplitadoja olyan kicsi
abszolut értéki, hogy lathatova tételiikhoz az adbran egy speciélis (itt pontosan nem definialt) ,recip-
rok logaritmikus” skalat hasznalunk. Viszonyitasképpen a fiiggsSleges piros szaggatott vonalakat a gépi
pontossig szokasos +10716-0s hataranal helyeztiik el. A fiiggéleges (piros vagy fekete) pontozott vo-
nalak az amplitudo lokalis szélsGértékeit adjak meg: ezek helyzete (balrol jobbra haladva) koriilbeliil
—10719, 10730, —10=%%, =107 "2, +107%°, +107%5, +1073%, +10724. A nagysagrendek véltozasat az is ér-
zékelteti példaul, hogy e hatargérbe két tovabbi pontja az (y,z) ~ (1,107169) és az (y,z) ~ (0.1,107262)
pont. Erdekes feladat lenne az abran fiiggélegesen kirajzolodo ,,burkold télesér” (aszimptotikus) alakjanak
vizsgalata.
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4. Az oktatashoz kapcsolédoé publikaciok (2007-2017)

e L. Loczi, N. Sandor, Informatics to Students of Cognitive Science, 100 oldal, angol nyelvii interaktiv
tananyag a Mathematica programnyelv oktatasahoz, a BME TAMOP 4.1.2.A/1-11/0064 tamogatasaval,
2013. aug.

A tamogatott projektek listaja elérhets: http://tankonyvtar.ttk.bme.hu/uj_tamop/8.html (Glimpses
of mathematics for students in cognitive science).

e Loczi L., A Fourier-sorfejtés és a Laplace-transzformdcio, 52 oldal, a BME TAMOP 4.1.2-08/2/A /KMR-
2009-0027 palyazatanak keretében, 2011. dpr. A jegyzet a BME Gépészkari Matematika MSc c. 330 oldalas
szabadon letolthets tankonyv egyik fejezetét alkotja.

Elérhet6: http://tankonyvtar.ttk.bme.hu/pdf/23.pdf

4.1. Fébb forditasok és ismeretterjesztd publikaciok (2007-2017)

o Konyvismertets Stephen Wolfram: An Elementary Introduction to the Wolfram Language c. konyvérdl,
Erint6 Elektronikus Matematikai Lapok (a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat lapja), 1, 2016 szeptember.
Elérhets: http://www.ematlap.hu/index.php/gazda-g-sag/
340-a-wolfram-programozasi-nyelv-rovid-tortenete-3

o A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok (http://komal.hu) informatika feladatrovatanak angol
forditoja 2001 és 2016 kozott

e Thomas’ Calculus: Second-order Differential Equations c. konyvfejezet magyarra forditasa, 45 oldal, a
BME TAMOP 4.1.2-08/2/A /KMR-2009-0027 palyazatanak keretében, 2011. febr.
Elérhet6: http://tankonyvtar.ttk.bme.hu/pdf/21.pdf

e Find the error, ahttp://uni.dougshaw.com/findtheerror/ honlapon szereplé 11 matematikai dialo-
gus magyarra forditasa, 8 oldal, a BME TAMOP 4.1.2-08/2/A/KMR-2009-0027 palyazatanak keretében,
2011. febr.

Elérhets: http://tankonyvtar.ttk.bme.hu/pdf/49.pdf

e D. E. Knuth: The Art of Computer Programming, Vol. 4, Fascile 3. Generating All Combinations and
Partitions, pp. 71-96, pp. 135-155 konyvrészletek magyarra forditésa, 2008. jul.—aug.

e A www.universalcurriculum.com honlap kozépiskolasoknak szol6 interaktiv matematika tananyaganak
magyarra forditdsa a TranzPress Forditéiroda forditocsapaténak tagjaként, a Nemzeti Fejlesztési Terv
egyik alprogramjanak keretében, 2007. jin.—aug.

A magyar valtozat a http://realika.educatio.hu/ cimen érhetd el.
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