Nemzeti Tankonyvkiadé Rt.
A kiadasért felel: Palfi Jozsef vezérigazgato
Raktari szam: 42580
Felel6s f6szerkeszté: Palojtay Maria
FelelSs szerkeszt6: Balassa Zsofia

Miiszaki szerkeszt6: Gordg Istvanné

Terjedelem: 17,88 (A/5) iv
Els6 kiadés, 2002
A szedés az AMS-TEX Jarai Zoltdn és a szerz6 altal irt magyar valtozatdval késziilt.



MERTEK ES INTEGRAL






Jaral Antal
MERTEK ES INTEGRAL

Nemzeti Tankonyvkiado, Budapest



Fels6oktatasi tankonyv

A konyv az Oktatdsi Minisztérium tamogatdsaval, a FelsGoktatdsi Palyazatok Irodéja altal
lebonyolitott FelsGoktatasi Tankdnyv- és Szakkonyv-tadmogatdsi program keretében jelent meg.

A kényv birdléi

FRIDLI SANDOR

egyetemi docens
a matematikatudomdny kandiddtusa, habil.

GILANYT ATTILA

egyetemi docens
PhD., habil.

(© Jarai Antal, Nemzeti Tankonyvkiadé Rt., Budapest, 2002

ISBN 963 19 3273 7

A mii més kiadvanyban val6 részleges vagy teljes felhasznédldsa, utankoszlése, illetve
sokszorositasa a Kiadé engedélye nélkiil tilos!



TARTALOMJEGYZEK

BEVEZETES

1. MERTEKTEREK, MERTEKEK

1.1. Mértékterek .

1.2. Mértékek konstrudlasa, kulso mertekek
1.3. Mérték és topoldgia .

2. PELDAK MERTEKEKRE

2.1. A Lebesgue-mérték a szamegyenesen
2.2. Lebesgue—Stieltjes-mértékek a szdmegyenesen

2.3. Lebesgue—Stieltjes-mértékek az euklideszi téren .

2.4. A Hausdorff-mérték .
2.5. A Haar-mérték létezése

3. MERHETO FUGGVENYEK

3.1. A mérhetd fiiggvények fogalma .
3.2. Mérhet¢ fiiggvények sorozatai

4. A7 INTEGRAL

4.1. Nemnegativ mérhet6 fiiggvények integrélja .
4.2. Integralhatd fiiggvények .

4.3. Vektorértéki fliggvények 1ntegra1Ja

4.4. LP-terek . R .
4.5. A Riemann- és a Lebesgue 1ntegral kapcsolata

5. MERTEKEK SZORZATA .

5.1. A Fubini-tétel .
5.2. A Lebesgue-mérték az eukhdesz1 teren
6. MERTEKEK DERIVALTJA .

6.1. A Lebesgue-Radon-Nikodym-tétel
6.2. Komplex mértékek
6.3. LP? dudlis tere

11

11
14
20

25

25
31
33
37
41

43
43
48
54

54
58
61
64
69

73
73
7
82

82
85
92



6 Tartalomjegyzék

7. MERTEKEK ES LINEARIS FUNKCIONALOK

7.1. Monoton linedris funkciondlok
7.2. A Haar-mérték egyértelmiisége .
7.3. Folytonos linedris funkciondlok .
7.4. Korléatos valtozasu fiiggvények

8. A DIFFERENCIALAS KS INTEGRALAS KAPCSOLATA .
8.1. Lefedési tételek . L

8.2. Mértékek lokalis derivaltja .

8.3. Abszolit folytonos fiiggvények

9. HELYETTESITESES ES PARCIALIS INTEGRALAS

9.1. Parcialis integralas . . . . . . . . . . . . ..
9.2. Helyettesitéses integralds egyvaltozos fiiggvényekre

9.3. Helyettesitéses integralds tobbvéltozos fiiggvényekre .

10. FOURIER-TRANSZFORMACIO .

10.1. Figgvények konvolicidja Coe
10.2. Fiiggvények Fourier-transzformacidja .
10.3. Mértékek Fourier-transzformacidja .
11. FUGGELEK .

11.1. Topolodgiai alapfogalmak
11.2. Topologikus terek fajtai
11.3. Normalt terek .

IrODALOM

MuTATO

95

95
98

100

103

110
110
113
117
121
121
124
130
143
144
149
154
159

159
163
172

183
186



BEVEZETES

A mérték fogalma egyidés a matematikdval: a matematika alapjait a hosszisig-,
teriilet- és térfogatmérések hivtak életre. Kés6bb a kiilonb6z6 mértékek, a hosszisig,
teriilet, térfogat, ivhossz és felszin fogalmat, legaldbbis bizonyos egyszeriibb alakzatokra,
a gorog matematikusok pontosan definidltdk. Arkhimédész gorbe vonalakkal hatarolt
stkidomok (példdul parabolaszegmens) teriiletét és gorbiilt feliilet(l testek (példdul gomb,
henger) felszinét definidlta és hatdrozta meg, lényegében integralszdmitds segitségével.

A mérték fogalma szoros kapcsolatban &ll az integral fogalméval. Minden integrél-
fogalom lényegében a kivetkez6képpen épiil fel: az integracids tartomdanyt kis részekre
osztjuk, majd minden kis rész mértékét megszorozzuk az integralandé fiiggvénynek ezen
a részen felvett értékeit kozelito értékkel, és az igy nyert szorzatok dsszegének vessziik a
hatarértékét, mikozben a beosztas valamilyen értelemben ,,finomodik”.

A geometriai és analizisbeli alkalmazdsokon kiviil a valészintiségszamitas is a mérték-
elméleten alapszik. A valdsziniiség tulajdonképpen egy eseményeken értelmezett mérték.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen természetes feltételeknek kell egy halmaz bizonyos rész-
halmazain értelmezett halmazfiiggvénynek eleget tennie, hogy mértéknek nevezhessiik.
Harom természetes feltétel a kivetkezo:

(1) barmely halmaz mértéke nemnegativ valds szam, esetleg +oo;

(2) ha az A véges halmazrendszer lefedi az A halmazt (azaz az A-beli halmazok egye-
sitése tartalmazza A-t), akkor az A mértéke nem lehet nagyobb, mint az A-beli
halmazok mértékeinek Gsszege;

(3) véges sok, paronként diszjunkt halmaz egyesitésének a mértéke a mértékeik dsszege.

Ezen hirom elengedhetetlen feltételen kiviil kivinatos még, hogy minél tébb halmaznak
legyen mértéke, a mérheté halmazok korébdl ne vezessenek ki az egyszerii halmazmiive-
letek, és hogy a mérhet6 halmazok lehetdleg szoros kapcsolatban legyenek a topolégiaval,
ha van az alaphalmazon topoldgia.

A sokszogek teriiletének, illetve a poliéderek térfogatdnak egyszerii fogalmat elGszor
Giuseppe Peano olasz és Camille Jordan francia matematikusok terjesztették ki a sik,
illetve a tér részhalmazainak egy nagyobb osztdlydra (Peano—Jordan-mérték). Ennek
alapgondolata, példaként a sikban elmondva, a kovetkezo: egy sikbeli korlatos halmaz
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mértéke legyen az 6t lefedd, véges sok sokszogbdl all6 alakzatok teriiletének pontos alsé
korlatja, bels6 mértéke pedig a benne fekvd, véges sok sokszogbdl all6 alakzatok teriile-
tének pontos fels6 korlatja. Ha e két szam egyenls, akkor a halmazt mérhetének, a bels
és kiils6é mérték kozos értékét pedig a halmaz mértékének nevezziik.

Ez a mértékfogalom egyszerii, de tobb célra, elsésorban az integralas céljara nem
teljesen megfelels. Késébb a mértékfogalmat René Baire és Emile Borel francia matema-
tikusok tovabbfejlesztették, de a dontd 1épést Henry Leon Lebesgue, a parizsi egyetem
tanara tette meg az 1900-as évek elején. Lebesgue ismert mértékii halmazokkal vald
véges lefedések helyett megszamlalhatd sok ismert mértékii halmazzal valé lefedéseket
vizsgalt. A szdmegyenesen és az euklideszi terekben egy, a Peano-Jordan-mértéknél
joval altalanosabb és kényelmesebben kezelheté mértéket vezetett be, amit késébb rola
Lebesgue-mértéknek neveztek el, valamint bevezette a Lebesgue-integral fogalmat, és be-
bizonyitott sok fontos, ezekre a fogalmakra vonatkozé tételt. A Lebesgue-mérték eleget
tesz az el6zdekben kirdtt feltételeknek, s6t, a (2) és (3) feltételekben a ,véges” sz6 a
,megszamlalhaté” széval helyettesithetd.

Az évek soran egyre nyilvinvalébbakks valtak az 1j mérték- és integralfogalom el6-
nyei: a joval nagyobb altaldnossdg, az integral és a hataratmenet felcserélhetdsége, az
integral- és differencidlszamitas szorosabb kapcsolata. Az dj elmélet dj lendiiletet adott a
Fourier-sorok elméletének, megvetette a modern valds fiiggvénytan alapjait, és a funkcio-
nalanalizis egyik alapkovévé valt. A Lebesgue-féle elméletet az elsék kozott alkalmazta
Riesz Frigyes a funkciondlanalizis alapjait megteremt6 munkaiban. A Haar Alfréd Aal-
tal 1933-ban bevezetett Lebesgue-tipusi mérték, az ugynevezett Haar-mérték alapveto
jelent6ségli a topologikus csoportok elméletében. A modern geometria egyes fejezetei
elképzelhetetlenek a Lebesgue-féle mértékelmélet nélkiil. A valdsziniiségszamitas alap-
jait Andrej Nyikolajevics Kolmogorov a mértékelmélet segitségével adta meg, ezzel a
valdsziniiségszamitas a mértékelmélet egyik legfontosabb felhaszndalasi teriiletévé valt.

Ezen konyv célja kettds: egyrészt tartalmazza a matematikus és alkalmazott ma-
tematikus hallgatok szamara a II. évben tartott eléadasok anyagat, masrészt igyekszik
osszefoglalni mindazokat az ismereteket, amelyeket a tobbi targy felhaszndl. A kettds
célnak megfeleléen a konyv két lépésben torténd tanulméanyozdsat javasoljuk. ElGszor
a csillaggal jelzett részek kihagyhatdk. Ezeket, mivel nem alsébb éves hallgatéknak
sz6lnak, tomorebben fogalmaztuk. Mivel még a torzsanyagot tartalmazd rész is meg-
lehet6sen tomor, nem ajanlatos a témakorrel eldszor ismerked6knek a konyvet eléadas
helyett haszndlni: az eléadé nagyon sokat segithet a nehezebb részek részletes és szemlé-
letes magyardzataval. A konyv feladatokat is tartalmaz, ezek elsésorban a torzsanyaghoz
kapcsolédnak. A feladatokndl megadott szamok a megoldashoz sziikséges 1d6rél adnak
tajékoztatast: eggyel nagyobb szam kétszer annyi id6t jelent. Persze, minden ilyen skala
nagyon relativ. A nagyon fontos feladatokat — jelzi.

Konnyen el6fordulhat, hogy a targy eléaddja még az els6 1épésként javasolt anyagot
is tul mélynek taldlja, és egyszeribb targyalasmddot szeretne valasztani. Ilyen esetben a
kovetkezoket javasoljuk:

Els6sorban azzal egyszeriisithetjiik az anyagot, hogy altalanos topologikus terek he-
lyett metrikus tereket haszndlunk, esetleg csak R™-et. A Radon-mérték fogalmédnak el-
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hagydasa inkdbb csak sziikségtelen ismétlésekhez vezet. Ezt csak akkor ajanljuk, ha csak
az egydimenzids Lebesgue-mértékkel kivinunk foglalkozni.

Masodsorban, ha nem kivanunk abszolut folytonos fiiggvényekkel foglalkozni, a New-
ton—Leibniz-formula, a helyettesitéses és parcidlis integralas szabalya megfogalmazhatd
lokélisan Lipschitz-, Lipschitz- vagy megszamlalhato sok pont kivételével differencidlhato
folytonos fiiggvényekre is.

Végiil egyszertsiti, de nem roviditi a mérhet6 fiiggvények targyaldsat, ha csak bo-
vitett valds értéki fiiggvényekre szoritkozunk. Ekkor az X (f > a) tipusti nivéhalmazok
mérhetbségével definidlhatjuk a fiiggvények mérhetdségét. A C-, R™-, C™-beli értéki
fiiggvények ekkor a koordinatafiiggvényekre valé hivatkozéassal targyalhaték. Sajnos, ez
a felépités nem elég altaldnos, és példaul nem illik bele a helyettesitéses és parciilis integ-
ralassal foglalkozé rész néhiny, a valdszinliségszamitdsban fontos szerepet jatszo tétele.

A konyvet fiiggelék egésziti ki, amely a felhaszndlt, féleg topoldgiai ismeretek tomor
ban. Csak felhasznalt, de nem definidlt fogalmakndl egy magyar nyelvii irodalmi hivat-
kozast is megadtunk, ami halmazelméleti fogalmak esetén Halmos és Sigler [13], linedris
algebrai fogalmak esetén Halmos [14], algebrai fogalmak esetén Fried [9] és analizis esetén
Rudin [40] konyve.

Az &ltaldnosan szokdsos jeloléseket hasznaljuk. A nulldt is természetes szdmnak
tekintjiik, igy az egész szdmok halmaza Z = N U (—N); a pozitiv természetes szamok
halmazat NT jeloli. Az 6sszes, X valamely részhalmazat Y-ba képezd fiiggvények osz-
talyat X — Y jeloli. fgy f € X — Y azt jelenti, hogy f az X valamely részhalmazat
Y-ba képez6 fiiggvény, mig f : X — Y azt jelenti, hogy f az egész X-en értelmezett
Y-beli értéki fliggvény. Novekvo, illetve csokkend sorozat konvergencidjara az x, T x,
illetve x,, | x jelolést alkalmazzuk. Szorzatokra a [] jelolést hasznaljuk. A differencidlds
operatorara néha d/dx vagy mas hasonlé jelslést hasznélunk.

Az irodalomjegyzék segitségére lehet azoknak, akik més felépitésekkel vagy nagyobb
anyaggal kivinnak megismerkedni. Egyszer(i bevezetést ad a tanar szakos hallgatdk igé-
nyeihez szabott Dardcezy [5] jegyzet. Magyar nyelven elsésorban a jéval nagyobb anyagot
felsleld Laczkovich [26] jegyzetet, illetve Székefalvi-Nagy [45] konyvet, Halmos [15] hires
konyvét, a tengernyi idegen nyelvii irodalombdl pedig Federer [8] munkajat ajinljuk.

A konyv elsé valtozata (jegyzetként) 1985-ben késziilt el és 1988-ban és 1992-ben is
megjelent. A jelen kiadds némileg kib6viilt és feladatokat is tartalmaz. Mindkét valtozat
elkészitésében sok tamogatast, hasznos tandcsot kaptam kollégdimtol, a Kossuth Lajos
Tudomanyegyetem Analizis Tanszéke dolgozéitdl, koziiliik is elsésorban Dardezy Zoltan-
tél és Szabd Gyorgytdlf, a jegyzet lektoraitdl, valamint Székelyhidi Laszl6tol. Segitsé-
giiket nagyon koszonom. Ugyancsak koszonettel tartozom szamos kolléganak jelenlegi
munkahelyemen, az Eotvos Lorand Tudomaéanyegyetemen, kiilontsen Czach Laszlénak,
Schipp Ferencnek és Simon Péternek. Koszénom konyvem lektorainak, Fridli SAndornak
és Gilanyi Attilanak alapos, kritikus és lelkiismeretes lektori munkajukat.

Koszonom feleségemnek és gyermekeimnek, hogy tiirelemmel viselték, hogy konyv-
frassal toltottem szdmos hétvégét és sziinid6t. A szedés az ApS-TEX Jarai Zoltdn és a
szerzO altal irt magyar valtozataval késziilt.
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Végezetiil koszonom a Nemzeti Tankonyvkiadénak, hogy vallalta kényvem megjelen-
tetését, kiillonosen Palojtay Maria f6szerkeszt, Balassa Zsofia felels szerkesztd és Gorog
Istvanné miszaki szerkeszt6 segitékészségét. Koszonetem fejezem ki a FelsGoktatasi Tan-
konyvpélyazatok Kuratériumanak a kényv kiaddsahoz nyujtott tamogatasaért.

Budapest, 2002. mércius 8. Jdrai Antal

A jelen elektronikus kiadds a Nemzeti Tankonyvkiadénédl megjelent konyv alapjan
késziilt, lényegében csak a megtalalt hibak kijavitasaval.

Budapest, 2021. oktéber 23. Jdrai Antal



1. MERTEKTEREK, MERTEKEK

Ebben a fejezetben a mértékeket és a mértéktereket targyaljuk. Ezek a fogalmak
természetesen eleget tesznek a bevezetésben megszabott feltételeknek. Foglalkozunk a
mértékterek egyszerii tulajdonsigaival és azzal a kérdéssel, hogy hogyan lehet mértékteret
konstrualni. Konkrét mértékterek megismerésére a kivetkezd fejezetben kertiil sor.

1.1. Mértékterek

”»_ s

1.1.1. Bovitett valds szamok Osszege. Emlékeztetiink arra, hogy a bdévitett
valés szamok halmazdn az R = R U {—o0, 400} halmazt értjiik, ahol R a valés szdmok
halmaza, —oo és +o0o pedig szimbdlumok (400 helyett dltaldban co-t frunk), a nyilvinvald
természetes rendezéssel, a rendezésbdl szarmazé topoldgidval és az algebrai miiveletekkel,
amelyeket akkor definidlunk, ha ez folytonosan lehetséges. (Példaul oo+ oco = oo, x-00 =
00, ha z > 0, de 0o — 00 és 0 - 0o nincs definidlva.) Néhdnyszor 0 - co-t célszerti 0-nak
definidlni. Ha ezt a megdallapodast hasznaljuk, jelezni fogjuk.

Ha I egy halmaz, és ¢; nemnegativ boévitett valés szdm minden ¢ € I-re, akkor

> e
iel
a kovetkezoképpen van definidlva: 0, ha I iires halmaz, a nyilvinvalé médon, ha I véges,

s a )i« ¢ Osszegek pontos felsé korldtjaként, ahol I* befutja I véges részhalmazait,
ha I tetszéleges. Megjegyezziik, hogy ha I C N, akkor

Zcizgi_{r;OZci, ahol I,={i:iel, i<n}.
iel 1€1n
Ha a ¢;-k tetszéleges bovitett valdés szamok, akkor a
LD TP WSS
i€l i€l i€l
c;i>0 c; <0

osszefiiggéssel definidljuk dsszegiiket, ha a jobb oldalon a kivonds elvégezhetd (azaz nem
oo — oo alakd).
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A bevezetésben emlitett elvek szerint kivanatos, hogy a mérheté halmazok korébdl ne
vezessenek ki a szokdsos halmazmiiveletek. Ilyen halmazrendszerre vonatkozik az alabbi
definicié:

1.1.2. Definicié. Az X halmaz részhalmazainak egy A rendszerét o-algebranak
nevezziik X-en, az (X, A) part pedig mérhetd térnek, ha teljesiilnek a kisvetkez6 feltételek:

(1) XedA

(2) ha A e A, akkor X \ A € A;

(3) ha A; € A (Z =1,2,3,. ..), akkor U2, A; € A.

Ha nem okozhat félreértést, akkor A elemeit egyszertien mérhetd halmazoknak nevezziik.
Nyilvdn § = X \ X € A.

A kovetkezé definicidra épiil az egész mértékelmélet.

1.1.3. Definicié. Az (X, A, p) hdrmast mértéktérnek, u-t pedig mértéknek nevez-
zilk X-en, ha (X, A) mérhetd tér, pu pedig egy A-n értelmezett, nemnegativ, bévitett
valds értéki fiiggvény az alabbi tulajdonsdgokkal:

(1) w) =0,
(2) haA; € A(:=1,2,3...) és az A; halmazok (paronként) diszjunktak, akkor

U2y Ay) = Z“(Ai) (o-additivitas).
i=1

Ha A € A, a u(A) szdmot az A halmaz mértékének nevezziik. Megjegyezziik, hogy
diszjunkt halmazrendszer alatt mindig paronként diszjunkt halmazok rendszerét értjiik.

1.1.4. Példa. Legyen X egy tetszOleges halmaz, és A az X 6sszes részhalmazaibdl
allé o-algebra. Ha A € A, legyen u(A) az A elemeinek szdma (oo, ha A nem véges).
Ekkor p mérték, a szamlalé mérték.

Ennél a trivialis példanal érdekesebb példakat a kiovetkezd fejezetben fogunk mu-
tatni.

1.1.5. Definicié. Legyen (X, A, u) mértéktér. A mértékteret végesnek nevezziik,
ha p(X) < oco. Ha még az is teljesiil, hogy u(X) = 1, akkor a mértékteret valdsziniiségi
mértéktérnek, a mértéket pedig valdsziniiségi mértéknek nevezziik. Egy A C X halmazt
o-végesnek neveziink, ha lefedhet6 megszamlalhaté sok véges mértékli mérheté halmaz-
zal. A mértékteret (vagy a mértéket) o-végesnek nevezziik, ha az X halmaz o-véges. A
mértéket (vagy a mértékteret) teljesnek nevezziik, ha barmely mérhetd és nulla mértékii
halmaznak minden részhalmaza is mérhetd.

1.1.6. Tétel. Legyen (X, A) mérhetS tér. Ekkor A-bdl nem vezet ki a kiilbnbség-,
valamint a megszamlalhato unio- és metszetképzés.

Bizonyitas.

UAi:A1UA2UA3U...UAHU®U®U...
=1
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miatt A-bol nem vezet ki a véges unidképzés. A
ﬂA =X\ (U(X\A))

Osszefiiggés szerint A zart a megszamlilhaté metszetképzésre. Végiil
A\B=AN(X\B).

1.1.7. Tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér. Ekkor

(1) mérhets halmazok véges, paronként diszjunkt rendszerére
p(U, A Z (A (additivitds);

(2) ha A,B € A, A C B, akkor u(A) < u(B) (monotonitds); ha még u(A) < oo, akkor
u(B\ A) = u(B) — u(A);
(3) mérhets halmazok barmely megszamldlhaté rendszerére

w(U; A;) < Z,u(Ai) (o-szubadditivitas);

(4) mérhets halmazok barmely béviil6 Ay C Ay C Az C ... sorozatdra
p(UZ1Ag) = lim p(A;);
71— 00

(5) mérhetd halmazok egy sziikiil6 A; D Ay D As D ... sorozatdra, ha p(A;) < oo,
akkor
P52y Ag) = lim p(Ay).

A (4) és (5) tulajdonsdgokat szokds a mérték folytonossdgdnak nevezni.

Bizonyitds. (1) kozvetleniil kovetkezik az 1.1.3. definiciébdl, @ = A, = Apgo =

. vélasztassal. (2) azon mulik, hogy A és B\ A diszjunktak, unidjuk pedig B. (3)

bizonyitdsahoz azt kell észrevenni, hogy By = A; és B; = A;\ (Uj<iA;), hai > 1 jeloléssel

U;A; = U;B; és a B;-k diszjunktak. (4) feltételei mellett By = A; és B; = A; \ A;—1, ha
1 > 1 jeloléssel a B;-k diszjunktak, igy

U Ai) = (U2, By) Zu )= lim > u(B;)
=1
= lim p(U i:lBi) =nlgr;ou(An)-

(5)-6t megkapjuk, ha (2)-t és (4)-et alkalmazzuk a B; = A; \ A; halmazokra.
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1.1.8. Definicié. Legyen (X, A, u) mértéktér, és Y € A. Ha
Ay ={A: Ae A, ACY}

és uy = p| Ay, akkor (Y, Ay, py ) nyilvinval6an mértéktér. Ezt a mértékteret az (X, A, u)
mértéktér Y-hoz tartozé alterének nevezziik. Konnyd latni, hogy az altér teljes, ha
(X, A, 1) teljes volt.

— 1.1.9. Feladat [6]. Adjuk meg egy hdromelemii halmazon az 8sszes o-algebrat.

— 1.1.10. Feladat [7]. Adjunk példdt haromelemii, nem teljes és nem is o-véges
mértéktérre.

1.1.11. Feladat [8]. Legyen (X, A, 1) mértéktér. Bizonyitsuk be, hogy
d(A,B)=u(AAB), ha A BeA

eltérés A-n.

1.1.12. Feladat [9]. Legyen X tetszbleges halmaz, f : X — [0,00] tetsz6leges
figgvény, A az X Osszes részhalmazainak osztalya, és legyen p(A) = > 4 f(x), ha
A C X. Bizonyitsuk be, hogy (X, A, 1) mértéktér.

1.1.13. Feladat [12]. Legyenek Ay, As, ..., A, mérhetd halmazok egy valdszinii-
ségi mértéktérben. Mutassuk meg, hogy ha a tér minden pontja legaldbb p halmazban
benne van, akkor van olyan halmaz, amelynek mértéke legaldbb p/n.

1.2. Mértékek konstrualasa, kiilso mértékek

Az el6z6 pontban bevezettiik a mértéktér fogalmat. Természetes kérdés, hogy ho-
gyan lehet mértékteret konstruilni? Az 1.2.3. tételben megmutatjuk, hogy mértékteret
kénnyen kaphatunk tdgynevezett kiils6 mértékbo6l. Hogyan kaphatunk kiils6 mértéket?
Gyakran el6fordul, hogy mar van bizonyos , el6zetes mérték” fogalmunk egyszert hal-
mazokra (példdul, ha a sikbeli halmazokra akarunk teriiletfogalmat bevezetni, a téglala-
poknak mar tudjuk, hogy mi a teriilete), vagy legalabb valami becsléssel rendelkeziink
az egyszerl halmazok ,,mértékére” vonatkozéan (példdul, ha térbeli, gorbiilt feliiletdarab
felszinét akarjuk definidlni, akkor tudjuk, hogy , elég kicsi” és igy mar ,,alig gorbiilt” felii-
letdarab felszine, ha ,nem nagyon hossziukas”, akkor koriilbeliil az d&tmér6je négyzetével
aranyos), és olyan kiilsé mértéket, majd mértéket keresiink, amely ezzel az ,,elézetes mér-
tékkel”, illetve becsléssel egybevig. Erre adnak lehet6séget az ebben a pontban targyalt
tételek.

1.2.1. Definicié. Legyen X egy halmaz és legyen pu az X részhalmazainak egy H
rendszerén értelmezett nemnegativ bévitett valds értékii fiiggvény. A p halmazfiiggvényt
o-szubadditivnak nevezziik, ha barmely olyan A € ‘H halmaz és H-beli halmazokbdl 4116
A;, i € I megszamlalhaté halmazrendszer esetén, amelyre A C U;crA;, teljesiil, hogy
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pw(A) < i m(Aq). Kiilsé mérték alatt egy olyan nemnegativ bévitett valds értékii
o-szubadditiv halmazfiiggvényt értiink, amely egy X halmaz 6sszes részhalmazan van
értelmezve.

A definiciét iires, illetve egyelemi I indexhalmazra alkalmazva kapjuk, hogy ha u
kiilsd mérték X-en, akkor () =0, és ha A C B C X, akkor u(A) < u(B).

A kiilsé mérték azon halmazok esetében hasznos, amelyeken additiv, azaz amelyek
koziil két diszjunkt halmazt kivalasztva, azok egyesitésének kiilsé mértéke a kiilsé mér-
tékeik osszege. Ilyen halmazok egy rendszerét jeloli ki a kovetkez6 definicié, amely az
additivitast csak arra az egyszeril esetre koveteli meg, amikor egy T halmazt egy A
halmazzal két részre, T N A-ra és T \ A-ra ,szétviagunk”.

1.2.2. Definicié (Carathéodory). Legyen p kiilsé mérték X-en. Az A halmazt
pu-mérhetének nevezziik, ha A C X és

(1) w(T)=p(TNA)+pu(T\A) minden T C X-re.

A definiciét roviden gy is fogalmazhatjuk, hogy az A halmaz py-mérhetd, ha ,,minden
halmazt jél vag ketté”. Mivel (1)-ben u(T') sohasem lehet nagyobb, mint a jobb oldali
osszeg, (1) a kovetkezo feltétellel ekvivalens:

(2) w(T) > (T NA) +p(T\A), haT C X éspu(T) < oo.

1.2.3. Tétel. Legyen p kiils6 mérték X-en. Ekkor a pu-mérheté halmazok A
rendszere o-algebra és | megszoritasa A-ra teljes mérték.

Ezt a mértéket a u-bdl szarmazé mértéknek nevezziik. Altaladban, nem teljesen
korrekt mddon, ezt is p-vel jeloljiik.

Bizonyitas. Nyilvinvald, hogy X € A. Ha A p-mérhetd, akkor
w(T) =uw(TNA) +u(T\ A minden 7' C X-re,

deTN(X\A) =T\Aé T\ (X\A) =TnN A miatt ez azt jelenti, hogy X \ A is
p-mérhet6. Ha most A és B p-mérhetoek, akkor

w(T)

W(T N A) + (T \ A)
(T 0 A) + p((T\ A) N B) + (T 4)\ B)
w(TN(AUB)) +pu(T\ (AU B)),

(1)

v

ha T C X, igy AU B p-mérhets. Ebbdl indukcidval kapjuk, hogy A zirt a véges unié-
és metszetképzésre.

Megmutatjuk, hogy A zart a megszamlalhaté unidképzésre. Az eddig bizonyitottak
és az

GAi:Alu(Ag\Al)U(Ag\(AlUA2))U(A4\(A1UA2UA3))U...

=1
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Osszefiiggés szerint elég megszdmlilhatd végtelen sok diszjunkt py-mérhetd halmaz unié-
jarél megmutatni, hogy p-mérhetd. Vegyiik észre, hogy (1)-ben egyenléség all, és igy
(1)-b6l kovetkezik, hogy ha A, B diszjunktak és T' C AU B, akkor

w(TN(AUB)) =T NA)+ pu(TNB),

az altaldnos T' C X eset pedig erre visszavezethetd. Ha Aj, A, ... diszjunkt p-mérhetd
halmazok, akkor indukciéval

(2) (T 0 (Ui Ai) = 3 (T 0 Ay).

Innen

w(T) = H(T N (Ug:1Ai)) + M(T\ (Ug:1Ai))
> Z p(T 0 A + (T \ (U2 A)),

amibol 7 — oo hataratmenettel
Z (TN A) + p(T\ (U A)),

és a kiils6 mérték o-szubadditivitdsa miatt

w(T) > p(T 0 (U, A) 4+ p(T\ (U, Ad)),

azaz az U2, A; halmaz p-mérhetd.
Most megmutatjuk, hogy ha Ay, Az, Az, ... diszjunkt y-mérheté halmazok, akkor

n(UZy A ZM

Vegyiik észre, hogy minden j természetes szdmra
n(UZ145) > p(Uls, Ay).
Mivel (2) miatt
J

A = ZM(A

hatdratmenettel a sziikséges egyenlGtlenségek koziil a nem trividlisat kapjuk.
Végiil, ha (A) =0, akkor TN A C A miatt (TN A) =0,igy T DT\ A miatt

u(T) > p(T\ A) = u(T\ A) + u(T 0 A),

azaz az A halmaz p-mérhetd, amibdl kovetkezik a teljesség.
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1.2.4. Tétel. Legyen X egy halmaz, és v az X részhalmazainak egy H rendszerén
értelmezett, nemnegativ, bévitett valds értékii fiiggvény. Ha B C X, akkor legyen u(B)
az dsszes olyan )., v(A;) dsszegek pontos also korldtja, amelyekre I megszamlalhato,
Aj € H,hai €I és B C UierA;. (Emlékeztetiink rd, hogy >,y v(A;) =0 ésinf ) = oc.)
Ekkor . kiils6 mérték X -en, és u(A) < v(A), ha A € H.

u-t a v-hoz tartozo kiilsé mértéknek nevezziik.

Bizonyitas. Meg kell mutatnunk, hogy a p halmazfiiggvény o-szubadditiv, azaz ha
J megszamlalhaté, B, B; C X és B C U;csB;, akkor

p(B) <> u(By).

jeJ

Ha a jobb oldalon all6 6sszeg oo, akkor az egyenlGtlenség teljesiil. Tegyiik fel, hogy a jobb
oldalon &ll6 6sszeg véges, és legyen £ > 0 tetszlleges valds szam. Nyilvan feltehetjiik,
hogy J C N. Ekkor y(B;) definicidja miatt minden j € J-re van olyan I; megszamlalhato
halmaz és olyan A; ; € H, i € I; megszamlalhat6é halmazrendszer, hogy

. 3
Bj C U Ai,j es Z I/(Aiﬁj) S M(Bj) + 2—]

i€l icl;

Ebbl, mivel
BCUBjCUUAi’j’
jeJ jediel;

kapjuk, hogy

(B < DD i) <3 (wBy) + 55 ) < D ulBy) + 2.

jeJiel; jeJ jeJ

Mivel ¢ tetszdleges volt, az egyenl6tlenségnek ¢ nélkiil is fenn kell allnia.
Az, hogy pu(A) < v(A), ha A € H, nyilvanvald.

Ezzel a konstrukciéval kapcsolatban két kérdés meriil fel. Az elsé, hogy p mikor
lesz kiterjesztése v-nek, azaz, hogy milyen feltételek mellett teljesiil, hogy u(A) = v(A)
minden A € H-ra? Erre rogton valaszt ad a kovetkezd tétel:

1.2.5. Tétel. Az 1.2.4. tétel jelvléseivel, i pontosan akkor kiterjesztése v-nek, ha
az o-szubadditiv.

Bizonyitas. A sziikségesség nyilvinvald. Az elegenddség bizonyitdsahoz egyrészt
ha A € H, akkor pu(A) < v(A), mésrészt viszont a v o-szubadditivitdsa miatt minden
A; € H, i € I megszdmlalhaté halmazrendszerre, amely lefedi A-t, teljesiil, hogy v(A) <
> ier v(Ai). Igy v(A) als6 korlatja az ilyen dsszegeknek, azaz v(A) < u(A).

A misik kérdés, hogy milyen feltételek mellett lesznek a H-beli halmazok mind u-
mérhetéek? Erre ad valaszt a kovetkezo tétel:
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1.2.6. Tétel. Az 1.2.4. tétel jelsléseivel, egy B C X halmaz pontosan akkor fi-
mérhetd, ha

(1) v(A) > p(ANB) 4+ u(A\ B) minden A € H-ra, amelyre v(A) < co.

Bizonyitds. A sziikségesség nyilvanval6 p(A) < v(A) miatt. Az elégségesség bizo-
nyitasdhoz meg kell mutatnunk, hogy ha T' C X és u(T) < oo, akkor

w(T) = p(T'N B) + (T \ B).

Legyen € > 0 és A; € H, i € I olyan megszamldlhaté halmazrendszer, amelyre

TclJA é @) +e>) v(A).
icl i€l

Ekkor

p(T) +e>> v(Ai) > p(AinB)+ > u(A;i\ B) > (T N B) + (T \ B).

iel il il
Mivel ¢ tetszdleges volt, a bizonyitas kész.

1.2.7. Definicié. Az 1.2.4. tétel jeloléseivel, azt mondjuk, hogy v premérték, ha
(1) o-szubadditiv;
(2) v(A) > u(ANB)+ u(A\ B) minden A, B € H-ra.
Megjegyezziik, hogy ha a H halmazosztaly specidlis tulajdonsigokkal rendelkezik, példaul

zart a metszet- és kiilénbségképzésre, akkor a fenti két feltétel més, ekvivalens feltételekkel
helyettesitheto.

1.2.8. Kovetkezmény. 1.2.4. jeloléseivel, annak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy minden A € H halmaz p-mérhetd legyen u(A) = v(A) mértékkel, az, hogy v
premérték legyen.

1.2.9. Megjegyzés. Ha (X, B, v) egy mértéktér és a fenti konstrukeidt alkalmazzuk
v-re, akkor a kapott p kiilsé6 mértékre nézve mérheté halmazok osztalyat A-val jelolve,
(X, A, 1) teljes mértéktér, amelyre B C A és u(B) = v(B), ha B € B. Ezt a mértékteret
az (X, B,v) mértéktér természetes kiterjesztésének nevezziik. Ennek létezése mutatja,
hogy nem jelentené az altalanossag lényeges megszoritasat, ha tetszoleges mértékterek
helyett csak teljes mértékterekkel vagy csak kiilsé mértékekkel dolgoznank. Raadasul
kiils6 mértékekkel dolgozni kényelmesebb is lenne. Hogy mégsem ezt tessziik, annak oka
az, hogy ez ma még nem terjedt el dltalanosan.

1.2.10. Feladat [5]. Legyen X tetszOleges halmaz, u(A) legyen 0, ha A iires, X
egyéb részhalmazaira pedig legyen 1. Mutassuk meg, hogy u kiils6 mérték, és keressiik
meg a p-mérheté halmazokat.
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1.2.11. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy ha p kiils6 mérték, B C A, a B halmaz
mérhetd és p(A) = p(B) < oo, akkor A is mérhetd.

1.2.12. Feladat [8]. Legyen p kiilsé mérték X-en, Y C X és (u|Y)(A) = p(YNA),
ha A C X. Bizonyitsuk be, hogy p|Y kiils6 mérték X-en.

1.2.13. Feladat [8]. Legyen p kiils6 mérték X-en, f : X — Y egy tetsz6leges
fiiggvény és (fxp)(B) = u(f~'(B)), ha B C Y. Mutassuk meg, hogy fxu kiilsé mérték
Y-on.

1.2.14. Feladat [15]. Legyen pu kiils6 mérték X-en. Azt mondjuk, hogy B a u-
burka A-nak, ha A C B C X, a B halmaz py-mérhet6 és u(T' N A) = (T N B) minden
p-mérheté T halmazra. A p kiilsd mértéket reguldrisnak nevezziik, ha minden A C X-
hez van olyan B mérhetd halmaz, amelyre A C B és u(A) = u(B). Igazoljuk, hogy ha u
reguldris kiils6 mérték, akkor

(1) ha Ay C A2 C ..., akkor
p(UZ1Ai) = lim u(Ay);

(2) ha u(A) < oo, akkor A-nak van p-burka;

(3) ha az AN B halmaz p-mérhetd és u(A) + u(B) = u(AN B) < oo, akkor az A és B
halmazok p-mérhetdek;

(4) ha f : X — Y egy fiiggvény, u(X) < oo és a C halmaz fyupu-mérhets, akkor az
f~Y(C) halmaz p-mérhetd;

(5) ha p(S) < oo, akkor egy halmaz pontosan akkor x| S-mérhetd, ha eldéll (BN.S)uC
alakban, ahol B p-mérhetd és C' C X\ S.

Végiil mutassuk meg, hogy
(6) ha p nem reguldris, akkor az (1)—(5) allitdsok egyike sem feltétleniil teljestil.

1.2.15. Feladat [12]. Legyen (X, A, i) mértéktér. Bizonyitsuk be, hogy a p-hoz
tartozé kiilsé mérték

p*(B) =inf{u(A): BC A, Ac A},

ha B C X. Emellett néha hasznalatos a p-hoz tartozé belsé mérték, amelynek B C X
esetén

px(B) = sup{u(A) : AC B, Ae A}

a definiciéja. Igazoljuk, hogy

(1) ha A C B, akkor p.(A) < p.(B);

(2) minden A C X-re p.(A) < p*(A);

(3) ha A € A, akkor u.(A) = p*(A);

(4) ha p.(A) = p*(A) < 0o, akkor az A halmaz p*-mérhetd;

(5) ha Ay, As,... paronként diszjunkt halmazok, akkor p, (Us2, An) > 307 ) ps(An);
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(6) ha Ay, A,,... paronként diszjunkt A-beli halmazok, B,, C A, akkor
(U5 Br) = > pa(Bn) és (U3 By) =Y 5" (Bn).
n=1 n=1

— 1.2.16. Feladat [7]. Az X halmaz részhalmazainak egy H rendszerét félgyiiriinek
nevezziik, ha A, B € H esetén AN B € H és léteznek C;, i = 1,2,... diszjunkt elemei
H-nak, hogy A\ B = U2, C;. Tegyiik fel, hogy H félgytirii, v : H — [0, 0o] o-szubadditiv,
éshaa C; € H,i=1,2,...,n halmazok diszjunktak, részei az A € ‘H halmaznak, akkor
Yo, v(C;) < v(A). Mutassuk meg, hogy ekkor v premérték.

1.2.17. Feladat [12]. Legyen v kiils§ mérték X-en, H az X részhalmazainak egy
rendszere, amelyre A, B € H esetén AN B € H. Legyen u a v|H halmazfiiggvényhez
tartozoé kiilsé mérték, és tegyiik fel, hogy A minden eleme v-mérhetd és p-mérhetd is.
Bizonyitsuk be, hogy ha egy A C X halmaz p-mérhetd és lefedheté megszamlalhaté sok
‘H-beli véges mértékli mérhetd halmazzal, akkor az A halmaz v-mérhetd is, és v(A) =

p(A).
1.2.18. Feladat [11]. Legfeljebb hiromelemi X halmazon adott ellenpélddkkal
mutassuk meg, hogy az el6z6 feladat feltételei koziil egyik sem hagyhato el.

1.3. Mérték és topologia

Igen sok esetben olyan mértékteret vizsgalunk, amelynek alaphalmaza egyben topo-
logikus tér is. Ilyen esetekben fontos szerepet jatszik a mérték és a topoldgia kapcsolata.
Az egyik legegyszeriibb kapcsolat az, ha a nyilt halmazok mérhetéek. A nyilt halma-
zok mérhet6ségébdl igen sok, ,,az analizis eszkozeivel definidlhatéd” halmaz mérhetGsége
kovetkezik.

1.3.1. Definicié. Legyen X egy halmaz, és £ az X részhalmazainak egy rendszere.
Az bsszes, E-t tartalmazé o-algebrak metszetét (amely nyilvanvaléan maga is o-algebra
X-en) az £ altal generdlt o-algebranak nevezziik. Ha (X, T) topologikus tér, a T &ltal
generalt o-algebra elemeit az X tér Borel-halmazainak nevezziik.

Nyilvanvald, hogy ha p mérték X-en, és X nyilt részhalmazai mérhetéek, akkor X
Osszes Borel-halmaza is mérhetd.

A kovetkez6 tétel sziikséges és elégséges feltételt ad a nyilt halmazok mérhet&ségére.

* 1.3.2. Tétel. Legyen u kiils6 mérték az X metrikus téren. Az X Borel-halmazai
akkor és csak akkor mérhetéek, ha X barmely két A, B nem iires, diszjunkt, pozitiv
tavolsagu részhalmazara

n(AU B) = p(A) + pu(B).

Bizonyitds. A feltétel sziikségessége nyilvanval6, mert az A halmaz mérhetdségébdl
T =AU B-re

(AU B) = u(T) = (T N A) + (T \ A) = p(A) + p(B).
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Az elegenddség bizonyitasihoz legyen U nyilt, valédi részhalmaza X-nek, T C X és
wu(T) < co. Legyen

Ap={z:2eTnU, dist(z,X \U) >1/n},

és legyen Dy = Ay, D,, = A, \ A1, han > 1. Ha I pozitiv egészek egy véges halmaza,
amelynek elemei vagy mind paratlanok, vagy mind pérosak, akkor

lell) j{:ﬂ

el

Ezt I elemeinek szdma szerinti teljes indukciéval haladva bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy
ez a szdm nagyobb, mint 1 és legyen k az I legnagyobb eleme. Mivel Dy és Ujep (x} D:
tavolsaga pozitiv,

w(Uier Di) = p(Dy) + p(Usen (ry Di),

ami éppen az indukciés 1épés I\ {k}-rél I-re. Ebbél

w1(Da;)

Mg

M(U?ilDQl) Z

N
Il
=

és

M8

(U2 Daj—1) >y p(D2i1),

1

<.
Il

azaz

3

00 > 2u(T) > Y u(D;).

i=1

fgy minden & > 0 valés szamhoz van olyan n € N, hogy

€>Z D> u(TNU\ A,
1=n+1

hiszen A, U (U2, .1 D;) = T NU, amibél dist(A4,, T\ U) > 1/n miatt

w(T'OU)+pu(T\U) < (TNUN\ Ap) + p(An) + T\ U)
<e+pu((T\U)UA,) <e+u(T).

Mivel ¢ tetsz6leges volt, ez azt jelenti, hogy U mérheto.

A kovetkez6 definicié igen szoros kapcsolatot fejez ki a mérték és a topoldgia kozott.



22 1. Mértékterek, mértékek

1.3.3. Definicid. A p mértéket Radon-mértéknek nevezziik X-en, ha X Hausdorff-
tér, és a kovetkezo feltételek teljesiilnek:

(1) ha V nyilt részhalmaza X-nek, akkor V' mérhetd, és
1(V) = sup{u(K) : K kompakt, K C V} (belsd regularitds);
(2) ha A mérhetd részhalmaza X -nek, akkor
p(A) = inf{u(V) : V nyilt, AC V} (kiils§ regularitds);

(3) ha K kompakt részhalmaza X-nek, akkor pu(K) < oo.

Vegyiik észre, hogy az (1) és (2) feltételek mellett (3) azzal ekvivalens, hogy minden
pontnak van olyan kidrnyezete, amely mérhet6 és a mértéke véges. Valéban, ha minden
pontnak van véges mértékii kornyezete, akkor egy kompakt halmazt lefedve véges sok
véges mértékili nyilt halmazzal, kapjuk, hogy véges mértékii. Megforditva, ha a kompakt
halmazok mértéke véges, akkor az egyelemii halmazokra alkalmazva (2)-t, kapjuk, hogy
minden pontnak van véges mértéki nyilt kornyezete.

1.3.4. Approximiciés tétel. Ha p Radon-mérték X-en, A mérhetd, u(A) < oo
és € > 0, akkor A tartalmaz olyan C' kompakt halmazt, amelyre u(A\ C) < e.

Bizonyitds. Vélasszunk olyan V' és W nyilt halmazokat, amelyekre A C V, u(V '\
A) <e/2, VNA C W, u(W) < g/2, és valasszunk olyan K C V kompakt halmazt,
amelyre pu(V \ K) < £/2. Ekkor C = K \ W kompakt részhalmaza V \ W C A-nak, és

AN C) < u(V \ K) + (W) < e.

* 1.3.5. Tétel. Ha p egy o-véges Radon-mérték X-en, A pedig egy p-mérhetd
halmaz, akkor létezik olyan o-kompakt K és Gs-tulajdonsagi V halmaz, hogy

KCcAcCV é pV\K)=0.

Bizonyitas. Valasszunk egy ¢, | 0 sorozatot és olyan Ay, As, As, ... véges mértékii
mérhetd halmazokat, amelyeknek egyesitése X. Minden n-re és k-ra léteznek olyan K, j
kompakt és V,, ;, nyilt halmazok, amelyekre

En
2k

Legyen K = U2, U2, Kpp és V = N5, Upe, Vik- Ekkor a K halmaz o-kompakt, V/
pedig G,-halmaz, K C A C V és minden n-re

Kn,k CANA, C Vn,k és /L(Vn,k \Kn,k) <

w(V\K) < M((Uzozlvn,k) \ (Uzolen,k)) < M(Vn,k \Knk) =én.

NE

£
Il

1

Erdekes és fontos tény, hogy ha az X tér topoldgidja ,,elég szép”, akkor a p mértékre
kirott jéval enyhébb feltételekbdl is kévetkezik, hogy p Radon-mérték.
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* 1.3.6. Tétel. Legyen X olyan Hausdorfl-tér, amelyben minden nyilt halmaz o-
kompakt, B az X Borel-halmazainak o-algebrdja, pn mérték B-n, és tegyiik fel, hogy
minden kompakt halmaz mértéke véges. Ekkor 1 Radon-mérték.

Bizonyitas. Tekintsiik a V' — u(V), ha V nyilt részhalmaza X-nek halmazfiigg-
vényt. Megmutatjuk, hogy ez a halmazfiiggvény premérték. Jeloljiik v-vel a hozza tartozd
kiils6 mértéket. A p mérték o-szubadditivitdsdbdl kovetkezik, hogy p és v megegyeznek
a nyilt halmazokon. Legyenek V és W nyilt halmazok, és tegyiik fel, hogy u(W) < oo.
Vélasszunk olyan, kompakt halmazokbdl allé6 Ky C K C K3 C ... sorozatot, amelyre
V =Ux, K;. A mérték folytonossaga miatt

n(V) = sup{u(K) : K C V, K kompakt}.
Mivel W\ V =2, (W \ K;), ugyancsak a mérték folytonossaga miatt
pWA\V) = lim p(W\ K)).

Ebbol
p(W) = p(W OV) +p(W\V) = oW AV) + Tim u(W\ K5) > w(W 0 V) +v(W\ V),

azaz a nyilt halmazok v-mérhetéek, tehat a Borel-halmazok is. Legyen B tetszOleges
Borel-halmaz, és valasszunk egy kompakt halmazokbdl all6 sorozatot igy, hogy U2, K; =
X teljesiiljon. Legyen & > 0. A v definiciéja miatt minden i-re van olyan V; nyilt halmaz,
hogy

,u(Vi)zu(Vi)<y(BﬂKi)+2i% é BNK,CV,

EbbSl V' = U2, V;-re

v(V \ B) Siy‘/\ (BNK;)) < %

Alkalmazva ezt X\ B-re is, egy olyan W nyilt halmazt kapunk, amelyre V(W\ (X \B)) <

€/2és X\ BCW. Az X\ W = F jeloléssel F' zart halmaz, FF C B és v(B\ F) < ¢/2.
Ebbdl v(V \ F) < e. Mivel v és 1 megegyeznek a nyilt halmazokon, u(V \ F) < ¢ és igy

p(VA\B) <u(V\F) <e,
amibdl
u(B) =inf{pu(V): BCV,V nyilt}
minden B Borel-halmazra, igy ;1 Radon-mérték.
— 1.8.7. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy R-ben az alabbi halmazosztilyok mind-
egyikére a generalt o-algebra a Borel-halmazok osztalya: nyilt intervallumok, kompakt
intervallumok, raciondlis végponti nyilt intervallumok, raciondlis végponti kompakt in-

tervallumok, (—oco,7), r € Q alaki intervallumok. Adjunk hasonlé példédkat R-ban,
C-ben, K™-ben és mas topologikus terekben.
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1.3.8. Feladat [12]. A sikon adjunk meg olyan konvex halmazt, amely nem Borel-
halmaz.

* 1.3.9. Feladat [18]. Igazoljuk, hogy megszamlilhat6 bézisi topologikus térben
legfeljebb kontinuum sok Borel-halmaz van.

* 1.3.10. Feladat [20]. Bizonyitsuk be, hogy teljes szeparabilis metrikus térben min-
den Borel-halmaz vagy megszamlalhatd, vagy kontinuum szamossagu.

— 1.3.11. Feladat [6]. Mikor lesz a szdmldlé mérték Radon-mérték egy X Hausdorft-
téren?

1.3.12. Feladat [6]. Legyen X Hausdorfl-tér, z,, az X elemeibdl 4116 sorozat és a,
egy nemnegativ tagd konvergens sor. Ha A C X, legyen u(A4) = >, 4 an. Mutassuk
meg, hogy © Radon-mérték.

— 1.3.13. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy Radon-mérték természetes kiterjesztése is
Radon-mérték.

1.3.14. Feladat [9]. Legyen f : X — Y folytonos leképezése az X lokélisan kom-
pakt Hausdorff-térnek az Y lokalisan kompakt Hausdorff-térbe. Tegyiik fel, hogy f~'(K)
kompakt barmely K kompakt részhalmazara Y-nak, az X tér o-kompakt, y pedig Radon-
mérték X-en. Legyen v(B) = u(f~'(B)), ha az f~'(B) halmaz p-mérhetd. Bizonyitsuk
be, hogy v Radon-mérték Y-on.

* 1.3.15. Feladat [17]. Legyen u olyan Radon-mérték az X teljes metrikus téren,
amelyre minden egyelemii halmaz mértéke nulla. Mutassuk meg, hogy ha A egy véges
de pozitiv mértékii mérhetd halmaz, akkor A tartalmaz nem mérhetd részhalmazt.

* 1.3.16. Feladat [19]. Legyen u olyan nem nulla véges Radon-mérték az X teljes
metrikus téren, amelyre minden egyelemi halmaz mértéke nulla. Igazoljuk, hogy 1étezik
kontinuum sok diszjunkt részhalmaza X-nek tgy, hogy egyiknek a komplementere sem
tartalmaz pozitiv mértékii mérheté halmazt.



2. PELDAK MERTEKEKRE

2.1. A Lebesgue-mérték a szamegyenesen

Ebben a pontban az el6z6 fejezetben ismertetett médszer és az ott bebizonyitott
tételek segitségével bevezetjiik a szamegyenesen a Lebesgue-mértéket.

2.1.1. Definicié. Egy A C R korldtos intervallum v(A) hosszan a b — a szdmot
értjiik, ahol a az A alsé, b pedig az A fels6 végpontja (A lehet nyilt, zart vagy félig
nyilt). Az 1.2.4. tétel szerint v-hoz tartozd kiilsé mértéket Lebesgue kiils6 mértéknek
nevezziik és a tovidbbiakban mindig A-val jelsljiikk. A A-mérhetd halmazokat Lebesgue-
mérhetdeknek nevezziik, és osztalyukat L-el jeloljiik, A megszoritasat L-re Lebesgue-
mértéknek nevezziik, és (nem teljesen korrekt médon) ezt is A-val jelsljiik.

2.1.2. Tétel. A korldtos intervallumok Lebesgue-mérhetéek és mértékiik a hosz-
szukkal egyenl6.

Bizonyitas. A 2.1.1. definicié jeldléseivel, az 1.2. paragrafus eredményei szerint azt
kell megmutatnunk, hogy v premérték. Annak bizonyitasihoz, hogy

V(A) > MAN B) + MNA\ B),

ha A és B korldtos intervallumok, vegyiik észre, hogy AN B vagy iires, vagy intervallum,
A\ B pedig vagy iires, vagy intervallum, vagy két diszjunkt intervallum egyesitése. fgy
a fenti egyenlGtlenség arra a trivialitdsra redukalédik, hogy ha A-t legfeljebb harom
részintervallumra bontjuk, akkor azok 6sszhossza éppen A hossza.

A szubadditivitds bizonyitdsdhoz legyen I megszamlalhaté halmaz, és legyenek A,
A;, i € I korlatos intervallumok. Tegyiik fel, hogy A C U;crA;. Legyen € > 0 és
valasszunk egy B = [a,b] C A zért intervallumot, amelyre v(A) < v(B) + ¢, tovab-
bé, feltéve, hogy I C N, vdlasszunk minden i € I-hez egy B; = (a;,b;) D A; nyilt
intervallumot, amelyre v(B;) < v(A;) +&/2'. Mivel a B; nyilt halmazok lefedik a B
kompakt halmazt, van olyan I'* véges részhalmaza I-nek, amelyre B C U;cr+B;. Va-
lasszunk olyan i;-et, amelyre a;;, < a < b;,, és teljes indukciéval valasszunk ki egy olyan
I** = {iy,i2,... ,in} C I* halmazt, amelyre a;,,, <b;;,haj=1,2,... ,n—1ésb;, >0,
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példdul legyen i;41 = min{i € I* : a; < bi; < b}, ha bi; < b. Ekkor

v(A) <v(B)+e=c+(b—a)<e+ (b, —asy)

n—1
=+ (bin, - a/in,) + Z(aij-{-l - aij)
=1
<e+ Z(b“ - aij) =+ Z V(Bi)
j:l iel**

<et+ > (v(A)+ %) <3+ ) w(A).

iel i€l
Mivel ¢ tetszdleges volt, a bizonyitas kész.

2.1.3. Tétel. Legyen a,b € R és g(x) = ax + b minden = € R-re. Ekkor minden
A CR-re A(g(A)) = |a|\(A), és ha A Lebesgue-mérhetd, akkor g(A) is az.

Bizonyitas. Nyilvanvald, hogy intervallumok képe is intervallum, és egyszeri sza-
molds mutatja, hogy intervallumokra teljesiil az allitdas. Ha a = 0, akkor nincs mit
bizonyitani. Tegyiik fel, hogy a # 0 és A C R. Ha I megszamlalhato, az A;-k pedig
intervallumok minden i € [-re, tovibbd A C U;c1 A;, akkor

g(4) € |Jg(A),
el

amib6l

Mg(A) < Mg(A) = lal > AMA).

i€l iel

Ezt felhaszndlva a A kiilsd mérték definicidja szerint A(g(A)) < |a|A(A). Alkalmazva ezt

g helyett g~1-re, A helyett pedig g(A)-ra, azt kapjuk, hogy
_1 1
AA) =297 (9(4)) = oM o(4)),
azaz

A(g(4)) = a|A(A).

Meg kell még mutatnunk, hogy ha A Lebesgue-mérhets, akkor g(A) is az. Tetszbleges
T C R-re

AT N g(A)) + MT\ g(4)) = lalx(g7HT) N A) + |a]x(g7HT) \ A)
= lalA(g7H(T)) = A(T).

A kovetkezd tételben a Lebesgue-mérték és a topoldgia kapcsolatdval foglalkozunk.
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2.1.4. Tétel. A X\ mérték Radon-mérték R-en, és minden A C R-re
MA) =inf{\(V): ACV,V nyilt}.

Bizonyitas. Legyen V nyilt részhalmaza R-nek. Mivel V' eldall a benne 1év6 racio-
nalis végpontu intervallumok megszamlalhaté unidjaként, és az intervallumok mérhetéek,
V mérhet6. Mivel R minden nyilt részhalmaza o-kompakt, létezik kompakt halmazok-
nak olyan Ky C Ky C Kjs... sorozata, amelyre US2 K, = V. A mérték folytonossiga
szerint

)‘(V) = 7111—>H<;lo )‘(Kn) = sup )‘(Kn)
Az nyilvanval6, hogy ha K kompakt, akkor A(K) < oo, mivel kompakt halmaz korlatos
intervallumba foglalhaté. Végiil meg kell mutatnunk, hogy barmely A C R halmazra

AMA) =inf{\(V) : V nyilt, A C V}.

A kiils6 mérték monotonitdsa miatt A(A) nem nagyobb, mint a jobb oldal. Ha A\(A)
végtelen, akkor nincs mit bizonyitani. Ha A(A) véges, és € > 0, akkor van olyan A;, i € T
megszamlalhato intervallumrendszer, hogy I pozitiv egész szamokbdl all, A C U;er A;
6s M(A) +e > > ,c; MA;). Vélasztva minden i-re egy V; nyilt intervallumot, amelyre
AV;) < AN(A) +¢/28 és A; C Vi, a V= UierV; halmaz nyfilt, tartalmazza A-t, valamint

AV) < STAm) < STAA) + 25 < A(A) + 2.
el el

Mivel az egyelemii halmazok zart intervallumok, és hosszuk nulla, mérhetoek, és
mértékiik nulla. Ebbdl a o-additivitds alapjdn R minden megszamlalhaté részhalmaza
Lebesgue-mérhetd, és mértéke nulla. Onként adédik a kérdés, hogy nagyobb szamossagu
halmazok lehetnek-e nulla mértékiiek? Erre ad valaszt a kovetkez® érdekes konstrukcio.

2.1.5. A Cantor-féle triadikus halmaz. Az aldbbiakban egy C' C R halmazt
konstrudlunk, amely kontinuum szamossdgu, Lebesgue-mértéke nulla, kompakt, sehol
sem stirdi, és nincs izolalt pontja.

Legyen Cj = [0, 1] és hagyjuk el Cy-bdl a kizépsé 1/3-ad hosszisigi nyilt interval-
lumot. A visszamaradé halmazt jelolje Cy. Ez két 1/3-ad hosszisagu zart intervallumbdl
all. Hagyjuk el ezek mindegyikébdl a kozéps6 1/9 hosszisdgi nyilt intervallumot, és a
visszamaradé halmazt jelsljitk Cs-vel. Teljes indukcioval folytatva az eljarast, n 1épés
utan egy C,, zart halmazt kapunk, amely 2" darab 1/3™ hosszisigu diszjunkt zart in-
tervallumbdl 4ll. Ezek mindegyikének kozepébdl kivéve egy-egy 1/3" 1 hosszisagi nyilt
intervallumot, kapjuk a C,41 halmazt. Legyen C = N5, C,,.

Annak bizonyitdsidhoz, hogy C' kontinuum szamossagi, vegyiik észre, hogy egy = €
[0,1] valés szdm pontosan akkor van benne C,-ben, ha van olyan

0,.T1$2$3 R X R



28 2. Példdk mértékekre

alaku triadikus tortbe fejtése, amelyben x; vagy 0, vagy 2, ha 1 < i < n. Ez azt jelenti,
hogy C pontosan azon x valés szamokbdl all, amelyek triadikus tortbe fejtheték tgy,
hogy egyetlen helyen sem all egyes. Nyilvin C minden eleme pontosan egyféleképpen
fejtheto igy triadikus tortbe. Ha most

r=0,x12223... € C,
akkor legyen y; = x;/2, hai=1,2,... és f(x) =y € [0, 1] az a valés szdm, amelynek

0,9192y3 . - .

egy diadikus kifejtése. Nyilvan az f fiiggvény C-t az egész [0, 1]-re képezi le. fgy C
szdmossaga legaldbb kontinuum. Mivel C' C R, szdmossdga nem lehet nagyobb kontinu-
umndl, igy kontinuum szdmossagu. Az, hogy A(C) = 0, abbdl kévetkezik, hogy

2n
minden n-re. Nyilvan C korlatos halmaz, és mivel zart halmazok metszete, zart is, tehat
kompakt. Nem tartalmazhat pozitiv hosszisagu nyilt intervallumot, mivel nulla mértéki.
Ez azt jelenti, hogy C sehol sem sirii.

Annak bizonyitdsahoz, hogy C-nek nincs izoldlt pontja, megjegyezziik, hogy ha egy
pont valamely n-re a C),-et alkot6 intervallumok valamelyikének végpontja, akkor a C), 4 1-
et alkotd intervallumok végpontjai kozott is eléfordul, igy teljes indukciéval kapjuk, hogy
minden C;-ben benne van, tehat C-ben is. Legyen most z € C és ¢ > 0. Valasztva olyan
n-et, amelyre 1/3" < ¢, a Cy,-et alkot6 zart intervallumok koziil az a-et tartalmazé inter-
vallum valamelyik végpontja olyan z-tdl kiilonb6z6 eleme C-nek, amely e-nél kézelebb
van z-hez.

Mivel a Cantor-halmaz kontinuum sziamossdgu, ugyanannyi részhalmaza van, mint
R-nek. Mivel nulla mértékili, minden részhalmaza is mérhetd, igy ugyanannyi Lebesgue-
mérhet6 halmaz van, mint ahany részhalmaza R-nek. Felmeriil a kérdés, hogy ha ilyen sok
mérheté halmaz van, van-e egyéltalain nem mérhet6 halmaz? Az aldbbiakban ilyen, nem
Lebesgue-mérhet6 halmazra ismertetiink egy, Zermelo német matematikustol szarmazo
példat.

2.1.6. Nem mérhet6 halmaz létezése. A konstrukciéban felhasznaljuk a hal-
mazelmélet kivalasztdsi axidmajat: nem iires, paronként diszjunkt halmazok barmely
rendszeréhez van olyan halmaz, amely mindegyikbdl pontosan egy elemet tartalmaz.

Legyen I = [—1,1] és vezessiik be az I elemei kozott az x ~ y, ha x—y € Q ekvivalen-
ciarelaciét. Az I ekvivalenciaosztalyai paronként diszjunkt, nem iires halmazokbdl 4ll6
rendszert alkotnak, igy a kivilasztasi axiéma szerint van olyan A halmaz, amelyik min-
den ekvivalenciaosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz. Megmutatjuk, hogy A nem
lehet mérhets. Rendezziik egy r1,72,73,... sorozatba a [—2,2]-beli raciondlis szdmokat,
és legyen

Ay ={z+ry,:az e A}
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Ekkor I C U2, Ay, hiszen ha y € I, akkor van olyan x € I, hogy z € A és =z ~ y.
Nyilvédn |y — x| < 2 és y — x racionalitdsa miatt y — x = 7 valamilyen k természetes
szamra, igy

y=x+(y—x)=x+r; € Ag.

Felhasznélva a 2.1.3. tételt, A(Ax) = A(A) minden k-ra, {gy a
2= A1) < MU 4x) <D MA
k=1

osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy A\(A) > 0.

Mésrészt nyilvan U ; Ap C [-3,3], és ha k # j, akkor Ay N A; = (), hiszen y €
A N Aj-bél az kivetkezne, hogy y el6all x; +r; és xy, + 71 alakban is, ahol x; és x, az A
kulonbozo pontjai, ami pedig x; — x = r — r; racionalitisa miatt lehetetlen hiszen A
minden ekvivalenciaosztalybol csak egy elemet tartalmaz. Igy ha A mérhetd lenne akkor
2.1.3. felhasznalasaval azt kapnank, hogy az Ag-k is mérhet6ek ugyanazzal a mértékkel,
amibdl a

6 =A([-3,3]) > MURZ Ak) = D A4k
k=1

egyenlétlenség szerint A\(A) = 0 kovetkezne. Ez ellentmondads.

— 2.1.7. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy R minden nulla Lebesgue-mértékii zart
részhalmaza sehol sem siiri.

2.1.8. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy [0, 1] minden egy Lebesgue kiilsé mértékii rész-
halmaza sfirti [0, 1]-ben.

2.1.9. Feladat [9]. Bizonyitsuk be, hogy azon [0, 1]-beli valés szdmok, amelyeknek
van olyan tizedestort alakja, amelyben nem szerepel hetes, sehol sem stirii, perfekt, nulla
Lebesgue-mértékii halmazt alkotnak.

2.1.10. Feladat [8]. Jelolje C' a Cantor-halmazt, és legyen

A= U a+ (b—a)C.
a,beQ

és R minden pontja kondenzamos pontja A-nak.

2.1.11. Feladat [14]. Legyen a,, > 0, és tegyiik fel, hogy >"°° | a, = 1. Igazoljuk,
hogy létezik paronként diszjunkt nyilt intervallumok olyan I,, C [0,1] sorozata, hogy
MI,) = an és [0,1]\ USZ, I, sehol sem siir(i perfekt részhalmaza R-nek.

2.1.12. Feladat [12]. Legyen F' C R nem iires perfekt halmaz. Bizonyitsuk be,
hogy F' tartalmaz nem iires, perfekt, nulla Lebesgue-mértékii részhalmazt.

2.1.13. Feladat [10]. Adott 0 < ¢ < 1-hez adjunk meg [0, 1]-nek perfekt, sehol
sem siirt, 1 — e Lebesgue-mértékii részhalmazat.
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2.1.14. Feladat [8]. Adjunk meg [0, 1]-ben 1 Lebesgue-mértékii, elsé kategdridji
részhalmazt.

2.1.15. Feladat [8]. Van-e a szamegyenesnek nulla Lebesgue-mértékii, masodik

< s

2.1.16. Feladat [14]. Igaz-e, hogy R minden nulla Lebesgue-mértékii A részhal-
mazihoz van olyan B nulla Lebesgue-mértékii F,-halmaz, amely tartalmazza A-t?

* 2.1.17. Feladat: Steinhaus tétele [15]. Mutassuk meg, hogy ha A C R Le-
besgue-mérhetd és pozitiv mértékii, akkor A — A tartalmazza a 0 egy kornyezetét. Bizo-
nyitsuk be, hogy ha A, B C R Lebesgue-mérhetéek és pozitiv mértékiiek, akkor A + B
belseje nem iires. Igaz-e ez, ha B nem mérhetd, de a kiilsé mértéke pozitiv?

2.1.18. Feladat [10]. Igazoljuk, hogy C — C = [—1,1], ha C' a Cantor-halmaz.

2.1.19. Feladat [7]. Legyen A pozitiv mértékii Lebesgue-mérhet6é halmaz. Bizo-
nyitsuk be, hogy van két olyan pontja, amelyek kiilonbsége racionélis.

* 2.1.20. Feladat [15]. Mutassuk meg, hogy ha A C R Lebesgue-mérhetd és pozitiv
mértékii, akkor minden n € N-re tartalmaz n-tagi szamtani sorozatot.

2.1.21. Feladat [12]. Legyen ¢ irraciondlis szdm, Xy = 2Z + £Z, X1 = Xo + 1,
és X = Xop U X;y. Igazoljuk, hogy Xo és X siirt részcsoportjai R-nek. Legyen A olyan
halmaz, amely minden X szerinti mellékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz, és
legyen N = A 4+ Xy. Bizonyitsuk be, hogy N — N nem tartalmaz X;-beli pontot, X;
stiri R-ben, R\ N = N + 1 és N nem tartalmaz pozitiv mértékii Lebesgue-mérhet6
részhalmazt.

2.1.22. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy minden A C R halmaz, amelynek pozitiv
a Lebesgue kiilsé mértéke, tartalmaz olyan B halmazt, amelyre sem B, sem A\ B nem
tartalmaz pozitiv mértékii Lebesgue-mérhet6 részhalmazt.

2.1.23. Feladat [10]. Legyen A zért, sehol sem siiri részhalmaza [0, 1]-nek, és
f(@) = A([0,2] \ 4)/A([0,1]\ A), ha z € [0,1]. Igazoljuk, hogy f a [0,1] intervallumot
onmagara képezi le, szigorian monoton nodvekedd, folytonos, az inverze is folytonos,
A(f(A)) = 0, valamint ha B C A nem Lebesgue-mérhetd, akkor f(B) Lebesgue-mérhetd,
de nem Borel-halmaz.

2.1.24. Feladat [15]. Adjunk meg olyan részhalmazat [0, 1]-nek, amelynek Lebes-
gue kiils6 mértéke 1, de a racionalis szamok feletti linearis burka nem tartalmaz pozitiv
mértékii Lebesgue-mérhetd halmazt.
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2.2. Lebesgue—Stieltjes-mértékek a szamegyenesen

Ebben a pontban a Lebesgue-mérték altaldnositdsaként bevezetjiik az ugynevezett
Lebesgue—Stieltjes-mértékeket. Ezek a mértékek fontos szerepet jatszanak a valdszinii-
ségszdmitasban.

2.2.1. Definicié. Legyen g : R — R egy monoton novekedd fiiggvény. Tekintsiik
azon (nyilt, zart vagy félig nyilt) intervallumok osztalyat, amelyeknek az a,b végpont-
jal g-nek folytonossagi pontjai, és legyen v, az a halmazfiiggvény, amely egy ilyen in-
tervallumhoz a g(b) — g(a) szdmot rendeli. Legyen A\, a v,-hez tartozé kiilsé mérték
R-en, £, pedig a Ag-mérhetd halmazok osztalya. A A, halmazfiiggvényt a g-hez tartozé
Lebesgue-Stieltjes kiils6 mértéknek nevezziik, A\, megszoritasat L, -re pedig a g-hez tar-
tozé Lebesgue—Stieltjes-mértéknek, és (nem teljesen korrekt médon) ezt is Ag-vel jeloljiik.

Megjegyezziik, hogy a Lebesgue-mérték specidlis esete a Lebesgue-Stieltjes-mérték-
nek: akkor kapjuk, ha g(z) =  minden = € R-re.

2.2.2. Tétel. Ha a,b € R, akkor az (a,b), [a,b), (a,b] és [a,b] intervallumok
Ag-mérhetdek, és

Ag(a,b) =g(b—) — g(a+),
Ag(a,b] =g(b+) — g(a+),
Agla, b) =g(b—) — g(a—),

Agla, b] =g(b+) — g(a—).

Bizonyitds. Az, hogy v, premérték R-en, hasonléan lathaté be, mint a Lebesgue-
mérték esetében. Ebbol kovetkeznek a fenti egyenléségek arra az esetre, ha a és b a g-nek
folytonossagi pontjai. Most legyen a és b tetszéleges, és legyenek a,, | a, b, 1T b olyan
sorozatok, amelyekre a,, és b, a g-nek folytonossigi pontjai. Ekkor

A(0.5) = Ay (U1 (@, b)) = lim Ag(an.by) = lim (g(bs) — g(an)) = g(b=) — gla).
amivel belattuk az els6 Osszefiiggést. A t6bbi Osszefiiggés hasonldéan bizonyithatd.
2.2.3. Tétel. A )\, mérték Radon-mérték R-en, és minden A részhalmazara R-nek
Ag(A) =inf{A\g(V): ACV,V nyilt}.
Bizonyitas. Hasonléan végezhetd, mint a Lebesgue-mérték esetében.

* 2.2.4. Definicié. Egy g : R — C fiiggvényt normalizdltnak neveziink, ha balrdl
folytonos és lim,_, _, g(x) = 0.
Ha f : R — C egy fiiggvény, f(x—) létezik minden = € R pontban, és ¢ € C, akkor a

gx) = f(z—=)4+¢, ha z€eR

fiiggvény balrdl folytonos. Valéban, ha x € R és € > 0, akkor van olyan y < x, hogy
‘f(t) ff(x7)| <eg, hat e (y,x). Mivel f(t—) az f(s), y < s < t szAmok torl6dési pontja,

[F(t=) = fla=)| = |g(t) — g(a)] <.
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Ha még lim,_,_ f(x) € C is 1étezik, akkor ¢ = — lim,_, _, f(z) vélasztdssal g normali-
zalt fiiggvény. Valéban, ha x,, — —o0 és y,-et gy valasztjuk, hogy x,, — 1/n < y, < x,
és | f(zn—) — f(yn)| < 1/n teljesiiljon, akkor y,, — —00 és g(zn) — ¢ — f(yn) — 0, amibél
g(xn) — c+lim, o f(x) =0. Ezt a g fliggvényt az f normalizaltjanak nevezziik.

* 2.2.5. Tétel. Legyen u egy véges teljes Radon-mérték R-en és legyen g(x) =
wu(—o0,x). Ekkor
(1) g monoton niévekedd normalizalt fiiggvény;
(2) ¢ pontosan akkor folytonos egy « € R pontban, ha p{z} = 0;
(3) Ag =p.
Megforditva, legyen f egy monoton névekedd korlatos fiiggvény és legyen g az f norma-
lizaltja. Ekkor
(4) Ar=2Ag;
(5) g(x) = Ag(—00,z).

Bizonyitds. (1) és (2) a mérték monotonitdsdbol és folytonossdgabdl kovetkezik.

Mivel plz,y) = g(y) — g(z), a u és a Ay mértékek egybeesnek a balrdl zart, jobbrdl nyilt
intervallumokon. Ha x < =, <y, =, | x, akkor

ple,y) = lim plrn,y) = lm Aglea,y) = Ay (2, y),

igy p és Ay egybeesnek a nyilt intervallumokon. A nyilt halmazok struktiratétele szerint
i és Ay egybeesnek R nyilt részhalmazain. Mivel mindketté Radon-mérték, ugyanez
teljesiil minden Borel-halmazra. Ha az A halmaz pu-mérhetd, akkor léteznek olyan B és
C Borel-halmazok, hogy C C A C B és u(B\C) = 0. A )\, teljessége miatt A\C C B\C
is Ag-mérhetd, igy A is Ag-mérhetd és
Ag(A) = Ag(C) + Ag(A\ C) = Ag(C) = u(C) = p(C) + p(A\ C) = p(A).
Hasonl6an adédik, hogy ha az A halmaz A,-mérhetd, akkor y-mérhetd is és pu(A) = Ag(A4).
A megforditdshoz, mivel f monoton, minden pontban létezik a bal oldali hatérér-

téke, igy f korlatossiga miatt g értelmezve van és monoton novekedd. A 2.2.1. definicié
szerint f-hez tartozé vy és g-hez tartozd v, premértékek megegyeznek, igy Ay = Ag.
Felhasznélva, hogy lim,_, . g(x) = 0 és g balrdl folytonos, 2.2.2.-bél és a mérték foly-
tonossagabdl kapjuk (5)-6t.

* 2.2.6. Megjegyzés. Az elézd tétel kiterjeszthetd arra az esetre is, amikor y nem
véges teljes Radon-mérték. Ekkor g-t a kovetkez6képpen definidlhatjuk:

u[0,z),  haxz >0,
g(z) =
—u[z,0), haz<O0.
A lim, o g(x) = 0 feltétel helyett g(0) = 0 fog teljesiilni, az f korldtossdga nem
sziikséges, és (5)-ben
( )_{ Af[0,z), hazxz >0,
| =Mf[2,0), haz <0,
egyébként a tétel és bizonyitdsa érvényben marad. A valészinliségszamitiasban és mas
alkalmazasokban 2.2.5. eredeti alakjat szokas hasznalni.
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— 2.2.7. Feladat [7]. Hatdrozzuk meg a Ao Lebesgue-Stieltjes-mértéket és a mérhetd
halmazokat, ha © a Heaviside-fiiggvény: ©(z) nulla, ha « < 0 és egy, ha > 0. (A Jo
mérték a Dirac-mérték.)

2.2.8. Feladat [9]. Legyen z,, a raciondlis szdmok egy sorozatba rendezése, és le-
gyeng(z) =3, _,1/2" hax € R. Mutassuk meg, hogy g szigorian monoton novekeds,
balrdl folytonos, minden irracionélis pontban folytonos és egyetlen racionélis pontban sem
folytonos. Hatdrozzuk meg a A, Lebesgue-Stieltjes-mértéket és a mérheté halmazokat.

2.2.9. Feladat [8]. Legyen g : R — R egy monoton novekedd fiiggvény, A, a
hozz4 tartozé Lebesgue—Stieltjes-mérték. Igazoljuk, hogy A\,{z} = 0 pontosan akkor, ha
g folytonos az x pontban. Bizonyitsuk be, hogy van olyan siirli Gs-halmaz, amelynek
Ag-mértéke nulla.

2.3. Lebesgue—Stieltjes-mértékek az euklideszi téren

* 2.3.1. Motivdcié. A valdszinliségszémitasban fontos szerepet jatszik a kovetkezd

probléma: Minden = = (z1,...,2,) € R"-re ismerjiik annak g(x) valészinliségét, hogy
egy adott valdszintségi valtozé értéke az
(1) {yy: (yla"' ayn) ERna Yi < Ty, hai:laQa"' ,TL}

halmazba esik. Meghatdrozand6 annak valésziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozd egy
adott Borel-halmazba esik.

Ez a probléma gy foghaté fel, hogy adott egy halmazfiiggvény az (1) alakd halma-
zokon, és ez kiterjesztend6 a Borel-halmazokon is értelmezett mértékké. Adott a,b € R™,

a=(ar,...,an), b= (b1,...,by) esetén frjuk azt, hogy a < b,haa; <b; (1 =1,2,...,n)
és frjuk azt, hogy a < b, ha a; <b; (i =1,2,...,n). Vezessiik be az
(2) [a,b) = {x::z:z (X1, yxn) ER a; <y < by, i=1,2,... ,n}

jelolést, és az analdg (a,b), (a,b], [a,b] jeloléseket, ha a,b € R™, a < b. Ezeket a halma-
zokat n-dimenzids intervallumoknak nevezziik. Legyen z € R™ és

k
(3) AEa:7bk)g($) = g(xla s axk—labka Th41y--- ,(En)
—g(®1, . Tty Ay T s -+ > T ),
ha ap < by valés szamok. Ez a k-adik valtozétél mar nem fiiggd érték nyilvan annak
valdszintiségét jelenti, hogy az adott valdszintiségi valtozo az

{yiy=W1 - yn) ER™, y1 <1, yk—1 < Tp—1,0k < Yk < by oo s Yn < Tn }

halmazba esik. Hasonléan, annak valdszintiségét, hogy az adott valdszinliségi valtozd az
n-dimenzids [a,b) balrdl zart intervallumba essen, az z-t6l mar nem fiiggd
1 2 n
Afaz,ln) Ea;,bg) T A[(u,:,,bn)g
érték adja. Az m-dimenzids balrdl zart intervallumok osztalyardl aztin az igy kapott
premértéket a szokdsos mddon terjeszthetjiik ki egy o-algebrara. Ezzel foglalkozunk a
kovetkez6 definiciéban és tételben.
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* 2.3.2. Definicié. Legyen g : R™ — R egy fiiggvény. A 2.3.1. pont jeloléseivel
tegyiik fel, hogy

(1) g minden véltozéjaban balrdl folytonos;
(2) minden a,b € R, a = (a1,...,an), b= (b1,...,by), a < b esetén

veab) =AY, AR

(n)
[al,bl) [az bz A b )g

nemnegativ.

A v -hez tartoz6 kiilsé mértéket A\j-vel, a A7-mérhetd halmazok osztalydt L] -vel jeloljiik.
A A} kiilsé mértéket a g-hez tartozé n-dimenzids Lebesgue-Stieltjes kiils6 mértéknek
nevezziik, megszoritasat L£y-re pedig a g-hez tartozd Lebesgue-Stieltjes-mértéknek, és
(nem teljesen korrekt mdédon) ezt is Ay-vel jeloljiik.

* 2.8.3. Tétel. Az el6z6 definicié jelsléseivel, minden a,b € R™, a < b esetén az

[a,b) intervallum A} -mérhetd és

n (1) (2) (n)
Ay [a,b) = A[al bl)A[GZ ba) A[an by 9

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy v premérték. Ha a,b € R", a < b és
aq S C1 S bl, akkor

(1) (2) (n) (1) (2) (n)
Aoy o) Dazbe)  Aan )9 = Alarien)Plaso) Alanbn) I
(1) (2) (n)
+A[C1 1)A[a27b2) : "A[an,bn)g'

Ugyanez az Osszefiiggés igaz akkor is, ha az [a,b) intervallumot barmely masik [ay, by)
oldalanak két részre bontasaval osztjuk két intervallumra. Ebbdl indukcidval kovetkezik,
hogy a v} fiiggvény additiv az [a,b) barmely olyan véges sok diszjunkt, balrdl zart in-
tervallumra val6 felbontasara, amely ugy all el6, hogy az oldalakat véges sok balrdl zart
intervallumra bontjuk.

Legyen I és J két tetszOleges n-dimenzids balrol zart intervallum. Ekkor K1 = INnJ
is n-dimenzids balrdl zart intervallum, I \ J pedig eléallithaté véges sok n-dimenzids
K>, Ks, ..., K, balrdl zart intervallum diszjunkt uniéjaként: ezeket gy kapjuk, hogy I
oldalait legfeljebb harom részre vigjuk. Igy

le IﬂJ) ZV;(Ki)

> X;(Im J) + A5 (I J).

Ebb6l kovetkezik, hogy az n-dimenzids balrdl zart intervallumok A7-mérhetdek.
Megmutatjuk, hogy a v halmazfiiggvény o-szubadditiv. Tegyiik fel, hogy I =

[a,b) és I, = [ag,br), k € K C N egy n-dimenzids balrdl zart intervallumokbdl 4ll6

megszamlalhato rendszer, tovabba I C Ugex Ix- Legyen € > 0 és n € R™ olyan vektor,
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amelynek minden koordinataja pozitiv. Mivel g minden valtozéjaban balrdl folytonos,
minden k € K-ra taldlhaté olyan n, € R™ vektor, amelynek minden koordinataja pozitiv

és amelyre
€

2_k,‘ .
Az (ay, — ng, br) nyilt intervallumok lefedik az [a, b — ] kompakt intervallumot, igy kiva-
laszthaté egy K* C K véges halmaz, amelyre

vglak — nk, br) < vylag, be) +

[a,b=m) < | lar — . be)-

keK~

Tekintsiik az

[a,b—n) ﬂ([ak =1y b1) \ (Uj<ngerclaj — nj, bj))),

k € K* diszjunkt halmazokat. Ezek mindegyike el6all véges sok diszjunkt Iy ;, j =
1,2,... ,my balrdl zart intervallum egyesitéseként. Igy

[a,b—n) U Ul;w,

kEK* j=1
és
“la,b—1) ZZV (Ieg) < D vilaw —meobi) < Y v () + 2.
keEK* j=1 kEK* keK
Ebbél n; 1 0,2 =1,2,...,n hatdrdtmenettel

vy (I) < Z vy (Ix) + 2e,

keK

amibdl a v halmazfiiggvény o-szubadditivitdsat kapjuk.

2.3.4. Megjegyzés. Az n-dimenzids Lebesgue—Stieltjes-mértékek specidlis esete-
ként megkaphat6 az n-dimenziés Lebesgue-mérték is, ha g(x) = xjzo---x,. Mi az
n-dimenziés Lebesgue-mértéket masként, a mértékterek szorzatandl fogjuk definidlni.

2.3.5. Tétel. A )\Z mérték Radon-mérték R™-en és minden A C R"-re
Ap(A) =inf{A}(V): ACV, V nyilt}.

Bizonyitas. Hasonléan végezhetd, mint a szamegyenesen a Lebesgue-mérték ese-
tében.

* 2.3.6. Tétel. Legyen u véges, teljes Radon-mérték R™-en és x € R™-re

g(:c):,u{nyR”, y’b<x1:l:1725 5”}
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Ekkor

(1) g minden véltozdjaban monoton névekeds és balrdl folytonos;
(2) ha (y1,y2,---,yn) ER™ ési=1,2,... ,n, akkor

lim g(yla:gQa ey Yi1, T Yk, - ayn) = 07
——00

(3) ha[a,b) egy balrdl zart intervallum R™-ben, akkor

A A®) A

farb0) Das bo) + Blan b9 = 05

(4) Ay = p.
Megforditva, ha g egy, az (1)—(3) feltételeknek eleget tevs fiiggvény, akkor

(5) g(x)zAZ{y:yeR”,yi<xi,i=1,2,...,n}.

c sz

kovetkeznek. Mivel az [a, b) intervallum A7-mértéke és p-mértéke is

1 2 n
A[(ai,bl) [(ai,bg) T [(a:,bn)g’
p és Ay egybeesnek az n-dimenzids balrdl zért intervallumokon. Legyen V' C R™ egy
nyilt halmaz, és V; az 6sszes olyan V-beli n-dimenzids balrdl zart intervallumok diszjunkt
megszamldlhaté uniéja, amelyek minden csticspontjanak minden koordindtaja k/2° ala-
ki, ahol k egész szam, és amelyeknek minden oldala 1/2% hossziisagt. Nyilvdn u(V;) =
AM(Vi),VicVaCVaC...,Ux,V; =V ésigy

p(V) = lim p(Vi) = lim Ag(V;) = Ag(V),

azaz p és A\ megegyeznek a nyilt halmazokon. Innen, hasonléan, mint az egydimenzids
esetben, kapjuk, hogy
= Ay

(5) bizonyitasdhoz legyen x,z € R™, z < z. A mérték folytonossiga miatt indukciéval
kapjuk, hogy az {y ryeRM y; <z, 1=1,2,... ,n} halmaz A7-mértéke

(6) lim  lm ... lim A" A® A

im0 zapmbo oo T lEnen) Sleee) Sl an) -

Vegyiik észre, hogy
M () (n)
Alera) Plesas)  Alznwnd
+g(ur,us,...,uy,) alaki tagok dsszege, ahol minden u; vagy x;-vel, vagy z;-vel egyezik
meg. Ezt felhasznélva, g-nek az (1)-ben szereplé hatarérték-tulajdonsiga miatt (6)-ban
az Osszes tag nulldhoz tart, kivéve g(z1, za, ... ,,)-et, amibél kapjuk az allitast.

* 2.3.7. Megjegyzés. A tétel, hasonldan az egydimenzids esethez, kiterjesztheté nem
véges teljes Radon-mértékekre is.
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2.4. A Hausdorfl-mérték

Az aldbbiakban megkonstruilandé mérték rendkiviil nagy geometriai jelentGséggel
bir.

2.4.1. Definicié. Legyen m > 0 egy rogzitett valds szam és legyen

__rasz-
R (ETP)

(Itt T a gammafiiggvény, azaz I'(z) = [ t*~'e~'dt, ha z > 0.) Nyilvan a(m) > 0.
Kés6bb meg fogjuk mutatni, hogy ha m pozitiv egész szam, akkor a(m) az m-dimenzids
egységgbmb Lebesgue-mértéke. Legyen X egy metrikus tér, és X minden nem iires A
részhalmazara legyen

V™ (A) = %(diam(fl))m,

ahol 0° = 1. Jelslje § > 0 esetén v a v™ lesziikitését a §-ndl nem nagyobb &tmérdji
halmazokra, x§* pedig a v§’-hez tartozé kiilsé mértéket. Nyilvin xj*(A4) > x7'(A), ha
0 < <o <oo. Végiil legyen

X"(A) = sup xg'(A).
>0

atmérdji m-dimenzids gomb térfogataval egyezik meg, minden pozitiv egész szamra. Ez a
konstans azért sziikséges, mert a ,,legtakarékosabb” lefedés éppen gombokbdl készithetd.

2.4.2. Tétel. Az el6zb definicié jelbléseivel x™ kiilsé mérték X -en.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy I megszamlalhatd, B, B;, i € I részhalmazai X-nek,
és B C UjcrB;. Ekkor minden ¢ > 0-ra

X5'(B) <) x5 (Bi)-
il
A jobb oldalon § > 0-ra tagonként szuprémumot véve,
W(B) < 3 x™(B.),
iel
amibdl a bal oldalon is szuprémumot véve, kapjuk az allitast.

2.4.3. Definicid. Az el6z6 tétel jeloléseivel a x"*-mérhetd halmazok osztalydt H™-
mel jeloljiik, x™-et pedig m-dimenziés Hausdorff kiilsé mértéknek nevezziik, x™ meg-
szoritasat H™-re m-dimenziés Hausdorff-mértéknek nevezziik, és (nem teljesen korrekt
médon) ezt is x™-mel jelsljiik.
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2.4.4. Megjegyzések. (1) A x° mérték a szdmlalé mérték, azaz x°(A) az A ele-
meinek szidma, ha A véges és oo, ha A nem véges.

(2) Ha 0 < m < n < oo és x"™(A) < o0, akkor x"(A) = 0. Ennek bizonyitdsdhoz
vegyiik észre, hogy ha diam(A) < 4, akkor

T(1 + m/2)T(1/2)»—"™
T(1+n/2)2n—m

V(A) < §m M V™ A),

igy egy lefedésre Gsszegezve, § | 0 hatdratmenettel kapjuk az allitast.

(3) Ha A C R, akkor A\(4) = x!(A). Valéban, definicié szerint A(4) < x3(A4), ha0 <
§ < 0o. Mivel A minden megszamlalhaté sok intervallumbdl 4116 lefedése helyettesithetd
egy olyan, 6-nal révidebb intervallumokbdl all6 lefedéssel, amelynek 6sszhossza ugyanaz,
Xi(A) < A(A), amibél x'(A) = A(A).

Mint a kés6bbiekben majd megmutatjuk, ha 0 < m < n, akkor R"-ben x™ a termé-
szetes m-dimenziés mérték. Igy R3-ban y° a pontok széma, x! az fvhossz, y? a felszin,
x> pedig a térfogat. Ez adja a Hausdorff-mérték 6ridsi geometriai jelentéségét.

2.4.5. Tétel. A 2.4.1. definicié jeloléseivel X Borel-halmazai x™-mérhetSek.
* Bizonyitds. Legyen B és C két nem iires részhalmaza X-nek, amelyek tavolsiga
pozitiv, és legyen ¢ kisebb, mint a tavolsdguk. Ekkor
(1) X5 (BUC) = x5 (B) + x5'(C),

mivel BU C barmely A;, i € I megszamlalhaté lefedésére nem iires, 6-nal nem nagyobb
atmér6ji halmazokkal
{AiCiEI, AZQB#Q},

illetve
{A;:iel, AinC # 0}
diszjunkt megszamlilhaté halmazrendszerek, amelyek lefedik B-t, illetve C-t. ElGszor
(1) bal, majd jobb oldalédn véve szuprémumot, kapjuk, hogy
X" (BUC) > x™(B) +x™(C).

Ez 1.3.2. szerint azt jelenti, hogy minden Borel-halmaz x"*-mérhet6.

* 2.4.6. Tétel. A 2.4.1. definicid jeloléseivel minden m > 0-hoz és A C X-hez van
olyan G D A halmaz, amely Gs-halmaz, és amelyre

Bizonyitds. Ha x™(A4) = oo, legyen G = X. FEgyébként legyen k,1 € NT, és
valasszunk olyan A C U;er A; megszamlalhato lefedést, amelyre

STV A S A (A) +

el
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és

diam(A4;) < -, ha i€l

| =

Fedjiik le az A;-ket olyan V; nyilt halmazokkal, hogy atméréik csak annyira novekedjenek,
hogy

m m 2
SOV V) < Xf(A) + 5
icl
és 5
diam(V;) < o ha iel

teljesiiljon. Ebbdl, a V; halmazok egyesitését Vj, ;-lel jelolve, Vi ; D A és

2 2
X8 (Vit) < XT(A) + T < X™(A) + 7.
Innen a G = N2, N2, Vi, halmaz Gs-halmaz, A C G és

2
Xz/k(G) < X™(A) + 7,

igy k,1 — oo hatdardtmenettel x™(G) = x™(A).

* 2.4.7. Lemma. Legyenek X és Y metrikus terek, A C X, g : A — Y egy
Lipschitz-fiiggvény, m > 0. Ekkor

X" (9(A)) < (Lipg)"x™(A).

Bizonyitds. A Lip(g) = 0 eset trividlis. Egyébként 2.4.1. jeloléseivel legyen o =
Lipg,e > 0,6 >0, és A;, i € I egy megszamlédlhaté sok §/a-ndl nem nagyobb &dtmérdjii
X-beli halmazokbdl all6 lefedése A-nak, amelyre

D ValA) € XFa(A) + e < XT(A) +e.
il
Ekkor diam(g(A;)) < adiam(4;) < 4, {gy
X3 (9(A) < Y vt (9(A)) <D™y (Ai) < a™ (X™(A) +¢)).
iel i€l
EI6bb § > 0-ra szuprémumot, majd ¢ | 0 hatdrértéket véve,

X" (9(A)) < a™x™(A).

2.4.8. Ko6vetkezmény. Ha A és B (esetleg kiilonbéz8 metrikus terekben 16v6)
izometrikus halmazok, akkor x™(A) = x™(B) minden m > 0-ra.

* Bizonyitds. Ha g izometria, akkor Lip(g) = Lip(g~!) = 1.
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2.4.9. Definicié. A Hausdorff-mérték felhasznilhaté arra is, hogy az X metrikus
tér egy A részhalmazanak a Hausdorff-dimenziéjit definidljuk. Legyen

dim(A) = sup{m :m > 0,x™(A) > 0}.

Megjegyezziik, hogy a dimenzié nem csak egész lehet, a tortdimenziés halmazok a
fraktalok.

2.4.10. Feladat [6]. Az el6z6 definicid jeloléseivel, mutassuk meg, hogy ha A nem
iires, akkor dim(A) = inf{m > 0 : x™(A) = 0}, és ha A nem véges, akkor dim(A) =
sup{m >0: x™(A) = oo}.

2.4.11. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy ha X és Y metrikus terek, f : X — Y Hélder-

folytonos C' Hélder-konstanssal és 0 < o < 1 kitevével, azaz minden z,y € X esetén
dy (f(x),f(y)) < Cdx(z,y)*, tovdbbd A C X és m > 0, akkor

D(1/2)m0=ID(1 + ma/2)
2m(1=a)(1 4 m/2)

X"(f(4)) <C X" (A).

2.4.12. Feladat [7]. Adjunk meg [0, 1]-ben olyan kontinuum szdmossdgi halmazt,
amelynek Hausdorff-dimenzidja 0.

* 2.4.13. Feladat [14]. Bizonyitsuk be, hogy a Cantor-halmaz Hausdorff-dimenziéja
In2/1n3. (Lasd Laczkovich [26], 100. o.)

* 2.4.14. Feladat [15]. Legyen X teljes metrikus tér, az f;: X — X,i=1,2,... s
leképezések pedig kontrakcidk. Igazoljuk, hogy ekkor egyetlen olyan K nem iires kompakt
halmaz létezik, amelyre K = UZ_, f;(K).

* 2.4.15. Feladat [9]. Az eldz6 feladat jeloléseivel, mutassuk meg, hogy ha valamely
m € Rre 3°;_, (Lip(f;))™ = 1, akkor x™(K) < oo.

* 2.4.16. Feladat [14]. Az el6z6 feladat jeloléseivel, bizonyitsuk be, hogy ha az f;
fiiggvények hasonlésiagok, és az f;(K) halmazok diszjunktak, akkor x"(K) > 0. (Lasd
Laczkovich [26], 107. o.)

* 2.4.17. Feladat [14]. Az el6z6 feladat jeloléseivel, igazoljuk, hogy ha X = R", és
nem tudjuk, hogy az f;(K) halmazok diszjunktak, csak azt, hogy van olyan G nem iires
korlatos nyilt halmaz, amelyre az f;(G) halmazok diszjunkt részhalmazai G-nek, akkor
is x™(K) > 0. (Lasd Laczkovich [26], 109. o.)

2.4.18. Feladat: Sierpinski-szényeg [6]. Az el6z6 feladatok segitségével sok hal-
maz Hausdorff-dimenzidja konnyen meghatarozhatd. Hatarozzuk meg az aldbbi leképezé-
sekhez tartozé kompakt halmaz Hausdorff-dimenzidjat: f; ;(x,y) = (#/3+1i/3,y/3+j/3),
i,7 € {0,1,2}, de nem mindkett§ 2.
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2.5. A Haar-mérték létezése

Az aldbbiakban megkonstrudlandé mérték alapvets fontossdgu a topologikus cso-
portok elméletében.

* 2.5.1. Definicié. Legyen G egy csoport, A a G részhalmazainak egy o-algebréja,
p pedig egy mérték az A-beli halmazokon. Azt mondjuk, hogy u bal [jobb] invaridns
mérték, ha minden z € G és A € A esetén A € A [Az € A] és p(zA) = u(A)
[u(Az) = p(A)]. Ha G Hausdorfl-csoport, akkor egy bal [jobb] Haar-mérték alatt egy
olyan bal [jobb] invaridns Radon-mértéket értiink, amely megegyezik sajat természetes
kiterjesztésével, és amelyre minden nem iires nyilt halmaz mértéke pozitiv.

* 2.5.2. Tétel: Haar-mérték létezése. Minden lokdlisan kompakt Hausdorfl-
csoporton létezik bal [jobb] Haar-mérték.

Bizonyitas. Csak a bal Haar-mérték konstrukciéjaval foglalkozunk, a jobb Haar-
mérték konstrukciéja analég. Legyen G a topologikus csoport. Ha A, B C G, akkor
legyen

A: B =inf{n :1éteznek z; € G elemek, hogy A C Ul_,z;B}.

Rogzitsiink egy Cp nem iires belseji kompakt halmazt, és minden C kompakt halmazra
és nem iires belsejii U halmazra képezziik a

_C:U

- CO U

pu (C)

Haar-féle hanyadosokat. A szamlalé durvin méri, hogy C hanyszor nagyobb, mint U,
a Cy : U-val valé osztas pedig kikiiszoboli az U ,alakjabdl” ereddé hibat, Cy-hoz mint
»egységhez” torténd viszonyitassal. A puy halmazfiiggvény nemnegativ valds értékii, vé-
gesen szubaddit{v (azaz ha C' C UJ_, Cy, akkor uy(C) < 34—, uw(Ck)), bal invaridns,
pu(Co) = 1 minden U-ra, tovabbé uy ,majdnem additiv’: ha (CrU ) N (CoU L) =0,
akkor nincs olyan z € G, amelyre C; N (2U) és C2 N (zU) egyike sem iires, igy

pu(C1 U Cs) = pu(Cr) + pu(Cs).

AC:U<(C:Ch)(Ch : U) becsléshol 14tszik, hogy 0 < upy(C) < C : Cp < oo minden
U-ra. A csoport egységelemére Osszehiizva U-t hatarértéket akarunk képezni, és ehhez
Tyihonov tételét (a 11.2.12. tételt) hasznéljuk fel. Ha U az egységelem egy kornyezete,
tekintsiik a [[,[0,C : Cp] szorzattérben (a [0,C : Cp] zért intervallumok szorzata G
osszes C' kompakt részhalmazéra veendd) az

MU)={py:0#V CU,V nyilt}
halmazt. Az M(U) halmazok centralt rendszert alkotnak, igy lezartjaik metszete nem

iires. Legyen o ennek egy eleme. Ekkor 1o egy olyan fiiggvény a kompakt halmazokon,
amelyre 0 < uo(C) < C : Cp < oco. Megmutatjuk, hogy o additiv. Ha C; és C5 diszjunkt
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kompakt halmazok, akkor 11.2.19. szerint van olyan U kornyezete az egységelemnek, hogy
C,U'NCyU~!' = (. EbbSl minden # V C U nyilt halmazra

v (C1 U Cs) = pv (C1) + pyv (Ca).

A szorzattér azon ¢ elemeii, amelyekre (C1 U Cs) = ¢(C1) + ¢(Cs), egy zart halmazt
alkotnak, és ennek része M (U), tehat a lezdrtja is, amibdl po ennek a halmaznak eleme.
Hasonléan adédik, hogy o szubadditiv, bal invarians, és po(Cp) = 1.
Legyen
w(U) = sup{po(C) : C kompakt, C C U},

ha U nyilt halmaz. Nyilvan p bal invaridns. Megmutatjuk, hogy a 1 nemnegativ bévitett
valds értékii halmazfiiggvény o-szubadditiv. Ha U; és Us nyilt halmazok, és C' C U C
U, U Uy kompakt halmaz, akkor C \ U; és C \ Us diszjunkt kompakt halmazok, igy
léteznek Vi és Vs diszjunkt, nyilt halmazok, amelyekre C\ Uy C Vi és C' \ Us C Va.
Legyen o ZC\‘/l c Uy és Cy :O\‘/Q C Us. Ekkor C' = C; U (s,

10(C) < po(Cr) + po(Ca) < p(Un) + u(Uz),

és a bal oldalon szuprémumot véve, u(U) < pu(Ui) + p(Uz) adédik. Innen teljes induk-
ciéval kapjuk a véges szubadditivitast. Ha C' C U C U;U;, akkor mindig kivalaszthaté
egy véges részlefedése C-nek, igy a szubadditivitasbol po(C) < >, u(U;), amib6l szupré-
mumot véve adédik a o-szubadditivitds. Képezziik a p-hoz tartozé kiilsé mértéket. A p
halmazfiiggvény o-szubadditivitasa miatt ez kiterjesztése u-nek, jeldlje ezt is p. Nyilvan
u bal invarians, és

w(A) =inf{p(U) : AC U, U nyilt}
minden A C G-re. Megmutatjuk, hogy a nyilt halmazok mérhetdek. Azt kell beldtnunk,
hogy

u(T) = p(T'NA) + p(T\ A),

ha T, A nyilt halmazok és u(T) < co. Az A-t T N A-val helyettesitve, A C T feltehetd,
ekkor u(T N A) helyett u(A) frhatd, igy elég beldtnunk, hogy £ > 0 esetén

W\ A) < u(T) — pu(A) +e.
Vélasszunk egy C' C A kompakt halmazt, amelyre po(C) > p(A) —e. AV =T\ C
jeloléssel, T\ A C V miatt, elég beldtnunk, hogy

n(V) < p(T) — u(A) +&.
Ha ez nem teljesiilne, akkor létezne olyan D C V kompakt halmaz, amelyre puo(D) >
w(T) — u(A) + . De

10(C'U D) = po(C) + po(D) > p(T) = p(A) + po(C) + & > pu(T),

ami ellentmondas.

Nyilvan p(C°) < uo(C) < p(C). A bal oldali egyenlétlenséget felhasznalva, kapjuk,
hogy a kompakt halmazokon p véges, a jobb oldalit felhasznédlva pedig, hogy egy nyilt
halmaz mértéke a benne 1év6 kompaktak mértékeinek szuprémuma. Végiil, a Cy halmazra
alkalmazva az egyenldtlenséget, az adddik, hogy u(Cp) pozitiv. Ebb6l minden nyilt
halmaz mértéke pozitiv, mert véges sok eltoltja lefedi Cy-t.



3. MERHETO FUGGVENYEK

3.1. A mérheto fiiggvények fogalma

3.1.1. Majdnem mindeniitt. Legyen X egy halmaz. Ha P egy pontbeli tulajdon-
sdg (azaz P(x) igaz vagy hamis lehet: x — P(x) egy logikai fiiggvény), akkor hasznélni
fogjuk az

X (P)={z:2 € X, P(z) értelmezve van és igaz}

jelolést. Példaul, ha f és g valds értékii fiiggvények, akkor X (f > g) az
{z:zeX,zedmnf, z€dmng, f(z) > g(z)}

halmazt jelenti.

Ha (X, A, 1) egy mértéktér, akkor gyakran mondjuk, hogy egy P pontbeli tulajdon-
sag p-majdnem mindeniitt teljesiil az A C X halmazon. Ez azt jelenti, hogy A azon
pontjainak halmaza, ahol P nem igaz, vagy nincs értelmezve, azaz az A\ A(P) halmaz
p-mérhet6 és mértéke 0. Példaul f = g p-majdnem mindeniitt azt jelenti, hogy az

{z cx € X, x ¢ dmn f vagy x ¢ dmn g vagy f(z) ;ég(:c)}

halmaz p-mérhetd és mértéke nulla. Mint majd latni fogjuk, szdmos konvergenciatételnél
a nulla mértékii halmazok nem jatszanak szerepet, igy ,mindeniitt” helyett gyakran
,majdnem mindeniitt” irhato.

3.1.2. Lemma. Ha (X, A) mérhetd tér, Y halmaz, f pedig X egy mérhet§ rész-
halmazan értelmezett fiiggvény Y -beli értékekkel, akkor az

{E-ECY, f~Y(F) e A}
halmazrendszer Y részhalmazainak egy o-algebréja.
Bizonyitds. f~1(Y) = A jeloléssel A € A és az

fTHY\NE) = A\ fTH(E),
valamint az

R E) = (B
=1

Osszefiiggésbol kovetkezik az allités.
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3.1.3. Definicié. Tegyiik fel, hogy (X,.A) és (Y, B) mérhetd terek. Egy f € X —
Y, azaz X valamely részhalmazit Y-ba képezd f fiiggvényt (A, B)-mérhetének vagy
réviden mérhetének neveziink, ha f~'(B) € A minden B € B-re. Megjegyezziik, hogy
dmn f = f71(Y) € A.

A leggyakoribb eset az, amikor Y topologikus tér. Ilyenkor f-et A-mérhetének vagy
révidebben mérhetének nevezziik, ha f~!(B) € A minden B Borel-halmazira Y-nak.
Sokszor, ha (X, A, u) mértéktér, akkor A-mérhetd helyett p-mérhetét mondunk.

Ha X is topologikus tér, akkor f-et Borel-fiiggvénynek nevezziik, ha f~!(B) Borel-
halmaz X-ben minden B Borel-halmazara Y -nak.

Az el6z6 lemma mutatja, hogy Y Borel-halmazainak rendszere helyett méas halmaz-
rendszert is valaszthattunk volna, példaul az f fiiggvény pontosan akkor mérhetd, ha
f~1(B) € Aminden B C Y nyilt halmazra, és pontosan akkor Borel-fiiggvény, ha f~!(B)
Borel-halmaz X-ben minden B C Y nyilt halmazra. Specidlisan, X egy Borel-halmazan
értelmezett és ott folytonos fiiggvény Borel-fiiggvény.

A definiciét az motivalja, hogy a mértékelmélet eszkdzeivel egy fiiggvény akkor ke-
zelhetd, ha a képtér sok részhalmazira azon pontok halmaza, amelyek képe ebben az
adott halmazban van, kezelheté a mértékelmélet eszkozeivel. Példaul gyakran sziiksé-
giink lesz X(f < a) = f~'[—o0,a), X(f < a) = f~'[—o0,a] stb. tipusi, tgynevezett
,nivohalmazok” mérhetdségére.

Az aldbbi lemma lehet6vé teszi, hogy mérhetd fiiggvényekbél mérheté fiiggvényeket
rakjunk Ossze.

3.1.4. Lemma. Ha (X, A) mérhetd tér, Y topologikus tér, X az A; mérhetd
halmazok megszamlalhaté unidja, és minden i-re az f fiiggvény az A; halmazon egy
fi € X — Y mérheté fiiggvénnyel egyezik meg, akkor f mérhetd.

Bizonyitds. Nyilvén f~'(V) = U;(f~(V) N 4;), de fT' (V)N A; = f7H (V)N 4
mérhet6, ha V C Y nyilt.

3.1.5. Kovetkezmény. Ha egy teljes mértéktéren egy fiiggvény majdnem minde-
niitt egyenlé egy mérheté fiiggvénnyel, akkor mérheté.

3.1.6. Tétel. Legyen (X, A) mérheté tér, ésY topologikus tér. Legyen f € X —Y

egy fiiggvény.

(1) Ha az f fiiggvény A-mérhetd, Z topologikus tér és g € Y — Z Borel-fiiggvény, akkor
go f is A-mérhetd.

(2) HaY azYy,Ys,... megszdmlalhato bdzisu topologikus terek szorzata, akkor f pon-
tosan akkor A-mérhetd, ha az f(z) = (fi(z), f2(x),...) Osszefiiggéssel definidlt f;
koordinatafiiggvények A-mérhetSek minden i-re.

Bizonyitds. (1) igaz, mivel ha C Borel-halmaz Z-ben, akkor ¢g~!(C) Borel-halmaz
Y-ban, és igy (go f)""(C) = [~ (¢7'(O)) € A.
(2) egyik fele kovetkezik abbdl, hogy a

pi(y1,y2,...) =vyi, ha yey
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Osszefiiggéssel definialt projekcidk folytonosak, tehat Borel-fiiggvények, amibdl f; = p;o f
mérhetd. Masrészt, ha V; megszamlalhat6 bazisa Y;-nek (i = 1,2,...), akkor a

V={VixVax.. . xVyxY xYypox...:ineN, V;€V;,i=12,... ,n}

toek és V =V x Vo x ... x V, X Y41 X Vg0 X ... €V, akkor

IO =) N VR N0 £ (V) 0 (Ve 0

mérhetd, igy, lévén
{E:EcCY, f7Y(F) € A}

o-algebra, a V-beli halmazok megszamlalhat6 egyesitéseként el6allé nyilt halmazok f
altali teljes inverz képe is mérhetd, azaz f mérheto.

3.1.7. Tétel. Legyen (X,.A) mérhetS tér, f és g bdvitett valés értékii mérhetd
fiiggvények és ¢ € R. Ekkor a cf, |f|, 1/f, max{f, g}, f + g, fg fiiggvények mérhetSek.

Bizonyitas. Az elsd hdrom &llitas kovetkezik 3.1.6.(1)-bdl, hiszen az y — cy, y —
lyl, y — 1/y fiiggvények Borel-fiiggvények R-en. A max{f, g}, f + g és fg mérhetbsége
abbdl kovetkezik, hogy 3.1.6.(2) szerint az

T~ (f(:c),g(z)), ha z €dmnfNdmng

fiiggvény mérhetd, az (y1,y2) — max{yi, y2}, (Y1, ¥2) = y1 + y2, illetve (y1,42) = y1y2
fiiggvények pedig Borel-fiiggvények R x R-en, igy az z max{f(z), g(:c)}, x = flx)+
g(z) és az x — f(x)g(x) Osszetett fiiggvények is mérhetéek.

* 3.1.8. Tétel. Legyen (X, A) mérhets tér, Y szepardbilis normalt tér K felett, f
mérhetd fiiggvény K-beli értékekkel, g, h pedig mérhets fiiggvények Y -beli értékekkel.
Ekkor fg és g + h mérhetdek.

Bizonyitds. Az eléz6 tétel bizonyitdsa hasznalhato.
A kovetkezd tétel bévitett valos értékii fiiggvényekkel foglalkozik.

3.1.9. Tétel. Legyen (X, A) mérhets tér, és f az X egy mérhetd részhalmazdn
értelmezett, bévitett valds értékii fiiggvény, S pedig stirii részhalmaza R-nak. A kovetkezé
feltételek ekvivalensek:

(1) az f fiiggvény A-mérhetd;

(2) X(f>a) € Aminden a € S-re;

(3) X(f <a) € A minden a € S-re;

(4) X(f > a) € A minden a € S-re;

(5) X(f <a)€ A minden a € S-re.

Tovabba, ha a fenti feltételek fennallnak, akkor
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(6) X(f =a)€ A minden a € S-re.

Bizonyitas. El6szor is megjegyezziik, hogy ha A az f értelmezési tartoménya, ak-
kor X(f > a) = A\ X(f < a), illetve X(f < a) = A\ X(f > a) miatt (2) és (5)
ekvivalensek. Hasonléan (3) és (4) is ekvivalensek. Mivel X(f > a) = f~!((a,o0]) és
(a, 00] nyflt R-ban, (1)-b8l kovetkezik (2). Megforditva, ha (2) teljesiil, akkor a

B={E:fYE)ec A}

halmazrendszer R részhalmazainak olyan o-algebrija, amely az (a,00], a € S alaki
halmazokat tartalmazza. De ha a,an,b,b, € S, a < b és a,, 1 a, by T b, akkor (a,b] =
(@, 00]\ (b, 0], (a,b) = U2, (a,by] és [—00,a) = R\ N2, (an, 0], igy B minden [—o0, a),
(a, 0], (a,b), a,b € S intervallumot tartalmaz. Ha vélasztunk S-nek egy megszamléilhaté
stirli részhalmazat, és ezen intervallumok koziil csak azokat tekintjiik, amelyeknek a,b
végpontjai ebbe a megszamlalhaté halmazba esnek, megszamlalhaté bazisat kapjuk R
mérhetd. Hasonléan lathato be, hogy (1) és (3) ekvivalensek. Végiil X (f =a) = X(f >
a)NX(f <a).

Ha egy fiiggvény egy Radon-mértékkel ellitott teret képez le folytonosan egy ma-
azonnal lathatd, hogy a fiiggvény mérhetd. Trividlis ellenpélddk mutatjik, hogy a meg-

forditas nem igaz. A kovetkezo tétel azonban mégis azt mutatja, hogy a mérhet6ség nem
all nagyon messze a folytonossagtol.

3.1.10. Luzin-tétel. Legyen p Radon-mérték X-en, Y megszamlalhato bazisu
topologikus tér, A véges mértékii mérhetG részhalmaza X -nek, f pedig az A részhalmazon
értelmezett mérheté fiiggvény Y -beli értékekkel. Ekkor minden € > 0-hoz van olyan K
kompakt részhalmaza X -nek, hogy K C A, u(A\ K) < ¢ és f | K folytonos.

Bizonyitds. Oxtoby [34] konyvének bizonyitdsat hasznaljuk. Az approximdcids
tétel szerint van olyan C kompakt részhalmaza A-nak, hogy u(A\ C) < /2. Legyen
Vi, Vo, Vs, ... egy megszamlalhaté bazisa Y-nak. Mivel az f~!(V;) € A halmazok u-
mérhetoek, valaszthatunk olyan G; nyilt és K; kompakt halmazokat, amelyekre

g

K; C f—l(vz) Cc G; és /L(Gl\KZ) < 5it1

Legyen G = U2, (G; \ K;) és K = C'\ G. Nyilvdn K kompakt részhalmaza A-nak és

€ £ = €
HANK) < p(ANC) + p(C\ K) < 5+ u(G) < §+Zﬁ =e.
i=1
Jelolje g az f megszoritasat K-ra. Mivel
g (V) =f(Vi)nK =GiNK,

g folytonos K-n mint altéren.
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* 8.1.11. Kovetkezmény. Ha az el6z6 tételben Y = R és X lokdlisan kompakt,
akkor Tietze kiterjesztési tétele (11.3.15.) szerint f | K kiterjeszthets a folytonossdg
megtartasaval egy g kompakt tartéju, az egész X -en értelmezett fiiggvénnyé, és erre a

fiiggvényre nA(f # g) < e.

* 3.1.12. Tétel. Ha p Radon-mérték X-en, Y megszdmldlhaté bazisu topologikus
tér, f az X egy mérhets és o-véges A részhalmazan értelmezett mérheté fiiggvény Y -
beli értékekkel, akkor van olyan B C A Borel-halmaz, amelyre u(A\ B) = 0és f | B
Borel-fiiggvény.

Bizonyitds. Legyen A = U2, A, ahol u(4,) < oo, és vilasszunk minden n-re
olyan K, C A, kompakt halmazokat, amelyekre f | K, j folytonos és u(Ay, \ Kn ) <
1/k. Legyen B = U2, U2 | K, ;. Ekkor

1
(A \Uk 1Knk)<M(A \Knk)SE —0
és
w(A\ B) < Z (A \ U, Ky i) = 0.
Ha V nyilt részhalmaza Y-nak, akkor
1B (V)= =J U s,

Mivel f=' (V)N Kpx = (f | Knx) ' (V) nyilt a K, altérben, és {gy Borel-halmaz,
(f | B)~Y(V) is Borel-halmaz.

— 3.1.13. 3.1.13. Feladat [10]. Adjunk meg olyan f : [0,1] — R Lebesgue-mérhet6
fiiggvényt, amelynek semmilyen 1 mértékii A C [0, 1] halmazra vett megszoritdsa sem
folytonos.
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3.2. Mérheto fiiggvények sorozatai

3.2.1. Tétel. Ha (X, A) mérhets tér, Y metrikus tér, f,f, : X — Y, az f,
fiiggvények mérhetdek, és fn(x) — f(x) minden x € X-re, akkor f is mérhetd.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy ha V nyilt részhalmaza Y'-nak, akkor
= U N Ay disty, YA V) > 14}

Ebbd6l mar kovetkezik a bizonyitandé allitds, mivel y — dist(y, A) folytonos fiiggvény, igy
az {y : dist(y,Y \ V) > 1/j} halmazok nyiltak, amibdl a jobb oldalon mérhet8 halmaz
all.

Legyen z € f~1(V), azaz tegyiik fel, hogy f(z) € V. Mivel V nyilt, van olyan
j, hogy U(f(),2/j) C V. Mivel fi(z) — f(z), van olyan n, hogy k > n esetén
f(x) és fir(x) tavolsdga kisebb, mint 1/j. Ekkor dist(fy(z),Y \ V) > 1/j, amibdl «
eleme a jobb oldalnak. Megforditva, ha x eleme a jobb oldalnak, akkor van olyan j
és n, hogy k > n esetén dist(fk(z),Y \ V) > 1/j. Hatardtmenettel azt kapjuk, hogy
dist (f(x),Y \ V) > 1/4, amibél f(z) € V.

3.2.2. Tétel. Legyen (X, A) mérhets tér, és legyenek f, : X — R, n =1,2,...
mérhetd fiiggvények. Ekkor az alabbi dsszefiiggésekkel definialt fiiggvények mérhetéek:
(1) (sup,, fn)(z) =sup,, fu(z) = sup{fn(x) n=12... }, hax e X;

(2) (inf, fo)(z) = inf, fo(z) =inf{fu(z) :n=1,2,...}, haz € X;
(3) (limsup,,_,., fn)(z) = inf, sup;,, fr(x), ha v € X;
(4) (

4) (liminf, o fn)(z) = sup,, infr>, fr(z), hax € X.

Bizonyitds. (1) a minden a € R-re fennéllé
X (sup,, fn>a) = U X(fn > a)
n=1

osszefiiggésbol kovetkezik. (2) hasonléan mutathaté meg. (3) és (4) az (1)-bél és a (2)-bél
kovetkezik.

3.2.3. Kévetkezmény. Legyen (X, A,p) teljes mértéktér, f, f, : X — R, n =
1,2,... fiiggvények. Ha az f, fiiggvények mérhetéek, és az f,, fiiggvénysorozat majdnem
mindeniitt konvergal az f fiiggvényhez, akkor f is mérhetd.

Bizonyitds. Az f fiiggvény majdnem mindeniitt egyenlé a limsup,, . f, mérhetd
fiiggvénnyel.
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3.2.4. Mértékben valé konvergencia. A mérhetd fiiggvények korében a majd-
nem mindeniitti konvergencia mellett a mértékben valé konvergencia jatszik fontos sze-
repet. Példaul mindkét konvergencia igen fontos a valdsziniliségszamitasban.

Legyen (X, A, ) egy mértéktér, (Y,d) szeparébilis metrikus tér. Jelolje LY (u) az
X — Y-beli g-majdnem mindeniitt értelmezett mérhetd fiiggvények osztalyat. Ha f, g €
LY (1), akkor 3.1.6. szerint = — (f(x),g(z)) és igy x — d(f(x),g(x)) is mérhets. Ha
fyfn € L% (u), akkor azt mondjuk, hogy f, mértékben konvergdl f-hez, ha minden
o > 0-ra pX (d(fn, f) > o) = 0, han — cc.

* 3.2.5. Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy a mértékben valé konvergencia metriké-
bdl, pontosabban eltérésbol szarmaztathato. Legyen

do(f,q) = inf{g ce€R, uX(d(f,g9) >¢) < 5}.
Megmutatjuk, hogy

(1) pX (d(f.9) > do(f,9)) < do(f.9),

s s s

korlatjat. Legyen € = do(f,g) és vdlasszunk olyan ¢, | € sorozatot, amelyre
pX (d(f,9) > en) < en.

Az X (d(f,g) > €,) halmazsorozat monoton névekedd és egyesitése X (d(f,g) > ¢), igy
a mérték folytonossaga miatt

pX (d(f,9) > ) = lim pX(d(f,g) >en) < lim £, =,

ami a bizonyitandd allitas.
Megmutatjuk, hogy dp eltérés LY (u)-n. Nyilvanvalé, hogy nemnegativ és szimmet-
rikus. A hiromszog-egyenlétlenség a nyilvanvald

X(d(fa h) > do(fag) +d0(gah)) - X(d(fag) > dO(f;g)) UX(d(g’h) > dO(gah))

tartalmazdsbol és (1)-bol kiovetkezik. (1)-b6l az is kovetkezik, hogy do(f, g) = 0 pontosan
akkor teljesiil, ha f = g majdnem mindeniitt.

Végiil beldtjuk, hogy do(fn, f) — 0 ekvivalens a mértékben valé konvergencidval.
Valéban, ha f,, mértékben konvergal f-hez, akkor minden ¢ > 0-hoz van olyan N, hogy
ha n > N, akkor puX (d(fn, f) > 0) < 0, azaz do(fn, f) < 0. Megforditva, ha n > N
esetén do(fy, f) < min{e, o}, akkor (1) szerint

pX (d(fn, f) > 0) < pX (d(fn, f) > min{e,0}) < min{e, o} <e.

3.2.6. Jegorov tétele. Legyen (X, A, u) véges mértéktér, (Y, d) szepardbilis met-
rikus tér, f, fn, : X =Y (n =1,2,...) mérhetd fiiggvények. Ha az f, fiiggvénysorozat
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majdnem mindeniitt konvergdl f-hez, akkor minden § > 0-hoz van olyan A mérhetd rész-
halmaza X -nek, hogy u(X \ A) < ¢ és az A halmazon a konvergencia egyenletes, azaz
minden € > 0-hoz van olyan N € N, hogy han > N, akkor

d(fn(z), f(z)) <& minden z € A-ra.

Bizonyitas. Legyen

oo

Ai,j = U X(d(fnaf) > 1/i)’

n=j

ha i és j pozitiv egészek. Az A;; halmazok mérhetéek. Vegyiik észre, hogy barmely
rogzitett 7 esetén, ha egy « € X-re lim,,_,o fn(z) = f(x), akkor = ¢ A, ; valamely j-re,
gy o & N9, Ak, amibdl (N5, As i) = 0. Igy a mérték folytonossaga miatt minden i-re
p(A; ;) — 0, ha j — oo. Vélasszunk minden i-hez egy olyan j;-t, amelyre p(4; j,) < §/2°,
és alljon A az X 6sszes olyan pontjaibdl, amelyek nincsenek benne egyetlen A; ;,-ben sem.
Ekkor

WX\ A) = p(UE, Aiy,) <0

Hae > 0és 1/i < ¢, akkor barmely x € A-ra x ¢ A; ;, miatt

d(fu(z), f(z)) < % <e, ha n>j.

A kovetkezd két tételben a mértékben valé és a majdnem mindeniitti konvergencia
kapcsolatdval foglalkozunk.

3.2.7. Lebesgue tétele. Legyen (X, A, u) véges mértéktér, (Y,d) szepardbilis
metrikus tér, f, f,: X =Y (n=1,2,...) mérhetd fiiggvények. Ha az f, fiiggvénysoro-
zat majdnem mindeniitt konvergal f-hez, akkor f,, mértékben is konvergal f-hez.

Bizonyitds. Jegorov tétele szerint, minden €, 0 > 0-hoz van olyan N € N, hogy ha
n > N, akkor

uX(d(fn,f) > J) <e.
3.2.8. Riesz-féle kivdlasztasi tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér, (Y,d) szepard-
bilis metrikus tér, f, f, (n = 1,2,...) mérhetd fiiggvények. Ha f, mértékben konvergdl

f-hez, akkor f,-nek van olyan f,, részsorozata, amely majdnem mindeniitt konvergél
f-hez.

Bizonyitas. Vilasszunk teljes indukcidval olyan ny < ny < n3z < ... természetes
szamokat, amelyekre uX (d(fn,, f) > 1/k) < 1/2* teljesiil k = 1,2,3,...-ra. Legyen

k=i
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hai=1,2,3,...,és A=NX, A;. Ekkor

<ZMX (fors f >1/k Z_k_ 9i—1"

k=i

3
—_

és A1 D Ay D A3 D ..., valamint pu(A;) <1 < oo miatt

0 < j(A) = lim u(A) < lim —— =0,

i—00 i—o00 21

Ezek utdn elég megmutatnunk, hogy ha x € X \ A, akkor f,, (z) — f(z). Valéban, ha
x € X \ A, akkor van olyan i, hogy = & A;, azaz k > i-re

d(fn,(2), f(2)) < = =0,

wl»—‘

amint k£ — oo.

3.2.9. Definicié. Legyenek X és Y halmazok. Az f: X — Y fiiggvényt egyszerii
fiiggvénynek nevezziik, ha értékkészlete véges.

A kovetkezé lemma fontos technikai segédeszkoz.

3.2.10. Approximdciés lemma nemnegativ fiiggvényekre. Legyen (X, .A)
mérhetS tér, f : X — [0,00] mérhets fiiggvény. Ekkor létezik olyan s, : X — R
nemnegativ mérhets egyszerii fiiggvényekbdl allo sy < sy < s3 < ... sorozat, amely
pontonként konvergal f-hez.

Bizonyitas. Legyen r, egy olyan pozitiv tagi szamsorozat, amelyre lim,,_, o, 7, = 0
és > 00y = 00, legyen so(z) = 0, legyen tovabba indukciéval

An = X(f >y + Snfl) és Sp = Sp—1 t+ Tanna

ahol €4, az A,, karakterisztikus fiiggvénye. Ha f(x) = oo, akkor z € A,, minden n-re, és
igy sn(x) =Y i, ri = oo = f(z). Ha 0 < f(z) < oo, akkor végtelen sok olyan n van,
amelyre x & A,,, és minden ilyen n-re r, > f(x) — sp—1(x) > 0.

Az el6z6 lemma kinnyen kiterjeszthetd arra az esetre is, amikor f értékei K-ban
vagy K™-ben vannak; a monotonitas helyébe az keriil, hogy |s,,| monoton névekedd, és
nem nagyobb, mint |f|. Az aldbbi tétel tovdbbi dltalanositdsnak tekinthetd.

* 3.2.11. Approximdciés lemma. Legyen (X, .A) mérhetd tér, (Y,d) szepardbilis
metrikus tér, és f : X — Y mérhetd fiiggvény. Ekkor léteznek olyan s, : X — Y egyszerii
mérhetd fiiggvények, hogy s, — f az X minden pontjdban. Ha (Y,| |) szepardbilis
normélt tér, akkor s,, valaszthaté gy, hogy |s.| < |f]| teljesiilion minden n-re.

Bizonyitds. Legyen V;, i =0,1,2,... egy megszamlalhat6 bazisa Y-nak, és y; € V;
minden i-re. Indukciéval, legyen so(x) = yo és n > 0 esetén

sn(x) = { Yn ha z € f~1(V) és d(yn, f(2)) < d(sn-1(), f(2));
" U snoi(z)  egyébként.
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Ha x az f értelmezési tartoméanyaba tartozik, és e > 0, akkor van olyan n, hogy f(z) €
Vo CU(f(2),e). Most k > n esetén d(s,(z), f(z)) < d(yn, f(z)) <e.

Ha Y szepardbilis normalt tér, akkor legyen c¢o = 0, vdlasszuk a V,,-eket U(c,, )
nyflt gomboknek, legyen y,, = 0, ha [c,| < 1y, és legyen y, = ((Jen| — 7n)/|cn|)cn, ha
len| > 7y,

* 8.2.12. Megjegyzés. Mint lathatd, fontos tételek csak akkor érvényesek, ha az
értékkészlet, szeparabilis. Ez nyilvin enyhithetd dgy, hogy a szerepld fiiggvények értékei
egy-egy szeparabilis altérben legyenek. Ha tehdt (X, A, u) mértéktér, (Y, d) metrikus tér,
legyen LY (1) azon f € X — Y p-majdnem mindeniitt értelmezett mérhetd fiiggvények
osztalya, amelyekre rng f szeparabilis; dy definicidja értelmes marad erre az altalanosabb
esetre is, és tulajdonsigai is valtozatlanok. Ha a mértéktér teljes, akkor azt is elég
lenne feltenni, hogy f értékei y-majdnem mindeniitt valamely Z C Y (az f-t6l fiiggd)
szeparabilis altérben vannak. A gyakorlatban ennek a feltételnek a teljesiilése dltaliban
kénnyen belathato.

— 3.2.13. Feladat [7]. Legyenek az f,, fiiggvények [0, 1]-en a kovetkezdképpen defi-
nidlva: han = 2* + j, 0 < j < 2*, akkor legyen

o) :{ 1, hae [j/2(+1)/2"],

0 egyébként.
Mutassuk meg, hogy f,, mértékben tart az azonosan nulla fiiggvényhez, de f,(x) egyet-
lenegy = € [0, 1]-re sem konvergens.

* 3.2.14. Feladat [13]. A Riesz-féle kivélasztasi tétel jeloléseivel, igazoljuk, hogy
ha Y teljes és > 07 do(fnt1, fn) < 00, akkor van olyan f mérhetd fiiggvény, amelyre
do(fn, f) = 0és f, — f majdnem mindeniitt. Vezessiik le ebbdl, hogy minden Cauchy-
sorozatnak van olyan részsorozata, amely konvergens és majdnem mindeniitt is konver-
gens, specidlisan dy teljes.

— 3.2.15. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy ha a nemnegativ fiiggvényekre vonatkozo
approximéciés lemmaéaban a fiiggvény korlatos, akkor a konvergencia egyenletes.

3.2.16. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha az f,, valds értékii fiiggvények mér-
het6ek, akkor azon pontok halmaza, ahol a fiiggvénysorozatnak létezik a hatarértéke,
mérheto.

3.2.17. Feladat [9]. Keressiink olyan f,, : [0,1] — R folytonos fiiggvényekbdl 4ll6
fiiggvénysorozatot és olyan f : [0,1] — R fiiggvényt, amelyre f, pontonként konvergél
f-hez, de a konvergencia egyetlen részintervallumon sem egyenletes.

3.2.18. Feladat [6]. Adjunk meg olyan folytonos f, : R — R fiiggvényekbdl &llé
fliggvénysorozatot, amely minden pontban monoton cstokkenden az azonosan nulla fiigg-
vényhez konvergil, de Lebesgue-mértékben nem.

3.2.19. Feladat [10]. Igazoljuk, hogy egy véges mértéktéren mérhetd valds értéki
fiiggvények egy sorozata pontosan akkor konvergal mértékben egy f mérhetd valds értékii
fiiggvényhez, ha minden részsorozatabdl kivalaszthaté olyan részsorozat, amely majdnem
mindeniitt f-hez konvergdl.
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3.2.20. Feladat [10]. Bizonyitsuk be, hogy a [0, 1]-en értelmezett, valds értékii
Lebesgue-mérhet6 fiiggvények korében a majdnem mindeniitti konvergencia nem szar-
maztathatd topoldgiabdl.



4. AZ INTEGRAL

Az integrédl ,, Riemann-6sszegekkel” valé definidldsdnak gondolata legalabb Arkhi-
médészig nyulik vissza. Riemann érdeme az volt, hogy sziikséges és elégséges feltételt
taldlt az integralhatdsdgra: ezt ma, némileg atfogalmazva, a ,Riemann-integrélhatdésag
Lebesgue-kritériuma” néven emlegetjiik. Az igy kialakult ,Riemann-integral” tovabb-
fejlesztését elsGsorban az integral és a hatarérték felcserélésével kapcsolatos problémak
kényszeritették ki. Lebesgue 1901-ben egy nemnegativ valods fiiggvény integraljat a gorbe
alatti teriilet sikbeli Lebesgue-mértékeként definidlta, tetszoleges valds fiiggvény integ-
raljat pedig a pozitiv és negativ rész segitségével. Lebesgue eredeti gondolata lényegében
azzal ekvivalens, hogy nem az értelmezési tartoméanyt osztjuk fel, hanem az értékkészle-
tet. Eljardsa nem érzékeny a szakadasokra és gyors oszcillacidkra, viszont intervallumnél
bonyolultabb halmazok hosszanak (mértékének) ismeretére is sziikség van. Az 1j integ-
ralfogalom segitségével definidlta Riesz Frigyes az LP-tereket.

A mértéktér dltaldnos fogalmanak kialakuldsaval egyiitt altaldnositottak a Lebesgue-
féle integralfogalmat is. Az igy kialakult fogalmat ma egyszeriien integralnak nevezziik,
a Lebesgue-integral elnevezést a Lebesgue-mérték szerinti integrilra tartva fenn.

4.1. Nemnegativ mérheto fiiggvények integralja

Nemnegativ fiiggvények esetén legegyszertibb alsé kozelitésekkel dolgozni. Minden
nemnegativ mérhet6 fiiggvénynek tulajdonithaté integral.

4.1.1. Definicié. Legyen (X, A, u) mértéktér és f nemnegativ, bovitett valds érté-
kii, majdnem mindeniitt értelmezett mérhetd fiiggvény. Az f

/ fdu  vagy /X fdp  vagy /X f(x) dp(x)

modon jelolt integraljan az 6sszes

Zyi,U(Ai)
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alaki integralkozelité dsszegek pontos felsé korlatjat értjiik, ahol Ay, Aa, ..., A, disz-
junkt mérhet6 részhalmazai X-nek, y1,y2, ... ,y, nemnegativ valds szdmok, és f(z) > y;
minden x € A;-re (i = 1,2,...,n) (itt 0- oo = 0). Megjegyezziik, hogy ez a szupré-
mum nyilvdn ugyanaz marad, ha f(x) > y; csupdn majdnem minden z € A;-re teljesiil
(i=1,2,...,n).

Ha A mérhet6 részhalmaza X-nek, akkor az f fiiggvény

/A fdu  vagy /A f(@) dp(x)

A halmaz feletti integraljat az (A, Aa, pa) altér feletti integralként értelmezziik.

— 4.1.2. Feladat [6]. Az f(0) = 0, f(z) = 1 +sin(1/z), ha 0 < |z| < 1 fiiggvény
esetén, 8 egyenld részre osztva az értelmezési tartomanyt, illetve az értékkészletet, abra-
zoljuk a Riemann-féle és a Lebesgue-féle alsé 6sszegeknek megfelel6 halmazokat.

4.1.3. Tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér, f és g pedig nemnegativ bdvitett valds
értékii, majdnem mindeniitt értelmezett mérhetd fiiggvények, o > 0 valés szam. Ekkor

1) ha f < g majdnem mindeniitt, akkor [ fdu < [ gdu (monotonitds);

(

(2) ha f = g majdnem mindeniitt, akkor [ fdu = [ gdu;

(3) auX(f > a) < [ fdu (Csebisev-egyenlbtlenség; itt 0 - co = 0);
(4) ha [ fdp < oo, akkor f majdnem mindeniitt véges;

(5) ha [ fdu =0, akkor f majdnem mindeniitt nulla;

(6) [afdu=a/[fdu (pozitiv homogenitds; itt 0 - co = 0);

(7) ha f egyszerii fiiggvény, értékkészlete y1,ya, ... ,Yn, akkor

/fdu = yinX(f =w)
=1

(itt 0- 0o =00 -0 =0).

Bizonyitds. (1) az eléz6 definiciéban tett megjegyzés felhasznalasaval trividlis. (2)
az (1)-bél kovetkezik. A Csebisev-egyenlétlenség y; = a, A1 = X (f > «) valasztassal a
definiciébdl kovetkezik. (4)-et igy kapjuk, hogy a € N-re, (5)-6t pedig, hogy 1/« € N-re
alkalmazzuk (3)-at, és felhasznéljuk a mérték folytonossdgat. (6) trividlis, ha o = 0.
Ha « > 0, vegyiik észre, hogy ha x € A; esetén f(x) > y;, akkor af(x) > ay;, amibdl
barmely integralkozelité 6sszegre

a> yip(A;) < /afdu-
=1

a/fdug/afd,u.

Innen
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Ugyanezt felirva 1/a-ra és af-re, kapjuk az allitdst. (7) bizonyitdsdhoz, az integral
definiciéja szerint

/fdu > yinX(f =vi).
=1

Ha most A, As, ..., Ay, diszjunkt mérhet$ halmazok, yi,v5, ... ,y,, nemnegativ valds
szamok, és f(r) > y; minden x € Aj-re, akkor

S oyin(A) =Y (A N X (f =)
=1 G=1i=1
<Y > w4 N X(F=w) <Y ynX(f =),
i=1 j=1 i=1

amib6l

4.1.4. Fatou-lemma. Ha (X, A, ) mértéktér, és f, : X — [0,00], n = 1,2,...
mérhetd fiiggvények, akkor

liminf/ fn d,uZ/ liminf f,, (z) du(z).

n—oo
Bizonyitas. Legyenek Aj,...,A,, diszjunkt mérheté halmazok, yi,...,ym po-
zitiv valds szdmok gy, hogy liminf,, .. f.(x) > y; teljesiiljon minden x € A;-re,
(:1=1,2,...,m) és legyen 0 < ¢t < 1. Tekintsiik minden i-re az

DL

Ain =) Ailf; > tyi)

J=n

novekvé halmazsorozatot. Mivel ha liminf,, o f,(z) > y;, akkor van olyan n pozitiv
egész szam, hogy f;(x) > ty; minden j > n-re, 4; = U2, A, . Igy a mérték folytonos-
saga miatt

lim p(Ain) = p(Ai).

n—oo

Mivel .
/ fadi =Y tyin(Ain),
X i=1

mindkét oldal alsé hatarértékét véve,

| Fudy ; p( A7)

n—oo

Most t 1 1-et, majd a jobb oldalon fels6 hatart véve, kapjuk az allitast.
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4.1.5. Levi tétele (vagy Beppo Levi tétele). Legyen (X, A, u) mértéktér,
fn: X = [0,00], n =1,2,... mérhetd fiiggvények gy, hogy fn < fn+1 (n =1,2,...).
Ekkor

lim fn du = / lim f,(x)du(z).
X n—oo

n—oo
Bizonyitas. A Fatou—lemmabol kovetkezik a nagyobb vagy egyenld, 4.1.3.(1)-bél
pedig a kisebb vagy egyenld.

4.1.6. Tétel. Ha (X, A, u) mértéktér, I megszamldlhaté halmaz, és minden i € I-
re f; + X — [0, 00] mérhetd fiiggvény, akkor

> [ fin= [ 3 i@

i€l el
Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy f és g egyszerii fiiggvények, x4, ... , z,, illetve
Yi,--- ,Ym ertékkészlettel. Ha f + g értékkészlete z1, ... , zy, akkor

4
[+ 9du= anX(f+9=2)

k=1

‘Z Y (it yn(X(f =) N X(g=1y;))

k=1zit+y;=zk

= ZZzzu(X(f =x)NX(g= yJ))

=1 j=1

+ 3 S (X (F=2) N X (g =)

7j=11=1

:g zipX (f +Zyqu '):/fdﬂ‘i'/gd#-

Most legyenek f és g tetszoleges nemnegatlv, bovitett valés értékii mérhetd fiiggvények.
Ekkor az approximaciés lemma szerint vdlaszthatunk olyan r, és s,, n = 1,2,3,...
egyszerii fiiggvényekbdl 4116 sorozatokat, hogy r,, 1 f és s, T ¢. Nyilvan (r,+s,) T (f+9),
igy Beppo Levi tétele szerint

/(f+g)du: lim /(rn-l-sn)du: lim /rndu+ lim /sndu:/fdu-l-/gdu.
n—00 n— o0 n—00

Végiil az altalanos esetben feltehetjiik, hogy I C N. Az eddig bizonyitottakat és Beppo
Levi tételét alkalmazva,

|3 f@ ) = tim [ 3 pi@) duta =hm2/fldu > [ fidn

i€l i<n el
el

— 4.1.7. Feladat [7]. Adjunk példét olyan fiiggvénysorozatra, amelyre a Fatou-lem-
maban éles egyenlOtlenség teljesiil. Lehet-e a fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens?
Lehet-e a fiiggvénysorozat korldtos, ha a mértéktér véges?
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— 4.1.8. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy Levi tétele nem marad igaz, ha kisebb
vagy egyenld helyett nagyobb vagy egyenlo szerepel.

4.1.9. Feladat [10]. Legyen (X, A, u) véges mértéktér, (Y, dy) szepardbilis metri-
kus tér. Igazoljuk, hogy a mérhet6 Y-beli értékii fiiggvények kozott a

_ dY(fvg)
d(f,g)—/71+dy(f’g) dp

Osszefiiggés egy eltérést ad meg, és a megfelel6 konvergencia a mértékben valé konver-
gencia.

4.2. Integralhaté fiiggvények

4.2.1. Definicié. Egy tetsz6leges halmazon értelmezett, bovitett valds értékd f
fiiggvény fT pozitiv, illetve f~ negativ részét definidljuk az

fH(z) = max{f(:z:), 0}
f(z) = max{ff(:c), 0}

osszefiiggésekkel, ha f értelmezve van az x pontban. Ha (X, A, u) mértéktér, egy bévitett
valds értékili, majdnem mindeniitt értelmezett mérhetd fiiggvény integraljit az

[r=[tan= [ rau= [ s@ane) = [ 5*au- [ 1 au

Osszefiiggéssel értelmezziik, ha a jobb oldalon 4ll6 kiilonbségnek nem mind a két tagja oco.
Ha [ fdp véges, akkor f-et integrdlhaténak vagy szummdbilisnek nevezziik. A , létezik
az integral” és az ,,integralhat$” fogalmak kozott hasonld kapcsolat van, mint a ,, létezik a
hatdrérték” és a , konvergens” fogalmak kozott. Az els6 esetben végtelen is megengedett,
a masodik esetben nem. Ha A € A, akkor az A halmaz feletti fA fdp integralt az
(A, Aa, pa) altér feletti integralként definidljuk.

4.2.2. Tétel. Legyen (X, A, ) mértéktér, f és g pedig bévitett valds értékil,

majdnem mindeniitt értelmezett mérhetd fiiggvények. Ekkor

(1) ha f = g majdnem mindeniitt, és [ f dp létezik, akkor [ fdp = [ gdu;

(2) f pontosan akkor integrdlhatd, ha |f| integrdlhatd, és | [ fdu| < [ |f]dp;

(3) ha [ fdu létezik és o € R, akkor [afdu = a [ fdu (homogenitds; itt 0 - oo =
0-(—00) =0);

(4) ha [ fdp+ [ gdup értelmezve van, akkor [(f+g)du = [ fdu+ [ gdu (additivitds);

(5) ha f<gés [ fdu>—oco vagy [gdu < oo, akkor [ fdu < [ gdu;

(6) ha |f| < g majdnem mindeniitt és g integralhatd, akkor f is integrdlhaté (majordns
kritérium).
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Bizonyitds. (1) abbdl kévetkezik, hogy f+ = g™ és f~ = g~ majdnem mindenditt.
(2) koévetkezik abbdl, hogy |f| = fT + f~. (3) trividlis, ha @ = 0. Ha o > 0, akkor
(af)T = aft és (af)™ = af~, igy (3) a definiciébdl kiovetkezik. Az o < 0 eset erre
az esetre vezethetd vissza a (—f)T = f=, (—f)” = fT 0Osszefiiggések felhaszndldsaval.
(5) az ft < g™ és f~ > g~ egyenlStlenségek kivetkezménye. (6) [ fdp definiciéjabol
trividlis. Végil ha [ fdu+ [ gdp € R, akkor (4) a majdnem mindeniitt fenndll6

(7) (f+9=(f+9)  =f+g=f"—f"+g" -9~
Osszefiiggés atrendezésével adodo
(f+9) +f +g =(f+9 +f +g"

Osszefiiggés mindkét oldaldnak integralasaval, majd visszarendezésével adédik. Ha

/fdu+/gdu=oo,

akkor f > —o0 és g > —oo majdnem mindeniitt, és a (7) Osszefiiggésbél
(f+9)"+f +g9 =t +g"
majdnem mindeniitt, igy [(f + ¢)* du = oo, a majdnem mindeniitt fennall

(f+9)~ <f +g°
egyenl8tlenségbdl viszont [(f + g)~ du < co. Hasonléan kezelhetd az [ fdp+ [ gdp =
—o0 eset is.

4.2.3. Lebesgue majorilt konvergencia tétele. Legyen (X, A, u) mértéktér,
s f1, f2, f3, ... bévitett valos értékii, majdnem mindeniitt értelmezett mérhetd fiiggvé-
nyek, g pedig nemnegativ bévitett valds értékii integralhaté fiiggvény. Ha |f,| < g
majdnem mindeniitt (n =1,2,...), és f, — [ majdnem mindeniitt, akkor

[ita=slau=0 & [ goau—s [ ran

amint n — oo.

Bizonyitas. Nulla mértékii halmazon megviltoztatva a g, f, f1, f2, f3,... fiiggvé-
nyeket, feltehetjiik, hogy f, — f mindeniitt, és |f,| < g mindeniitt. Alkalmazva a
Fatou-lemmét a nemnegativ fiiggvényekbdl allé6 29 — |f,, — f] fiiggvénysorozatra, amely
pontonként 2g-hez konvergdl, kapjuk, hogy

02/2gdufliminf/(297|fnff|) du
n— o0
=timsup [ |f, — fld > tmmsup) [ g~ [ 7] o0
n— o0 n—00



60 4. Az integral

4.2.4. Lemma. Legyen (X, A, u) mértéktér, A € A és [ egy bdvitett valos értékii
fiiggvény. Legyen
() {f(x), hax € Aésxedmnf,
r) =
g 0, hazeX\A

Ekkor az alabbi két integral egyszerre Iétezik és

/Afdﬂz/xgdu-

Bizonyitas. Nyilvanvald, hogy az f fiiggvény pontosan akkor ps-mérhetd, ha a g
fiiggvény p-mérhets. Az allitds nyilvanvald, ha f nemnegativ egyszeri fiiggvény, Beppo
Levi tételébdl kovetkezik, ha f nemnegativ fiiggvény, és a 4.2.1. definiciébdl, ha f tet-
sz0leges.

4.2.5. Az integrdl o-additivitdsa. Legyen (X, A, u) mértéktér, f olyan bévitett
valds értékii fiiggvény, amelynek integralja létezik, és A, Aa, As, ... diszjunkt mérhetd
halmazok egy sorozata, A = U2, A;. Ekkor az alabbi integralok léteznek és

/Afduzg/&fdﬂ-

Bizonyitas. Nemnegativ f-re 4.1.6. szerint

/X fEndp = 2 /X fea, dn.

Ez viszont az el6z6 segédtétel szerint éppen (1)-et jelenti. Tetszbleges f-re a 4.2.1. defi-
niciébdl kapjuk az allitast.
4.2.6. Az integral abszolit folytonossdga. Ha (X, A, u) mértéktér, f pedig
bévitett valos értékii integralhato fiiggvény és € > 0 , akkor van olyan § > 0, hogy
/|f|du<€, ha A e Aés p(A) <o.
A

Bizonyitds. Mivel f, = min{|f|,n}, n € N nemnegativ fiiggvények monoton no-
veked sorozata, amely pontonként | f|-hez konvergél, Beppo Levi tétele szerint vélaszt-
hatunk olyan n természetes szamot, amelyre

/(Ifl — fn)dp < %

Ekkor
&
Jistdn= [ (1= £ dut [ fudu < 5+ 0t

Az &llitds § = £/(2n) valasztassal nyilvan fenndall.
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— 4.2.7. Feladat [3]. Szamitsuk ki egy fiiggvény Dirac-mérték szerinti integraljét.
— 4.2.8. Feladat [5]. Szamitsuk ki egy fiiggvény szamldlé mérték szerinti integraljat.

4.2.9. Feladat [9]. Szémitsuk ki [, fdu-t, ha f: X - R, a : X — [0,00] és
p(A) =3 caa(r), ha AC X.

4.2.10. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy ha egy integralhaté bévitett valds értékii f
fiiggvényre f 4 f = 0 minden mérheté A halmazra, akkor f = 0 majdnem mindeniitt.

— 4.2.11. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy valds értékii fiiggvények korében egy korls-
tos és mérheto fiiggvénynek minden integralhaté fiiggvénnyel valé szorzata integralhato.
Igaz-e a megforditds?

4.2.12. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy egy integralhaté fiiggvény egy o-véges
halmazon kiviil nulla.

4.2.13. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy Lebesgue majoralt konvergencia téte-
lének &llitdsa igaz marad, ha majdnem mindeniitti konvergencia helyett mértékben vald
konvergenciat tételeziink fel.

4.3. Vektorértékii fiiggvények integralja

Gyakran nem csak valds, hanem komplex, R™ vagy C™-beli értékii fiiggvények integ-
raljara van sziikségiink. Az aldbbiakban vazoljuk, hogy hogyan definidlhaté az integral
ezekben az esetekben a koordinatafiiggvények segitségével. Ez az egyszerii megkozelités
nem hasznalhatd, ha az értékkészlet nem véges dimenzids. Ezért az aldbbiakban egy csak
a nemnegativ fiiggvények integraljara tamaszkodd altalanosabb megkozelitést is targya-
lunk. Az 4.2.2.-4.2.6. tételek 1ényegében érvényben maradnak, és a legtobb, valds értékii
fiiggvények integraljara érvényes tétel egyszeriien atvihetd vektorértékii fiiggvényekre is.

4.3.1. Komplex és euklideszi térbeli értékii fiiggvények integrdlja. Legyen
(X, A, u) mértéktér, f pedig az X-en majdnem mindeniitt értelmezett mérhetd fiiggvény.
Komplex értékii f fiiggvény integrdljat akkor definidljuk, ha Rf és S f integralhatdak, az

[1=[ni+i[ors

osszefiiggéssel. Egy K™-beli értékii f = (f1,..., fn) fiiggvény integraljat pedig akkor
definidljuk, ha az f; koordinatafiiggvények integralhatdak, az

[tan=([ s [ tuin)

osszefiiggéssel. Ha A € A, akkor az A halmaz feletti [, fdy integrdlt az (A, Aa,pa)
altér feletti integralként definialjuk.



62 4. Az integral

A 4.2.2-4.2.6. tételek, és szamos, késébb targyalandé tétel is — értelemszerii mé-
dositasokkal — komplex és euklideszi térbeli értékii fiiggvényekre is érvényben marad,
és konnyen kovetkezik a definiciébdl. Példaul f akkor és csak akkor integralhatd, ha |f|
integralhatd, mert |f;| < |f] < Z?:1 |fj]- Némi kiilon meggondolast igényel K™-beli
értékii integralhaté fiiggvényre annak bizonyitdsa, hogy | [ f| < [|f|. Feltehetjiik, hogy
K =R. Legyen y = (y1,¥2,... ,yn) az [ integrélja. Ekkor a Cauchy-egyenl6tlenségbdl
> i y; f;(x) <|yl|f(x)| majdnem mindeniitt, amibdl

W= [ 1< [151
) j;yj/j y/

Ebbdl adddik az Allitas.

4.3.2. Megjegyzés. Integralokra vonatkozé tételek bizonyitasanak altalanos médja
a kovetkez6 approximdcids eljards: Az allitast belatjuk mérheté halmazok karakteriszti-
kus fiiggvényeire, ebbdl azonnal kévetkezik egyszeri fiiggvényekre. Ezutan Beppo Levi
megfeleléen haladunk tovabb. Ezzel a médszerrel a tételek dltaldban atviheték vektorér-
ték fiiggvényekre is.

* 4.3.3. Banach-térbeli értékii fiiggvények integralja. Sokkal altaldnosabban,
definialhatjuk Banach-térbeli értékii mérhet6 fiiggvény integraljat. Vegyiik észre, hogy
egy f nemnegativ mérhetd fiiggvény integréljat lényegében mint az Osszes 0 < s < f
egyszeri mérhetd fiiggvények integraljainak felsé hatarat definidltuk. A felsd hatart
hatarértékre cseréljiik: ha (X, A, u) egy mértéktér, Y egy Banach-tér, jelolje Z azon
s : X = Y mérhet6 egyszert fiiggvények osztalyat, amelyek egy véges mértékd halmazon
kiviil nulldk. Az integrélt ezen fiiggvények segitségével definidljuk. Ha s € Z, és s nem
nulla értékei y1, ... ,yn, akkor legyen

S(s) = ZHX(S = ;)Y

Nyilvan |S(s)| < S(|s|) = [ |s|. Az X-en majdnem mindeniitt értelmezett Y-beli értékii
mérhet6 fiiggvényt integralhatonak neveziink, ha létezik olyan s,, € T fiiggvénysorozat,
amely majdnem mindeniitt f-hez konvergdl, és amelyre [ |f — s,| — 0, amint n — oco. (
Az |f — s,] fiiggvény mérhetd, mert véges sok |f — ¢| alaku fiiggvénybdl rakhat6 dssze.)
Vegyiik észre, hogy a lim,,_,o, S(s,) hatarérték létezik, mert

S650) = S| < [[Isw=sul < [17 =5l [1f = sul.

Tovabbé a hatarérték nem fiigg az s, sorozat valasztasatol, mert vehetjiik a két sorozat
tagjait felvaltva. Valds értéki integralhatd fiiggvényhez létezik ilyen s,, sorozat: valasszuk
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sp-et ugy, hogy s 1 f+ és s, 1 f~ teljesiiljon, ekkor |f — s,| = fT — st + f~ — s,

amibdl
[is=si=[r=[st+ [ = [si50 oo,

Nyilvén erre a sorozatra S(s,) — [ f. Ha figyelembe vessziik, hogy [|f| < [|f — sn| +
f [sn| < o0, latjuk, hogy az integralhatdsag itteni definicidja valds értékil fiiggvényekre
visszaadja a régit. Tehat a valds értéki fiiggvényekre definidlt integralfogalom kiterjesz-
tését kapjuk, ha egy tetszéleges Banach-térbeli értékii integralhaté f fiiggvény integraljat
az

[ = tim 5s.)

osszefiiggéssel értelmezzitk. Ha A € A, akkor az A halmaz feletti [ 4 [ dp integrélt az
(A, Aa, pa) altér feletti integralként definidljuk.
* 4.3.4. Az integral tulajdonsdgai. Az el6z8 definicié jeloléseivel,

(1) ha f € I, akkor f integrdlhaté és [ fdu = S(f);

(2) ha o, skaldarok, f és g integralhato fiiggvények, akkor of + Bg is integrdlhatd, és
[(af +Bg)du=of fdu+ B [ gdu (linearitds);

(3) ha f integralhatd, g mérhetd, és f = g majdnem mindeniitt, akkor g is integrdlhaté
és [ fdu= [gdy;

(4) ha f integrdlhatd, akkor |f| is, és | [ fdu| < [|f]dp;

(5) haf=(fi,...,[fn), akkor f pontosan akkor integrdlhatd, ha minden f; integrdlhatd,
és [ fdu= ([ fidu,....,[ fndp).

(6) ha f integrdlhatd, akkor van olyan szepardbilis altere Y -nak, hogy f értékei majdnem
mindeniitt ebben az altérben vannak.

Bizonyitds. (1) és (3) trividlisak. (2) az Z elemeire hasonl6 gondolatmenettel latha-
57016 tétel bizonyitdsanak elején hasznéltunk, (4) és (5) pedig Z elemeire trividlisak. In-
nen az altaldnos eset hatdratmenettel kovetkezik. (6) teljesiil, mert az s,-ek értékkészletei
linearis burkanak a lezartja szeparabilis altér.

* 4.3.5. Majorans kritérium. Ha f majdnem mindeniitt értelmezett, Banach-
térbeli értékii mérhetd fiiggvény, amelynek értékei majdnem mindeniitt egy szeparabilis
altérben vannak, g pedig nemnegativ integralhaté fiiggvény egy mértéktéren, és |f| < g
majdnem mindeniitt, akkor f integralhato.

A tételt a kovetkezd tétellel egyiitt bizonyitjuk.

* 4.3.6. Lebesgue majordlt konvergencia tétele. Ha f1, fo,... majdnem minde-
niitt értelmezett, Banach-térbeli értéki integralhaté fiiggvények az (X, A, ) teljes mér-
téktéren, g nemnegativ integralhatd fiiggvény, | f,.| < g majdnem mindeniitt minden n-re
és fn — [ majdnem mindeniitt, akkor [ |f, — fldp — 0 és [ frdp — [ fdp.

Ha a mértéktér nem lenne teljes, f és f,, — f mérhetdségét is fel kellene tenni.
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Bizonyitas. Nulla mértékii halmazon alkalmasan megvéltoztatva a fiiggvényeket,
az fn-ek és az f értékkészlete egy szeparabilis altérben marad, és a 2g—| f,, — f| nemnegativ
mérhet6 fiiggvénysorozat pontonként a 2g fiiggvényhez konvergal. A Fatou-lemma szerint

0> [ 2gdp—timint [ (29~ 15~ 7)) d =timsup [ 17, = fldu > 0
n oo n— oo

Ha most az approximéciés lemmat felhasznélva, egy egyszeri fiiggvényekbdl all6 s,, soro-
zatot valasztunk, amely mindeniitt konvergél f-hez, és amelyre |s,| < |f| < g, akkor f,
helyett s,,-re alkalmazva az eddig bizonyitottakat, azt kapjuk, hogy lim, e [ [sn — f| =
0. Ez azt jelenti, hogy a majordns kritérium teljesiil. Ezek szerint f,, és f integralhatdak.

Mivel
‘/fndu—/fdu‘é/lfn—fldu,

a bizonyitas kész.

4.4. [P-terek

4.4.1. Definicié. Legyen (X, A, ) mértéktér. Ha f egy majdnem mindeniitt ér-
telmezett, p-mérhetd, K-beli értékii fiiggvény, és 1 < p < oo, legyen

1/
£, = (/X’f(ﬂf)‘pdﬂ(x)) ? (itt 00!/ = o0).
Legyen tovabba
e = int{r :7 > 0, uX (£ > ) = 0},

Megjegyezziik, hogy p-majdnem mindeniitt |f| < || f|| . Jelolje L (u) azon K-beli értékii
p-mérhetd f fiiggvények osztdlyat, amelyekre || f||, < oo. Ha egyértelmi, hogy milyen
értéki fiiggvényeket és milyen mértéket tekintiink, akkor az ILP jel6lést hasznaljuk.

4.4.2. Minkowski-egyenlStlenség. Legyen (X, A, 1) mértéktér és 1 < p < oc.
Ha f,g: X — K mérhetéek, akkor

1+ gllo < I1f1lp + llgllp

Bizonyitdas. A p = oo és ||f||, = 0 vagy ||gll, = 0 esetek trividlisak. Ha a jobb
oldal co, akkor nincs mit bizonyitani. A t — tP fiiggvény konvexsége miatt

U v P U v
y+ z| < yP + 2P,
u+v u—+v u+v u—+v

ha u,v,y,2 2 0, u+v > 0. Az u=|fllp, v=lgllp, y = [f(@)I/IIfllp, 2 = l9(@)I/llgllp
helyettesités utan mindkét oldalt integréalva, azt kapjuk, hogy

1 p
W/(|f|+|g|) du <1,

amibdl adédik a keresett egyenlGtlenség.
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4.4.3. Hélder-egyenlStlenség. Ha (X, A, u) mértéktér, 1 <p < oo, 1 < g < oo
és1/p+1/g=1 (itt 1/o0 =0), és f,g : X — K mérhetSek, akkor

/ Fllglde < 1F L llglls
X

(itt 0-co =00-0=0).
Bizonyitds. A p = 1 és p = oo esetek trividlisak. Feltehetjiik, hogy a jobb oldal

nem nulla, de véges. Az
PR lgl \?
F= ; G= ;
(Ilfllp) (Ilgllq)

a=1/p,f=1—a=1/qjelolésekkel 0 < a < 1,0 < <1, F >0, G > 0. Mivel —In
konvex fiiggvény, ha u,v > 0, akkor

In(qu + Bv) > alnu + Blnv,

amibdl
au + Bv > u*P,

1 1
d
171, Tl / [Fllgl du

igy

[t s [@r+s56)d

:a/qu-I—ﬂ/Gdu:l.

4.4.4. Megjegyzés. Ha (X, A, ) mértéktér, 1 < p < oo és f € LE(u), akkor az
Il fllp = 0 6sszefiiggés pontosan akkor teljesiil, ha f p-majdnem mindeniitt nulla. Ez azt
jelenti, hogy || |, 4ltaldban nem norma L§ (u)-n. Ezen a kovetkezdképpen segithetiink:
Vezessiik be L (11)-n a kovetkezd ekvivalenciareldciét: fi ~ fo, ha fi és fo p-majdnem
mindeniitt egyenléek. Ekkor L (u)-t ekvivalenciaosztélyokra bonthatjuk. Az ekviva-
lenciaosztilyok halmazdt is LE (u)-vel szokds jeldlni. Ez nem okoz félreértést, mivel a
szovegosszefiiggésb6l mindig kideriil, hogy melyik értelmezésre gondolunk. Ha f; ~ fo
6s g1 ~ g2, akkor fi + g1 ~ fo+ g2, cfi ~ cf2 és ||fillp = ||fallp, ezért az ekvivalen-
ciaosztalyokon értelmezhets az Osszeadds, a skaldrral vald szorzds és a || ||, fliggvény,
és a Minkowski-egyenlStlenség szerint ezekkel L{ (x) linedris normélt tér. Ha p = 2 és
frg € LE(n), akkor adfg = (f+9)*—(f —7) dsszefiiggés (vagy a Holder-egyenlStlenség)
szerint fg integralhaté és az (f,g) = [ fgdu Osszefiiggéssel definidlva az f és g fiiggvé-
nyek belsd szorzatit, LZ(u) belsd szorzat tér. A belsd szorzatbol éppen a || ||2 norma
szarmazik.

4.4.5. Riesz—Fischer-tétel. Ha (X, A, p) mértéktér és 1 < p < oo, akkor Li (1)
teljes.

Bizonyitds. Legyen f,, n = 1,2,... egy Cauchy-sorozat L (u)-ben. Valasszunk
ki teljes indukcidval egy olyan természetes szamokbdl all6 ny < ny < ng < ... sorozatot,
amelyre

1
||f5_ft||17<2_ka ha S;thk-
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Legyen
gk:|fn2_fn1|+"'+|fnk+1_fnk| (k:1a2a---)a

és g = limy_, o gx. Megmutatjuk, hogy g € LE (1). Nyilvan

k
Hgk”p = H|fn2 - fn1| +...+ |fnk+1 - fnklup < Z ||fnj+1 - fnjllp <1
j=1

Ebbdl p = oo esetén kovetkezik, hogy |g| < 1 majdnem mindeniitt, azaz ||g|l.c < 1. Ha
1 < p < oo, akkor Beppo Levi tétele szerint

/gpdﬂz/limgkdu—hm/ dp <1,
k—o0

igy g € L (1). Ez azt jelenti, hogy a

me — [, ()]

sor u-majdnem minden z-re konvergens. Ezekben a pontokban az

frn(@) = fuu (@ +Zﬁw — fn, (2))

sorozat is konvergens. Legyen f(z) = limp_ oo fn, (). Ekkor f majdnem mindeniitt
értelmezett mérhetd fiiggvény, és ha m > n; és k > [, akkor

ank - meP <

Most 1 < p < oo esetén a Fatou-lemma szerint

1
J15 = g du= [imint |, fol? du < tmint [ £~ ol du < o

igy f— fm € L (), tehdt f € LY (1) és limpy, o0 || f — fm|lp = 0. Ugyanez addédik p = oo
esetén kozvetlen hatdratmenettel.

* 4.4.6. Tétel. Legyen pu Radon-mérték az X lokalisan kompakt Hausdorff-téren és
1 < p < oo. Ekkor Kg(X) stirti L (u)-ben a || ||, normdra nézve.

Bizonyitds. Legyen f € L{(n). Az approximdcids lemma felhasznaldsaval olyan
egyszeru fiiggvényekbdl allé s, sorozatot kaphatunk, amely majdnem mindeniitt konver-
gal f-hez és amelyre |s,| < |f| (n =1,2,...). Az |f—s,|P sorozatra alkalmazva Lebesgue
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majoralt konvergencia tételét kapjuk, hogy || f — s.|[, = 0. fgy egy adott € > 0-hoz van
olyan s € ILE (1) egyszerti fiiggvény, amelyre || f — s||, < e.

Legyenek rng s nem 0 értékei y1,y2,... ,un, 4; = s Hy;} (= 1,2,...,n), A =
U1 A4 és M = sup{|yj| 1y =1,2,... ,n}. Nyilvdn u(A) < co. Egy tetszbleges § > 0-
hoz vélaszthatunk olyan V nyilt halmazt, amelyre A C V és u(V \ A) < §, valamint
olyan Kj;, j = 1,2,... ,n kompakt halmazokat, amelyekre K; C A; és pu(A; \ Kj) < 4.
Legyen K = U}, Kj. Az Uriszon-lemma szerint minden j-re letemk olyan gj X —[0,1]
kompakt tartOJu folytonos fiiggvény, amely K;n 1, az F; = (X \ V) U (K \ K;)-n pedig
0. Legyen g = >_7_, g;y;. Ekkor g folytonos, és

Sl mran= [ s o < v \K) (o DM)” S (ot D30+ 101)

Ebbél ||s — g|l, < €, ha § elég kicsi, igy

If = gllp < 1f = sllp +[Is = gllp < 2e.

¥ 4.4.7. Megjegyzés. Eszrevehetjiik, hogy a 4.4.1.-4.4.6. definicick és tételek nem
az f, hanem az |f| fiiggvény tulajdonsigain milnak, igy ezeket minden nehézség nélkiil
atvihetjiik K™, s6t barmilyen valds vagy komplex szeparabilis Banach-térbeli értéki mér-
heté fiiggvényekre is, az abszolit érték helyett mindeniitt normat hasznalva. A tovabbi
altaldnositas akadélya, hogy ha az Y Banach-tér nem szepardbilis, akkor nem biztos,
hogy két mérhetd fiiggvény ésszege mérhet6 de tekinthetiink IL9-(uz)-beli fiiggvényeket.
Ha (Y,(.,.)) Hilbert-tér, az (f,g) — [{f(z),g(x)) du(z) belsé szorzattal az L} (u) tér
Hilbert-tér.

— 4.4.8. Feladat: LP-normdk K"-en [8]. Legyen X = {1,2,...,n} és u a szdmlalo
mérték. Vizsgaljuk meg az LP-tereket ebben az esetben. Vazoljuk n = 2 esetén az
egységgombot.

— 4.4.9. Feladat [11]. Ha X = N és p a szamlalé mérték, LP(u) a hagyoményosan
1P-vel jelolt tér. Vizsgéljuk meg, hogy az aldbbi sorozatok konvergensek-e az 17 terekben,
és mi a hatarértékiik (z,-ben n nem nulla elem van):

(1) z,=(1,2,...,n,0,0,...);
2) @ =(1,1,...,1,0,0,...);
3) z,=1/n,1/n,...,1/n,0,0,...);
4) z,=1/n*1/n>...,1/n*0,0,...).
4.4.10. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy 1°° nem szeparabilis.

4.4.11. Feladat [8]. Zart alteret alkotnak-e 1°°-ben a konvergens, illetve a nullso-
rozatok?

— 4.4.12. Feladat [9]. Bizonyitsuk be, hogy egy p véges mérték esetén LF (u) C
Li(p),hal <g<p<oo,és|flle =limpe ||f]lp, ha f mérhetd fiiggvény. Igazoljuk,
hogy ha a mérték a Lebesgue-mérték [0, 1]-en, akkor a tartalmazds valddi, és L2 (u) #
M1 <p<oolip (11)-
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— 4.4.13. Feladat [9]. Vizsgéljuk meg mérhetd fiiggvények pontonkénti, egyenlete-
sen, L2-normaban, majdnem mindeniitt és mértékben valé konvergencidja kozott a kap-
csolatot.

— 4.4.14. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy 19 C 1”, ha 1 < ¢ < p < 0.
— 4.4.15. Feladat [9]. Igazoljuk, hogy LE (A\™) ¢ L& (A\"), ha p # q.

4.4.16. Feladat [8]. Adjunk példét L (\)-ban olyan korlétos sorozatra, amely nem
konvergens, de majdnem mindeniitt nulldhoz tart.

* 4.4.17. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy 1 < p < oo esetén a Holder-egyenl6t-
lenségben akkor és csak akkor teljesiil egyenléség, ha van olyan ¢ > 0, hogy u-majdnem
minden z-re ‘f(:z:)’p = c’g(m)’q vagy p-majdnem minden z-re c‘f(:z:)’p = ’g(x)’q. Mikor
teljesiil egyenléség a p = 1 esetben?

* 4.4.18. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy 1 < p < oo esetén LE(u) szigorian
normalt, de p = 1 és p = oo esetén altalaban nem.

* 4.4.19. Feladat [9]. Igazoljuk, hogy 1 < p < oo, p # 2 esetén LE (1) norméja
altaldban nem szarmazik belsd szorzatbdl.

* 4.4.20. Feladat [11]. Egy (X, A, u) mértéktér bazisan egy olyan B C A halmaz-
rendszert értiink, amelyre minden € > 0-hoz és A € A-hoz van olyan B € B, hogy
w(A A B) < e. Bizonyitsuk be, hogy az LE(u), 1 < p < oo terek pontosan akkor
szeparabilisak, ha a mértéktérnek létezik megszamlalhaté bézisa.

* 4.4.21. Feladat [11]. Egy A C R™ halmazt m-rektifikidlhatonak neveziink, ha x™-
mérhetd, és y™-majdnem része megszamlalhaté sok f : R™ — R”™ Lipschitz-fiiggvény
értékkészlete uniéjdnak. Mutassuk meg, hogy az L (u)-terek (1 < p < o) szeparébilisak,
ha a p mérték a Lebesgue-mérték vagy a x"™ Hausdorff-mérték egy m-rektifikdlhatd
halmazon.

* 4.4.22. Feladat [12]. Legyen (X, A, ) mértéktér és tegyiik fel, hogy Li(u) =
L2 (u). Igazoljuk, hogy ekkor L (u) = L (1) véges dimenzids.

* 4.4.23. Feladat [14]. Legyen (X, A, u) mértéktér, és f valés értékii mérhet6 fiigg-
vény. Bizonyitsuk be, hogy a

P={p:1<p<oo,|fl,<oo}
halmaz intervallum; a p +— || f||,, leképezése P-nak R-ba folytonos; az
U={u:1<1/u<o0,0<|flliju<oo}

halmaz is intervallum; az u — In || f||;/, leképezése U-nak R-be konvex.
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* 4.4.24. Feladat [10]. Legyen (X, A, ) mértéktér és (Y, d) metrikus tér. Mutassuk
meg, hogy ha 1 < p < oo, akkor

1/p
dp(f,9)=</ d(f(:c>,g<z>)pdu(:c>)  ha figeLd(w)
eltérés. Igazoljuk, hogy

doo(f,g):inf{r:rZO,uX(d(f,g)>7°)=0}, ha f,g €LY (n)

is eltérés. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < p < 1, akkor

(f,9) ( / d(f(w),g(x))pdu(w)>l/p

altaldban nem eltérés, de

dy(f.g) = / A(f(2).9(@)? du(z), ha fgeLd(w)

eltérés. Ha'Y normalt tér, azon f € LY () fiiggvények osztdlydt, amelyekre d, ( f,0) < oo,
jelolje LY. (1). Mutassuk meg, hogy az f + d,(f,0) leképezés dltaldban nem norma.

4.5. A Riemann- és a Lebesgue-integral kapcsolata

4.5.1. Definicié. A Lebesgue-mérték szerinti integrilt Lebesgue-integralnak, a Le-
besgue—Stieltjes-mérték szerinti integralt pedig Lebesgue—Stieltjes-integralnak nevezziik.
Ha egy egydimenzids intervallum felett integralunk, amelynek végpontjai a és b, a < b,
tovabba a végpontoknak az intervallumba vald beletartozasa 1ényegtelen vagy egyértelmi,
akkor az intervallum feletti integralt f; f du-vel is jeloljiik. Az a > b esetben f; fdu =
—Jy fdu.

Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy egy [a,b] C R zart intervallumon Riemann-
integralhaté fiiggvény mindig Lebesgue-integralhaté is és a két integrdl megegyezik. (A
megforditas nem igaz, példaul £y, a raciondlis szdmok halmazanak karakterisztikus fiigg-
vénye egyetlen [a,b] C R, a < b intervallumon sem Riemann-integralhatd, de Lebesgue-
integralhatd, mert majdnem mindeniitt nulla.) Mellékeredményként nyerjiik a Riemann-
integralhatdésig Lebesgue-kritériumat.

4.5.2. Definicié. Legyen [a, b] C R korldtos zért intervallum, f : [a,b] — R korldtos
fiiggvény, x € [a,b], 6 > 0 és legyen
mg(z) = inf{f(y) : y € [a,0], [x —y| < o}
Ms(xz) = sup{f(y) : y € [a, 0], |& — y| < &}
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Nyilvdnvald, hogy ms(z) < f(x) < Ms(z), és hogy a ¢ csokkentésével ms(z) csak néhet,
Ms(x) pedig csak csokkenhet, igy léteznek a

m(z) = lim ms(z) és M(x) = lim M ()

hatarértékek, tovabba

ms(x) < m(z) < fz) < M(x) < Ms(z)

minden z € [a,b]-re és § > 0-ra. Az igy definidlt m és M fiiggvényeket az f alsd, illetve
felsé Baire-féle fiiggvényeinek nevezziik.

4.5.3. Tétel. Az el6z6 definicié jeloléseivel f pontosan akkor folytonos egy x €
[a, b] pontban, ha m(x) = M (x).

Bizonyitas. Ha f folytonos az x pontban, akkor adott € > 0-hoz van olyan ¢ > 0,
hogy ha y € [a,b] és | — y| < 8, akkor |f(z) — f(y)| < &, amib8l Ms(z) — ms(z) < 2,
tehdt m(x) = M(x). Megforditva, ha m(z) = f(z) = M(z), akkor van olyan §; és ds,
hogy Ms, (x) — M(z) < € és m(z) — ms,(x) < e. EbbSl 6 = min{dy,dz}-re y € [a,b],
|z —y| < & esetén |f(z) — f(y)| <e.

4.5.4. Tétel. Egy f : [a,b] — R korldtos fiiggvény pontosan akkor Riemann-
integralhato [a, b]-n, ha A-majdnem minden x € [a,b] pontban folytonos, tovabbd, ha f
Riemann-integralhato [a, b]-n, akkor létezik az [a, b] feletti Lebesgue-integralja is, és a két
integral megegyezik.

Bizonyitds. Rudin [40] jeloléseit hasznédlva vélasszunk az [a,b] beosztdsainak egy
olyan P, k = 1,2,3,... sorozatat, amelyre P;,1 finomitisa Pj-nak, Py szomszédos
osztépontjainak tavolsdga kisebb, mint 1/k, tovdbbé

hm A(Py, f /fdx hm F(Py, f /fdx

Ha P, = {x0,21,... ,2pn, }, ahol a = 20 < 21 < 22 < ... < xy, = b, akkor definidljuk az
Ay, és Fy, egyszerti fiiggvényeket (a, b]-n az
Ap(z) =m; =inf{f(x) 12,1 <z <z}, ha z1<zxz<z (1
Fr(x) = M; =sup{f(x) :2x;—1 <z <z;}, ha zi<z<z (1

k),

<i<n
< i < ny)
Osszefiiggéssel. Ekkor

b b
AP, f) = / Au@)d\z),  F(Pyf) = / Fu(x) dA\(z),

és
Ap(2) < A1 (2) < f(2) < Fiqa (2) < Fi(w),
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ha z € (a,b] és k =1,2,.... Mivel ha = € [a,b] \ Py és (z — d,x + 0) C (x;, xi41], akkor
Ap(z) =m; <mgs(x) <m(z) < M(z) < Ms(x) < M; = Fi(x),

azt kapjuk, hogy
lim Ag(z) <m(z) < M(z) < lim Fi(x),

k—o0 k—ro0

ha z € [a,b] \ U2 Px, azaz A-majdnem minden elemére [a, b]-nek. Masrészt, ha 6 > 0,
1/k <6 és x € (wj—1,2;) valamely 1 < i < ng-ra, akkor [z;_1,2;] C (x — §,z + §), igy

mes(x) <my; = Ag(x) < Fr(x) = M; < Ms(z),

amibdl
m(x) < lim Ag(x) < klim F(z) < M(x),
—00

k—o0

ha = € (a,b]. Ez azt jelenti, hogy az Ay, illetve Fj fiiggvénysorozatok A-majdnem
minden z € [a, b]-re konvergalnak a m, illetve M fiiggvényekhez. Igy m és M az [a,b]-n
A-mérhetdek, és Lebesgue majoralt konvergencia tétele szerint

b b - b b
/fdxz lim / Akd)\z/ md, /fd:z:z lim / de)\z/ M d.
k—oo a a k—oo a a

Ebbél )
/ab(M—m)d)\z/fdac—/fdac,

amibdl felhaszndlva a m < f < M egyenlGtlenséget és az el6zo6 tételt, kapjuk az allitast.

Hasonlé allitas igaz Riemann—Stieltjes-integralokra is, ha a Riemann—Stieltjes-integ-
ralt Szokefalvi-Nagy [45] konyve szerint, tetszOleges integralkozelits osszegek segitségével
definidljuk, de nem igaz, ha alsé és felsé integralkizelit osszegek segitségével, Rudin [40]
konyvét kovetve definidljuk; 14sd Rudin [40] konyvében a 148. oldalon a 3. feladatot.

4.5.5. Tétel. Legyen g : R — R monoton novekedd fiiggvény, a,b a g-nek foly-
tonossdgi pontjai, a < b és f : [a,b] — R egy korldtos fiiggvény. Az f; fdg Riemann-—
Stieltjes-integral (Székefalvi-Nagy [45] konyve szerinti értelemben) pontosan akkor léte-

zik, ha \gj-majdnem minden x € [a,b] pontban f folytonos. Ekkor létezik az fabfd)\g
Lebesgue—Stieltjes-integral is, és a két integral megegyezik.

Bizonyitas. Hasonléan végezhetd, mint a Riemann-integral esetében.
Megjegyezziik, hogy a tobbdimenziés esetben is hasonlé allitasok igazak.

— 4.5.6. Feladat [4]. Mennyi fOQF e d\(x)?
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— 4.5.7. Feladat [6]. Szamitsuk ki az [, +* dA(z) és [[° 2® dA\(x) integralokat, ahol
a € R.

4.5.8. Feladat [8]. Legyen f : [0,1] — R olyan Lebesgue-integrilhaté fiiggvény,
amelyre fox fdXx =0 minden z € [0, 1]-re. Mutassuk meg, hogy f = 0 majdnem minde-
niitt.

4.5.9. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy egy zart intervallumon Riemann-integ-
ralhaté fiiggvény esetén az integral mint a felsé hatdr fiiggvénye majdnem mindeniitt
differencialhaté.

— 4.5.10. Feladat [8]. Adjunk példat olyan f : (0,1] — R folytonos fiiggvényre,
amelyre limsg [ 51 f(z) d\(z) véges, de f a (0,1]-en nem Lebesgue-integralhato.

4.5.11. Feladat [10]. Milyen «,8 € R esetén létezik az fol z® sinz? d\(x) Le-

besgue-integral, és mikor létezik a lim, o fal 2% sin 27 d\(z) hatarérték?

— 4.5.12. Feladat [5]. Adjunk példat olyan f : R — R korlitos fiiggvényre, amely
A-majdnem mindeniitt egyenld egy folytonos fiiggvénnyel, de sehol sem folytonos.

— 4.5.13. Feladat [5]. Adjunk példét olyan f : R — R korlatos fiiggvényre, amely
A-majdnem mindeniitt folytonos, de nincs olyan folytonos fiiggvény, amellyel A-majdnem
mindeniitt egyenl6.

* 4.5.14. Feladat [13]. Igaz-e, hogy egy korlatos Lebesgue-mérhet6 fiiggvény majd-
nem mindeniitt egyenlé egy majdnem mindeniitt folytonos fiiggvénnyel?

* 4.5.15. 4.5.16. Feladat [10]. Legyen f az A C R Lebesgue-mérheté halmazon
integralhaté valds értéki fiiggvény, 0 < ¢ < A(A). Mutassuk meg, hogy ha f integrilja
az A tetsz6leges ¢ mértékii részhalmazdn 0, akkor f madnem mindeniitt nulla.

* 4.5.16. 4.5.17. Feladat [11]. Legyen f az A C R Lebesgue-mérheté halmazon
integralhatd valds értéki fiiggvény, amelynek integralja 0. Mutassuk meg, hogy 0 < ¢ <
A(A) esetén van olyan B C A mérhetd halmaz, amelyre \(B) = ¢ és a B-n az integril
szintén nulla.



5. MERTEKEK SZORZATA

5.1. A Fubini-tétel

5.1.1. Definicié. Legyenek (X, A, u) és (X, B,v) mértékterek. Jelolje p® v az
A x B+ pu(Av(B), A € A, B € B halmazfiiggvényhez (itt 0 - co = oo - 0 = 0) tartozd
kiilsé mértéket X x Y-on. A p ® v-mérheté halmazok osztilyat A ® B-vel fogjuk jeldlni,
1t ® v megszoritdsdt erre a halmazrendszerre a i és v mértékek szorzatanak nevezziik és
(nem teljesen korrekt médon) ezt is p ® v-vel jeloljiik.

5.1.2. Fubini tétele. Legyenek (X, A, ) és (Y, B,v) teljes mértékterek. Ekkor
(1) ha A p-mérhets, B pedig v-mérhets halmaz, akkor az A x B halmaz u ® v-mérhetd

és

(t®v)(Ax B) = u(A)v(B) (itt 0-co=00-0=0).

Ha f egy olyan bévitett valos értéki fiiggvény, amelynek y ® v-integralja létezik, és f
egy o-véges halmazon kiviil eltiinik, akkor
(2) az x> f(x,y) fiiggvény u-integrdlja létezik v-majdnem minden y € Y -ra;
(3)
(4) azyw— [y f(z,y)du(z) fiiggvény v-integrilja létezik;
(5)

az y — f(x,y) fiiggvény v-integrdlja létezik p-majdnem minden x € X -re;

az x — [ f(x,y) dv(x) fiiggvény p-integrélja létezik;

/Xxyf (@ y) dk@v)(e,y) = /Y /X f (@, ) dp(z) du(y)

- /X /Y f(, ) dv(y) du(z).

Bizonyitas. Jelolje F az olyan S C X x Y halmazok osztalyat, amelyeknek &g
karakterisztikus fiiggvényére a

o8) = [ [ €t duta) vty

kétszeres integral értelmezve van. Kétszer alkalmazva a nemnegativ fiiggvények integ-
raljanak megszamlalhaté additivitdsat, illetve Lebesgue majoralt konvergencia tételét,
kapjuk, hogy
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(7) ha Sy,S55,Ss,... diszjunkt elemei F-nek, akkor

oo

U2, S; € F és ) 0(S)) = o(Us, S));

j=1
(8) ha Sy D Sy D S3... egy F-beli sorozat, és p(S1) < oo, akkor

NiZi5; € F és lim o(S;) = o(N7241.95)-

J

Tekintsiik a
Po ={A x B : A p-mérhetd, B v-mérhetd},

P1 ={U;’§18i :5; € Po},
P :{ﬂfilSi : S, € 771}
halmazrendszereket, és vegyiik észre, hogy ha A x B € Py, akkor p(A x B) = pu(A)v(B).

Innen Py C F. Vegyiik észre tovabba, hogy ha A x B € Py és C x D € P,, akkor
(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND)ePyés

(Ax B)\ (Cx D) = ((A\ C) x B) U ((ANC) x (B\ D))

két diszjunkt Py-beli halmaz uniéja. Ebbdl kovetkezik, hogy P; minden tagja eléallithaté

diszjunkt Py-beli halmazok unidjaként. fgy Py C F. Két Pi-beli halmaz metszete is P; -

ben van. Igy P» minden eleme P;-beli halmazok csokkend sorozaténak a metszete.
Megmutatjuk, hogy barmely S C X x Y-ra

(e v)(S)=inf{o(V): SCV e P},
és van olyan W halmaz, hogy
SCWePy é (uev)(S)=(uev) (W)= ooW).

Elbszor is, ha Ay x By, Ay X Bs, A3 X Bz, ... a Py osztdlyban vannak, és

S C V = U Aj X Bj,
Jj=1

akkor -
§v < ZfijBj7

j=1
amibdl - -

o(V) <> o(A; x By) =D pu(Aj)v(By),

. e

j=1
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tovabba egyenléség teljesiil, ha az A; x B; halmazok diszjunktak. Masodszor, a
(n©V)(S) < o0
esetben, valaszthatunk Vi D Vo D V3 D ... halmazokat tgy, hogy S C V; € P; és
(n@v)(S) = lim o(V;)

teljesiiljon. Végiil, legyen W = N3, Vj, ha (u ® v)(S) < oo, ha pedig (1 ®@ v)(S) = oo,
akkor legyen W = X x Y.
(1) bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy A x B € Py. Mivel

p(A(B) = (A x B) < o(V)
minden A x B C V € P;-re, kapjuk, hogy pu(A)v(B) < (1 ®@v)(A x B). A mésik irdnyd

egyenlétlenség trividlis. Tovabbd, ha T'C X x Y, akkor T C U € P1-b6l U N (A x B) és
U\ (A x B) diszjunkt P;-beli halmazok, igy

(Lov)(TN(AxB))+(pev)(T\ (Ax B))
<o(UN(Ax B))+0o(U\ (A x B)) =o(U),

amibdl U-ra als6 hatart véve az A x B halmaz u ® v-mérhetésége adddik. (1)-bél kivet-
kezik, hogy Ps minden eleme p ® v-mérhetd. Ha most (1 ®v)(S) = 0, akkor S benne van
valamely W € Ps halmazban, amelyre (W) = 0, innen pu és v teljessége miatt o(S) = 0.
Ha (1 ® v)(S) < 00 és az S halmaz p ® v-mérhets, akkor S benne van egy W € P,
halmazban, amelyre (1 ® v)(S) = (1 @ v)(W) = o(W), innen (u ® v)(W \ S) = 0. Igy
oW\ '5) =0,
p{z: (z,y) € S} = pf{a: (z,y) e W}

teljesiil v-majdnem minden y € Y-ra. Ez azt jelenti, hogy

o(8) = o(W) = (n®v)(5),

azaz (2), (4) és (6) els6 egyenlGsége teljesiil S karakterisztikus fiiggvényére. Ugyanez
teljesiil, ha S tetszdleges o-véges pu @ v-mérhetd halmaz. (3), (5) és (6) mésodik fele u és
v szerepének felcserélésével kaphato a o-véges p ® r-mérheté halmazok karakterisztikus
fiiggvényeire. Végiil az approximécids lemma és Beppo Levi tétele alapjan kapjuk a tételt
nemnegativ, az integral definiciéja alapjan pedig tetszdleges fiiggvényekre.

5.1.3. Definicié. Ha (X;, A;, u;) mértékterek, i = 1,2,... ,n, akkor teljes induk-
ciéval definidljuk a

1 @2 @@ iy = (1 @ p2 @ -+ @ fin—1) @ fin

kiilsé mértéket (X; x Xo X ... x X,,—1) X X,,-en. Legyen tovibba

A4 A, =(AR0AR - QA4A,-1) R A,.

A p ®pe ® - ® g, kiilsé mérték lesziikitését Ay x Ay X - -+ X A,-re szorzatmértéknek
nevezziik, és (nem teljesen korrekt médon) szintén p; ® pe ® -+ ® py,-nel jeloljiik. Ha
X1 =X2=ZXnZX,Alz.AQ:ZAnZ.AéS,Uq:MQ::,U,nZM, akkor
u-et és A™-et {frunk.



76 5. Mértékek szorzata

— 5.1.4. Feladat [7]. Legyen A a Lebesgue-mérték, p pedig a szamlalé mérték [0, 1]-
en. Mutassuk meg, hogy a d(x,y) = 1, ha z = y, §(z,y) = 0, ha © # y Osszefiiggéssel
definialt Kronecker-delta p ® A-mérhetd, és hatarozzuk meg a Fubini-tételben szerepld
integralokat. Miért nem mond ellent az eredmény a Fubini-tételnek?

5.1.5. Feladat [10]. Szamitsuk ki az

//f,ydA ) dA\(y //f,ydA ) d\(z),
//\fxy\dA ) d\(y //yfxy]cu ) d\(x)

integralokat, ha

(1) Flwg) = (@ =) /@ + )

(2) flz,y) =1/(x —1/2)% ha 0 <y < |z —1/2] és 0 egyébként;
(3) flz,y) = (x —y)/ (22 + y2)3/2;

(4) f(z,y) =1/(1 — zy)P, ahol p > 0.

5.1.6. Feladat: az integrdl mint gorbe alatti teriilet [10]. Legyen (X, A, )
egy o-véges mértéktér, A a Lebesgue-mérték R-en, f : X — [0, co] mérhet6 fiiggvény, és

T, ={(z,t) : (z,t) € X x R,0< t < f(z)},
T ={(z,t): (z,t) e X xR,0< ¢t < f(x)}.
Igazoljuk, hogy a T, és T™* halmazok p ® A-mérhetdek, és

(1N = (N = [ Fdu

(Lebesgue eredetileg a nemnegativ valds értékii fiiggvények Lebesgue-integraljat gorbe
alatti teriiletként definidlta.)

* 5.1.7. Feladat: a nagy szdmok gyenge torvénye [13]. Legyenek (X, Ay, f14),
~ € I valésziniiségi mértékterek. Az

HA HHU% vi)

ver
n € N, 7; € I' paronként kiilonboz6 indexek, A,, € A,,, hai=1,... ,né A, = X,, ha
v # v, 1 =1,2,... n Osszefiiggéssel értelmezett halmazfiiggvényhez tartozoé p kiilsé mér-

téket [ o p1y-val jeloljiik, az erre nézve mérheté halmazok osztélydt pedig [ [ .y A,-val.
A ;1 megszoritasat a y-mérheté halmazok osztdlyara a p, mértékek szorzatanak nevez-
ziik. Legyen ' = N, X,, = {—1,1}, A,, az X,, 0sszes részhalmazainak osztalya, p, pedig
a szamldlé mérték 1/2-szerese, ha n € N. Legyen f,(z) = x,, ha © = (29,21, 22,...).
Bizonyitsuk be, hogy az f, mérhetd fiiggvénysorozat mértékben az azonosan nulla fiigg-
vényhez tart.

* 5.1.8. Probléma [?]. Igaz-e, hogy ha u kiils§ mérték X-en, v pedig kiils§ mérték
Y-on, akkor az A x B — u(A)v(B) leképezés o-szubadditiv X x Y részhalmazain?
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5.2. A Lebesgue-mérték az euklideszi téren
5.2.1. Definicié. A \" n-dimenziés Lebesgue kiils6 mértéket R™-en mint a
AT=AQAR - A

n-tényez0s szorzatot definidljuk. Az n-dimenziés Lebesgue-mérhets halmazok osztalyét
L"-nel jeloljiik. A A™ kiilsé mérték megszoritasat L™-re n-dimenziés Lebesgue-mértéknek
nevezziik, és szintén A"-nel jeloljiik.

5.2.2. Tétel. A \" szorzatmérték Radon-mérték R™-en, tovibbd
(1) AM(S) =inf{\"(V) : V nyilt, S C V} minden S C R"-re.
Bizonyitas. A Fubini-tételt ismételten alkalmazva kapjuk, hogy az
(a1,b1) x (az,b2) X -+ X (ap, by)

alakd n-dimenziés nyilt intervallumok mérhetéek. Mivel azok az n-dimenzids nyilt in-
tervallumok, amelyekre minden «a; és b; raciondlis, megszamlalhaté bazisat alkotjak R™

A kompakt halmazok mértéke véges, mivel intervallumba foglalhatok. Mivel R™
minden nyilt részhalmaza o-kompakt, tetszoleges V nyilt halmazhoz létezik kompakt
halmazok egy K; C Ko C K3 C ... sorozata, amelyre U2, K; = V. fgy a mérték
folytonossagabol

AM(V) = lim A\"(K;) <sup{\"(K) : K C V, K kompakt}.

i—»00

A masik irdnyu egyenlStlenség trividlis. Végiil n szerinti teljes indukciéval bebizonyitjuk
(1)-et. Legyen € > 0, és tegyiik fel, hogy n — 1-re mar tudjuk az 4llitast. Nyilvan
feltehetjiik, hogy A\"*(S) < co. Vélasszunk egy olyan

=1

lefedést, amelyre az A; halmaz A"~ '-mérhetd, a B; halmaz A-mérhetd, ha i = 1,2,...,
tovabba A" 71(A;) < oo, A(B;) < 00, és

i N THANNB;) < A(S) + .

i=1
Vélasztva minden i-re olyan V; és W; nyilt halmazokat, amelyekre A; C V;, B; C W, és

3

AT VAW < N (ADAB) + o7



78 5. Mértékek szorzata

az U = U2, (V; x W;) nyilt halmazra S C U és
n < n—1/ys. ) < n—1 X . E < \" .
() < 3 ATHDAN < ;(A (ADA(By) + 57 ) S A(S) + 2

* 5.2.3. Lemma. Legyenekai,...,an ésby,..., b, valés szamok, T pedig a
T(x1, 22, ... ,Zn) = (@121 + b1,a222 + ba, ... ,anxy +by), ha (x1,22,...,2,) ER"
osszefiiggéssel adott affin transzformaciGja R™-nek énmagdba, és legyen
JT = |araz - ap).

Ekkor
A (7(S)) = Jr-A"(S) minden S C R"-re,

tovabbd ha S mérhetd, akkor 7(S) is mérhetd.

Bizonyitds. A bizonyitédst teljes indukciéval végezziik. A 2.1.3. tételben n = 1-re
mar igazoltuk az allitast. Legyen n > 1 és tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitas, legyen
tovabba S C R™ és

T 2(1'1,... ,:cn,l)r—>(a1z1 -|-b1,... ,Ap—1Tn—1 +bn,1), ha (331,... ,zn,l)ERn_l,

7z, v apxy +b,, ha xz, €R.

Ha S C UX, (A; x B;), ahol A; € L7~ és B; € L, akkor

7(8) € [ J (A x By) = [ J (7" (4i) x 7'(By)),
=1 i=1
amibol .
XM (7(8)) < laras -+ an1llan] D A" (A)A(B),
i=1
és igy

A (7(8)) < JT- A™(S).

Ha valamelyik a; nulla, akkor készen is vagyunk. Ha nem, akkor 7~ !-re alkalmazva az
eddigieket, kapjuk a mésik irdnyt egyenl6tlenséget. A 7(S) halmaz mérhet6sége a

AT NT(S) + A (T\7(S)) = Jr - A" (v~ HT)NS) + Jr- A" (v~ H(T)\ 5)

Osszefiiggésbol kovetkezik.
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* 5.2.4. Tétel. Legyen u egy Radon-mérték R™-en, és legyen A a u értelmezési
tartomanya. Tegyiik fel, hogy u eltoldsinvaridns, azaz

A+be A és p(A+b)=u(A) minden Ac A beR"re
Ekkor van olyan ¢ > 0 konstans, hogy
u(A) = cA"(A) minden A € A-ra.

Bizonyitas. Ugyanigy, mint az 5.2.2. tétel bizonyitasiban, kapjuk, hogy R™ x R™
minden Borel-halmaza g x A\"-mérhetd. Legyen K egy rogzitett, nem iires, kompakt
lezartu nyilt részhalmaza R™-nek, V' pedig tetszoleges nyilt részhalmaza R™-nek. Fel-
haszndlva, hogy az

{(,y):yeKz+yeV} é {(z,y):yeV,y—zeK}

halmazok nyilt halmazok, a Fubini-tétel és az el6z6 lemma szerint
V) = [ ev@) i @) dutw)
n R’n.
= [ ] @@ dut)
= [ [ e ant av @)
- [ ] s duw) ix @
Rn JR
~ [ ) [ & x@ N (@) duty) = (V)N ()
n R’n.

Ebbdl ¢ = pu(K)/A\"(K) jeloléssel u(V) = ¢A"(V) minden nyilt részhalmazira R™-nek.
Egy adott A € A halmazt tartalmazo nyilt halmazokra alsé hatart véve ugyanez teljesiil
minden A-ra.

5.2.5. Tétel. Legyen 7 :x — A(x) + b egy affin transzformédcidja R™-nek énma-
gaba, ahol A : R™ — R"™ linedris transzformacié és b € R™. Legyen
Jr =|det A|.
Ekkor
A (7(S)) = J7-A"(S) minden S C R"-re,
tovabbd ha az S halmaz \"-mérhetd, akkor 7(S) is az.

* Bizonyitds. Nyilvan feltehetjiik, hogy Jr # 0, azaz, hogy 7 invertalhaté, mert
egyébként 7 képtere nullmértékii. Ha 7 invertilhatd, akkor 7 homeomorf leképezése
R™-nek R™-re. Legyen

u(S) = A" (7(S)), ha SCR"™
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Ekkor
inf{p(V):V nyilt, SC V} = inf{)\”(T(V)) :7(V) nyilt, 7(S) C T(V)}
= \"(7(9)) = u(S9).

Tekintsiik p lesziikitését a Borel-halmazokra. Ez Radon-mérték: konnyen lathatd, hogy
mérték és a kompakt halmazok mértéke véges, a nyilt halmazokkal kiviilrol valé appro-
ximalhatdésagot mar lattuk, és

sup{u(K) : K kompakt, K C V} = sup{/\” (T(K)) : 7(K) kompakt, 7(K) C T(V)}
=X"(1(V)) = u(V)

minden V nyilt részhalmazara R™-nek. fgy az el6z6 tétel szerint van olyan ¢, konstans,
hogy A"(7(B)) = ¢;A"(B) minden Borel-halmazra. (1) szerint ez minden S C R"-re is
teljesiil. Ha

TI(x1, .. mn) = (@121 + b, ... sapz, + by),

akkor az 5.2.3. lemma szerint ¢, = J7. Ha 7 ortogondlis linearis transzformécio, akkor
¢r, =1, mivel 7 az {x : x € R", |z| < 1} = B(0,1) gombot snmagdra képezi le. Mivel
minden 7 invertilhaté affin transzforméacié eléall 7 = 7 o 7» alakban, és ¢, = ¢ ¢y, a
tételt bebizonyitottuk.

* 5.2.6. Tétel. Az R" tér barmely r sugari gombjének \"*-mértéke
r"a(n).
Bizonyitds. Az 5.2.3. lemma szerint

A" (B(a,r)) =r"A"(B(0,1))

barmely n € N, n > 1, a € R" és r > 0-ra, ahol B(a,r) az a kozéppontd, r sugari zart
gombot jeloli.

Indukciéval bizonyitunk. Az &llitas nyilvdnvald, ha n = 1. A Fubini-tétel szerint,
felhasznalva a I-fiiggvény ismert tulajdonsdgai (lasd Rudin [40], 201-204. oldal), valamint
a Riemann- és a Lebesgue-integral kapcsolatat, n > 2 esetén

/ Ay syl < (1= )2} dA(E) = a(n — 1)/ (1= %)= D/ d\(1)
{7111] [71,1]

s

1 s
= 2a(n — 1)/ (1 — )= D72 4t = 2a(n — 1)/2 cos™ 0 df
0 0

_ T/ PO+ D/2) | T2 o
L((n+1)/2) T((n+2)/2) ['(1+n/2) '

Nyilt gombokre a bizonyitas hasonld.
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— 5.2.7. Feladat [6]. Fogalmazzuk meg pontosan, és igazoljuk a Cavalieri-elvet.
— 5.2.8. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy A" és \™ szorzata A\"*+™.

5.2.9. Feladat [10]. Jelolje B az R Borel-halmazainak osztdlyat. Keressiink olyan
S C R? halmazt, amely az {Ax B : A, B € B}, illetve {AxB : A, B € L} halmazosztdlyok
altal generalt o-algebrak koziil az elsében nincs benne, de a mésodikban igen. Keressiink
olyan S C R? halmazt, amelyre A\2(S) = 0, de a fenti o-algebrakban nincs benne.

* 5.2.10. Feladat [11]. Bizonyitsuk be, hogy R™ barmely konvex részhalmaza Le-
besgue-mérheto.

* 5.2.11. Feladat [14]. Adjunk példat olyan A C [0,1] x [0,1] Borel-halmazra,
amelyre A\2(A) = 1, de A nem tartalmaz B x C alaki halmazt, amelyre B,C € L és
AB)A(C) > 0.

* 5.2.12. 5.2.12. Feladat [18]. Konstruéljunk olyan valds fiiggvényt, amely grafi-
konjanak barmely egységnégyzetbe es6 része 1 kiils6 mértékii halmaz.
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6.1. A Lebesgue—Radon—Nikodym-tétel

A 4.2.5. tétel szerint, ha (X, A, u) egy mértéktér és ¢ egy nemnegativ, majdnem min-
deniitt értelmezett mérhetd fiiggvény, akkor a v(A) = [, pdu, ha A € A sszefiiggéssel
definiélt fiiggvény mérték az (X, .A) mérhetd téren. Az nyilvanvald, hogy ha pu(A) = 0
valamely A € A-ra, akkor v(A) = 0. A valdsziniliségszamitasban és az analizisben fontos
szerepet jatszik a fenti allitds — bizonyos feltételek mellett fenndllé — megforditasa.

6.1.1. Definicié. Legyen (X,.A) mérhetd tér, u és v pedig ezen a mérhetd téren
értelmezett mértékek. Azt mondjuk, hogy v abszolit folytonos u-re nézve, ha barmely
A € A-ra, amelyre u(A) = 0, teljesiil, hogy v(A) = 0. Jelolése: v < u. Azt mondjuk,
hogy p és v szinguldrisak egymadsra, ha van olyan A € A, hogy u(A) = 0és v(X\ A) = 0.
Jelolése: v L p.

Nyilvédn egy adott (X,.4) mérheté téren értelmezett mértékek korében < reflexiv
és tranzitiv, 1 pedig szimmetrikus relacié. Egyszeri példa szinguldris mértékekre a
Lebesgue-mérték és a Dirac-mérték R-en.

6.1.2. Lebesgue—Radon—Nikodym-tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér, u és v
pedig o-véges mértékek (X, A)-n. Ekkor létezik pontosan egy olyan (X, A)-n értelmezett
v, és vy mértékekbdl allo par, hogy

(1) V(A) = va(A) + vs(A) minden A € A-ra;

(2) Vo < b 65 vs L p.

Létezik tovabba egy olyan X -en értelmezett ¢ nemnegativ valos értékii mérhetd fiiggvény,
hogy

(3) Ve (A) :/ wdyp minden A € A-ra.
A

A ¢ fiiggvény p-majdnem mindeniitt egyértelmiien meghatarozott, azaz ha ¢ egy masik
X -en értelmezett nemnegativ mérhetd fiiggvény, amelyre (3) fenndll, akkor a két fiiggvény
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p-majdnem mindeniitt egyenlé. Ha f : X — R mérhet fiiggvény, akkor az alabbi két
integral egyszerre létezik és

(4) /X Fdve = /X fodp.

Bizonyitds. Eldszor tegyiik fel, hogy u és v véges mértékek. Legyen x(A) = u(A)+
v(A), ha A € A. Ekkor x is mérték (X,.A)-n, tovibba

/fdn:/fdu+/fdy,

ha valamelyik oldal definidlva van. Az utébbi allitds mérhetd, egyszerii fiiggvényekre nyil-
vanvald, nemnegativ mérhetd fiiggvényekre Beppo Levi tételébdl, tetszdlegesekre pedig

c sz

A bizonyités kulcsa Riesz reprezentdcios tételének alkalmazésa a (valds) L2 (k) tér
folytonos linedris funkciondljaira. Ha f € L2 (k), akkor

‘/fdu‘ S/|f|du§/|f|dn§K(X)1/2(/|f|2dﬁ)1/2’

igy az f — [ fdv funkcionl folytonos linedris funkcional L2(k)-n. A Riesz-féle repre-
zentécios tétel szerint van olyan g € L2(x), hogy

(5) [tav=[tgin= [ soav+ [ sgan.

ha f € L(k). Legyen f = £4 valamely A € A-ra. Ekkor az el6z6 egyenléség bal oldala
v(A), és mivel 0 < v(A4) < k(A),

0< / gdr < k(A).
A

Mivel ez minden A € A-ra fennill, k-majdnem minden 2z € X-re 0 < g(z) < 1. Az
altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ez minden z € X-re teljesiil. (5)-6t
atrendezve, azt kapjuk, hogy

© [a-asar=[ fodn ba serie.

b'e X
Legyen B = X (g = 1), éslegyen v,(A) = v(A\B), vs(A) = v(ANB),ha A€ A Ha faB
karakterisztikus fiiggvénye (6)-ban, akkor latjuk, hogy p(B) = 0. Nyilvan v4(X \ B) =0,

igy u L vs. Mivel g korlatos, (6) akkor is teljesiil, ha f-et (I4+g+ ...+ g")€a-val
helyettesitjiikk, A € A, n =1,2,...-re. Igy azt kapjuk, hogy

(7) /A(l—g”+1)du=/Ag(l—l—g—l—...—}—g")du.
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A B minden pontjaban g(z) = 1, és fgy 1 — g""(x) = 0. Az X \ B minden pontjiban
g™t (2) = 0 monoton csdkkenve. Igy a bal oldal v(A\ B) = v4(A)-hoz tart monoton
novekedve. A jobb oldalon szerepl6 fiiggvény egy nemnegativ mérhetd o fiiggvényhez tart
monoton novekedve, maga az integral pedig [, ¢ du-hoz. Ezzel beldttuk (3)-at. (3)-bdl
kovetkezik, hogy v, < p.

Most térjiink 4t az altaldnos eset bizonyitdsara. Valasszunk egy olyan C,, n =
1,2,... diszjunkt A-beli halmazokbdl &ll6 sorozatot, amelyre US>, C,, = X, u(C,) < oo
és V(C ) < oo minden n-re. A ve, és o, mertekekre alkalmazva a tétel eddlg bizonyitott
részét, a ve,, o 6s Ve, s mértékeket és ¢, fliggvényeket kapjuk. Legyen

ZVC (ANnC,) és ZVC (ANCy),

ha A € A, és legyen ¢(x) = v (), ha x € C), és ¢, (z) definidlva van. Ekkor az (1), (2)
és (3) vsszefiiggések teljesiilnek.
A v = vy, + v, felbontds unicitdsdnak bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy B € A gy,
hogy u(B) =0 és v (X \ B) =0, tovdbbd hogy v, + v, = v, v, < u, és B’ € A dgy, hogy
w(B') =0 és V(X \ B') = 0. Ekkor barmely A-beli D C BU B’ halmazra u(D) = 0, és
{gy va és v, abszolit folytonossiga miatt v(D) = vs(D) = vy (D). Ha D C X \ (BUB'),
akkor I/S(D) = V(D) = 0 teljesiil. Igy

V(A)—VS(AH(BUB )
v,(An(BUB))

+v,(A\ (BUB))
+r (AN (BUB)) =v(A),

ha A € A. Ebbél mér adédik, hogy v,(A) = v/, (A). gy va = v/, és v, = V..
A ¢ unicitdsdnak bizonyitasihoz tegyiik fel, hogy

va(A) = /A By

minden A € A-ra. Ekkor az X (p > ¢) halmazra

0= / (¢ — @) dp,
X(o>¢)

amibdl uX (¢ > @) = 0. Hasonldan uX(p < @) = 0, igy a két fiiggvény p-majdnem
mindeniitt egyenld.
Végiil (4 ) a szokésos médon kaphaté nyilveinval(') egyszerﬁ fﬁggvényekre Beppo Levi

s s s

6.1.3. Megjegyzés. Az elézé tételben szerepld v,, vs part a v mérték p-re vo-
natkozé Lebesgue-felbontasanak nevezziik, a tétel ennek létezésére és egyértelmiiségére
vonatkozé részét pedig Lebesgue felbontdsi tételének. A tétel masodik fele, amely a v,
mérték integralként vald eléallitasaval foglalkozik, a Radon—Nikodym-tétel. A o fiigg-
vényt szokas v,-nak a p-re vonatkozo Radon—Nikodym-derivaltjanak nevezni, és Cflu -vel

jelolni. Mint lattuk, ¢ nem egyértelmi, csak p-majdnem mindeniitt meghatarozott.
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6.1.4. Lancszabdly. Legyenek p, v és k o-véges mértékek az (X, A) mérhetd
téren gy, hogy v < p és Kk < v. Ekkor k < p és

ds  dk dv . . ..
= p-majdnem mindentitt.
du dv du
Bizonyitds. Barmely A € A-ra
d dk d
k(A = [ Lav=| LEZ
4 dv dl/ du

6.1.5. Feladat [9]. Vezessiik le Lebesgue felbontdsi tételét a Radon-Nikodym-
tételbél.

6.2. Komplex mértékek

Ha (X, A, p) egy mértéktér és ¢ egy integralhaté fiiggvény, akkor a

v(A) = /Awdu

Osszefiiggéssel definidlt halmazfiiggvény a 4.2.5. tétel szerint o-additiv A-n, de attdl fiig-
gben, hogy ¢ valds, komplex vagy vektorértékii, v is valds, komplex vagy vektorértékii.
Erdemesnek l4tszik ennek alapjan valds, komplex vagy vektorértékl o-additiv halmaz-
fiiggvényekkel foglalkozni. Mi csak a valds és komplex értékii esetet vizsgaljuk meg
részletesen, de a tételek konnyen altalanosithatok K™-beli értékii mértékekre is, ha ko-
ordindtékat hasznalunk. Altaldnos Banach-térbeli értékii mértékek irant érdeklddéknek
Dunford és Schwartz [7], illetve Bourbaki [4] konyvének tanulmanyozasat ajanljuk. Ha
© bovitett valds értékii, nem integralhato, de létezik az integrélja, akkor v a —oo és oo
értékeket is felveheti. Az ilyen, dgynevezett eléjeles mértékek targyaldsat 1asd Laczkovich
[26] jegyzetében vagy Halmos [15] konyvében.

* 6.2.1. Definicié. Legyen (X, A) egy mérhetd tér. Azt mondjuk, hogy u egy komp-
lex mérték A-n, ha p: A — Cés

(1) PO Ak) = (A (o-additivit4s)
k=1

diszjunkt A-beli halmazok barmely Ay, k = 1,2, ... sorozatara. Ha u csak valds értékeket
vesz fel, akkor valés mértéknek nevezziik.

Vildgos, hogy egy adott (X,.A) mérhetd téren értelmezett valds, illetve komplex
mértékek a fiiggvények szokdsos sszeadasaval és skalarral vald szorzdsival vektorteret
alkotnak R, illetve C felett.

Mivel az (1) egyenlet bal oldala nem fiigg az A, halmazok sorrendjétél, a jobb oldalon
allé szamsor sszege sem fiigghet a sorrendtdl. Ebbdl kovetkezik, hogy a jobb oldalon
all6 sornak abszolit konvergensnek kell lennie.
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* 6.2.2. Definicié. Ha u komplex mérték az (X,.A) mérhetd téren, akkor a
ur(A) = Ru(A), ha Ac A,
illetve
pi(4) = Su(4), ha A€ A
osszefiiggésekkel definidlt valés mértékeket p valds, illetve képzetes részének nevezziik.
Nyilvan p = p + ip;-
* 6.2.3. Definicié. Legyen u komplex mérték az (X, .A) mérhetd téren, és ha A € A,
definidljuk a |u|(A) szdmot mint az Gsszes

ZLU(Ak)‘
k=1

alaku osszegek pontos fels6 korlatjat, ahol Ay, Ao, ..., A, paronként diszjunkt, mérhetd
halmazok, amelyek egyesitése A. Az igy értelmezett |u| : A — [0, o0] fiiggvényt a p teljes
valtozasanak nevezziik. Vegyiik észre, hogy a pontos felsé korlat ugyanaz marad, ha csak
azt, tessziik fel, hogy Aj, As, ..., A, paronként diszjunkt, mérhet6 részhalmazai A-nak.

* 6.2.4. Tétel. Legyenek p és v komplex mértékek az (X, A) mérhets téren, és
c € C. Ekkor

(1) ep| = el
és
(2) I+ v| < |pl+ v

Bizonyitas. Egyszerd szamolés.
* 6.2.5. Tétel. Ha p komplex mérték (X, A)-n, akkor |u| véges mérték (X, A)-n

Bizonyitds. Eldszor azt mutatjuk meg, hogy |u| mérték. A o-additivitds miatt
p(@) = S22, u(0), amibél p(@) = 0. Innen |p|(0) = 0. Megmutatjuk, hogy |u| is
o-additiv. Legyen Aj, j = 1,2,... egy A-beli paronként diszjunkt halmazokbdl allé
sorozat, A = U2 Aj ést < |u|(A). Vélasszunk A-beli paronként diszjunkt Ey,... , E,
halmazokat, amelyekre U}_, £}, = A, ugy, hogy

t< > u(ED)|
k=1

teljesiiljon. Ekkor

oo

ZﬂEkﬂA ZZ‘,LLE]CQA

=1 k=1 j=1

A

M 11

<

Il
-
o~

Il
-

M:

|u(Er 0 Ay) Zlul
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Mivel ¢ tetszéleges volt, kapjuk, hogy
ul(A) < ul(4;).
j=1

Ha |u|(A) = oo, akkor a forditott egyenlétlenség nyilvanvalé. Ha |u|(A) < oo, legyen
¢ > 0 és valasszunk minden j-re egy olyan A-beli paronként diszjunkt halmazokbdl 4116
Ej1,...,Ejy, halmazrendszert, amelyre U,” | Ej , = A; és

nj E
];W(Ej,k)\ > |ul|(A4;) — 5

Ekkor barmely m pozitiv egész szdmra

S hica) <35 (5 + e
j=1 j=1 k=1

Se+ D D |nlE)] + U0 A)))

j=1 k=1
< e+ |ul(A).

Mivel e tetszOleges volt,

Z lul(A;) < |ul(A),

amibdl

Z 1l (A4;) < |ul(A).

Ezzel belattuk, hogy |p| mérték.

Miasodik 1épésként megmutatjuk, hogy |u| véges mérték. A 6.2.4. tétel szerint
[|(X) < |pr (X)) + | 12i] (X), 1gy elég valds mértékekre beldtni az allitdst. Elészor megmu-
tatjuk, hogy ha E € A és |u|(E) = oo, akkor E el6all két diszjunkt mérheté A, B halmaz
egyesitéseként, amelyekre |pu(A)| > 1 és |u[(B) = co. Valdban, valasszunk E-nek egy
olyan Fy, Fs, ..., E, paronként diszjunkt A-beli halmazokbdl all6 felbontasit, amelyre

S JuE0)]| > 2+ 2Ju(E).
k=1

Legyen A azon Ei-k unidja, amelyekre u(Ey) > 0, és B azon Fji-k uniéja, amelyekre
1(Er) < 0. Ekkor kiszamolhat, hogy |u(A)| > 1, [u(B)| > 1 és |u| nem lehet A-n és
B-n is véges. Sziikség szerint esetleg megcseréljiik A és B szerepét.
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Ha most |u|(X) = oo, akkor teljes indukciéval definidlhatunk egy olyan A-beli hal-
mazokbdl 8ll6 A,, n = 1,2,... és B,, n = 1,2,... sorozatot, hogy A, N B, = 0,
|1(An)| > 1, |pu|(Bn) = 00 és Apy1 U Bpyy = By, minden n-re. Ha A = U2, A,,, akkor

w(A) =3 p(Ay)

kell teljesiiljon, de a jobb oldali sor nem konvergens, mivel u(A,) nem tart nulldhoz.

* 6.2.6. Definicid. Legyen p valds mérték az (X, A) mérhetd téren, és

1 1
pt = 5 (Iul +p), p= §(|u| — ).

Ekkor a ut, pu~ véges mértékekbdl allé part a p Hahn-féle felbontdsinak nevezziik.
Nyilvdn g = p™ — p~.

* 6.2.7. Definicié. Legyen p komplex mérték az (X, A) mérhetd téren. A pt, u,,
wi, u; véges mértékekbdl 4116 négyest a pu Jordan-felbontdsénak nevezziik. Vildgos, hogy
=k —py + iuj —ip; , amit gyakran frunk u = Z?:O i/ alakban is.

* 6.2.8. Tétel. Ha p komplex mérték az (X, A) mérhetd téren, és p = Z?:o i a
u Jordan-felbontasa, akkor

3
(2) Ipl < X250 1y-
Bizonyitas. Egyszerl szamolés.

* 6.2.9. Definicié. Legyen u komplex mérték az (X, .A) mérhetd téren, f pedig bo-
vitett valds, komplex vagy Banach-térbeli értékii fiiggvény. Az f-et p-integralhaténak
nevezziik, ha |u|-integrélhatd. Az f fiiggvény p integraljat egy A € A halmaz felett az

[jw=gﬂAMw

Osszefiiggéssel definidljuk, ahol y = E?:o iJp; a p Jordan-felbontdsa. Megjegyezziik,
hogy a jobb oldalon 4ll6 integrélok létezése a szokdsos mddon (egyszerti fiiggvények,
Beppo Levi tétele, az integral definicidja) kovetkezik 6.2.8.(1)-bél.

* 6.2.10. Tétel. Legyen pi komplex mérték az (X, A) mérheté téren, f és g pedig
integralhato, R, C vagy Banach-térbeli értékii fiiggvények. Ha c valds, illetve komplex
konstans, akkor f + g és cf is integralhatéak és

V) J(f+9du= [ fdu+ [gdy;
() [(cf)du=c fdp.

Bizonyitas. Egyszerii, a definicié alapjan végzett szamolds.
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* 6.2.11. Definicid. Legyenek u és v komplex mértékek az (X, .A) mérhetd téren. A
u-t teljesnek nevezziik, ha |u| teljes. A p-t komplex Radon-mértéknek nevezziik, ha |u|
Radon-mérték. Azt mondjuk, hogy v abszoliit folytonos u-re vonatkozdan, ha |v| abszolit
folytonos |u|-re vonatkozdan. Azt mondjuk, hogy u és v szinguldrisak egymésra, ha |u|
és |v| szinguldrisak egymdsra. A v < p és v L u jeloléseket is hasznaljuk.

* 6.2.12. A Lebesgue—Radon—Nikodym-tétel komplex mértékre. Legyen
(X, A, 1) egy o-véges mértéktér, v pedig komplex mérték (X, A)-n. Ekkor Iétezik egyet-
len olyan (X, A)-n értelmezett v, és vs komplex mértékekbdl &ll6 pdr, amelyre
(1) v=v,+vs;

(2) [val < i és vl L p.

Létezik tovabbd egy ¢ € Lt (p) fiiggvény, amelyre

(3) va(A) = [, ¢du barmely A € A-ra.

A ¢ fiiggvény pu-majdnem mindeniitt egyértelmiien meghatdrozott, azaz ha ¢ € L¢(p)

egy mdsik fiiggvény, amelyre (3) fenndll, akkor a két fiiggvény p-majdnem mindeniitt
egyenls. Tovabba

(4) [y fdva = [y fedu bdrmely v,-integrdlhaté f : X — C fiiggvényre;
(5) |val(A) = [, | du bdrmely A € A-ra.

A o fiiggvényt (le:f -vel is jeloljiik, és a v, mérték u szerinti Radon—-Nikodym-derivaltjanak

nevezziik.

Bizonyitds. Legyen v = Z?:O ilv; a v Jordan-felbontésa, és alkalmazzuk a v;
mértékekre a 6.1.2. tételt. Legyen

3 3
Vg = E Vv 68 vy = E v s.
j=0 j=0

(1) és (2) egyszerli szdmoldssal adédnak. Az unicitds ugyanigy kaphaté meg, mint 6.1.2.-

ben. Legyen
3

cpzZijcpj, ahol Vj’a(A):/A% du.

Jj=0

Ekkor 6.1.2.(3) és 6.1.2.(4) szerint teljesiil (3) és (4). A ¢ egyértelmiisége hasonldéan
lathaté be, mint 6.1.2.-ben. Végiil, (5) bizonyitasdhoz legyen A € A rogzitett, és
Ay, Ay, ..., A, diszjunkt A-beli halmazokbdl all6 sorozat, amelyre Up_, Ay = A. Ek-

kor .
wﬁs /ﬁﬂw:/wwu

hWMSAMW-

n

Z‘Va(Ak‘)‘ = Z
k=1

k=1

amibdl
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Legyen g = £4sgn. Vélasztva olyan egyszerii fiiggvényekbdl all6 s; fiiggvénysorozatot,
amely pontonként g-hez konvergdl, és amelyre |s;| < |£4sgnp| < 1, Lebesgue majoralt
konvergencia tétele szerint

/|<P|dM:/ pEasgnpdu = lim / ps; dp.
A X J—o Jx

Mésrészt minden s; fiiggvény >, _; cx€a, alakd, ahol Ay, .. ., An az A egy mérhetd,
diszjunkt halmazokra valé felosztdsa, és |ck| < 1 minden k-ra. Igy

‘/ @deﬂ‘: Z%/ pdp| <
X k=1 Ak k=1

Osszevetve a két elézd Gsszefiiggést kapjuk, hogy

/ wdu’ =3 ()] < vl (4).
Ak k=1

/ ol i < Ival(A).
A

* 6.2.13. Kovetkezmény. Legyen p komplex mérték az (X, A) mérhets téren.
Ekkor van olyan mérhets ¢: X — C fiiggvény, hogy

(1) |¢(x)] =1 minden x € X-re;
(2) w(A)= [, pd|p| minden A € A-ra;
(3) [y fdu= [y fed|p| minden f € L{(|p|)-re;
(4) | [ fdul < [ |fd|p| minden f € LE(|p|)-re.
Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z6 tételt u-re és |u|-re. (1)-et 6.2.12.(5)-bél kapjuk.
(4) a (3)-bdl kovetkezik.

* 6.2.14. Definicié. Ha v komplex mérték az (X, B) mérhetd téren, (X, B, |v|) ter-
mészetes kiterjesztése (X, A, k) és h = dv/d|v|, akkor a u(A) = [, hdk Osszefiiggéssel
definidlt komplex mértéket v természetes kiterjesztésének nevezziik. Nyilvan |u| = k.

* 6.2.15. Hahn-féle felbontdsi tétel. Legyen u valés mérték az (X, A) mérhetd
téren. Ekkor u™ 1 p~.

Bizonyitas. Az elézd tétel szerint d—cfl%l = h, ahol |h| = 1. Mivel u valés, h is valds
majdnem mindeniitt. Legyen B = X (h = —1). Mivel
1 _ 1
ph =g el + ), nm =5kl —n),

i (B) =5 [ A+ mdul =0

| a-mdp=o
X\B

és
(X \ B) =

N | =
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* 6.2.16. Tétel. Legyenek p és v komplex mértékek az (X,.A) mérhetd téren, és
c € C. Ha egy R, C vagy Banach-térbeli értékii f fiiggvény u-integralhato, akkor cp-
integralhatd is, és

1) [ e =c [ san

Ha az f fiiggvény v-integralhaté is, akkor p + v-integralhatd, és

) [tawen = [sans [ sa

Bizonyitas. Ha f egy A € A halmaz karakterisztikus fiiggvénye, akkor nyilvin

s s s

(2) akkor is fenndllnak, ha f egyszerii fiiggvény. Végiil, vilasztva olyan egyszerii fiigg-
vényekbdl all6 s, sorozatot, amely pontonként f-hez konvergal, és amelyre |s,| < |f],
n=1,2,..., Lebesgue majoralt konvergencia tétele és a 6.2.13.(4) felhasznalasaval

V(fsn)d(cu)‘ < [15 = saldieul .

c/<f—sn>du] <lel [1 = saldinl =0,
amibdl

/fd(cu) = nan;O/sn dlep) =c lim | spdp = c/fdu.

n—roo

Hasonldéan kapjuk (2)-t.

* 6.2.17. Definicié. Legyen p komplex mérték az (X,.A) mérhetd téren, v pedig
komplex mérték az (Y, B) mérhetd téren. Legyen
du dv
P = 71> Pv = 77~
" d|ul dlv|

A p és v szorzatat a

(n®v)(S) = /5 ()00 () (1] ® v]) (2, 9)

osszefiiggéssel definidljuk azon S halmazokra, amelyek |u| ® |v|-mérhetSek.

* 6.2.18. Feladat [5]. Legyen (X,.4) mérhetd tér, p komplex mérték (X, A)-n, f
komplex értékii p-integralhaté fiiggvény. Mutassuk meg, hogy a v(A) = [, fdu, ha
A € A osszefiiggéssel definidlt komplex mérték abszolit folytonos u-re vonatkozéan.

* 6.2.19. Feladat [7]. Legyen (X, .A) mérhetd tér, v és u komplex mértékek (X, .A)-n,
v= Z?:o ilv; a v Jordan-felbontésa. Igazoljuk, hogy az alébbi feltételek ekvivalensek:
(1) v <y
(2) vj < p,haj=0,1,2,3;

(3) barmely A € A halmazra, ha |u|(A) = 0, akkor v(A) = 0.
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6.3. L? dualis tere

* 6.3.1. Megjegyzés. A Holder-egyenlétlenség szerint, ha (X, A, 1) egy mértéktér,
1<p<ooésl/p+1/qg=1(itt 1/oo = 0), akkor barmely g € L (u)-re az

F(f) = [ fgdu, ba feLi

osszefiiggéssel definialt funkciondl (amely nyilvanvaléan linedris) korlatos és || F|| < ||g]|4-
Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a normédk kozott — megfelels feltételek mellett —
egyenléség all és LE (1) minden korldtos linedris funkciondlja eléall ilyen alakban.

* 6.3.2. Lemma. Legyen (X, A, p) véges mértéktér, 1 <p < ocoésl/p+1/qg=1
(itt 1/00 = 0). Ekkor tetszéleges g : X — K mérheté fiiggvényre

|[ fgdpu]

l9llq < sup ,
R ]

ahol a felsé hatdr az 0sszes nem nulla L% (n)-beli korldtos mérheté fiiggvényre veendd.

Bizonyitas. Ha valamely g fiiggvényre az egyenl6tlenség nem Aallna fenn, akkor
|g|-re és fsgng-re (itt sgn0 = 1) sem &llna fenn, igy elég nemnegativ g-re bizonyitani
az 4llitdst. Ekkor azonban | [ fgdu| < [|f|gdu miatt a jobb oldali felsé hatdr nem
valtozik, ha csak nemnegativ f fiiggvényeket tekintiink. Egyszeri fiiggvények monoton
novekedd sorozataval kozelitve g-t kapjuk, hogy ha az egyenl6tlenség nem &ll fenn, akkor
van olyan g nemnegativ egyszerii fiiggvény is, amelyre szintén nem &ll fenn, igy elég az
egyenl6tlenséget erre az esetre bizonyitani. Ha 1 < p < oo, legyen f = g9~ !. Ekkor
P = g% dgy £ € L&), |Ifllp = llgle” és [ fgdu = [ g* = ||g|g, ahonnan [ fgdu >
lgllqll fll,- Ha p = 1, legyen s a jobb oldali fels§ hatdr. Ha A = X(g > s) pozitiv
mértékii, akkor legyen f = £4. Nyilvan || f|li = p(4), és [ fg = ng > su(A) = s|f1,
ami ellentmondas.

* 6.3.3. Riesz reprezentdcios tétele. Legyen (X, A, u) egy mértéktér, 1 < p < oo
és1/p+1/g=1 (itt 1/oo =0). Ha 1l < p < oo, akkor barmely F : L% (1) — K korldtos
linedris funkciondlhoz egy és csak egy olyan g € L (u) létezik, amelyre

sz/mm ha feLE(u).

Fenndll tovabba || F|| = ||g|lq- Ha a mértéktér o-véges, akkor p = 1 esetén is teljesiil az
allitas.

A tételt sokszor roviden gy fogalmazzuk, hogy ILP duélisa LY.
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Bizonyitas. Elészor feltessziik, hogy a mértéktér véges. Legyen v(A) = F(€4), ha
A € A. Megmutatjuk, hogy v valds, illetve komplex mérték. Ha A,, diszjunkt, mérhetd
halmazok egy sorozata, A = US2, A,,, akkor

o 1/p
feu- el = 3 wan) o
k=n+1
és igy
v(A) = F(8a) = JLII;OZF@A,C) = v(Ap).
k=1 k=1

Nyilvanvalé, hogy v < pu, igy alkalmazhatjuk a Radon—Nikodym-tételt, mely szerint 1éte-
zik egy y-majdnem mindeniitt egyértelmiien meghatérozott g € Lk () fiiggvény, amelyre

Flen) =) = [ gdn= [€agdn

Innen azonnal kovetkezik, hogy F(f) = [ fgdu akkor is fenndll, ha f mérhetd egyszerti
fiiggvény. Az approximéciés lemmat és Lebesgue majoralt konvergencia tételét alkal-
mazva, az is kovetkezik, hogy ez akkor is fenndll, ha f korlatos mérhetd fiiggvény. A
6.3.2. lemma szerint ||g||, < ||F||. Mivel a korldtos mérheté fiiggvények stirtiek LT (11)-
ben, kapjuk, hogy F(f) = [ fgdp minden f € L (u)-re teljesiil.

Ha most p tetszéleges mérték és A € A véges mértékii halmaz, akkor az eddig bi-
zonyftottakat alkalmazhatjuk az (A, Aa, pa) altérre és az F funkciondl A-n kiviil elt{ind
fiiggvényekre vett megszoritdsara. A kapott ga fiiggvényt tekinthetjiik olyan X-en ér-
telmezett L (p)-beli fiiggvénynek, amely A-n kiviil nulla. Az egyértelmiiség miatt, ha
B € A, akkor ga|(AN B) = gp|(A N B) majdnem mindeniitt.

Az 1 < p < 00 esetben legyen

s = sup{|lgally : A € A, pu(4) < oco}< ||F,

és valasszunk olyan A,, € A halmazsorozatot, amelyre ||ga, ||, — s. Feltehetjiik, hogy
az A, halmazsorozat boviilé. A g4, fiiggvénysorozat majdnem mindeniitt konvergal egy
g € Li(p) fiiggvényhez, amely az Ay, = U2, A, halmazon kiviil eltiinik, és amelyre
19llq =1imn o0 [[gnllq = s

Megmutatjuk, hogy ha f € L& (u), akkor F(f) = [ fgdu. Eldszor is vegyiik észre,
hogy ha A € A, u(A) < oo, Ao N A = 0, akkor g4 = 0 majdnem mindeniitt, mert
egyébként elég nagy n-re [[ga,ualld = l|ga, [l + [|gall§ > s teljesiilne. Ha most f majd-
nem mindeniitt nulla A.-en, akkor | f|P-re alkalmazva a Csebisev-egyenlétlenséget, kap-
juk, hogy B, = X(|f| > 1/n) véges mértékil. Mivel B,, boviilé halmazsorozat és f
nulla a By = U2, B,, halmazon kiviil, Lebesgue majoralt konvergencia tétele szerint
|f — fIBnllp — 0. Innen F folytonossidga miatt F(f) = lim, . F(f|Bn,) = 0. Ha
f majdnem mindeniitt nulla A.-en kiviil, akkor Lebesgue majordlt konvergencia té-
tele szerint || f — f|Anll, — 0. Innen F folytonossiga és a Holder-egyenlStlenség miatt
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F(f) =limy o F(f|An) =limpoo [ fga, du = [ fgdu. Végiil, ha f tetsz6leges, akkor
F(f) = F(féa.) + F(féx\a..) = [ fodu.

Tegyiik fel, hogy § € Li () egy mésik fiiggvény, amellyel F(f) = [ fgdu teljesiil
minden f € L (u)-re. Mivel a Csebisev-egyenldtlenség szerint a B, = X (|g| > 1/n)
halmazok véges mértékiiek, ezeken § = g majdnem mindeniitt. Ugyanez teljesiil az A,
halmazokon. Az U2, (A, U B,) halmaz komplementerén mindkét fiiggvény nulla.

A p =1 esetben vélasszuk a véges mértékii mérhet$ halmazokbdl 4ll6 és béviilé A,
sorozatot gy, hogy egyesitése X legyen. A fentiekhez hasonléan kapjuk, hogy F'(f) =
[ fgdu. A g egyértelmiisége azonnal adédik a ga, fiiggvények egyértelmiiségébol.

* 6.3.4. Feladat [11]. Legyen (X, A, u) mértéktér. Bizonyitsuk be, hogy ha minden
A € A esetén
p(A) =sup{u(B): B€ A, B C A, u(B) < oo}
(o-véges mértékterekre ez a feltétel teljesiil), 1 <p < oo és 1/p+1/q¢=1 (itt 1/c0 = 0),
akkor tetszdleges g : X — K mérhetd fiiggvényre

lgllq = sup{| [ fgdpu| : f € L7, ||f], < 1}.

* 6.3.5. Feladat [7]. Az 6.3.1. megjegyzés jeloléseivel, igazoljuk, hogy ha p = 1,
akkor ||[F|| = ||g||q nem feltétleniil teljesiil.

* 6.3.6. Feladat [15]. Mutassuk meg, hogy a 6.3.3. tétel éllitdsa p = oo esetén nem
teljesiil, még akkor sem, ha a mértéktér véges.

* 6.3.7. Feladat [19]. [gazoljuk, hogy van olyan (X, A, 1) mértéktér és F : Lk (u) —
R korlatos linedris funkciondl, amelyhez nincs olyan p-mérhetd g fiiggvény, hogy F(f) =

[ fgdp minden f € Lg(p)-re.
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7.1. Monoton linearis funkcionalok

* 7.1.1. Motivdcié. Legyen u Radon-mérték X-en. Ekkor az
F:f— / fdu

megfeleltetés minden f € K¢(X)-hez hozzirendel egy komplex szdmot. Az integral
tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy F linedris funkciondl K¢ (X )-en, tovabbé F rendelkezik
még egy fontos tulajdonsaggal: ha f és g valds értéku fiiggvények és f > g, akkor
F(f) > F(g), amit tgy fogunk kifejezni, hogy F monoton linedris funkciondl. Igen
fontos tény, hogy ennek az egyszeri allitasnak teljesiil a megforditasa.

* 7.1.2. Riesz-féle reprezentaciés tétel. Legyen X lokdlisan kompakt Haus-
dorff-tér, és F : Kc(X) — C monoton linedris funkciondl. Ekkor létezik egy olyan u
Radon-mérték X -en, amely megegyezik a sajat természetes kiterjesztésével, és amelyre

(1) F(f) = / Fdu minden f € Kg(X)-re.

Ha x egy mdsik Radon-mérték, amelyre szintén teljesiil (1), akkor u a x természetes
kiterjesztése.

Bizonyitas. Legyen
v(V) =sup{F(f) : f € Kc(X),0< f < 1ésspt(f) C V},

ha V nyilt részhalmaza X-nek, és p a v-hoz tartozo kiilsé mérték. Megmutatjuk, hogy v
premérték a nyilt halmazokon. Tegyiik fel, hogy V = U2, V;,ahol V, V;,i = 1,2, ... nyilt
halmazok, és f € K¢ (X) olyan fiiggvény, amelyre 0 < f < 1 és spt(f) C V. Mivel spt(f)
kompakt, van olyan n, hogy spt(f) C U, Vi. Az egység felbontdsira vonatkozd 11.2.15.
tétel szerint léteznek olyan g1,¢s,... , g, fliggvények, hogy ¢; € Kc(X), 0 < ¢g; < 1,
spt(gi) C Vi és Y., gi(x) =1, ha z € spt(f). Ebbol
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A bal oldalon szuprémumot véve, kapjuk, hogy v(V) < 372, v(V;).

Ha ¢ > 0 és V, W nyilt halmazok gy, hogy v(W) < oo és f € K¢(X) olyan
fiiggvény, amelyre 0 < f < 1, spt(f) C VN W és F(f) > v(VNW) — ¢, akkor v
definicidja értelmében

v(W) = sup{F(f) + F(g) : g € Kc(X),0 < g < 1,spt(g) C W\ spt(f)}
= F(f) +v(W\spt(f)) = n(V W) + u(W\V) —e,
igy v premérték a nyilt halmazok osztdlyan. Ebbdl kovetkezik, hogy minden nyilt halmaz
p-mérheté és X barmely részhalmazanak a kiilsd6 mértéke az 6t lefedd nyilt halmazok
mértékeinek pontos alsé korlatja.
Legyen most K kompakt részhalmaza X-nek és f € K¢ (X) olyan fiiggvény, amelyre

0<f<1ésf(x)y=1,haze K. Ha0<a<1ésV, = X(f > «a), akkor K C V, és
g < f/a minden olyan g € K¢ (X) fiiggvényre, amelyre 0 < g < 1 és spt(g) C V. Innen

amib6l o 1 1 hatardtmenettel
(2) u(K) < F(f) < oo,

Végiil, ha V nyilt és f € Kc(X), 0 < f < 1 és spt(f) C V, akkor az Uriszon-lemma,
11.2.14. valtozatat felhasznélva egy olyan W nyilt halmaz kapunk, amely tartalmazza
spt(f)-et, de kompakt lezértja V-ben van. Erre

w(V) = p(W) > p(W) = F(f),

amibdl
p(V) < sup{u(K) : K C V, K kompakt}.

Ezzel megmutattuk, hogy u teljes Radon-mérték X-en. Nyilvin u természetes kiterjesz-
tése bnmaga.
Most megmutatjuk, hogy

F(f)z/fdu, ha [ € Ka(X).

Mivel f folytonos, nyilvdn p-mérhet6. Legyen K = spt(f) és (a,b) egy olyan intervallum,
amely tartalmazza f értékkészletét. Legyen ¢ > 0 és valasszunk egy olyan

a=yYo<y1 <...<yp,=2>
felosztasat [a, b]-nek, amelyre y; — y;—1 < e (1 <i <n). Legyen

Ei=KnNX(yi-1 < f<y).
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Vélasszunk olyan V; nyilt halmazokat, amelyekre E; C Vi, u(V;) < p(E;) +¢/n és
f(z) <y;+¢ minden x € V;-re.

Az egység felbontdsardl szol6 11.2.15. tétel szerint léteznek olyan g; € Kg(X) fiiggvények,
hogy 0 < ¢g; <1, spt(g;)) CViés > i gi(x) =1, haz € K. Innen f =" g;f és (2)

szerint
p(K) < F(Z ) = ZF 6:).

=1

Mivel g;f < (y; + €)g; és mivel y; —e < f(x), hax € E;,

:ZF(gz Zyz+e
= Z la| + yi + ) F(g;) — |a|ZF(gi)

3

Ms I

> ) = lalu(K)

n n

- Z(yi = (B + 2ep(K) + — S (o] 4y + <)

=1

(Ial +yi + ) (u(E:) +

3|

S/fdu+5(2u(K)+|a|+b+5).

Mivel ¢ tetsz8leges volt, kapjuk, hogy F(f) < [ fdu. Alkalmazva ezt — f-re,

SF)=FN< [han=- [ £,

ami éppen a masik irdnyd egyenl6tlenség. Most tetszéleges f € K¢ (X)-re f = fi +ifs,
ahol f1, fo € Kr(X) és igy

PP = F(f) +iF () = [ frau+i [ fadu= [ fan

Hatravan még annak igazolasa, hogy ha x egy masik Radon-mérték X-en, amelyre

F(f) Z/fdli minden f € K¢ (X)-re

akkor p a természetes kiterjesztése x-nak. Legyen K kompakt részhalmaza X-nek, ¢ > 0,
és valasszunk olyan K C V nyilt részhalmazt, amelyre x(V) < k(K) + €. Az Uriszon-
lemma szerint van olyan f € Kg(X), hogy

0<f<1,spt(f)CcVés f(z) =1, haze K.
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Innen (2) szerint

M(K)S/fdu:F(f):/fdmgn(V)Sn(K)+€,

és igy u(K) < k(K). Felcserélve u és k szerepét, kapjuk, hogy u(K) = k(K) barmely
K kompakt részhalmazara X-nek. Mivel p és x Radon-mértékek, megegyeznek a nyilt
halmazokon is. Ha a k-hoz tartozo kiils6 mértéket is x-val jeldljiik, akkor

K(A) =inf{s(V): ACV, V nyilt}

minden A C X-re, igy x(A) = p(A) minden A C X-re, azaz i1 a k természetes kiterjesz-
tése.

* 7.1.3. Példa. Legyen g : R — R egy monoton néveked6 fiiggvény, és

Fy(f) = /OO fdg minden f € K¢(R)-re.

— 00

Ekkor F, monoton linedris funkciondl K¢(R)-en, igy a Riesz-féle reprezentaciés tétel
szerint el6all egy teljes Radon-mérték szerinti integralként. Mivel 4.5.5. szerint

Fy,(f) = /fd/\g minden f € Kc-re,

és mivel, mint konnyen ellendrizhetd, A, természetes kiterjesztése 6nmaga, az Fy-hez a
Riesz-féle reprezentdcids tétel szerint tartozd teljes Radon-mérték éppen A,.

7.2. A Haar-mérték egyértelmiisége

Most mar eszkozeink elegendéek arra hogy bebizonyitsuk, a Haar-mérték 1ényegében
egyértelmii. Az alapgondolat a Fubini-tételt hasznalni ugy, ahogy azt az 5.2.4. lemma
bizonyitdsaban tettiik. A gondot az a technikai probléma okozza, hogy két Radon-mérték
szorzata altaldban nem Radon-mérték. Ennek megkeriilése valt lehet6vé az el6zd pont
eredményei segitségével.

* 7.2.1. Lemma. Legyen i Radon-mérték az X lokdlisan kompakt Hausdorf-téren,
v pedig Radon-mérték az Y Ilokdlisan kompakt Hausdorff-téren. Ekkor minden h €
Ke(X xY) fiiggvény u @ v-mérhetd.

Bizonyitas. Legyen C a h fiiggvény tartdja, A C X és B C Y pedig kompakt
halmazok, amelyekre C C A x B. Tekintsiik az 6sszes (z,y) — > ., fr(2)gr(y) alaki
fiiggvények osztélyét, ahol n € N és fi, € Ke(X), gr € Kc(Y), ha k=1,2,... ,n. Mivel
ezen fiiggvények megszoritdsai A X B-re egy, a konjugaltképzésre zart algebrat alkotnak,
amely szétvélasztja A x B pontjait és tartalmazza a konstans fiiggvényeket, h|(A x B) a
Weierstrass—Stone-tétel miatt ilyen fiiggvények egyenletes hatarértéke. Innen kovetkezik,
hogy a h fiiggvény u ® v-mérheto.
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* 7.2.2. Lemma. Legyen G lokélisan kompakt Hausdorff topologikus csoport, u egy
bal Haar-mérték, v pedig egy jobb Haar-mérték G-n. Ekkor létezik olyan pozitiv, valos
értékii folytonos k fiiggvény G-n, hogy ha f,g € K¢(G), akkor
(1) k(y) [gdv = [g(yz~")dp(x), hay € G;

Jkfdv=[fdu.

Bizonyitds. A Fubini-tételt és az el6z6 lemmét felhasznéalva,

/fdu/gdv=//f(w)g(y) //fyﬂC (z) dv(y)
~ [ [t dv)dute) = [ [ 1wgtor) dviw) duto)
= [ 1) [ oty duta) avty).

Ha rogzitiink egy nemnegativ, nem nulla g € Kg(G) fiiggvényt, az (1) Osszefiiggés egy
pozitiv folytonos k fiiggvényt definidl. Szdmitdsunk azt mutatja, hogy erre a k-ra (2)
teljesiil minden f € K¢(G)-re. Azonban a k fiiggvényt a (2) sszefiiggés egyértelmiien
jellemzi, {gy nem fiigg g vélasztasatol. Igy azt kapjuk, hogy (1) minden g € K¢(G)-re
fennall.

* 7.2.3. Tétel. Legyen G lokdlisan kompakt Hausdorff-csoport. Barmely két bal
[jobb] Haar-mérték pozitiv konstansszorosa egymasnak.

Bizonyitas. A bizonyitast bal Haar-mértékekre végezziik, jobb Haar-mértékekre
hasonlé. Legyenek p; és ps bal Haar-mértékek, v pedig jobb Haar-mérték. Az el6z6
lemma szerint 1éteznek olyan ki, ke pozitiv valds értékii folytonos fiiggények G-n, hogy
Jkifdw = [fdv és [kafdus = [ fdv minden f € K¢(G)-re. Ekkor h = ki /k»
pozitiv valés értékii folytonos fiiggvény, amelyre [ fduy = [ kohfdv = [ hf dus minden
f € Kc(G)-re. Ha y € G, akkor

[ 1)@ @) = [ 1@ di@) = [ ) dpa(o)
— [ W)t dua(o) = [ by 1) dial)

minden f € K¢(G)-re, amib8l h(y~'z) = h(z) minden x € G-re. Igy h konstans G-n, és
J fdur =h [ fdps. Innen a py mérték a ps mérték h-szorosa.
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7.3. Folytonos linearis funkcionalok

* 7.3.1. Motivdcié. Legyen u egy valés (vagy komplex) Radon-mérték X-en. Ekkor
az

Foifrr [ 1

megfeleltetés folytonos linedris funkciondl az egyenletes konvergencia || ||, norméjaval
(ldsd 11.3.5.) ellatott Kr(X) (vagy Kc(X)) téren. Valéban,

[ £an] < [ 151 < 171lulCO.

Itt is nagyon fontos ennek az egyszeri ténynek a megforditasa.

* 7.3.2. Riesz-féle reprezentdcios tétel. Legyen X lIokdlisan kompakt Haus-
dorff-tér és F folytonos linearis funkcional az egyenletes konvergencia normajaval ellatott
Kr(X) (illetve K¢ (X)) téren. Ekkor egy és csak egy teljes valds (illetve komplex) Radon-
mérték létezik, amelyre

F(f)= /fdu minden f € Kg(X)-re.

Erre a mértékre || F|| = |u|(X).
Bizonyitas. Legyen
G(f) =sup{|F(h)| :+ h € Kx(X), |h] < [},

ha f € Kr(X), f > 0. Nyilvan G(f) > 0 minden f-re, 0 < f; < fa esetén G(f2) > G(f1)
és G(cf) = ¢G(f), hac>0.
Megmutatjuk, hogy
G(fi + f2) = G(fr) + G(f2),

ha f1, fo € Kr(X), f1, f2 > 0. Legyen € > 0. Léteznek olyan hq, he € Kg(X) fiiggvények,
hogy [h1] < fi, |ha| < fa és

G(fi) < ’F(hl)’ +e, G(f2) < ‘F(h2)‘ tée.

Vélasztva olyan oy, oo egységnyi abszolit értéki komplex szamokat, amelyekre
a1 F(hy) = |F(h)| és aaF(hs) = |F(h2)],

azt kapjuk, hogy

G(fl) + G(fg) S ‘F(hl)‘ + ‘F(hg)‘ + 25 = F(Oélhl + Oé2h2) + 25
< G(|lu] + |hal) + 26 < G(f1 + fo) + 2¢,
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gy G(f1 + f2) =2 G(f1) + G(f2).
Vélasszunk egy olyan h € Kg(X) fiiggvényt, amelyre |h| < f1 + fo és legyen V =
X(f1 + f> > 0), valamint

fi(x)h(z)

M@= F ot h@ TV
egyébként nulla, és @)h(a)
_ fa(@)h(z -
e A E A M A

egyébként nulla. Ekkor hy, hy € ’CK(X), hi1 + hy = h, |h1| < fl, |h2| < fQ, és fgy
|F(h)| = |F(h) + F(ha)| < |F(h1)| +|F(h2)| < G(f1) + G(f2),
amib6l
G(fi + f2) < G(f1) + G(f2).
Ha most f € Kr(X), akkor legyen

G(f)=G(f") -G(f),
és ha f1, fo € Kr(X), akkor legyen
G(fr +if2) = G(f1) +iG(f2).
Egyszerti szamoldsok mutatjik, hogy G egy monoton linedris funkcionél ¢ (X )-en, és
[F(H] < G(f) <IFNIflle minden f & Kx(X)-re.

Jelolje v a 7.1.2. Riesz-féle reprezentacids tétel szerint G-hez tartozé teljes Radon-mér-
téket. Mivel
v(X) =sup{G(f) : f € Kr(X),0 < f <1},

kapjuk, hogy
v(X) < |F|l.

Masrészt

F(H)| < a(f) = /X fldv=flh. ha feKi(X).

Igy F folytonos linedris funkcional Ki(X)-en a || ||; norméra nézve. Mivel K (X) stirii
L (v)-ben, F-nek létezik egyértelmfi kiterjesztése Lk (v)-re az L'-norma megtartdséval;
ezt is F-fel fogjuk jelolni. A u(A) = F(£a) definiciéval valés vagy komplex mérté-
ket kapunk, amelyre |p(A)| < v(A), tehdt |p|(A) < v(A), ha A v-mérhets. A 6.2.12.
Lebesgue—Radon—Nikodym-tétel szerint 1étezik olyan g fiiggvény, amelyre pu(A) = f 4 9dv
és |u|(A) = [, |g|dv, ha A v-mérhetd. Ebbél v-majdnem mindeniitt |g| < 1. Mivel az
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[ [fgdv = [ fdués f— F(f) folytonos funkcionélok egybeesnek L (v) egyszerii
fiiggvényein,

1) F(f) = /X fgdv, ha feLi().

Ebbdl
y(X) = /X lgldv > sup{|F ()| f € Kx(X), | flla < 1} = |IFl,

tehat v(X) = || F| és |g| = 1 v-majdnem mindeniitt. Igy [u| = v, g = % és (1) szerint

F(f) = [ fdu, ha f € Kx(X).

Végiil tegyiik fel, hogy két olyan komplex Radon-mérték is létezik, amelyre a fenti
el6allitas teljestil, és jelolje x a kiilonbségiiket a Borel-halmazokon. Ekkor f fde =0
minden f € Kg(X)-re. A 6.2.13. kovetkezmény szerint van olyan h Borel-fliggvény,
amelyre |h| = 1 és k(A) = [, hd|x| minden A Borel-halmazra. Ekkor minden Kk (X)-
beli f, sorozatra

K] (X) = /X (i~ fuyhdls] < /X = foul dir]

és mivel Kk (X ) stirti Lk(|n|)—ban, fn valaszthaté gy, hogy a jobb oldali kifejezés nulla-
hoz tartson. Igy |x|(X) =0, azaz xk = 0.

* 7.3.3. Definicié. Legyen X lokélisan kompakt Hausdorfl-tér. Jelslje M (X) az
osszes X feletti teljes komplex Radon-mértékek halmazat. Ha p,v € Mc(X), a p és
v Osszegét a kiovetkezdképpen értelmezziik: Lesziikitjiik u-t és v-t X Borel-halmazaira,
ott Osszeadjuk 6ket, majd vessziik az igy kapott komplex Radon-mérték természetes
kiterjesztését. Az igy kapott mértéket u + v-vel jeloljitk: ez nem okoz félreértést. Ha
a € C, akkor hasonldéan értelmezziik i konstansszorosat, az au mértéket is; ha « # 0,
akkor au és p értelmezési tartoméanya megegyezik. Egy u € Mc(X) mérték normajin
a |p|(X) szémot értjiik. Jelolése: |p||. Ha csak valés mértékeket tekintiink, Mg (X)-et
kapjuk.

* 7.3.4. Tétel. Mk (X) a 7.3.3.-ban definidlt dsszeaddssal, skaldrszorzassal és nor-
maval Kg(X) konjugdlt terével izometrikusan izomorf Banach-tér.

Bizonyitds. A 6.2.16. tétel szerint a 7.3.1.-ben szereplé p — F), leképezés additiv
és homogén. A 7.3.2. Riesz-féle reprezenticids tétel szerint ez a leképezés kolcsondsen
egyértelmi izometria is. Mivel Kg(X) konjugélt tere Banach-tér, Mg (X) Banach-tér.



7.4. Korlatos valtozdsu fiiggvények 103

7.4. Korlatos valtozasu fiiggvények

Ebben a fejezetben a monoton és korlatos valtozasu fiiggvények kapcsolatit, valamint
a Kk (R) linearis funkcionéljaival és az R feletti Radon-mértékekkel valé dsszefiiggéseket
vizsgaljuk. A 7.1.3. példa alapjan azt varjuk, hogy Kk (R) korlatos linedris funkciondljait
egy alkalmas fiiggvényosztédly elemei szerint vett Riemann—Stieltjes-integralokkal sikeriil
azonositani. Ezt a gondolatot dolgozzuk ki a tovdbbiakban.

7.4.1. Definicié. Legyen I C R zart intervallum a,b € R, a < b végpontokkal,
f I — C egy fiiggvény. Az f vdltozdsat a-tdl b-ig a

ng = sup{zyzlyf(xj) —f(:z:j_l)‘ cxg <7 < ... < Ty, To, Ty € I}

osszefiiggéssel definidljuk. Ha b < a, akkor megdllapodas szerint legyen V8 f = —V¢f.
Ha V? f véges, akkor azt mondjuk, hogy f korlitos valtozdsi I-n.

7.4.2. Tétel. Ha I C R zirt intervallum a,c € R végpontokkal, f,g : I — C,
a€Césa<b<c, akkor

(1) Vbf+Vef=Vef;
(2) Va(f+g) <Vof+Vgg;
(3) Vi(af) =lalVgf.

Bizonyitds. (1) bizonyitasdhoz, ha xo < 1 < ... < @y, To,xn € [ és 2, < b <
ZTk41, akkor

n k
}:Uuﬂ—fufn\g}jvuﬂ—fufﬂhﬁﬂw—fuw

+ [ f@r) = fO) + D [flay) = flx-0)]

Jj=k+2
< VL f+Vif,

amibdl
Vof <VOf+ Vif

Megforditva, az ’f(:rk+1) — f(xk)’ tagot kihagyva az 6sszegzéshol,
k n
Ve = [ fm) = fla-)|+ D |fag) = flai-)],
j=1 j=k+1
amibdl a jobb oldalon felsé hatarokat véve

VEf >V f VS,
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(2) és (3) a

Z‘f(zj) +g(x;) — floj_1) — 9(50341)‘ < Z|f($j) - f(%‘ﬂ)‘ + Z|g(zj) - 9(%‘71)‘7

=1

illetve a

Z’Ozf(xj) —af(z;1)] = |af Z\f(iﬂj) — f(z;-1)]

Osszefiiggésekbdl kovetkeznek.

7.4.3. Tétel. Ha I C R zart intervallum a,b € R végpontokkal, f : I — C és
fr=Rf, fi = Sf, akkor
(1) Vof<Vifr +Vifi;
(2) Vofr <VofésVofi < VLS.

Bizonyitas. Egyszerd szamolés.

7.4.4. Jordan felbontdsi tétele. Legyen I C R zdrt intervallum a,b € R vég-
pontokkal, f : I — R egy fiiggvény, és tegyiik fel, hogy V® f < oo. Ekkor az

_ Vi@
2

_ Vi (@)

> , ha zel

f1(2) f-(z)

fiiggvények monoton novekeddek és f = fi — f—. Az (fy,f-) part az f Jordan-
felbontdasdnak nevezziik.

Bizonyitas. Ha z,y € I, x < y, akkor a V¥f > ‘f(z) — f(y)‘ egyenlitlenséghdl
V¥f > f(y) — f(x), tehét

(VIS = fly) + f(z)) = 0

DN | =

[-(y) — f-(2) =
VYf > f(z) — f(y), tehdt

(Vif = f(@) + f(y) > 0.

N | =

f+(y) — fr(z) =

7.4.5. Megjegyzések. (1) Az f fiiggvény sokféleképpen felbonthaté két monoton
novekedd fiiggvény kiilonbségére. A lehetséges felbontdsok kozott az elézd tételben sze-
repld felbontds ,, minimalis”: V¢ f, + Vb f megegyezik V? f-fel és nem nagyobb. Konnyen
beldthatd, hogy két minimaélis felbontds csak konstansban kiilénbozhet.

(2) Az f fiiggvény pontosan akkor folytonos egy pontban, ha fi és f_ folytonosak.
Ennek a bizonyitasdban csak azt nem trividlis megmutatni, hogy ha f folytonos = € I-
ben, akkor y — V¥ f is folytonos z-ben. V&lasszunk egy ¢ > 0-t és egy olyan 6 > 0-t,
amelyre z > t > x — 0 esetén ]f(t) —f(x)‘ < e/2,tovdbba egy olyan yo < p1 <92 < ... <



7.4. Korlatos valtozdsu fiiggvények 105

Yn—1 < Yn = x beosztéast, amelyre VZf —e/2 < Z?:1|f(yj) — f(yj,1)| és Yn_1 > — 0.
Mivel a jobb oldali 6sszeg utolsé tagja kisebb, mint /2,

n—1
Vaf —e< Z|f(yj) — flyj—1)| S VI f
Jj=1

Ebbél t > y,_1 esetén VZ f —V! f < ¢, azaz y — V¥ balrdl folytonos x-ben. A jobb oldali
folytonossag hasonléan lathaté be.

7.4.6. Definicié. Legyen I C R egy zart intervallum a,b € R végpontokkal, f :
I — C egy fiiggvény, és tegyiik fel, hogy V f < co. Legyen f, = Rf és f; = Sf. Ha
fr+ és fr_ az f, fiiggvény, f; + és f; _ pedig az f; fiiggvény Jordan-felbontésai, akkor
az (fr+, fr—, fi+, fi,—) négyest az f Jordan-felbontdsdnak nevezziik. Ezt gyakran frjuk
f=33_4if; alakban.
* 7.4.7. Tétel. Legyen f : R — C egy fiiggvény, és tegyiik fel, hogy V> f < oo.
Ekkor

(1) az f(z+) jobb oldali hatdrérték létezik minden —oo < x < oo pontban és az f(x—)
bal oldali hatarérték létezik minden —oo < x < oo pontban;

(2) f szakaddsi pontjainak halmaza megszamldlhato;

(3) Iétezik pontosan egy olyan ¢ € C és pontosan egy olyan g : R — C normalizdlt
fiiggvény, hogy f(x) = ¢+ g(z) az f minden folytonossdgi pontjaban;

(4) x+— V® __g normalizdlt fiiggvény és V= g < V¥ __f, ha —oo < z < 0.

Bizonyitds. (1) és (2) kovetkezik Jordan felbontdsi tételébdl. (3)-bél f normali-
zaltjanak létezését mar belattuk a 2.2.4. definicié megjegyzés részében. Az unicitishoz,
ha a g és g* : R — C normalizalt fiiggvényekre

9(@) +c = f(z) = g"(z) + ¢

az f folytonossagi pontjaiban, akkor © — —oo hatarértéket véve c = ¢*, azaz g(z) = ¢g*(x)
egy stirti részhalmazan R-nek. Mivel g és ¢g* balrdl folytonosak, megegyeznek.
(4) bizonyitdséhoz, ha

o<1 <22=<...<1wy <4
akkor . .
> lgla) = glzi—n)| =lim > | fla; = 6) = flaj1 — )| < VE L f,
j=1 Jj=1

510 4

amibél
VI g < VIS

Most legyen x € R rogzitett, és € > 0. Valasszunk olyan

o<1 <...<ZTp==x
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pontokat, amelyekre
(5) i|g(z;—) —g(zj1)| > Vi g—e
=1
Hato<t1 <... <tm::c0j, akkor
Ve > i\g(tk) —g(te—1)| + i|g(fﬂj) —g(zj1)|,
k=1 j=1

igy a jobb oldali elsd 6sszeg kisebb, mint €. EbbSl V™ _g < ¢, azaz lim,_,_ o, VZ __g = 0.
Most legyen x,—1 < t < x,,. Ekkor

n—1
©) Y lo(x) —glzi—)| + [g(t) — g(zn1)| < V' g < im V2 o9 < VZoog.
=1

Ha ¢ 1 x, = z, (6) bal oldala tart az (5) bal oldaldhoz, mivel g(x) = g(z—), és igy
Ve g—e< li%nVS_OOg,
amibdl a (6)-beli utolsé egyenlétlenséggel egyiitt
VE 9= li%nVioog.

* 7.4.8. Riemann—Stieltjes-integralas. Legyenek f,g : R — C fiiggvények, és te-
gyiik fel, hogy V>°_g véges. Ha [a, b] C R kompakt intervallum, az f-nek g-re vonatkozd,

/a "ty vagy / " fe) dg()

Riemann—Stieltjes-integraljat az

/fdz (/abngﬂ/;gfdgj)

Osszefiiggéssel értelmezziik, ha a jobb oldalon 4ll6 integralok léteznek, ahol g = Z?:O il g;
a g Jordan-felbontdsa. A jobb oldalon szerepld, monoton novekedd fiiggvények szerinti
Riemann—Stieltjes-integrélokat Szokefalvi-Nagy [45] konyve, 190. o. szerint értjiik, igy a
4.5.5. Lebesgue-kritérium hasznalhaté.

Ha f € K¢(R), akkor barmely, az f tartéjat tartalmazo [a, b] kompakt intervallumra

f; [ dg ugyanaz a szam,; jelolje ezt [ fdg. Legyen

Fg(f)=/fdg, ha f e Kk(R).

A 7.4.2-74.7. pontok eredményei és a monoton névekedd fiiggvény szerinti Riemann—
Stieltjes-integralds tulajdonsigai (ldsd Sz6kefalvi-Nagy [45]) szerint F korlatos linearis
funkciondl az uniform norméval elldtott Kx(R) téren. Az Fy-hez 7.3.2. szerint tartozd
Mg (R)-beli mértéket A\ -vel jelsljiik, és a g-hez tartozé Lebesgue—Stieltjes-mértéknek
nevezziik.
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* 7.4.9. Tétel. Legyen p € Mc(R) és g(z) = pu(—o0, ), ha x € R. Ekkor

(1) g :R — C normalizélt fiiggvény;

(2) ¢ pontosan akkor folytonos egy « € R pontban, ha p{z} = 0;

(3) V2 __g=|ul(—o0,x), ha —c0 < z < o0;

(4) hap= Z?:o i p; a p Jordan-felbontdsa, g = 2?20 ilg; pedig a g Jordan-felbontdsa,

akkor y1; = Ay, (a Borel-halmazokon);
(5) Ag =p.
Megforditva, legyen f : R — C egy fiiggvény, amelyre V= f < oo, és legyen g az f
normalizaltja. Ekkor
(6) Ar=2Ag;
(7) g(z) = Ag(—o0,z), ha z € R.

Bizonyitas. Ha x, 1 z, z,,z € R, akkor
n
lim pi(—00,z,) = p(—o00,21) + lim Y pla; 1, 2;) = p(—o0, ) = g(x),
n—o0

n—oo
=2

azaz g balrdl folytonos. Hasonléan adédik, hogy lim, ., g(x) = 0 és hogy g pontosan
akkor folytonos az x € R pontban, ha u{z} = 0.
(3) bizonyitdsdhoz, ha xo < 1 < ... < z, < z, akkor

Z\g(%‘) —g(x;1)| =Y |plrj1,25)] < |pl(—o00, ),

j=1
igy
tehat ¢ korldtos valtozasu. Jelolje v az x — V? __g monoton névekedé normalizalt
figgvényhez tartozé Lebesgue—Stieltjes-mértéket. Mivel
plz,y) = g(x) —g(y), vlz,y) =Vig,
a

(8) ln(A)] < v(A)

egyenlStlenség teljesiil, ha A = [z,y). Mivel minden nyilt intervallum el8éllithaté meg-
szamlalhaté sok diszjunkt balrdl zart, jobbrdl nyilt intervallum egyesitéseként, azt kap-
juk, hogy (8) akkor is teljesiil, ha A nyilt intervallum. A nyilt halmazok struktiratételét
felhaszndlva, (8) minden nyilt halmazra teljesiil, végiil felhasznalva, hogy u és v Radon-
mértékek, (8) minden Borel-halmazra teljesiil. fgy, || definicidja szerint

[l (4) < v(A),
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ha A Borel-halmaz. Specidlisan
|[pul(=o00,2) <V g,
amivel (3)-at bebizonyitottuk.
gr(x) = pr(—00,x) és  gi(x) = pi(—o0, ).
Alkalmazva (3)-at
gr+ (@) + gr— (@) = VI gr = [pr|(—00,2) = pir, (=00, 2) + ptr,— (=00, 7).

Hasonlé egyenletek irhatdk fel az imaginarius részekre is. A két egyenletet tsszevetve, és
felhasznalva 2.2.5.-6t kapjuk (4)-et.
Ha most h € K¢(R), akkor a Riemann—Stieltjes- és a Lebesgue—Stieltjes-integrél
Osszehasonlitasara vonatkozd tétel szerint
3

[ee] oo 3
/ hdgzzz'j/ hdgjzz:ij/hd)\gj =/hdu,
oo =0 —oo §=0 R R

amibél Riesz reprezentécios tételének unicits részét felhasznélva (5) kovetkezik.
(6) bizonyitdsadhoz, ha Z?:O ilf; az f fiiggvény, Z?:O ilg; pedig a g fliggvény
Jordan-felbontédsa, akkor valds részt véve valamely ¢ € R konstanssal
fo(x) = fa(2) = go(x) — g2(2) + ¢

az f folytonossagi pontjaiban. Ezt az egyenlGséget atrendezve

/ hdf0+/ hdeZ/hd)\fg+g2 :/hd)\90+f2 :/ h/dg()‘l'/ hdf2
—00 —00 R R oo oo

minden h € K¢ (R)-re. Hasonléan jarhatunk el a képzetes résszel is. A kapott Osszefiig-
géseket visszarendezve és kombindlva,

/ hdgz/ hdf, ha he Ke(R),

—0 —0
amibdl Ay = Ay.

(7) bizonyitasdhoz, legyen g = Z?:o ilg; a g Jordan-felbontdsa, és legyen u =
23:0 ij)\gj. Ha z,,z € R, a g, fiiggvények folytonosak az z,x, pontokban, x > z,, és

J
T, J —oo, akkor

g(@) = lim (g(z) = g(za)) = lim > i (g;(x) — gj(xn))

n—oo
3=0
3. 3
= ZiJ nlgngo Ag; [Tn,x) = Zij)\gj(—oo,z) = p(—o00,x).
j=0 7=0

Mivel g(z) és u(—o0, x) is balrdl folytonos, g(x) = u(—oo, ) minden z € R-re. (5) szerint
Ag = W, igy (7)-et belattuk.
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* 7.4.10. Feladat [9]. Szdmitsuk ki az fab f dg integrélt, ha
) a=0,b=m, f(z) ==z, g(x) =sinx;
(2) a=-1,b=1, f tetszbleges és g(x) nulla, ha x <0, egy, ha x > 0;
) a=0,b=1,2,,n=1,2,... a(0,1) racionélis szimainak egy sorozatba rendezése,
g(w) =3, ., 1/2" és f korlétos [0, 1]-en.
* 7.4.11. Feladat [7]. Legyen g : [a,b] — R korldtos véltozasu, f, : [a,b] — R,
n=1,2,..., és tegyiik fel, hogy f: fn dg létezik minden n-re. Mutassuk meg, hogy ha
fn egyenletesen konvergdl egy f fiiggvényhez, akkor 1étezik f; fdg is és

b b
/ fdg = lim / fndg.
a n—oo a

* 7.4.12. Feladat [8]. Legyenek g,h : [a,b] — R fiiggvények, mindketté monoton
novekedo és folytonos az a, b pontokban. Igazoljuk, hogy akkor és csak akkor van olyan
c € R, amelyre a D = {x : g(x) = h(x)+c} halmaz siir(i [a, b]-ben, ha minden f : [a,b] —
R folytonos fiiggvényre fab fdg= fab f dh.

* 7.4.13. Feladat [6]. Legyen f a raciondlis szdmok halmazanak karakterisztikus
fiiggvénye és g : [a, b] — R monoton néveked§ fiiggvény. Mikor 1étezik az f: f dg integral?



8. A DIFFERENCIALAS ES INTEGRALAS
KAPCSOLATA

A 6. fejezetben megismerkedtiink a Radon—-Nikodym-derivalt fogalméaval. Ez a
mennyiség a fizikai siirtiségfogalomnak felel meg. Kifejezi, hogy egy halmaz egyik mér-
téke (,tomege”) hogyan kaphaté meg egy fiiggvénynek (a ,slirliségnek”) a halmaz felett
egy mdsik mennyiség (,térfogat”) szerint vett integraljaként. Ennek a fizikai példdnak
az alapjan azt varjuk, hogy a Radon-Nikodym-derivalt masként is eléallithaté egy pont-
ban: Vesziink egy, a pontot tartalmazé halmazt, és képezziik a két mérték ezen halmazon
felvett értékének hanyadosat. Ha a halmazt 6sszehtuzzuk az adott pontra, akkor azt var-
juk, hogy ennek a hanyadosnak a hatarértéke a Radon—Nikodym-derivalt lesz az adott
pontban. Ezt a gondolatot fogjuk kidolgozni a 8.2. pontban. Eredményként a mértékek
derivaladsanak egy olyan ,lokilis” elméletét nyerjiik, amely ugyan nem olyan &ltaldnos,
mint a 6. fejezet eredményei, azonban sokkal jobban alkalmazhaté. A valds fiiggvényekre
valé alkalmazdsokkal a 8.3. pontban foglalkozunk. Mindehhez az alapot a 8.1. pont 6n-
magukban is igen érdekes eredményei adjak.

8.1. Lefedési tételek
* 8.1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy C egy lefedési reldcid, ha
Cc{(z,8):2e€S5CR"}.
Ha A C R™, akkor C(A)-val jelsljiik az
{S: (x,5) € C valamely x € A-ra}
halmazt. Azt mondjuk, hogy C finom az x € R™ pontban, ha
inf{diam(S) : (z,5) € C} = 0.
Azt mondjuk, hogy V egy u-Vitali lefedés, ha i teljes Radon-mérték R™-en, V egy lefedési

reldcié, minden (x,S) € V-re S Borel-halmaz, V finom R™ minden pontjdban, és a
kovetkezo feltétel teljesiil:
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(1) haC c V, A C R*, és C finom A minden pontjidban, akkor van olyan {S; : ¢ € I}
megszamlilhaté rendszer, amely diszjunkt C(A)-beli halmazokbdl &ll, és amelyre
P(A\ UierS;) = 0.

(Téomoren: az A halmaz barmely V-beli finom lefedésébdl kivilaszthaté megszamldlhat

diszjunkt majdnem lefedése A-nak.)

A kovetkezd tétel egyszerii példat ad Vitali-lefedésre.

* 8.1.2. Tétel. Legyen u teljes Radon-mérték R™-en és legyeni = 1,2,...-re P; egy
megszamlalhato sok diszjunkt Borel-halmazbdl allé lefedése R™-nek. Tegyiik fel, hogy
P1 minden eleme korlatos, P; minden tagja el6all P; 1 elemeinek egyesitéseként, és

lim sup{diam(S): S € P;} = 0.
1—> 00
Ekkor
V={(z,9):z €S €P; valamely i = 1,2,...-re}

egy p-Vitali lefedés.
Bizonyitas. Legyen C C V, A C R", és tekintsiik a

C(A) ={S: (z,5) € C valamely z € A-ra}

halmazrendszert. Ha C finom az A minden pontjdban, akkor C(A) lefedi A-t, és igy A
minden pontja benne van C(A) egy, a tartalmazisra nézve maximadlis tagjdban, és C(A)
barmely két, a tartalmazasra nézve maximalis tagja diszjunkt.

A kovetkezé tétel nem ilyen egyszerii és csak a Lebesgue-mértékre vonatkozik, de
sokkal jobban hasznalhato.

* 8.1.3. Vitali tétele. HaV egy lefedési reldcié, S kompakt halmaz minden (x,S) €
V-re, V finom minden x € R™ pontban, és van olyan o > 0 szdm, hogy bdarmely (z,S) € V-
re S benne van egy B(xz,r) gombben, amelyre A"(S) > a\" (B(JE,T)), akkor V egy A\"-
Vitali lefedés.

Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy A C R™ korlatos, és valasszunk egy A-t tar-
talmazé, korlatos nyilt V halmazt. Tegyiik fel, hogy C C V, C finom az A minden
pontjdban és S C V minden (z,5) € C-re. Megmutatjuk, hogy ekkor C(A)-nak van
olyan {S; : i € I} diszjunkt halmazokbdl 4ll6 megszdmlalhaté részrendszere, amelyre
A"(A\ UserS;) = 0. Tekintsiik a C(A) dsszes olyan diszjunkt halmazokbdl allé6 H rész-
rendszereinek 2 osztalyat, amelyek rendelkeznek a kovetkezd tulajdonsaggal:

(1) ha T € C(A), akkor vagy minden S € H-ra T'N S = (), vagy pedig van olyan S € H,
hogy T'N S # () és diam(T') < 2 diam(S).
Ekkor Q féligrendezett halmaz a tartalmazasra nézve, és ebben a féligrendezett halmaz-
ban minden lanc feliilrdl korldtos. A Zorn-lemma szerint létezik G maximalis eleme
-nak. Legyen
K=CA)Nn{T:TnNnUG = 0}.
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Ha K # (), akkor kivalaszthatunk egy W € K-t, amelyre
2 diam(W) > sup{diam(T) : T € K}

és GU{W?} € Q, ami ellentmond G maximalis voltanak. Igy K = 0, tehat G rendelkezik
a kovetkez6 tulajdonsaggal:

(2) G diszjunkt halmazokbdl all, és minden T" € C(A)-hoz van olyan S € G, amelyre
TNS #0 és diam(T) < 2diam(S).
Ha S € C(A), legyen

S=|J{T:Tec(A),TNS#0é diam(T) < 2diam(5)}.

AS halmazt az S nagyitasdnak nevezziik. Megmutatjuk, hogy van olyan 5 > 0, amelyre
A"(S) < BA™(S) minden S € C(A)-ra. Valban, legyen z € A, és (z,5) € C. Ekkor
valamely r > O-ra S C B(z,r) és A\"(S) > aA"(B(z,r)). Ebbél diam(S) < 2r és
S c B(x,5r). Igy

A™(S) < A (B(x,57)) = 5" A" (B(x,7)) < —\"(S).

(0%

Térjiink vissza G-hez. (2)-bél kovetkezik, hogy

(3) UC(A) c U{S: S e gG}.
Tovabba barmely H véges részrendszerére G-nek

(4) A\UH cU{S:S5 e G\ H}

Valéban, UH zart, és mivel C finom az A minden pontjiban, A\ UH minden eleme benne
van egy olyan T elemében C(A)-nak, amelyre T N UH = 0. fgy T belemetsz valamely
S € G\ H-ba, amelyre diam(T") < 2 diam(S), innen T C S. Mivel A*(V) < o0, S C V és
A"(S) > 0 minden S € G-re, a G halmazrendszer megszamlalhato, és

S OANS) < B AMS) < BAMV) < 0.
Seg Seg
Ebbdl kovetkezik, hogy barmely € > 0-hoz van olyan H véges részrendszere G-nek,
amelyre
Z A(8) < e
SeG\H

innen (4) alapjan
AT(A\NUG) < AM(A\UH) <.

Mivel ¢ tetszdleges volt, a specidlis eset bizonyitdsat befejeztiik.
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Az Altaldnos eset bizonyitdsdhoz legyen A C R", V;, j = 1,2,... az R" egész
csticsponti, egységnyi oldald nyilt kockdinak egy sorozatba rendezése, és A; = ANVj.
Ha C C V és C finom az A minden pontjiban, akkor legyen

Ci={(98):(z,5)€C,SCV;}

Alkalmazzuk az elsé 1épést C;-re, Aj-re és Vj-re. A kapott 5; ; halmazokat egyesitve,

XA\ U 3Si5) < AMANU V) + D> A (A;\U;Si5) = 0.

j=1

8.2. Mértékek lokalis derivaltja

* 8.2.1. Definicié. Legyenek u és v teljes Radon-mértékek R™-en, V egy u-Vitali
lefedés. Ha f a V(R™) valamely részosztélydn értelmezett bévitett valds értékii fiiggvény
és x € R™, akkor hasznaljuk a

(V) limsup f(S) = liﬁ)lsup{f(S) : (z,8) € V,diam(S) < ¢,S € dmn f}
S—x €
jelolést. (V)liminfy . f(S) hasonléan van definidlva. Ha ez a két érték megegyezik,
akkor (V)limg_,  f(S)-et frunk. Végiil a v mérték p-re vonatkozo V-derivaltjat a
dv v(S)

4@ = W)lim

V)

Osszefiiggéssel definialjuk.

* 8.2.2. Lemma. Az el6z8 definicid jelblései mellett, tegyiik fel, hogy A C R™ olyan
Borel-halmaz, amelyre v(A) = 0. Legyen
d
B:{x:zéA,(V)#(:c):O}.
Ekkor (A \ B) = 0.
Bizonyitas. Terjessziik ki pu-t kiilsé mértékként R™ osszes részhalmazara. Ha i =
1,2,..., legyen P; azon x € A-k halmaza, amelyekre
. v(S) 1
(V) limsup ——= > -.
S—x M(S) ¢
(Ttt legyen /0 = oo, ha 0 <t < 0o.) Rogzitsiik i-t és valasszunk egy tetszdleges & > 0-t.
Mivel v(A) = 0, van olyan V D A nyilt halmaz, amelyre v(V) < e. A
C={(@5): (2,5) € V,5 CV,u(8)/u(S) > 1/i}

lefedési reldcié finom P; minden pontjaban, igy van olyan C(P;)-beli megszamlalhatd
diszjunkt S; ;, j = 1,2,... halmazrendszer, amelyre p(P; \ U;S; ;) = 0. Ebb6l

p(Pi) < p(Pi\ U;Si5) + ZN(Si,j) < @Z v(Si;) < iw(V) <ie,

ahonnan p(P;) = 0. Mivel A\ B C U2, P;, azt kapjuk, hogy u(A4\ B) = 0.
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* 8.2.3. Tétel. Legyenek i és v teljes Radon-mértékek R"-en, v = v, + vs a v-nek
u-re vonatkozdé Lebesgue-felbontdsa (a Borel-halmazokon), V pedig egy p-Vitali lefedés.
Ekkor

(1) (V)g—;(z) létezik p-majdnem minden x € R™-re;
(2) vo(F) = /(V)g—Z(z) du(x) minden E Borel-halmazdra R™-nek;
E
azaz, (V)g—’z megegyezik a (Borel-halmazokon vett) Cgl_if Radon-Nikodym-derivilttal.

Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy v < p (a Borel-halmazokon), igy v, = v. A
Radon—Nikodym-tétel szerint van olyan f : R™ — [0, 00) Borel-fiiggvény, amelyre

v(E) = [E £ () du(z)

minden F Borel-halmazara R"-nek. Ha megmutatjuk, hogy g-majdnem minden z € R™-
re f(z) = (V)g—;(:c), akkor készen vagyunk.

Minden r raciondlis szdmhoz legyen A, = {z : x € R", f(z) < r}, és legyen
kr(E) = / (f(z) —7) du(z), ha E Borel-halmaz.
E\A,

Nyilvdn k, Radon-mérték. Mivel k,.(A,) = 0, az el6z6 lemma szerint a

B, = {z::cEAT,(V)CZZ(z) :o}

halmazra p(A, \ B,) = 0. Legyen P = U,.(A, \ B,). Ekkor u(P) = 0. Legyen € R"\ P
és valasszunk egy olyan r-et, amelyre r > f(z). Ekkor « € A, és x € B,.. Mivel

v(S) — ru(S) = / (F@) — ) duy) < 5o (S)

S

minden S € V(R")-re, valamint

. tr(S)
V) limsup =0,
RS
azt kapjuk, hogy
: v(S)
V) limsup <r.
RIS

Ez minden r > f(x) raciondlis szdmra igaz, amibdl

(V) limsup 5 < 1 (x).
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Hasonléan, a

k)= [ (= 1) duo

Radon-mértékeket hasznilva egy olyan @ halmazt kapunk, amelyre pu(Q) = 0 és ha
x € R™\ Q, akkor

(5)
V)it sy = 7

Ezzel belattuk, hogy a (V) glli és f fiiggvények py-majdnem mindeniitt megegyeznek.

Most legyen v L p. Ekkor v, = 0 és a 8.2.2. lemma szerint p-majdnem mindeniitt

V) zll;l:( z) = 0, igy ekkor is teljesiil a tétel allitdsa. Végiil az Altaldnos esetben, ha
(V)%(:c) és (V) Cfﬁf (z) éteznek, akkor (V)g—Z(x) is létezik, és

d dv, . .
( )—V = (V)L pu-majdnem mindeniitt,
du du

igy igaz a tétel allitasa.

* 8.2.4. Megjegyzés. Az eléz6 tételbdl, ha u teljes Radon-mérték R™-en, V egy
p-Vitali lefedés és f nemnegativ integralhaté fliggvény, akkor

(1) hm — / f)du(y) = f(x) p-majdnem minden xz € R™-re.
S—)z
Valéban, az el6z6 tételt alkalmazva a

- / f)duly),  ha A p-mérhetd
A

osszefiiggéssel definidlt Radon-mértékre, éppen (1)-et kapjuk. A kovetkez6 tételben ennek
az allitasnak egy erésebb forméajat bizonyitjuk be.

* 8.2.5. Tétel. Legyen u teljes Radon-mérték R™-en, V egy u-Vitali lefedés, [ pedig
egy CF-beli értékii y-mérheté fiiggvény, amely minden kompakt halmazon integralhatd.

Ekkor
V)tim = [ 7(6) = @) ) = 0

p-majdnem minden x € R"-re.

Bizonyitds. Valasszunk egy P megszamlalhaté siirti részhalmazt CF-ban. Ha p €
P, legyen

(F) = /E‘f(y) — p’ du(y), ha FE p-mérheté.
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Ekkor v, teljes Radon-mérték R™-en, igy 8.2.3. szerint van olyan X, C R", hogy

dvy

WV

(SC):‘f(ZL‘)*pL haz¢Xpa

és u(Xp) = 0. Legyen X = Uper Ekkor p(X) =0. Haz € R"\ X és € > 0, akkor
van olyan p € P, hogy ‘f p’ < g, amibdl ]f y) — f(:z:)] < ‘f(y) —p’ + e. Ebbél

V) hmsup /}f f(@)|du(y) < (V) llmsup /’f —p|dp(y) +¢ < 2e.

S—x S—x

* 8.2.6. Definicié. Az eldzd tétel feltételei mellett, azon =z € R™ pontokat, ame-
lyekre az el6z6 tételben szerepld (1) Osszefiiggés teljesiil, az f fiiggvény (u, V) Lebesgue-
pontjainak nevezziik.

* 8.2.7. Definicié. Ha p teljes Radon-mérték R™-en, V egy u-Vitali lefedés, A egy

p-mérhet6 halmaz és © € R™, akkor a

. p(SNA)
Mlim =75

hatdrértéket az A halmaz x pontbeli (u,V)-stirtiségének nevezziik. Specidlisan, ha p =
A", és V az Gsszes zart gombokbdl all, akkor a

A" (A N B(z, T))
im ——————~
rlo - A (B(z,7))
hatarértéket az A halmaz x pontbeli Lebesgue-siiriiségének nevezziik.

* 8.2.8. Lebesgue siirtliségi tétele. Az el6z6 definicié feltételei mellett p-majdnem
minden x € A-ra

. (AN S)
V)lim ——=— =1
Rl
és p-majdnem minden x € R™ \ A-ra
. p(ANS)
V)lim ——— = 0.
BT

Bizonyitds. Alkalmazzuk 8.2.3.-at a v(B) = (A N B) mértékre.
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8.3. Abszolit folytonos fiiggvények

8.3.1. Definicié. Az I C R intervallumon egy f : I — C fiiggvényt abszoliit
folytonos fiiggvénynek neveziink, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan ¢ > 0, hogy barmely
I-beli véges uy < vy < wup < vy < ... < wy, < v, sorozat esetén, ha Y . (v; —u;) < 9,
akkor Y7 | f(vi) — f(u)] <e.

8.3.2. Tétel. Ha egy I C R intervallumon f : I — C abszoliit folytonos, akkor f
folytonos és egyenletesen folytonos I-n. Ha a,b € I, akkor V2 f < co. Ha f Lipschitz-
fiiggvény, akkor f abszolit folytonos.

Bizonyitds. Az elsé két allitds trividlis. Valasztva ¢ = 1-hez § > 0-t, azt kapjuk,
hogy
Vif<l,haa<c<d<bésd—c<d.
fgy [a, b]-t eléallitva véges sok d-nal rovidebb intervallum egyesitéseként, kapjuk, hogy
VP f < 0o. Az utolsé allitas nyilvanvald.

8.3.3. Lebesgue tétele monoton fiiggvény derivaltjarsl. Legyen g : R — R
monoton ndvekedd fiiggvény, Ay a g-hez tartozé Lebesgue—Stieltjes-mérték, Ay o, €s Ay s
pedig ennek a A-ra vonatkozo Lebesgue-féle felbontdsa (a Borel-halmazokon). Ekkor a g
fiiggvény A-majdnem mindeniitt differencidlhaté és g' a Ay o-nak A\-ra vonatkozé Radon—
Nikodym-derivaltja.

A tétel a valds fiiggvénytan egyik legmeglepébb és legfontosabb eredménye. Legfon-
tosabb allitdsa, hogy egy monoton fiiggvény majdnem mindeniitt differencidlhaté. Ennek
egy masik bizonyitdsa taldlhatd Székefalvi-Nagy [45] konyvében (97. o.).

* Bizonyitds. Legyen
V={(z,9): € S CR, S kompakt intervallum és A(S) > 0}.
Vitali tétele szerint V egy A-Vitali lefedés, igy a 8.2.3. tétel szerint
dAg

(V)H(z) cR A-majdnem minden x € R-re.

Rogzitve egy ilyen z pontot, és (V)%(x)—et c-vel jelslve, minden & > 0-hoz van olyan
6 > 0, hogy

(c—e)(b—a) < Nla,b] < (c+¢€)(b—a),
haa<z<bés0O<b—a<d. fgy

(1) (c—e)(b—a) <g(b) —g(a) < (c+e)(b—a)

teljesiil, ha g folytonos a-ban és b-ben. Mivel g(b) — g(a) monoton novekvd fiiggvénye
b-nek és monoton cstkkend fliggvénye a-nak, valamint g folytonossagi pontjai stiriek
R-ben, (1) akkor is teljesiil, ha g nem folytonos a-ban vagy b-ben. Igy

h) —
c—ggg(x_}_—;g(x)gc—l—e, ha 0<|h|] <,

azaz ¢'(x) = c. Az &llitds tobbi része a 8.2.3. tételbdl kovetkezik.
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8.3.4. Tétel. Legyen g: R — C egy fiiggvény, V> g < oo, és Ay a g-hez tartozo
Lebesgue-Stieltjes-mérték, Ay o és Ay s pedig ennek a A-ra vonatkozo Lebesgue—fe]e fel-
bontdsa (a Borel-halmazokon). Ekkor g \-majdnem mindeniitt differencidlhaté és g' a
Ag,a-nak a A-ra vonatkozé Radon-Nikodym-derivéltja, tovdbbd

b
/|g’|d)\§VZg, ha —o00<a<b<oo.

* Bizonyitas. Legyen g = Z?:o i/g; a g Jordan-felbontdsa, Ay, o és Ay, s pedig a
Ag;-nek A-ra abszolit folytonos, illetve szinguldris része. Felhasznélva a Lebesgue-féle
felbontds egyértelmiiségét, egyszerli szamolas mutatja, hogy

3 3

Aga = E :ijAgjya’ Ag,s = E :ij/\gj,s

=0 =0

Mivel a g; fiiggvények majdnem mindeniitt differencidlhatoéak, g is az és

/gd)\ Z@J/gjdA Zl Agja(B) = Xga(B),

ha B Borel-halmaz, azaz ¢’ a A, o-nak A-ra vonatkozé Radon-Nikodym-derivéltja.
Az utolsé allitast elég a,b € R, a < b esetére bebizonyitani. Bevezetve az s(x) =
V% g jelolést, s monoton noveked6 fiiggvény és igy Lebesgue tételébol

b
Vg = s(b) — s(a) > / s'(x) d\(z),

masrészt h
T h _
J(z) = lim Vit'g > lim lg(z + h) — g(z)|
h—0 h h—0 |h

= lg'(=)].

8.3.5. Newton—Leibniz-formula. Legyen g : R — C egy fiiggvény, amelyre
V= g < 0. A kivetkezé feltételek ekvivalensek:

(1) g(b) —g(a) = f g’ d\ minden —oo < a < b < +oo-re;
(2) Vag—f |¢'| dX\ minden —oco < a < b < +o0-re;

(3) g abszoliit folytonos;

(4) Ay < A (a Borel-halmazokon).

* Bizonyitas. (1)-bdl kovetkezik (2), mivel ha a < z; < x; < ... <z, <b, akkor

Zj b
[ g s [
Tj—1 a

n

Z\g(%‘) —glz;)] =

Jj=1
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amibdl .
VZQS/ lg'| .

A misik irdnyd egyenlétlenség az elézé tételbdl kovetkezik. (2)-bol (3)-at a
90) = 9| < Vig= [ Igld ha co<us<v<oc

egyenl6tlenség és az integral abszolit folytonossaga felhasznéldséval kaphatjuk meg. (3)-
bdl kévetkezik, hogy ha e > 0, akkor van olyan § > 0, hogy

—00 <UL <V SU <V < LUy < vy <00

és Y0 (v —uy) < 0 esetén YU Viig < e. Ebb6l barmely nyilt V részhalmazara
R-nek, ha A(V) < 4, akkor |A,|(V) < e. Approximdciéval badrmely B Borel-halmazira
R-nek, ha A(B) <6, akkor |A\g|(B) < ¢, igy Ay < A. Végiil (4)-bél kovetkezik (1), mivel
Ag = Ag,a, 6s az el6z6 tétel szerint

b
A(ab) = g0) ~ gla) = [ g dr

8.3.6. Tétel. Legyen f € Li(R) és g(x) = [*__ fd), hax € R. Ekkor V>, g =
/11, a g fiiggvény abszolit folytonos R-en és A-majdnem mindeniitt g’ = f.

* Bizonyitas. Legyen y(B) = [ f d\, ha B Borel-halmaz R-ben. Ekkor y komplex
Radon-mérték, és g(z) = pu(—o0,x), igy p = A, a Borel-halmazokon. Mivel p abszolit
folytonos A-ra vonatkozdan, g abszolit folytonos az €l6z6 tétel szerint. Mivel f is, és az
8.3.4. tétel szerint ¢’ is p-nek a A-ra vonatkozé Radon—Nikodym-derivéltja, A-majdnem
mindeniitt megegyeznek. Végiil a V= _g = || f||1 Osszefiiggést az elézd tételbdl hatdrér-
tékképzéssel kapjuk.

— 8.3.7. Feladat [4]. Hat4rozzuk meg az aldbbi teljes valtozdsokat:
Vile®, Vilnz, ViTcosz, V' (x—x?).

8.3.8. Feladat [9]. Vizsgaljuk meg, hogy az f(z) = |z|®sin|z|?, ha z # 0, f(0) = 0
fiiggvény milyen «, § € R értékekre lesz [—1, 1]-en korlatos valtozdsa.

* 8.3.9. Feladat [19]. Terjessziik ki az el6z6 két tételt reflexiv Banach-térbeli értékii
fiiggvényekre. (Egy X Banach-tér reflexiv, ha x +— F, az (X*)*-ra képez, ahol F,(f) =

f(@).)

* 8.3.10. Feladat [8]. Definidljuk a ¢ : (0,1) — L]E(/\[O,l]) fiiggvényt gy, hogy
g(z) a [0, z] karakterisztikus fiiggvénye, ha 0 < z < 1. Mutassuk meg, hogy ¢ Lipschitz-
fliggvény, de sehol sem differencialhato, s6t, még az fog fiigvények sem differencidlhatdak,
ahol f : L (Ajo,1)) — R egy korldtos linedris funkcionl.
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— 8.3.11. Feladat [8]. Jelslje C' a Cantor-halmazt, és haz € C, x =% | 22,/3",
z, € {0,1}, akkor legyen op(z) = > 0° | x,/2". Ha z € [0,1] \ C, akkor legyen ¢(z) =
sup{ga(t) t<z,teC } Ez a Lebesgue-féle szinguldris fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy
(1) ¢ monoton novekedd;

(2) ¢:[0,1] = [0,1], p(C) = [0,1];
(3) ¢ folytonos.

8.3.12. Feladat: Fubini tétele monoton fiiggvényekrdl [16]. Legyenek f, :
R — R, n =1,2,... monoton nvekedd fiiggvények, és tegyiik fel, hogy Y ° | fn(x) =
f(z) € R minden & € R-re. Bizonyitsuk be, hogy A-majdnem minden x € R-re
S0 fh(z) = f'(z). (Lésd Szdkefalvi-Nagy [45].)

8.3.13. Feladat [8]. Adjunk meg olyan f,, : R — R monoton noveked§ fiiggvénye-
ket, amelyekre >~>7 | f.(z) = f(x) € R minden z € R-re, de f'(0) # >~ f1(0).

— 8.3.14. Feladat [9]. Jelolje ¢ a Lebesgue-féle szingularis fiiggvényt, és terjessziik
ki az egész R-re gy, hogy = < O-ra legyen 0, x > 1-re pedig legyen 1. Legyen a,, = j/2%,
b, = (j+1)/2F han =2F+j, 0<j < 2* Igazoljuk, hogy
(1) minden z € R-re

=1 T — ap
il — R:
S g () = S em
(2) f szigortian monoton novekedé [0, 1]-en;
(3) f folytonos [0, 1]-en;
(4) A-majdnem minden z € [0, 1]-re f'(z) = 0.

— 8.3.15. Feladat [10]. Adjunk meg olyan nem nulla A\, Lebesgue-Stieltjes-mértéket
R-en, amely szingularis a Lebesgue-mértékre. Valaszthatd-e g gy, hogy folytonos legyen?
Vilaszthaté-e g gy, hogy minden nem iires nyilt halmaz mértéke pozitiv legyen? Va-
laszthaté-e g igy, hogy mindkét feltétel teljesiiljon?

— 8.3.16. Feladat [9]. Legyen f(z) = 2?sin(1/2?), ha 0 # z € [-1,1] és legyen
f(0) = 0. Bizonyitsuk be, hogy f mindeniitt differencidlhat6é [—1,1]-en, de a derivéltja
nem Lebesgue-integralhato.

* 8.3.17. Feladat [6]. Legyen X Banach-tér, g : [a,b] — X egy folytonos fiiggvény.
Mutassuk meg, hogy az f(z) = f; g(t)dt, a < x < b fiiggvény differencidlhatd, és
f'(z) = g(z), haa <z <b



9. HELYETTESI'TESE’S 11;s PARCIALIS
INTEGRALAS

Ebben a fejezetben a helyettesitéses és parcidlis integralds legfontosabb tételeivel
foglalkozunk. Mivel a mértékekrdl komplex mértékekre, monoton fiiggvényekrdl korla-
tos valtozasu fiiggvényekre, valés értékii fiiggvényekrdl komplex és Banach-térbeli érté-
ki fiiggvényekre torténd altalanositasok az el6z6 fejezetek eredményei alapjan dltaldban
konnyen elvégezhetok, itt csak a tételek alapeseteivel foglalkozunk.

9.1. Parcidlis integralas

9.1.1. A parcidlis integralds tétele Lebesgue—Stieltjes-integralokra. Le-
gyenek f g : R — R monoton niévekedd fiiggvények, —oco < a < b < oo, és tegyiik fel,
hogy f balrdl, g pedig jobbrdl folytonos. Ekkor

fir [ gy = f0)90) - f@g(@.
(a,b] [a,b)
Bizonyitds. Legyen S = {(z,y) : a <z <y < b}, és alkalmazzuk a Fubini-tételt:

(Ar @ Ag)(5) = / (f(y) = f(a) dAg(y) = fdrg — f(a)g(b) + f(a)g(a),

(a,b] (a,b]

(A ®2g)(S) = /

[a;b)

(9(b) — g(a)) ds(2) = g(B) £ (B) — 9(b) f(a) / gdis.

[a;b)

A két egyenldséget kivonva egymdasbdl, kapjuk az allitést.

9.1.2. Tétel. Legyen g : R — R olyan monoton névekedd fiiggvény, amely minden
kompakt intervallumon abszoliit folytonos. Minden f : R — R fiiggvényre, ha az alibbi
két integralbdl az egyik létezik, akkor a masik is, és

(1) /Rfd)\gz/ng’d)\.
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Bizonyitds. Lebesgue tétele szerint A-majdnem mindeniitt ¢’ megegyezik Ag-nek
a A-ra vonatkozé Radon-Nikodym-derivéltjaval. Mivel A-nullmértékii halmazon megval-
toztatva g’-t, a jobb oldal nem véltozik, a Radon—Nikodym-tételbdl kapjuk, hogy (1) két
oldala egyszerre 1étezik és egyenld, ha f Borel-fiiggvény.

Most tegyiik fel, hogy (1) bal oldala létezik. Ekkor van olyan f* Borel-fiiggvény,
amely Ag-majdnem mindeniitt egyenlé f-fel. Valasszunk egy B Borel-halmazt, amely
lefedi az R(f # f*) halmazt, és amelyre Ay(B) = 0. Nyilvdn A-majdnem minden = € B-

re g'(z) =0, igy

/fd)\gz/fd)\g+ FrdX,
R B R\B

=/ fg’d)\—l—/ f*g'd)\z/fg'd)\.
B R\B R

Megforditva, ha az f¢’ fiiggvény M-integralja létezik, akkor legyen B olyan Borel-halmaz,
amely lefedi az A = R(¢’ = 0) halmazt, de A(B\ A) = 0, tovibba fg¢’ megszoritisa és ¢’
megszoritdsa R \ B-re Borel-fiiggvény. Legyen

o v [ f(x), hazeR\B,
f(z)_{o, ha z € B.

(2)

Ekkor f* Borel-fiiggvény, mert R\ B-n megegyezik fg¢’/g'-vel, tovibba

M(B) = / g dr =0,
B

igy az f fiiggvény A\g,-mérhetd és a (2) szdmolds visszafelé elvégezhetd.

9.1.3. A parcidlis integrédlas tétele Lebesgue-integralokra. Tegyiik fel, hogy
az f,g : R — C fiiggvények abszolit folytonosak [a,b]-n. Ekkor az aldbbi integralok
léteznek és

b b
/fmwx+/}ﬁwA=ﬂMMM—fwmw»

a
Bizonyitas. Kombindljuk az el6z6 két tételt, vagy alkalmazzuk a Newton—Leibniz-
formulat fg-re.

9.1.4. Leibniz-szabdly. Legyen (X, A, u) teljes o-véges mértéktér, —oo < a <
b < oo, I =]a,b]ésf:XxI— R egy fiiggvény, amelyre azy — f(x,y) fiiggvény abszoliit

folytonos I-n p-majdnem minden x € X-re, és a Dy fiiggvény u® A-integralhaté X x I-n.
Ekkor a
o) = [ #(w.0)duta)
X

fiiggvény abszolit folytonos I-n, és A-majdnem minden y € I-re

d of
d—y/xf(x,y)d,u(x) =/Xa—y($,y)dﬂ(x)-
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A tétel azt mutatja, hogy igen altalanos feltételek mellett egy paramétertdl fiiggd
fiiggvény integralja differencidlhaté a paraméter szerint, és a derivéltat a fiiggvény para-
méter szerinti parcidlis derivaltjanak integraldsaval szamolhatjuk ki, azaz a differencialas
és az integralas felcserélhetdek.

Bizonyitas. Legyen A-majdnem minden y € I-re

hy) = /X Z—J;(m,w dpu(z).

Ekkor a Fubini-tétel szerint h az I-n A-integralhato, és

/at //a—fxyd,u // (z,y) d\(y) du(x)

- /X (F(@.t) — f(z,a)) du(z) = g(t) — g(a).

Ebbdl g abszolit folytonos I-n, és A-majdnem minden y € I-re ¢'(y) = h(y).
— 9.1.5. Feladat [8]. Legyen
r+2, hazx<-—1,

glx)y=4¢ 2, ha -1 <z <0,
22 +3, haz>0.

Szamitsuk ki az aldbbi Lebesgue—Stieltjes-integralokat:
2y wdrg(@),
132 352 dAg (SC),

(3) J?,(a® + 1) d)g(2).
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Helyettesitéses integralas
egyvaltozos fiiggvényekre

9.2.1. Definicié. Legyen u véges mérték X-en. Egy p-majdnem mindeniitt értel-
mezett, u-mérheté R™-beli értékli g fiiggvény eloszlasfiiggvényén a

h(zx) = puX(g<z), ha xeR"”
Osszefiiggéssel definidlt fiiggvényt értjiik.

9.2.2. Tétel. Legyen (X, A, ) véges mértéktér, és g egy p-majdnem mindeniitt
értelmezett p-mérheté R™-beli értékii fiiggvény, f : R — R pedig egy Borel-fiiggvény.
Jeldlje g eloszlasfiiggvényét h. Ekkor, ha az alabbi két integralbdl az egyik létezik, ugy
létezik a masik is, és

[ rogau= [ sax.
X ]Rn

A tétel nagyon fontos a valdszinliségszamitdsban, mivel mutatja, hogy egy valé-
szinliségi véltozo jellemz6i (varhaté érték, szérds, momentumok stb.) kifejezheték az
eloszlasaval. A leggyakrabban alkalmazott n = 1, f(x) = z esetet kénnyli szemléltetni,
ha X a [0, u(X)] intervallum a Lebesgue-mértékkel: mivel [ g csak a g nivéhalmazainak
mértékétdl fiigg, de nem fiigg azok elhelyezkedésétdl, a nivéhalmazokat jobbra eltolva,
feltehetjiik, hogy g monoton névekedd. Ekkor h 1ényegében a g inverze, és a jobb oldalon
a g alatti teriiletnek az inverz szerinti Lebesgue—Stieltjes-integrallal valé kifejezése all.

Bizonyitas. Legyen B az R™ Borel-halmazainak osztilya. Koénnyi latni, hogy a
v(B) = (97" (B)) osszefiiggéssel definidlt halmazfiiggvény mérték B-n. A mérték foly-
tonossidga miatt A minden valtozdjaban balrdl folytonos, és ha a,b € R™, a < b, akkor

(1) (2) (n) _ -
A[ahbl)A[ambz) . A[ambn)h = ,u(g 1[@, b)) >0,

azaz A} értelmezve van és megegyezik v-vel a balrdl zart, jobbrél nyilt intervallumokon.
Egy tetsz6leges V' C R™ nyilt halmazhoz legyen Vj, azon diszjunkt [u,v) C V intervallu-
mok megszamlalhaté unidja, amelyekre

S A S E S O L N A
=55 o és v = o ok ok

valamely (j1,...,Jn) € Z"-re. A vés A} mértékek nyilvin megegyeznek a V3, halmazokon,
igy a mérték folytonossiga miatt a nyilt halmazokon is. Mivel az 1.3.6. tétel szerint v
is Radon-mérték, igy v és A} egybeesnek a Borel-halmazokon. Ha most f : R® — R
nemnegativ egyszerti Borel-fiiggvény y1, ... , ym értékekkel, akkor

/fogd“ Zyl (67 & (=) = Zyz = i)
S uniss ) - /R i

Ebb6l az approximacids lemma, és Beppo Levi tétele miatt kapjuk az allitdst nemnegativ,
végiil az integrdl definiciéja miatt tetszoleges Borel-fiiggvényekre.
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9.2.3. Helyettesitéses integralds Lebesgue—Stieltjes-integralokra. Tegyiik
fel, hogy g : R — R szigoriian monoton névekedé folytonos fiiggvény, h : R — R monoton
noveked§ fiiggvény és f : R — R tetszbleges fiiggvény. Ha az aldbbi két integralbdl az
egyik létezik, akkor a masik is, és

(1) /Rf 0 gdAnog = /g(R) fdAn.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy g homeomorfizmus, {gy g(R) egy nyilt intervallum.
Ha A C g(R) egy intervallum, az a és b végpontjai g(R)-ben vannak és folytonossagi
pontjai h-nak, akkor g=1(b) és g~'(a) folytonossdgi pontjai h o g-nek és

h(®) = ha) = h(g(g™ 1)) = h(9(s™" @)),
igy
(2) An(A) = Anog (97 (4)).

Ebbdl a mérték folytonossidga miatt kovetkezik, hogy (2) akkor is teljesiil, ha A C g(R)
tetsz6leges nyilt intervallum, s6t, akkor is, ha tetszdleges nyilt halmaz. Felhaszndlva,
hogy An és Anog Radon-mértékek, (2) minden A C g(R) Borel-halmazra teljesiil. Most
legyen B C R egy Borel-halmaz, és f a B karakterisztikus fiiggvénye. Ekkor (1) bal

oldala Apoq (gil(B N g(R))), a jobb oldala pedig A (B N g(R)), igy (2) szerint f-re
teljesiil (1). Ebbdl a szokasos approximéciés eljarassal kapjuk, hogy minden f : R — R
Borel-fiiggvényre a két integrél egyszerre létezik és teljesiil (1).

Most tegyiik fel, hogy (1) bal oldala létezik. Ekkor létezik olyan C' C R Borel-halmaz
és k : R — R Borel-fiiggvény, amelyre \noq(C) = 0 és f(g(z)) = k(z), ha x € R\ C.
Ebbél g(C) = D Borel-halmaz, Ap(D) =0 és az

_ [0, ha y ¢ g(R),
W) = { k(g7'(y)), hay € g(R)

figgvény Borel-fiiggvény, amelyre

(3) Wy) = f(y), ha yeg(R)\D,
azaz [(g(z)) = f(g(z)), ha z € R\ C teljesiil, igy
(4) /Rfogd)\hogz/Rlogd)\hogZ/Q(R)ld)\hz/g(R)fd)\h.

Megforditva, ha (1) jobb oldala létezik, akkor vilasztva egy D C g(R) Borel-halmazt és
egy | : R — R Borel-fiiggvényt gy, hogy An (D) = 0 és (3) teljesiiljon, a (4) szdmolds
visszafelé elvégezhets.
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A kovetkezé célunk az, hogy bebizonyitsuk a helyettesitéses integralas szokasos for-
muldjanak egy, a Lebesgue-integralokra vonatkozo igen altaldnos véaltozatat. Ehhez sziik-
ségiink lesz egy lemmara és egy definiciéra.

* 9.2.4. Lemma. Legyen g: R — R folytonos, A-majdnem mindeniitt differenci-

dlhatd fiiggvény, és o > 1. Ekkor g’ mérhetd és léteznek E, Es, ... korldtos mérhetd
halmazok és ¢, co, ... valds szamok gy, hogy
(1) UL, E, =FE=R(¢"#0);

(2) g|E, kolcsonidsen egyértelmii;
(3) a~ley < |g'(x)] < cna, hax € Ey;
(4)

4) ateplr —y| < |g(x) — g(y)| < acplz —y|, ha x,y € E,.

Bizonyitas. Mivel

oy = e 9@ +1/n) —g(x)
9= T

A-majdnem minden z € R-te, a ¢’ derivalt A-mérhetd. Védlasszunk olyan & > 0-t, amelyre
a~'4+¢e <1< a—e. Minden i természetes szdmra, j egész szamra és r pozitiv raciondlis
szamra legyen E(r,i,j) azon x € E valds szdmok halmaza, amelyekre

rla +¢) <|g'(@)| < (a—e)r;
(5) l9(2) —g(x) — ¢'(z)(z —2)| <er|z— x|, ha |z —z| € Q és |z — x| < 1/i;
|z —j/i| < 1/(26).

Az E(r,i,j) halmazok mérhetéek, mivel megszdmldlhaté sok mérhetd halmaz metszete-
ként éllnak el6. Tovabba, ha x € E(r,14,j), akkor (5) minden olyan z € R-re teljesiil,
amelyre |z — x| < 1/¢, mert mindkét oldal folytonosan fiigg 2-t6l. Az E(r,1,j)-k egye-
sitése nyilvan F, igy ¢, = r valasztdssal (1) és (3) teljesiil. Most rogzitsiik r, i, j-t. Ha
.y € E(r,i,7), akkor [z —y| < 1/i, igy |g(y)—g(z)| < |¢'(x)(y—a)|+erly—a| < arly—z,
}g(y) — g(x)} > ’g’(x)(y — ZC)’ —erly — x| > a7 r|y — x|, azaz teljesiil (2) és (4).

9.2.5. Definicié. Ha X és Y halmazok, egy g : X — Y fiiggvény multiplicitasan
azt az Ny : Y — [0, 00] fiiggvényt értjiik, amelynek értéke egy y € Y helyen X (g = y)
elemeinek szédma. (Ez lehet esetleg oo is.)

9.2.6. Helyettesitéses integralds Lebesgue-integralokra. Legyen g : R —
R minden kompakt intervallumon abszoliit folytonos fiiggvény, A korlatos Lebesgue-
mérhetd részhalmaza R-nek és f : R — R egy tetszbleges fiiggvény. Ekkor az alabbi két
integral egyszerre létezik és

(1) /A (fog) lg'|dA = / £+ Ny dx.
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Tovabbd, ha —oo0 < a < b < 00 és az y = f(y)Nyjab)(y) leképezés N-integrélja létezik,
akkor

b g(b)
2) [oggarn=[ ra
a g(a)
A tétel a helyettesitéses integralas szokasos formuldjanak messzemend dltaldnositdsa.
A maésodik formuldban, ha g kolcsondsen egyértelmil, a g(a) < g(b) eset az értékkészlet
pozitiv, a mésik eset az értékkészlet negativ iranyitasanak felel meg. Ha g nem kdlcsono-
sen egyértelmii, a jobb oldal nem fiigg f-nek g([a, b]) azon pontjaiban felvett értékétol,
amelyek nem esnek g(a) és g(b) kozé. Ez azért van, mert ezeket a pontokat g ,ugyan-
annyiszor futja be” novekedve, mint csokkenve, és igy az integralbdl kiesnek. Az elsd
formula viszont irdnyitdsmentes, igy ebben g’ helyére a bal oldalon |¢’| keriil, és az egyes
pontok tobbszor torténd befutédsat, az irdny figyelembevétele nélkiil az Ny 4 multiplicitéds
reprezentalja.

* Bizonyitads. Vilasszunk egy A-t tartalmazé I kompakt intervallumot. (1) bizonyi-
tdsaval kezdjiik. A bizonyitdst tobb lépésben végezziik.
Az elsd 1épésben tegyiik fel, hogy B C A, A(B) = 0 és legyen £ > 0. Ekkor 1étezik
olyan 6 > 0, hogy ha

up Svp Sup Svp <L S Up S U
I-beli szamok, akkor Y7 (v; — u;) < & esetén > |g(vi) — g(us)| < e. Fedjiik le o-
nél kisebb osszhosszisagi [x;,y;], j = 1,2,... intervallumrendszerrel B-t. Az [z;,y;],
j=1,2,... m intervallumokat kisebb intervallumokra felbontva, olyan

z1Sw Sy Swp <<z, S Wy,
szamokat kapunk, amelyekre
m MNm
Ul ] = JLzi,wil:
=1 i=1

Az <wi < v < wi-t gy vélasztva, hogy |g(vs) — g(u)| maximalis legyen, azt kapjuk,
hogy
A(g(UTzl[wjayj])) <e

Innen m — oo hatératmenettel A(g(B)) < e. Mivel ¢ tetszbleges volt, A(g(B)) = 0.

A misodik 1épésben tegyiik fel, hogy B C A(¢g’ = 0). Vilasszunk egy ¢ > 0-t és egy
V' DO B nyilt halmazt, amelyre A(V) < A(B) + e. Mivel

V= {(z,[:c—r,z+r]) :SCER,T>0}

Vitali-lefedés, igy a B-t finoman lefedd

C.={(@9): (@.8) €V,S C Vi|gly) —g@)| <cly —al, hay e S}
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lefedési reldciébdl kivélaszthaté egy (x;,S;), ¢ = 1,2,... diszjunkt rendszer, amelyre
A(B\ U2, 5;) = 0. Ekkor A(g(B\ U2, S;)) =0 és A(g(S;)) <eA(S;). Ebbél

A(g(B)) < A(g(B\UZ.S)) + > Aol <eZA ) <eA(V) <eX(B) +¢°,

és igy A(g9(B)) = 0.
A harmadik 1épésben tegyiik fel, hogy f egy A-mérheté

Bc{z:zec A g (z) eR, g (x)#0}

halmaz ¢g(B) képének a karakterisztikus fiiggvénye. Legyen o > 1. Az eléz6 lemma
felhasznalasaval olyan Bi, Bs,... diszjunkt, mérhetd, korlatos halmazokat és ¢y, co,...
valds szamokat kaphatunk, amelyekre

(3) UZ Bi = B;

(4) g|B kolcsongsen egyértelm;

(5) ot < g (2)| < ac;;

(6) ateily— 2| <|g(y) —g(z)| < acily — x|, ha z,y € B;.

Mivel az 1.3.5. tétel szerint a B; halmaz el6all egy o-kompakt és egy nulla mértékii
halmaz egyesitéseként, az els6 1épés alapjan a g(B;) halmaz A-mérhets. (5)-bél

(B)) < /B_}g'(x)ydx(x) < aciA(Bi),

(6)-bdl pedig, a Lipschitz-fiiggvényekre vonatkozé 2.4.7. lemmét alkalmazva g|B;-re és
1

(g|Bz)7 -re,
o' GA(B;) < M9(Bi)) < acA\(By).

Osszevetve ezt a két egyenlStlenséget,

72)\ /|g|d/\<a (( ))

072/Ng|3d)\§/ |g’|d/\§a2/Ng|Bd)\.
R B R

Ebbél (1)-et kapjuk, ha « | 1.

A negyedik lépésben tegyiik fel, hogy f egy T' C g(A) mérheté halmaz karakterisz-
tikus fiiggvénye, és legyen B = g~1(T)) N A. Ha T Borel-halmaz, akkor ¢g~1(T) is az, igy
B mérheté. Az eddigi 1épéseket Osszegezve,

/A(fog)-|g’|d)\:/B|g’|d)\=/RNg|Bd)\=/Rf-NgMd)\.

Osszegezve i-re,
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Ebb6l mindkét oldal nulla, ha T' C g(A) és A(T) = 0, igy (1) fenndll, ha T" mérhet&
részhalmaza g(A)-nak. A szokdsos approximdcios eljarassal kapjuk, hogy (1) fenndll, ha
flg(A) mérheté fiiggvény.

Az 6todik 1épésben megmutatjuk, hogy van olyan C' C A mérhetd halmaz, amelyre
g|C kblesdndsen egyértelmii és amelyre A(g(A) \ g(C)) =0. A

B:{z::cGA,g’()GRg 750}

halmazhoz és egy tetszéleges o > 1-hez valasszunk a harmadik 1épés szerint B; halmazo-
kat. Minden i-re valasszunk egy olyan o-kompakt D; C B; halmazt, amelyre A(B;\ D;) =
0. Legyen D = U2, D;, C; = D \U_jg~ ' (9(D;)), és legyen C' = U32, C;. Vildgos, hogy
a C; halmazok Borel-halmazok, g|C kolesonosen egyértelmi, és g(D) = g(C). A B\ D
halmaz nulla mértékii, és

9(A)\ g(C) C g(A\ B)Ug(B\ D).

Innen

AMg(A)\g(C)) < AMg(A\ B)) + A(g(B\ D))

:/ |g’|d>\+/ 1| dA = 0.
A\B B\D

Hatodik 1épésként, hogy (1) bizonyitdsa teljes legyen, meg kell mutatnunk, hogy ha
(1) valamelyik oldala létezik, akkor f|g(A) mérhetd. Legyen

B={z:z €A, g(x) €R, ¢'(z) #0}.

Tegyiik fel, hogy (1) bal oldala létezik. Vilasszuk a C halmazt az 6todik 1épés szerint.
Mivel f o g a B felett megegyezik az

(fog)-1d]
l9']
fiiggvénnyel, f o g|B mérhetd. Legyen V nyilt részhalmaza R-nek. Mivel
W=Cn(fog) (V)
mérhetd, Ggy, mint a harmadik 1épésben, kapjuk, hogy ¢g(W) is mérhetd. Mivel

g(W) c g(A N (V) CgW)u (g9(A)\ g(C)),

az elézd 1épés alapjan azt kapjuk, hogy g(A) N f~1(V) is mérhetd, azaz f|g(A) mérhetd.
Ha (1) jobb oldala létezik, akkor a negyedik 1épés szerint Ny 4 mérheté és majdnem
mindeniitt véges. Az {y : Ngjaly) = z} halmaz karakterisztikus fiiggvényét h;-vel jelolve,

FW) = F@Nal) S "

=1
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majdnem minden y € g(A)-ra, igy f|g(A) mérhetd.
Utolsé6 lépésként (1)-bél bebizonyitjuk (2)-t. Tegyiik fel, hogy g(a) < g(b), és te-
kintsiik az
Ar={z:a<z<bg'(z) >0},
Ay={z:a<z<bg(z) <0},
Az = [a,b]\ (A1 U Az)

halmazokat. Alkalmazva (1)-et f = 1-gyel, azt kapjuk, hogy majdnem minden y € R-re

Ngjaua,(y) <oo és Ngja,(y) =0.

Ha egy y € R-re ezek a feltételek teljesiilnek, akkor

Ngja, (y) — Ngja, (y)

1-gyel egyenld, ha g(a) < y < g(b), és 0 egyébként. Végiil, (1)-et tetszéleges olyan f-re
alkalmazva, amelyre 1étezik az f - Ny 4,04, fliggvény M-integrélja, azt kapjuk, hogy

g(b)
/ fd)\:/f-Ng|A1d)\—/f-Ng|A2d>\
g(a) R R

:/Al(fog)-g'd)\—/ (fog) (=g")dr

Az

:/AlUAz(ng)'gld)‘z/ab(fog)-g’d)\.

9.3. Helyettesitéses integralas
tobbvaltozoés fiiggvényekre

Ennek a résznek a f6 eredménye az tigynevezett felszinképlet. Ez magaba foglalja és
altalanositja mindazokat a formuldkat, amelyeket az ivhossz, felszin, gérbe menti és felii-
leti integralok kiszamitasara szokds felhaszndlni. Levezethetd belOle egy integrdltransz-
formaciés formula is. Bizonyitas nélkiil ismertetiink még két eredményt: a felszinképlet
dudlisit, az vgynevezett kofelszinképletet, és a Gauss—Osztrogradszkij-formuldt. Ezek
bizonyitdsa — ilyen dltaldnos feltételek mellett — til messzire vezetne.

A felszinképlet bizonyitdsidhoz is nehéz 1t vezet. Ennek egyik fontos dllomédsaként
el6szor azt bizonyitjuk be, hogy R™-ben a Lebesgue-mérték és az n-dimenziés Hausdorff-
mérték egybeesik.

* 9.3.1. Steiner-szimmetrizacid. Legyen V egy (n — 1)-dimenzids altere R™-nek és
barmely S C R™ korlatos halmazhoz rendeljiik hozza S-nek a V' szerinti szimmetrizaltjat,
azaz azt a T halmazt, amelyre minden V-re merSleges L egyenesre vagy L NS = () és
LNT=0,vagy LNS # 0 és LNT egy zart szakasz, amelynek kozéppontja V-ben van,
és amelyre x' (LNT) = x' (LN S).
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* 9.3.2. Tétel. Az el6z6 pont jelbléseivel, ha S kompakt konvex halmaz, akkor

(1) diam(T) < diam(S);

(2) T is kompakt konvex halmaz;

(3) A™(S) = A™(T);

(4) hawu egy, a V-re ortogonalis egységvektor, és o, (z) = v —2(x,u)u, hax € R" a V-re

térténd tiikrozés, akkor o,(T) = T';
(5) ha S C B(0,r), akkor T C B(0,r) és
(S(0,7) \ S) U 0u(S(0,7) \ S) =S(0,7) \ T.

Itt, mivel S kompakt konvex halmaz, minden V-re merdleges L egyenesre SN L, ha
nem iires, akkor zart szakasz.

Bizonyitds. A (4)-ben emlitett u egységvektort hasznalva, ha z1,29 € T és z; =
a;u 4 v, ahol v; € V és a; € R (i = 1,2), akkor 1éteznek olyan 8; € R konstansok, hogy

yi=Bi+a)ut+v; €S és z;=(Bi —a)utuv; €8
E kozott a négy pont kozodtt van kettd, amelyek tavolsdga nem kisebb, mint x; és x»
tavolsiga, igy kapjuk (1)-et. Hasonléan, ha 0 < <1, akkor
y=w1+ 1=y é z=7yu+(1-7)2
az S-ben vannak, mindketten a
{6u+~yv1 + (1 —7)v2: 6 €R}
egyenesen, és tavolsaguk 2 - "yozl +(1- ’Y)Oég’, igy
z =7z + (1 =)z = (you + (1 = 7)az)u+v1 + (1 = y)v2 €T,

azaz T konvex.
Most tegyiik fel, hogy z, = a,u + v, € T és z, — x. Ekkor 1éteznek olyan 5, € R
valés szamok, hogy

Yn=Bnt+an)u+v, €S és z,=(Bn—an)ut+uv, €8.
Alkalmas részsorozatokat vilasztva, feltehetjiik, hogy o, — «, 8, — 8 és v, — v. Ekkor
y=B+a)ut+vesS é z=(B—-a)ut+ves,

igy au+ v € T. A bels6 szorzat folytonossdga miatt

(x,u) = lim (x,,u) = lim «, = a,
és

x—ou= lim (a,u+ v, — au) = v,

n—oo
igyr=au+vel.
(3) egy alkalmas forgatéds utn, amely V-t az {(x1,22,... ,2,) : &, = 0} hipersikba

viszi, a Fubini-tételbdl kovetkezik. (4) és (5) nyilvanvald szamoldssal adédnak.



132 9. Helyettesitéses és parcidlis integralds

* 9.3.3. Izodiametrikus egyenl6tlenség. Ha ) # A C R", akkor

a(n)

"(A) <
Ni(4) < 57

(diam(A))".

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan 0 < a < 8 < oo valés szamok, és
létezik olyan A C R™ halmaz, amelyre

(1) "‘2(:) (diam(4))" < o,
(2) A"(A) > B.

Ha z € R", akkor |z—x| < sup,¢ 4 |y—=| minden z € conv(A)-ra. Ezt kétszer alkalmazva,
diam (conv(A)) = diam(A), fgy A-t konvex burkdnak a lezdrtjéval helyettesitve, (1) és
(2) véltozatlanul fennéllnak. Igy azon kompakt konvex halmazok C rendszere, amelyekre
(1) és (2) fenndllnak, nem iires. Az eléz6 tétel szerint C-b6l nem vezet ki a Steiner-
szimmetrizacié. Megmutatjuk, hogy C zart a Hausdorff-tavolsagra nézve.

Mivel a 11.2.24. tétel szerint a kompakt konvex halmazok zart alteret alkotnak, és
A — diam(A) folytonos a Hausdorff-tavolsagra nézve, csak azt kell megmutatnunk, hogy
ha A egy kompakt halmaz, amelyre A" (A) < 3, akkor ez teljesiil a hozza kozeliekre is.
Vélasztva egy V nyilt halmazt, amelyre A*(V) < 8és A C V, az A-hoz dist(A, R™\ V)-nél
kozelebb 1évé halmazokra sem teljesiil (2).

Legyen most

r=inf{s:T C B(0,s) valamely T' € C-re}.

Ekkor (2) miatt » > 0. Az Fp,41 N C halmazrendszer kompaktsidgabdl (1dsd 11.2.24.
jeloléseit), van olyan S € C, amelyre S C B(0,7). Megmutatjuk, hogy S(0,7) C S.
Tegyiik fel, hogy B(a,e) NS = @ valamely a € S(0,7)-re és ¢ > 0O-ra. Ekkor valasztha-
tunk S(0, r)-beli kiilonboz6 a = yo, y1, - - - , yr pontokat gy, hogy S(0,r) C UfZOIB(yj,E)
teljesiiljon. Konstrudljuk meg az S = Tp,T1,... ,T; € C halmazokat dgy, hogy T;-t a
T;_1-bél a {v tv € R” (v,u;) = 0} altérre torténd Steiner-szimmetrizacidval kapjuk,
ahol u; = (y; —a)/|ly; — al. A 9.3.2. tétel (5) részébdl kovetkezik, hogy T, C B(0,r)
és T, N S(0,7) = 0. Ebbdl T, C B(0,s) valamely 0 < s < r-re, ami ellentmond r
valasztasanak. Igy S(0,7) € S, amib8l S = B(0, ). Ebbsl
a(n)

B <A (B(0,r)) = a(n)r™ = ST (diam(B(o,r)))n <a,

ami ellentmondas.

9.3.4. Tétel. Ha A C R", akkor x"(A) = A"(4).

c sz

szerint A\"(A) < v"(A), ha A C R™. Ebbél a A" kiils6 mérték o-szubadditivitdsa miatt,
A"(A) < x#(A) minden A C R™-re és § > O-ra, igy \"(A4) < x"(A), ha A C R".
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A miésik irdnyu egyenlStlenség bizonyitdsahoz legyen § > 0. Az 5.2.2. tétel szerint,
tetszbleges € > 0-hoz van olyan V nyilt halmaz, amelyre A C V és A*(V) < A"(4) +«.
Véalasszunk olyan jo > 1 egész szamot, amelyre 1/270 < §/\/n és tekintsiik az osszes
[a,a + e/27) balrdl zart n-dimenziés kockdkat, ahol j > jo, e = (1,1,...,1) € R"
és a = (k1/27,ko/27,...  kn/27) valamely (kyi,ko,...,kn) € Z"re. Két ilyen kocka
vagy diszjunkt, vagy az egyik tartalmazza a mésikat. Ha ezen kockdk koziil F jeloli
azok halmazat, amelyek részei V-nek, akkor F-nek a tartalmazasra nézve maximalis
elemei diszjunkt, megszamlalhaté lefedését alkotjak V-nek. A kapott lefedés barmely W
elemére, ha annak r az élhossza, diam(W) < ry/n < §, és igy

v (W) = a(n) (diam(W))n < wn”ﬂr" < A" (W),

< 5
ahol

Ebbél x7(A) < c¢(A"(A) +¢), amibél

(2) X"(A4) < cA™(4).

Hogy belassuk, ez az egyenlGtlenség ¢ = 1-re is teljesiil, Vitali tételét alkalmazzuk a
Y= {(m,lﬂ%(m,r)) :xeR”,r> 0}
lefedési relaciéra. E szerint a
C={(z,9):(z,5) €V,z € A diam(S) <4,S C V}

rendszerbdl kivalaszthaté olyan (z;,S;), i

= 1,2,... diszjunkt részrendszer, amelyre
)\n(A \ UiSi) = 0. Ebbdl (2) miatt X?(A \ UiSi)

=0, igy
XF(A) < XF AN US) + x5 (UiS:) < D 3 (S:) <Y vi(S:)

=D XS S AMV) S AM(A) +e,

amibdl x§(A4) < A"(A). Mivel ¢ tetsz6leges volt, a bizonyitds kész.

A tobbviltozds fiiggvények esetén azt a szerepet, amit egy véltozéban az abszolit
folytonos fiiggvények jatszottak, a lokdlisan Lipschitz-fiiggvények veszik at. A kovetkezd
fontos tétel mutatja, hogy ezek a fiiggvények majdnem mindeniitt differencidlhatéak.
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9.3.5. Rademacher tétele. Legyen V nyilt részhalmaza R™-nek. Egy g : V —
R™ lokalisan Lipschitz-fiiggvény A™-majdnem minden x € V pontban differencidlhata,
és a g’ derivdlt \™-mérhetd.

* Bizonyitas. Nyilvdn feltehetjiik, hogy V egy korldtos nyilt gémb, g Lipschitz-
figgvény M Lipschitz-konstanssal és n = 1. Legyen e, es, ... , e, az R™ szokisos bazisa.
Ekkor a

te;) — 1
(1) hi,j(.%')zsup{g(x_'_ et) g(x):0<|t|<—,,te@,x+teiev}, ha xzeV
J

és

te;) — 1
(2) ki,j(x):inf{g(z-l- et) g(x):0<|t|<},t€@,x+tei€V}, ha zeV

osszefiiggésekkel definidlt fiiggvények Borel-fiiggvények. Mivel h; ; > h; 1 és ki <
ki j+1, léteznek és Borel-fiiggvények a

hi = hm h@j es k/’l = hm ki,j
Jj—oo J—00

pontonkénti hatarértékek, igy az
Ai={z:2eV,—00 < ki(z) = hi(z) < oo}

halmazok Borel-halmazok. A fenti fiiggvények g folytonossiga miatt semmit sem val-
toznak, ha (1)-ben és (2)-ben Q helyére R-et {runk. fgy az f; = g—i parciélis derivalt
az A; Borel-halmazon értelmezett Borel-fiiggvény (i = 1,2,...,m). Mivel g lokilisan
Lipschitz, az x koordinétai koziil egy kivételével mindet rogzitve, a kapott fiiggvény loka-
lisan Lipschitz, igy a 8.3.2. tétel szerint értelmezési tartomanya kompakt intervallumain
abszolut folytonos. Mivel a 8.3.4. tétel szerint abszolit folytonos fiiggvény majdnem
mindeniitt differencidlhat6, V' \ A; minden, az i-edik koordindtatengellyel parhuzamos
egyenessel valé metszete nulla Lebesgue-mértékii. A Fubini-tétel miatt A™(V '\ A;) = 0.

Ha 1 < i < m, j és p pedig pozitiv egész szamok, legyen B(i,j,p) azon = € A;
pontok halmaza, amelyekre

t 1
’g(x—i—tei) —g(x) —tfi(:n)’ < |]—,|, ha 0< |t < >

Mivel g folytonos, ezek a halmazok nem valtoznak, ha ¢ csak raciondlis lehet. fgy a
B(i, j,p) halmazok Borel-halmazok, B(i, j,p) C B(i,5,p + 1), és

[e ]
A = U B(i,7,p) minden i, j-re.
p=1
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Legyen ¢ > 0, és valasszunk egy olyan pi, ps, ps3, ... sorozatot, amelyre

. €
)\m(Ai\B(z,],pj)) < %

A Luzin-tétel szerint vélaszthatunk olyan K; kompakt halmazokat, amelyekre f;| K; foly-
tonos, és \™(V '\ K;) < e. Ha most

H =

-

Il
-

(Ki n (u;‘;lB(i,j,Pj)))a

3

akkor N (V' \ H) < 2me. Megmutatjuk, hogy ¢ differencidlhat6 azon H-beli pontokban,
amelyekben H siirtisége 1.

Legyen a egy ilyen pont, j természetes szam, és legyen 0 < 6 < 1/m. Vélasszunk
egy olyan kicsiny 7 pozitiv valés szdmot, amelyre n < 1/p;, B(a,n) C V, és

|fily) — fi(a)| <6, ha yeK; és |y—al<2n,

tovabba

(3) A" (B(a,2r) \ H) < §™r"™a(m), ha 0<r<n.

Tegyiik fel, hogy |z — a|] < n és legyen r = |z — a|. Olyan vy, vs,... , v, valés szdmokat
valasztva, amelyekre x — a = vie; + vaey + - -+ + Ve, indukciéval definidljunk olyan
H-beli elemekbdl all6 a = x1,xs, ... , T, sorozatot, amelyre

(4) |.Tl + v;e; — $i+1| <dr, ha 1<i<m.

Ez lehetséges, mivel az x; 4+ v;e; pont tavolsiga a-tdl

i1
|z; +vie; —a| < |vier + -+ - +ve| + Z |Tkt1 — zp — Ve
k=1
— 1
<r+@-1)r< wr<2r—5r,
m

igy a koré {rt dr sugart gémb teljes egészében B(a, 2r)-ben van. Mivel ennek a gombnek
a térfogata d™r™a(m), (3) miatt kell hogy tartalmazzon H-beli pontot. Vegyiik észre,

hogy

m—1
[T + Umem — x| < Z |xg + vker — Tpr1| < (m—1)or
k=1
és

lg(zi + vies) — g(xs) — vi filwi)| < |?;.i|, ha 1<i<m.
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Felhasznalva, hogy g Lipschitz-fiiggvény,

m

o) — gf@) 3 vifta)] < Zmum — fi@)] + |9@) - g(a) = Y vifila)

=1 =1

m—1

<mor + |g(z) = g(@m + vmem)| + Y |9(@ir1) — g(xi + vies)]
=1

+ Z|g(:ci +vie;) — g(w;) — ”ifi(f”i)|

<mér+ (m—1)Mor + (m — 1)Mdbr +mr/j
<rm((2M + 1)6 + 1/j) = |z — a|m((2M + 1)é + 1/5).
Mivel § és j tetszOlegesek voltak, g differencidlhaté a-ban. Az e tetszbleges volt, igy
a g figgvény A"™-majdnem mindeniitt differencidlhaté V-ben. Mivel a 38_;3}1 fliggvények

mérhetbek, ¢’ is mérhetd.
A kovetkezé definicié a Jacobi-determinans fogalmat altaldnositja.

9.3.6. Definicié. Legyen V nyilt részhalmaza R™-nek. Ha a g : V — R" fiiggvény
differencidlhat6 egy « € V' pontban és A = ¢'(x), akkor legyen

= /det(A* 0 A), ha m <n,

és
Jg(x) = \/det(Ao A*), ha m >n.

9.3.7. Megjegyzés. Ez a jelolés 6sszhangban van 5.2.3. és 5.2.5. jeloléseivel. Ha
ugyanis m = n, akkor

Jg(z) = \/det(A*) det(A) = |det(A)|,

igy speciélisan, ha g(z) = ( )+b, ahol A : R™ — R”" linearis és b € R", akkor ¢'(z) = A
minden z € R"-re, igy Jg(x) = |det(A)‘ minden x € R"-re.

Az aldbbi lemma a 9.2.4. lemma tobbdimenzids dltaldnositisa.

* 9.3.8. Lemma. Ha V nyilt részhalmaza R™-nek, « > 1, m <nésg:V — R"

lokalisan Lipschitz-fiiggvény, akkor léteznek olyan A\"*-mérheté Fi, Fs, ... halmazok és
R™-et onmagaba képezs kolcsondsen egyértelmii sy, sa, ... linearis leképezések, hogy
(1) U Bx=E=V(Jg#0);

2) g|Ey kolcsénosen egyértelmii;

m’det Sk ‘ < Jg(z) < am‘det(sk)’, ha x € Ey;

o
Li ((g|Ek) o5, ) < « és Lip(s;€ o (g|Ek)_1) < a.

(2)
(3)
(4)
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Bizonyitds. Valasszunk egy € > 0-t, amelyre o= ! + ¢ < 1 < o — . Tekintsiik
az R™-et, R™-be képezo invertalhatd linearis leképezések terét az operatornormaéval, és
valasszunk ebben egy S megszamlalhaté strl részhalmazt. Legyen T megszamlalhaté
stirdi részhalmaza R™-nek. Minden s € S-re, i pozitiv egész szamra és t € T-re legyen
E(s,i,t) azon x € E pontok halmaza, amelyekre a kovetkezd feltételek teljesiilnek:

(5) «a m|det )| < Jg(x) < a™|det(s)];

(6) (o' +e)|s(v)] < |g'(@)(v)| < (a—e)]s(v)],

(7) |9(y) —g(x) — ¢'(x)(y — x)| <els(y —a)|, ha |y — x| < 1/iés y —x € T;
(8) |z —t| <1/(20).

E(s,i,t) mérhetd, mert (6) és (7) csak megszdmldlhaté sok feltétel teljesiilését kiveteli
meg, és ¢’ Rademacher tétele szerint mérheté. Tovabbd, ha x € E(s,i,t), akkor (6)
minden v € R™-re fennall, mivel mindkét oldal folytonosan fiigg v-t6l. Hasonléan, (7) is
fennall minden olyan y € R™-re, amelyre |y — x| < 1/i.

Megmutatjuk, hogy az E(s,i,t) halmazok lefedik E-t. Legyen x € E. A 11.3.32.
tétel szerint az A = ¢’(x) linedris leképezés eléallithaté C'o B alakban, ahol B : R™ — R™
onadjungalt linearis leképezés, C' : R™ — R”™ pedig ortogondlis injekcié. Mivel a 11.3.33.
lemma szerint Jg(x ‘det )‘, az s-et elég kozel véilasztva B-hez, teljesiil (5), tovabba

lsoB7Y < (at+e)™" és ||Bos'|<a-—e.

Ebbdl

’B(’U)‘ < (« —5)‘5(1})‘ és ‘s(v)’ < (a7t +5)_1’B(v)’
minden v € R™-re. Mivel |B(v)| = |A(v)| minden v € R™-re, teljesiil (6). Felhasznélva,
hogy |y — x| < ||s~ 1||] —x)|, a derivélt definicidja miatt valaszthatunk olyan i-t, hogy

(7) is teljesiiljon. Végiil vélasszuk meg t-t Ugy, hogy (8) teljesiiljon. Ezzel megmutattuk,
hogy az FE(s,i,t) halmazok lefedik E-t, azaz (1) teljesiil.
Ha most x,y € E(s,1,t), akkor |y — 2| < 1/i, igy (6) és (7) miatt

Ebbél kovetkezik (2) és (4).
A kovetkezd tétel ennek a fejezetnek a {6 eredménye.

* 9.3.9. Felszinképlet. Legyen V nyilt részhalmaza R™-nek, m <nésg:V — R"
Iokélisan Lipschitz-fiiggvény. Ekkor

(1) bdrmely A™-mérhet6 A C V-re

/A Jg(x) dA™ (z / X" (v);
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(2) haaz f:V — R fiiggvényre a bal oldali integral létezik, akkor

| r@g@ar@ = [ (wegzl@) 7)) dx™(w).

Bizonyitas. Mivel (2) éppen (1)-re redukalédik, ha f az A karakterisztikus fiiggvé-
nye, (2)-t megkaphatjuk (1)-bél a szokisos approximécids eljardssal. fgy elég (1)-et meg-
mutatnunk. Mivel (1) mindkét oldala o-additiv fiiggvénye A-nak, elég (1)-et olyan B C A
halmazokra igazolni, amelyek A™-mérhetéek, A" (B) < oo és g|B Lipschitz-fiiggvény.
Tovabb osztva B-t, hdrom esetet fogunk megvizsgdlni: \™(B) = 0, B C V(Jg # 0) és
B C V(Jg =0). Az els6 esetben a 2.4.7. lemma és a 9.3.4. tétel szerint x™ (g(B)) = 0,
igy (1) mindkét oldala nulla. Marad tehét két eset.

Tegyiik fel, hogy B C V(Jg # 0). Az el6z8 lemma szerint, ha o > 1, akkor léteznek
olyan Bj, Bs,... mérhetd halmazok és R™-et dnmagaba képezd kolcséndsen egyértelmii
S1, S2, ... linedris leképezések, hogy

(3) B=U2,By;

(4) g|B; kolcsonosen egyértelmi;

(5) a‘m’det(si)’ < Jg(x) < am’det(si)
(6) Lip((g|Bi)os;") <a és Lip(s;o(g|B;)™") <a.

Nyilvén feltehetjiik, hogy a B; halmazok diszjunktak. Integrilva B; felett (5)-bol

,ha x € B;;

) o™ det(s) [ N(B;) < /B Tgla) dA™ (2) < o™ [det (1) A" (B1).

i

Mivel az 1.3.5. tétel szerint B; el6all egy o-kompakt halmaz és egy nulla mértékii halmaz
egyesitéseként, a g(B;) halmaz x™-mérhets. Tovébba g(B;) = ((g|B;) o ;") (si(Bs))
miatt (6)-bdl a 2.4.7. lemma felhasznaldsdval

(8) X" (9(Bi)) < a™x™(si(Bi))-

Hasonlban s;(B;) = (sl o (g|Bi)_1) (g(Bl)) miatt

(9) X" (si(Bi)) < a™x™(g(By)).

Osszevetve (8)-at és (9)-et és felhasznalva a 9.3.4. és 5.2.5. tételeket, amelyek szerint
X" (s:(Bi)) = A" (si(By)) = |det(s:)| A" (By),

azt kapjuk, hogy

a_m‘det(si)‘)\m(Bi) <x"(9(By)) < am’det(si)’)\m(Bi).
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Ebbél (7)-et felhasznélva, az ad6dik, hogy

@ (o) < [ Jgla)ania) < @ (o(8).

Bl

Osszegezve i-re és Beppo Levi tételét alkalmazva,

a=m /Rn Nyis(y) dx™(y) < /BJQ(CC) dA™ () < o™ /Rn Nois(y) dx™ (y).

Innen « | 1 esetén kapjuk, hogy (1) teljesiil B-re.
Végiil tegyiik fel, hogy B C V(Jg = 0). Ha £ > 0, bontsuk fel g-t po ¢ alakban, ahol

qg:V > R"xR™, q(z) = (g9(x),ex), ha zeV,
p:R" x R™ — R", p(y,z) =y, ha (y,z) e R" xR".

Ha x € B, akkor ¢’'(z) nem kolcsondsen egyértelmi, igy R™ valamely L egydimenzids
alterét a nulldba képezi le. Ebbél ¢ = Lip(g|B) jeloléssel

’q’(x)(v)‘ =¢lv|, ha vel,

és

|q’(z)(v)‘ = ‘(g’(:c)(v),ev) <(c+¢)v|, ha vé¢ L.

Mivel ¢'(z) nyilvian kolcsondsen egyértelmi, 11.3.33. szerint

0 < Jg(x) <e(c4+e)™ L.

Alkalmazva az eddig bizonyitottakat és a 2.4.7. lemméat p-re és a ¢(B) halmazra, és
felhaszndlva, hogy Lip(p) = 1, azt kapjuk, hogy

" (9(B)) < X" (a(B)) = /B Jq(x) dA™ () < (e + )TN (B).

Ebbél € | 0 esetén x™ (g(B)) = 0. Igy ebben az esetben (1) mindkét oldala nulla.

9.3.10. Integréltranszformdciés formula. Ha V nyilt részhalmaza R™-nek,
g : V — R"™ lokalisan Lipschitz-fiiggvény, f : R™ — R egy x""-mérheté fiiggvény, m < n,
és A egy A\ -mérheté részhalmaza V-nek, akkor az alabbi két integral egyszerre létezik
és

/ £ (g(@)) Jg () dA™ () = / ) Nyja(y) dx™ (9).
A R™

Ez az integralszamitas talan leggyakrabban alkalmazott formuldja gérbe menti és
feliileti integralok kiszamitasara, helyettesitéses integralasra. Gyakran g kolcsénosen
egyértelmii A-n. Ekkor a jobb oldal fg(A) fly)dx™(y). Ha f =1, akkor a felszinképletet
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kapjuk vissza: m = 1,2,3 esetén rendre ivhossz, felszin, illetve térfogat kiszamitasara
alkalmas formulat. Vizsgiljuk meg formuldnk geometriai jelentését ebben a specidlis
esetben. Mivel A-t megfelelGen felosztva elérhetjiik, hogy egy kis részen g mar nagyon
jol kozelitheto legyen egy affin leképezéssel, azaz egy linedris leképezés és egy eltolas
Osszetételével, elég azt az esetet megvizsgalnunk, amikor ¢ affin. Mivel az eltoldsok, mint
izometridk, nem valtoztatjik meg a Hausdorff kiilsé mértéket, elég azt az esetet vizsgal-
nunk, amikor g linedris, és igy ¢’(x) = ¢ minden a-re. Ekkor Jg(x) geometriai jelentése
a [0,1]™ egységkocka képének x™-mértéke, azaz a szokasos bazisvektorok képei dltal ki-
feszitett paralelepipedon x™ mértéke. Ha m = n, akkor ¢'(x)* és ¢’(x) determinédnsa
megegyezik, {gy Jg(x ‘det g )] Az 4ltaldnos esetben ¢'(z) méatrixa nem négyzetes,
és a négyzetgyokjel alatt a szokasos bézis vektorai képeinek belsé szorzataibdl alkotott
méatrix determinansa &ll.

* Bizonyitds. Mivel mindkét oldal o-additiv fiiggvénye A-nak, elég a tételt arra az
esetre megmutatnunk, amikor g|A Lipschitz-fiiggvény és A™ (A) < co. Ekkor x™ (g(4)) <
00. Az eléz6 tétel és az 1.3.5. tétel szerint azt is feltehetjiik, hogy az A halmaz o-kompakt,
igy g(A) Borel-halmaz, tovdbbd hogy f(y) = 0, ha y € R™ \ g(A). Elbszor vizsgéljuk
azt az esetet, amikor az f a g(A) egy x"-mérhetd T részhalmazanak a karakterisztikus
fiiggvénye. Ha T Borel-halmaz, akkor az elézd tétel alkalmazhaté A N g=1(T)-re, és

/ (fog)- Jgd\™ = / JgdA™ = / Nyjang-t () dX™ = / J Ny dy™
A Ang-1(T) R7 R»

Ebbdl, 2.4.6. felhasznalasaval, mindkét oldal nulla akkor is, ha T tetszoleges részhalmaza
g(A)-nak, amelyre x"(T) = 0. Ha most T" C g(A) és a T halmaz x™-mérhetd, akkor
g(A) \ T-re alkalmazva a 2.4.6. tételt, T-t eldallithatjuk egy Borel-halmaz és egy x™-
nullmértékii halmaz egyesitéseként, igy ismét teljesiil (1). Végiil a szokasos approximécids
eljarassal kapjuk az altaldnos esetet.

A kovetkez tétel, amelyet bizonyitas nélkiil kozliink, a felszinképlet dudlisa.

* 9.3.11. Kofelszinképlet. Legyen V nyilt részhalmaza R™-nek, m > nésg:V —
R™ lokalisan Lipschitz-fiiggvény. Ekkor

(1) bdrmely A™-mérhetS A részhalmazara V-nek
[ rs@ i@ = [ e (ang ) av )

(2) haaz f:V — R fiiggvény A™-mérhetd, és a bal oldali integral létezik, akkor

/f )Jg(x) AN (x //(y R () dA" ().

Az m = n eset az integraltranszformécids formula. Ha ¢ az utolsé m — n koordinéta
elhagyéséval létrejévé projekci(') akkor a F‘ubini tételt kapjuk Az altalanos eset ezek

c s s

és a Fubini-tételt. A blzonyltas megtaldlhaté Federer [8] konyveben, 3.2.12. tétel.
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Ezen pont utolsé tételét szintén bizonyitas nélkiil kozoljiik. Kimondasdhoz sziiksé-
giink lesz az aldbbi definiciéra.

* 9.3.12. Definicié. Legyen V nyilt részhalmaza R"-nek és f : V — R"™ egy fiiggvény.
Hax eV és f = (f1, fa,...,[fn) differencidlhaté x-ben, akkor az x-beli divergencidjan a
div f(z) = sp f'(x) = Y1, 0; fi(x) szdmot értjiik.

A divergencia fizikai jelentésének megértéséhez tekintsiink egy

I = [al,bl] X [ag,bg] X X [an,bn]

n-dimenziés intervallumot. Ha f folytonosan differencidlhaté, akkor z = (z1,2'), 2’ =
(x2,23,...,x,) jeloléssel

b1
o fi(xy,2')dey = fi(br,2") — fi(ar,2").
a1
Jelolje n(x, T') az R™-beli I intervallum oldallapjanak egy « pontjaban a kifelé mutato, az
oldallapra meréleges egységvektort, n;(x, I) az n(x, I) vektor i-edik koordindtajat. En-
nek segitségével a jobb oldal ny (by, ', I) f1 (b1, 2") + ni(ar, ', I) f1 (a1, x’) alakban irhaté.
Mindkét oldalt integralva x’ szerint, azt kapjuk, hogy

/I(?lfl(z) dx = /6] ny(z, I) f1(z)dx" " (z),

ahol OI az I hatdrat jeloli. Az integréldst az {z :x1 = a1} és {z : x1 = b1} oldallapokrdl
azért terjeszthetjiik ki az intervallum hatérdra, mert a tobbi lapon n4 (z) nulla. Hasonléan
jarva el 0; f;-vel is, és Osszegezve i-re, azt kapjuk, hogy

/Idivf(x) dx = /61<f(x),n(:13,[)> dx" ().

Formuldnk a Gauss—Osztrogradszkij-tétel (Gauss—Green-tétel vagy divergenciatétel) spe-
cialis esete. Az igen nehezen bizonyithatd optimaélis valtozatot 1asd a kivetkezd pontban.

Itt (f,n) az f vektormezének a normadlis irdnyd komponense. Ennek feliileti in-
tegralja a vektormezd altal jellemzett dramlasban a feliileten idGegység alatt dtaramld
mennyiség. A jobb oldal fizikai jelentése tehat a I intervallumbdl idéegység alatt kia-
ramlé mennyiség. Osszehizva I-t egy pontra, azt kapjuk, hogy div f fizikai jelentése az
f vektormezé forrasintenzitasa.

* 9.3.13. Gauss—Osztrogradszkij-tétel. Legyen A korlatos nyilt részhalmaza R™-
nek és f : A — R™ egy Lipschitz-fiiggvény. Legyen B azon R"-beli pontok halmaza, ame-
Iyekben A Lebesgue-siiriisége nem létezik, vagy létezik, de nullatdl és egytdl kiilbnbozik.
Tegyiik fel, hogy X"~ !(B) < co. Ekkor
(1) x" '-majdnem minden x € B pontban egy és csak egy olyan R"-beli n(z, A) egy-

ségvektor létezik, az A kiilsé normadlisa az x pontban, amelyre az

{y:y%A,<yf:c,n(z,A)> <0} és {y:yEA,<yf:c,n(z,A)> >0}

halmazok Lebesgue-siiriisége x-ben nulla;
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(2) az aldbbi két integral létezik és

[ div i@ ix'@) = [ (7(2).00 ) d @),
A

B

A tétel Federer [8] konyve 4.5.6, 4.5.5., 2.10.43., 4.5.11. és 3.3.13. pontjainak ered-
ményeit kombinalva adddik.

— 9.3.14. Feladat [5]. Szamitsuk ki az integréltranszformdciés formula segitségével
egy ellipszis teriiletét.

— 9.8.15. Feladat [6]. Szamitsuk ki az integraltranszformaciés formula segitségével
egy ellipszoid térfogatat.

— 9.3.16. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg a felszinképlet segitségével a
t +— (cost,sint,t), t €0, 2n]

csavarvonal {vhosszat.
— 9.3.17. Feladat [7]. Szdmitsuk ki a gdmb felszinét.
— 9.3.18. Feladat [8]. Az [, [, e~ (" +¥")/2d)\(x) d)\(y) integralt polarkoordinatak-
ban is kiszdmitva, vezessiik le az ffooo e~ /2 d\(x) = V27 Osszefiiggést.
9.3.19. Feladat [7]. Hatdrozzuk meg egy homogén gomb tehetetlenségi nyomatékat
a kozéppontjan atmend tengelyre vonatkoztatva.

9.3.20. Feladat [6]. Mekkora erével vonzza az origéban 16vé m tomeget az x2+y> =
r?, y > 0 félkoriven egyenletesen eloszlé M tomeg?

9.3.21. Feladat [7]. Milyen er6s magneses teret létesit az 1 m atmérdji, kor alakd
vezetében folyd 1 A erdsségli aram a kor kdzéppontjaban?

9.3.22. Feladat [8]. Az 2 + y% + 22 = 72, 2z > 0 félgomb feliiletén egyenletesen
eloszld @ toltés milyen erGvel vonzza az origdban 1év6, ¢ nagysagu, ellenkezd eldjelil
toltést?

* 9.3.23. Feladat [18]. Legyen V C R™ nyilt halmaz, f : V — R" tetszbleges
fiiggvény. Igazoljuk, hogy f’ Borel-fiiggvény.



10. FOURIER-TRANSZFORMACIO

A Fourier-transzformécié az integriltranszforméciok korébe tartozik. Egy integ-
raltranszformacié fiiggvények valamely osztdlydnak egy masik fiiggvényosztilyba vald
olyan f +— f leképezése, amely

f(a) = / K(z,9)f(y) dy

alakban adhaté meg. Itt K az dgynevezett magfiiggvény. A Fourier-transzformécié
magfiiggvénye
K(z,y) = 2m) "2 %o ha 2,y e R,

és az integralds az n-dimenzids Lebesgue-mérték szerint torténik. Egy integraltranszfor-
macié jelentdsége rendszerint abban van, hogy fiiggvények kozotti bonyolult miveleteket
egyszerlibb miiveletekbe visz at. Példdul a Fourier-transzformacidt két fiiggvény

(f * 9)(x) = (2m) "2 / f(x — y)a(y) dy

s s s

maltjanak a szorzatat kapjuk.

Mivel az integraltranszformaciok koziil a Fourier-transzformacié a legjelentésebb, és
ennek a legszorosabb a kapcsolata a mértékelmélettel, itt csak a Fourier-transzforméciéval
foglalkozunk.
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10.1. Fiiggvények konvolicioja

Ebben a részben a kiilonbozé alkalmazdsokban fontos szerepet jatszé konvolicidval
foglalkozunk. Kiilonb6z6 konstansok megjelenésének elkeriilésére elényds lesz, ha a Le-
besgue-mérték helyett annak egy konstansszorosat hasznaljuk.

* 10.1.1. Definicié. Legyen
B7(A) = (2r)""/2\"(4), ha AeL".

A ™ mértéket normalizalt Lebesgue-mértéknek nevezziik.

* 10.1.2. Definicié. Ha f az R" valamely részhalmazén értelmezett fiiggvény és
x € R”, akkor legyen 7, f és f a

(o)) = fly—x), illetve f(y) = f(—y)

Osszefiiggéssel értelmezve.

* 10.1.3. Definicié. Legyenek f és g valds vagy komplex értékii, f”-majdnem min-
deniitt értelmezett fiiggvények. Az f és g konvolicidjat az

(fxg)(x) = A f@—y)g(y) dB"(y)
Osszefiiggéssel értelmezziik minden olyan x € R™ pontban, ahol a jobb oldali integral
1étezik.

A kovetkezd tételt annak bizonyitasara fogjuk hasznalni, hogy két integralhaté fiigg-
vény konvolicidja 1étezik.

*10.1.4. Tétel. Legyen K : R™ x R™ — C Lebesgue-mérhet§ fiiggvény igy, hogy
minden x,y € R™ esetén

K (2,9)|dB"(x) < és / K (2, )| dB"(y) <
R» R™

valamely ¢ € R-re. Ha1 <p < oo és f € LL(8"), akkor a
Tk f)(2) = - K(z,y)f(y) dB" (y)

integrdl minden x € R™ esetén létezik, és Tk f € LE.(B™), tovabbd || Tk f||, < || f]p-

A Tk : LE(B™) — LL(B™) folytonos linedris operdtort integrdltranszformacionak
nevezziik, K a magfiiggvény.



10.1. Fiiggvények konvolicidja 145

Bizonyitds. A p = oo eset trividlis. Ha 1 < p < oo, legyen ¢ = p/(p—1). A Holder-

)‘1/11

egyenlétlenséget alkalmazva az y — ]K (z,y ésy ‘K (z, y)]l/ P ‘ f (y)‘ fiiggvényekre,

1/p

@)= ([ Kenlarw) ([ el eo)

< cl/a </Rn\K(:c,y)||f(y)\pdﬁ”(y))l/p-

Innen a Fubini-tételt felhasznalva kapjuk, hogy

/ (T ) (@) 46" (x) < / Pl / K (2, 9)||/ ()| 48" (v) dB"(2)
R™ R™ R™
< 1ol / )7 d8 () = | |1,
RTL

azaz | Tk fllp < c|[ fllp-
Végiil a p = 1 eset kozvetleniil kovetkezik a Fubini-tételbol.

*10.1.5. Tétel. Legyen 1 < p < oo, f € LL(8") és g € LE(B"). Ekkor f xg €
LEB™), I f *gllp < I fll1llgllp, tovdbbd f™-majdnem mindeniitt f* g = g * f.

Bizonyitds. Legyen K(z,y) = f(z — y) és alkalmazzuk az eléz6 tételt ¢ = ||f||1
értékkel. A konvolicié kommutativitdsa abbdl adédik, hogy a Lebesgue-mérték, és igy a
Lebesgue-integral is eltolasinvarians.

* 10.1.6. Tétel. A konvoliciéval mint szorzdssal L (8") kommutativ Banach-
algebra K felett.

Bizonyitas. Az el6z6 tételhez hasonléan adddik, felhasznélva a Fubini-tételt is, a
szorzds asszociativitdsa. A tobbi tulajdonsag bizonyitdsa egyszerli szamol4s.

Az LL(B") algebrdban nincs egységelem: ez kovetkezik majd 10.3. eredményeibdl.
Lehet azonban , kozelito egységeket” talalni.

* 10.1.7. Definicié. Az integrdlhaté fiiggvényekbdl 4116 uy, k = 1,2,. .. fiiggvényso-
rozatot kozelité egységnek nevezziik, ha

(1) ug:R™—=[0,00), hak=1,2,...;
(2)  Jgn ur(z)dB™(z) = 1;
(3) limgeo f]R"\V ug(z) df™(x) = 0 minden, az origét tartalmazé V nyilt halmazra.
Mutatunk egy példat kozelitd egységre.
* 10.1.8. Példa. A L’Hospital-szabaly alkalmazdsaval konnyen beldthaté, hogy az

{ e /7 har>0,

fr) = 0, ha r > 0
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fiiggvény akirhdnyszor differencidlhaté, és nyilvinvaléan monoton névekedd. Legyen
g(z) = f(1—1z|?), ha z € R". Ekkor g akdrhanyszor differencialhaté, tovabbd g(z) > 0,
ha |z] < 1, és g(z) = 0, ha |z| > 1. Végiil legyen u(z) = g(x)/ [z. gdB™ és up(x) =
k™u(kx), ha x € R™. Ekkor ux, k = 1,2,... egy kozelit§ egység, amely akirhinyszor
differencidlhaté fiiggvényekbdl all.

A kozelitd egység elnevezést a 10.1.10. tétel indokolja. Bizonyitdsdhoz sziikségiink
lesz az alabbi tételre:

*10.1.9. Tétel. Hal < p < oo és f € LE(B"), akkor az x — 7, f, ha © € R"
fiiggvény egyenletesen folytonos leképezése R™-nek LE (8™)-be.

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetszbleges és valasszunk egy g € Kk (R™) fiiggvényt,
amelyre || f — gl|, < €/3. Ekkor ||, f — 72gllp < €/3 barmely x € R™-re. Vilasszunk egy
r > 0-t, amelyre spt(g) C B(0,7), és legyen ¢ = 8" (B(0,r + 1)). Mivel g egyenletesen
folytonos, van olyan 0 < § < 1, hogy

£
729 — gllu < 30177’ ha [z| <.

Felhasznélva, hogy spt(7,9) C B(0,r + 1), ha |z| < 4,

n n € p
/ 729 — 917 5" = / g =g ds" < (), ha |z <3,
R™ B(0,r+1)

I7af = FIl <Ml f = Tegllp + 17eg = gllp + [lg = Fllp <,

ha |z| < §. Mivel
I f = 7y fllp = lITe—y f = Fllp,

készen vagyunk.

*10.1.10. Tétel. Legyen ug, k = 1,2,... egy kozelits egység, 1 < p < oo és
f € LE(B™). Ekkor
lim ||f *ug — f|lp = 0.
k—o0

Bizonyitds. Elészor vizsgdljuk a p = 1 esetet. Legyen f € LL(8") és e > 0. Az
eléz6 tétel szerint van olyan V kornyezete az origénak, amelyre

£
||Tyf*f||1<§, ha yeV.

Vélasszunk egy olyan kq-at, amelyre

4||f||1/ ur(y) df"(y) < e minden k > kg-ra.
R\ V
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Rogzitsiink egy tetszoleges k > ko-at. Ekkor
[ 15 w)@ - f@)] 457 @)
R’ﬂ

-/

< [ @l [ 1# =)~ @] 5@ d5" )

| (@ =) = ) d5" )| 48" @)

< [ fuwlins =l a5 w)
< [mw3arws [ wwelhdee <e

Az 1 < p < o0 eset vizsgédlatdhoz vegyiik észre, hogy ha egy h € L (8") fiiggvényre
[h]lu < M, akkor

Il = f 1 as < 2t [ s = =l

igy [|hll, < M@=/ ||h|}/7.

Ha f € LE(8™) és € > 0, akkor valasszunk egy olyan g € Kg(R") fiiggvényt, amelyre
Ilf = gllp < e, és egy olyan M szémot, amelyre ||g||, < M/2. Ekkor ||g * ug|l, < M/2, és
igy a g * ux — g fiiggvényre alkalmazhato az el6bbi észrevétel, azaz

1f o wr = fllp < I *uk = g% uklly + llg % ux = gllp + [lg = fllo
_ 1
< IIf = gllpllunlly + 117 = glly + MP=D/llg x wi — g1y
< 26+ MPV/P||g s uy, — gll; — 2e,

ha k — co. Mivel ¢ tetszéleges volt, || f * ur — f||, — 0, ha k — oo.

A kozelité egységeket felhaszndlhatjuk arra, hogy ,nagyon sima” fiiggvényekkel ko-
zelitsiink integralhaté fiiggvényeket. Az ilyen ,nagyon sima” fiiggvények terei sok szem-
pontbdl jobban kezelhetéek, mint L (6™). Ez indokolja a kivetkez6 harom definiciét.

* 10.1.11. Definicié. Ha V nyilt részhalmaza R™-nek, jelolje Dk (V) az olyan f :
V — K fiiggvények linearis terét, amelyek kompakt tartéjiak és akarhanyszor differen-
cidlhatoak.

* 10.1.12. Definicié. Ha a = (a1, Qa, ... ,a,) € N™ egy természetes szamokbdl 4ll6
multiindex, akkor legyen |a| = oy + -+ -+, s ! = aglas! -+ - ay,!. Jelolje tovdbbd 0, az
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differencialoperatort, ahol J; a j-edik valtozoé szerinti parcialis differencidlds operatora.
Ha

£ = (61)523" . agn) € Rna
akkor jelolje £ a
g6

monomot. Ha

PE) =) cal®

lal<k

egy legfeljebb k-ad fokd polinom, akkor a P(9) és P(—9) differencidloperatorokat a
P@)= > cala b P(=0)= >  (-1)cada

loe| <k || <k|
Osszefiiggésekkel értelmezziik.

*10.1.13. Definicié. Legyen V nyilt részhalmaza R™-nek. Egy f : V — K fiigg-
vényt gyorsan csokkendnek neveziink, ha akdrhanyszor differencialhaté és P-0, f korlatos
minden n-viltozés P polinomra és minden « multiindexre. Az ilyen f fiiggvények terét
Sk (V)-vel jeloljiik.

*10.1.14. Tétel. Ha 1l < p < oo, akkor Sg(R") és Dg(R™) siirti részhalmazai
L% (8™)-nek a || ||, normdra nézve.

Bizonyitds. Mivel Dg(R") C Sk(R"), elegendd beldtnunk, hogy Sk(R™) C L% (5™)
és hogy Dk (R™) stirti LE(8")-ben. Ha f € Sk(R™), akkor = — (1 + |z|*™) f(x) korlatos
fiiggvény, igy elég igazolnunk, hogy a g(z) = 1/(1 + |z|*") fiiggvény benne van LE (8")-
ben. Mivel |g|P < g, elég megmutatnunk, hogy g integrdlhaté. Ha k € N és 2% < |z| <
2k akkor 0 < g(x) < 1/2%F7 {gy

1 -n
/ 9() 45" (2) < gra(m)2" 4D (2) 2,
B(0,2k+1)\B(0,2%)

Osszegezve k-ra, és felhasznalva, hogy g korldtos B(0, 1)-n, kapjuk, hogy ¢ integralhaté.

Most belatjuk, hogy Dg(R™) stirti L (5™)-ben. Legyen f € LL(8"), € > 0 és
vélasszunk egy olyan g € Kx(R™) fiiggvényt, amelyre || f — g, < /2.

Legyen ug, £ = 1,2,... a 10.1.8. példdban adott kozelité egység. Mivel 10.1.10.
szerint ||g—g*ux||, — 0, ha k — oo, elég nagy k-ra ||g—g*uillp < €/2, azaz || f —g*ug|/p <
e. Mivel g,ur € Kg(R"™), a g x uy fiiggvény is Kk (R™)-beli. Ha igazoljuk, hogy g * uy
akdrhanyszor differencialhato, akkor készen vagyunk. Legyen eq,... e, az R™ szokasos
bézisa. Ekkor

(ug * g)(x + hej) — (ug * g)(x) / up(x —y + hej) —uk(z —y)

h n h

Mivel 9;uy, korlatos, a jobb oldali integralban 1év6 tort korlatos, és 0jux(z — y)-hoz tart,
ha h — 0, igy Lebesgue majoralt konvergencia tételét alkalmazva, 0; (ux * g) = (O;jug)*g.
Mivel ug*g minden parcidlis derivaltja folytonos, uy*g differencidlhaté. Teljes indukciéval
folytatva az eljarast, kapjuk, hogy uy * g akdrhanyszor differencialhaté.

g(y) dB" (y)-
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10.2. Fiiggvények Fourier-transzformaciéja

*10.2.1. Definicié. Minden ¢ € R™-hez legyen e; az
et(z) — ei(t,m) — ei(tlxlthz:ng+~-~tn:nn)7 ha ze€R”
Osszefiiggéssel definidlt fiiggvény. Ezeket a fiiggvényeket karaktereknek nevezziik.
* 10.2.2. Megjegyzés. Minden ¢ € R"-re e; eleget tesz az
e(z+y) =elx)e(y), ha =z,yeR”

fiiggvényegyenletnek, igy e; egy, az R™ additiv csoportjat az egységnyi abszolit értékii
komplex szamok multiplikativ csoportjaba képez6 homomorfizmus. Minden e; folytonos.

* 10.2.3. Definicié. Egy f € LL(B") fiiggvény Fourier-transzformaltjat az

fO) = [ fl@)ei(z)ds" (@) = @m) "2 [ fla)e™ ") dA"(2)
R Rn

Osszefiiggéssel értelmezziik.

* 10.2.4. Riemann—Lebesgue-lemma. A Fourier-transzformdcio linedris leképe-
zése L& (B™)-nek Co c(R™)-be, és

Iflle < I1fl1,  ha feLe(8™).

Bizonyitas. El6szor is vegyiik észre, hogy

)] = \ [ re-ias

s/|f||e7t|dﬁ" z/lfldﬂ" = If]h.

A linearitas nyilvanvalé. Mutassuk meg, hogy f folytonos. Legyen ¢ > 0 és valasszunk
olyan g € K¢ (R™) fiiggvényt, amelyre || f — g||1 < ¢/3. Ekkor

g@+tw—g@|s/lmaﬁﬁﬂ—e4vw"

(1) .
= /|g(z)||e_’<t o) 1| dg"(x).

Mivel az exponencidlis fiiggvény folytonos, van olyan § > 0, hogy

. 1>
e ) — ‘ < s7——, ha zespt(g) és [t*] <0
‘ 3lgllx

Igy |t*| < & esetén (1) jobb oldala nem nagyobb, mint /3. Ebbél

|ft+t) = FO] < |ft+t) — gt +t7)
<2lf gl +5 <=

gty — f())

_|_

gt +t*) —9(t)| +
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Annak bizonyitasara, hogy f eltiinik a végtelenben, vegyiik észre, hogy
ft)y=—e""f(t) = =" A fla)e 00 dp(z)
— f(x)e—i(t,w+7rt/|t\2> dﬁn(.’L')
R'n.

- —/ F o — /1) e 4 (a).
Ebbé!

2/ f(t)] = /R (f@) = fa—mt/1?) ) e dB" @)
< [ #@) = o= mte)] ap" @)

A 10.1.9. tétel szerint a jobb oldal nulldhoz tart, ha |t| — oo.

* 10.2.5. Tétel. Ha f,g € LL(B"), akkor (f xg)" = f4.
Bizonyitds. A Fubini-tételt felhaszndlva, minden ¢ € R"-re

(F+9 (0 = [(7g)e-rds”
= [ [ - ngtds e a5 a)
— [ 9w [t et a5 @) ap )
R™ R"
= [ o [ et agy as)

= [ s [ e agn o),

10.2.6. Megjegyzés. Az elézd két tétel azt mutatja, hogy a Fourier-transzformécié
az LLi(B™) algebra-izomorf folytonos leképezése Co c(R™)-be. Meg lehet mutatni, hogy
Co,c(R™) nem minden eleme 1ép fel képként.

A Fourier-transzformacié fontos tulajdonsiga, hogy a ,,sima” fiiggvényeket , végte-
lenben gyorsan eltling” fiiggvényekbe viszi at és viszont: a derivalast polinommal vald
szorzéssa, a polinommal valé szorzast pedig derivaldssd valtoztatja. Ezt bizonyitja a
kovetkezo két tétel.

*10.2.7. Tétel. Ha az f : R™ — C fiiggvény m-szer folytonosan differencialhaté és
minden || < m-re a O, f parcidlis derivalt " -integralhatd, akkor at — f(t)[t|™ fiiggvény
Co,c(R™)-ben van, és (P(0)f)" = P - f minden, legfeljebb m-edfoki P polinomra.

Bizonyitas. Teljes indukciét haszndlva, elég azt megmutatnunk, hogy ha 1 < j <
n, akkor

(1) (056)° (1) = it; f (¥).
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Az z* = (z1,... \Zj_1,Tjt1,... ,Tp) € RV jeldléssel, © = (z*,x;) és igy a Fubini-tétel
miatt majdnem minden z* € R* '-re az
zj = f(a,x;) s x> (0,1) (3", x5)

fiiggvények B'-integralhatéak. Mivel ilyen x*-okra

b
f(a.b) — f(a*a) = / 0;1) (" 2;) dB (x),

léteznek a
zjlgljoof(x ,x5)  6s zjl_gnoof(x , ;)

hatdrértékek. Ezek a hatarértékek csak nullék lehetnek, mivel z; — f(z*,z;) integral-
hatd. Igy parcidlis integralassal minden N > 0-ra

N
[ @ ) 48 ) = D 0, N) - e et )

-N
N .
vty [ e o ) 5 ),
—-N
amibdl Lebesgue majoralt konvergencia tételét felhasznilva hatdridtmenettel
/]Re_i“”E> O ) (@ a;) dB' (x)) = ity /R e f (¥, 5) dB' (x;).

Most a Fubini-tételt alkalmazva kapjuk (1)-et.

* 10.2.8. Tétel. Legyen f € LL(8") és tegyiik fel, hogy valamely m € N-re az x —
f(x)|z|™ fiiggvény integrdlhato. Ekkor az f Fourier-transzformalt m-szer folytonosan

differencidlhaté és minden m-nél nem magasabb fokii P polinomra (P - f)" = P(—0)f.

BiZOIlyftéS. At = (tl, SN ,tj_l, tj+1, SN ,tn) ést= (t*, t_]) Jelolésekkel

MELr9 0L 2y f()e 100 L ggn ()
RTL

—ix;€

—ie

Mivel |z;| < |z|, az  — z; f(z) fiiggvény integralhaté. Felhaszndlva, hogy

e —1

Yy —
—iy

korlatos fiiggvény R-en, és 1-hez tart, ha y — 0, Lebesgue majoralt konvergencia tétele
szerint 0; f 1étezik és

OO = [ if@e D 45w,

n

Ebbdl teljes indukcidval kapjuk az allitast.



152 10. Fourier-transzformécié

* 10.2.9. Tétel. Legyen f € L{(8") és x € R™. Ekkor
(1) (rf) =e uf;
©) (eaf) =7 -
(3) haa>0ésh(x) = f(x/a), akkor h(t) = o™ f(at).
Bizonyitas. Egyszer( szamolés.

* 10.2.10. Lemma. Legyen o(z) = e~ 17°/2 ha z € R™. Ekkor ¢ € Sg(R"), ¢ = ¢
és p(0) = [, 5" = 1.
Bizonyitds. Az vildgos, hogy ¢ € Sg(R"). Ha = € R esetén ¢(z) = 67962/2, akkor
¢ eleget tesz az y'(x) + zy(z) = 0 differencidlegyenletnek. A 10.2.7. és 10.2.8. tételek
szerint 1) is eleget tesz ennek a differencidlegyenletnek. Igy

é ’(x) _ 1[)/(96)7/)(:16) - w'(x)i/;(z) _ —zp(x)(x) + :L"l/)(z)q/;(;p) 0
¥ ¥(x)? W(x)? .
Mivel ) N
v(0) = 7= /_OO e 2 dX\(x) =1 =(0),

kapjuk, hogy ¢ = ’L/AJ Mivel
P(x1, 22, x0) = P(x1)Y(22) - P(20), ha (21,22,...,2,) ER",
Gz, 22, wn) = P(@)(22) - p(an), ha (z1,22,...,2,) ER",
kapjuk, hogy ¢ = ¢.
* 10.2.11. Inverziés tétel. Ha f € LL(3") és f € LL(B"), akkor 3"-majdnem
mindentitt fz f.
Bizonyitas. Legyen ¢ az el6z6 lemmaban szereplé fiiggvény, és ¢, = a"p(azx), ha

« > 0. A Fubini-tételt felhasznalva és ¢ parossiagat figyelembe véve

(F+ea)@ = [ fa=eal) 45"

- an fz —y)a"p(ay) dB™(y)

flz—y) / o(t/a)e= V) dB™ (1) dB™ (y)
R™ R™

n

p(t/a) - flx—y)e "V dp (y) d" (t)

n

p(t/a) - f(2)e™"Br 2 A" (2) dB (t)

Il
— i

p(t/a) f(—t)e ) dpn(t).

n
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Mivel ¢(t/a) — 1, amint o« — oo, Lebesgue majoralt konvergencia tétele szerint a jobb

oldal f(—z)-hez konvergal, amint a@ — co. Mivel LE(8™)-ben 10.1.10. szerint f * @q —
f, ha a — oo, van olyan «j részsorozat, amelyre a bal oldal f”-majdnem mindeniitt

konvergél f-hez. fgy B"-majdnem mindeniitt f = (f)v
* 10.2.12. Unicitési tétel. Ha f,g € LL(8") és f = g, akkor "-majdnem minde-
niitt f = g.
Bizonyitas. Mivel (f —g)" = f— g = 0, az el6z6 tétel szerint az f — g fiiggvény
B"-majdnem mindeniitt nulla.

A kovetkezd tétel S-en irja le a Fourier-transzformécié viselkedését.

* 10.2.13. Tétel. Az f — f Fourier-transzformacio kélcsondsen egyértelmii leképe-
zése Sc(R™)-nek énmagdra, és f = f minden f € Sc(R™)-re. Tovdbbd ha f, g € Sc(R™),
akkor fg € Sc(R"), f+g € Sc(R™), (fx9)" = fg, és (fg)" = [ *g.

Bizonyitds. A 10.2.8. és 10.2.7. tételekbdl kovetkezik, hogy f — f az Sc(R™)-et
onmagaba képezi. Az inverzids tételbdl kovetkezik, hogy

azaz a Fourier-transzformécié S¢(R"™)-re képez. Ha f,g € Sc(R™), akkor a szorzat dif-
ferencidlasara vonatkozé tétel szerint fg € Sc(R™). Azt mar lattuk, hogy (f xg)" =

fg € Sc (R™). Alkalmazva a Fourier-transzformécié harmadik hatvanyat, kapjuk, hogy
fxge Sc(R™). Végiil

és fgy mindkét oldalra alkalmazva a Fourier-transzformécié harmadik hatvényét, (fg)" =
f*g.

* 10.2.14. Plancherel-tétel. Létezik egy és csak egy olyan f — F(f) linedris
izometrikus leképezése LZ(3")-nek énmagdra, amelyre F(f) az f Fourier-transzformaltja,

ha f € LL(8") NLA(8").
Bizonyitas. Ha f,g € Sc(R"), akkor

[rads = [ a@ [ foet aod @
= [ d [ s@et as o = [ Fgas.

Ebbél f s f izometrikus leképezése Sc(R")-nek dnmagéra a | ||> normabdl szérmazé
metrikdra nézve. Mivel Sc(R™) stirti L2(3")-ben, és egy metrikus tér egy sfirti alterén
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értelmezett, teljes metrikus térbe képezd egyenletesen folytonos leképezés pontosan egy-
féleképpen terjeszthet ki az egész téren értelmezett folytonos leképezéssé, ez a leképezés
pontosan egyféleképpen terjeszthetd ki egy izometridva, amelynek értékkészlete L2 (™).

Ha f € LL(B")NLE(B™) és e > 0, akkor ugyanigy, mint a 4.4.6. tétel bizonyitdsaban,
taldlhatunk olyan h € Kc(R") fiiggvényt, amelyre ||f — k|1 < € és ||f — h||2 < e. Ha
ur a 10.1.8. példaban szereplé approximativ egység, akkor, mint azt a 10.1.14. tétel
bizonyitasaban lattuk, ug xh — h a || |1 és || ||2 normaban is, igy van olyan g € D¢ (R™),
amire ||f —g|l1 < 2e és || f —gl|2 < 2e. Vélasztva egy olyan g € Sc(R™) sorozatot, amely
|| [l-ben és || ||2-ben is f-hez konvergsl, gi az f-hoz konvergél egyenletesen, és F(f)-hez
| [|2-ben. Egy részsorozatra éttérve, kapjuk, hogy f"-majdnem mindeniitt f=F().

10.3. Mértékek Fourier-transzformacioja
Ebben a fejezetben az R"™ feletti valés és komplex Radon-mértékekre altalanositjuk
a Fourier-transzformaciét és a konvoliciot.

* 10.3.1. Definicié. Legyen p,v € Mg (R™). Ha B C R™ Borel-halmaz, legyen

KB = [ ole+n e ).

Nyilvan k egy K-beli értékii mérték R™ Borel-halmazain. Ennek természetes kiterjesztését
1 és v konvoliciéjanak nevezziik, és p * v-vel jeloljiik.

*10.3.2. Tétel. Az el6z6 definicié jelsléseivel, px v € Mg (R™), ||u*v| < ||ullv|,
és ha f € LL(|p| * |v|), akkor az aldbbi integralok léteznek és

faen) = [ fa+ o)

Rn

—~
—_
~

_ / L Sy duta) dviy)
:/n . flx+y)dv(y) du(z).

Bizonyitas. Az nyilvinvald, hogy p v teljes K-beli értékii Radon-mérték R™-en.
Ha B C R"™ Borel-halmaz, akkor ¢, = du/d|u| és ¢, = dv/d|v| jelolésekkel, p & v
definiciéja és a Fubini-tétel szerint

KB = [ Odun®= [ bt pduen@y)
Rm™ R™ xR™
) = [ e+ ueu@p. @l @ 14]) (2.0)

- / E5(x + ) du(z) dv(y) = / £5(x + ) dul(y) du(z).
n ]R'n. n ]R'n.
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Ebbél

® || = k@) < [ st n)d(ul @)@ = (= )5
minden B Borel-halmazira R™-nek. Ezt felhaszndlva

@ (o)) = WlB) < (= W) (B) = [ eplat (il © o)) w9
minden B Borel-halmazra, és igy

s vl = |[&ll < lullllvl-

Ha f:R"™ — C egy egyszerti Borel-fiiggvény, amely |u| * |v|-integralhatd, akkor (3)-bdl
kovetkezik, hogy |u * v|-integralhaté is, és fenndll ra (1).

Végiil egy tetszoleges f € L<1c(|ﬂ| * |1/|) fiiggvényhez vilasztva egy olyan egyszer(
Borel-fiiggvényekbdl all6 |s,| < |f], n = 1,2,... sorozatot, amely |u| * |v|-majdnem
mindeniitt f-hez konvergdl, (4) felhasznéldséval azt kapjuk, hogy |p*v|-majdnem minden
t € R%re s,(t) — f(t) és |¢| ® |[v]-majdnem minden (z,y) € R" x R™re s,(z + y) —
f(z +y), gy Lebesgue majoralt konvergencia tétele szerint (1) teljesiil f-re is.

*10.3.3. Tétel. Az My (R™) Banach-tér a konvoliciéval mint szorzadssal egységele-
mes kommutativ Banach-algebra K felett.

Bizonyitas. Az el6z8 tételbdl kovetkezik, hogy ha p,v € Mg (R™), akkor p * v
és v * pu egybeesnek a Borel-halmazokon, {gy azonosak. Ha még x € Mg (R"™), akkor
a Fubini-tétel segitségével végzett szamolds mutatja, hogy (u * v) * k és p* (v x k) is
egybeesnek a Borel-halmazokon, igy azonosak. Az Mg (R"™) térben a
1, ha0e ACR",

5(A):{0, ha0¢ A C R

Osszefiiggéssel definidlt § Dirac-mérték egységelem. A t6bbi tulajdonsiag bizonyitasa egy-
szerd.

* 10.3.4. Tétel. Ha f € LL(3"), legyen

ha B Borel-halmaz R"™-ben. Ekkor k¢ egy K-beli értékii Radon-mérték R™-en. Jelolje
Ly a k¢ természetes kiterjesztését. Ekkor az f — iy leképezés izometrikusan izomorf
bedgyazdsa az Ly (8") Banach-algebranak M (R™)-be.

Bizonyitas. Nyilvanvalo, hogy ~y Radon-mérték. A Radon-Nikodym-tétel szerint

s |(B) = /B Flds",
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ha B Borel-halmaz R™-ben, igy ||ks|| = [|nf]| = || f|l1. Az, hogy a fenti leképezés additiv,
nyilvanvalé. Ha f,g € L (8"), akkor R™ barmely B Borel-halmazara

fifxg(B) = /B(f*g)(:r) ag" (z)
= [ [ e vawaswas @
B JR"™
= [ ] 1ot a5 @ @)
B / ). s@f @ = y)g) dB" (@) d5" v)
B / L | e+ 0 f(@)g(y) " (2) dB" (y)
- /n an Ep(x +y) dpgp () dpg(y) = (pf * p1g) (B).

*10.3.5. Definicié. Legyen p € M¢(R™). A p Fourier-transzformaltjat a

a(t) :/ e_¢+dp, ha teR”
Osszefiiggéssel értelmezziik. Megjegyezziik, hogy /i egy R"-et C-be képezd fiiggvény és
10.3.4. jeloléseivel, ha f € L§(8"™), akkor f = (ug)".

Hogy a Fourier-transzformécié legfontosabb tulajdonsigait megvizsgalhassuk, sziik-
ségiink lesz egy fogalomra és egy tételre.

* 10.3.6. Definicié. Egy f : R” — C fiiggvényt trigonometrikus polinomnak neve-
ziink, ha elall karakterek véges linearis kombinaciéjaként. Az Osszes trigonometrikus
polinomok lineéris terét 7 (R™)-nel jelsljiik.

* 10.3.7. Tétel. Ha p véges teljes Radon-mérték R"-en és 1 < p < oo, akkor T (R™)
stirli részhalmaza IL{.(p)-nek.

Bizonyitds. Legyen f € LZ(u) és 0 < e < 1. Vilasszunk egy olyan g € K¢ (R")
fiiggvényt, amelyre || f — g||, < €/2. Vélasszuk meg az a = (a1,a2,... ,a,) € R™ pozitiv
szamokbol allé vektort dgy, hogy az

A = [-ma1, mar) X [-7as, waz) X - [—Tan, Tay)

halmaz belsejében tartalmazza g tartéjat, tovabba

HENA) < ST+ 17

teljesiiljon. Ekkor a h : T™ — C fiiggvényt a

h(eim’ o ,eiwn) =gla1z1,... ,anTy)
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Osszefiiggés egyértelmiien definidlja és h folytonos T™-en. Tekintsiik az Osszes

Z cy52727% ha zeT"

[v];18]<m

alaku fiiggvények #H osztalyat, ahol m € N, v és § multiindexek, és ¢, 5 € C. A H
fiiggvényosztaly Cc(T™) egy részalgebrija, tartalmazza az azonosan 1 fiiggvényt, szét-
valasztja T™ pontjait, és zart a komplex konjugélt képzésére, igy a 11.3.13. (komplex)
Weierstrass—Stone-tétel szerint #H siirii Cc(T™)-ben az uniform norméra nézve. Ez azt
jelenti, hogy létezik olyan

k(z) = Z ¢y 52727% ha zeT"

[l [6]<m
fiiggvény, amelyre
€ n
azZazZ
X , €
glarz1,. .. yanxy) — c ,661(71—61)% coeilm=bn)an| =
o h%;m ! Al + 1

Az ajz; helyére y;-t irva, azt kapjuk, hogy van olyan ¢ trigonometrikus polinom, amely
a j-edik valtozéjaban 2ma; szerint periodikus, és teljesiil rd, hogy

l9(y) —t(y)|

g

<—————, ha c A
A7+ 1 i

Mivel ¢ periodikus, uniform norméja megegyezik abszolit értékének az A-on felvett szup-
rémumaval, azaz

£
t]lw < [lgllu + m < llgllu + 1.

g

€ P »
Igftlpdué/ (7) du+/ gl +1)" du
L a7 a9l + 1)

e P eP
TR TR
* 10.3.8. Tétel. A p — [ Fourier-transzformdcié Mg (R"™)-nek Cc(R™)-be valé
algebra-izomorf leképezése. Minden 1 € Mc(R™)-re [i egyenletesen folytonos, és ||fill. <
[l
Bizonyitds. Mivel |i(t)| < [p. |e—¢|d|p| < |||, kapjuk, hogy [|faflu < [|pz]]. Meg-
mutatjuk, hogy [i egyenletesen folytonos. Legyen € > 0 és vilasszunk egy K C R”
kompakt halmazt, amelyre |u|(R™ \ K) < /4. Létezik olyan ¢ > 0, amelyre

Ebbdl

€

——, hazeK,teR"és|t| <.
2|l

eita) _ 1‘ <
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Ha t1,to € R™, |t; — t2] < §, akkor

(t0) = 0] < [ Jeosy —ecuildlul+ [ 2dlul <.
K Rr\ K

Legyen most u, v € M. A komplex mértékek szerinti integral tulajdonsigaibdl kovetkezik,
hogy (cu)” =¢ji és (u+v)" = i + . Mésrészt a 10.3.2. tétel szerint

ey = [ ecdiusn)= [ [ eoitery)duta) vty
= [ [ e-it@lemtu) duta) dviy) = pe)o o).

Hatravan még annak bizonyitdsa, hogy ha [i(t) = 0 minden ¢ € R"-re, akkor u = 0.
Valéban, ekkor f]Rn gdp =0 minden g € T(R")-re. Legyen € > 0. Az el6z6 tétel szerint
a ¢ = du/d|p| fiiggvény konjugéltjdhoz van olyan ¢ trigonometrikus polinom, amelyre
fRn|¢— g| d|u| < e. Ebbdl

= [ vdul = [ wedul = [ wan
RTL RTL R’Vl
= [ @-gdus [ B-gldul<e
n R’Vl
*10.3.9. Definicié. Egy ¢ : R™ — C fiiggvényt pozitiv definitnek neveziink, ha

2D Fenpltn —t) 20,

j=1 k=

valahdnyszor tq,ts, ... ,t, kiilonbozé R™-beli elemek és oy, as, ... , o, komplex szamok.

* 10.3.10. Tétel. Ha u véges teljes Radon-mérték R"-en, akkor [i pozitiv definit
fiiggvény.

Bizonyitas.

I
:\
INNgE
ANgE
sal
%“
('b
H
;3
s
i

Ennek az egyszerii allitdsnak a megforditdsa igen fontos.

* 10.3.11. Bochner tétele. Legyen ¢ : R® — C egy folytonos pozitiv definit
fiiggvény. Ekkor egy és csak egy olyan p véges teljes Radon-mérték Iétezik R™-en, amelyre
p=.

Mivel a bizonyitds mély funkcionédlanalizisbeli eszkézoket igényel, elhagyjuk. Meg-
taldlhaté példdul Dieudonné [6] konyvében, 22.10.



11. FUGGELEK

11.1. Topolégiai alapfogalmak

11.1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy T topoldgia az X halmazon, ha T az X
részhalmazaibdl allé6 halmazrendszer, amely rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:
(1) XeT;
(2) ha~yeTl esetén V, € T, akkor U,crV, € T;
(3) haVi,Vo € T, akkor ViNVs € T.

Az (X, T) pért, vagy legtobbszor magat X-et, topologikus térnek nevezziik. A T elemeit
nyilt halmazoknak nevezziik.

11.1.2. Példdk. (1) Barmely (X, d) metrikus tér egyben topologikus tér is, ha a
nyilt halmazokat a szokdsos médon definidljuk: Egy V' C X halmaz tartozzon T-hez, ha
barmely x € V-hez van olyan ¢ > 0, hogy az

U(z,e) = {y:y € X,d(z,y) <e}

x kozépponti, € sugaru nyilt gomb része V-nek. Ugyanazt kapjuk, ha a nyilt gombok
helyett a
B(z,e) = {y:y € X,d(x,y) <e}

x koézépponti, £ sugari zart gomboket haszndljuk. Ezt a T-t a metrikibdl szarmazo
topoldégidanak nevezziik. T6bb kiilonb6z6 metrikdbdl szarmazhat ugyanaz a topoldgia.
Ha valamely topologikus tér topoldgidja metrikibdl szarmaztathatd, akkor a teret met-
rizalhaténak nevezziik. Az R, R™, C, C" terek szokdsos topoldgidjan a d(x,y) = |z — y|
tavolsdgbdl szdrmazé topoldgiat értjiik. Hasznélni fogjuk az S(x,e) = B(z,e) \ U(z, e)
jelolést: S(x,e) az x kdzépponti, € sugari gémbfeliilet. Egy A C X halmaz dtmérdje a

diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}
bovitett valds szam. Ha A, B C X, legyen

dist(A4, B) = inf{d(z,y) : € A,y € B}
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az A és B halmazok tdvolsiga. Ha A = {z}, akkor dist(x, B)-t {runk. Gyakran, ha nem
kivinjuk megadni a tdvolsdgfiiggvényt, két pont tdvolsdgat dist(x, y)-nal jelsljiik.

(2) A metrikus térnél dltaldnosabb fogalmat kapunk, ha egy X halmazon egy d :
X x X — [0, 00] fiiggvényt tekintiink, amelyre

d(z,y) =d(y,z), ha z,yecX;
d(z,z) < d(z,y) +d(y,z), ha z,y,z€X.

Egy ilyen fiiggvényt eltérésnek, az (X, d) péart félmetrikus térnek nevezziik, és az X-nek
a d eltérésbdl szarmazo topoldgidja ugyanigy definidlhatd, mint metrikus tér esetében.

(3) Barmely X halmaz topologikus térré tehetd, ha T-nek 2X-et, az X Osszes rész-
halmazainak rendszerét valasztjuk. Az igy kapott teret diszkrét topologikus térnek ne-
vezzitk. Ha T = {0, X }, akkor az indiszkrét teret kapjuk.

(4) Ha X linedrisan rendezett a < reldciéval, akkor X topologikus térré tehetd. Az
{r:reXa<a<bl,{z:2ze€ X,a<ua}, {z:2e X,z < b} alaki halmazokat,
ahol a,b € X, nyilt intervallumoknak nevezziik. Egy V' C X halmaz tartozzon T -hez,
ha minden & € V-hez van olyan I nyilt intervallum, hogy @ € I C V. Az igy kapott
topoldgiat az X rendezéstopoldgidjanak nevezziik. A bdvitett valds szamok szokdsos

sz

11.1.3. Definicié. Egy X topologikus térben az E halmazt az x pont kérnyezetének
nevezziik, ha tartalmaz z-et tartalmazd nyilt halmazt. Ilyenkor z-et E belsé pontjanak
nevezziik. Az F belsején az F 6sszes belsé pontjainak halmazat értjiik, ezt F°-rel jelsljiik.
Az E halmazt zdrtnak nevezziik, ha a komplementere nyilt. Az x pontot E torlédasi
pontjanak nevezziik, ha x minden kornyezete tartalmazza E-nek x-t0l kiillonb6z6 pontjat.
Ha z minden kornyezete E-nek megszamlalhatondl tobb pontjat tartalmazza, akkor x-et
az E kondenzdciés pontjanak nevezziik. Az E halmaz E-sal jelolt lezdrtjan E-nek és
E torlédési pontjai halmazénak az uniéjat értjiik. Az E halmaz OF hatdra az E \ E°
halmaz. Az E egy x pontjat izoldlt pontnak nevezziik, ha x nem torlédasi pontja E-nek.
Az E-t perfektnek nevezziik, ha zart és nincs izolalt pontja. Az E-t siiriinek nevezziik, ha
lezartja az egész X . Az E halmazt sehol sem siiriinek nevezziik, ha lezartjanak nincs belsd
pontja. Ha FE el6éallithaté megszamlalhaté sok sehol sem siiri halmaz egyesitéseként,

Ezek a fogalmak ismertek a metrikus terek elméletében. A rajuk vonatkozd egyszerii
allitasok érvényben maradnak topologikus terekben is, és a bizonyitasok is hasonléak.

11.1.4. Definicié. Legyenek X és Y topologikus terek és f : X — Y egy fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy f folytonos az x € X pontban, ha f(z) minden V kornyezetéhez van
olyan U kornyezete z-nek, amelyre f(U) C V. Azt mondjuk, hogy f folytonos X-en, ha
f folytonos X minden pontjiban. Egy fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha minden
nyilt halmaz teljes inverz képe nyilt. Folytonos fiiggvények kompozicidja is folytonos.

11.1.5. Definicié. Legyenek X és Y topologikus terek és f egy X-et Y-ra képezd
kolesonosen egyértelmi fiiggvény. Ha f és f~! is folytonos, akkor f-et homeomorfiz-
musnak nevezziik. Ha X és Y kozott létezik homeomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy
X és 'Y homeomorfak.
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Hasznélni fogjuk a kovetkezd, a folytonossignal, sét, az egyenletes folytonossignal
is erésebb fogalmat:

11.1.6. Definicié. Legyenek X és Y metrikus terek. Egy f: X — Y fiiggvényt
Lipschitz-fiiggvénynek neveziink, ha létezik olyan M valds szadm, hogy

dist (f(z), f(y)) < M dist(z,y)

barmely x,y € X-re. Az M-re azt mondjuk, hogy Lipschitz-konstans f részére. Minden
Lipschitz-fiiggvényhez létezik egy legkisebb Lipschitz-konstans, amelyet Lip(f)-fel jelo-
lilnk. Azt mondjuk, hogy f lokdlisan Lipschitz fiiggvény, ha X minden pontjanak van
olyan V kornyezete, amelyre f|V Lipschitz-fiiggvény.

11.1.7. Definicié. Egy X topologikus tér egy A részhalmazit F,-halmaznak ne-
vezziik, ha el6all megszamlalhato sok zart halmaz egyesitéseként. Az X egy B részhalma-
zat Gs-halmaznak nevezziik, ha el64ll megszamlalhato sok nyilt halmaz metszeteként. A
definiciobdl vilagos, hogy Fy-halmazok véges metszete és megszamlalhaté unidja is F,-
halmaz, valamint Gs-halmazok véges uniéja és megszamlalhaté metszete is Gs-halmaz.

11.1.8. Tétel. Metrikus térben minden nyilt halmaz F,-halmaz és minden zart
halmaz Gs-halmaz.

Bizonyitas. Ha V nyilt halmaz, akkor

V= [j{:c cx € X, dist(z, X \ V) > l/n}

n=1

Hasonléan, ha F' zart részhalmaza X-nek, akkor

[o ]
F=(){x:2eX,dist(z, F) < 1/n}.
n=1
11.1.9. Definicié. Az X topologikus tér nyilt részhalmazainak egy B rendszerét
a topoldgia bazisanak nevezziik, ha minden nyilt halmaz el6allithaté B-beli halmazok
egyesitéseként. Nyilt halmazok egy S rendszerét a topoldgia szubbazisanak nevezziik, ha

c sz

11.1.10. Definicié. Legyen (X, T) topologikus tér és Y C X. Ekkor Y topologikus
tér lesz, ha topoldgidnak a
{(VnY:VeT}

halmazrendszert valasztjuk. Ezt a topolégiat Y altértopoldgidjanak nevezziik, Y-t pedig
ezzel a topolégidaval X alterének.

Metrizalhaté tér minden altere metrizalhatd: metrikidnak vilaszthatjuk az X metri-
kijanak Y x Y-ra valé megszoritasat. Ezzel a metrikaval Y-t az X metrikus tér alterének
nevezziik.

Ha mast nem mondunk, egy topologikus, illetve metrikus tér alterét mindig az al-
tértopoldgidval, illetve az altérmetrikdval latjuk el. Példdul az [a,b], (a,b) stb. interval-
lumokat az R, a T = {z : z € C, |z| = 1} komplex egységkort a C altereként metrizaljuk
és topologizaljuk.
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11.1.11. Definicié. Legyen X, v € I topologikus terek egy rendszere, és legyen
X = [l,er Xy Legyen S az Gsszes [[ o V4 alaki halmazok osztdlya, ahol V,, nyilt
részhalmaza X,-nak minden ~ € I'-ra, és legfeljebb egy olyan vo € I' létezik, amelyre
Vye # Xy- Jelolje B az S-beli halmazok véges metszeteként el6dllé halmazokat. Vé-
giil legyen 7 az X olyan részhalmazainak osztalya, amelyek elédllnak B-beli halmazok
egyesitéseként. Ekkor 7 topoldgia X-en, amelyet az X szorzattopolégidjanak neveziink,
X-et pedig ezzel a topolégidval az X, v € I terek szorzatdnak.

Eszrevehetjiik, hogy S szubbazisa, B pedig béazisa a szorzattopolégidnak, és hogy
S-ben pontosan a p-, ! (V) alakid halmazok vannak, ahol V, tetszéleges nyilt részhalmaza
X4-nak, p, : (z) — x, pedig a y-adik projekcid.

Véges vagy megszamldlhaté sok metrizalhatd tér szorzata is metrizalhaté: ha d;
metrika X;n, i = 1,2,..., akkor véges esetben a

max d;, Z d; vagy N

metrikakat, végtelen esetben a

Yty
- 201 +d;
metrikat szokds valasztani. Latjuk, hogy a szorzattér metrikdja nem egyértelmi, és még

s sz

— 11.1.12. Feladat [5]. Igaz-e, hogy egy topologikus tér egy alterének minden nyilt
részhalmaza nyilt az eredeti térben, és minden zart részhalmaza zart az eredeti térben?

— 11.1.13. Feladat [6]. Legyen X metrikus tér, A C X. Mutassuk meg, hogy = —
dist(z, A) Lipschitz-fiiggvény és dist(x, A) = 0 pontosan akkor, ha = € A.

— 11.1.14. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy R és (0,1), illetve R és [0, 1] homeomorfak.

— 11.1.15. Feladat [9]. Bizonyitsuk be, hogy az R, R, C és T terek kozott nincs két
homeomorf.

11.1.16. Feladat [5]. Van-e olyan, nyilt intervallummal homeomorf térgorbe, amely
értékkészletének lezartja az egész tér?

* 11.1.17. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy teljes metrikus tér barmely nem iires
perfekt részhalmaza tartalmaz a Cantor-halmazzal homeomorf részhalmazt.

11.1.18. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy egy halmaz pontosan akkor sehol sem sfiri,
ha a komplementere tartalmaz stiri nyilt halmazt.

11.1.19. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy egy sehol sem siirii halmaz minden
részhalmaza és véges sok sehol sem siirti halmaz egyesitése is sehol sem siirii.

--------
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* 11.1.21. Feladat: Baire-tétel [13]. Bizonyitsuk be, hogy teljes metrikus térben
megszamlalhato sok stirli nyilt halmaz metszete is siirii, azaz teljes metrikus tér masodik

“ s

< s,

11.1.23. Feladat [10]. Igazoljuk, hogy Q az R-ben F,-halmaz, de nem Gs-halmaz.

11.1.24. Feladat: oszcillacids fiiggvény [9]. Legyenek X, Y metrikus terek és
f:X =Y. Legyen wy(x) a diam(f(V)) bovitett valds szamok infimuma, ahol V' befutja
x kornyezeteit. Az wy fliggvényt az f oszcilldcids fiiggvényének nevezziitk. Mutassuk meg,
hogy f pontosan akkor folytonos az x pontban, ha wy¢(z) = 0. Igazoljuk, hogy minden
a€Rreaz {z:2 € X,wp(z) < a} halmaz nyilt.

11.1.25. Feladat [10]. Adjunk meg olyan f : R — [0, 1] fiiggvényt, amely pontosan
az irraciondlis pontokban folytonos. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan f : R — [0, 1]
fiiggvény, amely pontosan a raciondlis pontokban folytonos.

* 11.1.26. Feladat [13]. Mutassuk meg, hogy egy (a,b) intervallumon differencial-
haté fiiggvény derivaltjanak folytonossagi helyei mindeniitt siirtiek (a, b)-ben.

11.2. Topologikus terek fajtai

11.2.1. Definicié. Egy X topologikus teret Hausdorff-térnek neveziink, ha bar-
mely két kiilonb6z6 x,y pontja nyilt halmazzal szétvalaszthatd, azaz léteznek olyan U
és V diszjunkt nyilt halmazok, hogy z € U és y € V. Az X Hausdorff-teret reguld-
risnak nevezziik, ha barmely F' zart halmaz és rajta kiviil es6 x pont nyilt halmazokkal
szétvalaszthatd, azaz léteznek olyan U és V nyilt, diszjunkt halmazok, hogy F C U és
x € V. Egy Hausdorff-teret teljesen regularisnak neveziink, ha barmely F' zart részhal-
maza és rajta kiviil esé x pont folytonos fiiggvénnyel szétvalaszthatd, azaz 1étezik olyan
f+ X — [0,1] folytonos fiiggvény, amely az F' halmazon 0-t, az x pontban pedig 1-et
vesz fel értékként. Végiil az X Hausdorff-teret normalisnak nevezziik, ha barmely két
diszjunkt zart F, F' részhalmaza nyilt halmazzal szétvalaszthato, azaz léteznek olyan U
és V diszjunkt nyilt halmazok, amelyekre E C U és F C V.

Mivel Hausdorff-térben az egyelemi halmazok zartak, minden normaélis tér egyben
reguldris is. Ha az f fiiggvény szétvilasztja az F halmazt és az x pontot, akkor az
S7H((=00,1/2)) és f71((1/2,00)) nyilt halmazok szétvilasztjak F-et és a-et, azaz tel-
jesen reguldris tér egyben regularis is. Nem vildgos azonban, hogy mi a kapcsolat a
teljesen reguldris terek és a normélis terek kozott, tovabba nem kapunk-e 1j térfajtat, ha
azt koveteljitkk meg, hogy barmely két diszjunkt zart halmaz fiiggvénnyel szétvalaszthato
legyen. Mindkét kérdésre valaszt ad a kovetkezd tétel.

11.2.2. Uriszon-lemma. Egy X normalis topologikus tér barmely két diszjunkt
E, F zart részhalmazédhoz létezik olyan f : X — [0, 1] folytonos fiiggvény, amely 0 az E
minden pontjaban, és 1 az F' minden pontjaban.
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Bizonyitds. Nyilt halmazok egy V(r), r € R rendszerét fogjuk megkonstrudlni,
ahol R a [0, 1] diadikus raciondlis szdmainak halmaza, azaz

R:{Qﬁn:n:0,1,2,...;k:0,1,2,...,2"}.

Legyen V(1) = X \ F, és valasszunk egy V(0) nyilt halmazt, amelyre E C V(0) és
V(0) € V(1). Indukciét hasznélva tegyiik fel, hogy egy n-re a V(k/2") halmazok mar
meg vannak vélasztva gy, hogy V(k/2") C V((k+1)/2"), ha 0 < k < 2" és minden
(2k + 1)/2"*Y k = 0,1,...,2" — 1 alaki diadikus raciondlis szdmhoz vélasszunk egy

V((2k 4 1)/2"*1) nyilt halmazt, amelyre

V(k/27) C V((2k +1)/2"T") és V((2k +1)/27+1) C V((k+1)/2").

Most legyen
flx) = inf{l,r :reR,x € V(?‘)}, ha =z € X.

Megjegyezziik, hogy metrikus térben az allitas trividlis, mert

B dist(z, E)
 dist(z, E) + dist(z, F)

f(x)

valaszthatd.

11.2.3. Definicié. Legyen X topologikus tér, A Abel-csoport és f: X — A egy
fiiggvény. Az f tartdjan az spt(f) = {x : f(x) # 0} halmazt értjiik.

* 11.2.4. Az egység felbontdsa. Legyen X egy normdlis tér, F zdrt részhalmaza
X-nek, ésVy, Vs, ..., V, nyilt részhalmazai X -nek 1igy, hogy F' C Uj_, V.. Ekkor léteznek
hy : X — [0, 1] folytonos fiiggvények gy, hogy
(1) Yp_, hi(x) =1 minden x € F-re;

(2) spt(hg) C Vi, hak=1,2,... n.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy Uy_, Vi, = X. Megmutatjuk, hogy az Ay, ... , A, zirt
halmazok megvalaszthatok gy, hogy Up_; A = X és Ap C Vj teljesiiljon. Az &llitas
nyilvanvalé, ha n = 1. Ha n = 2, vélasszunk olyan Wi, W5 diszjunkt nyilt halmazokat,
amelyek az X \ V4 és X \ V5 diszjunkt zért halmazokat elvdlasztjdk egyméstol, és legyen
A = X\ Wy, Ay = X \ Wa. Tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil n — 1-re, és legyen
Up_1 Vi = X. Mivel X = (UZ;%V;C) U V,,, 1éteznek A és A, zart halmazok, amelyekre
AC UZ;%V;C, A, CVy,és AUA, = X. Most k=1,2,... ,n— 1-re legyen Wy, =V}, N A.
Az A zart altérre alkalmazva az indukcids feltevést, olyan Ay, ..., A,_1 zart halmazokat
kapunk, amelyekre U?_; Ay, = X.

El8szor tegyiik fel, hogy F' = X. Ekkor U}_,V, = X. Ha az A,..., A, halmazok
az el6z6 1épés szerint vannak meghatarozva, az Uriszon-lemma, szerint 1éteznek olyan fy :
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X — [0, 1] folytonos fiiggvények, amelyekre fi(Ax) = 1ésspt(fx) C Vi (k=1,2,...,n).
Legyen

hk(:c)—fki(x) ha ze€ X.

- Y fi@)

Végiil, az altaldnos esetben, legyen Vo = X \ F és alkalmazzuk az el6z6 1épést. Mivel
ho (F) = 0:

th(:c)zl, ha z e F.
k=1

11.2.5. Tétel. Metrizalhato tér normalis.

Bizonyitas. Ha F és F' nem iires, diszjunkt zart halmazok, akkor legyen

U={z:2e€ X, dist(z, E) < dist(z, F)},
V= {z:2e X, dist(z, F) < dist(z, E) }.

11.2.6. Definicié. Egy topologikus teret megszamldlhaté bazisiinak neveziink, ha
van megszamlalhaté bazisa. Nyilvanvald, hogy megszamlalhaté bazisu tér minden al-
tere is megszamlalhat6 bazisi. A legegyszeriibb példa megszamldlhatd bazisi térre R a
szokasos topoldgidval: a raciondlis végponti nyilt intervallumok megszamlalhat6 bazisat
alkotjak R-nek.
megszamlalhaté sok diszjunkt nyilt intervallum egyesitéseként: ez a nyilt halmazok struk-
turatétele. Bizonyitasdhoz tekintsiik egy adott nyilt halmaz olyan részintervallumait,
amelyeknek végpontjai mar nincsenek az adott nyilt halmazban. Ezek konnyen latha-
téan diszjunktak, és legfeljebb megszamlalhatoé sok ilyen intervallum van, mert mindegyik
tartalmaz raciondlis szamot.

11.2.7. Tétel. Megszamlilhaté sok megszamlalhatoé bazisi topologikus tér szor-
zata is megszamlalhaté bazisi.

Bizonyitas. Legyen I egy megszamlalhat6 halmaz és minden ¢ € I-re B; az X; tér
egy megszamlalhatd bazisa. Ha B az 6sszes olyan V' = [],.; Vi alaki halmazokbdl all,
amelyekre V; = X; vagy V; € B; és véges sok i kivételével az els6 eset all fenn, akkor B
az. X egy megszamlalhat6 bazisa.

11.2.8. Tétel. Megszamlalhaté bazisu tér barmely bazisabdl kivalaszthaté meg-
szamldlhaté bazis.

Bizonyitas. Legyen B egy tetszileges bdzisa X-nek, B’ pedig egy megszamlalhat6
bazisa X-nek. Minden olyan Bj, B} € B’ parhoz, amelyhez ez lehetséges, vilasszunk
ki egy B* € B halmazt, amelyre B; C B* C Bj. Ha B* az igy kivilasztott B* nyilt
halmazok rendszere, akkor B* megszamlalhat6 bazisa X-nek.
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11.2.9. Definicié. Egy topologikus teret szeparabilisnak neveziink, ha van meg-
szamlalhaté siirli részhalmaza. Megszamlalhaté bazisi topologikus tér mindig szepardbi-
lis: egy bazis minden elemébdl vilasztva egy pontot, slirli halmazt kapunk. A megforditas
altalaban nem igaz, de metrizalhaté terekben igen: egy sliri halmaz minden eleme koriil
véve az Osszes raciondlis sugard nyilt gémbot, bazist kapunk.

11.2.10. Definicié. Egy topologikus teret kompaktnak neveziink, ha minden nyilt
lefedésébdl kivalaszthaté véges lefedés. A topologikus tér egy részhalmazat kompaktnak
nevezziik, ha mint altér, kompakt. Egy részhalmazt o-kompaktnak neveziink, ha el6-
allithaté megszamlalhaté sok kompakt halmaz egyesitéseként. Egy topologikus teret
o-kompaktnak neveziink, ha mint énmaga részhalmaza, o-kompakt. Egy topologikus te-
ret lokdlisan kompaktnak neveziink, ha minden pontjanak van kompakt kornyezete. Az
X topologikus téren értelmezett f fiiggvényt kompakt tartéjiinak nevezziik, ha spt(f)
kompakt.

Halmazok egy rendszerét centraltnak szokas nevezni, ha a halmazrendszerbdl tet-
szés szerint valasztva véges sok halmazt, azoknak van kozos pontja. Komplementerekre
térve at kovetkezik, hogy egy topologikus tér pontosan akkor kompakt, ha benne zart
halmazok barmely centralt rendszerének van kozos pontja. Konnyt latni, hogy kompakt
tér zart részhalmaza is kompakt. Megforditva, Hausdorff-tér kompakt részhalmaza zart.
Hasonléan, o-kompakt tér minden zart részhalmaza o-kompakt. Kompakt tér folyto-
nos képe is kompakt. Ha f egy kompakt térnek egy Hausdorff-térbe valé folytonos és
kélesonosen egyértelmii leképezése, akkor f homeomorfizmus. Emlékeztetiink a Heine—
Borel-tételre: R™ vagy C" egy részhalmaza pontosan akkor kompakt, ha korlatos és zart.
Ebbdl kovetkezik, hogy R™ és C™ lokalisan kompakt terek.

s e s

* 11.2.11. Alexander tétele. Legyen S egy szubbdzisa az X tér topoldgidjanak.
Az X tér pontosan akkor kompakt, ha minden S-beli halmazokbdl all6 lefedésébdl kiva-
laszthato véges lefedés.

Bizonyitas. A sziikségesség nyilvanvals. Az elégségesség bizonyitasdhoz tegyiik fel,
hogy van olyan nyilt halmazokbdl 4116 lefedés, amelybdl nem valaszthatd ki véges lefe-
dés. Tekintsiik az ilyen lefedések rendszerét. Ez féligrendezett a tartalmazdsra nézve, és
benne minden lanc feliilrdl korldtos, igy a Zorn-lemma szerint tartalmaz egy ¥ maximalis
lefedést. Legyen W = VN S. Ekkor W egyetlen véges részrendszere sem fedi le X-et, igy
W nem lehet lefedése X-nek. Legyen z € X \ (UW) és valasszunk egy V € V halmazt,
amely lefedi z-et. Mivel S szubbazis, 1éteznek Si, ... ,.S, halmazok S-bél, amelyekre
r € NY_8; C V. Mivel x ¢ UW, egyetlen S; sincs a V-ben. Mivel V maximélis, min-
den j-re van egy olyan A; halmaz, amely véges sok V-beli halmaz egyesitése, és amelyre
S;UA; = X. Innen

VU (Ujo14;) D (Nj=155) U (Uj2, 4)) = X,
és igy X eloall véges sok V-beli halmaz egyesitéseként. Ez ellentmond V kivalasztasanak.
* 11.2.12. Tyihonov tétele. Kompakt terek szorzata kompakt.

Bizonyitas. Legyen X = Hver X, a széban forgd szorzattér és legyen S ennek a
11.1.11. pontban leirt szubbéazisa. Alexander tételét felhaszndlva, elég egy U C S lefedést
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vizsgalni. Legyen minden « € I'-ra U, az 6sszes olyan U, C X, nyilt halmazok osztalya,
amelyekre p;l (U,) € U, ahol p,, a y-adik projekcié. Megmutatjuk, hogy van olyan n € T,
amelyre Ul,, = X,,. Valéban, ha nem ez lenne a helyzet, akkor létezne olyan x € X pont,
amely nem lenne Ul{-ban. Mivel X, kompakt, létezik véges sok U, 1,...,U, , halmaz
Uy -ban, amelyre X, = Uj_; U, ;. Nyilvdn p;l(Unyj), j=1,2,...,n egy véges lefedése
X-nek.

Most megvizsgaljuk a kompaktsig és lokalis kompaktsag kapcsolatat a szétvalasztasi
tulajdonsagokkal.

11.2.13. Tétel. Kompakt Hausdorff-tér normalis.

Bizonyitas. Legyenek F és I’ diszjunkt zart halmazok. Ha z € E, y € F, akkor
léteznek U, és V,, nyilt halmazok dgy, hogy U, , N V,, = 0. Mivel E kompakt,
minden y € F-re létezik véges sok z1,... ,zy, hogy U, = U Uy, , lefedi E-t. Nyilvan
U, aV, =N,V , halmazba nem metsz bele. Most F' kompaktsagat felhaszndlva,
Létezik y1,. .., Ym, hogy V' =UJL,V, lefedi F-et. Nyilvin V az U = NJL, Uy, halmazba
nem metsz bele.

Lokalisan kompakt Hausdorff-tér dltalaban nem normalis, de teljesen regularis, mert
igaz az Uriszon-lemma alabbi valtozata.

11.2.14. Tétel. Legyen X Iokdlisan kompakt Hausdorff-tér, K kompakt rész-
halmaza X-nek, F egy K-tol diszjunkt zart részhalmaza X-nek. Ekkor létezik olyan
f: X —[0,1] kompakt tartéji folytonos fiiggvény, amelyre f(K) =1 és f(F) = 0.

Bizonyitds. Minden = € K-hoz vilasszunk egy olyan V, kompakt lezarti nyilt
kornyezetét x-nek, amely része X \ F-nek. Kivélasztva a V,, © € K lefedésbdl egy véges
részlefedést, és ennek uni6jat V-vel jelolve, V nyilt, lezdrtja kompakt, és K C V C X \F.
A V kompakt Hausdorff-térben egy g folytonos fiiggvénnyel szétvilasztva a K és a OV
zart halmazokat, legyen .

g(z), hazeV,
o) = { »
0 egyébként.

A kovetkezd tétel az egység felbontdsanak lokdlisan kompakt Hausdorff-terekre vo-
natkozé valtozata.

* 11.2.15. Tétel. Legyen X lokdlisan kompakt Hausdorf-tér, K kompakt részhal-
maza X-nek, Vi,...,V, pedig nyilt halmazok igy, hogy K C Uj_,Vy. Ekkor léteznek
hi : X — [0, 1] kompakt tartdjii folytonos fiiggvények gy, hogy
(1) >y hi(z) =1 minden z € K-ra;

(2) spt(hg) C Vi, hak=1,2,... n.
Bizonyitas. Vilasszunk egy V kompakt lezartd nyilt halmazt, amelyre

KcCcVcVcur,V

és alkalmazzuk az egység felbontdsat a V normalis tér zart részhalmazara és V N Vj, nyilt
részhalmazaira, majd a kapott fiiggvényeket terjessziik ki X \ V-re gy, hogy ott nulldk
legyenek.
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11.2.16. Tétel. Lokilisan kompakt megszamlalhaté bazisi Hausdorfl-térben min-
den nyilt halmaz o-kompakt.

Bizonyitas. Vélasszunk X-ben egy kompakt lezartu nyilt halmazokbdl all6 meg-
szamlalhatd bazist. Ha V nyilt részhalmaza X-nek, akkor

V=u{B:BeBBCV}.

* 11.2.17. Topologikus csoportok. Topologikus algebrai struktirdk definidldsanak
alapgondolata, hogy megkoveteljiik a miveletek folytonossagat. Egy topologikus csoport
egy olyan G csoport, amely egyben topologikus tér is, ugy, hogy a szorzas, azaz az
(z,y) — zy leképezése G x G-nek G-be, és az inverzképzés, azaz az x — r~! leképezése
G-nek G-be folytonosak. Minden csoportelméleti és topoldgiai fogalmat haszndlhatunk
topologikus csoportokra is, igy példaul beszélhetiink kommutativ, Hausdorff-, lokilisan
kompakt stb. topologikus csoportokrol.

A szorzds folytonossdga miatt rogzitett a € G esetén az x — ax és x — xa bal,
illetve jobb eltoldsok is folytonosak. Mivel az inverzeik is hasonl6 leképezések, a bal és
jobb eltoldsok és az inverzképzés homeomorfizmusok. Ha A, B C G és B nyilt, akkor
AB és BA nyiltak, mert aB, illetve Ba alaki nyilt halmazok egyesitései. Ha A és B
kompaktak, akkor AB is kompakt, mert a szorzas az A x B kompakt halmazt erre a
halmazra képezi.

Az egységelem barmely U kornyezete tartalmazza az egységelem olyan V' kornyeze-
tét, amelyre V2 C U; valéban a szorzas folytonossaga miatt léteznek olyan Vi, Va kirnye-
zetei az egységelemnek, amelyekre V1V, C U, igy V = Vi NV, valaszthaté. Egy A C G
halmazt szimmetrikusnak neveziink, ha A = A~!'. Az egységelem barmely U kornyezete
tartalmazza az egységelem egy V szimmetrikus kornyezetét: legyen V =U NU"".

A legfontosabb példak topologikus csoportokra R, C és egyéb normélt terek addi-
tiv csoportjai, a T multiplikativ csoport, egy Banach-tér vagy egy Hilbert-tér linedris
homeomorfizmusainak csoportja és ennek kiilsnbz6 részcsoportjai (az unitér operéto-
rok csoportja, véges dimenziéban az egy determindnsi operatorok csoportja stb.), ezek
metrizalhatok.

Topologikus csoportokkal kapcsolatban Bourbaki [3] miivének II. konyve tartalmazza
az alapfogalmakat.

* 11.2.18. Tétel. Legyen G topologikus csoport, C kompakt részhalmaza G-nek,
U pedig egy C-t tartalmazo nyilt halmaz. Ekkor létezik az egységelemnek olyan V nyilt
kornyezete, amelyre CV C U és VC C U.

Bizonyitas. Minden x € C-hez léteznek olyan W, és V, nyilt kornyezetei az egy-
ségelemnek, amelyekre V.2 C W, és W, C U. Mivel az xV,, x € C halmazok lefedik
C-t, léteznek x1,... ,x, € C, hogy C C Uj_, 2V, . Innen V =nN;_, V,, -ra

CV C Up—y (2 Ve, V) C Uiy (2 Wy,) C U.

A masik eset hasonld, és a kapott két halmaz metszetét vessziik.
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*11.2.19. Kovetkezmény. Ha G Hausdorff topologikus csoport, Cy, Co diszjunkt
kompakt részhalmazai G-nek, akkor van olyan U szimmetrikus nyilt kérnyezete az egy-
ségelemnek, amelyre (C1U) N (CoU) = 0 és (UC,) N (UCy) = 0.

Bizonyitas. Vélasszunk olyan Vi, V; nyilt kornyezeteit az egységelemnek, ame-
lyekre (C1V1)NCy = 0 és (CoV2)NCy = 0. Legyen W olyan kornyezete az egységelemnek,
amelyre W2 C Vi NVa és legyen U = W N WL, erre (C1U) N (C2U) = 0. A masik eset
hasonld, és a kapott két halmaz metszetét vessziik.

A tovébbiakban metrikus terek kompaktsagaval foglalkozunk.

11.2.20. Definicié. Legyen X egy metrikus tér, és ¢ > 0. Azt mondjuk, hogy
H C X egy e-hdlé X-ben, ha az U(x,e), x € H gombok rendszere lefedi X-et. Egy
metrikus teret teljesen korlatosnak neveziink, ha minden € > 0-ra tartalmaz véges e-
halét.

11.2.21. Tétel. Ha (X, d) metrikus tér, akkor a kivetkezs feltételek ekvivalensek:
(1) X kompakt;
(2) X teljes és teljesen korldtos;

(3) bdrmely X-beli sorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy X kompakt. Ha egy z,,, n = 1,2,... sorozatnak nem
lenne konvergens részsorozata, akkor az U, = X \ {@n, nt1,... } nyilt halmazok olyan
lefedését, alkotnak X-nek, amelynek nem lenne véges részlefedése.

Tegyiik fel, hogy barmely X-beli sorozatnak van konvergens részsorozata. Ekkor X
teljes, mivel barmely metrikus térben, ha egy Cauchy-sorozatnak van konvergens részso-
rozata, akkor konvergens. Ha X nem lenne teljesen korlatos, akkor valamely ¢ > O-ra
indukciéval kivdlaszthatndnk egy olyan z,,, n = 1,2, ... sorozatot, amelyre d(z;,z;) > ¢,
ha i # j. Ez ellentmond (3)-nak.

Végiil tegyiik fel, hogy X teljes és teljesen korldtos, de van olyan nyilt lefedése,
amelyb6l nem valaszthaté ki véges részlefedés. Felhasznélva, hogy X teljesen korla-
tos, valasszunk olyan B(z,1/2) gombot, amely nem fedhetd le véges sok V,, v € T-beli
halmazzal. Teljes indukciéval folytatva, vdlasszunk olyan B(z,,1/2"),n=1,2,... gom-
boket, amelyek egyike sem fedhetd le V,, v € I' egyetlen véges részrendszerével sem,
tovabba

B(z,_1,1/2" Y NB(z,,1/2") # (.
Ekkor

1 1 1

d(l‘n,l'n+1) < 2_n + W < 271——1’

igy ha n < m, akkor

A(Tns Tm) < d(Tny Tnt1) + 0+ d(TBm—1,Tm) < on—2°

Ez azt jelenti, hogy z,, n = 1,2,... Cauchy-sorozat. Legyen x = lim,_, o x,. Mivel
x € V, valamely n € I'-ra és V;, nyilt, elég nagy n-re B(z,,1/2") C V,,, ami ellentmondés.
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11.2.22. Definicié. Egy valds vagy komplex linearis tér egy C részhalmazit kon-
vexnek nevezziik, ha x,y € C, 0 < a < 1 esetén azx + (1 — a)y € C. Egy A halmaz
conv(A) konvex burkdn az osszes, A-t tartalmazé konvex halmazok metszetét értjiik.
Nem nehéz megmutatni, hogy

conv(A) = {aqz1 + -+ oz, :meENT, 2, €A4,0<a; <1, 30, a; = 1},
A tovabbiakban egy specidlis kérdéssel foglalkozunk, R™ kompakt részhalmazai ko-
zOtt értelmeziink tévolsagot.

11.2.23. Definicié. Jelolje F az R™ 6sszes nem iires kompakt részhalmazainak
osztélyat. Ha C, D € F, értelmezziik a C' és D halmazok d(C, D) Hausdorfl-tavolsdgét,
mint a sup{dist(z,C) : € D} és sup{dist(z, D) : x € C'} szdmok nagyobbikat.

* 11.2.24. Tétel. Az el6z6 definicié jeloléseivel
(1) F teljes metrikus tér d-vel;

(2) haa € R" és 0 < r < oo, akkor az F,, = {C : C € F,C C B(a,r)} halmazok
kompaktak F-ben;

(3) a nem iires kompakt konvex halmazok zdrt alteret alkotnak F-ben;
(4) C — diam(C) folytonos fiiggvény F-en.

Bizonyitds. A metrikus tér axiémai egyszerii szamoldssal adédnak. Ha C;, i =
1,2,... egy Cauchy-sorozat F-ben, akkor legyen C' = Ni2,U32,C;. Megmutatjuk, hogy
d(C;,C) — 0, ha i — co. Legyen € > 0. Vélasszunk egy olyan i-t, amelyre d(Cs, Ct) <
/2, ha s,t > 4. Ha x € C, akkor x € U}, igy van olyan s > 4, amelyre dist(z, Cs) <
e/2. Mivel d(Cs, Cy) < /2, ha s,t > i, dist(z, C;) < e, hat > 4. Hamost x € Cy, akkor a
B(x,e) NUZZ C; kompakt halmazok nem {iresek egyetlen s-re sem. Ebbdl dist(z, C) <,
ha t > 1.

(2) bizonyitdsdhoz, mivel F, , nyilvin zart részhalmaza F-nek, elég megmutatnunk,
hogy teljesen korldtos. Legyen € > 0. Mivel B(a,r) kompakt részhalmaza R™-nek, igy
teljesen korldtos, azaz van Z C B(a,r) véges e-halé B(a,r)-hez. Megmutatjuk, hogy
Z Osszes nem lires részhalmazai e-halét alkotnak F, ,-hez . Valéban, ha C' € F,, és
Zo={z:2€Z,B(z,e)NC # 0}, akkor d(C, Z¢) <.

(3) bizonyitdsdhoz, legyen C' € F és tegyiik fel, hogy nem konvex. Ekkor létezik
z,y € Cés 0 < < 1, hogy z = ax + (1 — a)y ¢ C. Vilasszunk egy £ > 0-t, amelyre
B(z,e) N C = (. Ha most D € F, d(C, D) < ¢/3, akkor léteznek z’,y' € D, amelyekre
e —2'| <e/3és |y—19'| <e/3. Haz' = az’ + (1 - a)y, akkor |z — 2'| < /3, igy
B(z',/3) N D # 0, azaz D nem konvex.

Végiil, ha C, D € F, d(C, D) < ¢, akkor

|z —y| < dist(x, D) + diam(D) + dist(y, D) < diam(D) + 2¢,
ha z,y € C, amibél diam(C) < diam(D) + 2. A C és D szerepének felcserélésével,

|diam(C) — diam(D)| < 2e,

ami (4)-et bizonyitja.

* 11.2.25. Feladat [15]. Mutassuk meg, hogy szeparébilis metrikus tér barmely zart
részhalmaza el6all egy megszamlalhato és egy perfekt halmaz egyesitéseként.



11.2. Topologikus terek fajtai 171

11.2.26. Osszefiiggések a topologikus terek fontosabb fajtdi kozott.
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11.3. Normalt terek

Ebben a pontban normalt terekkel foglalkozunk. Ahogyan a topologikus terek, illetve
a metrikus terek arra alkalmasak, hogy a klasszikus analizis hatarértékkel és folytonos-
saggal, illetve Cauchy-sorozatokkal és egyenletes folytonossaggal kapcsolatos fogalmait
és tételeit kellden altalanositva széles korben alkalmazhatova tegyék, a normadlt terek
elmélete a klasszikus analizis linedris algebraval is kapcsolatos moédszereinek, a végte-
len sorok, fiiggvénysorok és sorozatok, valamint a differencidlszamitas eszkozeinek széles
kort alkalmazdsat teszi lehetOvé az analizisben. Az aldbbiakban csak néhdny alapfogal-
mat érintiink. Mivel a komplex és valds esetet egyszerre szeretnénk targyalni, célszeri
bevezetni a kovetkezo jelolést: K jelenti R-et vagy C-t.

11.3.1. Definicié. A linedris tér fogalmat a szokdsos értelemben hasznaljuk. Min-
dig K feletti linearis terekkel dolgozunk, ahol K az R vagy C testek koziil az egyiket jelenti.
A felhaszndlt linearis algebrai fogalmak és tételek megtaldlhatok Halmos [14] kényvében.
Altaldban nem tessziik fel, hogy a tér véges dimenziés. Ennek megfeleléen linedris operd-
toron egy olyan A leképezést értiink, amely egy K feletti X linedris teret egy ugyancsak
K feletti Y linedris térbe képez le, és amelyre teljesiil, hogy A(ax + By) = aA(x) + 8A(y)
minden x,y € X, o, f € K-ra. Ha Y = K, akkor linedris funkcionalrél beszéliink.

11.3.2. Definicié. Legyen X linedris tér K felett. Egy « — ||z|| leképezését X-nek
[0, oo]-be félnormadnak nevezziik, ha
(1) JJaz|| = |o||jz|| minden = € X, a € K-ra (abszohit érték homogén, itt 0 - co = 0);
(2) |lz+yll <|lz| + ||y|| minden z,y € X-re (hdromszog-egyenlbtlenség).
Ha még az is teljesiil, hogy
(3) 0<|z|| <oo,hal#z€ X,
akkor a leképezést normdnak, az (X, | ||) part pedig normdlt térnek nevezziik K fe-
lett. Megjegyezziik, hogy || || helyett az | | jelolés is szokdsos. Egy félnormalt térben
{z : 2 € X,|lz|| < oo} linedris altér, és ezen az altéren a félnorma véges. Ha a fél-
norma véges, akkor a tér mindig normélt térré tehetd, ha azokat az elemeket, amelyek
kiilonbségének félnormaja nulla, egy osztdlyba sorolva azonositjuk. Félnormélt téren
d(x,y) = ||z — y|| eltérés. Az igy definidlt eltérésre d(az, ay) = |a|d(z,y) (itt 0- oo = 0)
és d(x + z,y + z) = d(z,y), ha z,y,2 € X és a € K, azaz az eltérés abszoliit érték
homogén és eltolasinvarians. Ha normdabdl indulunk ki, akkor metrikiat kapunk. Igy
normélt térben hasznilni fogunk minden olyan fogalmat, amelyet metrikus térben vagy
topologikus térben definidltunk. Ilyenkor mindig a normabdl szarmazé metrikira és az
ebbdl a metrikdbdl szarmazd topoldgidra gondolunk.

11.3.3. Definicié. Egy normélt teret Banach-térnek neveziink, ha teljes. A leg-

egyszerlibb példik Banach-térre R felett R”, illetve C felett C az || = (X0, |2;/%)""?
normaéaval.

11.3.4. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a K feletti X normalt tér normalt algebra K
felett, ha X elemei k6zott értelmezve van egy szorzas, X ezzel a szorzassal, az dsszeaddassal
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és a skaldrszorzassal algebra K felett, tovabbd ||zy| < ||z|/||y|| minden z,y € X-re. Ha
X még teljes is, akkor Banach-algebrardl beszéliink.

Fontos példik normaélt terekre a fiiggvényterek. Tekinthetiink valés és komplex érté-
ki fiiggvényeket is: az els6 esetben valds, a mdsodikban komplex normélt tereket kapunk.
Az R vagy C indexszel jeloljiik, hogy melyik esetre gondolunk. Ha a szovegosszefiiggésbol
vildgos, hogy melyik esetrdl van szd, akkor nem tessziik ki az indexet.

11.3.5. Definicié. Legyen X egy halmaz. Legyen az f : X — K fiiggvényre
| fllu = sup{|f(z)| : @ € X }. Az 6sszes olyan f : X — K fiiggvények osztalyat, amelyekre
IIfllw < o0, jelolje Bk (X) (korldtos fiiggvények tere).

11.3.6. Tétel. Bdrmely X halmazra By (X) Banach-algebra a fiiggvények ponton-
kénti osszeaddsdval, szorzdsdval és skaldrral valé szorzdsdval, valamint a || ||, normdval.

Bizonyitas. Egyszerd szamolés.

11.3.7. Definicié. Legyen X topologikus tér, és jelolje Cx(X) a Bg(X)-beli foly-
tonos fiiggvények halmazdt (korldtos folytonos fiiggvények tere).

11.3.8. Tétel. Bdrmely X topologikus térre Cx(X) Banach-algebra a fiiggvények
pontonkénti szorzasaval, osszeaddsaval és skaldrral val6 szorzasaval, valamint a || ||,, nor-
maval.

Bizonyitas. Egyszerd szamolés.

Valahdnyszor a Bk (X), illetve Cx (X)) terekrél beszéliink, ezekre a miiveletekre és erre
a normdra gondolunk, hacsak kifejezetten médst nem mondunk. Az ebbdl a normabdl
szdrmazé konvergencia a fiiggvények egyenletes (uniform) konvergencidja, ezért ezt a
normat uniform normanak szokds nevezni.

A kovetkezd néhany tételben Cx (X) siirli részhalmazaival foglalkozunk abban a spe-
cialis esetben, amikor X kompakt Hausdorff-tér.

* 11.3.9. Definicié. Legyenek X és Y halmazok és H az X-et Y-ba képez6 fiiggvé-
nyek egy rendszere. Azt mondjuk, hogy H szétvdlasztja X pontjait, ha barmely z,y € X,
x # y esetén van olyan h € H fiiggvény, amelyre h(z) # h(y).

* 11.3.10. Stone tétele. Legyen X kompakt Hausdorfi-tér és H olyan linedris altere
Cr(X)-nek, amelyre
(1) a konstans fiiggvények H-ban vannak;
(2) hawe M, akkor |u| € H;
(3) H szétvdlasztja X pontjait.
Ekkor H stirii Cg(X)-ben.
Bizonyitas. El6szor is vegyiik észre, hogy H zart a maximum és minimum kép-

zésére. Valéban, max(u,v) = (u+ v+ [u — v])/2 és min(u,v) = (u+v — |u—v])/2.
Masrészt, barmilyen x,y € X, © # y-hoz és a, 5 € R-hez létezik olyan u € H fiiggvény,
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hogy u(z) = « és u(y) = B. Valéban, (3) szerint létezik olyan h € H fiiggvény, amelyre
h(z) # h(y). Legyen

ha ze€ X.

Most legyen f € Cr(X) és ¢ > 0. Minden z,y € X parhoz vilasszunk egy olyan u, , € H
fiiggvényt, amelyre |f(z) — uqy(2)| < € és |f(y) — uay(y)| < e. Bérmely rogzitett
y € X-re az

Upy={21u2y(2) < f(z) +e}, 2€X

nyflt halmazok lefedik X-et, gy 1éteznek x1,... ,x, pontok, amelyekre Ui, U, , = X.
Legyen
Vy = min(um,y, v 7uxmy) eHn.

Ekkor vy (2) < f(2) + ¢ minden z € X-re és v, (y) > f(y) —e. Most a

Vy={z:vy(2) > f(z) —¢}, yeX
nyilt halmazok lefedik X-et, igy léteznek yi,... ,ym, hogy UTL, V), = X. Legyen g =
max(vy,,...,v,,) € H. Ekkor f(z) —e < g(2) < f(2) + ¢, és ezt kellett bizonyitani.

* 11.3.11. Lemma. Minden ¢ > 0-hoz és ¢ > 0-hoz van olyan valés egyiitthatés p
polinom, amelyre |p(t) — |t|| < e, hat € [-c,d].

Bizonyitas. Mivel ¢t helyébe ct-t irhatunk, elég a ¢ = 1 esetre szoritkozni. Mivel
[t] = V2, elég megmutatni, hogy v/ a [0, 1] intervallumon egyenletesen approximalhat6
polinomokkal.

Legyen po(t) = 0 és indukcidval legyen

1
(1) P (t) = pa(t) + 5 (t = pi(t),
ha n > 0. Megmutatjuk, hogy

2Vt
(2) OSW*M@SZZE,MtGMH

amibdl kovetkezik, hogy

S

0<Vi—pa(t) <=0, ha tel0,1].
Ha n = 0, akkor (2) trividlis. Tegyiik fel, hogy n-re teljesiil (2), akkor

0 <Vt—pa(t) <V,
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amibdl 0 < p,(t) < v/t. Az (1) képlet szerint innen
Vi punr (0= (Vi () (1= 5 (Vi4.0) ).

ahonnan v/t — p,41(t) > 0 és (2) szerint

ViE—paa(t) < 2Vt (1 ﬁ)

2+ nyt 2
2/ (1 Vi >_ 2Vt
T2+ 0Vt 2+ (n+1)vE) 24+ (m+ D)VE

* 11.3.12. Weierstrass—Stone-tétel. Legyen X kompakt Hausdorfl-tér, és H egy
részalgebraja Cg (X )-nek, amely
(1) tartalmazza az azonosan 1 fiiggvényt;
(2) szétvdlasztja X pontjait.
Ekkor H stirii Cr(X)-ben.

Bizonyitds. Tekintsiik H lezartjat. Ha megmutatjuk, hogy minden f € H-ra |f| €
‘H, akkor Stone tétele szerint készen vagyunk. Barmely & > 0-ra és ¢ = || f||,-ra az el6z6
lemma szerint védlaszthaté olyan p polinom, amelyre }p(t) — |t|} <eg hat € [—¢. De
ckkor |[po f —|fl||, < & és mivel H maga is algebra, po f € H, azaz |f| € H.

A fenti tételbdl igy kaphatjuk meg Weierstrass klasszikus, a folytonos fiiggvényeknek

polinomokkal valé egyenletes approximalhatésdgat kimondé tételét, hogy X-et R egy
kompakt intervallumanak, -t pedig a polinomok algebrajanak valasztjuk.

* 11.3.13. A Weierstrass—Stone-tétel komplex valtozata. Legyen X kompakt
Hausdorff-tér, és H a Cc(X) egy komplex részalgebrdja. Tegyiik fel, hogy
(1) H tartalmazza az azonosan 1 fiiggvényt;
(2) H szétvdlasztja X pontjait;
(3) ha f € H, akkor f € H.
Ekkor H stirii Cc(X)-ben.
Bizonyitds. Legyen Ho = H N Cr(X). Mivel Rf = (f + f)/2 és Sf = (f — f)/2,

kapjuk, hogy Hy eleget tesz az el6z6 tétel feltételeinek. Ebbol ‘H = Hy + iHy slri
Cq;(X)—ben.

A folytonos fiiggvények egyenletes konvergencidjat felhasznaljuk egy fontos topolé-
giai tétel bizonyitasara.

* 11.3.14. Tietze tétele. Legyen F' az X normalis topologikus tér nem iires zart
részhalmaza, és f : X — R folytonos fiiggvény. Ekkor létezik olyan g : X — R folytonos
kiterjesztése f-nek, amelyre
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(1) inf{f(z):z € F}=inf{g(z):2€ X}
és
(2) sup{f(z):z € F}=sup{g(z):z€ X}
Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy rng f C [—1,1]. Legyen

Ay = f7-1,-1/3] és By = f'[1/3,1].

Az A, és By halmazok zart részhalmazai X-nek, igy az Uriszon-lemma szerint van olyan
hi + X — [-1/3,1/3] folytonos fiiggvény, amelyre hy(A4;) = —1/3 és hy(By) = 1/3.
Legyen g1 = hy. Ekkor ‘f(x) - gl(:zz)’ < 2/3,hax € F és dmng; C [-1/3,1/3].
Teljes indukciéval tegyiik fel, hogy hy,...,h, és g1,... , gy folytonos fiiggvényeket mar
megkonstrudltuk ugy, hogy

(8) hitX = [-271/31,271 /3] (i =1,2,... ,n);
(4) gir1=gi+hin (i=1,2,...,n—1);
(5) gi: X — [—1+(2/3)i,1_ (2/3)11 (i=1.2.... .n)

(6) |f(2) —gi(@)| < (2/3), haz e F (i=12,...,n)
Tekintsiik az un11(z) = f(x) — gn(z), ha x € F fiiggvényt, és legyen

_ 2n 2n _ 2n 2n
Akt =tk [‘37’ —3—] - Pt [3— 3—] |

Vélasztva az Uriszon-lemma szerint egy hpi1 @ X — [—27/3"F1, 27 /371 folytonos
fiiggvényt, amelyre

2" 2"
hnt1(Apg1) = RETESE hipg1(Bry1) = gt

kapjuk az indukcids feltevést n + 1-re. Mivel (3) és (4) szerint a g,, n = 1,2,... sorozat
Cauchy-sorozat Cg(X)-ben, g, egyenletesen konvergal egy g € Cr(X) fiiggvényhez. (5)
miatt rng g C [—1, 1], és (6) szerint g kiterjesztése f-nek.

Vegyiik észre, hogy, mivel [—1, 1] homeomorf R-sal, az el3z6 1épés alkalmazhaté az
altalanos esetben is, de a kapott g fiiggvény bévitett valds értékii lesz, és nem tesz eleget
az (1) és (2) feltételeknek. Az utébbin kénnyen segithetiink, ha a = inf{ f(z) : 2 € F} >
—oo esetén g helyett max(g,a)-t, b = sup{f(:c) tx € F} < o0 esetén pedig g helyett
min(b, g)-t vessziik. Ha g nem valds értékeket is felvesz, akkor a kovetkezdt tehetjiik:
Legyen f*(z) = max{f(z),0}, ha z € F. Az f* fiiggvényre alkalmazva az eddigieket,
egy 97 : X — [0, 0] folytonos kiterjesztését kapjuk f*-nak. Legyen E+ = (g;)7!(c0).
Alkalmazva az eddig bizonyitottakat arra a folytonos fiiggvényre, amely F-en fT-szal,
E*-on pedig 0-val egyezik meg, annak egy X-re valé [0,oc]-beli értékii folytonos g
kiterjesztését kapjuk. A gt = min(g;", g3) fiiggvény igy olyan folytonos kiterjesztése f+-
nak, amely mér [0, 0o)-beli értékii. Hasonléan eljarva kapjuk az f~(z) = max{ff(z), 0},
ha x € F fiiggvény egy [0, c0)-beli értékii g~ folytonos kiterjesztését. Most legyen g =
9" —g.
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* 11.3.15. Kovetkezmény. Legyen X lokdlisan kompakt Hausdorfl-tér, K kom-
pakt, nem iires részhalmaza X-nek, és f : K — R folytonos fiiggvény. Ekkor létezik
olyan g : X — R kiterjesztése f-nek, amely kompakt tartéju folytonos fiiggvény, és

sup{|f(z)| : 2 € K} = sup{|g(z)| : 2 € X }.

Bizonyitas. Valasszunk egy olyan V' kompakt lezarti nyilt halmazt, amely tartal-
mazza K-t. Azt a fiiggvényt, amely K-n f-fel, 9V-n 0-val egyezik meg, terjessziik ki
folytonosan a V' normalis térre, majd V-on kiviil definidljuk nullanak.

11.3.16. Definicié. Legyen X lokdlisan kompakt Hausdorff-tér. Azt mondjuk,
hogy egy f : X — K fliggvény eltiinik a végtelenben, ha barmely € > 0-hoz van olyan
K kompakt részhalmaza X-nek, hogy |f(z)| < e, ha x € X \ K. Az tsszes, X-et K-ba
képez6, folytonos, végtelenben eltling fiiggvények halmazat jelolje Co x(X). Az Osszes,
X-et K-ba képez6 folytonos, kompakt tartéju fiiggvények halmazat jelolje Kx (X).

11.3.17. Tétel. Legyen X lokélisan kompakt Hausdorfi-tér. Ekkor Cox(X) Ba-

nach-algebra, Kk (X) pedig siirti normalt részalgebrdja Co x (X )-nek K felett a fiiggvények
pontonkénti dsszeaddsdval, szorzdsdval és skaldrszorzasdval, valamint a || ||, normédval.

Bizonyitds. Cog(X) teljességét gy mutathatjuk meg, hogy belatjuk, zart altere
Cx(X)-nek. Az, hogy Kx(X) siirli, a 11.2.14. tétel segitségével bizonyithaté. Minden
sziikséges 1épés konnyen kitalalhatd, ezért nem részletezziik a bizonyitast.

Mindig, hacsak kifejezetten mast nem mondunk, a fenti tételben szereplé miivele-
tekkel és normédval elldtva hasznaljuk a Co x(X) és Kk (X) tereket.

11.3.18. Definicié. A korldtos, a folytonos, a végtelenben eltliné és a kompakt
tartoju fiiggvények terét egy Y normadlt térbeli értéki fiiggvényekre is értelmezhetjiik. A
megfelel6 jelolések: By (X), Cy(X), Coy(X) és Ky (X) vagy roviden B, C, Cy és K. Ha
Y teljes, akkor a B, C és Cy terek Banach-terek. Mivel a szorzas nincs értelmezve, nem
kapunk algebrat.

11.3.19. Tétel. Legyenek X ésY normalt terek K felett. Egy A : X — Y linedris
operator pontosan akkor folytonos, ha az alabbi érték véges:

(1) IAll = sup{[|A(z)|| : @ € X, [l]| < 1}.

Bizonyitas. Ha A folytonos a 0-ban, akkor egy adott ¢ > 0-hoz van olyan ¢ > 0,
hogy [|lz|| < & esetén ||A(z)|| < e. Ha most ||z| < 1, akkor [|6z|| < 4, igy ||A(6z)|| < e,
azaz | A(z)| < e/é.

Megforditva, ha A korldtos X egységgdbmbjén, azaz ||z| < 1 esetén ||A(z)|| < K,
akkor € > 0-ra ||z — y|| < /K esetén

[AG@) = AW = [[A —9)]| =

£A<M)HS£K=E,
K € K

Megjegyezziik, hogy ha X véges dimenzids, akkor minden linearis operator folytonos.
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11.3.20. Definicié. Legyenek X és Y normalt terek K felett. Haegy A: X — Y
linearis leképezés folytonos, akkor folytonos linedris operdtorrdl vagy korlatos linedris
operatorrol beszéliink. Ha Y = K, akkor folytonos linearis funkcionalt vagy korlatos
linearis funkciondlt mondunk. Az sszes, X-et Y-ba képezd folytonos linedris operatorok
halmazat BL(X,Y )-nal jeloljiik, de BL(X, X) helyett csak BL(X)-et, BL(X,K) helyett
pedig X*-ot {runk; X*-ot az X konjugalt terének vagy dudlis terének nevezziik.

11.3.21. Tétel. Legyenek X és Y normdlt terek K felett. A BL(X,Y) tér a
fiiggvények pontonkénti osszeaddsaval és skaldrszorzdsdval, valamint a 11.3.19.(1)-ben
szereplé fiiggvénnyel mint normaval, normalt tér K felett. Ha Y Banach-tér, akkor
BL(X,Y) is Banach-tér, igy X* Banach-tér, BL(X) pedig a fiiggvények egymds utdni
végrehajtasaval mint szorzassal, normalt algebra, és ha X Banach-tér, akkor Banach-
algebra.

Bizonyitds. Egyetlen 1épés sem kivan kiilondsebb 6tletet, igy a bizonyitast az ol-
vaséra bizzuk.

A fenti tételben szerepld tereket, hacsak kifejezetten mast nem mondunk, mindig a
fenti tételben szereplé miiveletekkel és norméval elldtva hasznaljuk.

11.3.22. Definicié. Legyen H linedris tér K felett, és legyen adott egy (z,y) —

(z,

(1) (z+y,2) = (z,2) + (Y, 2);
(2) (ax,y) = alz,y);

(3) (z,y) = (y,2);

4) (z,z)>0;

(

5) ha (z,z) =0, akkor 2 = 0.
Ekkor H-t bels§ szorzat térnek nevezziik K felett. Az x és y elemek (x,y) belsé szor-
zatanak jelolésére az (x,y), z oy, (x,y), (x|y) jelek is hasznalatosak. (1), (2) és (3)-bdl
a belsd szorzas additiv a mésodik véaltozdban is, és onnan a skalar konjugaltja emelhetd
ki.

11.3.23. Tétel. Ha H belsé szorzat tér K felett, akkor az ||z| = \/{x, z) jel6léssel
(1) [z, 9| < ll2llly]| minden x,y € H-ra
(Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlStlenség) és a || || fiiggvénnyel H normalt tér K
felett.

Bizonyitas.
0< ||z —ayl* = [lz|* - a(z,y) — aly, z) + |af*[ly],

amibél ha [|z|| = 0 és ||ly|| = 0, akkor @ = («, y) helyettesitéssel (z,y) = 0. Ha ez nem &ll
fenn, mondjuk ||y|| # 0, akkor o = (,y)/||y||? helyettesitéssel

2
o< o - 0L

lylI>
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tehét adédik (1). Ebbol

lz +ylI* = ll=l* + {2, y) + (y,2) + |yl

2
= [l2l* + 2%¢z, ) + Iy < 1=l + 202/ llyll + lyl* = (=] + llyll)"

amibdl adédik a haromszog-egyenlotlenség. Minden mas trivialis.

11.3.24. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az el6z6 tétel allitasainak bizonyitasakor
csak annak igazolasdhoz kellett kihaszndlnunk a definicié (5) feltételét, hogy ||z|| = 0
esetén x = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy ha az (x,y) — (z,y) leképezés (5)-nek nem tesz
eleget, akkor 2 — ||| nem norma, de véges félnorma. Igy |z — y|| = 0 esetén az = és y
elemeket ekvivalensnek tekintve, az ekvivalenciaosztalyok tere lesz bels6 szorzat tér.

11.3.25. Definicié. A H bels6 szorzat teret Hilbert-térnek nevezziik, ha (mint
normdlt tér) teljes. A legegyszeriibb példdk Hilbert-terekre az (x,y) = Z?zl x;7; belsd
szorzattal R™ az R felett és C™ a C felett.

11.3.26. Tétel. Legyen H Hilbert-tér, és C zart, konvex részhalmaza H-nak.
Ekkor minden a € H-hoz létezik pontosan egy olyan ¢ € C, amelyre ||a — c|| = dist(a, C).

Bizonyitds. Legyen d = dist(a,C) és legyen z,, n = 1,2,... egy olyan C-beli
sorozat, amelyre lim,_, ||a — z,|| = d. Legyen ¢ > 0, y,z € C és tegyiik fel, hogy
la—y|> <d>+¢€2, ||la—z||> < d + 2. Ekkor (y +2)/2 € C és

2 2 _ 2 2 2
gzlly all* + 1z —all” _ lly+2z—2a|" +|ly — =] Zd2+||y dl

d2
te 2 1 VR

amibél ||y — z|| < 2¢. EbbSl az egyenlbtlenségbél kapjuk, hogy z,, Cauchy-sorozat. Most
legyen ¢ = lim,,_, o, x,,. Az egyértelmiiség ugyancsak a fenti egyenl6tlenségbdl kivetkezik.

11.3.27. Definicid. Legyen H bels6 szorzat tér. Ha z,y € H és (z,y) = 0, akkor
azt mondjuk, hogy x és y ortogondlisak. Jelolése: x | y. Az M, N C H halmazokat
ortogonalisaknak nevezziik, ha x | y minden x € M, y € N-re. Jelolése: M 1 N.
Egy M C H halmaz ortogonalis komplementerén a H 6sszes olyan elemeinek halmazat
értjiik, amelyek ortogonalisak M minden elemére. Jelolése: M.

11.3.28. Ortogonalis felbontasi tétel. Legyen H egy Hilbert-tér és M egy zart
linedris altere H-nak. Ekkor minden x € H egyértelmiien felirhaté x = y + z alakban,
ahol y € M és z € M~*.

Bizonyitds. Az el6zé tétel szerint létezik x-et legjobban approximéld y € M. Le-
gyen d = ||z —yl||. Megmutatjuk, hogy z = y+ (x —y) a keresett felbontds, azaz z = v —y
ortogonalis M-re. Legyen u # 0 az M tetszbleges eleme, akkor

& = ||z —y|? < llz — y + oul* = ||z + o]
= (z4au,z +ou) = &> + a(u, z) + a((z,u) + afjul]?).
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Vilasszuk a-t gy, hogy a zardjelben 1év6 kifejezés eltiinjon, azaz legyen

_ {2
[l

Ekkor d? < d* — |<z,u>|2/||u||2 adddik, ami csak (z,u) = 0 esetén lehetséges.

A felbontds egyértelmii, ha ugyanis z = y+ 2z = ¢/ + 2/, (y,9 € M, 2,2/ € ML),
akkor M 3 y—vy' = 2/ —z € M, de az egyenldség két oldaldn 4llé vektorok ortogondlisak,
l’gy / ! / / 7112

0=@W—v.2"—2)=W-v,y—y) =y,
amibdl y = ¢/, z = 2/
11.3.29. Riesz reprezenticids tétele. Legyen H Hilbert-tér és f egy folytonos

linedris funkciondl H-n. Ekkor létezik pontosan egy v € H, amelyre f(x) = (z,v)
barmely x € H-ra.

Bizonyitas. Legyen N az f nulltere, azaz N = {z cx € H, f(x) = 0}. Az N zért
linedris altere H-nak. Ha N = H, akkor v = 0 valaszthat6. Ha N # H, akkor N+ # {0}.
Legyen u egy nem nulla eleme N-+-nek. Ekkor barmely x € H esetén f(x)u— f(u)x € N,
mert

f(f@)u— fu)z)= f(z)f(u) — fu)f(z) =0.
fgy
0={f(x)u— f(uz,u) = f(@)|ul]® - f(u)(z,u),

ahonnan f(z)-et kifejezve, v = f(u)u/||u||® jeloléssel kapjuk az allitdst.

Az egyértelmiiséghez, ha f(z) = (z,v) = (x,v'), akkor (x,v —v') = 0 mindeniitt,
amibdl x = v — v’ helyettesitéssel v = v'.

11.3.30. Definicié. Legyenek H és K Hilbert-terek K felett. Egy A : H — K
folytonos linearis operator adjungaltjan azt az A* : K — H leképezést értjiik, amelyre

(A(z),y) = (x,A*(y)) minden z € H, y € K-ra.

Az el6z6 tétel szerint ez az Osszefiiggés egyértelmiien definidlja A*-ot minden y € K-ra.
Ha H = K és A* = A, akkor A-t 6nadjungaltnak nevezziik.

Konnyt kiszdmolni, hogy A* folytonos linedris leképezése K-nak H-ba, (A*)* = A
és ||A*|| = ||Al|. Ha L egy harmadik Hilbert-tér K felett, és B : K — L is folytonos
linedris operdtor, akkor (Bo A)* = A*o B*. Ebbdl kovetkezik, hogy barmely A-ra A*o A
és A o A* 6nadjungdlt operatorok H-n, illetve K-n.

* 11.3.31. Definicié. Legyenek H és K Hilbert-terek K felett. Egy A : H — K
folytonos linearis leképezést ortogonalis injekcionak neveziink, ha

(A(z), A(y)) = (z,y) minden z,y € H-ra.

Nem nehéz beldtni, hogy A akkor és csakis akkor ortogondlis injekcid, ha A* o A az
identikus leképezése H-nak 6nmagara.
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* 11.3.32. Tétel. Legyenek H és K véges dimenziés Hilbert-terek R felett, és A :
H — K egy linedris leképezés. Ha dim(H) < dim(K), akkor létezik egy B : H — H
onadjungalt operator és egy C : H — K ortogonalis injekcio ugy, hogy C'o B = A.

Bizonyitds. Legyen S(z,y) = (A(z), A(y)), ha x,y € H és vélasszunk olyan
€1,€2,...,€Em

ortonormalt bazist H-ban, amelyre az S szimmetrikus bilinearis forma diagonalis alaku,
azaz S(ej,e;) = 0, ha i # j. Legyen B(e;) = HA(ei)Hei, ha 1 < i < m, és valasszuk
tgy C-t, hogy C(e;) = A(ei)/HA(ei)H teljesiiljon, ha A(e;) # 0, azon H-beli vektorok
alterét pedig, amelyeket A a nulldba visz at, C' izometrikusan képezze le az A képterére
ortogonalis K-beli vektorok alterébe.

* 11.3.33. Lemma. Legyenek H és K véges dimenzids Hilbert-terek R felett gy,
hogy dim(H) < dim(K), legyen A : H — K egy linedris leképezés, és C o B az el6z6
tételben szereplé felbontasa A-nak. Ekkor a H tér barmely e, es,... e, ortonormalt
bazisara

0 < |det(B)|” = det(B* o B) = det(A* 0 A) < [ A(en)],
=1

és az els6 egyenlbtlenségben egyenléség csak akkor dll fenn, ha A nem kéolcséndsen egyér-
telmi.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy A* o A = B* o B, mivel

(1) (z,A*(A(y))) = (A(z), A(y)) = (B(x), B(y)) = (z, B*(B(y)))

minden z,y € H-ra. Mivel B 6nadjungalt,
det(A* o A) = det(B* o B) = det(B o B) = |det(B)|* > 0.

Az (1)-beli els egyenléséghdl az is kovetkezik, hogy A(y) = 0 akkor és csak akkor, ha

A* (A(y)) =0.

Legyen most v; = B(e;), és bontsuk fel v;-t v; = u; + w; alakban, ahol u; a
V1, Vg, ... ,v;—1 vektorok linedris kombinacidja, w; pedig ortogondlis vy, vs,... ,v;_1-T€.
Ekkor

det(vl,vg, e 3 Ui—15U05, Wig1y - - - ,wm) = det(’Ul,’Ug, e 5 Vi1, Wiy, Wit 1y - - - ,wm)

+ det(vi,va, o, Vie 1, Uiy Wit 1, - -+ W)

Mivel a jobb oldali 6sszeg masodik tagja nulla, indukciéval azt kapjuk, hogy
|det(B)| = det(v1, v2, ..., vm) = det(wi,wa, ... ,wy) = H |Jw;]| < H [|vs]]-
1=1 1=1

* 11.3.34. Feladat [9]. Ha egy X normélt térben ||z + y|| = ||z|| + ||y|| esetén van
olyan ¢ > 0, hogy = = cy vagy y = cx, akkor a normalt teret szigorian normaltnak
nevezziik. Igazoljuk, hogy egy X normalt térre az alabbi allitasok ekvivalensek:
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(1)
(@) 2y eX, all =yl = 1,z # y esetén ||(z +v)/2]| < 1
(3) myeX, |z =lyl=1,2#y,0<a<lesetén |az+ (1—a)y| < 1.

X szigorian normalt;

* 11.3.35. Feladat [5]. Legyen X szigordan normalt tér, K C X konvex halmaz.
Bizonyitsuk be, hogy minden x € X-hez legfeljebb egy olyan y € K létezik, amelyre
|z —yl| = d(=z, K).
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tura (15987-1647) 81
centrdlt 41, 166
Cr [14] 14
C 157,173,175, 177
Co 149, 150, 177
170
csavarvonal 142
Csebisev-egyenlétlenség 55, 93, 94
Csebisev, Pafnutyin Lvovics (1821-1894)
55
x 144, 145, 150, 154
csokken6 sorozat konvergens 9
csoport 41, 149, 168
Czéch Lészl6 9

[40] 62, 52, 172, 179

conv

d [40] 41, 159, 160, 170, 182
Daréczy Zoltdn 9, 183

6 155
A 33
derivalt
derivalt, parcialis
Descartes-szorzat
IT [13] 41

x [13] 31, 73
det [14] 101, 79, 136, 140
determindns [14] 101, 140, 168
diadikus 28

diadikus racionalis 164

diam 37, 131, 132, 159, 163, 170
Dieudonné, Jean 158, 183

[40] 111, [40] 221, 110, 150
[40] 224
[13] 31, [13] 41
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Mutaté

differencialds 9, 123

differencidlegyenlet 152

differencidlhaté 9, 72, 117, 118, 119,
120, 136, 141

differencidloperator 148

differencidlszamitds 172

dim  [14] 23, 40, 181

dimenzié, Hausdorff- 40

dimenzié, vektortéré [14] 23

Dirac-mérték 33, 61, 82, 155

Dirac [dirdk], Paul Adrien Maurice (1902
1984) 33

D 147, 148

dist 159, 160, 162, 170, 179

diszjunkt 7, 12, 13, 24, 29, 40, 60, 86,
111

diszkrét topologikus tér

div 141, 142

divergencia 141

divergenciatétel

dmn [13] 34, 44

%%& 84, 89

do 49, 52

dp, 69

dudlis 92, 130, 140

dudlis tér 178

Dunford, Nelson 85, 183

deo 69

160

141

e [40] 73

e 149, 152

egész szam 9

egyenes 130

egyenletesen folytonos
157, 161, 172

egyenletes konvergencia 50, 52, 57, 98,
100, 109, 173, 175, 176

= [13] 14, 65, 68, 72

egyenld halmazok [13] 14

egyértelmi 98

egyesités [13] 40, 162

U [13] 40

egységelem 145, 155, 168, 169

egységelemes kommutativ Banach-algebra
155

egység felbontdsa 95, 97, 164, 167

[40] 99, 117, 146,

egységgomb 37

egységvektor 131, 141

egyszert fiiggvény 51, 55, 57, 60, 62, 64,
66, 88, 102

ekvivalenciaosztaly 65, 179

ekvivalenciareldcié [13] 34, 28, 65

ekvivalens 179

~ [13] 34

eleme [13] 13

€ [13] 13

ellipszis 142

ellipszoid 142

el6jeles mérték 85

eloszlds 124

eloszlasfiiggvény 124

els6 kategéridju 29, 30, 160, 162

eltérés 14, 49, 58, 69, 160, 172

eltérésbdl szarmazé topolégia 160

eltolds 140, 168

eltolasinvaridans 79, 145, 172

eltiinik a végtelenben 177

e-hdlé 169

értékkészlet [13] 34, 51, 54, 68, 127

értelmezési tartomdny [13] 34, 54

euklideszi tér [40] 25, 61, 62

e” [40] 187

exponencidlis fiiggvény [40] 187

I 147
Fatou-lemma 56, 57, 59, 64, 66
Fatou [fatu], Pierre (1878-1929)
Federer, Herbert 9, 140, 142, 183
felcserélhets 123

félgytiri 20

féligrendezett halmaz [13] 57
félmetrikus tér 160, 172
félnorma 172, 179

félnormalt tér 172

fels6 hatdr [40] 14, 62

fels6 hatdrérték [40] 65

felsé Riemann-integral [40] 130
felsé Riemann-osszeg [40] 129
felszin 7, 14, 38, 130, 140, 142
felszinképlet 130, 137, 139, 140
feliilet 141
feliileti integral
feliilr6l korldtos

56

130, 139, 141
[13] 59
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- 160 Fubini tétele monoton fiiggvényekrol
finom 110, 111, 127 120
Fischer, Ernst (1875-1959) 65 fiiggvény [13] 36, 116, 125, 126, 133,
fizikai jelentés 110, 141 143, 144
f(A) [13] 42 fiiggvény, Borel- 44
' [40] 111, [40] 221 fiiggvényegyenlet 149
ft [13] 44 fiiggvény, karakterisztikus [13] 38
F7NA) [13] 42 fiiggvény, mérhet.fi 44
fog —o fﬁggvény, normalizalt 31
Foo- f?ggvtfnysor 172
flA [13] 37 fljggve’znyS(’)rozat 172
- 58 fiiggvénytér 173
funkciondlanalizis 8, 158

1l =1 Ml
ft 58
;= gammafiiggvény [40] 201, 37
f(x) [13] 42 T [40] 201, 37, 40, 80
fraxw—y [13] 36 Gauss—Green-tétel 141
f:X—=Y [13] 36 Gauss, Karl Friedrich (1777-1855) 141
Fo 30, 161, 163 Gauss—Osztrogradszkij-tétel 130, 141
folytonos 11, 24, 30, 32, 33, 44, 46, 52, Gelbaum, Bernard R. 183

68, 70, 71, 72, 99, 104, 107, 109, 117, generalt o-algebra 20, 81

120, 121, 125, 126, 137, 149, 150, geometria 8, 37, 38, 140

158, 160, 161, 163, 164, 166, 168, Gihman, Joszif Iljics 183

170, 172, 173, 175, 177 Gildnyi Attila 9
folytonosan differencialhaté 150, 151 Gs 22,33, 38, 161, 163
folytonos, egyenletesen [40] 99 gomb 67, 80, 111, 142
folytonos linedris funkcional 83, 100, gombfeliilet 159

101, 178, 180 gomb térfogata 37
folytonos linedris operdtor 144, 177, 178, gorbe alatti teriilet 76

180 gbérbe menti integral 130, 139

folytonossagi pont
Fomin, Szergej Vasziljevics
forrdsintenzitdas 141
Fourier [furié], Jean-Baptist Joseph de
(1768-1830) 8, 156
Fourier-transzformdacié 143, 149, 150,
153, 154, 156, 157
Fourier-transzformalt
F(P, f) [40] 129, 70
fraktdl 40
Fridli Sdndor 9
Fried Ervin 9, 183
Fubini, Guido (1879-1943) 73, 120
Fubini-tétel 73, 76, 77, 79, 98, 99, 121,
123, 131, 134, 140, 145, 150, 151,
152, 154, 155

31, 71, 105, 125
184

149, 153, 156

Green [grin], Georg (1793-1841)
Gvisiani, Alekszej Dzsermenovics
gyorsan csokkené 148

141
184

Haar Alfréd (1885-1933) 8, 41
Haar-féle hanyados 41
Haar-mérték 41, 98, 99
Hahn-féle felbontds 88
Hahn-féle felbontdsi tétel 90

Hahn, Hans (1879-1934) 90

halmaz [13] 13

halmaz feletti integrdl 55, 58, 61, 63, 88

halmazfiiggvény 7, 14, 33, 73, 76, 85,
124

halmazfiiggvényhez tartozé kiilsé mérték
17
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{xeA:S@)} [13]17 hosszisidg 7
halmaz képe [13] 42
halmaz mértéke — mérték

halmazok egyenlésége [13] 14 7 62
halmazok kiilsnbsége [13] 26, 12 S [40] 24
halmazok tavolsaga 20, 38, 160 indiszkrét topologikus tér 160
Halmos P4l R. 9, 85, 172, 183 inf  [40] 14, 48
halé, e- 169 infimum — alsé hatar
hiromszdg-egyenlStlenség 172 integral 7, 8, 54, 58, 61, 63, 69, 72, 76,
hasonldsdg 40 83, 109, 110, 121, 122, 123, 124, 125,
hatar 141, 160 126, 127, 138, 139, 140, 142, 144, 154
hatérérték  [40] 57, 52, 54, 62, 67, 72, integral abszolut folytonossaga 60
151, 172 integralds 123, 143
hatdrérték, bal oldali  [40] 103 integral, halmaz felett 55, 58, 61, 63, 88
hatdrérték, jobb oldali  [40] 103 integralhaté 58, 59, 60, 61, 62, 63, 65,
9 160 85, 88, 89, 91, 115, 122, 144, 147,
Hausdorff-csoport 41, 168 148, 150, 151
Hausdorff—dimen?ié 40 : f [40] 130, 54, 58, 61, 63
Hausdorff, Felix (1868-1942) 37, 163,
o ) A 55, 58, 60, 61, 88
Hausdorff kiilsé mérték 37, 140 J, 69
Hausdorff-mérték 37, 40, 68, 130, 132 J_ [40] 130
Hausdorff-tavolsag 132, 170 J~ [40] 130
Hausdorff-tér 22, 23, 163, 166 [ fdg [40] 130
Hausdorff topologikus csoport 169 integralkozelits osszeg 55
Heaviside-fiiggvény 33 integréltranszformacié 143, 144
Heaviside [heviszajd], Oliver (1850-1925) integraltranszformaciés formula 130,
33 139, 140
Heine, Eduard Heinrich (1821-1882) 166 integral tulajdonségai 63
helyettesités 121, 125, 126 intervallum  [40] 41, 23, 25, 31, 33, 34,
helyettesitéses integralds 121, 126, 127, 36, 68, 69, 117, 124, 141, 161, 175
139

invarians mérték 41

inverz 168

inverzids tétel 152, 153
inverz reldcié6 [13] 44
irdnyitds 127

irracionalis 30, 163

ivhossz 7, 38, 130, 140, 142

Hewitt, Edvin 183, 184

Hilbert, David (1862-1943) 179
Hilbert-tér 67, 168, 179, 180, 181

Hille, Einar 184

H™ 37

Holder-egyenl6tlenség 65, 68, 92, 93, 145
Holder-folytonos 40

Holder-konstans 40 izodiametrikus egyenlGtlenség 132
Holder, Otto (1859-1937) 65 izolalt pont 160

homeomorf 160, 162, 176 }Zometr}a 140

homeomorfizmus 125, 160, 166, 168 izometrikus 39, 102, 153, 181
homogenitds 58 izometrikusan izomorf bedgyazis 155
homomorfizmus [9] 28, 149 izomorf 102, 150

hossz  [40] 26, 25
|| [40] 26



Mutaté 191

J 78, 79, 136, 137, 138, 139, 140 kompakt 22, 23, 27, 40, 41, 46, 67, 111,
Jacobi-determindns [40] 243, 136 115, 166, 167, 168, 169, 170, 173,
Jérai Zoltan 9 175, 177
Jegorov, Dmitrij Fjodorovics (1869-1931) kompakt Hausdorff-tér 167
49 kompakt konvex halmaz 131, 132
Jegorov tétele 49, 50 kompakt részhalmaz 166
jobb Haar-mérték 41, 99 kompakt tartéja 147, 166, 177
jobb invaridns 41 kompakt tartdji folytonos 67, 167, 177
jobb oldali hatarérték [40] 103, 105 komplex 175
jobbrél folytonos 105, 121 komplex egységkér 161
jol vag ketté 15 komplex értékti 61, 62, 121
Jordan [zsord7E a], Camille (1838-1922) komplex mérték 85, 86, 88, 89, 90, 91,
7, 88, 104, 105 93, 100, 101, 102, 121
Jordan-felbontas 88, 89, 91, 104, 105, komplex mérték, abszolit folytonos 89,

91

106, 107, 108, 118 .,
104 komplex mértékek szorzata 91

Jordan felbontdsi tétele o . o
komplex mérték, szinguldris 89

komplex mérték, teljes 89
K 172 komplex Radon-mérték 89, 102, 154,

karakter 149, 156 k 1155 ) 407 22

karakterisztikus fiiggvény [13] 38, 62, komp ex szam ; 3[ 44]1 160
69, 109, 125, 128, 129, 140 komdPOZ@lg [13] oo

Kelley, John L. 184 o en,zft‘mozgogi 9, 160

képzetes rész  [40] 24, 86 onjugdlt [40]

m 37 a8 30 40 132 konjugalt linearis 178

X 2098 9% 2, konjugélt tér 102, 178

X5~ 37

konst 37
Kingman, John Frank Charles 184 onstans

O : konstans fiiggvény 173
Kirillov, Alekszander Alekszandrovics
184’1 konstansszoros 102

kontinuum 24, 27, 28, 40
K 66, 100, 106, 177

kontrakcié 40
< [13] 57, 33,124 konvergdl 51

< [13]57, 33 konvergencia, egyenletes 173
kiterjesztés [13] 37, 17, 33, 47, 175, 177 konvergenciatétel 43
kitevé 40 konvergens 58, 66, 67
kivélasztdsi axiéma [13] 61, 28 konvergens részsorozat 50, 169
klasszikus analizis 172 konvex 24, 64, 65, 68, 81, 170, 179, 182
Kluvének, Igor 184 konvex burok 132, 170
Knowles, Greg 184 konvolticié 143, 144, 145, 154, 155
kofelszinképlet 130, 140 koordindta 140, 141
kolcsonosen egyértelmi 126, 127, 136, koordinéatafiiggvény 44, 61

138, 139, 153, 160, 166, 181 ° 160
Kolmogorov, Andrej Nyikolajevics (1903— o [13] 44, 44

1987) 8, 184 korldtos 61, 109, 111, 126, 130, 141, 148,
kommutativ 145, 168 166, 177
kommutativ Banach-algebra 145, 155 korltos, feliilr6l [13] 59

kommutativ csoport [9] 95 korlatos folytonos fiiggvények tere 173
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Mutaté

korlatos fiiggvény 69, 70, 72, 92, 93
korlatos fiiggvények tere 173

korldtos linearis funkcional 92, 94, 103,
106, 119, 178
korlatos linedris operator 178

korlatos valtozasu 103, 109, 119, 121

kornyezet 22, 30, 146, 160, 161, 168, 169

kozelits egység 145, 146, 147, 148

Kronecker-delta 76

Kronecker, Leopold (1823-1891) 76

&a [13] 38

kiilsnbség, halmazoké

\ [13] 26

kiilsé mérték 14, 15, 17, 18, 19, 20, 31,
34, 37, 73, 75, 76, 95

kiils6 mértékbdl szadrmazé mérték 15

kiils6 mérték, halmazfiiggvényhez tartozé
17

kiils6 mérték, reguldris 19

kiils6 mértékre nézve mérheté 15

kiils6 normdlis 141

kiils6 regularitas 22

[13] 26, 12

Laczkovich Miklés

A 25,26, 27, 38

Ag 31,33, 98, 106, 107, 117

Ay 34,35

A" 77,79, 80, 81, 132

lanc [13] 57

lancszabdly 85

Lebesgue-felbontds 84, 114

Lebesgue felbontdasi tétele 82, 84, 85

Lebesgue-féle szingularis fiiggvény 120

Lebesgue [lobeg], Henry Leon (1875—
1941) 8, 50, 54, 59, 63, 69, 70, 76,
82, 84, 89, 106, 116, 117, 120, 149

Lebesgue-integral 54, 69, 72, 76, 80,
122, 126, 145

Lebesgue-integralhaté 70, 72, 120

Lebesgue-kritérium 54, 69, 106

Lebesgue kiils6é mérték 25

Lebesgue kiils6 mérték, n-dimenzids

Lebesgue majoralt konvergencia tétele
59, 61, 63, 66, 71, 73, 90, 91, 93, 148,
151, 153, 155

Lebesgue-mérhet6 25, 26, 27, 30, 81, 126

Lebesgue-mérhet6 fiiggvény 144

9, 40, 85, 184

7

Lebesgue-mérhet6 halmaz, n-dimenzids
7

Lebesgue-mérték 9, 25, 26, 27, 31, 54,
68, 69, 76, 82, 111, 120, 124, 130,
144, 145

Lebesgue-mérték, n-dimenziés

Lebesgue-mérték, normalizalt

Lebesgue-pont 116

35, 37, 77
144

Lebesgue-Radon—Nikodym-tétel 82, 89,
101
Lebesgue—Stieltjes-integral 69, 71, 108,

121, 123, 124, 125
Lebesgue—Stieltjes kiilsé mérték 31
Lebesgue—Stieltjes kiils6 mérték, n-dimen-

7ibs 34
Lebesgue—Stieltjes-mérték 31, 33, 69,

106, 117, 118, 120
Lebesgue—Stieltjes-mérték, n-dimenzids

34, 35
Lebesgue-strtiség 116, 141
Lebesgue stirtiségi tétele 116
Lebesgue tétele 50
Lebesgue tétele monoton fiiggvény deri-

valtjarél 117
lefedés 111, 166
lefedési reldcié 110, 111, 128, 133
Leibniz, Gottfried Wilhelm (1646-1716)

9, 118, 122
Leibniz-szabaly 122
létezik a hatarérték 58
létezik az integral 58, 60, 73
Levi [lévi], Beppo (1875-1961) 57
Levi tétele 57, 58, 60, 62, 66, 75, 83, 84,

88, 124, 139
lezart 160
L’Hospital-szabdly [40] 117, [40] 121,
145
[40] 57
[40] 103
lim, , [40] 103
liminf [40] 65, 48, 56
limsup [40] 65, 48
linearis 178
linedris algebra 172
172, 173

160
95, 103, 172

lim
limth

lineéris altér
linearisan rendezett
line4ris funkciondl
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linedris homeomorfizmus 168

linearis izometria 153

linearis kombindacié 156

linedris leképezés 136, 137, 138, 140,
149, 178, 181

linedris operdtor 172, 177

linedris tér [14] 13, 170, 172, 178

linedris transzformdacié 79

linedris transzformdcié nyoma [14] 107

linearitds 63

Lip 136, 161

Lipschitz-fiiggvény 9, 39, 68, 117, 119,
128, 134, 138, 140, 141, 161, 162

Lipschitz-konstans 161

Lipschitz [lipsic], Rudolf Otto Sigismund
(1832-1903) 9, 161

L 25 81

Ly 31

Ly 34

Lr 77

17 67, 68

1> 67

L' 68,94, 101, 119, 145, 149, 150, 151,
152, 153, 154, 155, 156

L> 67, 83, 153

L° 49, 52, 67, 69

LP 54, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 92, 144,
145, 146, 147, 148, 156

L 68

logikai fiiggvény 43

lokdlis 110

lokalisan kompakt 24, 47, 66, 95, 98, 99,
100, 102, 166, 167, 168, 177

lokdlisan kompakt csoport 41

lokdlisan Lipschitz 9, 133, 134, 136, 137,
139, 140, 161

Losonczi Laszl6 184

Luzin, Nyikoldj Nyikolajevics (1883—
1950) 46

Luzin-tétel 46, 135

M 102, 106, 107, 154, 155, 156, 157

magfiiggvény 143, 144

Magyar Zoltan 184

majdnem minden 55, 66, 68, 70, 115,
116, 120, 122, 141

majdnem mindeniitt 43, 44, 49, 52, 55,
58, 63, 64, 65, 69, 71, 72, 82, 84, 85,
89, 117, 118, 119, 145, 152, 153

majdnem mindeniitt differencidlhaté

126, 133, 134
majdnem mindeniitt konvergal 48, 49,
50, 52, 53
majorans kritérium 58, 63, 64
masodik kategériaju 30, 160, 163
max [13] 59

maximalis [13] 59, 111

maximum [13] 59, 173

T 144, 153

megszamldlhaté 8, 9, 12, 13, 14, 20, 24,
27, 57, 105, 111, 115, 137, 160, 161,
162, 163, 165, 166, 170

megszamlalhat6 bazis 46, 51, 68, 77,
165, 168

megszamlalhat6 bazisa 24, 44, 47, 165,
166

megszoritas [13] 37

mérheté 12, 15, 17, 18, 20, 22, 31, 34,
38, 44, 46, 52, 63, 78, 126, 134, 137,
140

mérhetd fiiggvény 44, 45, 46, 47, 48, 49,
50, 51, 52, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 62,
63, 64, 65, 67, 68, 76, 82, 90, 92, 94,
115, 124, 139, 140

mérhetd halmaz 12, 13, 20, 22, 33, 60,
73, 76, 86, 116, 126, 136

mérhetd, kiilsé mértékre nézve 15

mérhetd tér 12, 43, 44, 45, 48, 51, 82,
85, 86, 88, 89, 90, 91

mer6leges 130

mérték 7, 11, 12, 15, 18, 20, 21, 22, 33,
41, 54, 82, 84, 85, 124

mértékben konvergdl 49, 50, 52, 61

mértékben konvergens 50, 58, 76

mértékek szorzata 73, 75, 76, 98

mérték, eljeles 85

mérték folytonossdga 13, 49, 56, 77, 124,
125

mérték, kiils6 mértékbdl szarmazé 15

mérték normaja 102

mérték, teljes 12
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Mutaté

mértéktér 11, 12, 13, 14, 19, 43, 50, 52,
54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 63, 64, 65,
68, 69, 73, 75, 76, 82, 85, 89, 92, 94

mértéktér altere 14, 55, 58, 61, 63

mértéktér bazisa 68

mértékterek szorzata 35

mérték természetes kiterjesztése 18

mértéktér, teljes 12

mértéktér természetes kiterjesztése 18

mértéktér, valészintliségi 12

mértéktér, véges 12

mérték, valészintliségi 12

metrika [40] 41, 49, 161, 172

metrikdbdl szarmazé topoldgia 159

metrikus tér [40] 41, 8, 20, 37, 39, 40,
48, 52, 69, 159, 160, 161, 162, 163,
164, 169, 170, 172

metrikus tér altere 161

159, 161, 162, 165, 168

metszet [13] 40, 12, 161, 163

N [13] 40

Mikolas Miklds

min [13] 59

[13] 59, 104

[13] 59, 173

Minkowski-egyenlGtlenség 64, 65

Minkowski, Hermann (1864-1909) 64

—o0 11

metrizalhatd

184

minimalis
minimum

momentum 124

monom 148

monoton 103, 121

monoton csokkend 52

13, 55

monoton linedris funkciondl 95, 98, 101

monoton névekedé 32, 36, 104, 109, 117,
120, 121, 124, 125, 146

monoton novekedd fiiggvény 31, 33, 71,
98, 104, 106, 121

Morgan, Frank 184

multiindex 147, 148

126, 127

monotonitds

multiplicitas
u" o 7h

miivelet 143, 168, 173, 177, 178

N [13] 45
Nachbin, Leopoldo
nagyitas 112
> [13] 57, 33
> [13] 57, 33
nagyon sima 147
nagy szamok gyenge torvénye 76
Natanson, Izidor Pavlovics 184
n-dimenzids intervallum 33
n-dimenzids Lebesgue kiilsé mérték 77
n-dimenziés Lebesgue-mérhets halmaz
7
n-dimenzids Lebesgue-mérték 35, 37, 77,
143
n-dimenzidés Lebesgue-Stieltjes kiilsé mér-
ték 34
n-dimenziés Lebesgue—Stieltjes-mérték
34, 35
negativ rész
# [13] 14
nem eleme
¢ [13] 18
nem mérheté 24, 28, 30
nemnegativ 7, 12, 14, 17, 34, 54, 55, 82,
115
nemnegativ fiiggvény 51, 62
Neveu, Jaques 184
Newton [njditn], Isaac (1643-1727) 9,

184

54, 58

[13] 18

118
Newton—Leibniz-formula 118, 122
Ny 126, 127, 137
Nikodym, Otto (1888-1974) 82, 84, 89
nivéhalmaz 9, 44, 124

norma [40] 26, 65, 67, 68, 69, 92, 100,
106, 148, 172, 177, 178

'l [40] 26, 92, 100, 102, 154, 172, 177,

178, 182

normalis 141, 163, 164, 165, 167, 175

normalizalt fiiggvény 31, 32, 105, 107

normalizaltja 32

normalizalt Lebesgue-mérték 144

normalt algebra 172, 177, 178

normalt tér 65, 69, 172, 173, 177, 178,
181, 182

normaélt térbeli értékli 177

norma, uniform — uniform norma

névekvo sorozat konvergens 9
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195

v 25

vy 31

vy 34

0 9,55

nulla mértéki 12, 27, 28, 43

nullsorozat 67

nulltér 180

v 37

vyt 37

nyilt 20, 22, 23, 27, 31, 35, 40, 41, 44,
67, 77, 95, 120, 125, 134, 136, 137,
139, 140, 141, 142, 145, 147, 148,
159, 160, 161, 162, 163, 164, 165,
166, 167, 168

nyilt gobmb 52, 159

nyilt halmazok struktiratétele 32, 165

nyilt intervallum 29, 77, 125, 160, 165

nyom, linedris transzformdciéé [14] 107

Olmsted, John M. H. 183

w 163

6nadjungalt 137, 180, 181
ortogonalis 131, 179

ortogondlis felbontdsi tétel 179
ortogonalis injekci6 137, 180, 181
1 179

ortogonalis komplementer
ortonormalt bazis 181

179

8skép  [13] 42

Osszeg, bévitett valés szamoké 11
Osszeg, komplex Radon-mértékeké
Osszeg, soré  [40] 68

oszcillacids fiiggvény 163
Osztrogradszkij, Mihail Vasziljevics (1801-

102

1861) 141
Oxtoby, John C. 46, 184
paralelepipedon 140
paraméter 123
Oa 147

parcidlis derivalt [40] 224, 123, 134
parcialis differencidlas 148
parcialis integralas 121, 122

0; 148

0/0x [40] 224

paronként diszjunkt 12

Parthasarathy, Kalyanapuram Ranga-
chari 184

Peano, Giuseppe (1858-1932) 7

perfekt 29, 160, 162, 170

Phillips, Ralph S. 184

Plancherel, Michel (1885-1967)

Plancherel-tétel 153

+oo 11

|l 64, 65, 68, 148

polarkoordinatdk 142

polinom 148, 150, 174, 175

pontbeli tulajdonsag 43

pontonként 173, 177, 178

pozitiv. 99

pozitiv definit 158

pozitiv homogenitas

pozitiv rész 54, 58

pozitiv természetes szam 9

P(9) 148

P(-0) 148

premérték 18, 20, 23, 33, 95

IT [13] 41, 9

projekcié  [13] 41, 140, 162

153

55

Q [40] 18

R [40] 18, 11

raciondlis  [40] 18, 30, 33, 69, 109, 114,
126, 134, 163, 165, 166

Rademacher, Hans Adolf (1892-1969)
134

Rademacher tétele 134, 137

Radon, Johann (1858-1932)
89

Radon-mérték 8, 22, 23, 24, 27, 31, 32,
35, 36, 41, 46, 47, 66, 77, 79, 95, 98,
100, 102, 103, 115, 124, 125, 158

Radon-mérték, komplex 89

Radon-Nikodym-derivalt 84, 89, 90,
110, 114, 117, 118, 119, 122

Radon-Nikodym-tétel 82, 84, 85, 93,
114, 122, 155

R [40] 24

reflexiv  [13] 34, 82

reflexiv Banach-tér

8, 82, 84,

119
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163

regularis kiils6 mérték 19

rektifikilhat6 68

[13] 44

[13] 57, [13] 58

[13] 57

rendezés, természetes
rendezés

reguldris

relacié inverze
rendezés
rendezés, teljes
— természetes

rendezéstopoldgia 11, 160
rendezett par [13] 31
Rényi Alfréd 184

[9] 55, 30, 168
[13] 17, 12, 162
részhalmaz, kompakt 166
[40] 61, 50, 52

részcsoport
részhalmaz

részsorozat
R 11, 160

Riemann, Georg Friedrich Bernhardt
(1826-1866) 54, 106, 149
Riemann-integral [40] 130, 54, 80
Riemann-integralhaté 54, 69, 70, 72
Riemann—Lebesgue-lemma 149
Riemann-osszeg [40] 129, 54
Riemann—Stieltjes-integral [40] 130, 71,
103, 106, 108
Riesz-féle kivélasztasi tétel
Riesz—Fischer-tétel 65
Riesz Frigyes (1880-1956) 8, 50, 54, 65,
92, 95, 100, 101, 102, 180, 184
83, 108, 180
Riesz reprezentacids tétele I funkciondl-
jaira 100, 102
Riesz reprezentdcids tétele P funkciondl-
jaira 92

50, 52

Riesz reprezentacids tétele

Riesz reprezentacids tétele monoton funk-
ciondlokra 95, 98, 101

R™ [14] 14, 8

rng [13] 34, 52

Rogers, Claude Ambrose 184
Ross, Kenneth A. 183
Royden, Halsey Lawrence 184

Rudin, Walter 9, 70, 71, 80, 184, 185

Saks, Stanistaw 185

Schipp Ferenc 9

Schwartz, Jacob T. 85, 183

Schwarz, Hermann Amandus (1843-1921)
178

sehol sem stird 27, 29, 30, 160, 162

Sierpinski-szényeg 40

Sierpinski, Wactaw (1882-1969) 40

Sigler, Laurence Edward 9, 183

Sikorski, Roman 185

sima 150

Simon Péter 9

S 148, 152, 153

S 62

S 159

sor Osszege [40] 68

sorozat [40] 36, 169

sp [14] 107, 141

spt  — tarté

Steiner, Jacob (1796-1863) 130

Steiner-szimmetrizacié 130, 132

Steinhaus, Hugo Dyonizy (1887-1972)
30

Steinhaus tétele 30

Stieltjes, Thomas Jan (1856—1894)
106

Stone [sztoun], Marshall Harvey (1903—
1989) 173, 175

Stone tétele 173, 175

Stromberg, Karl R. 184

sup [40] 14, 48

supremum — felsd hatar

sdard 29, 30, 33, 45, 66, 93, 101, 102,
109, 115, 137, 148, 160, 162, 163,
166, 173, 175, 177

siriiség 110, 116, 135

Szabé Gyorgy 9

szakadasi pont 105

szakasz 130

szamlalé mérték 12, 24, 38, 61, 67, 76

szamok szorzata 9

szdmossag [13] 90, 27, 40

szamtani sorozat 30

Székelyhidi Laszl6 9

52, 67, 68, 166, 170

52, 63

69,

szeparabilis
szeparabilis altér
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szeparabilis metrikus tér 24, 49, 50, 51,
58

szeparabilis normadlt tér 45, 51

szétvalasztasi tulajdonsag 167

szétvalaszthaté 163

szétvalasztja a pontokat 173, 175

£ 148

o-additiv 85, 138, 140

o-additivitdas 12, 60, 73, 85

o-algebra 12, 33, 43

o-algebra, generalt 20

o-kompakt 22, 23, 140, 166, 168

o-kompakt topologikus tér 166

o-szubadditiv 14, 15, 17, 20, 76

o-szubadditivitds 13

o-véges 12, 22,47, 73, 76, 82, 85, 89, 92,
94

szigorian monoton névekedé 30, 33,
120, 125

szigorian normdlt 68, 181, 182

szimmetrikus [13] 34, 82

szimmetrikus bilinedris forma [14] 45,
181

szimmetrikus kornyezet 168, 169

szimmetrizalt 130

szingularis 82, 120

1 82 89,90

szinguléris, komplex mérték 89

Szkorohod, Anatolij Vlagyimirovics 183

szokasos approximacids eljaras 138, 140

szokasos topolégia 159

Sz6kefalvi-Nagy Béla 9, 71, 106, 117,
120, 184, 185

szoras 124

szorzas 145, 150, 155, 168, 172, 177

(,,.) 178,179, 180

(] 178

o 178

(.,.) 178

(.]) 178

szorzat 77, 162, 166

szorzat, Descartes [13] 31, [13] 41

x  [13] 31, 73

IT [13] 41, 9, 162

szorzat, komplex mértékeké 91

szorzatmérték 73, 75, 76, 77, 98

szorzat, szdmoké 9

® 73,75, 76, 91, 98, 122
szorzattopolégia 162
szubadditiv 41
szubbazis 161, 162, 166
szikiils 13

> [40] 68, 11
szummabilis 58

tartalmazds [13] 14

C [13] 14

D [13] 14

tarté 164

To 144, 146, 152

tévolsdg [40] 41, 159, 170

tavolsidg, halmazoké 20, 38, 160

Taylor, S. James 184

tehetetlenségi nyomaték 142

teljes altér 14

teljesen korlatos 169

teljesen reguldris 163, 167

teljes komplex mérték 89

teljes mérték 12, 18, 102

teljes mértéktér 12, 44, 48, 52, 63, 73

teljes metrikus tér 24, 40, 52, 162, 163,
169, 170, 172, 173

teljes normalt tér 65, 179

teljes Radon-mérték 32, 35, 36, 95, 98,
101, 110, 111, 113, 114, 115, 116, 158

teljes rendezés [13] 57

teljes o-véges mértéktér 122

teljes viltozds 86

tér, euklideszi [14] 14

térfogat 7, 38, 110, 140, 142

tér, linedris  [14] 13

természetes kiterjesztés 18, 24, 41, 90,
95, 98, 102, 154, 155

természetes rendezés [40] 21, 11, 160

természetes szam  [13] 45, 147

tér, metrikus  [40] 41

teriilet 7, 14, 142

tér, unitér [14] 14

" 143, 149, 150, 152, 153, 156, 157, 158

Tietze, Henrik Franz Friedrich (1880-
1964) 47, 175

Tietze tétele 47, 175

T 156, 159

toltés 142
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tomeg 110, 142

topoldgia 7,9, 20, 21, 26, 53, 159, 160,
161, 172

topolégia, altéré 161

topoldgia bazisa 161, 162

topoldgia, eltérésbol szarmazé 160

topolégia, metrikdbdl szarmazé 159

topoldgia, rendezés- 11, 160

topoldgia, szokasos 159

topolégia, szorzat 162

topoldgia szubbazisa 161

topologikus algebrai struktrira 168

topologikus csoport 8, 41, 99, 168

topologikus tér 8, 20, 44, 159, 160, 161,
162, 163, 164, 166, 168, 172, 173

topologikus tér, diszkrét 160

topologikus tér, indiszkrét 160

topologikus tér, o-kompakt 166

torlédési pont 160

tranzitiv  [13] 34, 82

triadikus 27, 28

trigonometrikus polinom 156

tiikkrozés 131

Tyihonov, Andrej Nyikoldjevics (1906-)
41, 166

Tyihonov tétele 41, 166

U 159

unicitasi tétel 153
uniform norma 106, 173
| l. 100, 173, 177

unié [13] 40, 12, 161

U [13] 40

unitér operator 168
unitér tér [14] 14

iires halmaz [13] 19

0 [13] 19

Uriszon-lemma 67, 97, 163, 164, 167,
176

Uriszon, Pavel Szamojlovics (1898-1924)
163

V 103, 104, 105, 106, 107, 118, 119

valés fiiggvénytan 117

valés mérték 85, 86, 88, 90, 100

val6s Radon-mérték 154

valds rész  [40] 24, 86

valés szdm  [40] 18

val6szintliség 7, 33

val6szintliségi mérték 12, 76

valdszintliségi mértéktér 12, 14

val6szintiségi valtozé 33, 124

valdszintségszamitas 7, 8, 9, 31, 32, 33,
49, 82, 124

valtozds 103, 119

varhato érték 124

véges 12, 51, 55, 58, 162, 166, 179

véges dimenziés 68, 172, 177, 181

véges mérték 67, 83, 86, 88, 92, 124

véges mértéktér 12, 49, 50, 52, 58, 93,
94

véges mértékid 20, 46

véges teljes Radon-mérték 156, 158

oo 11, 58

végtelenben gyorsan eltind 150

végtelen sor 172

vektorértéki fiiggvény 61, 62

vektormez$ 141

vektortér [14] 13, 85

vektortér dimenziéja [14] 23

" [40] 111, [40] 221

Y 110

V—d(zlrivélt 113
v

(V)@ 113, 114

(V)lim 113, 115, 116

(V) liminf 113

(V) limsup 113

Vitali, Giuseppe (1875-1932) 110, 111

Vitali-lefedés 110, 111, 113, 114, 115,
116, 127

Vitali tétele 111,117, 133

Vlagyimirov, Vaszilij Szergejevics 185

Weierstrass approximécios tétele 175

Weierstrass, Karl Theodor Wilhelm (1815-
1897) 175

Weierstrass—Stone-tétel 98, 157, 175
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(X, A) 12
(X, A ) 12
X* 178
X(f>g) 43
TndxT 9
TnTax 9
X—=Y 9
X(P) 43

Yosida, Kosaku 185

Zaanen, Adriaan Cornelis 185

zért 160, 161, 162, 163, 164, 166, 167,
170, 175, 179

zart gomb 116, 159

zart linedris altér 179

Zeidler, Eberhard 185

Zermelo, Ernst Friedrich Ferdinand (1871-
1953) 28

z [40] 24

Z 9

Zorn-lemma [13] 64, 111, 166
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