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El6sz6

Tudoméanyos palyamat 2010-ben kezdtem PhD hallgatoként az ELTE IK Nu-
merikus Analizis Tanszékén, ahol 2012-t6] tanarsegéd, majd 2016-t61 adjunktus-
ként dolgozom. Ez id6 alatt bekapcsolodhattam a tanszéken miikods, tobb év-
tizedes multra visszatekinté Harmonikus- és Fourier-analizis Iskola kutatésaiba.
Dr. Schipp Ferenc professzor emeritus és Dr. Fridli Sindor tanszékvezets egyetemi
tanar témavezetése nyoman megismertem a raciondlis fiiggvényrendszerekkel va-
16 approximaci6 elméleti eredményeket, ezek geometriai értelmezését, rendszer- és
iranyitaselméleti jelentGségét, illetve EKG jelfeldolgozasban torténd gyakorlati al-
kalmazasat. Ez az idGszak tudoményos és oktatoi szempontbdl is meghatérozo volt.
Ennek koszonhetGen doktori tanulményaim alatt és késébbi tudoményos palyam
soran is az emlitett témakorokhoz erGsen kapcsolodéd alkalmazéasorientalt alapku-
tatasokat végeztem, melyekben az elméleti kutatis problémafelvetéseit kozvetlen
gyakorlati alkalmazésok inspiraltak. Fontosnak tartom kiemelni, hogy a tanszéken
oktatott targyak nagy mértékben hozzéjarultak kutatasaim sikerességéhez, és for-
ditva, bizonyos eredményeim, észrevételeim segitettek ezen targyak ismeretanyaga-
nak mélyebb megértésében, melyet oktatasi segédanyagok, szemlélteté programok
forméjaban beépitettem egyetemi elGadasaimba. Az oktatott targyak anyagaira
tamaszkodd, sajat kutatasaimhoz kapcsolodo feladatokon keresztiil egyetemi hall-
gatokat is be tudtam vonni a tudomanyos munkiba. Ennek koszonhetGen az el-
mult években 6sszesen 4 diplomamunkat, 10 szakdolgozatot és 4 TDK dolgozatot
témavezettem, melyek az OTDK-n is szépen szerepeltek (II. és II1. dij, illetve egy
kiilondij). 2020-ban az egyik ilyen TDK dolgozat folytatasaként egy doktori témat
is meghirdettem.

Az elmult idGszakban nemzetkozi tapasztalatokat is szereztem. 2012-ben fél
évet toltottem Finnorszagban, a Tamperei Miszaki Egyetem Jelfeldolgozé Kutato
Intézetében (ISP). Itt epilepszids rohamok EEG alapu detektalasan dolgoztam. A
kutatocsoportot vezeté Moncef Gabbouj professzorral és PhD hallgatojaval Kaveh
Samiee-val tobb kozos publikicionk jelent meg, koztiik az egyik egy Dl-es folyo-
iratban [SamKov17]. Finnorszagban ismertem meg Dr. Serkan Kiranyaz-t a Kata-
ri Egyetem professzorat is, akivel sztochasztikus optimalziacié témakorében jelent
meg kozos cikkiink. Ez és az ELTE Numerikus Analizis Tanszékén végzett hiperbo-
likus geometriaval kapcsolatos kutatasok inspiraltdk egy kés6bbi munkam, az adap-
tiv transzformaciés modszerek optimalizaciojanak altalanositasat, mely az egyik
legrangosabb jelfeldolgozo folyoiratban jelent meg D1-es publikacioként [KovFri20].
A cikk eredményeit bemutattam Victor Pereyra és Michael Saunders stanfordi
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professzoroknak is, akik 2017-ben meghivtak a Linear Algebra and Optimization
szeminariumukra.

2018 és 2020 kozott a linzi Johannes Kepler Egyetem (JKU) Jelfeldolgozo In-
tézetében voltam posztdoktori kutato. Itt tobbek kozott folytathattam a doktori
alatt megkezdett EKG jelfeldolgozassal kapcsolatos kutatdsaimat. Ezen keresztiil
ismertem meg Carl Béck PhD hallgatot és a Kepler Egyetemi Korhaz Intenziv és
Aneszteziologiai Osztalyanak vezet§jét, Dr. Jens Meier orvosprofesszort, akikkel
EKG jelek modellezését és szegmentalasat kutattuk. Az EKG és EEG jelfeldolgo-
zashoz kapcsolédoan 2019-ben egy kozos, ELTE IK — JKU ISP, konferencia szekciot
is szerveztiik a 17. EUROCAST konferencian. Jelenleg egy hasonld témaban szer-
veziink szekciot az 55. Asilomar Conference on Signals, Systems, and Computers
konferenciara. A biologiai jelfeldolgozas mellett, korabbi kutatasaimtol eltérd jel-
feldolgozasi problémékon (telekommunikacio, gépi tanulas, roncsolasmentes anyag-
vizsgédlat) is dolgozhattam a linzi intézetben. Ennek eredményeképp az ISP-t ve-
zet6 Dr. Mario Huemer professzorral 9 k6zds publikacionk jelent meg koztiik kettd
Q1l-es folybiratokban. Egy egyvetemi egyilittmiikddés keretében a 2019-ben tjon-
nan megalakult Silicon Austria Labs GmbH induloprojektjeinek kidolgozasaban is
részt vehettem. Tgy a kutatas mellett szamos 1j, értékes tapasztatal gazdagodtam
a projektvezetés, szervezés, palyazatiras teriiletén.

Doktori védésem ota, a 2016-2021 idGszakban 6 konferencia és 11 folyoirat
cikket publikdltam jelmodellezés, mesterséges intelligencia/gépi tanulas, biologiai
jelfeldolgozés, telekommunikacio, roncsolasmentes anyagvizsgalat témakorokben.
Ezek alapvetGen interdiszciplinéris jellegii komplex kutatasok, melyekhez nem csak
informatikai, illetve matematikai tudasra, de alkalmazasspecifikus ismeretekre is
sziikség van. Emiatt kiilonb6z6 teriileteken dolgoz6 szakemberekkel, orvosokkal,
mérnokokkel, fizikusokkal kellett egytlittmikodnom. Habilitacios dolgozatomban
ezen idGszak kutatasi eredményeit foglalom 0ssze, rendszerezem harom téméban:

— jelfeldolgozasban: [Kovl7h; Kovl8; KovFekl9; KovBo6cl9; BogFril9;
KovEri20];

— gépi tanulasban: [KovLeh20a; KovLeh20b; LehGal21; KovBog21b];

— gyakorlati alkalmazasokban: [KovBo6c¢17; SamKov17; LanKov18; BocKos19;
Do6zBog19; GarKov20; BocKov21|.

A habilitacios dolgozat szerkesztése inkrementéalis, tehat épitek a kordbban beve-
zetett fogalmakra és allitdsokra, éppen ezért a fejezetek sorrendisége fontos. Kzt
a logikat koveti a publikdciok csoportositasa, melyben figyelembe vettem az alkal-
mazott matematikai modszerek, technikdk hasonlosagat is.



Koszonetnyilvanitas

Eztton szeretnék koszénetet mondani Dr. Fridli Saéndor tanszékvezets egyetemi
tanarnak, hogy kezdettdl fogva koordinalta tudoményos péalyafutdsomat, témave-
zette doktori tanulmanyaimat, és tamogatta habilitacidos dolgozatom elkészitését
is. Halas vagyok a kozos publikiciok alatt szerzett tapasztalatokért. Koszoném a
tudoményos 6sztondijak és palyazatok megirasihoz nytjtott segitségét és szakmai
tamogatasat.

Kiilén koszonettel tartozom Dr. Schipp Ferenc professzor emeritusznak, aki a
doktori tanulmanyaim megkezdése 6ta mentoralja tudomanyos palyam és 6tleteivel
azOta inspirdlja immaron nemcsak sajat, de doktoranduszom kutatasait is.

K6sz6nom az ELTE Numerikus Analizis Tanszékének, hogy 2012-ben tamogat-
ta tanarsegédi, 2016-t6l adjunktusi kinevezésem, illetve jelenlegi habilitacids pa-
lyazatomat. Halas vagyok a tanszéki kollégaknak, hogy a 2018-2020 koz6tti osztrak
kikiildetésem alatt helyettem is viselték a Tanszék oktatasi terheit és ezaltal lehe-
toveé tették, hogy a kiilfoldi posztdoktori idGszak utan visszatérhessek az ELTE-re.

Halas vagyok Dr. Kaveh Samiee-nek és Carl Bock-nek az elmilt évek kozos
munkajaért és baratsagukért. Kaveh-val a Tamperei Miszaki Egyetemen talalkoz-
tam. PhD hallgatoként ez volt az els6 nemzetkozi egyiittmikddésem, melybdl a
jelenleg legtobbet hivatkozott publikacioim késziiltek. Carl-t, a linzi Johannes Kep-
ler Egyetem (JKU) PhD hallgatojat, méar posztdoktori kutatoként ismertem meg.
Ez tudomanyos palyam egyik mérféldkéve, melynek kdszonhet&en posztdoktori al-
last kaptam a JKU-n. A kozos publikiaciok, konferencia szereplések, tudomanyos
utazasok, mellett Carl jovoltabol végiil sielni is megtanultam.

Koszonom csaladdomnak a doktori tanulmanyaim és a kiilfoldi kikiildetésem
soran nyudjtott tamogatasat. A dolgozatot édesanyam emlékének ajanlom.

1. fejezet

Bevezetés

Az informatika tudoméanyos és technologiai vivmanyainak kdszonhetSen a jelfel-
dolgozés oriasi fejlédésen ment keresztiil az elmalt t6bb mint 50 évben [Neb98]. A
kezdetben kizarolag hadaszati és telekommunikacios célokat szolgalo jelfeldolgozas
méara szamos tovabbi tudomdanyos és kéznapi alkalmazassal (szeizmologia, biolo-
giai jel- és képfeldolgozas, iddsor analizis, beszédfelismerés, stb.) boviilt. Ezekben
az esetekben a vizsgalt jelet fiiggetlen valtozok (pl. idd, tér) fiiggvényének tekint-
hetjiik. A dolgozatban targyalt jelek tobbsége egyvaltozos valos-valos fiiggvény, de



2 Bevezetés

példaul a roncsolasmentes anyagvizsgalathoz kapcsolodd munkaimban eléforduléd
kép és video felvételeket két-, illetve hdromvéltozos fiiggvényekkel reprezentalhat-
juk. A gyakorlatban el6fordulé analog jelek folytonosak, melyeket a szamitdgépes
feldolgozhatosag érdekében digitalizalni kell, ami magaban foglalja az értelmezé-
si tartoméany mintavételezését és az értékkészlet kvantalasat. Az analog-digitalis
atalakitas eredményeképp fiiggvények helyett vektorokkal is dolgozhatunk. Ha a
mintavételezést megfelel6 gyakorisaggal végezziik, akkor a Shannon—Nyquist-féle
mintavételezési tétel értelmében a diszkrét mérésekbdl hibatlanul rekonstrualhat-
juk az eredeti jelet. Tehat nem veszitiink informéciét, ha az anal6g jelek helyett
azok diszkrét megfelelgjével dolgozunk.

Attol fiiggGen, hogy a mérésekben feltételeziink-e valamilyen bizonytalansagot,
beszélhetiink determinisztikus és nemdeterminisztikus jelekrdl. Az els6 esetben a
jel akar explicit képlettel is definidlhato, mig a masodik esetben a méréseket be-
folyasolo véletlen tényezdk (pl. zaj) miatt erre nincs lehetéség. A nemdeterminisz-
tikus jelek sztochasztikus folyamatoknak tekinthet6k, a diszkrét mérések pedig
valészintiségi vektorvaltozokkal modellezheték. Igy a jelfeldolgozasbeli problémak
targyalasa alapvetGen két iranybol, approximacio- és valoszintségelméleti alapon
kozelithetd meg. Az ELTE IK képzéseiben az elbbi szemlélet dominal kdszonhets-
en a Numerikus Analizis Tanszéken folyo tobb évtizedes approximécioelméleti ku-
tatasoknak. Ezért a habilitacios tézisekben Osszefoglalt sajat eredményeimet ebben
a megkdozelitésben fogom ismertetni. Megjegyzem, hogy a JKU-n volt szerencsém
a valoszintiségelmeéleti alapu jelfeldolgozast is oktatni az "Optimum and Adaptive
Signal Processing Systems" cimi egy féléves MSc elGadason keresztiil.

1.1. Jelek matematikai reprezentacioja

A jelek feldolgozasahoz sziikség van egy altalanos keretrendszerre amiben az al-
taluk hordozott informéaciot értelmezni tudjuk. Ehhez elGszor kijeldliink egy, a
problémahoz illeszkedd (H, |.||) normalt teret. A szamitogépes feldolgozashoz ez
onmagéaban nem elég, ezért az analitikusan nehezen kezelheté bonyolult f € H
fliggvényeket egyszeriibb leképezésekkel kozelitjiik. Formalisan a kévetkezd feladat
megoldasarol van sz6:

(1.1) d(f,S) = ;ggp(f, g9) = ;gng —gll  (feH).

ahol & C H az alkalmazashoz valasztott altér. A fenti p (f,.) tavolsagot minimali-
zalo f € S elem létezésére, egyértelmiiségére, karakterizalasdra szdmos klasszikus
approximécioelméleti tétel ismert [Szi07; Nat52|. A gyakorlatban az f € H fiigg-
vény egy véges, szamitogépes tarolasra alkalmas f € S C H reprezentaciojara van
sziikségiink. Ezért a legjobb approximéci6é problémakorének egy specidlis esetére
szoritkozunk, melyben H egy Hilbert-tér a (., .) skalaris szorzattal, || f|| = \/(f, f),
és S egy véges dimenzios altere H-nak. Ez tébbek kozott azért elnyos, mert a
létezés és egyértelmitiség mellett biztositott az f-et legjobban kozelits f elem el6-
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allitasa is:
N—1

(1.2) f(y=P5f(t) =) ¢0,(t) (teR),

J=0

ahol PY az {©; : 0 <j < N} fiiggvények altal kifeszitett S altérre valo merdle-
ges vetitést leiré operator. A ¢; € R (j =0,..., N — 1) egyiitthatokat a Gc =b
linearis egyenletrendszer megoldasaként kapjuk, melyben Az egyenlet bal oldalan
egy tn. Gram matrix G = ((@i,@]) );7\;—:10 all, a jobb oldali vektor pedig b =

= ((f,00),...,(f,On_1) )T alakia. Ha {©; : 0 < j < N} egy ortonormalt fiigg-
vényrendszer, akkor G az egységmatrix és a ¢; = (f, ©;) szamokat az f fiiggvény
Fourier-egyiitthatoinak nevezziik. Ez mar egy szamitogépes tarolasa alkalmas rep-
rezenticidja az f jelnek, melynek igy elég csak a ¢; egyiitthatoival miveletet vé-
gezni (pl. tomoriteni, sztirni). Az S alteret és az azt definialo {©; : 0 < j < N}
fiiggvényrendszert alkalmazastol fiiggGen valasztjuk meg. Példaul hangfeldolgo-
zésban a trigonometrikus rendszer elemeit hasznéaljuk (MP3), képfeldolgozasbhan a
diszkrét koszinusz, illetve wavelet transzforméciok terjedtek el (JPEG, JPEG2000),
telekommunikacioban pedig a Walsh-transzformécionak van nagy jelentGsége (CD-
MA). Megjegyzem, hogy a jelek (1.2)-ben véazolt értelmezése kellen altalanos,
melybdl a valoszintiségelméleti megkozelitések is levezethet6k. Ebben az esetben a
‘H Hilbert-tér véges szorasu valoszintiségi valtozok halmaza, a skalaris szorzat pedig
a (x,y) = FE(z,y) alaki, ahol E(.) a szokasos varhato érték operatort jeloli. Szé-
mos, a becsléselméletben jol ismert eljarast szarmaztathatjuk ilyen médon [Kay93].
A dolgozat 2. fejezetében az (1.2)-hez hasonld reprezentaciok nemlinearis alta-
lanositasait vizsgadlom, melyekben a cél a jelek pontos ugyanakkor ritka reprezen-
tacidja. Utobbi azt jelenti, hogy minimalizaljuk az f kozelitéséhez felhasznalhato
elemi fliggvények szamat. Az itt kidolgozott adaptiv reprezentaciés modszereket a
3. fejezetben beépitem neuralis halokba is. Az igy kapott modell-vezérelt neuralis
halok oroklik az adaptiv projekcios operatorok jo tulajdonségait, ami értelmezhetd
paramétereket, és kompakt halé struktarat eredményez. Az utolso, 4. részben az
els6 két fejezet eredményeihez kapcsolodod gyakorlati alkalmazasokat ismertetem.



2. fejezet

Jelmodellezés

r s

log, az elmilt évszazadban szamos elméleti és gyakorlati jelent&ségii eredmény szii-
letett ebben a témaban. Egy reprezentéacié hatékonysagat két alapvetd szempont, a
pontossig és a komplexités, szerint mérhetjiik. E két tulajdonsag fontossagat mar
a 14. szazadban felismerték, amire a mai napig Ockham borotvajaként hivatko-
zunk. Az elv szerint, egy adott jelenséget egyforman jol leir6 magyarazatok koziil
a legegyszertibbet érdemes valasztani. Esetiinkben egy f jel két egyforman valdsag-
hii fl és fQ reprezentacioja koziil a kevesebb adattal leirhatot célszert hasznalni.
Formalisan, a pontossagon az eredeti f € H jel és hozza az (1.1) modell szerint
legkbzelebbi f € S reprezentacio ||f — f|| hibajat, mig komplexitason az f elGalli-
tdsahoz sziikséges informacio mennyiségét értjiik. Utobbit jellemezhetjiik példdul
f ritkaségaval, azaz ||c|/o-al, ami a (1.2) egyenletben a nem nulla ¢; egyiitthatok
szama. Ez a két tulajdonsig, hasonloan sok maés, a szamitastudomanyokbdl jol
ismert mennyiséghez, csak egymas rovasara javithato. Ha példaul a modellezéshez
hasznalt #H térben teljes ortonormalt {©; : j € N} fliggvényrendszerek szerinti
sorfejtések N-ik részletosszegeit vizsgaljuk, akkor limy_,o ||f — fv|| = 0, tehat
nagy N-ekre elhanyagolhatoan kicsi hibaju reprezentaciokat kaphatunk, viszont
egyre tobb ¢; egyiitthatot is kell tarolni. Ebben a fejezetben olyan numerikus op-
timalizacios eljarasokkal foglalkozom, melyek bizonyos kompromisszumok mellet
egyszerre probaljak meg kielégiteni a pontossag és a komplexitas kritériumait.

2.1. Adaptiv projekciés modszerek

A jelfeldolgozas els6 1épéseinek egyike a kérdéses probléma egyszertisitése, felbon-
tasa kisebb részfeladatokra, melyekben mar a jelnek egy egyszertibb alakjaval dol-
gozunk tovabb. Ennek egyik lehetséges megkozelitése a fizikai jelenséget leiro tor-
vényszertiségek linearizacioja, illetve a vizsgalt jelek egyszertisitése, felbontésa egy
elére megvélasztott fiiggvényrendszer szerint, ahol a feldolgozando jeleket véges sok
alapfiiggvény linearis kombinaciojaval kozelitjiik az (1.1)-(1.2) egyenletek szerint.
A {©; : 0 <j < N } rendszer rogzitése helyett azonban célszert olyan fiiggvénye-
ket valasztani, melyek szabad paraméterekkel is rendelkeznek. Ezek az an. adaptiv
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projekcios modszerek, melyekben a szabad paramétereket az alkalmazéshoz illesz-
ked&en, optimalizacios eljarasok segitségével valasztjuk meg. Ehhez tekintsiik a
O(a) :={0,(-,a) e H : 0 <j < N} alakd, az a € I' C R" vektorral paramétere-
zett fiiggvényrendszereket, és az (1.2) modell alabbi altalanositésat:

N-1

(2.1) f(t.a) = Po)f(t) =) _c;(a)0;(t.a) (teR),

J=0

ahol a ¢;(a) egyiitthatokat a G(a)c(a) = b(a) lineéris egyenletrendszer megoldasa-
val kapjuk. A G(a) Gram métrix és a jobb oldali b(a) vektor elemeit az (1.2)-ben
ismertetett modon skalaris szorzatok segitségével szamoljuk ki, a kiilonbség annyi,
hogy ezek most fiiggenek az a paramétertél. Igy az (1.1) egyenletben definialt
optimalizacios probléma a kovetkezGképpen modosul:

(2:2) mind(f,S(a)) = min min [IF =gl (f € H).

ahol S(a) := span{©;(-,a) : 0 < j < N }. Megjegyzem, hogy a kiilsé minimum
altalaban nem létezik, gyakorlati alkalmazésokban azonban az a paraméterek fi-
zikai jelentését fehlhasznalva a keresési tartomany lesziikithets egy kompakt hal-
mazra. Ezért a tovabbiakban eltekintiink az altalanos inf jel6lés hasznélatatol és
feltessziik, hogy a keresett minimum létezik.

Gyakorlati alkalmazasokban a tq,t9,...,ty id6pontokban mintavételezett
diszkrét f € RM jelekkel dolgozunk, tehat H = RM a szokdsos euklideszi ska-
laris szorzattal, a ©;(t,a) fiiggvények megfelels értékeit pedig a ©(a) € RM*V
méatrixban taroljuk. Igy a (2.2) probléma diszkrét megfelelsjét kapjuk [GolPer73]:

(2.3) min [|f — P, f]| = min |[f — ©(a)O(a)*f],

ahol ©(a)* jeloli a ©®(a) matrix Moore-Penrose-féle pszeudoinverzét. A minimali-
zélando célfiiggvényt Variable Projection (VP) funkcionalnak nevezziik, melynek
szamos gyakorlati alkalmazasa ismert a telekommunikiciéban, robotikdban, gépi
tanulasban, adatelemzésben, differencidlegyenletek megoldasaban, stb. |GolPer03].
Az elmilt években a (2.3) modszert kiterjesztettem B-splineokra, racionélis, és Her-
mite fiiggvényekre, illetve tobbféle altalanositést is bevezettem. Ezeket mutatom
be a kovetkez6 pontokban.

2.1.1. Spline-ok illesztése az alappontok varidlasaval

Széleskorti alkalmazasi lehetGségeinek (pl. szamitogépes grafikiban) koszonhetGen
a spline-ok szabad csomoépontjainak optimalis megvalasztédsa a mai napig aktivan
kutatott teriiletnek szamit. A state-of-the-art médszerek kiilonb6z6 megkozelité-
seket hasznalnak az alappontok optimalizaciojara, példaul genetikus algoritmuso-
kat [YosHar03; UyaUlk17]|, Lasso-tipust convex optimalizaciot [YuaChe13], illetve
kombinatorikus optimalizaciot [KarGab97]. A [KovFek19| publikiciomban egy 0j
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adaptiv projekcios megkozelitést dolgoztam ki, melyben a spline-okat B-spline ba-
zisban definidltam:

L 1 ha a; §t<aj+1,
Bjo(t,a) := { 0 kiilonben,

Bj(t,a) := BjBje1(t,a) +7jeBj11.0-1(t,a),

ahol

t—a, Ajop1 — 1

Bj,e = Vi =

jig — a5’ Ajesl = Qji1
Az adaptiv projekciokhoz elére rogzitjiik a spline-ok fokszamat /-et, a reprezentacio
elemi fiiggvényeit pedig a fenti B-spline-oknak valasztjuk, azaz ©;(t,a) = B; (¢, a).
A csomoponti a = (ag, ay,..., a,_1)7 vektor (2.3)-beli optimalizdlasa nehéz
feladat, ami az optimalizacié soran egymashoz kozel keriil6 alappontoknak koszon-
hetd [Jup78|. Ezért itt az optimalizacié inicializalasa kiilonosen fontos. A [Kov-
Fek19| publikiciomban nulladfoka spline approximaciokat hasznélva, az eltérést
|- 1lps (p=1,2,00) normékban minimalizalva dolgoztam ki kiilénbozé stratégiakat
a kezd6 alappontok megvélasztasara. Ezek a stratégiak helyesek abban az értelem-
ben, hogyha a kozelitendd fiiggvény egy spline, akkor az inicializacio visszaadja
az eredeti alappontokat. A valds jeleken és tesztfiiggvényeken végzett szimulaciok
megmutattak, hogy a bemutatott mddszerrel kapott kezdépontokbol indulva mar
4 VP iteraciot kovetGen sokkal jobb optimumba jutunk, mint példaul egyenletes
vagy véletlen pontrendszer esetén. A tesztek sordn a state-of-the-art algoritmu-
sokhoz képest 12x-es gyorsitast sikeriilt elérni kozel azonos hibahatar mellett. A
B-spline-ok kompakt tartoju fiiggvények, igy a (2.3) egyenletben a ©(a) méatrix
oszlopaiban tobbségében nulldk szerepelnek. Ezt kihasznélva, példaul rikta adat-
ami az |[KovFek19| publikacié mellékleteként nyilt hozzaférést kodként elérhetd.
A kidolgozott nulladfoki spline approximacios médszerek nagyon hatékonyan
szamolhatok, ezért az inicializacios stratégiakkal a spline reprezentaciok komplexi-
tasa, a csomopontok n szdma is konnyen becsiilhets. Ehhez egyre névekvd n-ekre
kell kiszamolni az inicializacioban szerepl$ nulladfoki spline approximéciokat. Az
igy kapott alappontszdm-approximacios hiba grafikon "sarokpontja" (maximaélis
gorbiiletd pontja) alapjan meg lehet hatarozni a jelhez optimélis csomdépontok
n szaméat. Megjegyzem, hogy a modszer nagyon hasonld elven miikodik, mint a
Tikhonov-regularizaciés algoritmusok regularizacios paraméterének becslésénél al-
kalmazott L-gorbe modszer [Han92|.

2.1.2. Paraméterezett Hermite-fliggvények

Ismeretes, hogy a klasszikus Hermite-polinomok {h; |k € N} ortogonalis és tel-
jes rendszert alkotnak az (Ls(R), (., .)), Hilbert-térben az alabbi skalaris szorzat-
tal [Sze67]:

(2.4) (e, = / (O h(yw(t)dt = 5y,

[e.e]



2.1 Adaptiv projekciés modszerek 7

ahol w(t) = e™* a sulyfiiggvényt jeloli. Ezek segitségével definialhatok az alabbi
Hermite-fiiggvények:

Cp(t) = hie(®)/llAxllz - Vw(t)  (k €N).

A w sulyfiiggvénynek koszonhetGen a @, fliggvények nagyon gyorsan eltiinnek a
+oo-ben, ezért praktikus szempontbdl tekinthetGk kompakt tartoja fiiggvények-
(pl. tiiskék, akcios potencidlok, EKG jelek P, QRS, T hullamai, stb.). Hermite-
fiiggvények esetén azonban nincsenek szabad paramétereink, melyeket optimali-
zalni lehetne. Ennek a feloldasara két modszert dolgoztam ki.

A |DézKov15| publikicioban a A(t — 7) affin argumentum transzformacion ke-
resztlil 0j szabad paraméterekkel, a \ dilatacidval és a 7 transzlacidval, egészi-
tettem ki az Hermite-fiiggvényeket. Az igy kapott ®y(t,a) := VADL(A(t — 7))
fiiggvények oroklik az Hermite-fiiggvények el6nyos matematikai tulajdonsagait (or-
togonalitas, teljesség, "kvazi kompaktsdg"), ahol a = (7,\)? az optimalizdlando
paraméterek vektorat jeloli. A szamitogépes szimulaciok soran kideriilt az is, hogy
az igy definialt fiiggvénycsalad altalaban jol alkalmazhato EKG jelek tomoritésére.
A [KovFri20] munkdmban racionélis és B-spline alapu EKG reprezentaciokkal is
Osszehasonlitottam a modszert. A tesztek ramutattak arra is, hogy bizonyos spe-
cialis jelalakok (pl. abnormalis sziviitések, neuronok tiizelése, sth.) kozelitéséhez
nem elegendd az eredeti Hermite-fiiggvényrendszer dilatacioja és eltolasa.

Az abrazolhato jelek osztalyat a [KovBoc19| publikicioban tovabb bévitettem.
Ehhez az Hermite-fiiggvények w sulyfiiggvényét modositottam:

vi(t,a) == ui(t,a) - w(t), w(t a):=(t—a)?
vo(t,a) == ug(t,a) - w(t), wus(t,a):=1/((t—a)*+ a3)
(teR, acR?).

Az Gj v stulyfiiggvényt v, és vy linearis kombinécidjaként kapjuk, melynek segitsé-
gével definidlhatok az 0 paraméterezett fiiggvényrendszer elemei:

Ui(t.a) = qr(t)/[laell2 - Vot,.a) (k€N t€R),

ahol {qx |k € N} a (.,.), skalaris szorzat szerinti ortogonalis polinomokat jeldli.
gy mar fel lehet irni a (2.3) egyenletben definialt optimalizacios feladatot, mely-
ben most a projekcié legkisebb négyzetes hibdjat minimalizalé v stlyfiiggvényt,
illetve annak paramétereit keressiik. Az eredeti feladat gradiensének kiszamitasa
itt mar elbonyolodik, ezért a numerikus optimalizacié implementéiciéjahoz t6bb
egyszerisitést is bevezettem. Tobbek kozott kiilonboz6 nemlinearis feltételekkel
lesziikitettem az alkalmas a paraméterek halmazat, illetve egyszertisitettem a cél-
fiiggvényt. Az algoritmus bongész&bdl futtathaté implementacioja a dolgozatokhoz
késziilt szimulaciokkal egyiitt elérhetd a codeocean platformon [KovBocl8|.
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2.1.3. Racionalis fiiggvények pdélusoptimalizaciéja

Az el6z6 fejezetekben bemutatott reprezentaciok optimalizalasanél csak a pontos-
sagot vettiik figyelembe, a komplexitast nem. Utobbit, az S(a) altér N dimenzio-
javal elére megbecsiiltiink, majd rogzitettiink. A [KovFri20| publikicioban forma-
lizalom a reprezentaciok komplexitasat amit egyiitt optimalizalok a pontossaggal.
Ehhez a (2.3) feladatot a kovetkez6 modon altalanositottam:

(2.5) r(a,d) = ||f = PO ] + A,

ahol d > 0 a reprezentaciokat indexels egész szam, A(d) a komplexitast méré mono-
ton fiiggvény, N(d) a projekcié S(a,d) := span{0;(-,a,d) e H : 0 < j < N(d) }
képterének dimenzidja. A korabbi (2.3) megkozelitéshez képest lényeges kiilonbség,
hogy a Pév(g% projekcié nem csak az a paramétervektortol, hanem a d komplexi-
tastol is fiigg, aminek a pontossagat ellensilyozza a A biintet&fiiggvény. Ennek
koszonhetSen az S(a, d) altér dimenzidja csak akkor névekedhet, ha azzal jelents-
sen csokken az altértdl vett tavolsag.

A (2.5)-ben adott funkcional egy nagyon altalanos formalizalasa a célfiiggvény-
nek, amit konkrét alkalmazasok esetén még definialni kell. A [KovFri20] munkam-
ban racionalis ortogonéalis rendszerekre, az tin. Malmquist—Takenaka (MT) fiigg-
vényekre implementaltam a Pév((a(?j) projekciot és a A biintetSfiiggvényt, ami egydi-
menzios jelek approximéacidjara alkalmazhato. Ezzel az atfogalmazéssal egy kevert
egészértékd optimalizalasi feladathoz jutunk, amit egy hires részecske-raj alapt
globélis optimalizalasi modszer (PSO [KenEbe95]) modositasaval oldottam meg.
Ez egyrészt, az eredeti algoritmus kiterjesztését jelenti a kevert egészértékii fel-
adatra, masrészt, olyan feltételek beépitését, melyek a MT-fliggvények szabad pa-
ramétereit, az inverz pélusokat, a komplex egység koron beliil tartjak. Ezt a hiper-
bolikus geometria Poincaré-féle kormodelljében érvényes szerkesztések segitségével
oldottam meg. Egy méasik munkdmban figyelembe vettem azt is, hogy EKG jelek
esetén az emlitett inverz poélusok helye diagnosztikai informaciét hordoz. Ezért to-
vabbi, orvosi szempontbol értelmezhets optimalizalasi feltételeket is kidolgoztam
a polusok lokalizalasara [Kov1T7b].

Megjegyzem, hogy ez a téma tekinthet a doktori tanulmanyaim alatt megkez-
dett raciondlis fiiggvényapproximacios modszerekkel kapcsolatos kutatasaim foly-
tatasanak is. Ehhez igazodva, a kidolgozott optimalizacidés modszerek hatékonysé-
gat egy konkrét gyakorlati alkalmazason, EKG jelek tomoritésén teszteltem, ahol a
cél az EKG jelek minél pontosabb kozelitése a lehets legkevesebb adat felhasznéla-
saval. A [KovFri20; BogFril9| munkakban megmutattuk, hogy a modszer szamos
state-of-the-art algoritmusnal hatékonyabban témorit, s6t egy nemrég megjelent
szintén racionalis fiiggvényeket alkalmazoé tomorité modszer [TanZhal9| eredmé-
nyeit is sikeriilt megjavitani. A bemutatott optimalizacios algoritmusokat és a dol-
gozatokhoz késziilt szimulaciokat bongész6bdl is futtathatd interaktiv formaban
tettem kozzé a codeocean platformon [Kovl7a).



2.2. Ritka reprezentaciok

Az adaptiv projekcios modszereknél az f € H jelet egy nemlinearisan paramétere-
zett véges dimenzios S(a) C H altérbe képeztiik, melyhez ortogonélis vetitéseket
alkalmaztunk, az alteret pedig egy {©,(-,a) : 0 < j < N} bazisaval adtuk meg.
A ritka reprezentaciok elGallitasanak méas megkozelitései is vannak. Példaul a kér-
déses N dimenzios alteret egy bévebb G := {0, : a € T'} generatorrendszerével
is megadhatjuk, ahol T egy index halmaz. Ebben az esetben az f € H jelet (1.1)
értelemben legjobban kézelité f € S elem felirdsa nem egyértelmt, azaz tobbfé-
leképpen elGallithatd G elemeinek linearis kombinécidjaként. A feladat az, hogy
ezekbdl a reprezentaciokbol kivalasszuk a lehetd "legritkabbat".

A ritka reprezentaciok keresése kiilonbo6zé tipust matematikai optimalizalasi
problémaknak feleltethet6 meg. Az egyik ilyen az alabbi kombinatorikus optima-
lizacios feladat:

(2.6) min min
[A|l=N ¢

Y

2

f - ZCaQa

a€EA

ahol A C T'. A pontos megoldas kiszamitasa NP-nehéz [Tro04a], amit kiilonb6zd
heurisztikus modszerekkel [MalZha93; CheDon01] szokas becsiilni.

Az (2.6) megkdzelitésben elre adott, hogy hany elemt linedris kombinacioval
kozelitjiik f-et. Ha még ezt sem tessziik fel, akkor a kévetkezd probléméhoz jutunk:

(2.7) mcin{Hf— QEZFCQGQ

oy ||c||o} ,

2

ahol ||.||o az argumentum nem nulla koordinatainak szamat jeloli, a biintetStag
A > 0 stlyat pedig regularizacios paraméternek nevezziik. Ez szintén NP-nehéz
feladat [Tro04b|, amit a biintetGtag convex ||.||; relaxaciojaval szokas kezelni.

A [Kov18| publikaciomban ritka racionélis reprezentaciok elGallitasat vizsgal-
tam, melyhez mohd [MalZha93| és Lasso-tipusi [Tib09] algoritmusokat alkalmaz-
tam. Altalaban véve, a ritka reprezentacios elméleti eredmények (pl. hibabecslések)
bizonyitasaban komoly szerepet jatszik a fiiggvényrendszer koherenciija, mely a
reprezentacio felirdsahoz hasznalt elemi fiiggvények kozotti hasonlosagot méri. A
|Kov18] munkdmban meghataroztam a racionalis generatorrendszerek koherencia-
jat, illetve a specialis, egy polust tartalmaz6 Laguerre-rendszerek uni¢jan keresztiil
empirikusan is megvizsgaltam a kapott formuldk helyességét.
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3. fejezet

Gépi tanulas

A 2010-es évek elejéig, a jelfeldolgozasban felmeriilé probléméak megoldasat a ma-
tematikai modell alapu szemlélet dominalta. Ezek a modellek a jelfeldolgozési
problémékat az 1. fejezetben bemutatott egyszertibb linearis, illetve nemlinearis
approximacios feladatokra vezették vissza, melyek elméleti hattere jol ismert. Igy
interpretalhato matematikai modelleket kapunk, melyekbe konnyen beépitheték az
adott probléma jellemz&i, példdul simasagi, statisztikai feltételek, a kozelits altér
topologidja, vagy a zaj tipusa. Bonyolultabb problémak esetén azonban ez a faj-
ta szigori matematikai modell alapt megkozelités kovethetetlenné valik. Ezekre
a kihivasokra jelenthetnek megoldast a gépi tanulas soran felépitett adatvezérelt
modellek.

A2 1 pont modell alapl’l megkézelitéseihez hasonl()an a gépi tanul() algorit—
el. A tanitds sordn nemlinedrisan paraméterezett fuggvenyek egy tag O(a) :=
= {0, : a € T'} osztalyat optimalizaljuk, melyek segitségével hatékonyan abra-
zolhatok a tanitdshoz hasznalt jelek. Ha a tanitohalmaz lefedi a vizsgalt jelenség
eloszlasat, akkor az algoritmus a korabban nem latott méréseken is az elvart helyes
eredményt adja.

A gépi tanulds egy kitiintetett teriilete a mesterséges mély neuralis haldzatok,
melyekben rétegekbe rendezett mesterséges neuronok kommunikalnak egymaéssal.
Az el6recsatolt halo az egyik leggyakoribb ilyen struktdra, melyben a neuronok
egymasutani rétegekbe szervezddnek:

(3.1) F=NNof = (00009 0,000 00l f,

ahol f € H a bementi jel, f a halo kimenete, @U)) a j-ik réteghen végrehajtott
leképezest al) a réteg paramétereit, az a szimbolum pedlg az Osszes optimaliza-
lando @) paraméter halmazat jelsli. A rétegeket leiro ey () miiveletek lehetnek
linearis leképezések (pl. konvoluciok), nemlinearis aktivacios fiiggvények (pl. szig-
moid, hiperbolikus tangens), stb. A halo kimenete f az eredeti f jel egy nemlineéris
reprezentacidjaként értelmezhetd, am a 2. fejezet additiv megkozelitéseivel ellen-
tétben, (3.1) a jel egy kompoziv dbrazolasa. A kompoziv approximacios eljaras is
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helyes abban az értelemben, hogy minden a K C R? kompakt halmazon értelme-
zett folytonos g : K — RY fiiggvény tetszdleges pontossag%al megkozelithets egy
olyan NN, tipust leképezéssel, melynek belsG (rejtett) ©.:G) (j = N —1)
rétegeiben az aktivacios fiiggvények nem polinomok, vagyis a nem pohnomialis
aktivacios fiiggvenyd NN, leképezések N osztalya stird a (C(K),||.||«) Banach
térben [Cyb89; Hor91; KidLyo20].

A gépi tanulds tekinthet§ egy tobbdimenzios interpolacios/regresszios fel-
adatnak is, melyben a tanit6 halmaz bemeneti—célérték relaciéi az interpolaci-
0s/regresszios feladat alappont—érték parjainak felelnek meg. A gyakorlatban eld-
forduld interpolacios és regresszios feladatokban a kozelitends g : K — RY fiigg-
vényt nem ismerjiik, csak mérni tudjuk, a méréseket pedig (feliigyelt tanitas esetén)
pont-érték parokkal adjuk meg:

(3'2) (fiagi) (Z = 1,2,...,M),

ahol f; € K C RP és g; € R9. A mért érték, azaz a halo elvart kimenete egy adott
fi mérési pontban, alkalmazastol fiiggéen lehet egy g, € R? vektor pl. regresszio
esetén, vagy az osztalyok g; € N cimkéje osztalyozasi feladatokban, de abrazolhat
€ [0,1]7 valoszintiségeket is. A tanitas soran az adott problémahoz illeszkedd
célfiiggvényt minimalizaljuk az a paraméterek szerint a (3.2) tanitéadatokon. Reg-
resszios feladatokban példaul gyakran az atlagos négyzetes eltérés (MSE), mig
osztalyozasi feladatokban a binaris keresztentropia (BCE) minimumét keressiik:

M
1 .
(3.3) Juse(a) = Wi Z; lg: — Gill3,
1 M
(3.4) Jpce(a) = ~u (gilog gi + (1 — g;)log(1 — G)) ,
=1

ahol g; = NN, f; a halo f; bemenetre adott valasza.

A neurélis halok struktiraja rendkiviil modularis, melynek szamos elemét (pl.
célfiiggvény, aktivacios fliggvények, rétegek, sth.) a felhasznalas helyétdl fiiggGen
lehet definialni. Ez egy sok szempontbol altalanosabb keretrendszer, mint az 2. fe-
jezetben bemutatott approximéacios eljarasok. S6t, a Jysp célfiiggvény minimali-
zélasaval, g; = f; és M = 1 specialis (egy mintas autoenkoder) esetben tulajdon-
képpen a 2.1 pont approximécios feladatait oldjuk meg, csak itt projekciok helyett
nemlinedris fiiggvények kompoziciojaval allitjuk el az f jelet kozelits f elemet.
Megjegyzem, hogy az emlitett tartalmazastol fiiggetleniil mindkét szemléletnek
van létjogosultsaga. A mély halok kimenete ugyanis egy tobbszorosen Osszetett
nemlinearis fiiggvény helyettesitési értékeként foghato fel, amiben rengeteg szabad
paramétert kell optimalizilni. Ez egyrészt nagyon szamitasigényes feladat, mas-
részt a halo bemenetére adott valasz nehezen értelmezhets. A 2.1 pont projekcios
megkdzelitéseivel szemben az ilyen mély halos modelleknek nincs konkrét fizikai je-
lentésiik, tulajdonképpen fekete doboznak tekinthetdk. Ez viszont nem elfogadhato
az olyan alkalmazasokban, melyekben indokolhaté dontéseket kell hozni (pl. bio-
logiai jelfeldolgozasban, autoném jarmiiranyitasban). A kovetkezs két fejezetben,
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az emlitett problémak megoldasahoz olyan tanul6 algoritmusokat fejlesztek, me-
lyekben a matematikai modell alapi szemlélet és az adatvezérelt modellek el6nyeit
kombinalom.

3.1. Hibrid tanul6 algoritmusok

A matematikai alapt és az adatvezérelt modellek 6tvizésének két f6 motivacioja
a teljesitmény ndvelése és az algoritmusok futasidejének csokkentése. Ezek kriti-
kus tényez6k szadmos alkalmazasban és gyakran csak egymés rovasara javithatok.
A tomografids képalkotas is egy ilyen felhasznalasi teriilet, melyben a cél a vizs-
galt objektum 3D-s rekonstrukcioja. Ehhez a targyat valamilyen sugarzéassal at-
vilagitjak, amelyet az anyag nagyrészben atenged, de kisrészben el is nyel és igy
az elnyel6dés mértékébsl kivetkeztetni lehet az objektum belsé szerkezetére. A
tomografidas képalkotasi eljarasokban a térbeli targyak struktiraja azok sikmet-
szeteibdl rekonstrualhatod, melyhez tobb kiilonbozd iranybol felvett egydimenzios
mérést kell végezni. Az analitikus rekonstrukciés modszerekben a b mérések és az
anyag lokalis x elnyel6dési egyiitthatoi kozott egy Ax = b tipusid linearis kap-
csolatot feltételeziink. A fizikai folyamatot modellez6 A lineéris transzformécio
altalaban rosszul kondicionalt, ezért az x vektort csak valamilyen regularizacios
modszer segitségével allithatjuk elé:

(3.5) x = arg min{||b — Ax|[|, + A - Q(x)},

ahol Q egy alkalmasan vélasztott biintetsfiiggvény (pl. ||x||,, p = 1,2), amit a
A > 0 regularizacios paraméter silyoz. A fenti problémat sikmetszetenként kiilon-
b6z6 b jobb oldalakra és néha kiilonb6z6 A matrixokra kell megoldani, amit az
iterativ rekonstrukciés eljarasok hatarértékben allitanak els. A felbontas novelé-
sével nemcsak a sikmetszetek szama novekszik, de a (3.5) egyenletben szerepld x,
b vektorok és az A maétrix dimenzioja is. Ezért magas felbontasu képek esetén az
iterativ rekonstrukciéo nagyon szamitasigényes eljaras. A rekonstrukcié mindgségét
ergsen befolyasolja a mérést modellez6 A matrix konstrukcidja, illetve a mérések
és az elnyelGdések kozott feltételezett linearis kapcsolat is, ami csak kozeliti a valo-
sagban lezajlo mérési folyamatot. Ezekre a kihivasokra jelentenek megoldast a gépi
tanulo algoritmusok, melyek a kérdéses fizikai jelenségek nemlinearis természetét
is képesek modellezni, ezéltal javitva a rekonstrualt képet, csdokkentve a zaj és a
képalkotasbol szarmazo miiterméket. Az adatvezérelt megkozelités masik elénye,
hogy a betanitott neurélis halok kiértékelése nagyon gyors, ami valds idejl rekonst-
rukciot tesz lehetéve [WilNoél9|, koszonhetSen az erésen parhuzamosithato GPU
implementacioknak.

A sok paramétert tartalmazé mély neuralis halok tanitasa nehéz feladat, ami-
hez rengeteg adatra van szitkség. Szamos tomografias alkalmazas esetén (CT, ron-
csolasmentes anyagvizsgalat, stb.) a mérési adatok begytijtésének magas koltségei
vannak, példaul sziikség van mesterségesen legyéartott fizikai fantomokra, onkénte-
sekre, orvosi szakért6kre, ami megneheziti a gépi tanulé algoritmusok alkalmazasat.
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Ebben a fejezetben olyan hibrid mély halos rekonstrukecios eljardsokat dolgozok ki,
melyekben a halok méretét és a tanitds adatéhségét analitikus modellekkel gene-
ralt szintetikus adatokkal és az (3.5) egyenlethez hasonlo iterativ algoritmusokkal
csokkentem.

3.1.1. Termografikus képrekonstrukci6

A tomografias vizsgaltokban az atvilagitashoz kiilonbo6z6 tipusia sugérzas hasz-
nalhato, ettdl fiiggGen mas és més képalkotd modalitasok léteznek. Szamitogépes
tomografia (CT) esetén példaul rontgensugarak elnyel6désébdl lehet kovetkeztetni
az anyag bels6 szerkezetére, de léteznek ultrahangon, illetve h&sugérzason alapuld
modalitasok is. Utébbit termografikus tomografidnak nevezziik, melynek szamos
gybgyaszati és ipari alkalmazasa van. Az egyik ilyen a roncsolasmentes anyag-
vizsgalat, melyben a cél a gyartasi folyamat vagy a hasznalat sordn keletkezett
szerkezeti hibak (legbuborék, torés, repedés, stb.) felismerése. Ehhez az vizsgélt
objektumot kiviilrél (pl. hélampaval, indukcioval) felhevitik a felszini hémérsék-
letvaltozast pedig infravords kameraval rogzitik. A fizikai jelenséget a hévezetés
differencialegyenlete irja le:

(3.6) <v2 - 12) T(r,t) = —éTo(r)é(t),

ahol o az anyag hévezetési tényezGje, § a Dirac-delta fiiggvény, T'(r,t) jeloli az
anyag homérséklet eloszlasat az r térben és ¢ id6ben, Ty(r) pedig a keresett kezdeti
hémérséklet eloszlas. A fenti differencidlegyenlet megoldasara szamos numerikus
modszer ismert, melyekkel ebben a dolgozatban nem foglalkozunk.

Burgholzer és szerzGtarsai 2017-ben egy Gj tipust megkozelitést publikal-
tak [BurTho17|, melyben (3.6) direkt megoldasa helyett egy kétlépéses rekonstruk-
ciot dolgoztak ki. Az els6 1épésben a termografikus képrekonstrukcios problémét
egy linearis transzformécion keresztiil fotoakusztikus képrekonstrukcios probléma-
va konvertaltak, amit a masodik lépésben immar a hullamterjedést leir6 differen-
cidlegyenletek megoldésaval lehet kezelni. A moédszer elénye, hogy a masodik 1é-
pésben alkalmazott modszereken keresztiil figyelembe lehet venni a keresztiranyt
héterjedést és igy magasabb jel-zaj aranya (SNR) rekonstrukciot tudunk elérni.
2018-ban ezekbe a kutatasokba kapcsolodhattam be én is a linzi Johannes Kepler
Egyetemen.

A kétlépéses rekonstrukeio els6 fazisaban egy (3.5) tipusi regularizaciot kell
végrehajtani, melyben az A matrix explicit képlettel szdmolhat6, mérete pedig
elhanyagolhatoan kicsi (altalaban par ezerszer par ezres nagysagrendd) az Osszes
felszini méréshez képest. A méasodik lépéshben is egy (3.5) tipust optimalizacios
problémét kell megoldani, az ehhez tartozé A matrixot viszont csak kozelitéleg
ismerjiik, aminek a mérete is sokkal nagyobb (a rekonstruélando kép vagy térfogat
felbontésaval aranyos). Ezért a |[KovLeh20a] munkédban a mésodik regularizéci-
6s 1épést egy U-Net architektiraju neuralis haloval helyettesitettem. Az U-Net
egy specialis autoenkoder struktura, melyben tavoli (enkoder-dekoder) rétegeket
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Osszekotd kapesolatok is vannak, azaz példaul (3.1)-ben az elsd 6)((11(3) réteg kime-

nete nemcsak a masodik, hanem tovabbi @((1{3), J > 2 rétegek bemenete is lehet.
Az U-Net hélokat eredetileg orvosi és biologiai képszegmentéalashoz fejlesztették,
melyekben kevés tanitoadat all rendelkezésre [RonFis15].

A |KovLeh20a] publikidcioban megmutattuk, hogy az U-Net elényos tulajdon-
sagai kihasznalhatok a roncsolasmentes anyagvizsgalatban is. Ez tulajdonképpen
egy binaris osztalyozasi feladat, melyben a rekonstrualt termografikus képeken a
defekteket egyesek, a normadlis részeket pedig nulla értéki pixelek jelzik. Csak-
lgy, mint az orvosi és bioldgiai képszegmentalasi feladatokban, a roncsoldsmentes
anyagvizsgalatban is koltséges valodi annotalt mérési adatokat régziteni, amihez
mesterséges fizikai fantomokra van sziikség. Az U-Net alkalmazéasaval persze csok-
kenthet6 a tanité adat mennyisége, de ez még nem elegendd. Ezért a tanito és a
teszthalmaz elemeit az (3.6) differencialegyenlet adiabatikus megoldasaival gene-
raltuk. Ez azt jelenti, hogy a szimulaciok soran a testfeliileten atmend héaramot
nullanak tekintettiik. Az adiabatikus peremfeltétel alkalmazésa leegyszertisiti a
hévezetés egyenlet megoldasat, melynek segitségével egy tetsz6legesen generalt Ty
hémérséklet eloszlashoz szimuldlni tudjuk a felszinen mért hémérséklet eloszlast
T(0,t). Ennek az egyszeri modellnek a hasznéalataval egy 40 000 hoképet tartal-
maz6 adatbazist generaltunk [KovLeh20c|, melyen két U-Net varidnst tanitottunk.
A kétlépéses [BurThol7]| sémat kovetve, a hoképeket el6szor egy (3.5)-beli regulari-
zacios modszerrel akusztikus jelekké konvertaltuk, amit tovabbitottunk a neuralis
hal6 bemenetére. Az els6 modell alapt regularizacios 1épés egy dimenziocsdkkentés-
nek felel meg, melyben tovabbi matematikai feltételek (nemnegativitas és ritkasag)
is kihasznalhatok.

A |[KovLeh20b] cikkben 100 000-esre bévitettiik a szintetikus adatbazist, majd
a hibrid tanitast Osszehasonlitottuk az egylépéses end-to-end megkozelitéssel is,
ahol a héalokat kozvetleniil a felszini méréseken tanitottuk (itt tehat nincs kozbe-
vetett matematikai transzformacio). A kutatas soran kideriilt, hogy az egylépéses
rekonstrukcié pontossaga egy adott ponton tul (30dB SNR) nem javithato, azaz a
tisztabb felszini mérések nem eredményeznek jobb rekonstrukciot. A hibrid méd-
szer esetén viszont a felszini mérések javitasaval a rekonstrukcio hibaja is szigortian
monoton csokkent. Megmutattuk, hogy a szintetikus adatokon betanitott U-Net
variansok jol alkalmazhatok valos méréseken is. A tesztek soran a rekonstrukci-
ot kiilonboz6 szogallasi méréseken és eltérs zajszintek mellett is megvizsgaltuk,
melyek soran kideriilt, hogy a kidolgozott hibrid tanitési moédszerrel nemcsak pon-
tosabb, de robusztusabb algoritmust kapunk, mint a state-of-the-art eljarasok.

Az attekintett munkakban a rekonstrualt kép hibajat atlagos legkisebb négy-
zetes eltérésben (MSE) mértiik, amihez sziikség volt ismerni az eredeti képet. Ez a
gyakorlatban nem &ll rendelkezésre, csak a rekonstrukcié soran kapunk rola becs-
lest. A [LehGal21| cikkben két konnyen szamolhato hibabecslést dolgoztunk ki,
melyek a referencia kép ismerete nélkiil becsiilik a rekonstrualt kép hibajat. Igy
becsiilhets a rekonstrualt képen latszo defektek bizonytalansiga, de a metrikak jol
alkalmazhatok annak eldontésére is, egy konkrét feladatban, hogy melyik betani-
tott halo struktira eredményét fogadjuk el helyesnek.
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3.2. Modell-vezérelt neuralis halok

A matematikai modell alapu szemlélet és az adatvezérelt modellek el6nyeinek meg-
tartasat célozzak a modell-vezérelt neuralis halok. Ez az un. Explainable AT (XAI)
kutatasok egy kitiintetett témakore, melyben a neuralis hal6 struktirat valamilyen
matematikai probléma paraméterezett megoldasaként keressiik. Példaként emlit-
hetd a ResNet [HeZhal6|, illetve az ODENet [CheRubl8], melyekben az egyes
rétegek kimenete paraméterezett kozonséges differencidlegyenletek megoldésaként
értelmezhets [ChaMen18]. A gyakorlatban felmeriils optimalizcios problémak meg-
oldasdhoz altaldban sziikség van alkalmazasspecifikus ismeretekre, melyek mate-
matikai formalizalasa, a priori informaciok (simasig, konvexitas, ritkasag, stb.)
megfogalmazasa nem konnyi feladat. Ez motivalta az OptNet [AmoKoll7| ha-
lostruktardk létrehozasat, melyekben a rétegek paraméterezett kvadratikus prog-
ramozasi (QP) feladatokat reprezentalnak. Az egyes rétegek paraméterei a QP
feladat egyenl@ség és egyenlGtlenség feltételei, melyeket a modell alapi megkozeli-
tésekkel ellentétben nem kell explicit definialni, a hilé éppen ezeket tanulja meg.
QP helyett a (3.5) tipust optimalizacios feladat is beépithetd a neuralis halok
rétegeibe az un. DeepUnfolding [HerRoul4| eljarason keresztiil, mely a (3.5)-6t
megoldé iteracios modszerek 1épéseit rétegekbe fejti. Az igy kapott neuralis ha-
16k rétegparaméterei a kifejtett numerikus modszer paramétereivel egyeznek meg
(pl. a A regularizcios paraméterrel). Bizonyos jelfeldolgozasi problémak inspiral-
tak a Wiener-|Law13|, és Hammerstein-tipust [YuPen14| neuralis halokat, melyek
dinamikus linearis blokkok és statikus nemlinearis blokkok kompozicioéi. A dina-
mikus blokk altalaban egy linearis idGinvarians (LTT) rendszert, a statikus pedig
egy betanitott neuralis halot reprezental.

A [KovBog21b] publikiciémban a fenti modell-vezérelt neurélis haloktol eltérd,
teljesen uj konstrukciot, un. adaptiv projekcios halokat (VPNet) dolgoztam ki. A
sziikséges elméleti hatteret a 2. fejezetben bemutatott VP funkcionalok adjak, me-
lyek segitségével szeparalhatd nemlinearis legkisebb négyzetes problémakat lehet
megoldani, ahol a paraméterek linearis és nemlinearis csoportokra bonthatok. A
modszert olyan problémékban célszert alkalmazni, melyekben kevés nemlinearis
valtozotdl fliggs sok linedris paramétert kell meghatérozni. Szamos jelfeldolgoza-
si probléma hasonlé jellegt, példaul a jelek tomoritése, reprezentacioja, illetve a
jelekbdl torténd jellemzok (feature-6k) kinyerése. Az adaptiv projekcios halok, a
konstrukcionak koszonhetGen, 6rokolik a VP operatorok jo tulajdonsagait, ami
értelmezhet6 paramétereket, illetve kompakt, attekinthetd hald struktirat ered-
ményez. A VPNet alkalmazhato regresszios és osztalyozasi feladatok megoldasara
is. Ut6bbit, szintetikus és valos adatokon is teszteltiik, melyhez a 2.1.2 alpontban
bemutatott paraméterezett Hermite-fiiggvényekkel definidlt VPNet-et hasznaltuk.
Az igy kapott halostruktiarat a 3.1 dbra szemlélteti. Lathato, hogy az elsé VP réteg
tanithato paraméterei az Hermite-fliggvények 7 eltolasa és \ dilatécidja. Ezt a ha-
16t a [KovBog21b| cikkben EKG jelek QRS komplexumanak binaris osztalyozasara
hasznaltuk, tehat annak elddntésére, hogy az adott QRS normalis vagy abnormaélis
szivmiikGdést jelez-e. A 3.1 abran jol latszik, hogy az els6 VP réteg tulajdonképpen
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3.1. dbra. VPNet architektira egy realizaciéja Hermite-fiiggvényekkel.

a QRS komplexumok szélességét és id6beli poziciojat tanulja meg és a (2.1) egyen-
let ¢; egyiitthatoit tovabbitja a kovetkezs rétegnek. A VPNet els6 rétege tehat egy
automatikus jellemzGkinyerést végez, 4&m més hasonld (pl. konvolicios) halostruk-
taradkkal ellentétben, a jellemz6k és a tanitott paraméterek orvosi szempontbol
is értelmezhet6k maradnak. Tovabba a VP réteg a jel egy ritka reprezentacidjat
allitja els, melyet ugy értiink el, hogy az osztalyozashoz hasznélt (3.4)-beli BCE
célfiiggvényt a reprezentacio hibajat biintets taggal egészitettiik ki. Igy a teljesen
kapcsolt, illetve a konvolicios neuralis hdlokhoz képest sokkal kevesebb paramé-
terrel értiik el ugyanazt az osztalyozasi pontosségot. A [KovBog21b] cikkel egyiitt
a halo Python implementaciojat is publikaltuk, mely alapjan az Osszes teszt és
szimulacié reprodukalhato [KovBog2la).

A VPNet halok kutatasan jelenleg is aktivan dolgozom, melyben szdmos nyi-
tott kérdés var megvalaszolasra: hogyan lehet a konstrukciot altalanositani mas
gépi tanulo algoritmusokra (pl. SVM, K-means); milyen problémék megoldasa-
ra érdemes alkalmazni a VPNet-et; ezekhez milyen fiiggvényrendszer illeszkedik;
mennyire jol/rosszul kondicionalt a VP réteg egy adott fiiggvényrendszer esetén?
Az emlitett kutatasi feladatokat az idén elnyert MTA Bolyai Janos Kutatasi Osz-
tondij keretében végzem.



4. fejezet

Alkalmazasok

Az el6z6 fejezetekben kidolgozott modelleket, algoritmusokat konkrét gyakorla-
ti problémak megoldéasara is alkalmaztam. Ez gyakran interdiszciplindlis jellegii
komplex kutatdsokhoz vezetett, amihez nem csak informatikai, illetve matematikai
tudasra, de alkalmazasspecifikus ismeretekre és kiilonb6z6 teriiletek szekembereivel
vald egyiittmiikodésre is sziikség volt. A kévetkezs pontokban elGszor 6sszefoglalom
az EKG és EEG jelfeldolgozasban elért eredményeimet, melyekben a linzi Kep-
ler Egyetemi Korhaz kardiologusaival miikodhettem egyiitt. Megjegyzem, hogy az
EKG és EEG jelekhez kapcsolodo kutatasaimat még a doktori tanulményaim alatt
az ELTE IK Numerikus Analizis Tanszékén kezdtem, a habilitacios dolgozatban
viszont csak a védést kovetden elért eredményekre koncentralok. A mésodik alfeje-
zetben a rendszeridentifikiciohoz kapcsolodo kutatédsaimat tekintem at, melyekben
a linzi Johannes Kepler Egyetem (JKU) Jelfeldolgozo Intézetének mérndkeivel és
a Fels6-Ausztriai Alkalmazott Tudomanyok Egyetemének (FHOO) Josef Ressel
Intézetének fizikusaival dolgozhattam egyiitt.

4.1. EKG, EEG jelfeldolgozas

A szivizom altal generalt elektromos fesziiltség informaciot hordoz a sziv miikodé-
sér6l, mely a sziv- és érrendszeri megbetégedések diagnozisdban kulcsofontossagi
szerepet jatszik. A sziv elektromos aktivitasat a testre helyezett elektrodakon ke-
resztiil lehet mérni. Két elektroda kozott az id6 fiiggvényében mért elektromos
potencialkiilénbséget nevezziik EKG jelnek. A sziv ciklikus miikodésének kdszon-
hetGen ezek kvaziperiodikus jelek, vagyis kisebb valtozasoktol eltekintve ugyanazok
a jelalakok ismétlédnek egymés utan. Egy perioduson beliil altaldban harom jol
kivehet6 csticsot kell latnunk, melyek a szinusz csomébol induld akciés potenci-
al terjedését reprezentaljak a sziv egyes részeiben. A P hullam a pitvari izomzat
kisiilését, a QRS hullam a kamraizomzat Gsszehtzodasat, a T hullam pedig en-
nek az elektromos tjratoltédését jelzi. Ezen kiviil mas, diagnoszikai szempontbol
fontos részei is vannak az EKG jelnek (pl. ST-szegmens, U-hullam, stb.), de ezek

P

Attol fiiggben, hogy az emberi test mely pontjaira helyezziik az elektrodakat,
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a P, QRS, T hullamok karakterisztikdja mas és mas lehet, de egy elvezetésen beliil
normalis esetben nincs szamottevd alaki valtozas. Elvezetésenként a harom hullam
modellezéséhez rogzithetiink egy-egy adaptiv fiiggvényrendszert a 2. fejezetbdl,
amit a szabad paraméterek optimalizaciojaval hozzaigazithatunk az approbb mor-
fologiai valtozasokhoz. A paramétereken keresztiil kovethetjiik az EKG jelek alaki
valtozéasait, amibdl kovetkeztetni lehet a sziv allapotara, abnormalis szivinSk&dés-
re, ritmuszavarokra, stb. Az ELTE Numerikus Analizis Tanszékén régota folynak
EKG jelfeldolgozassal kapcsolatos kutatésok, kiilonos tekintettel azok racionélis
fiiggvényekkel valo modellezésére |FriLoc12|. Ezekben a kutatasokban a szivizom
Osszehuzodas altal gerjesztett elektromos erétér eredgjét két els6rendi és egy ma-
sodrendt poélussal definialt elemi raciondlis fiiggvények linearis kombinacidjaként
reprezentaldk. A kardiologiaban hasznalt fogalmak (a sziv elektromos fGtengelye)
és szabalyok (Einthoven-féle térvény) konnyen magyarazhatok a racionalis modell
segitségével. S6t, ez a sikbeli modell helyesen adta vissza a végtagi elvezetéseken
mért jelek QRS komplexumat, melyek az erétér kiilonb6z6 iranyok szerinti vetii-
leteiként foghatok fel. A QRS komplexum elGallitasa jol tiikrozte a valodi EKG
jelek kiilonbo6z6 elvezetésinek karakterisztikajat is, a jel tobbi részét, a P és T hul-
lamokat, viszont nem. A 2D modell a racionalis kvaternio-valtozos fliggvényeken
keresztiil [PapSch18] kiterjeszthets 3D-be, melyben a polusokat elvezetésektdl fiig-
getlen, a paciensre jellemz szabad paraméterként lehet kezelni. Igy mar nemecsak
a QRS, de a P és T hullamok is helyesen abrazolhatok az egyes elvezetéseken.
Valos EKG jelek esetén a modell illesztése, a paraméterek optimalizacidja jelenleg
is aktiv kutatési teriiletnek szamit.

A racionalis EKG modellekben a jel egészét kozelitettiik, mely jol alkalmaz-
hato adattomoritésre, zajsziirésre, az orvosi szempontbol fontos P, QRS, T hulla-
mok automatikus szétvalasztasara azonban nem. Ezért a 2.1.2 alpontban bemu-
tatott paraméterezett Hermite-fliggvények segitségével tj EKG modelleket defi-
nidltam [KovB6c17], melyekben az emlitett hullamokat kiilon-kiilon kozelitettem.
A modell hullamonként két szabad paramétert, egy 7 eltolast és egy A dilataci-
Ot, tartalmaz, dsszesen tehat hat paramétert kell optimalizalni sziviitésenként. Az
optimalizaci6 végén, az eltolds megadja a hullamok helyét, a dilatacio pedig a szé-
lességét, amibGl meg lehet hatarozni a P, QRS, T hullamok kezd6 és végpontjait,
illetve az ezekhez tartozo diagnosztikai jellemzdket (QT /PR intervallum és PR/ST
szakaszok hossza, stb.). A [KovB6c17] publikicioban a Hermite-féle modellt EKG
jelek szegmentalésara alkalmaztam, a paraméterek optimalizaciojahoz pedig orvosi
szempontbol értelmezhets lineéris feltételeket vezettem be. Az algoritmust a Phy-
sionet QT adatbézisan [GolAma00]| teszteltiik, melyet state-of-the-art modszer-
rekkel is Osszehsonlitottunk. Az tesztek eredményei nagyon biztatéak voltak, am
észrevettiik, hogy er6s alapvonalvandorlasiu és alapvonalugrasi EKG gorbék ese-
tén a modell nem tokéletes. A [BocKov21]| publikicioban a problémas jelalakokat
spline-okra és szigmoid fiiggvényekre iiltetett Hermite-fliiggvényekkel modelleztem.
Ezzel a kiterjesztéssel ugyan elveszitjiik az Hermite-féle rendszer ortogonalitésat,
viszont az EKG jelek egy sokkal szélesebb osztalyat tudjuk reprezentélni. S6t a
szegmentacié mellett, a spline-oknak készonhetGen el is tudjuk tavolitani a jelbdl
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a diagnoszikai szempontbol zajnak mindgsiilé alapvonalat. A paraméterek optima-
lizaciojahoz tovabbi, orvosi szempontbol relevans (pl. hullimok egymashoz valo
viszonya, pozitivitas), nemlinearis feltételeket dolgoztam ki. Megjegyzem, hogy ez
egy tisztan modell alapt szegmentald algoritmus, melyhez nem hasznaltunk neura-
lis halokat. Azonban a kidolgozott EKG modell csak a 2.1.2 alpontban bemutatott
adaptiv projekciokon alapszik, ezért a 3.2 pont mintajat kovetve konnyen hozza-
kapcsolhato és egyiitt tanithato egy neuralis héloval. Az igy kapott specialis VPNet
elsé rétege a szegmentalandd QRS, T és P hullamok helyét és szélességét tanul-
ni meg. Egy ilyen konstrukcié tényleges implementéici6ja azonban szamos kérdést
felvet, ami tovabbi kutatasokat igényel.

A szegmentélas az orvosi diagnozis felallitasanak els, eléfeldolgozo 1épése, me-
lyet kovethet példaul a sziviitések osztalyozasa. A [D6zBogl9] munkaban a 2. fe-
jezetben bemutatott adaptiv projekciok segitségével kinyert jellemzdk felhasznéla-
saval a szegmentalt EKG jel sziviitéseit 5 (1 normalis + 4 abnormalis) osztalyba
soroltuk. Az adaptiv projekciok szabad paramétereit paciensenként, az osztalyozas-
tol fiiggetleniil optimalizaltuk, majd a rogzitett nemlinearis paraméterekkel kiérté-
kelt projekciok egyiitthatoit egy tartovektorgépnek (SVM) tovabbitottuk. A mod-
szereket a PhysioNet MIT-BIH Arrhythmia Adatbazison [GolAma00] teszteltiik,
mely tobb mint 100 000 sziviitést tartalmaz. A cikkben megvizsgaltuk a spline-,
raciondlis- és Hermite-reprezentaciokon kiilon-kiilon tanitott SVM-ek teljesitmé-
nyét, és az azok kombinaladsaval kapott tn. ensemble modszerek hatékonysagat is.
Az igy kapott algoritmusok atlagosan 90% feletti osztalyozéasi pontossagot értek
el, amivel szdmos state-of-the-art modszert sikeriilt magunk mogé utasitani.

A biologiai jelfeldolgozas egy maésik fontos teriilete az elektroenkefalografia
(EEG), mely az agyi idegsejtek Osszegzett elektromos aktivitasat reprezentélja.
Az EEG-t a fejre helyezett elektrodakon keresztiil lehet mérni, melyet szamos
tényez6 (haj, fejbr, szemmozgés, stb.) befolyasol, ami megneheziti az alkalma-
zasspecifikus algoritmusok kidolgozasat. Ennek ellenére, az EEG jelfeldolgozasnak
rengeteg gyakorlati alkalmazasa van példaul a betegségek felismerésében, alvasta-
zis detektalasban, protézisek vezérlésében, melyek koziil én az epilepszids rohamok
detektalasaval foglalkoztam [SamKov17|. Ez a doktori tanulméanyaim alatt meg-
kezdett kutatasok folytatasa, melyben az EEG jelek 1 masodperces szegmenseihez
tartozo racionalis komponensek felhasznaldsaval definidltunk tulajdonsagvektoro-
kat (feature-Oket). A szegmensek raciondlis reprezentaciojat az (2.2) egyenletben
bemutatott optimaliziciés probléma megoldasaval allitottuk els. Ebbdl egy rit-
ka racionalis reprezenticiot gyartottunk, a komponensek 2.2 pontban bemutatott
szelektalasaval. Az igy kapott ritka reprezentaciok lokalis binaris mintazatait fel-
hasznéalva olyan jellemzGket nyertiink, melyek alapjan az EEG iktalis (rohamot
abrazolo) mintai jol elkiilonithetGvé valtak a jel tobbi részétdl. A jellemzdket egy
logisztikus regresszios algoritmus feliigyelt, paciens alapu tanitasaval valasztottuk
szét roham/nem roham osztalyokra. A modszert a PhysioNet CHB-MIT Scalp
EEG adatbézis [GolAma00| egy 163 oras részhalmazén teszteltiink, melyen 70.4%
szenzitivitast és 99.1% specificitast értiink el. A szegmensalapu osztalyozas mel-
lett megvizsgaltuk azt is, hogy milyen pontossaggal tudjuk detektalni a rohamok
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kezdetét. A tesztek soran a szenzitivitas 91.13%, az oérankénti hamis riasztasok aréa-
nya pedig atlagosan 0.35 volt. Ezzel szdmos state-of-the-art algoritmust, példaul
wavelet, entrépia, id6-frekvencia spektrum alapti modszert sikeriilt megelGzniink.

4.2. Rendszeridentifikacio

A rendszeridentifikacio feladata egy szerkezetileg zart rendszer viselkedésének (al-
talaban impulzus vagy frekvencia véalaszanak) modellezése. Ehhez a rendszer tet-
szGleges bemeneti jelre adott valaszat tudjuk csak mérni, mely gyakran keveredik
zajjal. A rendszer identifikicidja soran a bemeneti és a zajos kimeneti mérésekre
kell matematikai modellt illeszteni (1d. 4.1). Attol fiiggGen, hogy a H rendszert
és a v zajforrast hogyan modellezziik szamos megkozelitése van a probléméanak az
id6- és frekvenciatérben [Lju99).

v(t)

u(t) y{t}

4.1. abra. Egy H rendszer y kimenete az u bemenet és a v additiv zaj
fiiggvényében.

Szamos gyakorlati alkalmazasban fontos feladat, hogy a jel adott frekvenciaji
komponenseit felismerjiik, detektaljuk. Példaul telekommunikacios, illetve radaros
alkalmazasok esetén a vivGjel frekvencidjanak vagy a kozvetité csatorna torzita-
sanak identifikalasa is ilyen. A [GarKov20| munkaban frekvencia identifikicioval
foglalkoztam, melyhez a 2. fejezetben bemutatott adaptiv transzformécidos mod-
szereket hasznaltam. A modszerrel egymashoz kozeli frekvencidju komponensek
is szétvalaszthatok, mely alacsony jel-zaj arany (-15-0dB) mellett is pontosabb
becslést tesz lehetévé, mint mas state-of-the-art modszerek. A becsléshez tarto-
z6 (2.3) tipust problémat egy gradiens alapu optimalizaciés modszerrel oldottuk
meg, melyben leegyszertsitettiik a gradiens és a célfiiggvény kiértékeléséhez sziik-
séges ©(a)*t pszeudoinverz kiszamitasat. Igy kapott implementacioval [GarKov20]
jelent&sen csokkentettiik az algoritmus futasidejét.

A szivizmokban terjedd elektromos ingeriilet idébeli terjedése is modellezhetd
rendszeridentifikdcios modszerek segitségével. Ennek egy speciélis esete a szivirek-
vencia valtozasanak (HRV) becslése. A sziviitések gyakorisaga konnyen szamolhato
az. EKG jelek egymés utani R cstcsai kozotti tavolsagok (RR intervallumok) recip-
rokaval, mely jol tiikrozi az ember altalanos egészségi allapotat. A tartosan fennallo
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szivritmuszavarokat altalaban a sziv szerkezeti kirosodasai okozzék, az ideiglenes,
rovid ideig tartd valtozasok viszont nem feltétleniil jeleznek rendellenességet. Pél-
daul a szivverés belégzés hatasara kissé felgyorsul, kilégzés soran pedig lelassul, ami
teljesen normalis. Ezek a kiils¢ behatasok azonban torzithatjak a HRV becslését
és megnehezitik az orvosi diagnozis felallitasat. A nemzetkozi irodalomban [ChoG-
utll; LenKirl7] gyakran linearis idGinvarians rendszeridentifikdcios modszerek se-
gitségével becsiilik a HRV-t befolyasolo kiilsé tényezdket (pl. légzést). Ezzel szem-
ben, a [BocKos19] munkaban egy kiilsG gerjesztéssel ellatott idGben valtozo linearis
autoregressziv LPV-ARX modellt hasznaltunk az identifikdiland6 H kardiorespi-
racios rendszer meghatarozasara. Ebben a megkozelitésben a rendszert kiviilrél
befolyéasol6 u jelet a légzési peribdusoknak, az y kimenetet pedig az RR intervallu-
mok hosszédnak valasztottuk. A becslések validalasdhoz 7 ember bevonésaval sajat
méréseket végeztiink a JKU-n. A mérések soran arra kértiik az onkénteseket, hogy
egy elére megadott (0.3Hz, 0.4Hz, 0.5Hz) iitemben lélegezzenek, igy megkozelitsleg
egy szakaszonként konstans u 1égzési gyakorisdg mintazatot kaptunk. A tesztek so-
ran megmutattuk, hogy az igy kapott LPV-ARX modell segitségével pontosabban
lehet becsiilni a HRV-t, mint a sima AR és ARX modellekkel.

A dinamikai rendszerek identifikdcidja allapottérmodellek segitségével is meg-
kozelithets, melyet az |[LanKov18] munkaban fotoakusztikus képrekonstrukciohoz
hasznaltunk fel. A fotoakusztikus tomografiaban (PAT) a vizsgalando6 anyagot, bio-
logiai szovetet, stb. lézerrel vilagitjdk meg, melynek egy részét az anyag elnyeli ami
héenergiava alakul. A hGemelkedés hatasara az anyag kitagul, megvaltoztatva ez-
zel a koriilvevs kézeg nyomésat. A megvilagitas periodikus ismétlésével periodikus
nyomaéskiilonbség alakul ki a vizsgalt objektum koriil, amit ultrahang detektorok-
kal lehet mérni, a felszini ultrahangos jelek tulajdonsagaibol pedig kovetkeztetni
lehet az azt gerjesztG kozeg jellemzdire (pl. az elnyelddésre). A [LanKov18] cikkben
a fizikai jelenséget leird parcidlis differencidlegyenletek (PDE) diszkretizaciojabol
levezettiink egy allapottérmodellt, melynek segitségével algoritmust adtunk az in-
homogén anyagok elnyel6dési egyiitthatdinak becslésére. Numerikus szempontbél
tobb kihivassal kellett szembenézniink. Egyrészt a csillapitott hullamterjedést le-
ir6 PDE diszkretizaci6jabol szarmaztatott allapottérmodell szamos paramétertél
(idgbeli/térbeli felbontés, relaxacios idg, sth.) fiigg, melyek értékei befolyasoljak
a modell matematikai tulajdonsagait (pl. a stabilitast). Masrészt, a modellbdl ka-
pott Ax = b tipusu linearis egyenletrendszer is rosszul kondicionalt, ami miatt az
bolésére a (3.5) egyenletben bemutatott regularizacios modszereket alkalmaztam,
illetve meghatéroztam a PDE azon paramétereit, melyekkel aszimptotikusan sta-
bil, iranyithatd és megfigyelhet allapottér reprezentacidkat kapunk. A modszer
nagy elénye, hogy a modellen keresztiil optimalizalni lehet a kiils6 gerjesztéshez
hasznalt u lézer moduléciés paramétereit is, amivel javithaté az elnyel6dési egytitt-
hatok becslése.
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