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El®szó

Tudományos pályámat 2010-ben kezdtem PhD hallgatóként az ELTE IK Nu-
merikus Analízis Tanszékén, ahol 2012-t®l tanársegéd, majd 2016-tól adjunktus-
ként dolgozom. Ez id® alatt bekapcsolódhattam a tanszéken m¶köd®, több év-
tizedes múltra visszatekint® Harmonikus- és Fourier-analízis Iskola kutatásaiba.
Dr. Schipp Ferenc professzor emeritus és Dr. Fridli Sándor tanszékvezet® egyetemi
tanár témavezetése nyomán megismertem a racionális függvényrendszerekkel va-
ló approximáció elméleti eredményeket, ezek geometriai értelmezését, rendszer- és
irányításelméleti jelent®ségét, illetve EKG jelfeldolgozásban történ® gyakorlati al-
kalmazását. Ez az id®szak tudományos és oktatói szempontból is meghatározó volt.
Ennek köszönhet®en doktori tanulmányaim alatt és kés®bbi tudományos pályám
során is az említett témakörökhöz er®sen kapcsolódó alkalmazásorientált alapku-
tatásokat végeztem, melyekben az elméleti kutatás problémafelvetéseit közvetlen
gyakorlati alkalmazások inspirálták. Fontosnak tartom kiemelni, hogy a tanszéken
oktatott tárgyak nagy mértékben hozzájárultak kutatásaim sikerességéhez, és for-
dítva, bizonyos eredményeim, észrevételeim segítettek ezen tárgyak ismeretanyagá-
nak mélyebb megértésében, melyet oktatási segédanyagok, szemléltet® programok
formájában beépítettem egyetemi el®adásaimba. Az oktatott tárgyak anyagaira
támaszkodó, saját kutatásaimhoz kapcsolódó feladatokon keresztül egyetemi hall-
gatókat is be tudtam vonni a tudományos munkába. Ennek köszönhet®en az el-
múlt években összesen 4 diplomamunkát, 10 szakdolgozatot és 4 TDK dolgozatot
témavezettem, melyek az OTDK-n is szépen szerepeltek (II. és III. díj, illetve egy
különdíj). 2020-ban az egyik ilyen TDK dolgozat folytatásaként egy doktori témát
is meghirdettem.

Az elmúlt id®szakban nemzetközi tapasztalatokat is szereztem. 2012-ben fél
évet töltöttem Finnországban, a Tamperei M¶szaki Egyetem Jelfeldolgozó Kutató
Intézetében (ISP). Itt epilepsziás rohamok EEG alapú detektálásán dolgoztam. A
kutatócsoportot vezet® Moncef Gabbouj professzorral és PhD hallgatójával Kaveh
Samiee-val több közös publikációnk jelent meg, köztük az egyik egy D1-es folyó-
iratban [SamKov17]. Finnországban ismertem meg Dr. Serkan Kiranyaz-t a Kata-
ri Egyetem professzorát is, akivel sztochasztikus optimalziáció témakörében jelent
meg közös cikkünk. Ez és az ELTE Numerikus Analízis Tanszékén végzett hiperbo-
likus geometriával kapcsolatos kutatások inspirálták egy kés®bbi munkám, az adap-
tív transzformációs módszerek optimalizációjának általánosítását, mely az egyik
legrangosabb jelfeldolgozó folyóiratban jelent meg D1-es publikációként [KovFri20].
A cikk eredményeit bemutattam Victor Pereyra és Michael Saunders stanfordi



iii

professzoroknak is, akik 2017-ben meghívtak a Linear Algebra and Optimization
szemináriumukra.

2018 és 2020 között a linzi Johannes Kepler Egyetem (JKU) Jelfeldolgozó In-
tézetében voltam posztdoktori kutató. Itt többek között folytathattam a doktori
alatt megkezdett EKG jelfeldolgozással kapcsolatos kutatásaimat. Ezen keresztül
ismertem meg Carl Böck PhD hallgatót és a Kepler Egyetemi Kórház Intenzív és
Aneszteziológiai Osztályának vezet®jét, Dr. Jens Meier orvosprofesszort, akikkel
EKG jelek modellezését és szegmentálását kutattuk. Az EKG és EEG jelfeldolgo-
záshoz kapcsolódóan 2019-ben egy közös, ELTE IK � JKU ISP, konferencia szekciót
is szerveztük a 17. EUROCAST konferencián. Jelenleg egy hasonló témában szer-
vezünk szekciót az 55. Asilomar Conference on Signals, Systems, and Computers
konferenciára. A biológiai jelfeldolgozás mellett, korábbi kutatásaimtól eltér® jel-
feldolgozási problémákon (telekommunikáció, gépi tanulás, roncsolásmentes anyag-
vizsgálat) is dolgozhattam a linzi intézetben. Ennek eredményeképp az ISP-t ve-
zet® Dr. Mario Huemer professzorral 9 közös publikációnk jelent meg köztük kett®
Q1-es folyóiratokban. Egy egyetemi együttm¶ködés keretében a 2019-ben újon-
nan megalakult Silicon Austria Labs GmbH indulóprojektjeinek kidolgozásában is
részt vehettem. Így a kutatás mellett számos új, értékes tapasztatal gazdagodtam
a projektvezetés, szervezés, pályázatírás területén.

Doktori védésem óta, a 2016-2021 id®szakban 6 konferencia és 11 folyóirat
cikket publikáltam jelmodellezés, mesterséges intelligencia/gépi tanulás, biológiai
jelfeldolgozás, telekommunikáció, roncsolásmentes anyagvizsgálat témakörökben.
Ezek alapvet®en interdiszciplináris jelleg¶ komplex kutatások, melyekhez nem csak
informatikai, illetve matematikai tudásra, de alkalmazásspeci�kus ismeretekre is
szükség van. Emiatt különböz® területeken dolgozó szakemberekkel, orvosokkal,
mérnökökkel, �zikusokkal kellett együttm¶ködnöm. Habilitációs dolgozatomban
ezen id®szak kutatási eredményeit foglalom össze, rendszerezem három témában:

� jelfeldolgozásban: [Kov17b; Kov18; KovFek19; KovBöc19; BogFri19;
KovFri20];

� gépi tanulásban: [KovLeh20a; KovLeh20b; LehGal21; KovBog21b];

� gyakorlati alkalmazásokban: [KovBöc17; SamKov17; LanKov18; BöcKos19;
DózBog19; GarKov20; BöcKov21].

A habilitációs dolgozat szerkesztése inkrementális, tehát építek a korábban beve-
zetett fogalmakra és állításokra, éppen ezért a fejezetek sorrendisége fontos. Ezt
a logikát követi a publikációk csoportosítása, melyben �gyelembe vettem az alkal-
mazott matematikai módszerek, technikák hasonlóságát is.



Köszönetnyilvánítás

Ezúton szeretnék köszönetet mondani Dr. Fridli Sándor tanszékvezet® egyetemi
tanárnak, hogy kezdett®l fogva koordinálta tudományos pályafutásomat, témave-
zette doktori tanulmányaimat, és támogatta habilitációs dolgozatom elkészítését
is. Hálás vagyok a közös publikációk alatt szerzett tapasztalatokért. Köszönöm a
tudományos ösztöndíjak és pályázatok megírásához nyújtott segítségét és szakmai
támogatását.

Külön köszönettel tartozom Dr. Schipp Ferenc professzor emeritusznak, aki a
doktori tanulmányaim megkezdése óta mentorálja tudományos pályám és ötleteivel
azóta inspirálja immáron nemcsak saját, de doktoranduszom kutatásait is.

Köszönöm az ELTE Numerikus Analízis Tanszékének, hogy 2012-ben támogat-
ta tanársegédi, 2016-tól adjunktusi kinevezésem, illetve jelenlegi habilitációs pá-
lyázatomat. Hálás vagyok a tanszéki kollégáknak, hogy a 2018-2020 közötti osztrák
kiküldetésem alatt helyettem is viselték a Tanszék oktatási terheit és ezáltal lehe-
t®vé tették, hogy a külföldi posztdoktori id®szak után visszatérhessek az ELTE-re.

Hálás vagyok Dr. Kaveh Samiee-nek és Carl Böck-nek az elmúlt évek közös
munkájáért és barátságukért. Kaveh-val a Tamperei M¶szaki Egyetemen találkoz-
tam. PhD hallgatóként ez volt az els® nemzetközi együttm¶ködésem, melyb®l a
jelenleg legtöbbet hivatkozott publikációim készültek. Carl-t, a linzi Johannes Kep-
ler Egyetem (JKU) PhD hallgatóját, már posztdoktori kutatóként ismertem meg.
Ez tudományos pályám egyik mérföldköve, melynek köszönhet®en posztdoktori ál-
lást kaptam a JKU-n. A közös publikációk, konferencia szereplések, tudományos
utazások, mellett Carl jóvoltából végül síelni is megtanultam.

Köszönöm családomnak a doktori tanulmányaim és a külföldi kiküldetésem
során nyújtott támogatását. A dolgozatot édesanyám emlékének ajánlom.

1. fejezet

Bevezetés

Az informatika tudományos és technológiai vívmányainak köszönhet®en a jelfel-
dolgozás óriási fejl®désen ment keresztül az elmúlt több mint 50 évben [Neb98]. A
kezdetben kizárólag hadászati és telekommunikációs célokat szolgáló jelfeldolgozás
mára számos további tudományos és köznapi alkalmazással (szeizmológia, bioló-
giai jel- és képfeldolgozás, id®sor analízis, beszédfelismerés, stb.) b®vült. Ezekben
az esetekben a vizsgált jelet független változók (pl. id®, tér) függvényének tekint-
hetjük. A dolgozatban tárgyalt jelek többsége egyváltozós valós-valós függvény, de



2 Bevezetés

például a roncsolásmentes anyagvizsgálathoz kapcsolódó munkáimban el®forduló
kép és videó felvételeket két-, illetve háromváltozós függvényekkel reprezentálhat-
juk. A gyakorlatban el®forduló analóg jelek folytonosak, melyeket a számítógépes
feldolgozhatóság érdekében digitalizálni kell, ami magában foglalja az értelmezé-
si tartomány mintavételezését és az értékkészlet kvantálását. Az analóg-digitális
átalakítás eredményeképp függvények helyett vektorokkal is dolgozhatunk. Ha a
mintavételezést megfelel® gyakorisággal végezzük, akkor a Shannon�Nyquist-féle
mintavételezési tétel értelmében a diszkrét mérésekb®l hibátlanul rekonstruálhat-
juk az eredeti jelet. Tehát nem veszítünk információt, ha az analóg jelek helyett
azok diszkrét megfelel®jével dolgozunk.

Attól függ®en, hogy a mérésekben feltételezünk-e valamilyen bizonytalanságot,
beszélhetünk determinisztikus és nemdeterminisztikus jelekr®l. Az els® esetben a
jel akár explicit képlettel is de�niálható, míg a második esetben a méréseket be-
folyásoló véletlen tényez®k (pl. zaj) miatt erre nincs lehet®ség. A nemdeterminisz-
tikus jelek sztochasztikus folyamatoknak tekinthet®k, a diszkrét mérések pedig
valószín¶ségi vektorváltozókkal modellezhet®k. Így a jelfeldolgozásbeli problémák
tárgyalása alapvet®en két irányból, approximáció- és valószín¶ségelméleti alapon
közelíthet® meg. Az ELTE IK képzéseiben az el®bbi szemlélet dominál köszönhet®-
en a Numerikus Analízis Tanszéken folyó több évtizedes approximációelméleti ku-
tatásoknak. Ezért a habilitációs tézisekben összefoglalt saját eredményeimet ebben
a megközelítésben fogom ismertetni. Megjegyzem, hogy a JKU-n volt szerencsém
a valószín¶ségelméleti alapú jelfeldolgozást is oktatni az "Optimum and Adaptive
Signal Processing Systems" cím¶ egy féléves MSc el®adáson keresztül.

1.1. Jelek matematikai reprezentációja

A jelek feldolgozásához szükség van egy általános keretrendszerre amiben az ál-
taluk hordozott információt értelmezni tudjuk. Ehhez el®ször kijelölünk egy, a
problémához illeszked® (H, ‖.‖) normált teret. A számítógépes feldolgozáshoz ez
önmagában nem elég, ezért az analitikusan nehezen kezelhet® bonyolult f ∈ H
függvényeket egyszer¶bb leképezésekkel közelítjük. Formálisan a következ® feladat
megoldásáról van szó:

(1.1) d(f,S) := inf
g∈S

ρ (f, g) = inf
g∈S
||f − g|| (f ∈ H).

ahol S ⊂ H az alkalmazáshoz választott altér. A fenti ρ (f, .) távolságot minimali-
záló f̃ ∈ S elem létezésére, egyértelm¶ségére, karakterizálására számos klasszikus
approximációelméleti tétel ismert [Szi07; Nat52]. A gyakorlatban az f ∈ H függ-
vény egy véges, számítógépes tárolásra alkalmas f̃ ∈ S ⊂ H reprezentációjára van
szükségünk. Ezért a legjobb approximáció problémakörének egy speciális esetére
szorítkozunk, melyben H egy Hilbert-tér a 〈., .〉 skaláris szorzattal, ‖f‖ =

√
〈f, f〉,

és S egy véges dimenziós altere H-nak. Ez többek között azért el®nyös, mert a
létezés és egyértelm¶ség mellett biztosított az f -et legjobban közelít® f̃ elem el®-
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állítása is :

(1.2) f̃(t) = PN
Θ f(t) :=

N−1∑
j=0

cjΘj(t) (t ∈ R) ,

ahol PN
Θ az {Θj : 0 ≤ j < N } függvények által kifeszített S altérre való mer®le-

ges vetítést leíró operátor. A cj ∈ R (j = 0, . . . , N − 1) együtthatókat a Gc = b

lineáris egyenletrendszer megoldásaként kapjuk, melyben Az egyenlet bal oldalán
egy ún. Gram mátrix G =

(
〈Θi,Θj〉

)N−1

i,j=0
áll, a jobb oldali vektor pedig b =

=
(
〈f,Θ0〉 , . . . , 〈f,ΘN−1〉

)T
alakú. Ha {Θj : 0 ≤ j < N } egy ortonormált függ-

vényrendszer, akkor G az egységmátrix és a ci = 〈f,Θi〉 számokat az f függvény
Fourier-együtthatóinak nevezzük. Ez már egy számítógépes tárolása alkalmas rep-
rezentációja az f jelnek, melynek így elég csak a ci együtthatóival m¶veletet vé-
gezni (pl. tömöríteni, sz¶rni). Az S alteret és az azt de�niáló {Θj : 0 ≤ j < N }
függvényrendszert alkalmazástól függ®en választjuk meg. Például hangfeldolgo-
zásban a trigonometrikus rendszer elemeit használjuk (MP3), képfeldolgozásban a
diszkrét koszinusz, illetve wavelet transzformációk terjedtek el (JPEG, JPEG2000),
telekommunikációban pedig a Walsh-transzformációnak van nagy jelent®sége (CD-
MA). Megjegyzem, hogy a jelek (1.2)-ben vázolt értelmezése kell®en általános,
melyb®l a valószín¶ségelméleti megközelítések is levezethet®k. Ebben az esetben a
H Hilbert-tér véges szórású valószín¶ségi változók halmaza, a skaláris szorzat pedig
a 〈x, y〉 := E(x, y) alakú, ahol E(.) a szokásos várható érték operátort jelöli. Szá-
mos, a becsléselméletben jól ismert eljárást származtathatjuk ilyen módon [Kay93].

A dolgozat 2. fejezetében az (1.2)-hez hasonló reprezentációk nemlineáris álta-
lánosításait vizsgálom, melyekben a cél a jelek pontos ugyanakkor ritka reprezen-
tációja. Utóbbi azt jelenti, hogy minimalizáljuk az f közelítéséhez felhasználható
elemi függvények számát. Az itt kidolgozott adaptív reprezentációs módszereket a
3. fejezetben beépítem neurális hálókba is. Az így kapott modell-vezérelt neurális
hálók öröklik az adaptív projekciós operátorok jó tulajdonságait, ami értelmezhet®
paramétereket, és kompakt háló struktúrát eredményez. Az utolsó, 4. részben az
els® két fejezet eredményeihez kapcsolódó gyakorlati alkalmazásokat ismertetem.



2. fejezet

Jelmodellezés

A jelek, illetve függvények hatékony reprezentációjának kutatása nem újkelet¶ do-
log, az elmúlt évszázadban számos elméleti és gyakorlati jelent®ség¶ eredmény szü-
letett ebben a témában. Egy reprezentáció hatékonyságát két alapvet® szempont, a
pontosság és a komplexitás, szerint mérhetjük. E két tulajdonság fontosságát már
a 14. században felismerték, amire a mai napig Ockham borotvájaként hivatko-
zunk. Az elv szerint, egy adott jelenséget egyformán jól leíró magyarázatok közül
a legegyszer¶bbet érdemes választani. Esetünkben egy f jel két egyformán valóság-
h¶ f̃1 és f̃2 reprezentációja közül a kevesebb adattal leírhatót célszer¶ használni.
Formálisan, a pontosságon az eredeti f ∈ H jel és hozzá az (1.1) modell szerint
legközelebbi f̃ ∈ S reprezentáció ‖f − f̃‖ hibáját, míg komplexitáson az f̃ el®állí-
tásához szükséges információ mennyiségét értjük. Utóbbit jellemezhetjük például
f̃ ritkaságával, azaz ‖c‖0-al, ami a (1.2) egyenletben a nem nulla cj együtthatók
száma. Ez a két tulajdonság, hasonlóan sok más, a számítástudományokból jól
ismert mennyiséghez, csak egymás rovására javítható. Ha például a modellezéshez
használt H térben teljes ortonormált {Θj : j ∈ N } függvényrendszerek szerinti
sorfejtések N -ik részletösszegeit vizsgáljuk, akkor limN→∞ ‖f − f̃N‖ = 0, tehát
nagy N -ekre elhanyagolhatóan kicsi hibájú reprezentációkat kaphatunk, viszont
egyre több ci együtthatót is kell tárolni. Ebben a fejezetben olyan numerikus op-
timalizációs eljárásokkal foglalkozom, melyek bizonyos kompromisszumok mellet
egyszerre próbálják meg kielégíteni a pontosság és a komplexitás kritériumait.

2.1. Adaptív projekciós módszerek

A jelfeldolgozás els® lépéseinek egyike a kérdéses probléma egyszer¶sítése, felbon-
tása kisebb részfeladatokra, melyekben már a jelnek egy egyszer¶bb alakjával dol-
gozunk tovább. Ennek egyik lehetséges megközelítése a �zikai jelenséget leíró tör-
vényszer¶ségek linearizációja, illetve a vizsgált jelek egyszer¶sítése, felbontása egy
el®re megválasztott függvényrendszer szerint, ahol a feldolgozandó jeleket véges sok
alapfüggvény lineáris kombinációjával közelítjük az (1.1)-(1.2) egyenletek szerint.
A {Θj : 0 ≤ j < N } rendszer rögzítése helyett azonban célszer¶ olyan függvénye-
ket választani, melyek szabad paraméterekkel is rendelkeznek. Ezek az ún. adaptív
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projekciós módszerek, melyekben a szabad paramétereket az alkalmazáshoz illesz-
ked®en, optimalizációs eljárások segítségével választjuk meg. Ehhez tekintsük a
Θ(a) := {Θj(·, a) ∈ H : 0 ≤ j < N } alakú, az a ∈ Γ ⊂ Rn vektorral paramétere-
zett függvényrendszereket, és az (1.2) modell alábbi általánosítását:

(2.1) f̃(t, a) := PN
Θ(a)f(t) =

N−1∑
j=0

cj(a)Θj(t, a) (t ∈ R) ,

ahol a cj(a) együtthatókat aG(a)c(a) = b(a) lineáris egyenletrendszer megoldásá-
val kapjuk. A G(a) Gram mátrix és a jobb oldali b(a) vektor elemeit az (1.2)-ben
ismertetett módon skaláris szorzatok segítségével számoljuk ki, a különbség annyi,
hogy ezek most függenek az a paramétert®l. Így az (1.1) egyenletben de�niált
optimalizációs probléma a következ®képpen módosul:

(2.2) min
a

d(f,S(a)) := min
a

min
g∈S(a)

||f − g|| (f ∈ H).

ahol S(a) := span {Θj(·, a) : 0 ≤ j < N }. Megjegyzem, hogy a küls® minimum
általában nem létezik, gyakorlati alkalmazásokban azonban az a paraméterek �-
zikai jelentését fehlhasználva a keresési tartomány lesz¶kíthet® egy kompakt hal-
mazra. Ezért a továbbiakban eltekintünk az általános inf jelölés használatától és
feltesszük, hogy a keresett minimum létezik.

Gyakorlati alkalmazásokban a t1, t2, . . . , tM id®pontokban mintavételezett
diszkrét f ∈ RM jelekkel dolgozunk, tehát H = RM a szokásos euklideszi ska-
láris szorzattal, a Θj(t, a) függvények megfelel® értékeit pedig a Θ(a) ∈ RM×N

mátrixban tároljuk. Így a (2.2) probléma diszkrét megfelel®jét kapjuk [GolPer73]:

(2.3) min
a

∥∥f−PN
Θ(a)f

∥∥ = min
a

∥∥f−Θ(a)Θ(a)+f
∥∥ ,

ahol Θ(a)+ jelöli a Θ(a) mátrix Moore�Penrose-féle pszeudoinverzét. A minimali-
zálandó célfüggvényt Variable Projection (VP) funkcionálnak nevezzük, melynek
számos gyakorlati alkalmazása ismert a telekommunikációban, robotikában, gépi
tanulásban, adatelemzésben, di�erenciálegyenletek megoldásában, stb. [GolPer03].
Az elmúlt években a (2.3) módszert kiterjesztettem B-splineokra, racionális, és Her-
mite függvényekre, illetve többféle általánosítást is bevezettem. Ezeket mutatom
be a következ® pontokban.

2.1.1. Spline-ok illesztése az alappontok variálásával

Széleskör¶ alkalmazási lehet®ségeinek (pl. számítógépes gra�kában) köszönhet®en
a spline-ok szabad csomópontjainak optimális megválasztása a mai napig aktívan
kutatott területnek számít. A state-of-the-art módszerek különböz® megközelíté-
seket használnak az alappontok optimalizációjára, például genetikus algoritmuso-
kat [YosHar03; UyaÜlk17], Lasso-típusú convex optimalizációt [YuaChe13], illetve
kombinatorikus optimalizációt [KarGab97]. A [KovFek19] publikációmban egy új
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adaptív projekciós megközelítést dolgoztam ki, melyben a spline-okat B-spline bá-
zisban de�niáltam:

Bj,0(t, a) :=

{
1 ha aj ≤ t < aj+1,
0 különben,

Bj,`(t, a) := βj,`Bj,`−1(t, a) + γj,`Bj+1,`−1(t, a) ,

ahol

βj,` =
t− aj

aj+` − aj
, γj,` =

aj+`+1 − t
aj+`+1 − aj+1

.

Az adaptív projekciókhoz el®re rögzítjük a spline-ok fokszámát `-et, a reprezentáció
elemi függvényeit pedig a fenti B-spline-oknak választjuk, azaz Θj(t, a) = Bj,`(t, a).

A csomóponti a = (a0, a1, . . . , an−1)T vektor (2.3)-beli optimalizálása nehéz
feladat, ami az optimalizáció során egymáshoz közel kerül® alappontoknak köszön-
het® [Jup78]. Ezért itt az optimalizáció inicializálása különösen fontos. A [Kov-
Fek19] publikációmban nulladfokú spline approximációkat használva, az eltérést
‖ ·‖p, (p = 1,2,∞) normákban minimalizálva dolgoztam ki különböz® stratégiákat
a kezd® alappontok megválasztására. Ezek a stratégiák helyesek abban az értelem-
ben, hogyha a közelítend® függvény egy spline, akkor az inicializáció visszaadja
az eredeti alappontokat. A valós jeleken és tesztfüggvényeken végzett szimulációk
megmutatták, hogy a bemutatott módszerrel kapott kezd®pontokból indulva már
4 VP iterációt követ®en sokkal jobb optimumba jutunk, mint például egyenletes
vagy véletlen pontrendszer esetén. A tesztek során a state-of-the-art algoritmu-
sokhoz képest 12×-es gyorsítást sikerült elérni közel azonos hibahatár mellett. A
B-spline-ok kompakt tartójú függvények, így a (2.3) egyenletben a Θ(a) mátrix
oszlopaiban többségében nullák szerepelnek. Ezt kihasználva, például rikta adat-
struktúrák segítségével tovább lehet gyorsítani az algoritmus implementációját,
ami az [KovFek19] publikáció mellékleteként nyílt hozzáférés¶ kódként elérhet®.

A kidolgozott nulladfokú spline approximációs módszerek nagyon hatékonyan
számolhatók, ezért az inicializációs stratégiákkal a spline reprezentációk komplexi-
tása, a csomópontok n száma is könnyen becsülhet®. Ehhez egyre növekv® n-ekre
kell kiszámolni az inicializációban szerepl® nulladfokú spline approximációkat. Az
így kapott alappontszám-approximációs hiba gra�kon "sarokpontja" (maximális
görbület¶ pontja) alapján meg lehet határozni a jelhez optimális csomópontok
n számát. Megjegyzem, hogy a módszer nagyon hasonló elven m¶ködik, mint a
Tikhonov-regularizációs algoritmusok regularizációs paraméterének becslésénél al-
kalmazott L-görbe módszer [Han92].

2.1.2. Paraméterezett Hermite-függvények

Ismeretes, hogy a klasszikus Hermite-polinomok {hk | k ∈ N} ortogonális és tel-
jes rendszert alkotnak az (L2(R), 〈., .〉)w Hilbert-térben az alábbi skaláris szorzat-
tal [Sze67]:

(2.4) 〈hk, h`〉w =

∫ ∞
−∞

hk(t)h`(t)w(t)dt = δk` ,
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ahol w(t) = e−t
2
a súlyfüggvényt jelöli. Ezek segítségével de�niálhatók az alábbi

Hermite-függvények:

Φk(t) = hk(t)
/
||hk||2 ·

√
w(t) (k ∈ N).

A w súlyfüggvénynek köszönhet®en a Φk függvények nagyon gyorsan elt¶nnek a
±∞-ben, ezért praktikus szempontból tekinthet®k kompakt tartójú függvények-
nek. Emiatt kiválóan használhatók kompakt tartójú jelalakok reprezentációjára
(pl. tüskék, akciós potenciálok, EKG jelek P, QRS, T hullámai, stb.). Hermite-
függvények esetén azonban nincsenek szabad paramétereink, melyeket optimali-
zálni lehetne. Ennek a feloldására két módszert dolgoztam ki.

A [DózKov15] publikációban a λ(t− τ) a�n argumentum transzformáción ke-
resztül új szabad paraméterekkel, a λ dilatációval és a τ transzlációval, egészí-
tettem ki az Hermite-függvényeket. Az így kapott Φk(t, a) :=

√
λΦk(λ(t − τ))

függvények öröklik az Hermite-függvények el®nyös matematikai tulajdonságait (or-
togonalitás, teljesség, "kvázi kompaktság"), ahol a = (τ, λ)T az optimalizálandó
paraméterek vektorát jelöli. A számítógépes szimulációk során kiderült az is, hogy
az így de�niált függvénycsalád általában jól alkalmazható EKG jelek tömörítésére.
A [KovFri20] munkámban racionális és B-spline alapú EKG reprezentációkkal is
összehasonlítottam a módszert. A tesztek rámutattak arra is, hogy bizonyos spe-
ciális jelalakok (pl. abnormális szívütések, neuronok tüzelése, stb.) közelítéséhez
nem elegend® az eredeti Hermite-függvényrendszer dilatációja és eltolása.

Az ábrázolható jelek osztályát a [KovBöc19] publikációban tovább b®vítettem.
Ehhez az Hermite-függvények w súlyfüggvényét módosítottam:

v1(t, a) := u1(t, a) · w(t), u1(t, a) := (t− a)2,

v2(t, a) := u2(t, a) · w(t), u2(t, a) := 1/((t− a1)2 + a2
2)

(t ∈ R, a ∈ R2).

Az új v súlyfüggvényt v1 és v2 lineáris kombinációjaként kapjuk, melynek segítsé-
gével de�niálhatók az új paraméterezett függvényrendszer elemei:

Ψk(t, a) = qk(t)
/
||qk||2 ·

√
v(t, a) (k ∈ N, t ∈ R),

ahol {qk | k ∈ N} a 〈., .〉v skaláris szorzat szerinti ortogonális polinomokat jelöli.
Így már fel lehet írni a (2.3) egyenletben de�niált optimalizációs feladatot, mely-
ben most a projekció legkisebb négyzetes hibáját minimalizáló v súlyfüggvényt,
illetve annak paramétereit keressük. Az eredeti feladat gradiensének kiszámítása
itt már elbonyolódik, ezért a numerikus optimalizáció implementációjához több
egyszer¶sítést is bevezettem. Többek között különböz® nemlineáris feltételekkel
lesz¶kítettem az alkalmas a paraméterek halmazát, illetve egyszer¶sítettem a cél-
függvényt. Az algoritmus böngész®b®l futtatható implementációja a dolgozatokhoz
készült szimulációkkal együtt elérhet® a codeocean platformon [KovBöc18].
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2.1.3. Racionális függvények pólusoptimalizációja

Az el®z® fejezetekben bemutatott reprezentációk optimalizálásánál csak a pontos-
ságot vettük �gyelembe, a komplexitást nem. Utóbbit, az S(a) altér N dimenzió-
jával el®re megbecsültünk, majd rögzítettünk. A [KovFri20] publikációban forma-
lizálom a reprezentációk komplexitását amit együtt optimalizálok a pontossággal.
Ehhez a (2.3) feladatot a következ® módon általánosítottam:

(2.5) r(a, d) :=
∥∥∥f − PN(d)

Θ(a,d)f
∥∥∥+ Λ(d),

ahol d > 0 a reprezentációkat indexel® egész szám, Λ(d) a komplexitást mér® mono-
ton függvény, N(d) a projekció S(a, d) := span {Θj(·, a, d) ∈ H : 0 ≤ j < N(d) }
képterének dimenziója. A korábbi (2.3) megközelítéshez képest lényeges különbség,
hogy a PN(d)

Θ(a,d) projekció nem csak az a paramétervektortól, hanem a d komplexi-
tástól is függ, aminek a pontosságát ellensúlyozza a Λ büntet®függvény. Ennek
köszönhet®en az S(a, d) altér dimenziója csak akkor növekedhet, ha azzal jelent®-
sen csökken az altért®l vett távolság.

A (2.5)-ben adott funkcionál egy nagyon általános formalizálása a célfüggvény-
nek, amit konkrét alkalmazások esetén még de�niálni kell. A [KovFri20] munkám-
ban racionális ortogonális rendszerekre, az ún. Malmquist�Takenaka (MT) függ-
vényekre implementáltam a PN(d)

Θ(a,d) projekciót és a Λ büntet®függvényt, ami egydi-
menziós jelek approximációjára alkalmazható. Ezzel az átfogalmazással egy kevert
egészérték¶ optimalizálási feladathoz jutunk, amit egy híres részecske-raj alapú
globális optimalizálási módszer (PSO [KenEbe95]) módosításával oldottam meg.
Ez egyrészt, az eredeti algoritmus kiterjesztését jelenti a kevert egészérték¶ fel-
adatra, másrészt, olyan feltételek beépítését, melyek a MT-függvények szabad pa-
ramétereit, az inverz pólusokat, a komplex egység körön belül tartják. Ezt a hiper-
bolikus geometria Poincaré-féle körmodelljében érvényes szerkesztések segítségével
oldottam meg. Egy másik munkámban �gyelembe vettem azt is, hogy EKG jelek
esetén az említett inverz pólusok helye diagnosztikai információt hordoz. Ezért to-
vábbi, orvosi szempontból értelmezhet® optimalizálási feltételeket is kidolgoztam
a pólusok lokalizálására [Kov17b].

Megjegyzem, hogy ez a téma tekinthet® a doktori tanulmányaim alatt megkez-
dett racionális függvényapproximációs módszerekkel kapcsolatos kutatásaim foly-
tatásának is. Ehhez igazodva, a kidolgozott optimalizációs módszerek hatékonysá-
gát egy konkrét gyakorlati alkalmazáson, EKG jelek tömörítésén teszteltem, ahol a
cél az EKG jelek minél pontosabb közelítése a lehet® legkevesebb adat felhasználá-
sával. A [KovFri20; BogFri19] munkákban megmutattuk, hogy a módszer számos
state-of-the-art algoritmusnál hatékonyabban tömörít, s®t egy nemrég megjelent
szintén racionális függvényeket alkalmazó tömörít® módszer [TanZha19] eredmé-
nyeit is sikerült megjavítani. A bemutatott optimalizációs algoritmusokat és a dol-
gozatokhoz készült szimulációkat böngész®b®l is futtatható interaktív formában
tettem közzé a codeocean platformon [Kov17a].



2.2. Ritka reprezentációk

Az adaptív projekciós módszereknél az f ∈ H jelet egy nemlineárisan paramétere-
zett véges dimenziós S(a) ⊂ H altérbe képeztük, melyhez ortogonális vetítéseket
alkalmaztunk, az alteret pedig egy {Θj(·, a) : 0 ≤ j < N } bázisával adtuk meg.
A ritka reprezentációk el®állításának más megközelítései is vannak. Például a kér-
déses N dimenziós alteret egy b®vebb G := {Θa : a ∈ Γ } generátorrendszerével
is megadhatjuk, ahol Γ egy index halmaz. Ebben az esetben az f ∈ H jelet (1.1)
értelemben legjobban közelít® f̃ ∈ S elem felírása nem egyértelm¶, azaz többfé-
leképpen el®állítható G elemeinek lineáris kombinációjaként. A feladat az, hogy
ezekb®l a reprezentációkból kiválasszuk a lehet® "legritkábbat".

A ritka reprezentációk keresése különböz® típusú matematikai optimalizálási
problémáknak feleltethet® meg. Az egyik ilyen az alábbi kombinatorikus optima-
lizációs feladat:

(2.6) min
|Λ|=N

min
c

∥∥∥∥f −∑
a∈Λ

caΘa

∥∥∥∥
2

,

ahol Λ ⊂ Γ. A pontos megoldás kiszámítása NP-nehéz [Tro04a], amit különböz®
heurisztikus módszerekkel [MalZha93; CheDon01] szókás becsülni.

Az (2.6) megközelítésben el®re adott, hogy hány elem¶ lineáris kombinációval
közelítjük f -et. Ha még ezt sem tesszük fel, akkor a következ® problémához jutunk:

(2.7) min
c

{∥∥∥∥f −∑
a∈Γ

caΘa

∥∥∥∥
2

+ λ · ‖c‖0

}
,

ahol ‖.‖0 az argumentum nem nulla koordinátáinak számát jelöli, a büntet®tag
λ > 0 súlyát pedig regularizációs paraméternek nevezzük. Ez szintén NP-nehéz
feladat [Tro04b], amit a büntet®tag convex ‖.‖1 relaxációjával szokás kezelni.

A [Kov18] publikációmban ritka racionális reprezentációk el®állítását vizsgál-
tam, melyhez mohó [MalZha93] és Lasso-típusú [Tib09] algoritmusokat alkalmaz-
tam. Általában véve, a ritka reprezentációs elméleti eredmények (pl. hibabecslések)
bizonyításában komoly szerepet játszik a függvényrendszer koherenciája, mely a
reprezentáció felírásához használt elemi függvények közötti hasonlóságot méri. A
[Kov18] munkámban meghatároztam a racionális generátorrendszerek koherenciá-
ját, illetve a speciális, egy pólust tartalmazó Laguerre-rendszerek unióján keresztül
empirikusan is megvizsgáltam a kapott formulák helyességét.
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3. fejezet

Gépi tanulás

A 2010-es évek elejéig, a jelfeldolgozásban felmerül® problémák megoldását a ma-
tematikai modell alapú szemlélet dominálta. Ezek a modellek a jelfeldolgozási
problémákat az 1. fejezetben bemutatott egyszer¶bb lineáris, illetve nemlineáris
approximációs feladatokra vezették vissza, melyek elméleti háttere jól ismert. Így
interpretálható matematikai modelleket kapunk, melyekbe könnyen beépíthet®k az
adott probléma jellemz®i, például simasági, statisztikai feltételek, a közelít® altér
topológiája, vagy a zaj típusa. Bonyolultabb problémák esetén azonban ez a faj-
ta szigorú matematikai modell alapú megközelítés követhetetlenné válik. Ezekre
a kihívásokra jelenthetnek megoldást a gépi tanulás során felépített adatvezérelt
modellek.

A 2.1 pont modell alapú megközelítéseihez hasonlóan, a gépi tanuló algorit-
musok is a jel egy hatékony, azaz pontos és egyszer¶, reprezentációját állítják
el®. A tanítás során nemlineárisan paraméterezett függvények egy tág Θ(a) :=
= {Θa : a ∈ Γ } osztályát optimalizáljuk, melyek segítségével hatékonyan ábrá-
zolhatók a tanításhoz használt jelek. Ha a tanítóhalmaz lefedi a vizsgált jelenség
eloszlását, akkor az algoritmus a korábban nem látott méréseken is az elvárt helyes
eredményt adja.

A gépi tanulás egy kitüntetett területe a mesterséges mély neurális hálózatok,
melyekben rétegekbe rendezett mesterséges neuronok kommunikálnak egymással.
Az el®recsatolt háló az egyik leggyakoribb ilyen struktúra, melyben a neuronok
egymásutáni rétegekbe szervez®dnek:

(3.1) f̃ = NNaf =
(

Θ
(N)

a(N) ◦ . . . ◦Θ
(j)

a(j)
◦ . . . ◦Θ

(2)

a(2)
◦Θ

(1)

a(1)

)
f,

ahol f ∈ H a bementi jel, f̃ a háló kimenete, Θ
(j)

a(j)
a j-ik rétegben végrehajtott

leképezést, a(j) a réteg paramétereit, az a szimbólum pedig az összes optimalizá-
landó a(j) paraméter halmazát jelöli. A rétegeket leíró Θ

(j)

a(j)
m¶veletek lehetnek

lineáris leképezések (pl. konvolúciók), nemlineáris aktivációs függvények (pl. szig-
moid, hiperbolikus tangens), stb. A háló kimenete f̃ az eredeti f jel egy nemlineáris
reprezentációjaként értelmezhet®, ám a 2. fejezet additív megközelítéseivel ellen-
tétben, (3.1) a jel egy kompozív ábrázolása. A kompozív approximációs eljárás is
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helyes abban az értelemben, hogy minden a K ⊂ Rp kompakt halmazon értelme-
zett folytonos g : K → Rq függvény tetsz®leges pontossággal megközelíthet® egy
olyan NNa típusú leképezéssel, melynek bels® (rejtett) Θ

(j)

a(j)
(j = 2, . . . , N − 1)

rétegeiben az aktivációs függvények nem polinomok, vagyis a nem polinomiális
aktivációs függvény¶ NNa leképezések N osztálya s¶r¶ a (C(K), ||.||∞) Banach
térben [Cyb89; Hor91; KidLyo20].

A gépi tanulás tekinthet® egy többdimenziós interpolációs/regressziós fel-
adatnak is, melyben a tanító halmaz bemeneti�célérték relációi az interpoláci-
ós/regressziós feladat alappont�érték párjainak felelnek meg. A gyakorlatban el®-
forduló interpolációs és regressziós feladatokban a közelítend® g : K → Rq függ-
vényt nem ismerjük, csak mérni tudjuk, a méréseket pedig (felügyelt tanítás esetén)
pont-érték párokkal adjuk meg:

(3.2) (fi, gi) (i = 1,2, . . . ,M),

ahol fi ∈ K ⊂ Rp és gi ∈ Rq. A mért érték, azaz a háló elvárt kimenete egy adott
fi mérési pontban, alkalmazástól függ®en lehet egy gi ∈ Rq vektor pl. regresszió
esetén, vagy az osztályok gi ∈ N címkéje osztályozási feladatokban, de ábrázolhat
gi ∈ [0,1]q valószín¶ségeket is. A tanítás során az adott problémához illeszked®
célfüggvényt minimalizáljuk az a paraméterek szerint a (3.2) tanítóadatokon. Reg-
ressziós feladatokban például gyakran az átlagos négyzetes eltérés (MSE), míg
osztályozási feladatokban a bináris keresztentrópia (BCE) minimumát keressük:

JMSE(a) :=
1

M

M∑
i=1

‖gi − g̃i‖2
2,(3.3)

JBCE(a) := − 1

M

M∑
i=1

(gi log g̃i + (1− gi) log(1− g̃i)) ,(3.4)

ahol g̃i = NNafi a háló fi bemenetre adott válasza.
A neurális hálók struktúrája rendkívül moduláris, melynek számos elemét (pl.

célfüggvény, aktivációs függvények, rétegek, stb.) a felhasználás helyét®l függ®en
lehet de�niálni. Ez egy sok szempontból általánosabb keretrendszer, mint az 2. fe-
jezetben bemutatott approximációs eljárások. S®t, a JMSE célfüggvény minimali-
zálásával, gi = fi és M = 1 speciális (egy mintás autoenkóder) esetben tulajdon-
képpen a 2.1 pont approximációs feladatait oldjuk meg, csak itt projekciók helyett
nemlineáris függvények kompozíciójával állítjuk el® az f jelet közelít® f̃ elemet.
Megjegyzem, hogy az említett tartalmazástól függetlenül mindkét szemléletnek
van létjogosultsága. A mély hálók kimenete ugyanis egy többszörösen összetett
nemlineáris függvény helyettesítési értékeként fogható fel, amiben rengeteg szabad
paramétert kell optimalizálni. Ez egyrészt nagyon számításigényes feladat, más-
részt a háló bemenetére adott válasz nehezen értelmezhet®. A 2.1 pont projekciós
megközelítéseivel szemben az ilyen mély hálós modelleknek nincs konkrét �zikai je-
lentésük, tulajdonképpen fekete doboznak tekinthet®k. Ez viszont nem elfogadható
az olyan alkalmazásokban, melyekben indokolható döntéseket kell hozni (pl. bio-
lógiai jelfeldolgozásban, autonóm járm¶irányításban). A következ® két fejezetben,
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az említett problémák megoldásához olyan tanuló algoritmusokat fejlesztek, me-
lyekben a matematikai modell alapú szemlélet és az adatvezérelt modellek el®nyeit
kombinálom.

3.1. Hibrid tanuló algoritmusok

A matematikai alapú és az adatvezérelt modellek ötvözésének két f® motivációja
a teljesítmény növelése és az algoritmusok futásidejének csökkentése. Ezek kriti-
kus tényez®k számos alkalmazásban és gyakran csak egymás rovására javíthatók.
A tomográ�ás képalkotás is egy ilyen felhasználási terület, melyben a cél a vizs-
gált objektum 3D-s rekonstrukciója. Ehhez a tárgyat valamilyen sugárzással át-
világítják, amelyet az anyag nagyrészben átenged, de kisrészben el is nyel és így
az elnyel®dés mértékéb®l következtetni lehet az objektum bels® szerkezetére. A
tomográ�ás képalkotási eljárásokban a térbeli tárgyak struktúrája azok síkmet-
szeteib®l rekonstruálható, melyhez több különböz® irányból felvett egydimenziós
mérést kell végezni. Az analitikus rekonstrukciós módszerekben a b mérések és az
anyag lokális x elnyel®dési együtthatói között egy Ax = b típusú lineáris kap-
csolatot feltételezünk. A �zikai folyamatot modellez® A lineáris transzformáció
általában rosszul kondicionált, ezért az x vektort csak valamilyen regularizációs
módszer segítségével állíthatjuk el®:

x̃ = arg min
x
{‖b−Ax‖2 + λ · Ω(x)},(3.5)

ahol Ω egy alkalmasan választott büntet®függvény (pl. ‖x‖p, p = 1,2), amit a
λ ≥ 0 regularizációs paraméter súlyoz. A fenti problémát síkmetszetenként külön-
böz® b jobb oldalakra és néha különböz® A mátrixokra kell megoldani, amit az
iteratív rekonstrukciós eljárások határértékben állítanak el®. A felbontás növelé-
sével nemcsak a síkmetszetek száma növekszik, de a (3.5) egyenletben szerepl® x,
b vektorok és az A mátrix dimenziója is. Ezért magas felbontású képek esetén az
iteratív rekonstrukció nagyon számításigényes eljárás. A rekonstrukció min®ségét
er®sen befolyásolja a mérést modellez® A mátrix konstrukciója, illetve a mérések
és az elnyel®dések között feltételezett lineáris kapcsolat is, ami csak közelíti a való-
ságban lezajló mérési folyamatot. Ezekre a kihívásokra jelentenek megoldást a gépi
tanuló algoritmusok, melyek a kérdéses �zikai jelenségek nemlineáris természetét
is képesek modellezni, ezáltal javítva a rekonstruált képet, csökkentve a zaj és a
képalkotásból származó m¶terméket. Az adatvezérelt megközelítés másik el®nye,
hogy a betanított neurális hálók kiértékelése nagyon gyors, ami valós idej¶ rekonst-
rukciót tesz lehet®vé [WilNoë19], köszönhet®en az er®sen párhuzamosítható GPU
implementációknak.

A sok paramétert tartalmazó mély neurális hálók tanítása nehéz feladat, ami-
hez rengeteg adatra van szükség. Számos tomográ�ás alkalmazás esetén (CT, ron-
csolásmentes anyagvizsgálat, stb.) a mérési adatok begy¶jtésének magas költségei
vannak, például szükség van mesterségesen legyártott �zikai fantomokra, önkénte-
sekre, orvosi szakért®kre, ami megnehezíti a gépi tanuló algoritmusok alkalmazását.
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Ebben a fejezetben olyan hibrid mély hálós rekonstrukciós eljárásokat dolgozok ki,
melyekben a hálók méretét és a tanítás adatéhségét analitikus modellekkel gene-
rált szintetikus adatokkal és az (3.5) egyenlethez hasonló iteratív algoritmusokkal
csökkentem.

3.1.1. Termogra�kus képrekonstrukció

A tomográ�ás vizsgáltokban az átvilágításhoz különböz® típusú sugárzás hasz-
nálható, ett®l függ®en más és más képalkotó modalitások léteznek. Számítógépes
tomográ�a (CT) esetén például röntgensugarak elnyel®déséb®l lehet következtetni
az anyag bels® szerkezetére, de léteznek ultrahangon, illetve h®sugárzáson alapuló
modalitások is. Utóbbit termogra�kus tomográ�ának nevezzük, melynek számos
gyógyászati és ipari alkalmazása van. Az egyik ilyen a roncsolásmentes anyag-
vizsgálat, melyben a cél a gyártási folyamat vagy a használat során keletkezett
szerkezeti hibák (légbuborék, törés, repedés, stb.) felismerése. Ehhez az vizsgált
objektumot kívülr®l (pl. h®lámpával, indukcióval) felhevítik a felszíni h®mérsék-
letváltozást pedig infravörös kamerával rögzítik. A �zikai jelenséget a h®vezetés
di�erenciálegyenlete írja le:

(3.6)

(
∇2 − 1

α

∂

∂t

)
T (r, t) = − 1

α
T0(r)δ(t),

ahol α az anyag h®vezetési tényez®je, δ a Dirac-delta függvény, T (r, t) jelöli az
anyag h®mérséklet eloszlását az r térben és t id®ben, T0(r) pedig a keresett kezdeti
h®mérséklet eloszlás. A fenti di�erenciálegyenlet megoldására számos numerikus
módszer ismert, melyekkel ebben a dolgozatban nem foglalkozunk.

Burgholzer és szerz®társai 2017-ben egy új típusú megközelítést publikál-
tak [BurTho17], melyben (3.6) direkt megoldása helyett egy kétlépéses rekonstruk-
ciót dolgoztak ki. Az els® lépésben a termogra�kus képrekonstrukciós problémát
egy lineáris transzformáción keresztül fotoakusztikus képrekonstrukciós problémá-
vá konvertálták, amit a második lépésben immár a hullámterjedést leíró di�eren-
ciálegyenletek megoldásával lehet kezelni. A módszer el®nye, hogy a második lé-
pésben alkalmazott módszereken keresztül �gyelembe lehet venni a keresztirányú
h®terjedést és így magasabb jel-zaj arányú (SNR) rekonstrukciót tudunk elérni.
2018-ban ezekbe a kutatásokba kapcsolódhattam be én is a linzi Johannes Kepler
Egyetemen.

A kétlépéses rekonstrukció els® fázisában egy (3.5) típusú regularizációt kell
végrehajtani, melyben az A mátrix explicit képlettel számolható, mérete pedig
elhanyagolhatóan kicsi (általában pár ezerszer pár ezres nagyságrend¶) az összes
felszíni méréshez képest. A második lépésben is egy (3.5) típusú optimalizációs
problémát kell megoldani, az ehhez tartozó A mátrixot viszont csak közelít®leg
ismerjük, aminek a mérete is sokkal nagyobb (a rekonstruálandó kép vagy térfogat
felbontásával arányos). Ezért a [KovLeh20a] munkában a második regularizáci-
ós lépést egy U-Net architektúrájú neurális hálóval helyettesítettem. Az U-Net
egy speciális autoenkóder struktúra, melyben távoli (enkóder-dekóder) rétegeket
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összeköt® kapcsolatok is vannak, azaz például (3.1)-ben az els® Θ
(1)

a(1)
réteg kime-

nete nemcsak a második, hanem további Θ
(j)

a(j)
, j > 2 rétegek bemenete is lehet.

Az U-Net hálókat eredetileg orvosi és biológiai képszegmentáláshoz fejlesztették,
melyekben kevés tanítóadat áll rendelkezésre [RonFis15].

A [KovLeh20a] publikációban megmutattuk, hogy az U-Net el®nyös tulajdon-
ságai kihasználhatók a roncsolásmentes anyagvizsgálatban is. Ez tulajdonképpen
egy bináris osztályozási feladat, melyben a rekonstruált termogra�kus képeken a
defekteket egyesek, a normális részeket pedig nulla érték¶ pixelek jelzik. Csak-
úgy, mint az orvosi és biológiai képszegmentálási feladatokban, a roncsolásmentes
anyagvizsgálatban is költséges valódi annotált mérési adatokat rögzíteni, amihez
mesterséges �zikai fantomokra van szükség. Az U-Net alkalmazásával persze csök-
kenthet® a tanító adat mennyisége, de ez még nem elegend®. Ezért a tanító és a
teszthalmaz elemeit az (3.6) di�erenciálegyenlet adiabatikus megoldásaival gene-
ráltuk. Ez azt jelenti, hogy a szimulációk során a testfelületen átmen® h®áramot
nullának tekintettük. Az adiabatikus peremfeltétel alkalmazása leegyszer¶síti a
h®vezetés egyenlet megoldását, melynek segítségével egy tetsz®legesen generált T0

h®mérséklet eloszláshoz szimulálni tudjuk a felszínen mért h®mérséklet eloszlást
T (0, t). Ennek az egyszer¶ modellnek a használatával egy 40 000 h®képet tartal-
mazó adatbázist generáltunk [KovLeh20c], melyen két U-Net variánst tanítottunk.
A kétlépéses [BurTho17] sémát követve, a h®képeket el®ször egy (3.5)-beli regulari-
zációs módszerrel akusztikus jelekké konvertáltuk, amit továbbítottunk a neurális
háló bemenetére. Az els® modell alapú regularizációs lépés egy dimenziócsökkentés-
nek felel meg, melyben további matematikai feltételek (nemnegativitás és ritkaság)
is kihasználhatók.

A [KovLeh20b] cikkben 100 000-esre b®vítettük a szintetikus adatbázist, majd
a hibrid tanítást összehasonlítottuk az egylépéses end-to-end megközelítéssel is,
ahol a hálókat közvetlenül a felszíni méréseken tanítottuk (itt tehát nincs közbe-
vetett matematikai transzformáció). A kutatás során kiderült, hogy az egylépéses
rekonstrukció pontossága egy adott ponton túl (30dB SNR) nem javítható, azaz a
tisztább felszíni mérések nem eredményeznek jobb rekonstrukciót. A hibrid mód-
szer esetén viszont a felszíni mérések javításával a rekonstrukció hibája is szigorúan
monoton csökkent. Megmutattuk, hogy a szintetikus adatokon betanított U-Net
variánsok jól alkalmazhatók valós méréseken is. A tesztek során a rekonstrukci-
ót különböz® szögállású méréseken és eltér® zajszintek mellett is megvizsgáltuk,
melyek során kiderült, hogy a kidolgozott hibrid tanítási módszerrel nemcsak pon-
tosabb, de robusztusabb algoritmust kapunk, mint a state-of-the-art eljárások.

Az áttekintett munkákban a rekonstruált kép hibáját átlagos legkisebb négy-
zetes eltérésben (MSE) mértük, amihez szükség volt ismerni az eredeti képet. Ez a
gyakorlatban nem áll rendelkezésre, csak a rekonstrukció során kapunk róla becs-
lést. A [LehGal21] cikkben két könnyen számolható hibabecslést dolgoztunk ki,
melyek a referencia kép ismerete nélkül becsülik a rekonstruált kép hibáját. Így
becsülhet® a rekonstruált képen látszó defektek bizonytalansága, de a metrikák jól
alkalmazhatók annak eldöntésére is, egy konkrét feladatban, hogy melyik betaní-
tott háló struktúra eredményét fogadjuk el helyesnek.
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3.2. Modell-vezérelt neurális hálók

A matematikai modell alapú szemlélet és az adatvezérelt modellek el®nyeinek meg-
tartását célozzák a modell-vezérelt neurális hálók. Ez az ún. Explainable AI (XAI)
kutatások egy kitüntetett témaköre, melyben a neurális háló struktúrát valamilyen
matematikai probléma paraméterezett megoldásaként keressük. Példaként említ-
het® a ResNet [HeZha16], illetve az ODENet [CheRub18], melyekben az egyes
rétegek kimenete paraméterezett közönséges di�erenciálegyenletek megoldásaként
értelmezhet® [ChaMen18]. A gyakorlatban felmerül® optimalizciós problémák meg-
oldásához általában szükség van alkalmazásspeci�kus ismeretekre, melyek mate-
matikai formalizálása, a priori információk (simaság, konvexitás, ritkaság, stb.)
megfogalmazása nem könny¶ feladat. Ez motiválta az OptNet [AmoKol17] há-
lóstruktúrák létrehozását, melyekben a rétegek paraméterezett kvadratikus prog-
ramozási (QP) feladatokat reprezentálnak. Az egyes rétegek paraméterei a QP
feladat egyenl®ség és egyenl®tlenség feltételei, melyeket a modell alapú megközelí-
tésekkel ellentétben nem kell explicit de�niálni, a háló éppen ezeket tanulja meg.
QP helyett a (3.5) típusú optimalizációs feladat is beépíthet® a neurális hálók
rétegeibe az ún. DeepUnfolding [HerRou14] eljáráson keresztül, mely a (3.5)-öt
megoldó iterációs módszerek lépéseit rétegekbe fejti. Az így kapott neurális há-
lók rétegparaméterei a kifejtett numerikus módszer paramétereivel egyeznek meg
(pl. a λ regularizciós paraméterrel). Bizonyos jelfeldolgozási problémák inspirál-
ták a Wiener-[Law13], és Hammerstein-típusú [YuPen14] neurális hálókat, melyek
dinamikus lineáris blokkok és statikus nemlineáris blokkok kompozíciói. A dina-
mikus blokk általában egy lineáris id®invariáns (LTI) rendszert, a statikus pedig
egy betanított neurális hálót reprezentál.

A [KovBog21b] publikációmban a fenti modell-vezérelt neurális hálóktól eltér®,
teljesen új konstrukciót, ún. adaptív projekciós hálókat (VPNet) dolgoztam ki. A
szükséges elméleti hátteret a 2. fejezetben bemutatott VP funkcionálok adják, me-
lyek segítségével szeparálható nemlineáris legkisebb négyzetes problémákat lehet
megoldani, ahol a paraméterek lineáris és nemlineáris csoportokra bonthatók. A
módszert olyan problémákban célszer¶ alkalmazni, melyekben kevés nemlineáris
változótól függ® sok lineáris paramétert kell meghatározni. Számos jelfeldolgozá-
si probléma hasonló jelleg¶, például a jelek tömörítése, reprezentációja, illetve a
jelekb®l történ® jellemz®k (feature-ök) kinyerése. Az adaptív projekciós hálók, a
konstrukciónak köszönhet®en, örökölik a VP operátorok jó tulajdonságait, ami
értelmezhet® paramétereket, illetve kompakt, áttekinthet® háló struktúrát ered-
ményez. A VPNet alkalmazható regressziós és osztályozási feladatok megoldására
is. Utóbbit, szintetikus és valós adatokon is teszteltük, melyhez a 2.1.2 alpontban
bemutatott paraméterezett Hermite-függvényekkel de�niált VPNet-et használtuk.
Az így kapott hálóstruktúrát a 3.1 ábra szemlélteti. Látható, hogy az els® VP réteg
tanítható paraméterei az Hermite-függvények τ eltolása és λ dilatációja. Ezt a há-
lót a [KovBog21b] cikkben EKG jelek QRS komplexumának bináris osztályozására
használtuk, tehát annak eldöntésére, hogy az adott QRS normális vagy abnormális
szívm¶k®dést jelez-e. A 3.1 ábrán jól látszik, hogy az els® VP réteg tulajdonképpen
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3.1. ábra. VPNet architektúra egy realizációja Hermite-függvényekkel.

a QRS komplexumok szélességét és id®beli pozícióját tanulja meg és a (2.1) egyen-
let cj együtthatóit továbbítja a következ® rétegnek. A VPNet els® rétege tehát egy
automatikus jellemz®kinyerést végez, ám más hasonló (pl. konvolúciós) hálóstruk-
túrákkal ellentétben, a jellemz®k és a tanított paraméterek orvosi szempontból
is értelmezhet®k maradnak. Továbbá a VP réteg a jel egy ritka reprezentációját
állítja el®, melyet úgy értünk el, hogy az osztályozáshoz használt (3.4)-beli BCE
célfüggvényt a reprezentáció hibáját büntet® taggal egészítettük ki. Így a teljesen
kapcsolt, illetve a konvolúciós neurális hálókhoz képest sokkal kevesebb paramé-
terrel értük el ugyanazt az osztályozási pontosságot. A [KovBog21b] cikkel együtt
a háló Python implementációját is publikáltuk, mely alapján az összes teszt és
szimuláció reprodukálható [KovBog21a].

A VPNet hálók kutatásán jelenleg is aktívan dolgozom, melyben számos nyi-
tott kérdés vár megválaszolásra: hogyan lehet a konstrukciót általánosítani más
gépi tanuló algoritmusokra (pl. SVM, K-means); milyen problémák megoldásá-
ra érdemes alkalmazni a VPNet-et; ezekhez milyen függvényrendszer illeszkedik;
mennyire jól/rosszul kondícionált a VP réteg egy adott függvényrendszer esetén?
Az említett kutatási feladatokat az idén elnyert MTA Bolyai János Kutatási Ösz-
töndíj keretében végzem.



4. fejezet

Alkalmazások

Az el®z® fejezetekben kidolgozott modelleket, algoritmusokat konkrét gyakorla-
ti problémák megoldására is alkalmaztam. Ez gyakran interdiszciplinális jelleg¶
komplex kutatásokhoz vezetett, amihez nem csak informatikai, illetve matematikai
tudásra, de alkalmazásspeci�kus ismeretekre és különböz® területek szekembereivel
való együttm¶ködésre is szükség volt. A következ® pontokban el®ször összefoglalom
az EKG és EEG jelfeldolgozásban elért eredményeimet, melyekben a linzi Kep-
ler Egyetemi Kórház kardiológusaival m¶ködhettem együtt. Megjegyzem, hogy az
EKG és EEG jelekhez kapcsolódó kutatásaimat még a doktori tanulmányaim alatt
az ELTE IK Numerikus Analízis Tanszékén kezdtem, a habilitációs dolgozatban
viszont csak a védést követ®en elért eredményekre koncentrálok. A második alfeje-
zetben a rendszeridenti�kációhoz kapcsolódó kutatásaimat tekintem át, melyekben
a linzi Johannes Kepler Egyetem (JKU) Jelfeldolgozó Intézetének mérnökeivel és
a Fels®-Ausztriai Alkalmazott Tudományok Egyetemének (FHOÖ) Josef Ressel
Intézetének �zikusaival dolgozhattam együtt.

4.1. EKG, EEG jelfeldolgozás

A szívizom által generált elektromos feszültség információt hordoz a szív m¶ködé-
sér®l, mely a szív- és érrendszeri megbetégedések diagnózisában kulcsofontosságú
szerepet játszik. A szív elektromos aktivitását a testre helyezett elektródákon ke-
resztül lehet mérni. Két elektróda között az id® függvényében mért elektromos
potenciálkülönbséget nevezzük EKG jelnek. A szív ciklikus m¶ködésének köszön-
het®en ezek kváziperiodikus jelek, vagyis kisebb változásoktól eltekintve ugyanazok
a jelalakok ismétl®dnek egymás után. Egy perióduson belül általában három jól
kivehet® csúcsot kell látnunk, melyek a szinusz csomóból induló akciós potenci-
ál terjedését reprezentálják a szív egyes részeiben. A P hullám a pitvari izomzat
kisülését, a QRS hullám a kamraizomzat összehúzódását, a T hullám pedig en-
nek az elektromos újratölt®dését jelzi. Ezen kívül más, diagnoszikai szempontból
fontos részei is vannak az EKG jelnek (pl. ST-szegmens, U-hullám, stb.), de ezek
diszkussziójától ebben a dolgozatban eltekintünk.

Attól függ®en, hogy az emberi test mely pontjaira helyezzük az elektródákat,
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a P, QRS, T hullámok karakterisztikája más és más lehet, de egy elvezetésen belül
normális esetben nincs számottev® alaki változás. Elvezetésenként a három hullám
modellezéséhez rögzíthetünk egy-egy adaptív függvényrendszert a 2. fejezetb®l,
amit a szabad paraméterek optimalizációjával hozzáigazíthatunk az appróbb mor-
fológiai változásokhoz. A paramétereken keresztül követhetjük az EKG jelek alaki
változásait, amib®l következtetni lehet a szív állapotára, abnormális szívm®k®dés-
re, ritmuszavarokra, stb. Az ELTE Numerikus Analízis Tanszékén régóta folynak
EKG jelfeldolgozással kapcsolatos kutatások, különös tekintettel azok racionális
függvényekkel való modellezésére [FriLóc12]. Ezekben a kutatásokban a szívizom
összehúzódás által gerjesztett elektromos er®tér ered®jét két els®rend¶ és egy má-
sodrend¶ pólussal de�niált elemi racionális függvények lineáris kombinációjaként
reprezentálák. A kardiológiában használt fogalmak (a szív elektromos f®tengelye)
és szabályok (Einthoven-féle törvény) könnyen magyarázhatók a racionális modell
segítségével. S®t, ez a síkbeli modell helyesen adta vissza a végtagi elvezetéseken
mért jelek QRS komplexumát, melyek az er®tér különböz® irányok szerinti vetü-
leteiként foghatók fel. A QRS komplexum el®állítása jól tükrözte a valódi EKG
jelek különböz® elvezetésinek karakterisztikáját is, a jel többi részét, a P és T hul-
lámokat, viszont nem. A 2D modell a racionális kvaternió-változós függvényeken
keresztül [PapSch18] kiterjeszthet® 3D-be, melyben a pólusokat elvezetésekt®l füg-
getlen, a páciensre jellemz® szabad paraméterként lehet kezelni. Így már nemcsak
a QRS, de a P és T hullámok is helyesen ábrázolhatók az egyes elvezetéseken.
Valós EKG jelek esetén a modell illesztése, a paraméterek optimalizációja jelenleg
is aktív kutatási területnek számít.

A racionális EKG modellekben a jel egészét közelítettük, mely jól alkalmaz-
ható adattömörítésre, zajsz¶résre, az orvosi szempontból fontos P, QRS, T hullá-
mok automatikus szétválasztására azonban nem. Ezért a 2.1.2 alpontban bemu-
tatott paraméterezett Hermite-függvények segítségével új EKG modelleket de�-
niáltam [KovBöc17], melyekben az említett hullámokat külön-külön közelítettem.
A modell hullámonként két szabad paramétert, egy τ eltolást és egy λ dilatáci-
ót, tartalmaz, összesen tehát hat paramétert kell optimalizálni szívütésenként. Az
optimalizáció végén, az eltolás megadja a hullámok helyét, a dilatáció pedig a szé-
lességét, amib®l meg lehet határozni a P, QRS, T hullámok kezd® és végpontjait,
illetve az ezekhez tartozó diagnosztikai jellemz®ket (QT/PR intervallum és PR/ST
szakaszok hossza, stb.). A [KovBöc17] publikációban a Hermite-féle modellt EKG
jelek szegmentálására alkalmaztam, a paraméterek optimalizációjához pedig orvosi
szempontból értelmezhet® lineáris feltételeket vezettem be. Az algoritmust a Phy-
sionet QT adatbázisán [GolAma00] teszteltük, melyet state-of-the-art módszer-
rekkel is összehsonlítottunk. Az tesztek eredményei nagyon bíztatóak voltak, ám
észrevettük, hogy er®s alapvonalvándorlású és alapvonalugrású EKG görbék ese-
tén a modell nem tökéletes. A [BöcKov21] publikációban a problémás jelalakokat
spline-okra és szigmoid függvényekre ültetett Hermite-függvényekkel modelleztem.
Ezzel a kiterjesztéssel ugyan elveszítjük az Hermite-féle rendszer ortogonalitását,
viszont az EKG jelek egy sokkal szélesebb osztályát tudjuk reprezentálni. S®t a
szegmentáció mellett, a spline-oknak köszönhet®en el is tudjuk távolítani a jelb®l
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a diagnoszikai szempontból zajnak min®sül® alapvonalat. A paraméterek optima-
lizációjához további, orvosi szempontból releváns (pl. hullámok egymáshoz való
viszonya, pozitivitás), nemlineáris feltételeket dolgoztam ki. Megjegyzem, hogy ez
egy tisztán modell alapú szegmentáló algoritmus, melyhez nem használtunk neurá-
lis hálókat. Azonban a kidolgozott EKG modell csak a 2.1.2 alpontban bemutatott
adaptív projekciókon alapszik, ezért a 3.2 pont mintáját követve könnyen hozzá-
kapcsolható és együtt tanítható egy neurális hálóval. Az így kapott speciális VPNet
els® rétege a szegmentálandó QRS, T és P hullámok helyét és szélességét tanul-
ná meg. Egy ilyen konstrukció tényleges implementációja azonban számos kérdést
felvet, ami további kutatásokat igényel.

A szegmentálás az orvosi diagnózis felállításának els®, el®feldolgozó lépése, me-
lyet követhet például a szívütések osztályozása. A [DózBog19] munkában a 2. fe-
jezetben bemutatott adaptív projekciók segítségével kinyert jellemz®k felhasználá-
sával a szegmentált EKG jel szívütéseit 5 (1 normális + 4 abnormális) osztályba
soroltuk. Az adaptív projekciók szabad paramétereit páciensenként, az osztályozás-
tól függetlenül optimalizáltuk, majd a rögzített nemlineáris paraméterekkel kiérté-
kelt projekciók együtthatóit egy tartóvektorgépnek (SVM) továbbítottuk. A mód-
szereket a PhysioNet MIT-BIH Arrhythmia Adatbázison [GolAma00] teszteltük,
mely több mint 100 000 szívütést tartalmaz. A cikkben megvizsgáltuk a spline-,
racionális- és Hermite-reprezentációkon külön-külön tanított SVM-ek teljesítmé-
nyét, és az azok kombinálásával kapott ún. ensemble módszerek hatékonyságát is.
Az így kapott algoritmusok átlagosan 90% feletti osztályozási pontosságot értek
el, amivel számos state-of-the-art módszert sikerült magunk mögé utasítani.

A biológiai jelfeldolgozás egy másik fontos területe az elektroenkefalográ�a
(EEG), mely az agyi idegsejtek összegzett elektromos aktivitását reprezentálja.
Az EEG-t a fejre helyezett elektródákon keresztül lehet mérni, melyet számos
tényez® (haj, fejb®r, szemmozgás, stb.) befolyásol, ami megnehezíti az alkalma-
zásspeci�kus algoritmusok kidolgozását. Ennek ellenére, az EEG jelfeldolgozásnak
rengeteg gyakorlati alkalmazása van például a betegségek felismerésében, alvásfá-
zis detektálásban, protézisek vezérlésében, melyek közül én az epilepsziás rohamok
detektálásával foglalkoztam [SamKov17]. Ez a doktori tanulmányaim alatt meg-
kezdett kutatások folytatása, melyben az EEG jelek 1 másodperces szegmenseihez
tartozó racionális komponensek felhasználásával de�niáltunk tulajdonságvektoro-
kat (feature-öket). A szegmensek racionális reprezentációját az (2.2) egyenletben
bemutatott optimalizációs probléma megoldásával állítottuk el®. Ebb®l egy rit-
ka racionális reprezentációt gyártottunk, a komponensek 2.2 pontban bemutatott
szelektálásával. Az így kapott ritka reprezentációk lokális bináris mintázatait fel-
használva olyan jellemz®ket nyertünk, melyek alapján az EEG iktális (rohamot
ábrázoló) mintái jól elkülöníthet®vé váltak a jel többi részét®l. A jellemz®ket egy
logisztikus regressziós algoritmus felügyelt, páciens alapú tanításával választottuk
szét roham/nem roham osztályokra. A módszert a PhysioNet CHB-MIT Scalp
EEG adatbázis [GolAma00] egy 163 órás részhalmazán teszteltünk, melyen 70.4%
szenzitivitást és 99.1% speci�citást értünk el. A szegmensalapú osztályozás mel-
lett megvizsgáltuk azt is, hogy milyen pontossággal tudjuk detektálni a rohamok
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kezdetét. A tesztek során a szenzitivitás 91.13%, az óránkénti hamis riasztások ará-
nya pedig átlagosan 0.35 volt. Ezzel számos state-of-the-art algoritmust, például
wavelet, entrópia, id®-frekvencia spektrum alapú módszert sikerült megel®znünk.

4.2. Rendszeridenti�káció

A rendszeridenti�káció feladata egy szerkezetileg zárt rendszer viselkedésének (ál-
talában impulzus vagy frekvencia válaszának) modellezése. Ehhez a rendszer tet-
sz®leges bemeneti jelre adott válaszát tudjuk csak mérni, mely gyakran keveredik
zajjal. A rendszer identi�kációja során a bemeneti és a zajos kimeneti mérésekre
kell matematikai modellt illeszteni (ld. 4.1). Attól függ®en, hogy a H rendszert
és a v zajforrást hogyan modellezzük számos megközelítése van a problémának az
id®- és frekvenciatérben [Lju99].

4.1. ábra. Egy H rendszer y kimenete az u bemenet és a v additív zaj
függvényében.

Számos gyakorlati alkalmazásban fontos feladat, hogy a jel adott frekvenciájú
komponenseit felismerjük, detektáljuk. Például telekommunikációs, illetve radaros
alkalmazások esetén a viv®jel frekvenciájának vagy a közvetít® csatorna torzítá-
sának identi�kálása is ilyen. A [GarKov20] munkában frekvencia identi�kációval
foglalkoztam, melyhez a 2. fejezetben bemutatott adaptív transzformációs mód-
szereket használtam. A módszerrel egymáshoz közeli frekvenciájú komponensek
is szétválaszthatók, mely alacsony jel-zaj arány (-15-0dB) mellett is pontosabb
becslést tesz lehet®vé, mint más state-of-the-art módszerek. A becsléshez tarto-
zó (2.3) típusú problémát egy gradiens alapú optimalizációs módszerrel oldottuk
meg, melyben leegyszer¶sítettük a gradiens és a célfüggvény kiértékeléséhez szük-
séges Θ(a)+ pszeudoinverz kiszámítását. Így kapott implementációval [GarKov20]
jelent®sen csökkentettük az algoritmus futásidejét.

A szívizmokban terjed® elektromos ingerület id®beli terjedése is modellezhet®
rendszeridenti�kációs módszerek segítségével. Ennek egy speciális esete a szívfrek-
vencia változásának (HRV) becslése. A szívütések gyakorisága könnyen számolható
az EKG jelek egymás utáni R csúcsai közötti távolságok (RR intervallumok) recip-
rokával, mely jól tükrözi az ember általános egészségi állapotát. A tartósan fennálló
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szívritmuszavarokat általában a szív szerkezeti károsodásai okozzák, az ideiglenes,
rövid ideig tartó változások viszont nem feltétlenül jeleznek rendellenességet. Pél-
dául a szívverés belégzés hatására kissé felgyorsul, kilégzés során pedig lelassul, ami
teljesen normális. Ezek a küls® behatások azonban torzíthatják a HRV becslését
és megnehezítik az orvosi diagnózis felállítását. A nemzetközi irodalomban [ChoG-
ut11; LenKir17] gyakran lineáris id®invariáns rendszeridenti�kációs módszerek se-
gítségével becsülik a HRV-t befolyásoló küls® tényez®ket (pl. légzést). Ezzel szem-
ben, a [BöcKos19] munkában egy küls® gerjesztéssel ellátott id®ben változó lineáris
autoregresszív LPV-ARX modellt használtunk az identi�kálandó H kardiorespi-
rációs rendszer meghatározására. Ebben a megközelítésben a rendszert kívülr®l
befolyásoló u jelet a légzési periódusoknak, az y kimenetet pedig az RR intervallu-
mok hosszának választottuk. A becslések validálásához 7 ember bevonásával saját
méréseket végeztünk a JKU-n. A mérések során arra kértük az önkénteseket, hogy
egy el®re megadott (0.3Hz, 0.4Hz, 0.5Hz) ütemben lélegezzenek, így megközelít®leg
egy szakaszonként konstans u légzési gyakoriság mintázatot kaptunk. A tesztek so-
rán megmutattuk, hogy az így kapott LPV-ARX modell segítségével pontosabban
lehet becsülni a HRV-t, mint a sima AR és ARX modellekkel.

A dinamikai rendszerek identi�kációja állapottérmodellek segítségével is meg-
közelíthet®, melyet az [LanKov18] munkában fotoakusztikus képrekonstrukcióhoz
használtunk fel. A fotoakusztikus tomográ�ában (PAT) a vizsgálandó anyagot, bio-
lógiai szövetet, stb. lézerrel világítják meg, melynek egy részét az anyag elnyeli ami
h®energiává alakul. A h®emelkedés hatására az anyag kitágul, megváltoztatva ez-
zel a körülvev® közeg nyomását. A megvilágítás periodikus ismétlésével periodikus
nyomáskülönbség alakul ki a vizsgált objektum körül, amit ultrahang detektorok-
kal lehet mérni, a felszíni ultrahangos jelek tulajdonságaiból pedig következtetni
lehet az azt gerjeszt® közeg jellemz®ire (pl. az elnyel®désre). A [LanKov18] cikkben
a �zikai jelenséget leíró parciális di�erenciálegyenletek (PDE) diszkretizációjából
levezettünk egy állapottérmodellt, melynek segítségével algoritmust adtunk az in-
homogén anyagok elnyel®dési együtthatóinak becslésére. Numerikus szempontból
több kihívással kellett szembenéznünk. Egyrészt a csillapított hullámterjedést le-
író PDE diszkretizációjából származtatott állapottérmodell számos paramétert®l
(id®beli/térbeli felbontás, relaxációs id®, stb.) függ, melyek értékei befolyásolják
a modell matematikai tulajdonságait (pl. a stabilitást). Másrészt, a modellb®l ka-
pott Ax = b típusú lineáris egyenletrendszer is rosszul kondícionált, ami miatt az
becslés érzékeny a bemen® adatok perturbációjára, azaz a zajra. Ennek kiküszö-
bölésére a (3.5) egyenletben bemutatott regularizációs módszereket alkalmaztam,
illetve meghatároztam a PDE azon paramétereit, melyekkel aszimptotikusan sta-
bil, irányítható és meg�gyelhet® állapottér reprezentációkat kapunk. A módszer
nagy el®nye, hogy a modellen keresztül optimalizálni lehet a küls® gerjesztéshez
használt u lézer modulációs paramétereit is, amivel javítható az elnyel®dési együtt-
hatók becslése.
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