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1. Bevezetés

Jelen tézisek Osszefoglaljik a szerzé 2005-ben megszerzett PhD-fokozata utan elért leg-
fontosabb tudoményos eredményeit, illetve felsoroljak a szerzé altal, az oktatashoz ki-
fejlesztett és mar megjelent tananyagait.

Az elvégzett tudomanyos munka a diadikus harmonikus analizis elméletéhez kapcsolo-
dik. Ez a tudomanyterilet lokalisan konstans rendszerfliggvényeken alapulé Fourier-
analizissel foglalkozik. Ilyenek a Walsh-fiiggvényekbdl all6 fiiggvényrendszerek, amelyek
csak az 1 és a —1 értékeket vehetik fel. Ez a tulajdonsag lehetévé teszi széleskorii al-
kalmazasukat a digitalis technika vildgaban. Ennek szemszogébdl a lokalisan konstans
ortonormalt rendszerek olyan szerepet toltenek be, mint a klasszikus trigonometrikus
rendszer az analdg technikdban. Az approximdciéelmélet ma az egyik legismertebb és
legnépszeriibb kutatasi téma, amelynek fontos része a Walsh-fiiggvények és altalanosi-
tasaibol allé operatorok konvergenciaja.

A tézisek felépitése a kovetkez6. A bevezetés tovabbi részében a Walsh—Paley-rendszer-
hez kapcsol6dé legfontosabb fogalmakat és eredményeket ismertetjiik, illetve megmutat-
juk, hogy tudjuk ezt a rendszert méasképpen reprezentalni és altalanositani az absztrakt
harmonikus analizis elmélet keretében. A bevezetést kovetéen harom fejezetben targyal-
juk a szerz6 6nallé, vagy tarsszerzovel elért tudomanyos eredményeit:

o a 2. fejezetben a Walsh-Fejér-magok L'-beli normajara adunk egy iterdciés for-
mulét, amivel t6bb érdekes tulajdonsagot tudunk igazolni. Ezek koziil kiemelnénk
azt, hogy sikeriilt pontosan meghatarozni ezen értékek szuprémumat. Ez az ered-
mény eddig nem volt ismert. A fejezet Osszefoglalja a [48] cikkben megjelent
eredményeket.

e a 3. fejezetben a Walsh—Paley-rendszernek, s6t a Vilenkin-rendszereknek egy
olyan altalanositasan mutatunk Fourier-analizisbeli eredményeket, ami a nem-
kommutativ absztrakt harmonikus analizis témakorébe tartozik. Dontéen nor-
makonvergencia-kérdésekkel foglalkozunk az Gn. reprezentativ szorzatrendszerek-
hez kapcsol6dd operatorok esetében, mint a Fourier-sor n-edik részletosszege és a
(C, «) kozepek. Ezen kiviil a Dirichlet-magok egyéb tulajdonsigait is vizsgaljuk.
Itt alapvetden Osszefoglaljuk a [15, 18, 46, 47] cikkekben megjelent eredményeket.

e a 4. fejezetben a Walsh-fiiggvények egyik alkalmazasat mutatjuk be, amelyet a
szerz6 Gat Gyorggyel egyiitt dolgozott ki. KEzzel elsorendii linearis, nem alladé
egyiitthatos differencidl-egyenletrendszerekhez tartozé kezdeti érték problémakat
oldunk meg numerikusan. Itt alapveten osszefoglaljuk a [20, 21, 49] cikkekben
megjelent eredményeket.

Végiil az 5. fejezet felsorolja a szerzd altal megjelentetett, ISBN szammal ellatott tan-
anyagait.
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1.1. A Walsh—Paley-rendszer

1922-ban Rademacher [33] olyan ortonormalt rendszert adott meg, amelynek fiiggvényei
csak az 1 és a —1 értékeket veszik fel. Ezt a rendszert gy kaphatjuk meg, ha az

(2) = 1 (0<z<1/2)
riw) = -1 (1/2<z<1)

fliggvényt 1 periodicitdssal kiterjesztjiikk az R valds szamegyenesre, és vele értelmezziik

ri(z) == r(2%x) (keN, z€]0,1])

fiiggvényeket, ahol N jeloli a nem negativ egész szdmok halmazat. Ezt nevezziik a [0, 1]
halmazon értelmezett Rademacher-rendszernek, ennek elemeit Rademacher-fligguények-
nek mondjuk. Azonban ez a rendszer nem teljes az L*([0, 1]) fiiggvények terében'.

Egy évvel kés6bb Walsh, aki valésziniileg még nem ismerte Rademacher eredményét,
egy szintén csak az 1 és a —1 értékeket felvevo ortonormalt rendszert vezetett be, ami
mar teljes volt (lasd [51]). A Walsh altal bevezetett fiiggvényrendszer n-edik tagja a
trigonometrikus rendszer n-edik tagjahoz hasonldéan éppen n-szer valt elojelet. Kapcso-
latat a Rademacher-rendszerrel Paley [31] fedezte fel 1932-ben, aki azt igazolta, hogy a
rendszer fliggvényei, az un. Walsh-fiigguények, felirhatok Rademacher-fiiggvények véges
szorzataiként. Ezzel egyiitt egy j rendezését adta meg a Walsh-fliggvényeknek, amelyet
Walsh—Paley-rendszer néven ismeriink. Ehhez felhasznalta a természetes szamok kettes
szamrendszerben torténo

oo
n= Z nip2k (ng = 0 vagy ni = 1)
k=0

eléallitasat. Az (ng,m1,...) sorozatot az n diadikus kifejtésének hivjuk. Segitségével
értelmezziik a Walsh—Paley-rendszer fliggvényeit a kovetkezéképpen

wn(z) == [] ri*(z) (x €10,1[,n € N).
k=0

A Walsh-fliggvényeknek van még egy masik gyakran vizsgalt rendezése, az tn. Walsh—
Kaczmarz-rendszer, amelyet Sneider [40] vezetett be 1948-ban.

A Rademacher-fliggvényeknek adhatunk egy ,praktikusabb” eléallitast. Tekintsik az
x € [0, 1] szdmok diadikus tort alakjdban szerepld

[o.¢] ",Uk;
r= Z 2k+1
k=0

sort. Ha z diadikusan raciondlis, azaz ha x felirhaté p/2™ alakban (valamilyen p ter-
mészetes szammal), akkor azt az el6éllitast vdlasztjuk, amelynek a tagjai valamennyien
nulldk egy index utan. Az (zg,z1,...) sorozatot az = diadikus kifejtésének hivjuk. Nem
nehéz igazolni, hogy

re(x) = (=1)"* (r €10,1], k € N).

! Adott (X, A, 1) mértéktér esetén jeldlje LP(X) azokat az f: X — C mérheté komplex fiiggvényeket,

amelyekre |||, := (fx Fils du)l/p < oo teljesiil, ahol 1 < p < co. Ha mést nem mondunk, akkor a
Lebesgue- vagy a Haar-mértéket feltételezziik.
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Ennek kovetkeztében
wn(z) = (—1)2k=0 ™™ (z € [0,1[,n € N).

A Fourier-analizis egyik alapveté kérdése az, hogy egy fliggvény Fourier-egytitthat6ibol
milyen informéaciot kaphatunk a fiiggvény egyes tulajdonsagairél. Ilyen kérdés példaul
az, hogy a Fourier-egyiitthatokbdl elkészitett operatorokbdl (ez lehet pl. a Fourier-sor,
vagy a Fourier-sor részletosszegeibdl készitett szummédcié) eléallithatok-e a fiiggvény
értékei majdnem minden pontban és ez milyen gyorsasiggal lehetséges.

Egy f € L'([0,1]) fiiggvény Walsh-Fourier-egyiitthatdjdt a kovetkezé médon értelmez-
ziik:

- /Olf(a:)wk(:c) dr  (keN),

Ezekbdl elkészitheto a fiiggvény
n—1
= > f(kyup(z)  (x€0,1[n€N)
k=0
Walsh—Fourier-sordnak n-edik részletosszege, illetve a fliggvény
onf(x ZSf (x €[0,1], n e NT, gof = 0).

n-edik Walsh—Fejér-kézepe. Ha f € LP([0,1]), ahol 1 < p < oo, akkor S, f tart az f
fliggvényhez LP-norméban n tart végtelen esetén. Szintén érvényes a trigonometrikus
rendszerre kimondott Carleson-Hunt-tétel megfeleléje, amely az el6z6 feltételek mellett
Sy f majdnem mindeniitti konvergencidjat is garantalja (lasd [37]). A Carleson—Hunt-
tétel a XX. szazad egyik legnagyobb hatisi matematikai eredménye. Az is igaz még,
hogy ha f € LP(]0,1[), ahol 1 < p < oo, akkor o, f tart az f fliggvényhez majdnem
mindeniitt és LP-normédban n tart végtelen esetén (lasd [37]).

A fenti konvergencia-eredményekben fontos szerepet jatszanak az operatorok magfiigg-
vényei. Az n-edik Dirichlet-féle magfiigguény az els6 n darab Walsh—Paley-fiiggvény
Osszege, azaz

— sz(x) (x €10,1], n € N).

Az n-edik Walsh—Fejér-féle magfiigguény az els6 n darab Dirichlet-féle magfiiggvény
szamtani atlaga, azaz

z”: (x €[0,1], n € NT).

A magfiiggvények azért fontosak az operatorok konvergenciajaban, mert csak a rendszer
fliggvényeitol fiiggnek, és diadikus konvoluciéval

1 1
S f(x) = /0 F(ODn(x 40 dt,  iletve  onf(z) = /0 FOKn(x - t) dt

minden x € [0,1[, n € NT esetén. Itt + a diadikus dsszeaddst jeloli, azaz ha x és y
diadikus kifejtése rendre (zg,x1,...) és (yo,¥y1,. .. ), akkor

Z ’1’k — yk’
2k+1 :

Fontos megemliteni Schipp Ferenc (lasd [35] és [37]) és Gat Gyorgy (lasd [11] és [12])
munkait a Walsh-Fejér-magok, valamint a Cesaro-szummaéciok vizsgalataban.
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A szerzd részletesen foglalkozott a Walsh-Fejér-magok L'-beli norméjanak vizsgala-
taval. Az itt elért eredményeit a 2. fejezetben taldljuk. Tovabbi eredményeket ért
el Walsh—Paley-rendszerre vonatkozé operéatorok konvergencidjaban. [23]-ban Ushangi
Goginavaval egytutt vizsgalta az S, f konvergenciajat bizonyos feltételeket teljesité pon-
tokban, ha f egy &altalanositott korlatos fluktuacio fliggvény, nevezetesen, ha f eleme
a BO(p(n) T oo) térnek. Masrészt, [2]-ben Istvan Blahotaval és Giorgi Tephnadzével
egyiitt a (C, o)-kozepek maximal operdtordhoz kapcsol6dd operator (Hp, Ly) tipusisé-
gat igazolta, ha 0 <p < 1/(1+ «).

1.2. A Walsh—Fourier-sor 2"-edik részletosszege

Az egyik jelent6s kiilonbség a Walsh-Paley és a trigonometrikus rendszer kozott az,
hogy minden integralhat6 fiiggvény Walsh-Fourier sordnak van olyan részsorozata, ami
majdnem mindeniitt és L'-norméban tart a fiiggvényhez. Sét, ha a fiiggvény folytonosan
kiterjeszthet6 a [0, 1] zart intervallumra, akkor a konvergencia egyenletes. Ez az egyik
ok, ami miatt gyakran talalkozunk ezzel a részsorozattal az alkalmazasokban.

Az emlitett részsorozat az
on_1
Swf(z) = 3 fkywp(z) (@ €[0,1[neN).
k=0

Ahhoz, hogy le tudjuk irni a tulajdonsagait sziikkségiink van a diadikus intervallumokra.
Ezek az aldbbi tipusi intervallumok:

. 1 1+1
) =[50 e |

A kovetkez6 eredményt Paley-lemmaként ismerjiik:

(i=0,1,...,2F ~1, ke N), I, := I,(0).

2" (x € 1y)

0 @epaps) "V

D2n (SL’) = {

Ekkor
Spf@) =2 [ oy @e).

I, ()
ahol I,(z) azt a diadikus intervallumot jeloli, amely tartalmazza az x értéket. Az el6bbi
Osszefiiggés leegyszeriisiti a Walsh—Fourier-sor 2"-edik részletosszegének vizsgéilatat, és
vele igazolhatjuk a mar emlitett konvergencia-allitasokat.

A 2"-edik Walsh—Fejér-féle magfiiggvényre is tudunk egy, a Paley-lemmahoz hasonld
allitast igazolni, nevezetesen:

227—’—1 (.’IJ c Ik)
Kop(z) =< 2071 (z € L2k~ 1), j=0,1,...,k—1)
0 (a [0, 1] tobbi pontjaban).

Ezt Yano [52] bizonyitotta be elészor. Fine [10]-ben egy egyszeriibb bizonyitast adott
erre az allitasra a
11 1 .
KQk (ZE) = (2 + 2k‘+1> D2k<$) + Z z:l 2J7kD2k(fL’ + 27‘7) (.’1? € [0, 1[)
=

formula bizonyitasaval, amely a diadikus derivalt fogalmanak bevezetésével is igazolhato
(lasd [37]).
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Szoros kapcsolat van egy fliggvény Walsh—Fourier-soranak 2"-edik részletosszege és dia-
dikus folytonossagi modulusa kozott. Ha egy fiiggvény folytonos a [0, 1] intervallumon,
akkor diadikus folytonossdgi modulusdt a kévetkezd moédon értelmezziik:

wnf =sup{|f(z+h)— f(z)]: 2 €[0,1[[0 <h<27"}.
Ismert, hogy wy, f tart nulldhoz, ha n — co. Igazolhaté (lasd [37]), hogy

[Son f(2) = f(2)| Swnf  (x€]0,1]).

Masrészt, egy integralhaté f fiiggvény L'-beli diadikus folytonossdgi modulusdt a kovet-
kez6 modon értelmezziik:

1
wlf = sup{/0 |f(x+h)— f(z)|de: z € [0,1[,0 < h < 2_”}.
W'V f szintén nulldhoz tart, ha n — co. Megmutathaté (lasd [37]), hogy

J [0 @) — 1@ do < D
0

1.3. A diadikus csoport és altalanositasai

A Fourier-analizis modern megkozelitésénél az ortonormalt rendszereket lokalisan kom-
pakt csoportokon értelmezziik, ezért a Walsh-sorok tanulmanyozasit gy is érdemes
végezni, hogy a Walsh-fiiggvényeket a diadikus csoport karaktereinek tekintjiik. A dia-
dikus csoportot a kévetkezé modon definialjuk. Legyen Zo a mésodrendi ciklikus cso-
port, azaz a {0, 1} kételemii halmaz modulo 2 6sszeaddssal és diszkrét topoldgidval. Itt
a normalt Haar mérték az, amely minden egyelemii halmazhoz az 1/2 mértéket rendeli.
A G diadikus csoport azonos Zo csoportok teljes direkt szorzata, amelyet szorzat topo-
logiaval és szorzat mértékkel latunk el. Ez a p mérték a normalt Haar mértéke lesz a
G csoportnak. G miveletének jelolésére a + szimbolumot hasznéljuk. G elemei olyan
x = (zg, 1, ... ) sorozatok, amelyeknek minden tagja 0 vagy 1. Az Ip(z) := G,

I(z) ={yeG:y;=x;, ha0<i<n} (r € G,neN")

A karakerek olyan f: G — C folytonos fliggvények, amire
flety)=f@)fly) & [fl@)l=1 (z,yeq)

teljesiill. Konnyen igazolhatd, hogy a diadikus csoport karakterei olyan valds értékii
fiiggvények, amelyek csak a +1 és a —1 értékeket vehetik fel (lasd [37]). 1949-ben Fine
[9] észrevette a kapcsolatot a diadikus csoport és a [0, 1] intervallum struktiraja kozott.
Ebben a G karakterei megfelelnek a Walsh-fiiggvényeknek, a p Haar mérték megfelel a
Lebesgue mértéknek, és az © = (xg, x1,...) G-beli nullsorozatok megfelelnek a diadikus
raciondlis szamoknak.

Fine val6sziniileg nem ismerte Vilenkin eredményeit, aki 1947-ben (ldsd [50]) bevezette a
késébb rola elnevezett rendszereket. A diadikus csoport a legegyszeriibb, de nem trivialis
modell a véges csoportok teljes direkt szorzatara, de Vilenkin véges, nem feltétleniil
masodrendi ciklikus csoportokkal dolgozott. Az egyes Zy,, (k € N) ciklikus csoportokat
diszkrét topolégiaval és a normalt Haar mértékkel 1atta el, azaz minden egyelemii halmaz
mértéke 1/my. A G un. Vilenkin-csoport tehat a Z,,, csoportok teljes direkt szorzata,
amely szorzat topoldgiaval és szorzat mértékkel rendelkezik. G elemei nem méasok, mint
az x = (xg, 1, ...) sorozatok, amelyeknek minden tagja 0 < xp < my egész szam.
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A Vilenkin-csoportok karaktereinek megadésa el6tt értelmezziik az

x

r(z) = exp <2mk) (x € G, k€N, 1:=+-1)
mg

dltaldnositott Rademacher-fiigguényeket. Lathatd, hogy my = 2 esetén éppen az eredeti

Rademacher-fiiggvényeket kapjuk. A Vilenkin-csoportok karaktereinek megadasahoz

értelmezziik az My := 1, Mp4+1 := m, M, (n € N) altaldnositott hatvanyokat. Ekkor

minden n € N egyértelmtien felirhat6

n:anMk (n, =0,1,...,mp — 1)
k=0
alakban. A G Vilenkin-csoport karaktereit a
Un(z) = [[ri* (@) (z€@)
k=0

moédon irhatjuk, amelyet Vilenkin-rendszernek hivunk, ami egy teljes ortonormalt rend-
szer L%(G)-ben.

A Zp, ciklikus csoportok rendjével egy m = (mg, my,...) sorozatot képziink. Lathato,
hogy a Walsh—Paley-rendszert kapjuk, ha m az azonosan 2 sorozat. A Vilenkin—Fourier-
sorok konvergencidjanak természetét nagyban befolyasolja az m sorozat korlatossiga.
Ha m korlatos, akkor bizonyos hasonlosaggal alkalmazhatok a Walsh—Paley-rendszernél
szokéasos médszerek. Pl. igazolhatd, hogy minden LP(G)-beli fiiggvény Fourier-sordnak
n-edik részletosszege a fiiggvényhez konvergdl majdnem mindeniitt, ha 1 < p < oco. Nem
korlatos m sorozat esetén ez a kérdés még nyitott. Ezért nagy jelentosége van annak az
eredménynek, amely Young [53], Schipp [36] és Simon [39] egymédstdl fiiggetlentil ért el,
miszerint az m korlatossagatdl fiiggetleniil minden LP(G)-beli fiiggvény Fourier-sordnak
n-edik részletosszege a fuggvényhez konvergal LP-norméaban, ha 1 < p < oc.

A Vilenkin-csoportoknak egy természetes, de nem egyszerli altaldnositdsat kapjuk, ha
a benne szerepld Z,,, ciklus csoportokat tetszéleges my-rendii véges (nem sziikségsze-
rilen kommutativ) csoportokra cseréljiik, de a topolédgia és a mérték konstrukcidjaban
nem valtoztatunk. Ekkor G egy kompakt, teljesen szétesé csoport lesz, ami kétoldali
eltolds invaridns, normélt Haar-mértékkel rendelkezik. A nagy kiilonbség az, hogy itt a
karakterek mar nem elegendGek egy teljes ortonormélt rendszer kiépitésére. Ehhez az
absztrakt harmonikus analizis altal kijelolt utat kell kévetniink (lasd [25]).

Jelolje ¥ a G, csoport dudlisat, azaz G,,, azon folytonos irreducibilis unitér rep-
rezentacioit, amelyek nem ekvivalensek egymaéssal. Ha o € X, akkor jeldlje d, a o
reprezentacios tér dimenzigjat, valamint legyen {(1,..., (g, } ennek rogzitett, de tetszo-
leges ortonormalt bazisa. Az

u? (@) = (UG, G) (G €{L...,do}, o € Gm,)

fiiggvényeket az U7 reprezentdcic {C1, ..., Cq, } bazisra vonatkozd koordindtafiiggvénye-
inek nevezziik. Minden o € Y-hoz d2 szamu koordinatafiiggvény tartozik. Az Gsszes
koordinatafiiggvények szama my. Legyen {¢f : 0 < s < my} a G, csoport Osszes
normalizdlt koordinatafiiggvényének egy rendszere. Feltesszik, hogy cpg mindig az azo-
nosan 1 karakter. Igy minden 0 < s < my, esetén létezik o € 3y, (i,7 € {1,...,ds})

ugy, hogy o)
or(x) = Vdouy (z) (z € Gimy)-
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e (12) (13) (23) (123) (132)
| 1 1 1 1 1 1
eIl -1 -1 -1 1 1
Ao o —F F f g
Flo o f F f

1. tablazat. Az 83 szimmetrikus csoport egy lehetséges rendszere

A normalizalt koordindtafiiggvények veszik 4t az dltalanositott Rademacher fiiggvények
szerepét. Azonban, ahogyan a fenti tablazatbdl lathatd, ezek a fiiggvények mas tu-
lajdonsigokkal rendelkeznek, pl. értékei nem feltétleniil 1 abszolut értékiiek. A veliik
készitett

Un(@) = [[ ")  (2€0)
k=0

szorzatrendszert reprezentativ szorzatrendszernek nevezzilkk. A Weyl-Peter-tételbdl ko-
vetkezik, hogy a 1) rendszer ortonormalt és teljes L?(G)-n. Azonban nem kommutativ
esetben ez a rendszer nem egyenletesen korldtos is lehet, és felveszi a 0 értéket, ami
miatt a Vilenkin-rendszereknél alkalmazott technikdk nehezen hasznélhatok.

Reprezentativ szorzatrendszerekkel a szerzé Gat Gyorggyel egyiitt intenziven foglalko-
zott. [13]-ban sikeriilt altaldnositani a Vilenkin-rendszerekre vonatkozo6 két ismert ered-
ményt, nevezetesen azt, hogy minden integralhaté fiiggvény Fourier-soranak M, -edik
részletosszege a fiiggvényhez konvergal majdnem mindeniitt és L'-norméban, illetve ha
az m sorozat korlatos, akkor minden LP(G)-beli fiiggvény Fejér-kozepei a fiiggvényhez
konvergalnak LP-normaban, ha 1 < p < oo. Ez utébbi eredmény érdekességét noveli,
hogy kés6bb sikeriilt igazolni, hogy vannak korlatos m sorozattal rendelkezé reprezen-
tativ szorzatrendszerek, ahol csak p = 2 esetén lehet hasonl6 éllitast kimondani a fligg-
vény Fourier-sordnak n-edik részletosszegére (lasd a 3. fejezetet). Gat Gyorgy [11] azt is
igazolta, hogy minden integralhaté fiiggvény Fejér-kozepei a fiiggvényhez konvergalnak
majdnem mindeniitt, ha az m sorozat korlatos.

A szerzének tobb 6nallé eredménye jelent meg ezen a tertileten (lasd [42, 43, 44, 45, 46,
47)), és Gat Gyorggyel kozosen (lasd [13, 14, 15, 16, 18, 19]). Ezen eredmények egyik
része a szerzO PhD értekezését képezték, de a 3. fejezetben szereplé eredmények ezutan
sziilettek.
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2. A Walsh-Fejér-magok L'-beli normija

A fejezetben kiemelt allitdsok a szerzé 6nallé eredményei, amelyek az alabbi cikkben
jelentek meg.

[48] R. Toledo, On the boundedness of the L!-norm of Walsh-Fejér kernels. Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 457(1):153—-178, 2018.

2.1. A ||K,||; sorozat el6allitasa

Az ortonormalt rendszerekhez tartozé magfiiggvények L'-beli norméja fontos szere-
pet jatszik az ortogondlis sorok konvergencidjaban. Ezt jol mutatja a Kolmogorov—
Seliverstov—Plessner-tétel altalanositasa (lasd [26, 27, 28, 32]), amely egy elegendé fel-
tételt szab ortogondlis sorok majdnem mindeniitti konvergencidjahoz a Dirichlet-féle
magfiiggvények L'-beli norméajéhoz (az tin. Lebesgue-fiiggvényekhez) kapcsol6do tulaj-
donsag alapjan.

T6bb neves matematikus foglalkozott magfiiggvények L'-beli normajanak vizsgalataval.
Fontos kiemelni Fejér és Szeg6 eredményeit a klasszikus trigonometrikus rendszerre, ez
utébbi példaul (lasd [41]) egy explicit formuldt adott a Lebesgue-konstansokra, azaz a
Dirichlet-magfiiggvények L'-norméjara. Nevezetesen azt igazolta, hogy

16 & 1 1 1 1
o=y L Gt 1o 1)
7r2kzl4k2—1<+3+5+ +2k(2n+1)—1>

A Walsh—Paley-rendszer esetén Fine adta meg az

1
L, = / |Dy,(2)| dx (neN)
0
Lebesgue-konstansok legfontosabb tulajdonsagait (14sd [9]). Igazolta az
Lo =0, Ln:Lm+1—2@k (n=2F+m, 0<m<2* keN)
rekurziv formuldt, amibdl olyan tulajdonsdgok kovetkeznek, mint Lo, = L, (n € N),
vagy L, = O(logn), ha n — co. Fontos megemliteni az [1] és [30] cikkek eredményeit,
ahol a szerzok éles also és felsé becsléseket adtak a Lebesgue-konstansokra.
A magfiggvények és operatorok rekurziv elfallitdsa nem ritka jelenség a Walsh—Paley-
rendszer esetén. A Dirichlet-féle magfiiggvényekre a kovetkezé rekurzié adhato:

Dy(z) =0, D, (z) = Dok () + wor () Dy () (n=2"4+m, 0<m<2* keN)

minden z € [0,1] esetén. A Fejér-féle magfuggvényeket is rekurziv médon kaphatjuk
meg a

Ko(z) :=0, nKp(z) = 28 Kou () + mDai () + wor (2)m Ky () (x €[0,1])
formuldval, ahol n = 2F +m és 0 < m < 2F (lasd [9]). A rekurziéban szereplé Doi és

K, magfiiggvények explicit médon el6éllithaték (lasd az 1.2. részt).

Az el6z6ek szerint j6 Otletnek tiinik egy rekurziv eléallitast keresni a Walsh—Fejér-magok
L'-beli norméjara, és ennek a segitségével érdekes, eddig nem ismert tulajdonsigo-
kat keresni. Ez nem lenne feladat a trigonometrikus rendszer esetében, hiszen ott a
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Fejér-magok L'-beli norméja minden n-re megegyezik. Més a helyzet a Walsh-Paley-
rendszernél. Itt a [48] cikk megjelenéséig csak annyit tudtunk, hogy a

1
[Kalli = [ 1Ka@)]de (e NY)

Walsh—Fejér-magok L'-beli normdjdbdl 4116 sorozat korldtos, és || K,||1 < 2 teljesiil min-
den n € N esetén (lasd [37]). A kovetkezd adbran lathatjuk a || K,||; sorozat elemeinek
értékét n = 2048-ig.

1124

1.084:

\ {

\ [
\/
H )

t t f J 1
128 256 512 1024 2048

L0477 =

1. dbra. A || K, |1 sorozat értékei n = 2048-ig

A [48] cikkben sikeriilt a keresett rekurziot megtaldlni. Ez bizonyos hasonlésidgot mutat
a Lebesgue-konstansokra adott rekurzidval. FEl6szor bevezetjiik a kovetkezo jelolést.
Minden n € N esetén legyen

J
nj = Znﬂl (JeN),
=0

ahol (ng,n1,n2,...) az n szam diadikus kifejtése. Maés szavakkal ng = nmod 2/t A
rekurzids formuldt a kdvetkezo tételben latjuk.

2.1.1. Tétel (Toledo). Legyen k € N és n olyan pozitiv egész szam, amire az teljesiil,
hogy 2% < n < 251 Ekkor a kivetkezd elédllitds érvényes a Walsh—Fejér-magok L'-beli
normdjara:

r
nf[ Knlly =n+ni[| Ky I = 557
ahol
k—1 o
Ty =20 (M + 1)+ Y (2 (2 = 1)+ (1= 200y (0 +1)) . (1)
j=1

A tétel bizonyitasakor kaptunk egy nem kevéshé fontos allitdst, nevezetesen azt, hogy
|Kylli > 1 minden n € NT esetén. Ezt mar a ||K,|; sorozat elemeinek dbrazoldsabol
lehetett sejteni.

Vannak olyan helyzetek, ahol elényosebb az n = 2F0 4 2k1 ... 4 9ks jel6lés alkalmazasa,
ahol kg < k1 < --+ < ks nem negativ egész szamok. Ebben az esetben az

%

n, => 2 (i=0,1,...,s).
r=0

jeloléssel at lehet irni az el6z6 tételben szerepld rekurziét a koévetkezé modon.
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2.1.2. Tétel (Toledo). Legyen n = 2F0 42k ... 4 2k ahol kg < k1 < -+ < ks nem
negativ egész szamok. Ekkor

T
/ n
[ Knlly =n g, (K = op
ahol
s—1
Ty =nf, , (Bnf,_, +2)+ 2 (45 + (kipr — ks — 2)mf, (nf, +1))
=0

Innen a rekurzié alkalmazasaval a kévetkezd explicit formulat kapjuk:
S S Fn/
kq
nl|Knlli =Y n, _ZW’ (2)
i=0

1=0

ahol n = 2k0 4 2k1 ... 4 ks

2.2. A ||K,]||; sorozat tulajdonsigai

Az el6z6 tételekben szerepld elééllitasokkal szeretnénk megvizsgalni a Walsh—Fejér-
magok L'-beli normajanak néhany tulajdonsigit. Praktikus alkalmazhatésigukat az
igazolja, hogy elemi szdmitasokkal és egyszerti becslésekkel az (1) és a (2) formuldkbél
rogton megkapjuk a

5
IKai <5 (neNY)

becslést, ami jobb, mint az eddig ismert ||K,||1 < 2 fels6 becslés (lasd [48]).

A Lebesgue-konstansokndl tudjuk, hogy Lo, = L, (n € N). Ez nem igaz a Walsh—Fejér-
magok L'-beli norméja esetén. Ugyanakkor a 2.1.1. Tétel és a 2.1.2. Tétel segitségével
sikertilt igazolni a kovetkezo tulajdonsagot.

2.2.1. Tétel (Toledo). Minden n € NT esetén
[1Enll1 < [ K2nlly

és az eqyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha n = 2% (k € N).
Tovabba az alabbi meglepd egyenléséget is sikeriilt belatnunk:

2.2.2. Tétel (Toledo). Legyen k € N. Ha n,m > 2F két olyan pozitiv egész szdm,
amire igaz, hogy n+m = 3-2F — 1 teljesiil, akkor

nl|Knlly = ml| Kl = n —m.

Az eléz6 egyenlbség alkalmazédsdval, a mar bebizonyitott |K,|1 < 5/4 tulajdonsig se-
gitségével igazolhatjuk a kévetkezo tételt.
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2.2.3. Tétel (Toledo). Legyen k € N és n,m > 2F két olyan pozitiv egész szdm, amire
igaz, hogy n+m = 3-2F — 1 teljesiil. Tegyiik fel még, hogy n < m.

1. Ho N =n 422 4o 4 2627 g M = m 4+ 282 oo 4 2F+27 akkor
KNl = [[Knll
minden r € N esetén. Tovdbbd az egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha

KNl = [[Karlly = 1.

2. Ho N =n—2F 42kt o . okt2r4] gg N[ = g — 28 4 2F+1 oo L ok 42041 hor
KN < | Knlh

minden r € N esetén.

A 2.2.1. Tétel és a 2.2.3. Tétel segitenek megtaldlni a || K,||; sorozat legnagyobb értékét
az 1 < n < 281 szakaszban. Pontosabban legyen n*(k) az az index, amely kisebb, mint
2k+17 és

1Kyl = max{|[ Kpll1: 1 <n <2571}
teljestil. Ekkor az emlitett tételek segitségével azt kapjuk, hogy n*(k) diadikus kifejté-
se olyan, hogy a benne szereplé 1 és 0 komponensek felviltjak egymést. Ezenkiviil a
[ () l[1 értékét is sikeriilt kiszdmolni.

2.2.4. Tétel (Toledo). Legyen k € NT. Ekkor

1. Ha k pdratlan szdim, akkor n*(k) = 1+22 424 ... 4 2F és

17 s+1 n 1
15  4stl 1 5.4s’

[ Ky I =

k
ahol s = 5-

2. Ha k pdros szdm, akkor n*(k) = 2" +23 +... +2F ¢s

17 1 s+1 n 1
15 245t -1 30-4s’

[ 1y 11 =

ahol s = %
Mivel a 2.2.1. Tétel miatt a [/ ,«()l[1 sorozat monoton névekvd, igy a Walsh-Fejér-
magok L'-beli norméjéanak szuprémuma ennek a sorozatnak a hatérértéke, ha k — oo.
Ezt a hatarértéket nem nehéz a 2.2.4. Tétel alapjan kiszdmolni, amibdl megkapjuk a

végsd eredményiinket.

2.2.5. Tétel (Toledo).
17
sup{||Kpl1: n € P} = T
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3. Normakonvergencia reprezentativ szorzatrendszereken

3.1. A Fourier-sorok LP-normakonvergenciajarol

Ebben a részben olyan tételek szerepelnek, amelyek részben a szerzé o6nalld, részben
pedig Gat Gyorggyel kozos eredményei. Ezek az alabbi cikkekben jelentek meg.

[46] R. Toledo, Negative results concerning Fourier series on the complete product of
83. JIPAM. Journal of Inequalities in Pure & Applied Mathematics, 9(4):7, 2008.
Art. 99.

[18] G. G&t és R. Toledo, Convergence in LP-norm of Fourier series on the complete
product of quaternion groups with bounded orders, Acta Mathematica Sinica,
English Series, 30(9), 1566-1578, 2014.

A bevezetésben a Vilenkin-rendszerek altaldanositdsaként adtuk meg a 1), reprezenta-
tiv szorzatrendszerek értelmezését. Emlitettiik, hogy az m sorozat nem korlatossiga
megneheziti az eredmények igazolasaban alkalmazott technikdkat. Reprezentativ szor-
zatrendszerek esetében olyan nehézségek is felléphetnek, mint az, hogy a rendszer nem
egyenletesen korlatos is lehet, és felveszi a 0 értéket még korlatos m sorozat mellett is.
FEzentul, ha az m sorozat korlatos, akkor azt fogjuk mondani, hogy a G csoport korlatos.
[13]-ban sikeriilt igazolni, hogy minden LP(G)-beli fliggvény Fejér-kozepei a fliggvényhez
konvergalnak LP-norméban, ha 1 < p < oco. Viszont az

n—1
Suf = fin (neND),  abol  fo= [ fidu (keN),

k=0 m
Fourier-sor n-edik részletosszegérél csak annyit lehetett tudni, hogy a megfelel allitas
p = 2-re igaz, de p = l-re nem igaz (14sd [43]). A szerzé PhD értekezésében igazolta,
hogy ha a G csoport korlatos és a

Uy = n nllso ke N).
k g%\l@b 1Ml (k €N)

sorozat nem korlatos, akkor van olyan 1 < p < 2, hogy az S,, operator nem (p, p) tipus,
és igy van olyan f € LP(G), hogy S, f nem tart f-hez LP-norméban.

Fontos megjegyezni, hogy nem kommutativ esetben 1, nem csak karakterek szorzataboél
allhat, és igy Wi nem biztos, hogy az azonosan 1 sorozat. A legegyszeriibb eset, amikor
G az 83 csoport teljes direkt szorzata az 1. tablazatban szerepl6 rendszerrel. Nem nehéz
belatni, hogy ebben az esetben

4 k
v, = (3) — 00, hak — oc.
De az is elofordulhat, hogy G nem kommutativ és mégis ¥y = 1 minden k£ € N esetén.
Vegyiik példaul a

Q= {[a,b] : a®™ =¢, b¥* =a™, bab~' = a*™ 1}

4dm-ed rendd dltaldnositott kvaternio csoportot, ahol m > 1. Minden ilyen csoportnak
van olyan normalizdlt koordinatafiiggvényekbdl all6 rendszere, hogy a veliik elkészitett
reprezentativ szorzatrendszerhez tartozé Wy sorozat azonosan 1. Ekkor azt mondjuk,
hogy a rendszer monomidlis. Ilyen lathaté a 2. tdblazatban Qs esetében.
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[=}
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M

w

V2 V2 0 0 0 0
V2 V2 V2 0 0 0 0
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ot

[=2]

-

€ € € ﬁ,pﬂ € € €
o O E%r—t = o
$

2. tadblazat. Az Qs kvaternié csoporton értelmezett monomidlis rendszer

[46]-ban a szerzd folytatta az S, f normakonvergencidjanak tanulmanyozisiat. Ehhez a
koévetkez6 modon Altalanositotta a Wy sorozatot:

1 1
v = n n Z 17 - - = 17 k N ’
) 1= mx [wnlpllvnlls (P21 2+ 2 =1 keN)

ahol ¢ = oo, ha p =1, és igy Wy, = Wi (1). Sikerilt fix k értékek mellett megallapitani a
U (p) kifejezés monotonitasat, mint p fiiggvénye, és ezzel igazolni a kovetkezé allitast.

3.1.1. Tétel (Toledo). Tegyiik fel, hogy G korlitos, 1 <p <2, és1/p+1/q=1. Ha
a Yi(p) sorozat nem korldtos, akkor az S, operdtor nem (p,p), sem (q,q) tipusi.

Ebbdl a tételbol a kovetkezd allitas igazolhato.

3.1.2. Tétel (Toledo). Tegyiik fel, hogy G ugyanannak a véges csoportnak a teljes di-
rekt szorzata, és minden eldforduldsa azonos normalizdlt koordindtafiigguényekkel ren-
delkezik, tovdbbd 1 < p < 0co. Ha a Wy, sorozat nem korldtos, akkor az S,, operdtor akkor
és csak akkor (p,p) tipusi, ha p = 2.

FEz azt jelenti, hogy ha G az 83 csoport teljes direkt szorzata az 1. tablazatban szereplo
rendszerrel, akkor minden 1 < p < oo, p # 2 esetén létezik f € LP(G), hogy S, f nem
tart f-hez LP-norméban.

De mi torténik, ha monomiélis reprezentativ szorzatrendszerrdl van sz6? A kérdést
[18]-ban tanulményoztuk altaldnositott kvaternié csoportok teljes direkt szorzata ese-
tén. Ebben az esetben sikeriilt pozitiv eredményeket elérni, igaz egy specialis rendezést
koveteltiik meg a koordinatafiiggvényektdl. Az alkalmazott modszer azon alapszik, hogy
igazoltak az S, operator gyengén (1, 1) tipustusigat.

3.1.3. Tétel (Gat—Toledo). Legyen G dltaldnositott kvaternié csoportok teljes direkt
szorzata monomidlis normalizdlt koordindtafiigguényekkel, ahol a karakterek elél dllnak.
Ha a G csoport korldtos, akkor minden f € LP(G)-beli fiigguény esetén S, f az f figg-
vényhez konvergdl LP-normdban, ha 1 < p < oo.

Ez azt jelenti, hogy ha G az Qy csoport teljes direkt szorzata a 2. tdbladzatban szerep-
16 rendszerrel, akkor minden f € LP(G)-beli fliggvény esetén S, f az f figgvényhez
konvergal LP-normaban, ha 1 < p < co.
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3.2. A Dirichlet-magok maximalis értéke

Az ebben a részben kiemelt allitasok a szerzé 6nallé eredményei, amelyek az alabbi
cikkben jelentek meg.

[47] R. Toledo, On the maximal value of Dirichlet kernels with respect to represen-
tative product systems, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Serie II,
Suppl. 82, 431-447, 2010.

Tudjuk, hogy milyen fontos szerepiik van a

n—1
k=0

Dirichlet-féle magfiiggvényeknek az S,, operator konvergenciakérdéseiben. [13]-ban t6b-
bek kozott sikeriilt olyan tulajdonsagokat igazolni, mint a Paley-lemma megfeleléje, azaz
minden reprezentativ szorzatrendszer esetén, ha n € N és x,y € G, akkor

M, (z € I,(y))

Pan:9) = {0 (@ ¢ L(y)).

Egy masik fontos tulajdonsag a

D, := sup |Dy(z,y)| (n € N)
z,yeG
Dirichlet-magok maximalis értékének viselkedése. Vilenkin-rendszerekre D,, = n teljesiil
minden n € N esetén. Nem ez a helyzet altalanos reprezentativ szorzatrendszerek esetén,
pl. ha G az 83 csoport teljes direkt szorzata az 1. tdblazatban szerepld rendszerrel, akkor
a 2. dbran a 3.2.1. Tételben kimondott viselkedés lathato (lasd [47]).

1200

/ ,/’
1000 7 B e
-
800 ~
gj -
600 / -

4004

200 —

o 200 400 600 800 1000 1200
n

2. dbra. D,, (n < 6%) az 83 csoportok teljes direkt szorzatan

3.2.1. Tétel (Toledo). D,, monoton novekvd sorozat. Mdsrészt, ha A := max{k € N :
ng # 0}, akkor
n< D, < Maq (n € NT).

Tovabba, [47]-ben sikeriilt pontosan megadni azokat az n indexeket, ahol D,, = n teljesiil
altaldnos reprezentativ szorzatrendszerek esetén. Mésrészt a szerzd vizsgélta a D, /n
hanyados korlatossagat, és sikeriilt ezt visszavezetnie az egyes koordinatacsoportokra.

3.2.2. Tétel (Toledo). Legyen G a Gy véges csoportok teljes direkt szorzata. Ekkor a
sup{D,,/n: n € Nt} < co akkor és csak akkor, ha

r—1 S 2
sup{ s=0 |80k(55k)\

:keN,O<r§mk,xk€Gk}<oo.
,



3. NORMAKONVERGENCIA REPREZENTATIV SZORZATRENDSZEREKEN 16

3.3. Cesaro kozepek L'-normakonvergenciaja

A fejezet harmadik részében szerepld kiemelt allitasok a szerzé Gat Gyorggyel kozos
eredményei, amelyek az alabbi cikkben jelentek meg.

[15] G. G4t és R. Toledo, On the converge in L!-norm of Cesaro means with respect to
representative product systems, Acta Mathematica Hungarica, 123(1-2): 103-120,
2009.

Az a-rendi Cesaro kizepek, vagy egyszeriien (C, «) kozepek a

o D(a+2)...
04 f = o= S ATASKS, ahol go o bla2). fatn) gy

|
% =0 n!

osszefliggéssel értelmezett operdtorok. A (C,0) kézepek éppen a fiiggvény Fourier-
sordnak n-edik részletosszegei, amikrél [43]-ban sikeriilt igazolni, hogy nem (1,1) tipust
operatorok. Ezzel szemben, a (C, 1) kézepek a fiiggvény Fejér-kozepeit adjik, amirél
[13]-ban igazoltuk, hogy (1,1) tipust operatorok, ha a G csoport korlatos. Erdekes te-
hét megvizsgédlni a (C, o) kozepek (1,1) tipustsigat, ha 0 < o < 1, ami [15]-ben meg is
tortént.

Az 1. részben lattuk, hogy a

k—1
Wi := max |[gn]1]|vnlloc = g max [[gillilleiflo (k€ N).

sorozat fontos szerepet jatszik a Fourier-sorok normakonvergenciajaban. Most az

= msuplog (s, ethlvil)
o 1km_>8£p 08, ognslg)a%k lerllllerlloo

T . S S
o = liminf log,, ( max ot 1]l¢hlls)

értékek segitenek a (C,a) kozepekre vonatkozé kérdés vizsgalataban. Nem nehéz iga-
zolni, hogy 0 < ag < g < 1/2. [15]-ben a kovetkez6 eredményeket igazoltuk.

3.3.1. Tétel (Gat—Toledo). Ha a G csoport korlitos és agp < a < 1, akkor a of
operdtor (1,1) tipusi.

3.3.2. Tétel (Gat—Toledo). Ha a G csoport korlitos és 0 < a < ai, akkor a of
operdtor nem (1,1) tipusi.

Ennél t6bb is igaz, hiszen a 3.3.1. Tétel feltételei mellett a o8 operator (p,p) tipusi lesz
minden 1 < p < 0o esetén, és igy barmely f € LP(G) fiiggvényre o8 f — f LP-normaban
(n tart végtelen). Ha a G csoport monomialis, akkor g = 0. Ezért ebbél a tételbdl
kovetkezik az alabbi allitas.

3.3.1. Kovetkezmény (Géat—Toledo). Ha a G csoport korldtos és monomidlis, akkor
minden f € LP(G) esetén ol f — f LP-normdban (n tart végtelen), ha 1 < p < co.

Fontos megjegyezni, hogy a kérdés nyitott, ha a; < a < ayg.
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4. Elsorendii linearis differencialegyenletek numerikus meg-
oldasa Walsh-fiiggvényekkel

A fejezetben kiemelt allitasok a szerzd 6nallé vagy Gat Gyorggyel egylitt elért eredmé-
nyei, amelyek az aldbbi cikkekben jelentek meg.

[20] G. Gat és R. Toledo, Estimating the error of the numerical solution of linear
differential equations with constant coefficients via Walsh polynomials. Acta Ma-
th. Acad. Paedagog. Nyhazi. (N.S.), 31(2): 309-330, 2015.

[21] G. Gat és R. Toledo, Numerical solution of linear differential equations by Walsh
polynomials approach. Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica, 57(2):
217-254, 2020.

[49] R. Toledo, Solving systems of linear differential equations by Walsh polynomials
approach, Annales Universitatis Scientiarum Budapestinensis de Rolando Eo6tvos
Nominatae, Sectio Computatorica (megjelenés alatt), 53, 2021.

4.1. El6zetes eredmények

A Walsh-fiiggvényeket széles korben alkalmazzdk a digitdlis vildgban. Ennek f6 oka,
hogy olyan ortonormélt rendszert alkotnak, amely csak két értéket vehet fel. Ezt felis-
merve a 70-es években tobb kutaté kezdett intenziven foglalkozni a Walsh-fliggvények
alkalmazasaival, pl. a tavkozlésben és a jelfeldolgozasban (lasd pl. [22, 34]). Corring-
ton [7] volt az elsd, aki olyan mddszert fejlesztett ki, amivel magasabb rendfi linedris
differencialegyenletekre vonatkozo6 kezdeti érték problémékat lehetett megoldani Walsh-
fliggvények segitségével. Corrington mddszere eléggé komplikalt volt, sok tisztdzatlan
részletet hagyott maga utdan és jelentGs mennyiségii szamitast igényelt.

1975-ben C. F. Chen és C. H. Hsiao tovabbfejlesztették Corrington-modszerét gy, hogy
az elsérendli linearis differencidlegyenlet-rendszerekre adtak egy Walsh-fiiggvényeken
alapulé megoldast. Mddszeriik joval egyszeriibb, kénnyebben implementalhaté, és gyor-
san elGallithaté méatrixokkal dolgozik. Chen és Hsiao mddszere lényegesen kiilonbozik
Corrington moédszerétol. Fokozatos kozelitések helyett a kezdeti érték probléma pon-
tos megoldaséat (és nem a derivaltjat!) olyan Walsh-polinomokkal kozeliti, amelyeknek
egyltthatéit egy linedris egyenletrendszerbdl tudjuk elallitani. Azonban a moédszert
kizardlag allandé egyiitthatos esetekre dolgoztak ki.

Abban az évben Chen és Hsiao tobb cikket is irt, ezekben megmutattdk a mddszeriik
mitkodését kiilonféle gyakorlati problémék megoldasiaban (lasd [3, 4, 5, 6]). A mod-
szer szintén adaptalhaté elsérendii linearis parcidlis differencidlegyenletek megoldasara
kétdimenziés Walsh-Fourier-sorok alkalmazédséaval (1dsd [38]).

Chen és Hsiao modszerének alapotlete, hogy diszkretizaljak a problémaval ekvivalens
integralegyenletet tigy, hogy minden benne szerepl6 fiiggvényt a Walsh—Fourier-soranak
2"-edik részletosszegével helyettesitik, még a benne szerepld integréalfiiggvényt is. A pon-
tos megoldast egy Walsh—polinommal helyettesitik. Ezzel egy linearis egyenletrendszert
kapnak, amelynek ismeretlenei a Walsh—polinom egyiitthatéi lesznek. Ez a Walsh—
polinom kozelité megoldasa lesz a probléma pontos megoldasanak.

Azonban Chen és Hsiao nem foglalkoztak a numerikus megoldas elemzésével. Nem néz-
ték meg, hogy a javasolt numerikus megoldas létezik-e, vagy megfelel6 mdédon tart-e
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a probléma pontos megoldasdhoz. Mésrészt a megfelelé pontossig eléréséhez egy na-
gyon nagy méretli, m2"™ darab egyenletbol allo linearis egyenletrendszert kell megol-
dani, ahol m a probléma egyenleteinek szama és 2" a numerikus megoldasban szereplo
Walsh-fiiggvények szama. Raadasul az egyenletrendszer megoldasa utan fel kell épiteni a
Walsh—polinomot a kapott egyiitthat6ibol, ami szintén ido- és szamitasigényes miivelet.

Ez volt az oka annak, hogy a szerz6 Gat Gyorggyel egyiitt elkezdett foglalkozni a médszer
matematikai elemzésével (lasd [17, 20]). El6szor a legegyszertibb esettel foglalkoztunk,
azaz a
v +ay=q(x),  y(0)=n,

kezdeti érték feladattal, ahol a,n € R konstansok és ¢: [0,1[— R folytonos és integ-
ralhaté fiiggvény. Azt igazoltuk, hogy csak abban az esetben nem létezik numerikus
megoldés, ha 2"t! = —q teljesiil, ami legfeljebb egy adott n értéknél fordulhat el6.
Hibabecslés megadasa mellett sikeriilt igazolnunk, hogy a numerikus megoldasok egyen-
letesen tartanak a probléma pontos megoldasahoz, ha n — oco. Tovabba sikeriilt egy
gyors iteracios eljarast kifejleszteni, ami kozvetleniil a Walsh—polinom értékeit allitja el6
anélkiil, hogy egyenletrendszereket kellene megoldani.

Ezutén sor keriilt a nem allandé egyiitthatos kezdeti érték problémak tanulmanyozasara,
és sikeriilt altaldnositani az alland6 egytuitthatés probléméaknél elért eredményeket. Azt
lattuk be, hogy legfeljebb véges sok n érték mellett nem tudunk numerikus megoldast
el6allitani. Ugyanigy sikeriilt egyenletes konvergenciat igazolni, és egy iteracios eljarast
konstrudlni. Ezek az eredmények a [21] cikkben jelentek meg.

Fontos megjegyezni, hogy prébéaltuk a problémat minél altalanosabb feltételek mellett
targyalni. Ez abban nyilvinul meg, hogy a benne szerepl$ fliggvények nem feltétleniil
folytonosak a [0, 1] zart intervallumon. A feltétel az volt, hogy a fiiggvények folytonosak
legyenek a [0, 1] intervallumon és Lebesgue-integralhatok. Ilyen feltételek mellett azért
lehetett sikereket elérni, mert a modszer integralfiiggvényekkel dolgozik, amik méar foly-
tonosak lesznek a [0, 1] zart intervallumon. Tovdbba nem a pontos megoldas derivaltjara
adtunk 1épcsos fliggvényekkel torténd kozelitést, mint mas hasonlé modszerek esetében
(lasd pl. [29]), hanem magéra a pontos megolddsra.

Azonban, ha részletesen elemezziik a javasolt modszert, akkor azt latjuk, hogy a foly-
tonossag inkabb a kezdeti érték probléma pontos megoldasanak a létezéséhez kellett.
Ez a felismerés oda vezetett, hogy a szerz6 ki tudta terjeszteni a modszert egy jéval
altalanosabb probléma megoldasara.

Tudjuk, hogy ha I egy intervallum és f egy folytonos vektorértékii fiiggvény, akkor az
y=flzy, y&=n (el

kezdeti érték feladat ekvivalens az
y(x) =+ 4 fa,y@)de  (zel)

integrélegyenlettel. Ha f nem folytonos az elsd valtozéjdban (z), de folytonos a mésodik
valtozdjaban (y), akkor tobb szerzo tigy értelmezi, hogy a kezdeti érték feladat megoldédsa
a hozz4 tartozé integralegyenlet megoldésa legyen, ha ez utébbi megoldhaté. Eppen ez
torténik linearis differencialegyenlet-rendszerek esetében, ha a benne szerepl6 fiiggvények
integralhatok az I minden zart részintervalluman, hiszen ekkor az integralegyenletnek
van egyértelmi folytonos megoldasa a teljes I intervallumon (lasd [8]). Ezentul erre a
megoldédsra fogunk Walsh—polinom alaki kozelité megoldast keresni. A nem folytonos
jobboldallal rendelkez6 differencidlegyenleteknek szamos alkalmazasi tertilete van.
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4.2. Az altalanos probléma és a f6 eredmények

Tekintsiik a kdvetkezo altalanos elsérendii lineéris differencidl-egyenletrendszerre vonat-
kozo6

Y + P(x)y =q(z),  y(&) =n, (3)

kezdeti érték problémat a [0, 1] intervallumon, ahol £ € [0, 1], a P(z) métrix elemei a
Py [0,1] = R (k,l=1,2,...,m)
integralhaté fiiggvények, a ¢(x) vektor elemei a
qr: [0,1] = R (k=1,2,...,m)
integralhaté fuggvények, illetve az n vektor elemei az 11, 11, ..., Ny, szdmok és y(z) az

y1(x), y2(x),. .., ym(x) megolddsokbdl allé vektor.

A folytonossag sziikséges ahhoz, hogy a (3) problémanak mindig legyen differencialhaté
megoldasa. De nem ezt az utat fogjuk kovetni. A P(x) matrixban és a ¢(z) vektorban
szereplo fiiggvények integralhatosaga garantalja, hogy az

y(x) = + /{ () - Py dt (w01 (4)

vektor-integralegyenletnek egyetlen megoldésa legyen a [0, 1] intervallumon, ami folyto-
nos fiiggvény. Ezt a megoldast fogjuk Walsh-polinomokkal megkdzeliteni, nevezetesen a
megoldas minden y; komponensére konstrudlunk egy

21
ylgn)(m) = Z c,(cili)wi(az) (k=1,2,...,m, x € [0,1]) (5)
i=0

alaku fuggvényt, ahol w; a Walsh-Paley-rendszer i-edik figgvénye.

Erre a célra a kovetkez6 médon fogjuk diszkretizalni a (4) integralegyenletet. Legyen n
egy pozitiv egész szdm. El6szor értelmezziik az alabbi matrixot és oszlopvektorokat:

Sonp(x) = (Sonpij(@))_y,  Tul@) = W @)y, Sonq(x) = (Sengi())y,

ahol altaldban Song(z) nem més, mint az g fliggvény Walsh—Fourier-soranak 2"-edik
részletosszege az x € [0,1] pontban. Vegyiik észre, hogy a fenti métrix és a vekto-
rok allandék az 1/2™ hossziségu diadikus intervallumokon. Az integralegyenletben az
y(x), P(z) és q(x) matrixokat rendre a ¥, (z), Sonp(z) és Sang(x) métrixokkal fogjuk
helyettesiteni. De ez nem minden, az integralfiiggvényt is diszkretizalni fogjuk, erre a
Walsh—Fourier-sordnak 2™-edik részletosszegét vessziik (lasd [49]).

A leirt médon azt a 7, (z) Walsh-polinomokbdl allé vektort keressiik, ami kielégiti az
Un(x) =1+ Son < /5 (Sanq(t) — Sanp()7, (1)) dt) () (z€[0,1]). (6)
diszkretizalt integrélegyenletet. Vegyiik észre, hogy (6) ekvivalens az
y" @) = i+ S ( A (S0t - > oot ) dt) () (7)
I=1

egyenletrendszerrel, ahol k = 1,2,...,m. Azt mondjuk, hogy 7,, a (4) vektor integral-
egyenlet numerikus megoldéasa.
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A kovetkezd két eredmény [49]-ben jelent meg differencidl-egyenletrendszerekre, és &l-
talanositja a szerz6 Gat Gyorggyel egyiitt elért, [21]-ben megjelent eredményeit egy
egyenletbdl all6 problémék esetén.

4.2.1. Tétel (Toledo). Legyenek pi;, qi a [0, 1] intervallumon integrdlhato figgvények
minden k,l =1,2,...,m esetén. Ekkor véges sok n értéktdl eltekintve egyetlen olyan v,
Walsh-polinomokat tartalmazo vektor létezik, amely kielégiti a (6) diszkretizdlt integrdl-
egyenletet.

Maés szavakkal a (4) vektor-integralegyenletnek véges sok n értéktdl eltekintve van egy-
értelmli numerikus megoldésa.

4.2.2. Tétel (Toledo). Legyenek pi;, qi a [0, 1] intervallumon integrdlhato figgvények
minden k,l = 1,2,...,m esetén. Ekkor7y, egyenletesen tart a (4) vektor integrdlegyenlet
pontos megolddsdhoz a [0, 1] intervallumon.

Az elébbi y,, kiterjesztheté az x = 1 pontra a baloldali hatarértékével. Mivel az y
megoldas folytonos fiiggvény, igy a 4.2.2. Tétel garantalja y,, egyenletes konvergencidjat
a [0, 1] zart intervallumon.

A 4.2.2. Tétel bizonyitasa Osszetett, kozel 10 oldalas. Benne a kévetkez6 hibabecslés
olvashato:

1
ly(@) = T (@)]] < wy + 2Mye>Jo 1POI

véges sok n értéktol eltekintve, ahol

My, = w{Pq + [yl ccwi) P + 2m Lywny,

m
All = m_ | = )
Al = (k)i =1 [ax {; !ak,l\}

A fenti matrixnorméaval értelmezhetd a diadikus folytonossagi modulus figgvényekbol
allé métrixok esetében. Nevezetesen, legyen P(x) olyan métrix, amelynek minden k-adik
soraban és [-edik oszlopaban a

7
Sonpri(57)

1
L, := max { on

0<i<2m omn
1<k,I<m

valamint

Pk, : [0, 1] —C

folytonos fiiggvény &ll, és Q, P az w,p,; diadikus folytonossagi modulusokbdl all6 méat-
rix. Ekkor P(z) diadikus folytonossigi modulusét az

wnP = ||, P||

osszefiiggéssel értelmezziik. Hasonléan tudjuk egy integralhaté fiiggvényekbdl allé P(x)
métrix L'-beli diadikus folytonossdgi modulusat értelmezni. Nem nehéz megmutatni,

hogy

< wp,

n

1
|Son P(x) — P(z)|| < wpP és H/O |Son P(x) — P(z)| dx

Fontos megjegyezni, hogy itt egy méatrix abszolut értéke a méatrix elemeinek abszolit
értékébdl allé matrixot jelenti. Az el6bb leirtak érvényesek oszlopmaétrixokra is.
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4.3. A numerikus megoldas egyiitthatéinak el6allitasa

Miel6tt ratériink a médszer ismertetésére, sziikségiink lesz két 1j fogalom bevezetésére.
Egy 2" x 2"-es A matrixot diadikusan cirkuldnsnak neveziink, ha az a;; elemeit az
ag, a1, ...,asn_1 szamok generaljak az alabbi mdédon

o0
aij = aiw;  (1,j=0,1,...,2" =1),  ahol  i@j:=>_|iy— jxl2"
k=0
az i és j nemnegativ egész szam diadikus Osszege (lasd [24]). Ebben (ig,i1,...) és
(Jo, J1,-..) rendre ¢ és j diadikus kifejtése. [21]-ben Gat Gyorggyel igazoltuk a diadiku-
san cirkulans matrixok elemi tulajdonsagait.

4.3.1. Tétel (Gat—Toledo). Legyen A és B rendre az

2" —1 2" —1
z)= Y aywi(x) s bla)= Y bjuw;(z)
j=0 Jj=0

Walsh-polinom egyiitthatoi dltal generdlt diadikusan cirkuldns mdtrizok, és o, € R.
Ekkor az azonos tipusit diadikusan cirkulans madtrixok kommutativ algebrdt alkotnak.
Tovdbbd

o A+ BB az aa(x) + Bb(x) Walsh-polinom egyiitthatdi dltal generdlt diadikusan
cirkuldns mdtriz.

o AB aza(z)b(x) Walsh-polinom egyiitthatoi dltal generdlt diadikusan cirkuldns mat-
riz, és ezért AB = BA.
21

o detA="T] a(&).
k=0

Egy masik fogalom a hdromszigfiiggvények fogalma, amik a Walsh—Paley-rendszer tag-
jainak integralfiiggvényei, azaz

:/ w(t)dt  (keN,0<z <1).
0

A haromszogfiiggvények jk,j Walsh—Fourier-egyiitthatdival felirhatjuk a

[e.9]

Z kW5 (2

Walsh-Fourier-sort. Ezeknek a Jj, j egylitthatoknak az értéke gyakran nulla. Pontos
kiszamitdsuk [20]-ban taldlhat6 a Fine-formula alapjan (lasd [9]). Minden n € N esetén
jelolje J) azt a matrixot, amelynek elemei ka ahol k,7 =0,1,...,2" — 1. Az ilyen
matrixok iteracioval kénnyen eléallithatok, hiszen

0 _ (;) ) _ ( {1](1171) | — o don s ) (n>0)

WJanl ‘ 027171

Kapcsolatukat a cirkuldns matrixokkal [21]-ben igazoltuk, amelynek fontos szerepe van
a 4.2.1. Tétel megfelel6jének a bizonyitasaban.



4. ELSORENDU LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEK NUMERIKUS. . . 22

4.3.2. Tétel (Gat—Toledo). Legyen A és B rendre az
21

2n 1
z)= Y ajwi(z) s bla)= Y bjuwi(x)
j=0 Jj=0

Walsh-polinomok egyiitthatoi dltal generdlt diadikusan cirkulans mdtriz. Ekkor
on_1 . ,
7T gy — Ay bt
det(A + J™TB) = ]:IO <a<2n>+2n+lb(2n) .

Mivel a kezdeti érték tetszéleges 0 < ¢ < 1 pontban lehet, ezért a J™) métrixhoz
7(n)

hasonléan értelmezzik a Jf matrixot az

/ wit)dt  (ieN,0<z<1)

13

An)
Je

integralfiggvények Walsh—Fourier-egyiitthatéik segitségével. A matrix csak az els6

oszlopaban kiilonbozik a J™ matrixtol. Az ebben az oszlopban 16v6 i-edik elemébél ki
kell vonni az w;(€)(€ — €M) értéket, ahol £ a & értékhez legkozelebb esé p/2" alaki
diadikus racionalis szam.

A numerikus megoldas egyiitthatoéit el6allité linearis egyenletrendszer leirasdhoz sziik-
séges a kovetkezd jelolések bevezetése: legyen n € NT egy rogzitett szam, tovabba

= (e e ) s w(@) = (woe),wi(a), . wpa(2))

Ekkor y,gn) () = w(z) "ck. Legyenek tovabba Pk1 és qik rendre a py; és ¢ fiiggvények
Walsh-Fourier-egytitthat6ibél allé vektorok, azaz a vektorok i-edik komponense

1 1
Prl, = /0 prawi(t)dt 6 G o= /0 g (H)wi(t) dt.

Ekkor
Sonpri(r) =w(@) P & Songr(z) = w(z) Q.
A py1 vektorokkal elkészitheté a
— 21
Py = (pkvli@')i,j:o
matrix, ami az Sonpy(x) Walsh-polinom &ltal generalt diadikusan cirkulans matrix.
Legyen még eg := (1,0,...,0)". Ekkor n, = w(z) nreo, hiszen wo(xr) = 1 minden
x € [0, 1] esetén.
Ha az el6bbi matrixjel6lésekhez hozzavessziik a jg = J" matrixot, akkor a (7) diszk-
retizalt integralegyenletek a kovetkez6 médon irhatok (1dsd [49]):

w(z) ek = + San (/ < Tax - Z’w TPraw(t) C1> dt) (z) =
=w(z)’ (%eo +Jd (fﬁ -> ﬁkz\,lcl>> :

I=1
Ennek mindkét oldala egy-egy Walsh-polinom. A megfelel$ egyiitthaték egyenlségébdl
a mo )
Ck—l—ZJgTPk,lCl:ﬁkeo—‘rng}\(, (k=1,2,...,m) (8)
=1
m2" egyenletbol all6 linearis egyenletrendszert kapjuk, amelynek ismeretlenei c,gni), ahol
k=1,2,...,mési=0,1,...,2" — 1, azaz az (5) numerikus megoldés egyiitthatéi.
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4.4. A numerikus megoldas el6allitasa iteracioval

Az itericié alapja annak felismerése, hogy az

(@) = i + San (/5 (Sank Zsznpkz (e )) dt) (x)

diszkretizalt integralegyenletek olyanok, hogy az integralban szerepl6 fliggvények allan-
dok a 1/2" hosszusagi diadikus intervallumokon. [49]-ben sikeriilt pontosan meghaté-
rozni az ilyen fiiggvények integralfiiggvényei Walsh—Fourier-sordnak 2"-edik részlettssze-
gének értékeit. Ebbol a kovetkezd iteracidt kaptuk.

Legyen ¢* az az egész szam, amire

o 1 ,
Zn <é< e + teljesiil, és jelolje dn (&) := 1" —2"¢ + 5

Ekkor

e Ha ¢ = ¢*, akkor

%

(7 25800 (52) ) (57) =+ 55 (5)
e Ha ¢ > i* akkor
(14 gisen(e)) 1) =+ 257 (swa(e) s () +

i—1 . . . .
tor 3 (Seagn) - (50 (30)) + g Siea(5:)

j=i*+1

e Ha 7 < ¢* akkor

i a7 i dn(§ -1 (3 /) 72
(j 2”+18'2 p(2n)> Un(gn) =0+ 2)712 (52"q(2n) — 8gn p(zn) (Qn)> —

3 (sea(d) - senl(B)(3)) - gl

j=i+1

ahol J az m x m-es egységmatrix. Az iterdcié minden lépésében egy m egyenletbdl
all6 linearis egyenletrendszert oldunk meg. A kezdd lépésben kiszamitjuk a numerikus
megoldasvektor értékét abban a diadikus intervallumban, ahol a ¢ taldlhat6. Ennek
segitségével kiszamitjuk a tole jobbra esé diadikus intervallumhoz tartozoé értéket, és igy
tovabb az utolsé [1 — 1/2", 1] intervallumig. Ezutan visszafelé megyiink a {-nél kisebb
intervallumokhoz tartozé értékek kiszamitasara.

A fenti eljardst a szerzé Matlab-ban implementalta. Az kovetkezd kdédban szerepld
fiiggvény elballitja az g, numerikus megoldés értékeit az 1/2™ hosszisdgu diadikus in-
tervallumokon, és ezeket az yNum matrixban adja vissza. Az intervallumok kezdépontjai
az x vektorba keriilnek.
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function [x,yNum]=odeLinWalsh (n, PNumF, gNumF, xi,eta,atol, rtol)
Solving linear initial value problems using Walsh functions

o°  oe

by the iterative method

Input variables

n: it sets the dimension of the solution

PNumF: matrix of coefficients (function handle)

gNumF': vector of free terms (function handle)

xi: initial point

eta: exact values at the initial point

atol: absolute tolerance used only for numerical integration
rtol: relative tolerance used only for numerical integration

o o o o o° o° o° o

o

% Auxiliary variables
dim = 2"n;

m = length(eta);

iStart = floor (xixdim)+1;
dev = iStart-dim=*xi;

Id = eye(m);

dimension of the solution
number of equations

index of the initial point
dev = d_n(xi)-1/2

identity matrix of size m

o o° o° o° o

o

% Output variables
yNum = zeros (m,dim);
x = 0:1/dim:1-1/dim;

values of the numerical solution

o°  oe

left endpoints of diadic intervals

% Computation of the integral means
FSp = cell(l,dim);
FSq = cell(l,dim);

for i = l:dim
FSp{i} = integral (PNumF, (i-1)/dim,i/dim, 'ArrayValued', true, ...
'AbsTol',atol, 'RelTol"', rtol);
FSg{i} = integral (gNumF, (i-1)/dim,i/dim, 'ArrayValued', true, ...
'AbsTol',atol, '"RelTol"', rtol);
end
% Value at the starting index
A = Id+(dev-1/2)*FSp{iStart};
b = eta+(dev-1/2) «FSg{iStart};
yNum(:,iStart) = linsolve (A,Db);
% Forward computations

szum = etat+devx* (FSg{iStart}-FSp{iStart}+yNum(:,iStart));
for k = iStart+l:dim

A Id+1/2xFSp{k};

b szum+l/2xFSqi{k};

yNum(:,k) = linsolve(A,Db);

szum = szum+FSqg{k}-FSp{k}*xyNum(:,k);

end
% Backward computations
szum = eta+ (dev-1)* (FSg{iStart}-FSp{iStart}+yNum(:,iStart));
for k = iStart-1:-1:1
A Id-1/2xFSp{k};
b szum-1/2xFSq{k};
yNum(:,k) = linsolve(A,Db);
szum = szum-FSqg{k}+FSp{k}*xyNum(:,k);

end
end
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4.5. Teszteredmények kiértékelése

A szerzé az implementalt algoritmust tesztelte tobb feladat esetében. Nézziik példaul
az

1—2 =2- 0) =1
U1 y1+$+2y2 x, y1(0) )

9)
yo = xe** +4,  y1(0) =4

/
y2+$y1 7 _9

kezdeti érték problémat a [0, 1] intervallumon, aminek a megoldasa

yi(x) =e*, yolr) =42

A kovetkez6 dbra illusztralja a kapott futtatasi eredményeket n = 4 esetén.

Numerical solution by Walsh polynomials Numerical solution by Walsh polynomials
y1=exp(2*x), n=4 y2=4 - x2, n=4
6 381
5
3.6+
4+
3t
ol 32+
1 3

3. abra. A (9) probléma numerikus megoldasa n = 4 esetén

A szerzé tobb n értékre is lefuttatta az eljarast, és azt tapasztalta, hogy a pontos-
sdg majdnem megfelezédik, ha az n értéke eggyel né. A numerikus megoldast szolgald
Walsh-polinomok nem hasonlitanak a tobbi klasszikus modszerrel torténé kozelitéshez,
ezek tortvonalakkal dolgoznak. Ezért a kapott megoldas médositésra keriilt, megtartva
az egyes intervallumok felez6pontjaban vett értékeket, mint alappontok, linearis inter-
poléacié segitségével. Ha a kezdeti érték nullanal van, akkor ezt még hozzdadom az
alappontokhoz. Az igy médositott megoldds jelentésen noveli a pontossiagot, mint az
alabbi tabldzatban lathaté. Raadésul, ha tobb n értéket néziink, akkor a pontossag
majdnem a negyedére csokken, ha az n értéke eggyel né (lasd [49]).

Modsserek || o0 | oar | ma | ey | g | eu | en | g |
y1 eredeti 7.58e-02 | 9.78e-02 1.26e-01 1.63e-01 2.10e-01 2.72e-01 3.51e-01 | 4.53e-01

y1 médositott || 5.50e-03 | 7.63e-03 | 1.05e-02 | 1.44e-02 | 1.97e-02 | 2.69e-02 | 3.65e-02 | 4.26e-02

y2 eredeti 5.97e-03 | 1.39e-02 | 2.18e-02 | 2.95e-02 | 3.71le-02 | 4.55e-02 | 5.43e-02 | 6.37e-02

y2 modositott 1.88e-03 | 1.81e-03 | 1.70e-03 | 1.78e-03 | 2.10e-03 | 2.75e-03 | 3.87e-03 | 4.73e-03

3. tablazat. Maximal differencia az egyes intervallumokon n = 4-re

[49]-ben egy gyors sszehasonlitast taldlunk tobb klasszikus mddszerrel, és az lathato,
hogy a médositott megoldas pontossiga a koézéppont mddszeréhez mérheto.
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Az eljaras ,stiff” feladatoknal is tesztelésre keriiltek. Nézziik példdul az

, 806 1194

_ —_— = =1
5% + 10 Y1 10 Y2 07 ?/1(0) ) (10)
707 1204
! _ N = 0 0 == 4
g g =0 w0

kezdeti érték problémat a [0, 1] intervallumon. Ennek a megoldasa:
y1(x) = 3e™ % — 272007, Yo () = 2e7 4 272007,

A kovetkezd abra illusztralja a médositott megoldashoz kapott futtatasi eredményeket
n = 4 esetén.

Modified solution
y1=3*exp(-x) - 2*exp(-200*x), n=4

Modified solution
y2=2*exp(-x) + 2*exp(-200*x), n=4

4. dbra. A (10) probléma numerikus megoldasa n = 4 esetén

A kapott numerikus megoldas nem olyan pontos a 0 pont kérnyezetében, de pl. ilyen 1é-
péstavolsidgnal a klasszikus Runge-Kutta-modszer nem alkalmazhat6 ennél a feladatnél.
J6 kozelitést a modositott méasodrendli Rosenbrock-formulaval lehet elérni.

Az eljaras nem folytonos egytitthatéfiiggvényeknél is tesztelésre keriilt. Nézziik példaul
az

222 + 3 (

2—z—% (

;’ y1(3

yi+xy1+\/1—:ry2={

x <
x>

N[ D=

4
4)'_ 3’

(11)
1 - 1 B
>y1—%1_xy2——2 T2 y1(4)—§,

kezdeti érték problémat a [0, 1] intervallumon. Itt mar taldlunk nem folytonos és nem
korlatos fiiggvényeket is. A pontos megoldas

ya(z) = V1 —x.

A kovetkez§ abra illusztralja a moédositott megoldashoz kapott futtatasi eredményeket
n = 4 esetén.
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Modified solution Modified solution
| Y1=@0IEZ X (x<=05)+1x. (1508, n=s 1 ¥,=@(x)sqrt(1-x), n=4
1.8+ 0.8+
1.6+ 0.6 +
141 04
12| 02} \
1 0
A A T 3 1 A A S
5. abra. A (11) probléma numerikus megoldasa n = 4 esetén
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