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ElOszd

Az el6z6 évben megjelent alapszakos jegyzet sikerére valo tekintettel és
a hallgatok nagy 6romére 2021-ben indult meg a mesterszakos el6adasok
anyagainak lejegyzése.

Jelen jegyzet a meSterszakos Vetiilettan el6adasok Gszi félévének anya-
gat tartalmazza. A fejezetek az egyes el6adasok idSkereteibe probalnak
beleférni, ezért bar torekedtem arra, hogy a tananyag kovessen valami-
lyen tematikus rendez{ elvet, ezt nem lehetett mindentitt maradéktalanul
megvalodsitani.

A jegyzet nyelvezetében probal ismeretterjeszts lenni és a matematika-
ban kevésbé jaratos olvasonak is élményt nyajtani, de nem lehet minden
esetben elkertlni a szabatos, elemi analizisbdl ismert fogalmak hasznalatat.
Ilyenkor nem a szokasos, matematikai irasokban megszokott szabatos defi-
niciét kozlom az Gj fogalmakra, hanem ezek lattat6 jelentését igyekszem
atadni. Ezzel egyiitt, ahol ez a keret lehet&séget ad, fol-folvillantok néhany
matematikai érdekességet is labjegyzetek formajaban.

A szovegben talalhato kék linkek kattinthatok, ezek konnyitik a naviga-
ciét a jegyzeten belul. A jegyzetben tobbfelé talalkozhatunk szines képle-
tekkel. Ez a konnyebb megértést hivatott segiteni a bonyolult atalakitasok
soran. Ha egy egyenldségjel két oldalan azonos szint kifejezéseket latunk,
akkor azok értéke megegyezik. Gyakran a tortek vagy egyenletek egysze-
risitése el6tt vagy bdvitését kovetSen jelennek meg mindkét oldalon az
azonos szinl kifejezések az atalakitas kiemelésére. Ezért nem javasolt a
jegyzet fekete-fehér nyomtatasa.

Az alapismeretek folelvenitése céljabdl az olvasonak ajanlatos az alapsza-
kos tantargy jegyzetét (Bevezetés a vetilettanba és a geodéziaba) el6zetesen
atfutni. Ez a jegyzet tobbszor hivatkozik az abban levezetett 0sszefiiggések-
re.

Ebbdl a jegyzetbdl az altalanos vetiilettani fogalmak és képletek leveze-
tését kovetSen a valodi vetuletek jellemzdit, torténetét és csoportositasat
ismerheti meg az olvasé. Kivanom, hogy e felfedez&ut legyen élvezetes az
el6adas hallgatoi és az érdekl6ddk szamara is!



Elsé eldadas

A vetulettan alapjai

l.a. A Theorema Egregium

Vegyuink egy korcikk alakt pizzaszeletet, és fogjuk meg a pereménél! A
pizzaszelet felénk esé cstucsa lekonyul, és a feltét lefolyik rola. Kozismert a
megoldas: a pizzaszelet peremének két végét kissé megemeljik, és ivesen
behajlitjuk. Ekkor a pizzaszelet kozel vizszintes marad. Hogyan lehetséges
ez, és miképpen kezdddhet egy vetuilettan el6adas egy ilyen példaval?

A gorbult feliiletek belsé méretviszonyaival a differencidalgeometria tudo-
manyaga foglalkozik. Néhany definicid: Feliiletnek nevezzik egy f : R*> >—
IR3 folytonos fuggvény értékkészletét. A nem tul szemléletes definicié ma-
gyarazata, hogy veszunk egy (u;v) rendezett part, amelyeket paraméternek
nevezunk. Az f fuggvény, amelyet a feliilet paraméteres alakjanak neveziink,
ezekhez a paraméterparokhoz rendeli hozza a tér (x;y;z) pontjait. A lehetsé-
ges értékharmasok a felilet pontjait adjak vissza. Ha a két paraméter kozul
az egyiket rogzitjuk, a figgvény képe egy feliileti gorbe, a paramétervonal
lesz. Az R sugart gomb egy lehetséges paraméteres alakja a ¢ foldrajzi
szélesség és A hosszuisag, mint paraméterek szerint:

x =Rcos@cos A
vy = Rcos@sin A
z=Rsing

Egy feluletet sima feliiletnek neveziink, ha barmely pontjanak van olyan
kis kornyezete, amely paraméterezhet egy injektiv, akarhanyszor diffe-
rencialhato figgvénnyel (azaz barmely pontjanak kornyezete végteleniil
sima). Egy feliilet metszete a feltlet és egy sik kozos részeként eldallo gorbe.
A felulet adott pontra és iranyra vonatkozo6 normalmetszete az a metszet,
amelynek sikja a vizsgalt pontban merdleges a felulet érintésikjara, és a
vizsgalt iranyban all. Egy sikgorbe adott pontban vett simulokére az a kor,
amelyik a gorbét a pontban kozos érintével érinti, és masodik derivaltjuk
is megegyezik. A gorbe gorbiileti sugara a simulokor sugara, gorbiilete pe-
dig ennek elGjeles reciproka (a jobbra vagy balra kanyarodastol fiiggéen).
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I. A vetiilettan alapjai

Egy sima felulet gorbiilete a normalmetszetének gorbiilete, amely helytdl
és iranytol fugg. A feliilet adott pontban vett szorzatgorbiilete a pontban
follepd legkisebb és legnagyobb gorbiiletek szorzata.

Néhany példa: a sik gorbiilete minden iranyban zérus, tehat szorzatgor-
bulete is. A kiipnak az alkot6 iranyaban nincs gorbiilete, a tobbi iranyban a
gorbulet pozitiv. Kovetkezésképp a szorzatgorbulet nulla (hiszen a legki-
sebb gorbiiletet akarmivel szorozhatom). A nyereg alakt burgonyaszirom
szorzatgorbiulete negativ, hiszen a gorbiiletek szélséértékei ellenkez6 eldje-
ltdek (ellentétes iranytak). A gomb gorbiilete minden pontban és iranyban
1/R, tehat szorzatgorbulete kons$tans (pozitiv) 1/R?. Az a nagyféltengely(
és e elsd excentricitasu forgasi ellipszoid gorbiileti sugarai az alapszakos
jegyzetbdl:

a

NP )=z ————
(@) V1 —-e?sin®> @

M(®) = a(1—e?)

(1 —e?sin? (13)3/2

Itt @ az alapszakos jegyzetbdl ismert geodéziai szélesség, a forgasi ellip-
szoid alabbi paraméterezése szerint:

x=N(P)cosPcos A
Y =N(D)cosPsinA
z=N(D)(1-¢€*)sin®

A forgasi ellipszoid szorzatgorbiilete a szélességtdl fuggden valtozik:
1/N(P)M (D).

Gauss nevezetes Osszefuggése, a Theorema Egregium (kimagaslo tétel) a
kovetkez6t allitja: Két sima feliiletdarab kozott akkor és csak akkor létesithetd
torzuldsmentes (tdvolsagokat, szogeket és teriileteket megérzd) leképezés, ha
szorzatgorbiiletiik pontrél-pontra megegyezik. Azaz szigoru feltételei vannak
a torzulasmentességnek (vegyuk észre, hogy a sik pizzaszelet csavarasa egy
torzulasmentes leképezés):

— A kup és a sik szorzatgorbiilete is zérus, tehat koztuk lehetséges a
torzulasmentes leképezés. A sik pizzaszelet kiippalast alakban le tud
konyulni.

— A gomb szorzatgorbiilete konstans pozitiv. Nem lehet torzulasmentes
vetiiletet alkotni gomb és sik kozott. Ha a pizzaszeletet egyik iranyba
meggorbitem, nem tudom egyidében a ra merdleges iranyban is csa-
varni. Nem lehet a pizzaszelettel gylir6dés vagy szakadas nélkiil egy
gombnek még csak egy részét sem befedni.



I. A vetiilettan alapjai

— A forgasi ellipszoid szorzatgorbiilete bar szintén pozitiv, de csak a
szélességi korok mentén allandd. Nem lehet a forgasi ellipszoid egészét
torzulasmentesen a gombre leképezni, de egy kituintetett szélességi
kor végteleniil kis kornyezetét mar igen (lasd a Gauss-féle igen kis
torzulast gombvettletet az alapszakos jegyzetbdl).

— A burgonyaszirmot azért siitik negativ szorzatgorbulet( (nyereg alaki)
feliletté, mert ezek nagy $tabilitast adnak: nem lehet torzulasmentesen
mas alakzatta hajlitani 6ket.

A Theorema Egregium bizonyitasa rendkivil bonyolult, masodrendi

parcialis derivaltak és tenzoralgebra segitségével torténik.

l.2. Mi a vetulet?

Két sima feliilet valamilyen paraméterezései kozotti f : R* >— R? hozza-
rendelést vetiiletnek nevezziik. Az értelmezési tartomany neve alapfeliilet,
az értékkeészleté képfeliilet. A hozzarendelés szabalyat, mas néven a vetiileti
egyenleteket altalaban x = f,(¢; A); v = f,(@; A) alakban szoktuk megadni.

A térképvetiiletekkel kapcsolatban a kovetkezé praktikus elvarasokat
tehetjuk, azonban valamennyi elvarasunkra lehet ellenpéldat hozni:

— Az alapfeliilet legyen egy zart alakban leirhat6 forgastest, hogy egysze-
ri képleteink legyenek. Ugyanakkor bizonyos kisebb égitestek alakja
nem kozelithetd jol forgastesttel, ezért orosz kartografusok dolgoztak
ki rajuk vetileteket haromtengelyti ellipszoid alapfeliilettel.

— A képfeliilet legyen zérus szorzatgorbuleti (sikba fejthetd), hiszen sik
térképet szeretnénk. A Google Earth ellenben gombvettletet hasznal a
forgasi ellipszoid és a gombmodell kozott.

— Nem szeretnénk, hogy ugyanaz az alapfeluleti pont tobb helyen jelen-
jen meg a térképen, azaz a hozzarendelés legyen egyértelmi. Talalunk
ugyanakkor olyan térképeket, amelyek a polusokat vonalként jelenitik
meg, és olyanokat is, amelyek a +180°-0s meridiant kétszer abrazoljak.

— Nem szeretnénk a térképen szakadasokat és toréseket, azaz a vetiilet
legyen egy folytonos, tobbszor differencialhaté fuggvény. Ezt a topo-
logia eredményei alapjan lehetetlen mindenttt teljesitentink, minden
vetiiletben talalunk olyan pontot vagy vonalat, amely mentén a folyto-
nossag nem teljesul.

— Nem szeretnénk, hogy a térkép onmaga ala kanyarodjon, azaz a leké-
pezés legyen injektiv. Kilonosen a perspektiv vetiileteknél fogunk erre
sok ellenpéldat latni, ilyenkor a problémas részeket egyszertien nem
abrazoljuk.

A vetllet alapfelilete jellemz&en az R sugart gomb lesz. Ennek ¢-pa-

ramétervonalai a szélességi korok vagy parallelkorok, amelyeknek sugara
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I. A vetiilettan alapjai

Rcos@. A A-paramétervonalakat hossziisagi koroknek vagy merididnoknak
hivjuk, sugaruk R.

A masik gyakori alapfeliiletet, a forgasi ellipszoidot az a nagyféltengellyel
és az e els6 excentricitassal jellemezziik. A @-paramétervonalak tovabbra
is korok, sugaruk N(®)cos @. A A-paramétervonalak azonban fél ellipszi-
sek, gorbuleti sugaruk M(®). Akinek az itt leirt fogalmak ajnak hatnak,
az alapszakos jegyzetbdl olvassa Gjra a masodik, az 6todik és a hetedik
el6adasok anyagat!

l.3. Geodéziai datumok

El6bbi kovetelményekbdl latszik, hogy a Fold geoid alakjat a legnagyobb
pontossag kivanalma esetén is forgasi ellipszoiddal kozelitjuk. Ez a ko-
zelités két okbol nem egyértelmi. Egyfeldl a kiillonbozé helyen végzett
mérések alapjan a Fold nagyféltengelyére és lapultsagara mas és mas ada-
tok jonnek ki. Masfel6l nem biztos, hogy a jol illeszked forgasi ellipszoid
kozéppontja éppen a geoid tomegkozéppontjaba esik, st a forgastengelye
is elfordulhat a Fold valos forgastengelyéhez képest. A forgasi ellipszoid
méreteit és elhelyezési adatait egytittesen geodéziai ditumnak nevezzuk. A
kulonbozé datumokon értelmezett azonos foldrajzi koordinatak kozott akar
~ 100 m nagysagrendd eltérés is adodhat, ezért mindig fontos utanajarni,
hogy adataink melyik datumra vonatkoznak!

A régebbi forgasi ellipszoidok (pl. az 1810-es ZAca—ORriani) nagyfélten-
gelye és lapultsaga is kisebb volt a ma hasznaltaknal (I.1. tablazat). Ennek
oka, hogy az els6é mérések csak Eurdpara korlatozodtak, és a geoid alakja itt
ezeknek a méreteknek felel meg. A késdbbi ellipszoidok (pl. az 1841-ben al-
kotott BesseL) mar tobb helyen végzett mérések atlagértékeit vették alapul,
igy kozel allnak a ma ismert foldalakhoz. A mai ellipszoidok (pl. WGS84)
miiholdas méréseken alapulnak.

I.1. tablazat. Néhdany foldi ellipszoid mérete

Neév Ev  a(m) b (m) 1/f
ZAcH-ORIANI 1810 6376130 6355561,839 310

BesseL 1841 6377397,155 6356078,063 299,152815
CLARKE 1880 6378249,145 6356514,870 293,465
HAyFrorD 1924 6378388 6356911,946 297
Kraszovszkyy 1940 6378245 6356863,019 298,3
IUGG67 1967 6378160 6356774,516 298,247 167
WGS84 1984 6378137 6356752,314 298,257224

Urgeodéziai (mtiholdas) felmérések esetén a Fold tomegkozéppontja és
forgastengelye jol mérhetd, ezért az ellipszoidot gy helyezziik el, hogy a
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kozéppontja és a forgastengelye a foldi adatokkal egybeessen. Az igy nyert
datumot globdlis ditumnak nevezzilk, ez mindenttt egészen jol illeszkedik
a Fold geoid alakjahoz (I.1. abra). Példa a WGS84, amely az azonos nevii
WGS84 ellipszoidon alapszik.

ngelye

Globalis datum Geoid

A Fold foyga

o
N
X
&
~

%)
\

5
%)

<
N
N

Lokalis datum
I.1. abra. A geoid és a ddatumok kapcsolata

A foldi felméréseknél kizarolag a helyi mérések adataira tudunk ta-
maszkodni, igy az ellipszoidot lokalisan illesztjiik a tertiletiinkhoz (lokalis
ddatum). Az igy elhelyezett ellipszoid kozéppontja eltolodik (~ 100 m) a
Fold tomegkozéppontjahoz képest, forgastengelye pedig elfordul (~ 1”)
a Fold forgastengelyétdl, azonban teriiletiinkon jol illeszkedik a geoidra.
Fontos, hogy ilyenkor az ellipszoid paramétereit (nagyféltengely, lapult-
sag) nem valtoztatjuk a folyamat soran, az valamelyik korabbi, nemzetkozi
mérésen alapul6 ellipszoid lesz. Magyarorszag teruletén a HD72 datumot
hasznaljuk, amely az IUGG67 ellipszoid nagyféltengelyén és lapultsagan
alapszik.'

A kilonbozé datumok kozti atszamitasnal 7 paramétert tudunk figye-
lembe venni: a Ax; Ay és Az eltolast a tér harom irdnyaban, az ¢,; &y és

"Ez alatt valéjaban nem azt kell érteni, hogy az ellipszoid és a geoid kozotti ma-
gassagkulonbség (geoidunduldcid) minimalis, hanem hogy a geoidon csillagaszati
modszerrel mért helyi fiigg6leges iranya és az ellipszoid normalisa kozotti eltérés
(fiiggbvonal-elhajlds) az illesztéshez hasznalt Larrace-pontokon a lehet6 legkisebb.
Ezaltal a csillagokhoz képest mért és az ellipszoidon szamitott geodéziai szélességek
kozotti ellentmondas is minimalissa valik (lasd még a D. fliggelékben).

" A lokélis datumok realizaci6ja olyan megjeldlt foldi pontokon nyugszik, amelyek
szélességét és hosszusagat papiron rogzitjiik, igy a lokalis datum a kézetlemezek van-
dorlasaval az id6ben lassan elfordulhat eredeti helyzetéhez képest. Ennek jellemz4
mértéke kb. 25 évente egy méter.
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I. A vetiilettan alapjai

¢, elforgata§t a harom tengely koriil és egy o nagyitast. Mivel az ¢ szogek
kicsik, éljink a sine ~ €} cos¢ ~ 1 €s ¢;¢; ~ o kozelitéssel, igy egyszeriibb
alakban kapjuk meg a forgatomatrixot. Ezt kovetSen az atméretezés egy
skalarral val6 szorzast, mig az eltolas a megfelel$ vektor hozzaadasat jelen-

ti:

x’ Ax 1 & &) (x
VI|=|Ay|+(1+0)|-& 1 & ||y
Z’ Az & —& 1 )\z

Fonti atalakitas neve Bursa—Worr-transzformacio. Lathato, hogy az atala-
kitashoz nem a foldrajzi, hanem a térbeli derékszogi koordinatak sziiksé-
gesek, az oda-vissza szamitas képletei az alapszakos jegyzetben olvashatok.
Az atszamitas pontossaga jellemzden méter koruli. Fontos figyelni, hogy
bizonyos térinformatikai csomagok az elforgatasok iranyara vonatkozo
elgjelkonvencionk forditottjat alkalmazzak, ezért ha a transzformacio a
szakirodalomban megadott paraméterekkel egy programban nem miiko-
dik, mindig probaljuk meg forgatasok elgjelét ellentettjére valtoztatni!

Eléfordul, hogy az egyszertiség érdekében csak az eltolast vesszik figye-
lembe, a hiba ekkor jellemz&en 6t méter korili. Ezt MoLoGYENSszK1-transz-
formdcionak nevezziik, csak harom paramétere van. Bar a MoLOGYENSZKIJ-
transzformacionak folirhato olyan alakja is, amely kozvetlen kapcsolatot
biztosit a két datum foldrajzi koordinatai kozott (dthidalo transzformdcio),
itt mo$t az egyszerliség kedvéért a térbeli derékszogt alak szerepel:

x Ax X
v =14y |+|y
z Az z

Alternativ lehet&ségként nagyobb pontossag érdekében korrekcids rdacsot
szoktak még a térinformatikai rendszerek biztositani, amely gyakorlatilag
egy raszteres allomanybol interpolalva helyrél-helyre mas értékeket ad
hozza vagy von ki a foldrajzi koordinatakbdl. Ez deciméteres pontossa-
got eredményez, azonban szamitasigénye nagy, hiszen a helyben érvényes
eltolasokat lassu a raszterbdl kikeresni.

" A haromszoghalézatok mérési hibainak kiegyenlitése miatt a lokéalis datumok és a
globalis datumok méretviszonyai egymasnak ellentmondanak, ezt az atszamitasnal
figyelembe vessziik, azonban a szogek mérési pontossaga megbizhatdbb, ezért az
atszamitasnal ugyeliink ezek megd&rzésére. Ezért valasztottunk hasonldsagi transz-
formaciot.
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I. A vetiilettan alapjai

l.4. A vetliletek osztalyozasa

A vetlleteket tobbféleképp csoportosithatjuk. Leggyakrabban a fokha-
lozat képe szerint osztalyozunk. Ekkor valodi vetiiletnek nevezziik azokat a
leképezéseket, amelyekben:

— a parallelkorok képei koncentrikus korok, korivek vagy parhuzamos

egyenesek;

— ameridianok képei egy pontba 0sszetart6 vagy parhuzamos egyenesek;

— a parallelkorok és a meridianok egymast mindenttt merdlegesen ke-

resztezik;

— a meridianok a parallelkoroket egyenkoztien (a hosszuisaggal egyenes

aranyban) osztjak.

Ha csak egy feltétel nem teljestil, akkor képzetes vetiiletrdl beszéliunk.

A parallelkorok képei alapjan mind a valddi, mind a képzetes vetuleteket
tovabb csoportositjuk (I.2. abra):

— Ha a parallelkorok képei teljes korok, sikvetiiletet kaptunk.

— Ha csak korivre képezdédtek le, kiipvetiiletrSl beszéliink.

— Ha a szélességi korok képei parhuzamos egyenesek, akkor leképezé-

sunk hengervetiilet.

— A képzetes vetiiletek kozott van olyan, amelyik egyik példahoz sem

illik. Ezek az egyéb képzetes vetiiletek.

A vetuleteket csoportositjuk még geometriai szdrmaztatds szerint is: a
vetlilet perspektiv, ha el6allithat6 centralis vetitéssel (a forgasszimmetrikus
képfeliilet és az alapfeliilet k6zos forgastengelyén 1évé gyujtopontbdl kiin-
dul6 egyenessereg segitségével), minden mas vetiilet nemperspektiv. Minden
perspektiv vetiilet egyuttal valodi is.

A vetuletekben a Theorema Egregium miatt mindenképp kell, hogy
legyen valamennyi torzulas. A torzulasokat a torzuldsi modulusok jellemzik.
Ezek a megfelel$ képfeliileti és alapfeliileti mennyiségek aranyai, ahogy az
alapfeluleti mennyiséggel tartunk a nulldhoz. Jelolje I a hossztorzuldsi vagy
linedrmodulust, T a teriilettorzuldsi vagy teriileti modulust és i a szogtorzuldsi
vagy iranymodulust! Jelolje rendre As, AT és o az alapfeliileti tavolsagokat,
tertileteket és szogeket, mig As’, AT’ és &’ ezek képfeliileti megfelelsit! A
torzulasi modulusokat igy definialjuk:

=l
t A’Il"rilo AT

. tgd’
1 =
tgo

12



I. A vetiilettan alapjai

Valodi Képzetes

Syl
R
27y

7
17177 2
) e

I.2. abra. Vetiiletek osztdlyozdsa a fokhdlozat képe alapjin

Tehat egy vetilet ott torzulasmentes, ahol mindharom modulus értéke
egység. Ennek alapjan csoportosithatjuk a vetiileteket torzuldsi jellemzdk
szerint is: Ha minden pontban 7 = 1, akkor a vetiilet teriilettarté. Ha a
teljes térképen i = 1, akkor leképezésiink szogtarté. Ha minden pontban
és iranyban I = 1, akkor vettiiletiink semmiképp sem tavolsagtart6, hanem
sziikségszertien tévedést feltételezhetiink. Ebbdl ugyanis torzulasmentes-
ség kovetkezne, amelyet a Theorema Egregium kizar. Vannak ugyan olyan
vetuletek, amelyeknek vannak hossztarté pontjai, vonalai, s6t akar végtelen
sok vonal (0sszes meridian vagy Osszes parallelkor) lehet hossztarto, de
akkor sem lehet minden iranyban egyszerre. Tehat a harmadik lehetséges
kategoriank az dltalanos torzulasii.

Mindharom csoport vettiletein el6fordulhatnak olyan pontok vagy vo-
nalak, amelyek mentén teljes torzulasmentesség all fonn. Ha egy adott
szélességi kor mentén torzulasmentes vonal fut, akkor a szélességi kort
normalparallelkornek nevezzuk.

Csoportosithatjuk a vetiileteket elhelyezés szerint is: ezt a csoportositast
el6szor gomb alapfeliileten definialjuk a foldrajzi segéd-koordindtarendszer
segitségével. Ezt gy képzeljuk el, mintha a fokhal6zatot elforgatnank ere-
deti helyzetéhez képest, hogy egy dnkényesen valasztott pont, a segédpolus
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I. A vetiilettan alapjai

viselkedjen gy, mint az eredeti p6lusok. A pontos definici6 és a képletek
az alapszakos jegyzetben olvashatok, illetve megismételjik majd a IV.3. fe-
jezetben is. Ezt kovetSen a vetuiletet nem a foldrajzi, hanem a foldrajzi
segédkoordinatak alapjan rajzoljuk ki.

Ha a segédpdlus valamelyik polussal egybeesik, a vetiilet normadlis elhelye-
zésii, ha az Egyenlitére kertl, akkor transzverzilis, egyébként ferdetengelyii.
Forgasi ellipszoid alapfeliilet esetén ezt a definiciot ugy altalanositjuk, hogy
az ellipszoidi képletekbdl e = o helyettesitéssel kapott gombi vetiilet elhe-
lyezését tekintjik mérvadénak. Nem normalis elhelyezésti vetiileteket a
fokhaldzat képe szerint ugy csoportositjuk, hogy a meridianok és parallel-
korok helyett a segédmeridianok és segédparallelkorok képeit vizsgaljuk
az osztalyozas soran.

Fontos észben tartani, hogy a fokhal6zat-elforgatas a vetiilet belsé torzu-
lasi viszonyait (pl. szog- és terulettartas) megdrzi, azonban a fokhalézatra
vonatkozo6 torzulasok (pl. meridianban hossztartas, fokhalozat képének
merdlegessége) a segédfokhaldzatra fog vonatkozni, a foldrajzi fokhaldzat
képe ezeket a tulajdonsagokat elvesziti. Ez a fokhal6zat képe szerinti osz-
talyozast nem befolyasolja; ha a segédfokhalézatra a valddi vetiiletekre
vonatkozoé kikotéseink teljestulnek, a vetuletet akkor is valédi vetiiletnek
nevezzik, ha a foldrajzi fokhalézat képe alapjan nem erre kovetkeztetnénk.

14



Masodik el6éadas

Torzulasok a vetllet parcialis
derivaltjaibol

Il.1. A hossztorzulas

Vegyunk egy végtelen kis As szakaszt a kis méretek miatt siknak tekint-
het6 alapfeliileten! A kis szakaszt befoglald végtelen kis foktrapéz kozeli-
téleg egy sik téglalapnak felel meg. A differencialhatésagbol kovetkezGen
feltételezhetjuk, hogy az egymashoz igen kozel es6 oldalak leképezett mere-
dekségei lényegében azonosak, igy a foktrapéz egy kis parallelogrammara
képezddik le (IL.1. abra).

p+Ap

%

a) Eredetileg az alapfeliileten b) Leképezve a képfeliileten

II.1. abra. Az elemi kis foktrapéz és képe

A vetuleteket a tovabbiakban x(¢;A);y(¢; A) alaka fiiggvényparral ir-
juk le. A parcialis derivalt definicidja d,f(x;v) = imp,_o[f(x + Ax; ) —
— f(x;v)]/Ax. Ezt atrendezve f(x+ Ax;v)— f(x;v) ~ Ax- 9, f (x;v). Ezzel az
osszefluiggéssel a zold szakaszok hosszat kozeliteni tudjuk:



I1. Torzuldsok a vetiilet parcidlis derivdltjaibél

o
dy
Apy~ oA

PrtaGorasz tételébdl As’-re adddik, hogy:

As" = (Am,+ Apl)* + (Am' + Ap}'})2 ~
dx dx dy Iy B

| 9x dy , dx dx dy dy dx dy ,
_l(%) (G(PHA(P dp A 3¢3A]A¢M l(ak) +(3A A

A szogletes zarojelben 1évé tényezéket a tovabbiakban a tomorség ked-
véért rendre az E; F; G bettikkel jelolom:

A’s’ = EN° @+ 2FA@AL+ GA* A

Az alapfeluleti téglalap parallelkor és meridian iranyu oldalai rendre Ap
és Am, igy:

2. _ A2 2~dm22 dp 2
As_Am+Ap~(@)Ag0 (dA)AA

A szakasz meridiannal bezart szogére (a azimut):

dp
A SEAA
tga = _p ~ da
m

A hossztorzulas definicidja:

As’
=1
A;E}o As

" Ezeket a mennyiségeket a leképezés Gauss-féle elsG fémennyiségeinek nevezziik.
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I1. Torzuldsok a vetiilet parcialis deriviltjaibdl

Mo$t mar szamithatjuk a hossztorzulast!

NS EN@+2FApAL+GA*A _ E+2Fgg+ Gia
7 e BT TR

2=

dm ( dm )2

de d ;2 tgacos® o tg2 acos® a
E+2FStga+Ggstga ES® g 4 rFEr 2 4 G v
B a &) (@) dp ax (4%)
- > > (dm) B cos® a + tg® a cos® B
(g2 + (22 B i
de A (dl)2 g
A
coszac+ sinaccosac+ sin® a
= 2
(d_m)2 dm dp dp\?
do dp dA dA

Tudjuk, hogy a kis alapfeliileti ivhossz egyenl6 a sugar és a kozbezart
sz0g szorzataval (a kovetkez6 képleteknél a bal oldaliak a gombre, a jobb
oldaliak forgasi ellipszoidra érvényesek):

Am=RAp  Am=M(D)AD

dm dm
— = — =M(D
de R do (@)
Ap IRCOS(pE\ Ap = N(®)cos DAA
dp _ dp _
a—RCOS(p d—A—N((D)cos(D

Azaz gombon az E; F; G jeloléseket is kifejtve:

s
1) 1) R?
+[(%)2+(8_y)2l sin” a +2l%8_x+8_y8_ylsinacosa
A dA | [R?cos® ¢ dpdA  dp dA| R*cosp

Es forgasi ellipszoidon:

2 %24_ 8_3)2 coszoz+
|\ oo 0D | |M?(D)

s Ix 2+ Iy : sin® a s ﬂ%+8_ya_y sina cosa
JA dA | |N?(D)cos®> @ 9D JA 9D IA |M(DP)N(D)cos P

Lathato, hogy a hossztorzulas fiigg (a parcialis derivaltakon keresztiil)
a helytdl és az a iranytol is. Nevezzuk fokhdlozat menti torzuldsoknak a
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I1. Torzuldsok a vetiilet parcidlis derivdltjaibél

fokhalozati vonalak iranyaban fellépd hossztorzulasokat! Ha a = 0°, akkor
a h-val jelolt merididn menti hossztorzuldsr6l beszélunk, ha @ = 9o°, akkor
pedig a k-val jelolt parallelkor menti hossztorzuldst kapjuk meg:

[ 8;} x \2 dy >
6<p 9_) +(%)

ix\V ()
V& +(£)
B Rcos @ k= N(®)cos D

Meridianban hossztart6 vetuleteket a h = 1, mig parallekorben hossztar-
tokat a k = 1 kikotéssel talalhatunk.
Il.2. A fokhalozat szogének torzulasa

Visszatérve a Il.1. abrara észrevehetjuk, hogy a 9, és 9, szogek a megfe-
lel6 derékszogli haromszogekbdl egyszertien levezethetdk:

, d

, N

sin Oy, = Am’ - Am’
dJd

Am, %Ago

cos Y, = A = ™
’ dy

. Apy B ﬁA/\

sin 9, = _Ap' = —Ap’
) dJd

cos I, = _Ap’ = Ap

Jelolje a fokhdlozat képe dltal bezdrt szoget 9! Ekkor folhasznélva, hogy az

abra szerint 8 = 9, - 9,:

sind = sin(Sm - SP) =sin Y, cos 9, —cos Iy, sin Py, =

"\ dp dX dp A | Am'Ap’
cosd = cos(Sm - Sp) =c0s ¥y, cos Iy, +sin I, sind), =
dx dx 832 9y | ApAAd
c)go at A I | Am’Ap’
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I1. Torzuldsok a vetiilet parcidlis derivdltjaibél

Csak egy apro6 1épés, és hasznalhato képletet kapunk:

dxdx | Iy
_cosd dpor T 3p an

&gS_SiDS_ 9 dx  dx I

dp dA  dp dA

A forgasi ellipszoidon is érvényes képlet érdekessége, hogy szamlaloja
a hossztorzulas képletének utolso egyutthatdja, nevezgje pedig majd a
terulettorzulas képleténél fog visszakoszonni. Fontos megjegyezni, hogy
merodleges fokhalozatu vetiiletek minden pontjaban &tg 9 = o, ami segit az
ilyen vetiiletek megtalalasaban.

Il.3. A terlilettorzulas

Térjunk vissza a II.1. abrara! A kicsi foktrapéz (téglalap) AT felszine az
oldalak szorzata, mig a leképezett kicsi parallelogramma AT’ teriilete a két
oldal és a kozbezart 9 szog szinuszanak szorzata:

AT = AmAp
AT’ = Am’Ap’sind

A fonti képletbe sin 9-ra a korabban mar megkapott képletet helyettesit-
ve:

, [dy dx dx dy

A terulettorzulas definicidja:

o i AT’
= 1l1im
AT—o AT

Erre két hasznéalhatd képletet is kaphatunk, att6l fuggéen, hogy AT’
melyik alakjat helyettesitjuk be. Egyfeldl:

r= lim AmApsind . Lo
Am—o AmAp
Ap—o
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I1. Torzuldsok a vetiilet parcialis deriviltjaibdl

Masfeldl:”

ﬁﬂ_ﬂa_?)A AL W ox _ dx
- lim (a<paA dp X J2PEY GG T g an
_Am—>o AmAp B dm dp
Ap—o dp dA

A gombi és ellipszoidi mennyiségeket behelyettesitve:

9 ox _ dxy Wi axdy
T:6<P6A dg dA = _0PIA~ IDIA
R?cos ¢ M(DP)N(D)cos P

Mivel a terulettartd vetuletekben T = 1, ezért tertulettartd vetuleteket
egyszertien tudunk majd keresni a hksind = 1 egyenlet megoldasaval. Me-
réleges fokhalozata vetuletekben sin 9 = 1, ilyen vetuletek kozott elegendd
a még egyszerlibb hk = 1 egyenlet folirasa.

" A szamlaloban szerepld zarbjeles kifejezés a parciélis derivaltakbol képzett Jacosr-
mdtrix determinansa. Ezek szerint a vetiilet Jacosr-determindnsa szoros kapcsolatban
all a tertilettorzulassal.
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Harmadik eléadas

TissoT torzulasi elmélete

lll.1. A vetlilet mint lokalis affin transzformacio

A modern vetiilettan Tissor francia geodéta XIX. szazad végén irt miive-
in alapszik. A tanulmanyok f6bb eredményeit Tissor tételének nevezzik.
Mivel ezeket a tételeket kés6bbi szerzSk foglaltak 0ssze, ezért eltéréseket ta-
pasztalhatunk a tételek darabszamaban, szamozasaban és szovegezésében,
azonban ezek a megfogalmazasok ekvivalensek az eredeti francia szoveg
megallapitasaival.

Tissor tételét jelen jegyzetben harom pontban foglaljuk ossze:

I. Barmely két sima feliilet kozott értelmezett differencidlhato leképezés fol-
foghaté végtelen sok, végtelen kis teriilet affin transzformdcidjanak egyiit-
teseként. E miatt barmilyen végtelen kis sugara alapfeliileti kor képe
a képfelileten egy olyan ellipszis, amely az eredeti korbdl merdleges
affinitassal és hasonlosaggal el6allithato.

I1. Az ilyen differencidlhato vetiiletek alapfeliiletének bdarmely pontjaban van
legaldbb egy olyan egymdsra merdleges iranypdr, amelynek képe a képfe-
liileten is merdleges egymadsra. Ezeket a kituntetett iranyokat vetiileti
foiranyoknak nevezzik.

1. Az egy pontban mért hossztorzuldsok szélséértékeinek irdanya mindig vala-
melyik vetiileti féirannyal egybeesik. A maximalis hossztorzulas iranyat
I., a minimalis hossztorzulds iranyat II. vetiileti féiranynak hivjuk.

ElGszor a II. pontot bizonyitjuk be: Vegyiink egy szakaszt és egy ra mer6-
leges masik szakaszt az alapfeliilet érintdsikjan, és vizsgaljuk meg képiiket
a képfelulet érint&sikjan (III.1. abra)! Mivel az alapfelileten a két derék-
sz0g egy egyenesszoget ad ki, és a vetiilet differencialhatésagat (simasagat)
eleve feltételeztiik, bizonyos hogy a képfeliileti iranyok is egyenesszoget
zarnak be (hiszen masképp az egyenesek képei megtornének, és a vetulet
nem lenne differencialhat6). Ebbdl latszik, hogy a képfeluleten a masik
szakasz képe vagy két derékszogre osztja az egyenesszoget, vagy egy hegyes-
és egy tompaszogre. EI6bbi esetben maris talaltunk két vetuleti f6iranyt,
utobbi esetben tovabb kell gondolkodnunk.
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I11. Tissot torzuldsi elmélete

a) Az alapfeliileten b) A képfeliileten

III.1. abra. Két egymadsra merdleges irdny képe

A képfeliiletet vizsgalva azt latjuk, hogy a piros derékszog képe kisebb
lett, mig a kék derékszog képe nagyobb lett. Mivel a leképezés differenci-
alhato, alkalmazhatjuk a derékszogek képeire az analizisb6l ismert Bor-
zANO-tételt, miszerint a folytonos fuggvények egy [a;b] intervallumon az
[f(a); f(b)] intervallum valamennyi lehetséges értékét folveszik: Ha az
egyik derékszog képe tompaszog, a masiké hegyesszog, bizonyosan kell a
két derékszog kozott valamennyivel elfordulva egy olyan derékszognek is
léteznie, amelyiknek képe éppen derékszog. Ezt akartuk bizonyitani.

Kovetkezének az I. pontot bizonyitjuk: Vegytink egy végteleniil kis, AE és
Arn oldalhosszusagu téglalapot az alapfelileten (pontosabban annak érinté-
sikjan) Ggy, hogy oldalai vetiileti féiranyokba essenek ! Ekkor a képfeliileten
ennek képe téglalap lesz, hiszen korabban belattuk, hogy a vetuleti f&ira-
nyok a képfelileten is merSlegesek egymasra. Helyezzik az alapfelileti
piros és a képfeluleti kék téglalapot egymasra (IIL.2. abra)!

An AT

IIL.2. abra. A pici alapfeliileti és képfeliileti téglalap egymdsra helyezve

Az abran lathato, hogy a piros téglalap a kék téglalapba atvihet6 tgy,
hogy el@szor fliggbleges iranyban végzek egy merdleges affinitast (zold
szaggatott téglalap), majd ezt kozéppontos hasonlosaggal atméretezve mar
a kék téglalapot kapom. Ha a merdleges affinitas és a hasonldsag tényez6i
fuggetlenek a téglalap méreteitdl, és csak a vetulet torzulasi viszonyaitol
fuggenek, akkor ez a két transzformacio tokéletesen leirja a pont végtelen
kis kornyezetében minden pontnak a képét.
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I11. Tissot torzuldsi elmélete

Legyen az egyik vetileti féirdnyban mért hossztorzulas jele a = AL'/AE,
mig a masik f8iranyban b = An’/An. Ekkor a piros és a zold téglalap kozti
merdleges affinitas tényezdje:

AT AT Ay AEAW b

Ay Ay Ay T AE Ay a

A fonti levezetésben kihasznaltuk, hogy a A&;AC és AL’; A’ befogdju
derékszogl haromszogek hasonlok, igy a megfelel befogdk aranya meg-
egyezik. Az eredménybdl latjuk, hogy az affinitas tényezdje fliggetlen a
téglalap méreteitdl, mert a hossztorzulasokbol ol tudtuk irni.

Nézzik a zold és kék téglalapok kozotti hasonlosag tényezsjét:

AL
N

Mivel ez is fuggetlen a téglalap méreteitdl, igy a pont kis kornyezetében
altalanosan érvényes, hogy az alapfelileti alakzatok képe ezek b/a-szoros
merdleges affinitasa és a-szoros kozéppontos hasonlésaga utan megkaphato,
ahol a és b a vetiileti f6iranyokban follépd hossztorzulasok. Ezt akartuk
bizonyitani. Egy ennél hosszadalmasabb, algebrai bizonyitast az érdekléddk
a B. fuggelékben talalnak.

lll.2. A torzulasi ellipszis

Mielétt a III. pontot is bizonyitanank, meg kell vizsgalnunk az elsé két
allitas kovetkezményeit. Ha taldltunk egy alapfeliileti pontban két vetuleti
féiranyt, jeloljiikk ezekben az iranyokban a hossztorzulast a-val és b-vel, a
bettizést ugy megvalasztva, hogy a > b. Nevezzik a iranyat L., b iranyat II.
vetileti féiranynak! Vegyuink fel az alapfelilet érintésikjan egy &;1 derék-
szogl koordinata-rendszert gy, hogy a & tengely az I. vetuleti f6iranyba
alljon! Vegyunk fol hasonloképp a képfelilet érintésikjan is analég moédon
egy &’;1" koordinata-rendszert!

Vegytuink egy végtelentil kicsi, egységsugarunak tekintett kort az alap-
feluleten (a kis méret és a sima feluletre vonatkoz6 kikotéstink miatt a
feltlet és az érint6sik kozti eltérést elhanyagolhatjuk). Ekkor az I. allitast
alkalmazva a képfeliileten egy olyan alakzatot kapunk, amelyet az # ten-
gely iranyaban vett merd&leges affinitassal b/a-szorosra zsugoritunk, majd
hasonlésaggal a-szorosra nagyitottunk. Ez egy olyan ellipszis, amelynek a
&’ iranyu féltengelye a, az 1" iranyu féltengelye b. Ezt az ellipszi$t torzuldsi
ellipszisnek vagy Tissor-féle indikdtrixnak nevezzuk (III.3. abra).

Tudjuk, hogy a tertilettorzulas megkaphat6, mint egy kis képfeluleti
teriilet és a neki megfelel6 alapfeliileti teriilet hanyadosa. Osszuk el a
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I11. Tissot torzuldsi elmélete

1/] A
£ =a
\ / &
a) Az alapfeliileten b) A képfeliileten

II1.3. abra. A Tissor-féle indikdtrix

torzulasi ellipszis teriiletét az eredeti kor tertiletével, hogy egy harmadik
modszert is kapjunk a teriilettorzulasok szamitasara!

_ AT’ abm b
CTATSOAT T 1Pm
Azaz terulettartas esetén ab = 1, a torzulasi ellipszisek teriilete a helytdl
fuggetlen.
Vizsgaljuk meg azoknak a szogeknek a szogtorzulasat, amelyeknek egyik
szogszara az I. vetuleti féirany!

oy
=

. tgd’
] = —— =
tgo

b
a

| | &

Azaz szogtart6 vetiiletekben a = b. Ez azt jelenti, hogy szogtartas esetén
a torzulasi ellipszisek korok lesznek.

A hossztorzulast ugy tudjuk kiszamolni, hogy végtelentil pici képfeliile-
ti és alapfeluleti tavolsagok aranyat vesszik. Az I. vetiileti f6irannyal az
alapfeluleten o szoget bezar6 kis sugarat egységnyinek tekintettiik. Ennek
képe a kis félatmérd a torzulasi ellipszisben, amelynek hosszat agy szamit-
hatjuk, hogy a b/a-szoros meréleges affinitast és az a-szoros hasonldsagot
figyelembe véve az alapfeliilet érintésikjan vett koordinatakat rendre a-val,
illetve b-vel szorzom:

[ = —Vé:ﬂ = @& +b’n? = Va2 cos® 5+ b2sin? 6

Mot mar tudjuk bizonyitani a III. pontot is. Korabban kikotottiik, hogy
a > b, és mivel a hossztorzulas definici6 szerint pozitiv szam, ezért a®> > b>.
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I11. Tissot torzuldsi elmélete

Mivel cos® 6 +sin® 0 = 1, a gyokjel alatt a® és b* valamilyen sulyozott atlaga
szerepel. Ennek értéke akkor a lehet legnagyobb, ha a* salya 1 és b>-é
o, mig akkor a lehetd legkisebb, ha b? stlya 1 és a®-é o. EbbdI kovetkezik
egyrészt, hogy b < < a, masrészt pedig, hogy a maximumbhelyen 6 = 0°,
mig a minimumhelyen 6 = 90°, amely szintén vetuleti f6irany a II. pont
miatt. Tehat a széls6értékhelyek vetiileti féiranyok. Ezt akartuk bizonyitani.
Probléma van, ha a = I = b, mert ebben az esetben minden irany széls6érték-
hely. Azonban ilyenkor a vetiilet szogtartd, barmilyen meréleges iranypart
merdleges iranyparra fog képezni. Azaz szogtartd vetiiletekben minden
irany vettleti féirany. Tissot tételét ezzel maradéktalanul bizonyitottuk.

A tovabbiakban a-t maximadlis, b-t minimalis hossztorzuldsnak nevezzuk.
Fontos eredményiink még, hogy belattuk, szogtarto6 vetuletekben a hossz-
torzulas fliggetlen az iranytdl, merta="b = 1.

l1l.3. A hossztorzulas szélsGértékeinek
szamitasa
Kovetkez6kben gyakorlatban hasznalhat6 képleteket keresiink a-ra és
b-re. Legyen a parallelkor és az I. vetiileti f6irany altal bezart alapfelu-

leti szog jele v! Ekkor a merididn v + 9o°-ot fog bezarni. A meridian és
parallelkor menti hossztorzulas az el6bb megkapott képlettel:

h= \/a2 cos®(v +90°) + b?sin*(v + 90°)

k = Va?cos?v +b*sin®v
. *
Vagyis:

h*> +k*> =a’sin”v +b*>cos®>v+a’cos*v+b*sin®v =a*>+b?

A teriilettorzulasra kapott barmelyik képlet ugyanazt az értéket kell
adja:
T =hksind =ab

Az el6z6 két egyenletbdl:

(a+b)>=a’>+b>+2ab=h>+k’>+2hksin 9
(a—b)> =a®> +b>—2ab=h>+k?>—-2hksind
" Az itt megkapott osszefiiggés altalanosan érvényes: ApoLLONIUSZ mutatta be elséként,

hogy egy ellipszis két konjugdlt félatmérdjének (az ellipszist a kor affin képeként
tekintve az eredeti kor két mer&leges sugaranak képei) négyzetosszege allando.
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I11. Tissot torzuldsi elmélete

Egyszert atalakitassal megkaphato, hogy:

_atbta-b _ V@@a+b)> ++/(a-b)

a=

2 2

_ a+b—(a—-b) +(a+b)—+(a-b)’

2 2

b

Vagyis a végeredmény:

Vh? + k> + 2hksin 9 + VA® + k> — 2hksin 9
2

Vh2 + k® + 2hksin 9 — VI + k® — 2hksin 9
2

a=

b=

Tegytink néhany megallapitast! Merdleges fokhal6zatu vetiiletekben (igy
minden valddi vetiiletben is) a fokhaldzati vonalak vetuleti féiranyok, igy
h és k egyuttal a hossztorzulasok szélséértékei. Szogtartd vetuletekben
minden irany, igy a fokhaldézati vonalak is féiranyok, azaz a fokhaldzat
képe mindig merdleges (9 = 9o°). A szogtartas bizonyitdsdhoz a merdleges
fokhalozati kép megléte esetén mar elégséges a h = k egyenl8ség vizsgalata,
hiszen a és b helyére ilyenkor nyugodtan irhatok h-t és k-t.

lll.4. A legnagyobb szogmegvaltozas

El8szor végezziink el egy szamitast az 1. vetileti f6irannyal bezart o
szoggel és annak 6" képével. Tekintsiik az alabbi hanyadost:

sin(6—96’)  sindcosd’—cosdsind’

sin(0+0") sindcosd’ +cosdsind’
sindcosd’ _ ﬁ—l a
cosdsind’ 1 tgo _ b —1 _ a-b

sin§cos &’ o tgd 441 a+b
cososins’ | 1 tgé'-i_1 b

Az el&bb alkalmaztuk azt a korabbi ismeretiinket, hogy az ilyen szogekre
i =tgd'/tgd =b/a. A fonti egyenlet sin(6 + 6')-vel folszorozva:

-b . , _a-b
+bsm(6+6)sa+b

5 -6 <arcsin

sin(6— &) = Z
a+b

A fonti 0sszefliggés egy fols6 korlatot ad arra, hogy egy szogszar legfel-
jebb mekkora iranyvaltozast szenvedhet el a vetiiletben. Ez sziikségsze-
rlien arra vezet, hogy egy alapfeliileti sz0g akkor szenvedi el a lehetséges
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I11. Tissot torzuldsi elmélete

legnagyobb szogvaltozast, ha mindkét szogszara ennyit valtozik. Ekkor a
legnagyobb szogmegvaltozdst w-val jelolve:

w = 2arcsin
a+b

Figyelembe véve, hogy az arkuszszinusz soha nem ad 9o°-nal nagyobb
értéket, w mindig kisebb vagy egyenld, mint 180°. A legnagyobb szogmeg-
valtozas vizsgalata esetenként szemléletesebb lehet, mint a szogtorzulasé.
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Negyedik el6adas

Vetlleti torzulasok a
gyakorlatban

IV.1. A torzulasok szemléltetése

Ahhoz, hogy abrazolasunk céljanak legmegfelel6bb vetiiletet valasszuk,
sziikséges megfigyelniink azok torzulasait. A torzulasokat valamilyen mo-
don szemléltetniink kell, ezt jellemz6en a tematikus kartografiabol ismert
diagram- és izovonalmoédszerrel oldjuk meg. Kézenfekvd a Tissor-indi-
katrixok alkalmazasa. A végtelen kis torzulasi ellipsziseket valamilyen
egyezményes méretre fol kell nagyitani annak érdekében, hogy azok véges
méretliek legyenek. Az ellipsziseket el kell forgatni, hogy a féltengelyek a
megfeleld vetuleti fSiranyba alljanak. A torzuldsok leolvasasa a kovetkezd-
képp torténik (IV.1. abra):

— A hossztorzulas egyenesen aranyos az ellipszis megfelels iranyu félat-

mérdjével.

— Az ellipszis lapultsaga a szogtorzulast szemlélteti. A kor alakt indikat-

rixok szogtarto vetuletre utalnak.

— Az ellipszis tertlete a teriilettorzulast mutatja be. A térképen minde-

nutt azonos teruletl ellipszisek terulettarto vettiletet sejtetnek.

Masik lehet6ség a torzuldsi izovonal. Ezzel csak olyan mennyiségeket
mutathatunk be, amelyek nem fluggnek az iranytodl, csak a helytdl, igy a
hossztorzulas szemléltetésére ezen a mddon nincs lehetéség. A teriilettor-
zulas azonban mar csak helytdl fliggé mennyiség, igy alkalmazhato ra a
modszer. Idénként 7 helyett annak 1-t6l vett eltérését talaljuk a térképeken.
A szogtorzulas csak akkor fuggetlen a masodik szogszar iranyatol, ha az
els6 szogszar az 1. vetiileti f6iranyban all. Ezért gyakran az w legnagyobb
szogmegvaltozast irjuk helyette a térképre.

Az abrazolni kivant tertuiletnek megfelel$ vetiilet megtalalasaban segit
CsEeBIsEV tétele: Ha egy szogtarto vetiilet valamelyik torzulasi izovonala az
dbrdzolt teriilet hatdrvonalaval egybeesik, akkor az a szogtarto vetiiletek kozott a

" Kivéve a szogtart6 vetiileteket, hiszen kordbban belattuk, hogy ezekben a vetiiletek-
ben a hossztorzulas nem iranyfiggso.
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IV. Vetiileti torzuldsok a gyakorlatban

7}

IV
#f

c) Altaldnos torzuldsii vetiiletben

IV.1. abra. Torzuldsi ellipszisek

lehetséges legkisebb torzuldsii. Csepisev tételére példa, hogy a szterografikus
vetiilet torzulasi izovonali korok (IV.2. abra), tehat kor alaku teriiletekre ez
a legkedvezdbb torzulasu vetiilet.

A nem szogtarto vetiiletekre a tétel nem érvényes, ellenpéldat is konnyen
talalunk: LamBERT és WIECHEL vetlletei egyarant teriilettartok, és torzulasi
izovonalai korok (IV.2. abra). Mégis WiecHEL vetiiletének joval kedvezGt-
lenebbek a torzulasai, tehat utobbi biztosan nem a legjobb terulettarto
vetiilet kor alaku teriiletek abrazolasara. Ennek ellenére a kozelmult kuta-
tasai azt sejtetik, hogy a legjobb vetiiletek torzulasi izovonalai is kovetik az
abrazolt teriilet hatarat, ezért ilyen esetekben is toreksziink olyan vetuletek
valasztasara, amelyek torzulasi izovonalai lehetéleg tertuletunk hataraval
parhuzamosak.

IV.2. TissoT tételébdl nem kovetkezd torzulasok

Vetuletvalasztasunkat olyan torzulasok is befolyasolhatjak, amelyeket
Tissor tétele nem jelez el6re. Példaul a térképeket jellemzéen északra ta-

" Szabatosan fogalmazva: az abrazolt teriileten a legkisebb és legnagyobb hossztorzu-
lasok logaritmusai kozott vett eltérés minimalis.
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IV. Vetiileti torzuldsok a gyakorlatban

b) LamBerT-vetiiletben (w) ¢) WiecHEL-vetiiletben (w)

IV.2. abra. Torzuldsi izovonalak
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IV. Vetiileti torzuldsok a gyakorlatban

joljuk. Azonban a vetilet fokhalozata ezt nem feltétlentl teljesiti minden
pontban: a fiigglleges irany és a valds észak kozotti eltérést vetiileti meridi-
ankonvergencidnak nevezzik. Ez klasszikus értelemben véve nem torzulas,
mert csak elforgatja a térkép bizonyos részeit. A y meridiankonvergencia
szamitasa a meridiankép érint6jének meredekségébdl (differencialhanya-
dosabdl) adodik, ahol A kon$tans:

. x(@+Ap; A)—x(p;A) é)x/c)_y

dx
t =— = lim - =
sH dy  Ag—op(@+A@;A)—v(@;A)  dp| de

A valdédi hengervetuletekben nincs meridiankonvergencia, a tobbi vetu-
lettel szemben elvaras, hogy a térkep kozepén ne legyen meridiankonver-
gencia. Ezt a kozépmerididn megfelel6 beallitasaval szoktuk elérni. Ezt tgy
kell elképzelni, hogy a vetuleti egyenletekbe A helyett mindenutt A — Aj-t
irunk, ahol Ay a kozépmeridian. Mivel a legtobb vetiiletben a kozépmeridia-
non (A = 0°) nincs merididankonvergencia, ezért A, rendszerint a teriiletiink
kozepén fut6 hosszusag.

Mar torzulasnak szamit, mégsem jelzi elére Tissor elmélete azt, hogy a
geodéziai vonalak képei nem szukségszertien egyenes vonalak. Az ettdl
vett eltérést fejezi ki a » gorbiiltség, amely azt mutatja meg, hogy egységnyi
tavolsag megtétele soran hany radiant fordul el a geodéziai vonal képe:

_da
=T

Gomb alapfelileten szerkeszthet6 olyan vetiilet, amely a geodéziai vona-
lakat egyenesekre képezi le, forgasi ellipszoidra azonban nem.

A szogtartd vetuletek Tissor elmélete szerint lokalisan hasonlésagi
transzformaciok. Mégsem gondolna senki, hogy pl. MErcATOR vetiiletében
(VIIL.3. abra) Gronlandot az alapfeliileti alakzathoz hasonlonak latnank. Az
itt latott alaktorzulas oka, hogy a hossztorzulasok helyrél-helyre gyorsan
valtoznak; mig ugyanabben a vetiiletben Afrika alakja azért néz ki kevésbé
torzultnak, mert itt a hossztorzulasok lassan valtoznak. Az ebbdl szarmazo6
alaktorzulas mértékét jelzi a o ferdiiltség, amely azt mutatja meg, hogy
egységnyi tavolsag megtétele soran hanyszorosara valtozik a hossztorzulas:

1 d!

0=-—
I ds
A gorbultséget és a ferdiiltséget a kozelmultban két asztrofizikus, Gorp-
BERG ¢€s GortT definialta bolygotérképek torzuldsainak vizsgalatara. A gya-
korlati szamitasokhoz sziikséges képleteket KErkovirs vezette le.

" A kézépmeridian nem azonos a kezdémerididnnal! A kezdémeridian a 0°-os hossza-
sagi kor, ahonnan A-t mérjiik; mig a kozépmeridian az a jellemz6en kerek értéki
hosszusag, amely a vetiileti fokhaldzat szimmetriatengelye lesz. A kozépmeridian-
tol +180°-ra talalhat6 hosszusagot, amelyben a legtobb vetiiletnek szakadasa van,
ellenmerididnnak nevezzik.
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IV. Vetiileti torzuldsok a gyakorlatban

IV.3. Foldrajzi segédkoordinatak

A vettleti torzulasok csokkentésének egyik modszere a fokhdldzat-el-
forgatds, amely azt jelenti, hogy nem a Fold forgastengelyét, hanem egy
onkényesen valasztott masik tengelyt tekintiink forgastengelynek (IV.3. ab-
ra). Az igy kijelolt polusok neve segédpdlus, a ra vonatkozé koordinatakat
pedig foldrajzi segéd-koordindtarendszer néven jeloljuk. A két paraméterét
(segédszélesség és segédhossziisag) csillaggal kiilonboztetjik meg a foldrajzi
koordinataktol. Az elforgatott rendszer elhelyezését a segédpdlus foldrajzi
koordinataival adjuk meg. A kezd§é-segédmeridiant gy definialjuk, hogy
az mindig athalad az Eszaki-sarkon.

IV.3. abra. A fokhdlozat-elforgatds

El6szor megadjuk a segédpolus ¢ ; A, koordinatait. A IV.4. abran lathato,
hogy a pont, a polus és a segédpodlus egy gombharomszoget hataroz meg,
amelyre folirhat6 az oldal-koszinusztétel:

sing” = sin @ sin @, + cos ¢ cos @, cos(A — A,)
A hianyz6 A" mo$t mar szamithat6 a szinusztételbdl:

cosep’  cosg
—sin(A-A,) sin\*
sin(A—A,)cos ¢
- cos @’

sin \* =

"Ettdl eltérs elhelyezést csak a képzetes vetiiletekben van értelme alkalmazni.
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dmeridian

IV.4. abra. Foldrajzi segédkoordindtdk a segédpolus ismeretében

Vagy akar az oldal-koszinusztételbdl is:

sin@ = sin @*sin @, + cos ¢* cos @, cos A*

) e
sin@ —sin @"sin @,
cos A =

Cos @ cos @,

Onmagéban sem a szinuszos, sem a koszinuszos képlet nem elegends,
hiszen mindkettd két megoldast ad. A két képlet elényeit ugy egyesithetjik,
ha elosztjuk egymassal, majd behelyettesitjiik sin ¢ képletét:

_sin(A-Ay)cos @
to 1* = cos ¢’ _
& sin —sin @*sin ¢,
cos Q" cos @,

~ —sin(A —A,)cospcos @, _

~ sing — [sin @ sin @, + cos @ cos @, cos(A — A,)]sing,
—sin(A —A,)cospcos @,

- sin @ —sin (1 — cos® @) — cos @ cos @, cos(A — A,)sin ¢, -
—sin(A - A,)cos @ cos @,

~ sing —sin@ +sin @ cos? ¢, — cos @ cos(A — A,)cos @, sin @,
3 —sin(A—A,)
~ tg@cos @, —cos(A—A,)sin @,

Az igy kapott képlet alkalmas az artgz fuggvény hasznalatara, igy A"
egyértelmiien meghatarozhato.
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A visszafelé szamitas képleteit ugyanigy tudjuk levezetni:
sin@ = sin¢*sin @, + cos ¢* cos ¢, cos 1*

3 —sin A”

 tg@’cos @, —cos A sin @,

tg(A - /\o)

A fokhalozat-elforgatas célja, hogy az abrazolt teriiletet vetuletek ked-
vez6 torzulasu teriileteire helyezziik at a gombon. Példaul a IV.2. abran
lathato, hogy a sztereografikus vetiilet a polus kozéppontu korokre a lehetd
legjobb szogtart6 vetiilet. Ha a mi tertiletiink nagyjabdl kor alakt, de nem
a polus kozelében helyezkedik el, egyszertien csak elforgatjuk a fokhaldza-
tot gy, hogy a segédpolus az abrazolni kivant terulet kozepére essék. Az
igy elforgatott vetiiletekben egyszertien csak a segédkoordinatakat kell a
szélesség és a hosszuisag helyére behelyettesiteni.

Idénként hasznosak lehetnek tovabbi Osszefliggések is. A A*-ra folirt
szinusztétel atrendezésébdl adodik:

sin A" cos ¢* = —sin(A — A,)cos @
A koszinusztételbdl:

. .
sin¢ —sin ¢*sin
cos A" cos @ = 4 ¢ %o _

COS P,

_ sing —[sin@sin @, +cos @ cos p,cos(A— A,)|sing,

B Cos @, -

_ sing —sin@(1 —cos® @,) — cos @ cos @, sin @, cos(A — A,)
B CoS P, B

= sin @ cos @, — cos @ sin @, cos(A — A,)

Transzverzalis elhelyezésben (¢, = 0) a képletek jelentésen egyszertisod-
nek, hiszen sin¢g, =0 és cosp, = 1:

sing® =cos@cos(A—A,)

sind* — sin(A—Ay)cosqp sin(A— A,)cos @
cos ¢” V1 —cos® pcos®(A—A,)
cos 1t = S sin¢g

cos @* _\/1 —cos® pcos*(A—A)

Az el6bb A" szoggfiiggvényeinek elGjelét azért forditottuk meg, mert
egyébként a keletkez$ térképeken nem észak, hanem dél nézne folfelé.
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Otodik el8adas
Perspektiv sikvetlletek

V.1. Valoédi sikvetlletek altalaban

Most értiink el oda, hogy konkrét vettileteket ismerjiink meg. Az eddig
targyalt témakorok az dltaldnos vetiilettan targykorébe tartoznak, mig az
egyes vetiiletek rendszeres vizsgalatat leiro vetiilettannak nevezzuk.

Kezdjiitk meg a folfedezést a valodi sikvetiiletek korében! A sikvetiileteket
polarkoordinata-rendszerben érdemes targyalni. A parallelkorok képei
koncentrikus korok. Az egy pontbdl kiindul6 egyenes meridianok ezeket
egyenkozlien osztjak, ezért a polarszog a hosszusaggal egyezik, kizarolag a
parallelkorok képeinek sugarat valtoztathatjuk. Jelolje ezt a sugarat a p(f5)
szigorian monoton nové sugarfiiggvény, ahol a f polustavolsdg a ¢ szélesség
potszoge (f = 9o°—@)! Ez a valodi sikvetiiletet egyértelmiien meghatarozza
(V.1. abra):

x=psinA
y=—pcosA
A valédi sikvetiileteket nevezik még azimutalisnak, mert a kozéppontbol
kiindul6 ortodrémak azimutjait megdrzi; és hivjak zenitdlisnak is, mivel a
kozépponttdl azonos tavolsagra 1évé pontokat a térképen is azonos tavol-
sagra talaljuk. A fokhal6zat menti torzulasok:

- \/(3_;)2+(§_9};)2 _ \/(g—g)zsin2)\+(g—;)2cos2/\ .
R R

\/(—j—g)2sin2/\+(—g—g)2cos2/l _1dp
R " RdB

(g)ﬁ(c’_y)z
dA ) \JoPcos® A+p’sin® A p
Rcos ¢ B Rsinp ~ Rsinf
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V. Perspektiv sikvetiiletek

x
e

V.1. abra. Poldarkoordinatak valodi sikvetiiletekben

Az el6bb kihasznaltuk, hogy:

do _dodp _dodigo’-g) _ do
de dpde dp de dp

Altalanossagban megjegyezziik, hogy a pélusban a folytonos dbrazolas
céljabol elvarhatjuk p(o) = o egyenl@séget. Tovabba a g pélustavolsagot a
valédi sik- és kpvetiileteknél nem sziikségszer(i az Eszaki-sarkt6l mérni,
lehet a Déli-sarktdl is. Ez esetben a déli félteke kerul a térkép kozéppontja-
ba.

V.2. Altalanos perspektiv sikvetiilet

A perspektiv sikvetuletek el6allithatok centralis perspektiv vetitéssel.
Jelolje a gomb kozéppontja és a vetités kozéppontja kozotti tavolsagot f R,
mig a vetitési kozéppont és a sik tavolsagat cR! A perspektiv vetiilet érintd,
ha a képfelulet a gombot érinti (c = 1 + f), metszd, ha metszi a gombot,
egyébként lebegd. Az V.2. abran talalhato6 két hasonl6 derékszogit harom-
sz0g befogdinak aranya egymassal megegyezik:

R(f +cosp) cR
Rsinf ?
csin

0= f +cosp

Az altalanos perspektiv sikvetiiletek kozul leginkabb a kiils6 (extern)
elhelyezéstieket (|f| > 1) alkalmazzuk. Ha a vetitési kozéppont a gomb sik
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V. Perspektiv sikvetiiletek

V.2. abra. Perspektiv sikvetiiletek elve

teldli oldalara esik (f < —1), akkor ugy abrazoljuk a Foldet, mint ahogy
az a magasbdl latszik. Ilyesmi leképezést talalunk tehat a Google Earth
alkalmazasban. Ha a fokuszpont a gomb atellenes oldalan talalhato, akkor
félgombnél nagyobb teriiletek abrazolasara alkalmazhatjuk (V.3. abra).

A perspektiv sikvetiiletek azokat a gombi koroket, amelyeknek sikjaba
beleesik a fokuszpont, egyenesre képezik le. Ez egyszertien belathatd, hi-
szen ilyenkor a vetitési kozéppontbdl kiindulé sugarsereg ebben a sikban
van. A vetitésugarak sikjanak és a vetités sikjanak metszésvonala pedig
értelemszertien egy egyenes. A tobbi gombi kor képe kupszelet. Ez is kony-
nyen bizonyithato, hiszen ezuttal a kor és a vetitési kozéppont kozé huzott
egyenessereg mos$t egy ferde kuipot stirol, amelynek barmely sikmetszete
definici6 szerint kupszelet.

V.3. Gnomonikus vetiilet

Az f = o esetben (vetités a gomb kozéppontjabol):

0 =cRtgp

Ezt gnomonikus vetuletnek nevezziik (V.4. abra), és THALEsZ alkotta meg.
A képletbdl lathato, hogy az Egyenlit6 mar nem abrazolhaté benne. A
torzulasok érinté (¢ = 1) esetben:

_1dp 1
" RdB cos®p
Rsinf  sinff cosp
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V. Perspektiv sikvetiiletek

A poélusban h = k = 1, tehat torzulasmentes, mig az Egyenlitén a torzu-
lasok végtelen nagyok. Kozotte a torzulasok rohamosan nének, jelentds
teruletnovekedést (hk > 1) és szogtorzulast (h # k) tapasztalunk. Torzulasai
igen kedvezoétlenek, azonban ritkan mégis alkalmazzuk, mert ez a vetiilet
a gombi geodéziai vonalakat egyenesre képezi le (hiszen mos$t ezeknek a
sikjaban van a vetitési kozéppont). Ez hiradastechnikai (pl. radidtornyok
elhelyezése) vagy navigacids szempontbol lehet érdekes.

A vetilet transzverzalis és ferdetengelyli elhelyezésben is konnyen folis-
merhetd, mert merididnjai parhuzamos vagy egy pontba Osszetart6 egyene-
sek, a parallelkorok képei pedig kupszeletek.

V.4. Ortografikus vetiilet

Vizsgaljuk meg a f — co;¢c — oo esetet hatarérték-szamitassal (ekkor a
vetitési kozéppont végtelen tavol van, a sugarak parhuzamosak):

o =Rsinf

Ez az ortografikus vetiilet, amely Ggy mutatja a Foldet, mintha nagy tavol-
sagbol tekintenénk ra (V.s. abra). Megalkotdja ApoLLONIUSZ. Mivel a tavoli
égiteSteket tavcsGbe nézve igy latjuk, elGszeretettel alkalmazzuk bolygo-
térképeknél, kilonosen transzverzalis elhelyezésben. Félgombnél nagyobb
terulet nem abrazolhat6 benne. A torzulasok:

o _sinf
~ Rsinp  sinf

k =1, tehat a vetiilet parallelkorben hossztartd. A pélusban nincs torzu-
las (h = 1), az Egyenlitén a meridian iranya hosszrovidilés elfogadhatatlan
(h = o). A torzulasok a pdlustdl tavolodva gyorsan nének teriiletcsokkenést
(hk < 1) és szogtorzulast (h = k) okozva. Az elforgatott fokhaldzatu valtoza-
tokban a merididnok képei ellipszisivek, a parallelkorok pedig ellipszisiv-
ként vagy parhuzamos egyenesként jelennek meg (utdbbi transzverzalis
elhelyezésben).

V.5. Sztereografikus vetiilet

A legfontosabb perspektiv sikvettilet az f = 1, vagyis amikor a vetités ko-
zéppontja az atellenes polusban van. Ez a sztereografikus vetiilet (V.6. abra):
sin ﬁ 2sin g cos g /3

=Re—5— 7 = Retg S

= . 3 .
1+ CosS /3 sin® £+cos® £ +cos? L _sin?

0 =Rc

2 2 2

39



V. Perspektiv sikvetiiletek

NS

a) Normalis b) Transzverzilis

V.5. abra. Ortografikus vetiilet

A torzulasi viszonyok megismeréséhez irjuk fol a leképezés fokhalozat
menti torzulasait:

~1dp 1 Re ¢
Rdp chos2§ 2cos2§
0 RCtgg 3 c

Rsinf  >Rsin g cos g 2cos® g

h =k, azaz a sztereografikus vetiilet szogtart6. Raadasul minden gombi
kor képe ebben a vetuletben kor vagy egyenes, azaz a vetulet kortarto is
egyben. A bizonyitas menete az V.7. abran kovethet6:

Vegyunk egy tetszOleges kort a gomb felszinén! Az abra a gombnek
azt a figgbleges metszetét mutatja, amely éppen merd&leges a kor sikjara.
Korabban belattuk, hogy ha a kor sikja tartalmazza a vetitési kozéppontot,
akkor képe minden perspektiv sikvetiiletben egyenes; a tovabbiakban csak
az altalanos elhelyezkedési korokkel foglalkozunk. A kor minden pontjat
télegyenesekkel kotjik 0ssze a vetitési kozépponttal, igy egy ferde kupot
(kék) kapva. A vetiilet sikja ebbdl egy kupszeletet metsz ki. A piros és zold
szogek egymassal megegyeznek, mert ugyanahhoz a vastag kék harhoz
tartozo kertleti szogek. A zold és a kék szogek a szimmetria miatt egyenldk,
mig a kék és a fekete egyallasu szogek, tehat mind a négy szog egyforma.

A kék ferde kup szimmetrikus a kék szaggatott vonallal jelolt sikra, mert
az a két alkoto szogfelezGje. Mivel a vetités sikjanak fuggéleges elhelyezése
a kortartast nem befolyasolja (hiszen ez csak aranyos kicsinyités), ezért
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AN

b) Ferdetengelyti (Azsidra)

V.6. abra. Sztereografikus vetiilet
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V. Perspektiv sikvetiiletek

V.7. abra. A sztereogafikus vetiilet kortartasanak beldtdsa

az altalanossag foladasa nélkiil elhelyezhetjuk tgy, hogy tartalmazza az
eredeti kor sikjanak és a ferde kup szimmetriasikjanak metszési egyenesét
(ez az abra sikjara merdleges). Mivel a piros és fekete szogek egyformak,
a kor sikja és a vetiilet sikja egymas tiikorképei a kék szaggatott sikra
vonatkoztatva. Tehat a vetulet sikjan pirossal megjelolt kép az eredeti kor
tukorképekeént is el6allithato, igy értelemszer@ien ez is egy kor. Ezt akartuk
bizonyitani.

Ezt a vetuletet mar az dkori egyiptomiak is ismerték és csillagtérképeken
alkalmaztak. Ma tobbek kozott meteoroldgiai térképeken alkalmazzuk,
ahol fontos a szogtartas. A vetllet torzulasi izovonalai polus kozéppon-
th korok, azaz CseBIsev tétele alapjan kor alaku tertiletekre a legkisebb
torzulast szogtarto vetiilet. Eppen ezért kozel kor alakt teriiletekre transz-
verzalis (pl. féltekék szogtartd abrazolasa) és ferdetengelyi elhelyezésben
gyakran talalkozunk vele. El6ny6s tulajdonsagai miatt ez a leképezés széles
korben elterjedt annak ellenére, hogy a déli polus képe a végtelenben van.

A ¢ = 2 (érint8) valtozat az Eszaki-sarkon torzulasmentes (h = k = 1),
ettSl tavolodva a torzulasok gyorsan nének. Most messe a sik a gombot a
B, metszési parallelben! Ekkor:

Pn >

€ =1+cosf, =sin” — +cos
2

4 cos? & —sin? & = 2cos2&
) > > 2

h és k képletébe a kifejezést visszahelyettesitve, és g = ,, helyen vizsgalva
torzulasmentességet talalunk (h = k = 1), azaz a metsz§ sztereografikus
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V. Perspektiv sikvetiiletek

vetiilet metszési parallelkore torzuldsmentes. Vegyiik észre, hogy ¢ csak
egy aranyos kicsinyitési tényez6 a vetuletben, igy a metsz§ sztereografikus
vetiilet mindig megkaphat6 a megfelel6 érint6 vettlet kicsinyitésével.

A ferdetengelyl szterografikus vetiilet levezetése (érintd, ¢ = 2 esetre):

0 =2R sin f - =2R cos.(p* :
1+cospf 1+sing
* . A*
x:psin/\*:sz:
1+sing
R sin(A —A,)cos @
=-2
1 +sin@sin @, + cos @ cos @, cos(A — A,)
* /\*
y:—pcos/\*:—zRM:
1+sing
_ R sin ¢ cos @, — cos @ sin @, cos(A — A

o)
1 +sin@sin @, + cos @ cos @, cos(A — A,)

Az inverz vetiileti egyenletek levezetése a C. figgelékben olvashaté.

A ferdetengelyt sztereografikus vetiilet fokhalézata a szogtartas és kor-
tartas okan konnyen azonosithat6: a fokhalézati vonalak képei minden
elhelyezésben teljes korok vagy egyenesek, amelyek egymast mindig derék-
szogben metszik.

" Bar a vetiilettani szakirodalomban helyenként sajnos tajékozatlanul az ellenkez&jét
allitjak, a perspektiv vetiiletek altalaban nem torzulasmentesek a metszési parallel-
korben, ez csak a sztereografikus vetiilet specialis tulajdonsaga!
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Hatodik eléadas

Nemperspektiv sikvetiletek

VI.1. PosTEL vetllete

Készitsunk meridianban hossztarto vetuletet (h = 1)!

1 dp
—_— =1
Rdp

Jao=r [as

o=RB+d

Az integraciés konstans d = o, mert a pélusban p = o. Ez PosteL vetl-
lete (VI.1. abra). A neve ellenére ezt a vetiiletet nem PosteL talalta fol,
mar az 6kori Egyiptomban is alkalmaztak csillagtérképek vetiileteként. A
parallelkor menti hossztorzulas:

—_

__6 _ P
~ Rsinp  sinf

Az északi polusban (f = o) k a LHopitaL-szaballyal kaphaté meg:

—

limk = lim — =lim =1
p—o p—o Sll‘lﬁ p—o COS ﬁ

Az északi pdlusban a vetiilet torzulasmentes (h = k = 1), a déli polus-
ban k nevezgjében nulla all, a torzulas igy végtelen nagy, a kett6 kozott a
torzulasok fokozatosan nének.

A vettlet torzulasi izovonalai korok, hiszen k csak g fliggvénye, mig
h kons$tans. Bar ismert ennél kedvez3bb torzulast valddi sikvettilet, an-
nak képletei igen bonyolultak, és félgombnél kisebb teruleten nem tér el
latvanyosan ettdl a vetulettSl. Ezért ha sem szogtartas, sem teriilettartas
nem sziikséges, kozel kor alaku teriiletekre okolszabalyként ez a leképezés
ajanlott.
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VI. Nemperspektiv sikvetiiletek

a) Normalis

b) Ferdetengelyti (Eszak-Korea kozépponttal)

VI.1. abra. PosTEL vetiilete
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VI. Nemperspektiv sikvetiiletek

Ferdetengelyi elhelyezésben a vetiilet segédpdlusa lesz torzulasmen-
tes, az ebbdl kiindul6 segédmeridianok azimutalisak és hossztartok. Ez
elényos példaul hiradastechnikai alkalmazasokhoz. Szintén el6nyos, hogy
a segédpolus kozéppontu koncentrikus korok segédszélességek, amelyek
ekvidisztans koncentrikus korokre képez&dnek le. Példaul ha valaki azt
akarja dbrazolni, hogy Eszak-Korea adott hatésugart rakétaja milyen terii-
leteket tud eltalalni, egyszer@ien ezt a vetiiletet kell alkalmazza megfelel6
elhelyezésben, hiszen igy az Eszak-Korea kézéppontt korok olyan korokre
képez&dnek le, amelyeknek a sugara sem torzul. Ez utobbi tulajdonsag
elényos akkor is, ha példaul egy adott repul6térrdl indulo légijaratokat
akarunk bemutatni.

A keleti és a nyugati félgomb is kor alaku teriilet, ezek egymas mellett
torténd abrazolasara a vetiiletet transzverzalis elhelyezésben alkalmazzuk,
féleg atlaszokban. Levezetése a IV.3. fejezet végén talalhato transzverzalis
képletekkel:

0= R[? = Rarccoscos f* = Rarccossin ¢ = Rarccos(cos ¢ cos 1)
sin Acos ¢

x = psin A" = Rarccos(cos ¢ cos )

{1 —cos® pcos® A
sin @

y = —pcos A” = Rarccos(cos ¢ cos )
\/ 1—cos® pcos® A

A transzverzalis és ferdetengelyli PosteL-vetllet fokhalézata nehezen
ismerhet6 fol, de ha egy regionalis térkép fokhalézatat bonyolult vonalak
adjak és a kozépmeridiant a fokhdalézati vonalak egyenkoztien metszik,
tovabba a vetiileti torzulasok a térkép kozepén kicsik, mig a szélein nagyob-
bak, akkor gyanakodhatunk ra. Transzverzalis elhelyezésben az Egyenlité
osztaskozei is egyenletesek.

VI.2. LAMBERT sikvetlilete

Készitstink teriilettart6 valtozatot is (hk = 1)! Az integracids konstans
legyen R* + d/2 alakd!

1do o
RdﬁRsmﬁ
dep =R? jsinﬁ dp
2
p—:—R2cosﬁ+R2+i:— (coszﬁ smzﬁ—1)+é
2 2 2
PZ\/—2R2(1—sinzé—sinzé—1)+d:2Rsiné
2 2 2
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VI. Nemperspektiv sikvetiiletek

Az utols6 1épésben kihasznaltam, hogy a poélusban p = o, ami csak ak-
kor lehet, ha d = 0. Az eredmény Lamsert sikvetiilete, 1772 6ta ismert
(VI.2. abra).

a) Normalis b) Ferdetengelyii (az EU dbrdzoldsdra)

VL1.2. abra. LAMBERT sikvetiilete

A fokhalozat menti torzulasok:

1 dp B
h Rdp cos2
0 2sin§ 1

Rsinp 2sin§cos§ cosg

Az északi polusban h = k = 1, azaz a vetiilet torzulasmentes. A déli
polusban a torzulasok végtelen nagyok, hiszen h = 0 és k — 0. A torzulasi
izovonalak szélességi korok, mert h és k fiiggetlen a hosszuisagtol. Ezért a
vetiiletet kozel kor alaku teriiletek teriilettarté abrazolasara ajanlhatjuk.
Az Eurdpai Unid hivatalos térképeit ferdetengelyli LamBerT-sikvetiiletben
készitik, é. sz. 52°; k. h. 10° segédpolussal.

" LAMBERT svéjci matematikus elsésorban fizikai és matematikai problémaékkal foglal-
kozott, a vetiilettan csak marginalisan érdekelte. Mindosszesen egyetlen cikket irt a
témaban, azzal mégis forradalmasitotta a vetiilettant. Hét Gj vetiilete (teriilettarto
valddi sik-, kap- és hengervetiilet, szogtart6 valodi és képzetes kupvetiilet, szog- és
tertilettartd transzverzalis valddi hengervetiilet) kozul 6t jelenleg is a legelterjed-
tebbek kozott van. O volt az elsd, aki a jegyzetben is alkalmazott h = k és hk = 1
differencialegyenletek megoldasaval keresett szog- és tertilettartd leképezéseket.
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Ezt a vetiiletet is hasznaljak a keleti és nyugati féltekék abrazolasara,
transzverzalis elhelyezésben. A levezetés:

p =2Rsin— _R\/_\/ P +cos® ﬁ 2ﬂ +sm2/5
_R\/_\/1—cos R\/2 2sing” = R\/z 2cos@cos A

sin Acos @

x=psinA* = Ry2 —2cos g cos A =
1—cos®> @pcos® A

_R \/2(1—c05(pcos/\)sin/\c03(p _R V2sin Acos @

\/(1—c05(pcos/\)(1 +cospcos ) \/1 +cos@cos A

y=—pcosA* = Ry2—2cospcos A e =
1—cos” @cos® A

Vasing
{1 +cos@cos A

=R

Ezt a vetlletet még nehezebb a fokhal6zatardl folismerni elforgatott
esetben. Leginkabb az jelenthet timpontot, hogy a térkép éleinél jelentds
szogtorzulast tapasztalunk, és a kozépmeridian osztasai a térkép széle felé
kissé stirtisodnek.

VI.3. A GINzBURG-féle séma

GINZBURG észrevette, hogy a gyakran hasznalt valodi sikvetiletek sugar-
fuggvényei azonos mintat kovetnek:

p:dRsinE vagy p:thgE
d d
Az ortografikus és a terulettart6 leképezések a szinuszos valtozatba il-
lenek, el6bbinél d = 1, utébbinal d = 2. Az érinté gnomonikus és sztereo-
grafikus vetuletek tangenses alaktak, ahol d rendre 1 és 2. Els6 ranézére
PosteL vetiilete kilog a sémabdl, pedig valojaban mindkét sorba beleillik. A

szinuszos valtozatba illeszkedését L'HopITAL-sZaballyal tudjuk bizonyitani:

B sinf > cos b
hdesmE:Rhm —Rhm—:R/)’

d—oo d—o0 7 d—oo re

A tangenses valtozat hatarértéke hasonlé moédon szamithatd, és szintén
R[)’ -nak adddik. Azaz ez a vetulet mindkét képletbdl kijon, ha d-t végtelen
nagynak valasztjuk.
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GINZBURG els&sorban a szinuszos sorozattal foglalkozott, és 1957-ben
javasolta a d = 3 valtozat alkalmazasat:

VI.3. abra. GINzZBURG sikvetiilete

Ez GinzBura sikvetiilete (VI.3. abra), torzulasai nagyon csekélyek (a
hossztorzulasok szempontjab6l még PostEL vetiileténél is kedvezébb), alta-
lanos torzulas, de tertiilettorzulasa igen kicsi. GINzZBURG ajanlotta még a
d = 1,5 valtozatot is, amely a Fold gomb alakjara emlékeztet.

Vl.4. Ellipszoid alapfeliiletl sikvetiiletek
A valédi sikvetiiletek fokhaldzat menti torzulasai ellipszoid alapfelileten
a kovetkezSképp alakulnak:

1 dp

M(®)dd

k=— 0
N(D)cos D
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A merididnban hossztart6 sikvetulet a h = 1 egyenlet megoldasabdl szar-
mazik:

@
0= JM(@D)ch
90°

A terulettarto sikvetiilethez a hk = 1 egyenletet kell megoldanunk, az
integracios konstanst pedig a poluspontossag kovetelményébdl lehet kife-
jezni:

1 1 1+e sin @ 1 1+esin® \2
p:aV1—e2( >+ —1In - — ——ln—_)
1—¢> 20 1—-e 1—-¢€*sin’® 2¢ 1-—esin®

A szogtarto sikvetiilet esetén a h = k egyenlet megoldasaval kapott fugg-
vényben a d integracids konstans szabadon valaszthatd meg:

@)(1+esin@)6/2

0= dtg(45°— —

2 \1—esin®

Ha azt szeretnénk, hogy a poélusban a hossztorzulas ¢ legyen, akkor:

d=

2ca (1+e)f"/2
V1 -e¢e?

Ezt a vetuletet alkalmazza a NATO a poéluskornyéki tertuletekre UPS
(Univerzalis Poldris Sztereografikus) néven, c = 0,994 valasztassal WGS84
alapfeluleten. Itt hivom fol a figyelmet, hogy a gombbel ellentétben az
ellipszoidi szogtarto sikvetiilet nem perspektiv, igy a sztereografikus meg-
nevezés megtévesztd I Az UPS vetiiletet az északi féltekén a 84°-0s, a déli
féltekén a 80°-o0s szélességig alkalmazzuk az UTM z6nai helyett.

Forgasi ellipszoid alapfeliiletre nem definialtuk a fokhalézat-elforgatast,
igy ferdetengely( vetulet el6allitasara két modszer kinalkozik: Az els§ lehe-
téség a kettds leképezés, amely esetben el6szor a gombre vetitink valamilyen
gombvetiilettel, a gombon elvégezziik a fokhalézat-elforgatast, végiil alkal-
mazzuk a gomb alapfeliiletti vetuletet. A masik lehet6ség, hogy a gombi
ferdetengelyt vetulet torzulasi viszonyai kozul valamennyit onkényesen
kivalasztunk agy, hogy ezek a feltételek az ellipszoidra vonatkoztatva egy-
értelmiien meghatérozzak a vetiilet egyenleteit. Igy kozvetlen ellipszoidrél
sikra képez6 képleteket kapunk. Alabb megnézzik mindkét modszert az

1—e

" Emlékezziink, hogy a metsz6 szakkifejezés csak perspektiv vetiiletekre alkalmazhato,
igy az UPS hidba tartalmaz kicsinyitést és ennek kovetkeztében egy torzulasmentes
szélességet, attol még nem lesz metszd vettilet (hidba allitja ezt a szakirodalom jo
része), hanem helyesen fogalmazva inkabb redukdlt!
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ellipszoid alapfeluletti ferdetengelyl szogtart6 valodi sikvetiilet meghata-
rozasara.

A kett8s leképezés modszerét alkalmazza a holland topografiai térké-
peken el6fordulé Amersfoort-vetulet. Az alapfeliilet a BesseL-ellipszoidon
alapul6 Amersfoort datum. Gombvetiiletnek a Gauss-féle igen kis torzulasu
szogtarté gombvetuletet (lasd alapszakos jegyzet) valasztottak, a torzulas-
mentes parallelkor az Amersfoort eréd szélessége. Ezt kovetSen torténik a
ferdetengelyi sztereografikus vetiilet alkalmazasa Amersfoort segédpolus-
sal. Végezetiil a koordinatatengelyeket eltoltdk, hogy ne legyenek negativ
koordinatak és a fliggéleges koordinata mindig nagyobb legyen, mint a
vizszintes. Mivel csak szogtart6 leképezéseket alkalmaztunk, az eredmény
szogtarto.

Az Amersfoort-vetiilet magyar szempontbodl jelentds, mert nagyon emlé-
keztet a régi sztereografikus vetuletinkre. Az elvében az egyetlen eltérés,
hogy a régi budapes$ti és marosvasarhelyi sztereografikus rendszerek esetén
a szogtart6 gombvetiiletek torzulasmentes szélessége nem halad at a vetiile-
ti kezd6ponton. Ha térinformatikai rendszerink nem tdamogatja a magyar
sztereografikus vetuletet, nyugodtan alkalmazzuk helyette az Amersfo-
ort-vetuletet gellérthegyi kezdSpontra atparaméterezve. A transzformaciod
hibaja igy centiméter kortli lesz, amely gyakorlati alkalmazasokhoz leg-
tobbszor elegendd. A magyar sztereografikus koordinatakrol bévebben az
alapszakos jegyzetben lehet olvasni.

A masik modszert alkalmazza RoussiLHE vetiilete. Tudjuk, hogy a gomb
alapfeluletti érint6 sztereografikus vetiiletben a kozépmeridian pontjai
az y = 2Rtg(s/2R) koordinatara képezddnek, ahol s a segédpodlustol vett
tavolsag. Ezt ugy altalanositjuk a forgasi ellipszoidra, hogy az s meridian
mentén mért tavolsagot az ellipszoidon értelmezziik, mig az R sugar he-
lyére a vetuleti kezdépontban folvett simulégomb sugarat (v/M(P,)N(D,))
helyettesitjik. A kozépmeridian igy kapott felosztasa és a szogtartas a
vetiiletet egyértelmtien meghatarozza. Mivel a vetiilet komplex szamsi-
kon értelmezett trigonometrikus fuggvényeket és elliptikus integralokat
igényel, ezért a gyakorlatban tobbféle sorfejtéssel kozelitik.

RoussiLHE-vetliletet ma példaul Romaniaban talalunk Stereoyo néven
Brasso6 kozelében folvett kezdSponttal, eltolva és kicsinyitve. Hasonl6 vetii-
letet hasznaltak a kozelmaultig a lengyelek is, az orszagot ot kiilon leképezett
zonara osztva, melyek kozil négy zénat ebben a vetiiletben abrazoltak.
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Hetedik el6adas

Perspektiv és tertlettartd
hengervetuletek

VIl.1. Altalanos képletek

A valodi hengervetiiletekben a szélességi és hosszusagi korok egymasra
merdleges egyenesseregként jelennek meg. A fuggdleges koordinata tehat
csak a szélességtdl fligg, annak szigorian monoton novd, a szimmetria
céljabol gyakran paratlan fliggvénye. Az x tengely altalaban az Egyenlit6
képére esik. Az egyenkoziiség feltétele miatt a vizszintes koordinata a
hosszusaggal egyenes aranyban all (VIL.1. abra). Legyen az aranyossag
tényezdgje cR!

x =cR)\
v =flp)
/\y
LT
HH*#J‘W

VII.1. abra. Koordindtdk valodi hengervetiiletekben
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VII. Perspektiv és teriilettarto hengervetiiletek
frjuk fol a fokhalézat menti torzulasokat!

2
. [(3_;)2_,_(3—;) ) loz_i_(g_g;)z_ldy
B R B R Rdo

" Rde

L ()
- 3% Jors

Rcos @ ~ Rcosqp  cosq

k képletét megvizsgalva lathato, hogy a +¢, szélesség hossztartd, ha
€ = COS @y,.

VIl.2. Perspektiv hengervetiilet

A perspektiv hengervetiilet levezetéséhez tekintsiik a VII.2. abrat! A
henger alapjanak kerulete megegyezik az x koordinata megvaltozasaval
a +180°-0s hosszusagok kozott, azaz cR2m = 2R1cos ¢,,-nel. Ebbdl a hen-
ger sugarara cR = Rcos ¢,, adddik, azaz +¢, éppen a henger két metszési
parallelkore.

VII.2. abra. Perspektiv hengervetiiletek elve

Legyen a fokuszpont tavolsaga a kozépponttol fR! Ekkor a zold atfogoja
(az Egyenlit6 leképezését szemléltets) hasonld derékszogl haromszogek be-
fogoinak aranya megegyezik, igy a kisebbik haromszog fuiggéleges befogdja
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VII. Perspektiv és teriilettarto hengervetiiletek

sziikségszertien cfR. A piros atfogoju hasonld derékszogi haromszogek
befogoinak aranyabol:

y+cfR _ R(f +sin¢g)

cR Rcosg
_ offtsing
y= CR( cos @ f

\%"‘ai
po, =

'%\

|
s
4
| »!
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VII.3. abra. Perspektiv hengervetiilet

A perspektiv hengervetiiletek torzulasi viszonyai rendkiviil elénytelenek
(VIIL.3. abra). A vetulet altalanos torzulastu (h = k és hk = 1). Perspektiv
hengervetiletekkel szinte kizarélag orosz nyelvi atlaszokban taldlkozunk.

VIl.3. Kvaziperspektiv hengervetiiletek

A valédi henger- és kupvetuletek kozott tagabb értelemben perspektiv-
nek tekinthetjiik azokat a vetuleteket is, amelyekben minden egyes meridi-
ant kilon fokuszpontbdl vetitiink a képfeluletre. A vetitési kozéppont az
aktualisan leképezendd merididnnak megfeleld képfelileti alkotéra merd-
leges és az alapfeliilet kozéppontjan athalad6 egyenesen van, és a leképezés
soran a meridianokkal egyutt forgasszimmetrikusan valtoztatja a helyét.
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VII. Perspektiv és teriilettarto hengervetiiletek

a) BRAUN és GALL vetiiletei b) LamBERT hengervetiilete

VII.4. abra. Fontosabb kvdziperspektiv hengervetiiletek

Ezek a kvdziperspektiv vetuletek. Ezen a kurzuson keét kvaziperspektiv veti-
lettel ismerkedunk meg (VII.4. abra).

Az elsé esetben legyen a vetitési kozéppont a sztereografikus sikvetii-
lethez hasonléan a henger alkotojaval atellenes egyenlit6i pontban! Az
abran lathato piros kertuleti szog a kék kozépponti szog fele. A kertileti
szOg tangense:

Y y

tg — =
gz R+cR

v =R(1 +c)tg§

A valédi hengervetuletekben a parallelkor menti hossztorzulas
k = c/cos . A meridian menti hossztorzulas:
_1dy  1+c 1+c¢ 1+c¢

Rdep 2cos”?  sin®L+cos® L +cos®L—sin*L  1+cosg

Azaz a vetiilet a sztereografikus vetiilettel ellentétben altalanos torzulasa
(h#k és hk # 1), azonban a sztereografikus vetiiletre emlékeztetd tulajdon-
sag, hogy a metszési parallelkorok kivételesen torzuladsmentesek (ha ¢ = ¢,
és ¢ =cos@,, akkor h =k =1).

A vetiletet GaLL skot térképész vezette le els6ként 1855-ben a ¢, =
= +45° metszd szélességgel, igy a ¢ = \/2/2 valtozatot rola nevezték el. T6le
tuggetleniil alkotta meg BrRaUN az érinté (c = 1) valtozatot 1867-ben.

Bar meglehet&sen kellemes abrazolast ad, mégis rendkivil ritkan talalko-
zunk ezzel a leképezéssel. Alkalmazasa példaul id6zonatérképeken johetne
szOba, ahol nincs sziikség specidlis torzuldsi viszonyokra, de a meridian-
konvergenciat ki szeretnénk kiiszobolni.

Mint ahogy a perspektiv vetiileteknél altalaban, agy itt is elmondhato,
hogy elsédlegesen orosz nyelvii atlaszokban talalkozunk ilyen leképezések-
kel, vilagtérképre néha ¢, = +30° valasztassal is. Ferdetengelyl elhelyezés-
ben Szovjetunid abrazolasara is alkalmaztak kvaziperspektiv vetiileteket
(VILs. abra).
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VII. Perspektiv és teriilettarto hengervetiiletek

7,

a) Normalis

VIL.5. abra. GALL vetiilete



VII. Perspektiv és teriilettarto hengervetiiletek

Kovetkezo kvaziperspektiv vetiiletiinket tigy kapjuk meg, hogy a vetitési
kozéppontot az ortografikus vetiilethez hasonldan végtelen tavol helyez-
zuik. Ekkor a vetit6sugarak parhuzamosak. Legyen a henger érint6, azaz R
sugara (¢ = 1)! A VIIL.4. abran j6l lathat6 modon:

vy = Rsin¢
A vetulet torzulasai:
d
= %% =cos @
c 1

Cos@  Cos@

hk = 1, tehat teriilettart6 vetuletet kaptunk. Ez LamBERT hengervetulete
(1772). Vajon ez az egyetlen teriilettartd hengervetulet, vagy a nemperspek-
tiv vetiletek kozott talalunk még tovabbiakat is?
Vil.4. Terllettarté hengervetiilet

Kérdésunkre valaszul a hk = 1 egyenletet oldjuk meg:

1dy ¢ |
Rdgcosp

de = Jcos pdoe

=— d
. sm(p+

A d integracios konstans csak egy eltolas, igy figyelmen kivil hagyhato,
c pedig a hossztarto szélesség koszinusza. Ha a hossztarto szélesség o° (c =
= 1), akkor LamBerT hengervetuiletét kapjuk vissza, egyéb esetben azonban
tovabbi, nemperspektiv vetileteket kapunk megoldasnak. A torzulasok:

_1dy _cosg
“Rde ¢
c

cos @

A nem meglepd teruilettartas mellett leolvashato, hogy a +¢,, szélesség
torzulasmentes, mert itt h = k = 1. Az ilyen szélességeket a vetulet nor-
madlparallelkoreinek hivjuk. A pélusban h zérus, mig k végtelen nagy, tehat
a szogtorzulasok végtelen nagyok. BEHRMANN 1910-ben javasolta a ¢, =
= +30° (¢ = 4/3/2) valtozatot, ennek a teljes Foldre atlagolt szogtorzulasat a
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VII. Perspektiv és teriilettarto hengervetiiletek

lehetséges legkedvez&bbnek talalta a teriilettart6 hengervetiiletek kozott
(VIL.6. abra).

PETERS német torténész 1967-ben a ¢, = +45° (c = V/2/2) véltozatot
ajanlotta, amelyet GaLL—PEeTERS-Vetiilet néven ismertink. Ezzel a vetiilettel
ma is viszonylag gyakran talalkozunk, pedig szogtorzulasai zavaréan nagy
mértékiek.

Kulonbozé neveken szamtalan tovabbi terulettarté hengervetilet is is-
mert, amelyek csak a hossztart6 szélességben kulonboznek. Ezeket a ve-
tuleteket aktualis megalkotéjuk rendszerint sajat magardl nevezte el. A
terulettart6 hengervetiletek fokhal6zati képe a széle felé stirtisod6 fokha-
l6zatrol ismerhetd fel.

" A GaLL-PETERs-vetiilet tipikus példaja egy tjra meg Gjra feltting jelenségnek, amikor
vetiilettanhoz nem ért6 laikusok talaljak fol Gjra a kereket. A XX. szazadi amerikai
térképészetben gyakori volt, hogy a vilagtérképeket (legyen az iskolai atlasz vagy
falitérkép) a kovetkez§ el6adason ismertetett MERCATOR-Vetiiletben mutattak be. Ez
helytelen vetuletvalasztas, mert a magas szélességeken jelentds teriilettorzulast mu-
tat, mig a szogtartd tulajdonsag egy szobai hasznalatra szant térképnél nem szokott
elényos lenni. Ez nem jelenti azt, hogy ez a vetiilet 6nmagéaban rossz lenne, de inkabb
egy (segéd)egyenlitd kornyékét bemutatd, kozepes vagy nagy méretaranyu, terepi
hasznélatra szant térképen (pl. turistatérkép) tudjuk jol kihasznalni a szogtartasat.

PEeTERS azonban politikai tigyet kavart az egészbdl. Azt allitotta, hogy az imperia-
lista nagytSkés allamok szant szandékkal allitanak el6 olyan torzulasa térképeket,
amelyek a fejlett orszagokat tudatosan mutatjak be nagyobbnak, mint a szerencsét-
lenebb sorsu afrikai és dél-amerikai régiokat. PETERs azt allitotta, hogy a térképek
hazudnak, és csak az 6 abrazolasa mutatja be helyesen a Foldet. Demagog lobbija célt
ért, a szakma heves tiltakozasa ellenére elérte, hogy kiilonb6zé ENSZ-szervezetek
hivatalos térképeit az 6 vetiiletében szerkesszék.

Szakmai szempontbdl nézve Perers dllitasai finoman fogalmazva vitathatok. Az a
feltételezése, miszerint csak egy tertilettarto vetiilet mutathatja be helyesen a Foldet,
még hagyjan; de hogy az § vetiilete lett volna az elsé teriilettartd vetiilet a vilagon, az
mar nevetséges. Még az ltala terjesztett leképezést sem 6, hanem mar 1855-ben GarL
skot térképész talalta fol els6ként. A szogtorzulasok pedig éppen a fejlett régiok
45°-0s szélességénél csekélyek, mig az Egyenlité kornyékén talalhatd orszagokat
palacsintava lapitja, tehat pont ott a legnagyobb a torzulas, ahol PeTers allitasa
szerint kedvezni akar.

Sajnos a bulvarmédia a mai napig fol-folkapja ezt a témat, és mostanaban is lehet
»A térképek hazudnak nekiink” tipust irasokba botlani. Ennek kovetkeztében par
éve is jelent meg olyan cikk, miszerint Bostonban az iskoldkban koételezé jelleggel
GarL-PeTERS-vetlletben késziilt térképeken kell oktatni az iskoldkban, mert ez a
tisztességes az egykori gyarmatokkal szemben.
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VII. Perspektiv és teriilettarto hengervetiiletek

¢) GaLL—PETERS-vetiilet

VII.6. abra. Teriilettarto hengervetiiletek
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Nyolcadik eléadas

Tovabbi valodi hengervetuletek

VIll.1. Meridianban hossztarté hengervetiletek

Készitsiink merididanban hossztarté hengervetuletet (h = 1)!

1dy _
Rde ~

Jav- Rjdqo

y=Rp+d

A d integracids konstans szintén csak eltolast eredményez, ezért nem
vessziik figyelembe. A meridianban hossztartas okan h = 1, mig minden va-
16di hengervetiiletben k = c/cos ¢ (hiszen tovabbra is x = cRA). Tudva, hogy
¢ = cos @, konnyen belathato, hogy a +¢,, szélesség torzulasmentes, azaz
normalparallel (h =k = 1). A pdlusban k végtelen nagy, a normalparallelek
kozott egynél kisebb, azoktol tavolodva egyre nagyobb.

A vetiiletet ¢ = 1 (az Egyenlit6 torzulasmentes) valasztas esetén fokha-
l6zata alapjan négyzetes hengervetiiletnek (VIII.1. abra) nevezzik, és Era-
ToszTHENESZ nevéhez kotjuk. A legtobb térinformatikai szoftver ebben
a vettiiletben jeleniti meg az adatokat akkor, ha nem adunk meg vetiile-
tet. Vegyuk azonban észre, hogy ha nem adunk meg vetuletet, akkor a
koordinatakat a szoftver fokban értelmezi, mig ha kifejezetten a négyzetes
hengervetiiletet allitjuk be, akkor minden méterben lesz kifejezve.

A meridianban hossztart6 hengervetiiletnek ¢ megfelel6 megvalaszta-
saval mas hossztarto szélességet is kijelolhetunk. Ebben a formaban a
vetuletet MArINOsz alkalmazta el8szor, aki a Rhodosz szigetén atmend
szélességi kort valasztotta torzulasmentesnek.

Mivel k az Egyenlitére szimmetrikus minden valodi hengervetiiletben, és
a legtobb eddig megismert leképezésben h is rendelkezik ezzel a szimmetri-
aval, megallapithatjuk, hogy a valédi hengervetuletek torzulasi izovonalai
is legtobbszor az Egyenlitére szimmetrikusan futnak. Ebbdl kovetkezik,
hogy az Egyenlitére szimmetrikus, a mentén hosszan elnyul6 teriiletekre ezt
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VIII. Tovdbbi valodi hengervetiiletek
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b) Kedvezd torzuldsii (@, = £42°)

VIIIL.1. abra. Meridianban hossztarto hengervetiiletek

a vetiiletcsaladot érdemes alkalmazni. Ha a térképi tematika nem koveteli
meg sem a szogtartast, sem a teriilettartast, akkor érdemes ezt a vetiiletet
alkalmazni, mert GYORFFY bebizonyitotta, hogy egy Egyenlitére szimmetri-
kus gombov abrazolasara a valédi hengervetiiletek kozott a meridianban
hossztartonal kisebb torzulast nem létezik. Bar teljes Fold abrazolasara
valodi hengervetiilet valasztasa csak ritka esetekben szerencsés, Francura
belatta, hogy ebben az esetben a normalparallelkort nagyjabdl a +42°-o0s
szélességen érdemes folvenni a lehetd legkisebb torzulas érdekében.
Transzverzalis elhelyezésben:

x=CcR\ = cRar&tg (S:Lr;:\v = cRar&tg[-sin(A - A,) &g @]

Y= R(Z)\* = Rarcsin(cos @ sin 1)

Ebben az elhelyezésben és ¢ = 1 valasztassal Cassini-vetiilet néven is-
merjik a leképezést (VIII.2. abra), a neves francia geodéta 1745-ben irta
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VIII. Tovdbbi valodi hengervetiiletek

le. A segédegyenlité (egy bimeridian) kornyezetét kedvezd torzulasokkal

mutatja be, ezért foldgombok készitésénél a folkasirozand6 gombceikkeket
ebben a vetuletben készitették.

VIII.2. abra. Cassini vetiilete Amerikdra

VIIl.2. MERCATOR vetiilete
A szogtart6 valtozat (h =k):

1dy ¢
Rde cosg

1
de =cR Jcos o de

Y= chntg(45° + £)+ d
2
Az el6bbi szamitasban az 1/cos @ primitiv fliggvénye levezetés nélkul
lett behelyettesitve, ezért ezt ellenérizzuk visszaderivalassal!

o P\ _ 1 _
[mtefas+ £ = -

2tg(45° + %)cosz(45° + %)

1 1 1

2sin(45° + %)cos(45° + %) ) sin(9o°+¢)  cosg
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VIII. Tovdbbi valodi hengervetiiletek

Ez MEercartor vetulete (VIII.3. abra), eredeti nevén Kremer holland térké-
pész 1569-ben alkotta. A polusok képei a végtelenben vannak. A vetiilet az
Egyenlit6tdl tavolodva ritkulé parallelkoreirdl ismerhetd fol. JelentSségét
az adja, hogy a loxodromakat egyenesre képezi le. E miatt régen igen fontos
volt a navigacidoban: mivel a leképezés egyuttal szogtarto is, barmely két
pont kozott futd loxodroma azimutja kozvetleniil leolvashat6 réla.
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VIIIL.3. abra. MERCATOR-vetiilet

Azt hogy a loxodrémak képei egyenesek, igen egyszerti belatni. Az o =
= 0° azimuthoz tartozo specialis loxodromak meridianok, amelyek a valodi
hengervetiiletekben mindig egyenesek. A tobbi loxodroma a szogtartas
miatt minden meridiant a szog alatt metsz. Az a vonal, amely a parhuza-
mos egyenesseregként megjelend meridianokat konstans szog alatt metszi,
csakis egyenes lehet. Ezt akartuk bizonyitani.

Vizsgaljuk meg a vetulet torzulasait!

c
cos @

h=k=

A ¢ konstans a térképet kicsinyiti-nagyitja. ¢ = 1 esetén az Egyenlitd
torzulasmentes. A redukadlt valtozat (c < 1) a kedvezd torzulasu sav méretét

“BrzLAUB mar 1 511-ben készitett hasonld vetiiletet, azonban a kozelmult kartometriai
vizsgalatai alapjan ugy tlinik, mintha Erzraus inkdbb Braun vetiiletét talalta fol
joval korat megel6z8en, és valoban MErcaTORré az elsé szogtartd hengervetiilet.
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VIII. Tovdbbi valodi hengervetiiletek

novelheti, hiszen ekkor két torzulasmentes parallelkor keletkezik, kozottiik
hosszrovidilés, téluk kifelé hossznovekedés 1ép fol, de az egységtdl valo
eltérés kisebb, mint ¢ = 1 esetén. Ezt a vetiiletet is az Egyenlit6 mentén
hosszan elnyulo teriiletekre érdemes alkalmazni Csesisev tétele alapjan,
hiszen torzulasi izovonalai az Egyenlitével parhuzamosak.

A vetuletnek mas alakjat érdemes folirni az elforgatott fokhalozata esetek
kifejezésére:

*

S

(%*) _RIn 2sin2(45° —)

N

*

o

Y= chntg(45° +
2cosz(45 —)

SRS

%

er, (a5 ) reov{ag s 2 ini(as” ) -cov(ss” )
T ot st a57 e £ o fag o ) s (as L)
_ ﬁln 1 —cos(9o°+(p:; _ ﬁln 1+sing”

2 1+4co0s(90°+ @ 2 1-sing’
Ez azért kedvezd, mert sin ¢*-ra mar van képletiink, és azt egy az egyben
be tudjuk helyettesiteni. Tovabba élunk a A = arltgtg A" atalakitassal is. A
segédpolus ¢, szélessége helyett a segédegyenlits és segédkezdémeridian
@y szélességét fogjuk beirni. Mivel @ = 90° — ¢, ezért sin ¢, = cos @y és
cos @, = sin @r. Hogy ne fejjel lefelé jelenjen meg a térkép, sin A és cos A
elgjeleit meg kellett forditani (dbras magyarazat az alapszakos jegyzetben).

sin A

= R & t /\*: R &
¥=eRarcists crat gtg(psin(pk—cos/\cosq)k

ch 1 + SIN ¢ COS Pk — COS @ SIn Py cos A
=—In : :
Y=o —sin ¢ cos @y + cos @ sin @i cos A

Az inverz vetiileti egyenletek levezetése a C. fiiggelékben olvashato.

A transzverzalis MErcATOR-Vetlilet neve GAuss—ScHREIBER-vetlilet, bar
valdjaban ezt is LAMBERT vezette le els6ként. Ez meridian mentén fekvo
teriiletekre egy kedvezd torzulasa szogtartd vetilletnek szamit. Fokhal6zata

" Sajnos a vetiilettanban elterjedt a Mercator-vetiilet redukalt valtozatat siillyesz-
tett vagy metsz6 hengervetiiletnek, a torzulasmentes parallelkdroket metszési pa-
rallelkornek nevezni, azonban ez megtéveszt6, hiszen ez a vetiilet nem perspektiv,
levezetéséhez nem hasznaltunk sem metszd hengert, sem centralis vetitést, csupan
matekoztunk egy jot. Az azonban specialisan ennél a vetiiletnél véletlentl igaz, hogy
ha a térképet hengerpalast alakjaban dsszecsavarjuk és rahelyezzik a gombre, akkor
éppen azok a gombi parallelkordk lesznek torzuldsmentesek, ahol a hengerpalast
belemetsz a gombbe, de ez csak a matematika jatéka.
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VIII. Tovdbbi valodi hengervetiiletek

hasonlit a Cassini-vetiiletre, attdl ugy kiilonboztethetd meg, hogy Cassini
vetlletében a meridianok az Egyenlit6t egyenkozlien osztjak, mig a Gauss—
ScHrEIBER-Vetlletben az osztasok kozépmeridiantdl tavolodva fokozatosan
ritkulnak (VIIL.4. abra).

VIII.4. abra. GAuss—ScHREIBER-vetiilet az Atlanti-dcednra

VIIl.3. Ritkdbban eléfordulé hengervetiiletek

Bar MErcATOR vetllete nem igazan kedvez§ vilagtérképek szamara, még-
is tulzott hasznalatnak 6rvend a mai napig. Gondot okoz, hogy a pélusok
képe a végtelenben van, hiszen e miatt valamelyik szélességnél a vetiiletet
onkényesen le kell vagni. Igény mutatkozott olyan vetiiletekre, amelyek em-
lékeztetnek MERCATOR vetlletére, de a polusokat nem a végtelenbe képezik
bele.

Braun a kvaziperspektiv hengervetuletek kozott talalta azt a valtozatot,
amelynek fokuszpontja az Egyenlité sikjaban, a forgastengelytdl kétotod
foldsugarra talalhato. Ez a vettilet bar megjelenésében nagyon emlékeztet
MERCATOR vetiiletére, de azzal nem egyezik, hiszen nem szogtarto, és a
polus képe sem a végtelenben talalhat6. Ez a kutatas bemutatja, hogy
MERcATOR vetiilete perspektiv leképezésként valoban nem allithato eld.

" Bar ez a megallapités elég egyértelmiinek tiinik, sajnos mégsem az: Néhany éve jelent
meg példaul Németorszagban ,500. Geburt§tag Mercator” cimen egy po$tabélyeg,
amely ezt a leképezést kvaziperspektiv vetiiletnek mutatja be.
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VIII. Tovdbbi valodi hengervetiiletek

Valamivel nagyobb népszertiségnek orvend MILLER 1942-ben publikalt
vetiilete, amely a MErcaTor-vetiilet (c = 1) alkalmazasa el6tt a szélességet
négyotoddel szorozza, majd a leképezést kovetSen a fliggbleges koordinatat
ugyanennyivel osztja:
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VIII.5. abra. MiLLER-vetiilet

Ezzel a vetiilettel atlaszokban és falitérképeken, ritkan szoktunk talal-
kozni, altalanos torzulast, a MercaTor-vetilettel ellentétben a poélusok is
abrazolhatok benne (VIII.5. abra).
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Kilencedik el6adas

A forgasi ellipszoid
hengervetiletei

IX.1. Normalis elhelyezésli hengervetiiletek

Az ellipszoid alapfeliletti valodi hengervetiiletekben a merididnok osz-
taskozét el8ird c konstans mas alakban jelenik meg. Eszerint:

x=cA
Ennek megfelelSen a valodi hengervetiletek fokhal6zat menti torzulasai
a kovetkezdk:
)
- M(®)do

k=—_ ¢
" N(D)cos @

Azaz a +@,, szélességek akkor lesznek hossztartok, ha c = N(D,,)cos D,,.
A meridianban hossztarté hengervetiilet a h = 1 egyenlet megoldasabol
adodik:

]
y= JM((D)d(D

A terulettart6 hengervetulethez a hk = 1 egyenletet oldjuk meg, az in-
tegracids konstanst pedig elhagyhatjuk, mert az csak fuggdbleges eltolast
okoz:

21—e2( sin® 1 1—esinCD)

—a , ——1In .
y 1—e%sin’® 2 1+esin®

2¢
A szogtartd hengervetlilet esetén a h = k egyenlet megoldasaval kapott

fuggvényben az integracids konstans szintén elhagyhat6:

y= Cln[tg(45° + 2)(

1+esin®

1 —esincl))‘f/2
2
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IX. A forgasi ellipszoid hengervetiiletei

IX.2. A CASSINI-SOLDNER-Vvetllet

A CassiNI-SOLDNER-Vetlilet a Cassini-vetllet (transzverzalis négyzetes
hengervetiilet) altalanositasa forgasi ellipszoidra. A Cassini-vetiilet a ko-
zépmeridiannal egybeesd segédegyenlitében és a ra merdleges segédmeri-
dianokban hossztarto. Ezt akarjuk forgasi ellipszoidra tgy atiiltetni, hogy a
kozépmeridian maradjon hossztarto, a ra merdleges geodéziai vonalak képe
pedig legyen a kozépmeridianra merdleges egyenes, amelyek mentén szin-
tén hossztartas all fonn. Ezek a feltételek a forgasi ellipszoid legnagyobb
részén egyértelmiien definialjak a vetiiletet.

Ezt a leképezést SoLpner alkotta meg 1810-ben. Az els6 eurdpai topogra-
fiai térképezéseket a korszerii szogtarto vetiiletek elterjedése el6tt ebben a
vetuletben dolgoztak ki. A II. katonai felmérés vetilet nélkuli koordinatait
tobbé-kevésbé jol kozeliti. A koordinatak gyakorlati szamitasa torténhet
ellipszoidi geodéziai f6feladatok megoldasaval (lasd alapszakos jegyzet)
vagy MuGNIErR kis szamitasigényt kozelit6 sorfejtésével. Utobbi csak a ko-
zépmeridian sziik kornyezetében megbizhat6, de mivel jellemz8en amugy
is csak itt hasznalhato6 a vetulet, a térinformatikai szoftverek jellemz&en
ezt alkalmazzak.

IX.3. A Web Mercator

Az internetes térképszolgaltatok kedvelt vetiilete a Web Mercator. Milyen
vetllet idedlis egy nagyithato internetes térképnek?

— Akéarmelyik részletébe nagyitok bele, Eszak mindig folfelé nézzen.

Azaz legyen valodi hengervetilet.

— Akarmelyik részletet nézem, lokalisan ne legyen észreveheté torzulas.
A lokalisan hasonlésagi transzformaciot mutat6 térképek szogtartok,
tehat marad MErcaTor vetilete.

— Legyenek a leképezés egyenletei alacsony szamitasigénytek! A gom-
bi képletek kevesebb eréforrast igényelnek a szerveren, mint a joval
bonyolultabb ellipszoidi képletek.

Az elébbi feltételek miatt a gombi szogtartd valodi hengervetilet mellett
dontottek. Az ellipszoidi adatokat a lehetd legkevesebb szamitassal akartak
gombre vetiteni, ezért gombvetuletnek a Google gombvetiiletét (¢ = @
és A = A, lasd alapszakos jegyzet) valasztottak. Mivel ez a gombvetiilet
altalanos torzulasu, szigort értelemben a Web Mercator sem szogtartd
vetllet, de szogtorzulasa igen csekély (sehol nem éri el a fél fokot). Az

" Egy a kozépmeridiannal atellenes helyen fekvd kis teriileten ez a definici6 ellentmon-

dasos, de mivel ezt a vetiiletet tgysem fogjuk a kozépmeridiantdl nagy tavolsagra
alkalmazni, ez nem jelent gyakorlati problémat.
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IX. A forgasi ellipszoid hengervetiiletei

igazi szogtart6 hengervetiilet és a Web Mercator kozott az eltérés 10 km-es
nagysagrendd.

A vetuletet a 2005-ben indulé Google Maps alkalmazta els6ként, mara
gyakorlatilag szabvanyossa valt. Mivel vilagtérképnek a vetiilet alkalmat-
lan, Gjabban csak nagyobb nagyitasi szinten talalkozunk a Google Mapsben
vele, azonban a hattérben tovabbra is ebben a vetiiletben tarolja az adatokat,
és az alternativ térképszolgaltatok a mai napig ebben a vetiiletben jelenitik
meg vilagtérképeiket is.

IX.4. A GAuss—KRUGER-vetiilet

Készitstink olyan szogtarto vetiiletet, amelyik egy kivalasztott kozépme-
ridiant torzulasmentesen képez le, annak kornyezetét pedig csekély torzu-
lassal! Gomb alapfeliilet esetén a feladat egyszertien megoldhaté. Tudjuk,
hogy a MErcaTOR-Vetiilet szogtarto, és az Egyenlit6t torzulasmentesen ké-
pezi le. Forgassuk el a segéd-foldrajzikoordinatarendszert transzverzalis
elhelyezésbe, azaz a segédpolus essék az Egyenlitére! Ekkor a segédegyen-
lit6 a ségédpolustol +9o°-ra 1évs bimeridianra esik. A MErcaTOR-vetiiletet
a segédkoordinatakra alkalmazva ez a bimeridian torzulasmentes lesz, az
egész vetiilet pedig szogtarto, tehat a feladat megoldasa a GAUSS—SCHREIBER-
vetilet.

Nem ilyen egyszerl a helyzet a forgasi ellipszoidon. Mivel a fokhal6zat-
elforgatast gombon értelmeztiik, at kellene térniink egy gombvetiilettel a
gombre. Mivel a szogtartast szeretnénk megdrizni, kizardlag a szogtartod
gombvetiilet johetne szoba. Egy szogtarté gombvetuletbdl és egy transz-
verzalis MErcaTor-vetiiletbdl allo kettds leképezés ugyanakkor nem lenne
torzulasmentes a kozépmeridianban, hiszen a szogtarté gombvetiilet csak
egy kivalasztott szélességi kort tud torzulasmentesen leképezni. Tehat ki-
zarolag kozvetleniil a forgasi ellipszoidrol sikra képezd vetiilet lehet alkalmas
a feladatra.

Talan meglep&en hangzik, de ha egy szogtarto vettilet torzulasait egyetlen
tetszéleges sima gorbe mentén meghatarozom, az egyértelmiien definialja
a teljes vetiiletet. Jelen esetben a kozépmeridian hossztartasa van elze-
tesen meghatarozva, azaz ez és a szogtartas egyetlen vetiiletet definial. A
végeredményt ilyen alakban irhatjuk fol:"

x = Ag(@) + A, (D) (AA) + A (@)AA) +...

"Ennek oka mélyen az analizisben rejlik. Két komplex szdmokkal koordinatazott
vetiileti sik kozott kizardlag olyan fuggvény tud szogtartd leképezést létesiteni,
amely a komplex szamsik egy nyilt részhalmazan differencialhaté.

" A levezetés igen bonyolult, komplex szamsikon értelmezett elliptikus integrélok
sorba fejtésén alapul.
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p= A (@)AA+ A (P)AA) + Ay(@)AA) +...

Az elsé két tényezd képlete egyszertii:

Az A; (i = 2;3;...) tényezSk képletei rekurziv médon adddnak:

1 N(DP)cos®@ dA;_,

A= TTTM@) do

A vetiletet Gauss alkotta meg, mig a gyakorlati alkalmazashoz sziikséges
sorfejtést KRUGER szamolta végig 1912-ben, ezért ezt a leképezést Gauss—
KrUGer-vetiilet néven ismerjuk. A sorfejtés csak kis AA esetén konvergal,
a kozépmeridiantol tavol Lek elliptikus fuggvényeket tartalmazo képletei
alkalmazhatok. A népszer térinformatikai szoftverek sorfejtéssel szamol-
nak, ezért a leképezést csak a kozépmeridian kb. 10°-0s kornyezetében
tudjak helyesen megjeleniteni, ne bizzunk vakon a tavolabbi tartomanyok
képében!

A leképezés bar nagyon hasonlit a transzverzalis szogtart6 hengervetiilet-
re, valdjaban nem teljesen az. A szogtart6 hengervetilet példaul a gomb két
atellenes pontjat a végtelenbe képezi bele, a Gauss—KrtUGer-vetiilet ezzel
szemben a teljes ellipszoidot egy véges nagysagu alakzatban jeleniti meg
(IX.1. abra). Bar szigort matematikai szempontbodl ezt nem tehetnénk meg,
a szarmaztatas miatt mégis a hengervetiiletek csaladjaba szoktuk sorolni.

Ezt a leképezést a kozépmeridian sztik kornyezetének abrazolasara hasz-
naljuk. Topografiai célokra a —180°-0s ellenmeridiantdl kiindulva 6°-os
ellipszoidi kétszogekre, mas néven zondkra osztjuk a Foldet, amelyeket arab
szamokkal jelolunk.

A Varsdi Szerz8dés hivatalos vetiilete a Gauss—KRUGER vetiileti rendszer
volt. Alapfeliuletnek a Kraszovszkij-ellipszoid felhasznalasaval alkotott
S42 (mas néven Pulkovo) datumot valasztottak. Magyarorszagon a szovjet
megszallas kezdetétsl a NATO-csatlakozasig a katonai térképészet (rovid
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IX.1. abra. A WGS84 ellipszoid Gauss—KRUGER-vetiilete

ideig a polgari is) ezt a rendszert alkalmazta. A magyar készitést térképe-
ken az 1942. évi koordindta-rendszer megiras szerepel. Geodéziai célokra
tobb orszag is (tobbnyire Kelet-Eur6paban, de Ausztria, Németorszag és a
délszlav orszagok is) alkalmazza ezt a vetiiletet, azonban a kozépmeridi-
antol tavolodva a torzulasok gyorsan novekednek, ezért 2°-os vagy 3°-os
zonaszélesség hasznalataval is talalkozunk. Kissé mddositott valtozata a
brit és ir térképészet hivatalos vetiilete.

A masik nagy nemzetkozi szervezet, a NATO is kifejlesztett egy sajat
vetlleti rendszert, mely két vetuletfajtat alkalmaz: a d. sz. 80° és az é.
sz. 84° kozott az Univerzalis Transzverzdlis Mercatort (UTM), amely nem
MEercator-vetilet és a polusoknal az Univerzalis Poldris Sztereografikust
(UPS), amely nem sztereografikus leképezés (lasd VI.4. fejezet).

" A vetiilet bevezetése Magyarorszagon nem volt zokkendmentes: Az érkez szovjet
parancsnokok elvartak a honvédségtdl az orszagteriilet azonnali gyorsfelmérését és
térképezését Gauss—KrUGER-vetliletben. Amint a katonak atadtak az elsé szelvénye-
ket a Tiszahat térségérdl, a szovjetek azonnal megproébaltak osszeilleszteni a sajat,
Karpataljat abrazol6 térképiikkel, de a szelvények kb. 100 m hézaggal illeszkedtek!
Természetesen azonnal kitort a botrany, és a szovjetek szabotazzsal gyanusitottak
meg a magyarokat. Valésagban persze csak annyi tortént, hogy a szovjetek nem
mondtak meg, hogy mégis milyen alapfeliiletet hasznalnak. A magyarok a II. vilag-
haboru alatt mér alkalmaztak Gauss-KrUGer-vetiiletetet, mert a német hadsereg ezt
hasznalta valamennyi hadszinterén. A magyarok oOriiltek, hiszen az alappontokat
mar korabban atszamitottak ebbe a rendszerbe. Igen am, de a németek ekkor ezt a le-
képezést Besser-ellipszoidra definialtak RDN1g40 datummal! A szovjeteknek persze
utana magyarazkodhattak a Kraszovszky- és a BesseL-ellipszoid kozotti eltérésrél,
meg datumtranszformaciordl, az illetékes szovjet elvtarsak kivaléan értettek am
mindenhez... Maradjon ez a torténet emlékeztet6ul, hogy geodéziai datum nélkiil
sohasem teljes egy vetiilet megadasa!
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Az UTM-vetiilet valojaban a Gauss—KRrRUGER vetlileti rendszer képleteit
alkalmazza WGS84 ellipszoidra, de a kedvez6bb torzulasok érdekében egy
0,9996-szoros kicsinyitéssel. Ennek kovetkeztében a torzulasok kedvezgb-
ben oszlanak el: két, a kozépmerididnnal kozel parhuzamos vonal lesz
torzulasmentes, kozottuk hosszrovidiilés, azokon kivul hossznovekedés
tapasztalhatd. A dél-eur6pai és a skandinav allamok topografiai térképei
kivétel nélkiil ebben a vetuletben készulnek. A magyar katonai topografia a
NATO-csatlakozas ('go-es évek) Ota a 33-as és 34-es zonak UTM-vetiileteit
hasznalja, amelyeket a Veszprém kozelében halad6 18°-0s meridian hatarol.

IX.5. ROSENMUND és HOTINE vetliletei

A sztereografikus vetiilethez hasonloan MErcaTOR vetiiletét is gyakran
alkalmazzak ferdetengelyi elhelyezésben forgasi ellipszoid alapfeliilet-
tel. Kozvetlen ellipszoidrdl sikra képezé egyenletekkel nem rendelkeziink,
mert nem lehetséges ellipszoidi szogtarto vetiiletben egy altalanos geodézi-
ai vonalat hossztart6 egyenesként megjeleniteni. Ezért kett8s leképezéshez
folyamodunk.

A svajci RoseNMUND 1903-ban fejlesztette ki a kovetkezd vetiiletet: El-
s6 1épésben a forgasi ellipszoidrdl gombre képezett a Gauss-féle igen kis
torzulast szogtartoé gombvetiilettel. A hossztarto parallelkor a berni csillag-
vizsgalo szélessége. Masodik 1épésben a gombi ferdetengelyi MERCATOR-
vetiiletet alkalmazzuk (c = 1, azaz a segédegyenlit6 képe hossztarto), a se-
gédegyenlitd és a kezd6-segédmeridian gombi metszéspontja Gjfent a berni
csillagvizsgal6. A modern svajci topografiai vetiilet ett6l abban kulonbozik,
hogy aranyos kicsinyitést és a negativ koordinatak és a koordinatatengelyek
folcserélhet8sége ellen eltolasokat alkalmaznak. Mivel minden transzfor-
macio szogtartd volt, azok egymasutanja is szogtarto leképezés.

Ez a leképezés nagyon hasonlit az Egységes Orszdgos Vetiiletre (EOV),
amely:

— IUGG67-es ellipszoidon nyugvo HD72-es datumot hasznal.

— A Gauss-gombvetiilet hossztartd parallelkorének ellipszoidi szélessége

D, = 47°10’.

— A segédegyenlit gombi szélessége 47°6 .

— A hengervetiileti koordinatakat 0,999 93-del beszoroztak, igy két tor-
zulasmentes segédszélesség keletkezett. A torzulasok eloszlasa igy
kedvez8bb: a két torzuldsmentes vonal kozott hosszrovidulés, azokon
kivil hossznovekedés 1ép fol. A megkivant 1 : 10 ooo értéknél a hossz-
torzulas csak Torna és Zemplén kornyékén, valamint az Ormansagban
lett nagyobb.

— A koordinatatengelyek északkeleti tajékozastuak. A negativ el6jelek
elkeriilése érdekében déli iranyban 200 km-rel, nyugati iranyban
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650 km-rel el lettek tolva. Igy Magyarorszag teriiletén a fiiggéleges ko-
ordinatak 4oo km-nél kisebbek, a vizszintesek ett6l mindig nagyobbak
(IX.2. abra).

Az EOV Magyarorszag hivatalos vetiilete: A katonai topografiai és geo-
logiai térképek kivételével gyakorlatilag minden magyarorszagi térképi
adatbazis ezt a rendszert alkalmazza. Legfontosabb alkalmazasa az EOTR,
Egységes Orszdgos Térképrendszer, amely egy ebben a koordinata-rendszer-
ben készitett, Magyarorszag teljes teriiletét lefedd topografiai térképmd.
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IX.2. abra. Egységes Orszdgos Vetiilet

A népszert nyilt forrasa térinformatikai csomagok EOV-implementa-
cidja nem pontos, mert azt RoseNmuUND vetliletével kozeliti. Mint lattuk,
ennek egyetlen eltérése, hogy a Gauss-gomb hossztart6 parallelkore nem
paraméterezhet$, hanem az a segédegyenlits szélességével esik egybe. A
hiba cm-es nagysagrend.

HotiNE brit geodéta 1946-ban Gauss-gomb helyett egy retekhez hasonlo
alaku forgastestet (aposzféra) hasznalt kozbensé feluletnek a kettds szog-
tarto vetitéshez. Ez a felulet kon$tans szorzatgorbiiletd, azaz a retek és a
gomb kozott torzulasmentes vetiilet készithetd (I.1. fejezet). A vetiilet az
aposzféra és a sik kozott olyan szogtartd leképezést alkalmaz, amely az
aposzféra egy geodéziai vonalat hossztart6 egyenesre képezi le. HOTINE és
RosenMUND képletei elméletileg tokéletesen ugyanazt a vetiiletet adjak,
azonban az eltéré levezetés miatt HoTiNe vetiiletét masképp kell paraméte-
rezni. Ezt a vetuletet Malajzia abrazolasara dolgoztak ki, amely két ferde
geodéziai vonal mentén helyezkedik el. Ez a vetiilet is alkalmazhato az
EOV kozelitésére, ha RosenMUND vetliletét a szoftver nem tamogatja.
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Altalanos torzulast kapvetiiletek

X.1. Valédi kapvetiiletek

A valodi kiipvetiiletekben a meridianok képei egy pontba tart6 egyenesek,
a parallelkorok képei rajuk merdéleges, koncentrikus korivek. Az egyenko-
zliség miatt a merididnok altal bezart szog egyenes aranyban van a hosz-
szusagkulonbséggel. E miatt a valodi kapvetiiletek a valodi sikvetuletektdl
csak abban kiilonboznek, hogy a polarszog nA (X.1. abra). A meridianok
képeinek hajlasszogét szabalyozo6 o < n < 1 sugdrhajlds mellett tovabbra is
szabadon valaszthatjuk meg a szigortian monoton nové p sugarfiiggvényt.
A polarkoordinatak és a derékszogtiek kozti atszamitas:
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X.1. abra. Poldrkoordindtdk valodi kiipvetiiletekben
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X. Altaldnos torzuldsii kiipvetiiletek

A valédi kupvetiilet poluspontos, ha p = o helyen p = o, egyébként pdlusvo-
nalas. A fokhalézat menti torzulasok szamitasa soran hasznaljuk az V.1. fe-
jezetben talalt 6sszefiiggést, amely szerint dp/dg = —dp/dp:

o (3—;)2+(3—;) ) \/(_j_g)zsinz(n/\H(—g—g)zcosz(n/\) _i%
R

R ~ Rdp

(g)ﬁ(a_yf
A M) \JoPn®cos?(nd) +p>n’sin*(nd)  on

k= = =
Rcos ¢ Rsinfp Rsinfp

X.2. Perspektiv kapvetiilet

A perspektiv kupvetuletek levezetéséhez tekintsiik a X.2. abrat! Jeloljiik a
kup nyilasszogének felét e-nal! Ekkor lathatd, hogy a parallelkorok képének
kiterités el6tti sugara a p atfogdju derékszogl haromszogbdl psine. Azaz
a kuppalédston a parallelkor képének keriilete 2mpsine. A kuppalastot
kiteritve a korivvé képezett szélességi kor sugara p lesz, nyildsszoge pedig
n2m. Mivel a kippalast kiteritése izometria, a koriv ugyanolyan hosszu,
mint az eredeti 0sszecsavart kupfeluleti kor kertuilete volt:

n2Tp = 2MPSsin e
n=sin¢

A perspektiv kupvetiletekben tehat az n sugarhajlas szemléletes jelenté-
se a kup fél nyilasszogének szinusza.

X.2. abra. Perspektiv kiipvetiiletek elve

Legyen szokas szerint a fokuszpont a gomb kozéppontjatol f R tavolsag-
ra, mig a kup csucsat helyezzuk a fékuszponttol cR tavolsagra! A piros
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X. Altaldnos torzuldsii kiipvetiiletek

kapoccsal jelzett tavolsag és a p atfogdju derékszogil haromszog fliggbleges
befogoja (pcos€) egytitt éppen cR-et ad ki, amelybdl a kapoccsal kiemelt
tavolsag magatol értet6dden cR — pcose. A két piros atfogdhoz tartozo
derékszogli haromszog hasonlo, oldalaik aranya egymassal megegyezik:

psine  cR—pcose
Rsinf  R(f +cosp)

sin¢ cose B c
Rsin i R(f +cosp) 0= f+cosp
fsine+sinecosf+cosesin c
RsinB(f +cos ) p_f+cosﬁ
cRsin
0

- fsine +sin(e + p)

A perspektiv kupvetiletek még a perspektiv hengervetiileteknél is rit-
kabbak. Ennek oka, hogy altalanos torzulasaak (h # k és hk = 1), torzulasaik
igen kedvezétlenek (X.3. dbra). A perspektiv kiipvetiiletek poluspontosak,
egyetlen hasznuk, hogy érint6 elhelyezésti valtozataik a jovo félévben a
polikénikus vetiiletek szerkesztésének alapjat fogjak biztositani.'

Tekintstuk a X.4. abrat! A derékszogti haromszog két hegyesszoge egy-
masnak potszogei, ezért € = 9o° — f8,,. Tovabba f,, tangensét folirva az érintd
szélesség p, sugara is szamithato:

0n = Rtg B,
n=sine = cos f3,

A fokhalézat menti hossztorzulasok felirasa utan belathatd, hogy az
érintd parallelkoron h = k = 1, azaz az érintd szélesség torzulasmentes. |
Meglep6 modon azt fogjuk tapasztalni, hogy ez a harom tulajdonsag az egy
parallelkorben hossztartéo nemperspektiv kapvetiileteknél is visszakoszon.

"Kivéve az f = —1 esetet.

" A valédi hengervetiiletekhez hasonléan a valédi kiipvetiiletek kozott is talalunk kva-
ziperspektiv vetiileteket. Ezekben a vetitési kozéppont azon a félegyenesen talalhato,
amely merdleges a kup alkotdjara és dtmegy a gomb kozéppontjan. A gomb étellenes
pontjabdl vetithetiink példaul a sztereografikus vetiilethez hasonlé médon, mig vég-
telen tavolbdl parhuzamos vetitdsugarakkal az ortografikus vetiiletre emlékeztetve.
(Ez utébbi nem azonos a parallelkorben hossztarté kupvetiilettel, mert a parhuzamos
vetitésugarak ezuattal nem fiigg6legesek, hanem ferdék!) A kvaziperspektiv kupvetii-
letek pdlusvonalasak, specialis torzulasa nincsen kozottuk, ezért gyakorlati hasznuk
ezeknek a vetuleteknek sincs.

" Ez nem triviélis allitas, metsz6 perspektiv kapvetiileteknél a metszd szélességekre
nem is igaz.
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X. Altaldnos torzuldsii kiipvetiiletek

X.4. abra. Erint perspektiv kiipvetiilet

X.3. Parallelkérben hossztart6 kapvetiilet

Helyezzuk a vetités kozéppontjat végtelen tavol, azaz legyenek vetit6-
sugarak parhuzamos fuggoleges egyenesek! Ekkor f — oo és ¢ — o0. A
sugarfiiggvény nevezdjében a végtelen nagy szamhoz hidba adunk sin(e +
+ p)-t, az elhanyagolhat6. Mivel f és c egyforman végtelen, lehet velik
egyszerUsiteni. A kup fuggdleges elhelyezése a parhuzamos vetités miatt
nem valtoztatja a vettilet képét, ezért az altalanossag foladasa nélkul érint6
elhelyezéstinek tekinthetjiik. Ekkor alkalmazva a sin¢ = cos f8,, 0sszefiig-
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X. Altaldnos torzuldsii kiipvetiiletek

_ Rsinf
~ cosf,
n =cos p,
1dp  cosp
~RdB  cosp,
po 0o Rsin cos B, _
Rsinf  cosp,Rsinf

Mivel k = 1, a vetulet parallelkorben hossztart6. Félgombnél nagyobb
teruilet dbrazolasara alkalmatlan. Az elméleti érdekességen felul gyakorlati
haszna nincs (X.5. abra).

X.5. abra. Parallelkorben hossztarto kiipvetiilet

X.4. DE LIsLE vetiilete

A nemperspektiv kapvetuletek kozul a meridianban hossztart6 (h = 1)
kapvetulet levezetése egyszerii:

1do_

Rdp
Jdp:RJdﬁ
0=RB+Rd

A d integracids konstans a polusvonal sugarat jellemzi, és a két paraméter
(n;d) egy vagy két hossztarté parallelkort enged meg. Legyen 8, és f,
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X. Altaldnos torzuldsii kiipvetiiletek

hossztartd! Erre a két parallelkorre a k = 1 egyenletet folirva:

R(fﬂ\llz +d)n
“Rsing,,

Azaz

n(ﬁ: +d) =sinp,
n(/ﬂA2 +d) =sinf3,

A két egyenletet egymasbdl kivonva:

n(ﬁ: - /52) =sinf, —sinf,
. sin[i1 - sin B
ﬁ1 - /32

A két egyenletet egymassal elosztva:

B, +d _sinf,

ﬁz +d Sin/j2

(ﬁ: + d)sinﬁ2 = (B: + d)sin/)’1
B; sin 3, — /Z sinf, =d(sinp, —sinp,)

_ B.sinf, — B, sin B,

sinf, —sin f,

Vegytik észre, hogy a hossztarto szélességeken k = 1, mig mindenutt h = 1,
azaz a hossztart6 szélességek egyuttal torzulasmentes normalparallelkorok
(h=k =1). A tovabbi szélességeken:

. on _(B\+d)n
" Rsinf~ sinf

Fonti képletbe = o helyettesités mellett megkapjuk, hogy a torzulas a
polusban végtelen. Kivétel, ha d = o (a vetulet poluspontos), mert ekkor
B/sin B tipusu hatarértéket kapunk, amely 1-hez tart, igy k = n. A déli
poOlusban (p = 180°) a kifejezés szintén végtelenbe divergal, tehat valahol
k-nak sziikségszerien minimuma van, és a pélusok felé novekszik. Ha két
hossztart6 parallelkorunk van, akkor ebbdl kovetkezéen kozottuk k < 1,
mig tolik kifelé k > 1.
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X. Altaldnos torzuldsii kiipvetiiletek

A leképezést pe L'IsLE vetiiletének nevezzik (X.6. abra), bar nem & volt
az els6 alkalmazéja. Ez a leképezés szélességi kor mentén fekvé teruletre
a legkedvezd&bb torzulasu vetuletek kozé tartozik (torzulasi izovonalai a
szélességi korok mentén futnak), ennél kedvez8bb torzulasu kapvetiiletet
a szamitasok bonyolultsaga miatt nem éri meg alkalmazni. A vetiilet a
meridianok egyenletes osztaskozérdl ismerhetd fel. Leginkabb kozepes szé-
lességeken fekv{ teruletekre alkalmazzak, de elméletileg semmi akadalya,
hogy a két hossztart6 parallelkor kiilonbozé féltekén legyen. A hossztartod
parallelkoroket tigy érdemes folvenni, hogy azok inkabb a teriilet széleihez,
mint a kozepéhez essenek kozel.

A vetilet specialis eseteit kapjuk g, , kiilonleges megvalasztasaval. Ha

B, = 0, azaz a pdélusban vessziik fol, akkor az egyenletekbe visszahelyette-
sitve:

_sinf;—o _sinf,

n=— =
131_0 /31

_ Bo-—osinf,
~ sinff;—o

fgy tehat poluspontos kapvetiiletet kapunk. Erdekes médon ezzel egy-
idében a pdlus nem lesz ettdl torzulasmentes: bar h = 1, de k = n adodott
a poluspontban. Az ebbdl ad6do6 szogtorzulas szabad szemmel latszik: a
meridianok nem a valods szogeket zarjak be a péluspontban.

a) DEL

X.6. abra. Meridianban hossztarto kiipvetiiletek

‘IsLE-vetiilet
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X. Altaldnos torzuldsii kiipvetiiletek

¢) ProLemarosz I. vetiilete

X.6. abra. (folytatds)
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X. Altaldnos torzuldsii kiipvetiiletek

Vizsgaljuk meg azt a valtozatot, ahol a két hossztart6 parallelkor egybe-
esik (B, = B, = B,,)- Mivel a kozvetlen behelyettesités o/o alakt osztasokra
vezet, ezért csak f8, helyére irunk §,-t, f; helyére atmenetileg g, + AB-t
helyettesitiunk, majd Ap-val nullahoz tartunk, és alkalmazzuk a L'HoOPITAL-
szabalyt:

0= Lim sin(B,, + Ap) —sin 8, ~ im cos(B, +ApB) ~ cosf,

Ap—o (//5;4_@)_@ Ap—o 1

. (Bu+AB)sinp, — B,sin(B, + Ap)
d= Aléri}o sin(B,, + Ap) —sin 8, -

L sinﬁn—@cos(/}n+Aﬂ)
B Alfljr—r>10 cos(B, + Ap)

:tgﬁn_/;;l

El6bbi képletekbdl latszik, hogy az érintd perspektiv kupvetiletekhez
hasonldéan a hossztart6 szélesség sugara éppen Rtgp, és a sugarhajlas is
cos B,. Ezt a leképezé§t ProLEmatosz I. vetiiletének hivjuk.

Ha mindkét hossztart6 parallelkorrel a pdlusba tartunk (f,, = o), akkor a
fenti képletekbdl n = 1 és d = o, azaz p = RB adddik, tehat Poster sikvetiile-
tét kapjuk, amelyben a pélus mar valdoban torzulasmentes.

Izgalmas megvizsgalni a f, = 180° — 3, esetet. Ekkor n = o adddik, azaz
a meridianok képei parhuzamosak. Emellett (mivel d nevezdje nulla, mig
szamlaloja nem nulla) d — oo, azaz a parallelkorok végtelen sugaruak,
tehat parhuzamos egyenesek. Végs6 soron a meridianban hossztarté valodi
hengervetiiletet kaptuk meg. Ez mutatja, hogy a kupvetuletek atmenetet
képeznek a sik- és hengervetiiletek kozott.

" A térképtudomanyt megalapozé II. szdzadban irt Geografika cimt mtivében talalko-
zunk ezzel a vetiilettel.
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Tizenegyedik el8adas

Specialis torzulasa kapvetiiletek

Xl.1. ALBERS vetllete

El6szor a tertilettartd (hk = 1) kupvetiletet szamitjuk. Az integracids
konstans legyen R?/n+ R*d/2n alak!

1de_en _

RdB Rsinf
dep_R— sinfdp
0> R R* R%d

n
2 B 2d

02:—(—2coszé+2sm2ﬂ+2coszﬁ+25m /+—
n 2 2 2

/3

— 2
0= \/% 4sin

A d kon$tans a polusvonal sugarat hatarozza meg, hiszen g = o helyette-
sités esetén p = RVd/n. n és d megfeleld beallitassal egy vagy két tetszolege—
sen valasztott szélességi kor mentén teszi lehet6vé a hossztartast. Legyen a
két hossztartd szélességunk 3, és ,! Ezeken a szélességeken k = 1, tehat
k* = 1. p* képletét nem a végleges megoldasbol, hanem a fonti levezetés
harmadik sorabol veszem.

p2n2
R2 fn2 =1
sin” 3, ,
R? R> R*d .
2| ——cos By, + —+—|n* =R?sin’ B, ,
n n 2n ’

" A szakirodalom a két parallelkorben hossztarté ktpvetiileteket gyakran metsz6 vagy
siillyesztett kiipvetiiletnek hivja, és gyonyorti abrakat talalunk a gombot két helyen
metsz6 kuprol. Ez igen szemléletes magyarazat, csak egy hibdja van: nem igaz. Az
ilyen kupvetiileteket kippalastta dsszecsavarva véletleniil sem oda fognak esni a
torzulasmentes szélességek, ahol a kiip metszi a gombot.
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XI. Specidlis torzulasi kiipvetiiletek

Azaz R?-tel vald egyszer(sités utan:

n(2—-2cos B, +d) =sin’ g,
n(2—2cos B, +d) =sin’ B,

A két egyenletet egymasbdl kivonva:

n(2cos B, —2cos B,) =sin’ B, —sin” 3,
1-cos” B, —1+cos’ B,
2(cos B, —cos ;)

(cos B, +cos B, )(cos B, —cosf,)  cosf, +cosp,
2(cos B, —cos ;) B 2

n=

Az egyenletrendszer elsé egyenlete:

n(2—2cosB,)+nd =sin® B,
2(1 —cos B, )(cos B, +cos B,)

nd =sin’ g, — 2

Miel6tt tovabb szamolnank, vegyiik észre, hogy:

cos f8 :Cos2é—sin2ﬁ:coszﬁ+sin2é—sin2ﬁ—sinzﬁ:1—2sin2é
2 2 2 2 2 2 2

fgy mar konnyen kijon a végeredmény:

_ sin® B, — (1 —cos B,)(cos B, + cos B,) _
n

d

~ sin® B; — (1 —cos/ﬁl)(1 —2sin2ﬂj+1 —2sin2%)

n

. 5 _ _ .2[5_1 _.2/3_1_.2[5_2
_sm ﬂl 2(1 1+2sIn 2)(1 Sin > Sin >

n
2B 062 B _ i sin? Bifcos? B _gin2 B2
_ 4sin® Bcos® B —gsin® B(cos® B —sin® )
n
;2B 2 B 2 B -2 f . .
_ 4sin ;l(cos Bt —cos® 2t +sin* 2 _4sm2%sm2%
n n

84



XI. Specidlis torzuldsii kiipvetiiletek

Ezt a leképezést ALBers kupvetiiletének (XI.1. abra) nevezziuk. Bar mar
1805-ben publikalta a vetiletet, egészen a XX. szazad kozepéig alig talalko-
zunk vele. Népszer(isége jelenleg felivelsben van, kiilonosen az USA-ban
kedvelik. Vizsgaljuk meg a torzulasokat!

h—ldp— %sinécosé sin B

Rdp 24/n 4sin2§+d \n 4sin2§+d
on__ N\n

k= Rsinf ~ sinp

4sin2é+d
2

A két hossztarto parallelkor ezuttal is normalparallel, mert itt k = 1 és
a teriilettartas okan h = 1/k = 1. A pdlusokban h szamlaldja és k nevezgje
nulla, ezért el6bbi nullahoz, utébbi végtelenhez tart. Ismét kivétel ad = o
eset, mert ekkor 2sin f/2-vel lehet egyszertsiteni, igy az északi pélusban
h = 1/y/n és k = \/n adddik. Ettdl a poluspontos esettdl eltekintve beléthato,
hogy mivel a pélusokban k végtelen nagy, és a vetiiletnek két normalpa-
rallelkore van, ezért a normalparallelkoroktdl kifelé h <1 és k > 1, tehat a
vetiilet a kelet-nyugati iranyban nyujt. Ezzel szemben a két normalparallel
kozott h > 1 és k < 1, tehat itt a nyujtas észak—dél iranyu. Ez segit a vetiilet
folismerésében: a térkép kozepén a szélességi korok ritkabban osztjak a
hosszuisagi koroket, mint a térkép aljanal és tetejénél.

a) ALBEers-vetiilet

XI.1. abra. Teriilettarto kiipvetiiletek
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.
AR
!

WL Ry
g W

b) ALBers-vetiilet Ausztrdlidra

¢) LaMBerT-kiipvetiilet

XI.1. abra. (folytatas)
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XI. Specidlis torzulasi kiipvetiiletek

Ezuttal is érdekesek lesznek a specialis esetek. Ha 8, = o, azaz a pélusban
van, akkor:

2B _gin? B 4 gin2 Be 2 by
:cosﬂ1+1 cos” 5- —sin” oF +in” 5 +cos” 5 , Bi

= =COoSs™ —
2 2

: 2/371
4s81m- == -0
=—= =0
n

n

Ezt a poluspontos (d = o) terulettarté kupvetiiletet LAMBERT kuipvetii-
letének nevezzik, és mar 1772 Ota ismert. Varakozasunkkal ellentétben
nincs torzulasmentesség a poluspontban, mert h = 1/+/n és k = \/n, tehat
szogtorzulas van jelen. Ez logikus, hiszen a meridianok képei nem tudnak
valos szogiikkel a pdlusba érkezni.

Készitsiink most olyan poélusvonalas teriilettartd kupvetiiletet, amelynek
csak egyetlen hossztart6 parallelkore van! Ez egyszertien kivitelezhet6 a
B: = B> = B helyettesitéssel, ezuttal hataratmenetet sem kell szamolni:

_ cos B, +cos B,

=cos
2 P
_ 4sin® /32—’1s.in2 % _ 4sin* /32—”
n cos B,

Visszahelyettesitéssel és kell6 mennyiségti trigonometrikus azonossag
alkalmazasaval belathatd, hogy a normalparallelkor sugara ezuttal is mar
egyre kevésbé meglepé modon Rtg f,, lett.

Ha mindkét normalparallelt a pélusba helyezziik (B, = o), akkor a fenti
képletek eredménye n = 1 és d = o, vagyis Lamserr sikvetiiletét kapjuk. Ha
B, =180°—f,, akkor n =0 és d — oo adddik, igy a terulettartd hengervetu-
letek csaladjaba kapunk hataratmenetet.

Xl.2. LAMBERT-GAUSSs-vetllet

Mar csak a szogtartd valtozat (h = k) maradt hatra. A levezetés soran az
integracids konstans Ind + In R lesz.

1do__onm
Rdp  Rsinp

Joao=n ]G

lnp:nlntg§+lnd+lnR

nP

2

o =dRtg
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XI. Specidlis torzulasi kiipvetiiletek

Ad parameter ezuttal kicsinyités-nagyitast jeldl, a vetiilet mindenképp
péluspontos. A déli pélus kepe a végtelenben van. Ezuttal is két hossztarto
szélességet lehet beallitani n és d megfelel6 megvalasztasaval. Legyen 8, és
B, hossztarto! Itt legyen k = 1! Ebbdl:

on_ _
Rsinf, ,
ndRtg" % =Rsinf, ,
fgy tehat:
ndtg" ﬁ— =sinf,
ndtg" & =sinp,
A két egyenletet egymassal elosztva:
tg" o £ _sinp,
tg" 2 B: ~ sin B

(lntg P lntg%) =Insin B, —Insinp,

_Insin g, —Insinp,
- By B2

IntgS- —Intg =

d nem hozhato ilyen szép alakra, de a két egyenlet barmelyikébdl kifejez-
hetd: ) )
g Sin B _ sinf,
n ﬁ1 n Igz

ntg ntg

A leképezés neve LAMBERT—GAUSS—kupvetulet (XI.2. abra), LAMBERT tob-
bi vetiiletéhez hasonléan ez is 1772-ben jelent meg. Mivel eleinte kevés
figyelmet kapott, szerz&sége sokaig ismeretlen maradt, tobb vetiilettanasz,
koztuk Gauss is megalkotta t6le fliggetlenul. Hogyan alakulnak a vetulet
torzulasai?

_1dp _dntg"’ ﬁ nd
RdB ~ 5cos? ﬁ 2sin* ™" g cos' ™" /2—%
on nd tg” ﬁ 3 nd

Rsinf  ,sin g cosé 2sin*™" gcos”” g

“Pélusvonalas szogtartd vettilet altalaban sem létezik, hacsak a végtelen tavolba
képezett p6lust nem tekintjiik pélusvonalnak.
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R

b) KRovAk-vetiilet

XI.2. abra. Szogtarto kiipvetiiletek
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XI. Specidlis torzulasi kiipvetiiletek

Erdekesség, hogy az Eszaki-sarkon a leképezés nem szdgtartd, hiszen a
hossztsagi korok nem valds szogeikben talalkoznak. Latszik a képletbdl,
hogy mindkét polusban h = k — o0, azaz a torzulasok végtelen nagyok.
Mivel a két pdlus kozott véges nagysaguak, valahol minimuma van a két
hossztart6 parallelkor kozott. Igy a két hossztartd szélesség kozott h =
=k < 1, t6luk tavolodva h = k > 1. Ez segit a vetllet felismerésében: a
térkép kozepén a szélességi korok képei a hossztusagi korok képeit stirtibben
osztjak, mint a térkép északi és déli szélénél. A hossztarto szélességek most
is normalparallelkorok: ha k = 1, akkor h =k = 1.

Mi torténik, ha g, = B, = B,? Az osztas igy n képletében nem végezhet6 el,
igy tjfent a B, = B, +Ap trukkhoz nyulunk, ahogy A — o. Ismét L'HoPITAL-
szaballyal szamithatjuk ki a hatarértéket!

Insin(B, + Ap)—Insinf,

n= lim
Ap=o Intg w —Intg %
cos(B,+ApB)
. in(B,+A &
_ Allm s1n(ﬁ1+ B) _ %ﬁn = cos f,
fo 2tg L’:Aﬁ cos? L”:Aﬁ 2sin %” cos /%”

Tovabbra is érvényes, hogy:

_ sinf,
d — 5

2

- ntg

Ha mar egyszer n = cos f,,, akkor az is igaz, hogy a normalparallelkor
sugara Rtg f8,? Ha visszahelyettesitiink a sugarfiiggvénybe, akkor valoban
ez fog kijonni.

Mivel d csak egy atméretezés, ezért barmelyik két parallelkorben hossz-
tart6 valtozat megkaphatd az azonos sugarhajlasa egy parallelkorben hossz-
tarto vetiilet kicsinyitésével. Ezért a térinformatikai gyakorlatban el6fordul,

" A szdgtarté vetiiletek érdekes tulajdonsaga a szingularitds. A komplex szamok anali-
zisébdl ismert, hogy egy leképezés akkor és csak akkor szogtarto, ha az 6t leir6 C — C
(komplex) fliggvény differencialhat6. Azonban a vetiiletekben sziikségszertien je-
lennek meg szakadasok, igy fiiggvényiink itt nem folytonos, tehat differencialhaté
sem lehet. Ezért a leképezés a vetileti szakadasok végpontjain (ettdl fiiggetlentil
néha mashol is, de ekkor is csak izolalt pontokban) mindenképp szingularis, nem
differencialhaté. A szdgtarto vetiiletek haromféle szingularitast mutatnak:

A pont képe lehet a végtelenben, a szogtartas ilyenkor nem értelmezhet6 (példaul a
Déli-sark a sztereografikus vetiiletben). Lehet, hogy a pontban a torzulasok végtelen
nagyok (I — oo vagy igen ritkan [ = o), a szogtartas ebben az egy pontban elvész (lasd
az Eszaki-sark a moét targyalt vetiiletben). Ritka eset, hogy a pontba tarté egyik vonal
torés nélkil kettéagazik, ilyenkor a szogtartas megmarad (a IX.1. abrara lapozva a
Gauss—KruGer-vetiilet képén talal olyan pontokat, ahol az Egyenlit6 képe elagazik).
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XI. Specidlis torzulasi kiipvetiiletek

hogy nem a két hossztarto szélességgel, hanem egy szélességgel és egy ki-
csinyitési tényezdvel paraméterezziik a vetiiletet.

A szogtart6 kupvetiiletet elészeretettel alkalmazza a nemzetkozi repiui-
lés, mert szogtartasa mellett a 3000 km-nél rovidebb ortodromakat kozel
egyenes vonalakként jeleniti meg. A World Aeronautical Chart (WAC) is
ennek ellipszoidi valtozatat alkalmazza WGS84 datumra, de a legtobb 1é-
gi navigacios térkép ebben a vetiiletben készul Magyarorszagon is. Tobb
kulfoldi orszagban, kiilonosen a francia kulturkorben, topografiai térképek
vetiiletének is hasznaljak. Kozepes szélességeken, szélességi kor mentén
elnyul6 teriletekre érdemes hasznalni, mert torzulasi izovonalai korivek.

Csehorszagban és Szlovakiaban kettds leképezéssel ferdetengelyti elhe-
lyezésben alkalmazzak még ezt a vetiiletet KkovAk-vetiilet néven. Ennek
oka, hogy a korabeli Csehszlovakia (a mai Csehorszag, Szlovakia és Kar-
patalja) ivelt alakt volt. Olyan vetiiletet kereStek, amely ezt az alakzatot
kovets torzulasi izovonalakkal rendelkezik. Igy esett erre a vetiiletre a
valasztas. Mivel a teriilet nem szélességi kor mentén fekszik, hanem elfor-
dulva, fokhaldzat-elforgatasra van sziikség. Ezt a szokasos modon, kettds
leképezéssel oldottak meg. A Besser-ellipszoidrdl szogtartd gombvetuletet
alkalmazunk, majd a fokhaloézatot elforgatjuk Ggy, hogy a segédpdlus Hel-
sinki kozelébe essék. A szogtart6 kupvetiiletet egy f,, segédszélességgel és
egy aranyos kicsinyitéssel (pontos szamértékek az alapszakos jegyzetben)
jellemezziik, igy az orszag teriiletén a torzulasok a geodéziai kovetelme-
nyeknek majdnem mindentutt megfelelnek. Hasonlo vetiiletet alkalmaztak
nemzeti atlaszukban a kifli alaka Japan abrazolasara.

Mi torténik, ha az egyik normalparallelkorrel a pdlusba tartok (g, —
0)? Ekkor a nulla logaritmusainak hanyadosat legy6zendd, f,-vel mint
fuggetlen valtozéval a L'HOPITAL szabalyt ismételjuk:

cos B,
sin f3,

0= lim Insin g, —Insin g,  lim
po—o lntg/i—l—lntg'i—2 pa—o

= lim cosf, =1
Ba B>—o

a otg %2 cos® 22

A korabbi tapasztalatokkal ellentétben nem poéluspontos kapvetiiletet
kaptunk (hiszen a szogtart6 kupvetulet eddig is péluspontos volt), hanem
elég volt az egyik normalparallelkort a pdlusba helyezni, hogy sikvetuletet
(n = 1) kapjunk. De nem igy a jogos? Hiszen a teriilettart6 és a meridi-
anban hossztart6 sikvetiilettel ellentétben a sztereografikus vetiiletnek
valaszthattunk egy normélparallelkort, ahol torzuldsmentesség volt. Igy
ha a kupvetulet egyik normalparallelkorét a pélusba helyezem, a masik
parallelkor lesz a sztereografikus vetiilet metsz6 szélessége. A polusban
értelemszertien ilyenkor helyredll a szogtartas, de a teriilettartas elvész,
mert a sztereografikus vetulet csak a normalparallelkorén torzulasmentes.
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XI. Specidlis torzulasi kiipvetiiletek

A masik hataratmenet a $, = 180° — f8,, amely mar egyszerii behelyettesi-
téssel n = o-ra, azaz a MErcATOR-Vetluletre vezet.

Xl.3. Az ellipszoid kapvetiiletei

A valodi kupvetiiletek fokhalozat menti torzulasai ellipszoid alapfeliile-
ten a kovetezSképp alakulnak:

L _de
M(D) dD
k=—2t"

- N(®)cos @

A meridianban hossztarté kapvetiilet a h = 1 egyenlet megoldasabdl
szarmazik (d egy integracios konstans):

@
po=d+ fM(@)dcp
90°

A tertlettartd kapvetulethez a hk = 1 egyenletet kell megoldanunk:

p_a‘\/1—e2\/d_ sin @ 11 1+esin®
O n

A szogtarto kupvetuletet a h = k egyenlet megoldasaval kapjuk:

—> 57— In .
1—-¢e’>sin*® 2 1-—esin®

@)(1 -i-esinCD)”E/2

0= dtg”(45° -—

2 \1—esin®

A kon$tansok kifejezése a két normalparallelkorbdl hosszadalmas
képletekre vezet, de az egy hossztartd szélességgel rendelkezé valtoza-

toknal a gombhoz hasonléan n = sin®,;, és a normalszélesség sugara is
N(D,)&gD,,.
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Tizenkettedik eléadas

Alkalmazott vetillettan

Xll.1. Lehet a torzulds hasznos?

Egészen eddig azért kuizdottiink, hogy a vetiiletek torzulasait kordaban
tartsuk. Azonban vannak esetek, amikor a vetiileti torzulas éppen elényiink-
re szolgal. A XII.1. abran lathato egy ilyen térkép. Ez egy régi németorszagi
vélasztas eredményét mutatja be. Ha térképtink nem tartalmazna torzulast,
akkor alig lehetne leolvasni, hogy a nyertes a pirossal jelolt part volt, mivel
jellemzd&en csak néhany nagyobb varost (Berlin, Hamburg és a szasz iparva-
rosok) nyertek meg. Ha a térképszerkeszto csekély torzulasokkal mutatna
be a teruiletet, akkor tigy nézne ki, mintha a vidéki szavazokat megmozga-
to kekizold part nyert volna folényesen. A térképszerkesztd ezt helyesen
kompenzalta azzal, hogy a valasztokeriileteket nem valos tertiletiik szerint,
hanem népességuk szerint abrazolta.

XII.1. abra. Példa torzitott kartogramra

Az ilyen abrazolasokat torzitott kartogramnak nevezzuk. Ezek tag értelem-
ben véve a vetiiletek egy specialis fajtajanak tekinthet8k. A torzitast végez-
hetjuk valamilyen mennyiségi mutat6 szerint, de el6fordul, hogy példaul

93



XII. Alkalmazott vetiilettan

egy adott pontbdl vett utazasi id6 szerint valasztjuk meg az objektumok
kozépponttol vett tavolsagat. Specialis torzitott kartogram a metréotérkép,
ahol a térképi tavolsag az atutazott allomasok szamatdl figg. A klasszi-
kus, mennyiségi adatok szerint torzitott kartogramok létrehozasara szamos
szoftver létezik, példaul a ScapeToad.

Xll.2. Fokuszalt vetliletek

Nagy varosokban gyakran el6fordul, hogy a varos kozepén nagyon si-
rlin helyezkednek el az utcak és az érdekes helyek (piktogramok), igy az
adatsiirtiség tul nagy, mig a kiilvarosban kevesebb abrazolando tereptargy
jut egységnyi tertiletre. E miatt mas méretaranyt érdemes alkalmazni a
varos kozepén, mint a kiils6 kertiletekben. Erre a problémara kivan megol-
dast nyujtani a FaLk térképész cég varostérképein alkalmazott hiperboloid
vetiilet. Nevét onnan kapta, hogy az eredeti kilométerhal6zati vonalak hi-
perboladgakként jelennek meg. Ezen feliil arrdl is folismerhetSk, hogy a
méretarany intervallumként van foltuntetve (XII.2. abra). Azokat a vetiilete-
ket, ahol a kozéppontban tudatosan megemeljiik a hossztorzulast, fokuszalt
vetiileteknek nevezzuk.

el

XII.2. abra. Virostérkép hiperboloid vetiiletben

A leképezés matematikaja tizleti titok, de Kapmon izraeli térképész igen
hasonl6 (talan tokéletesen ugyanilyen) térképhez jutott a kovetkezé gondo-
latmenettel: Legyen a koordinata-rendszer kozéppontja a varoskozpontban,
ahol a hossztorzulas [, ! Ett6l oy tavolsagra Iy < I, hossztorzulast szeretnénk.
Erre a két pontra linearis illesztéssel:

l: lk_lO
Ok

o+l
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Masteldl [ a pici Gj hossz osztva a régi hosszal:

=40
= 4o
do’ _
p lk lop+lo
k
J‘ = p+ldp
= 2+lO
P 2Pk P o

Ezzel a mddszerrel a méretarany folytonosan valtozik. Sikrés1 javasolt egy
olyan mddszert, ahol a térkép kozepét egy lencsével folnagyitjuk, mikozben
a széleit valtozatlanul hagyjuk. Ez akkor elényo0s, ha a kuls6 kertleteket
nem akarjuk torzitani.

XII.3. abra. Fokuszdlt vetiilet készitése lencsével

A XII.3. abran lathato r sugara kor kozéppontja r —t tavolsadgra van a
vetiilet sikjatol. Igy a kor egyenlete:

2 2

(g+r—t)+p>=r

g=Ar*-p>—r+t

Az abran lathato6 két hasonlé haromszog oldalainak aranya megegyezik:

’ )

c__e-po
f+t

q
p'(w/rz—pz—r+t) (f+1)p = (f+1)p
0’(f—\/f2—02+r)=(f+t)p

(f+1)o
f+r—+r’-=p°
Ez az atalakitas érintetlentl hagyja a térképnek azokat a részeit, amelyek
nem esnek a lencse ala.

0 =
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Xll.3. Vetlletek és térinformatika

Egy térinformatikai csomagban egy vetiilet alkalmazasakor mindig sziik-
séges az alapfeliilet és a leképezés egyértelmli megadasa. Ennek gyors
azonositasara szolgal az EPSG-szdm, amely mogott egy adatbazisban tarol-
jak a vettilet fajtajat, paramétereit és az alapfeltuletet annak elhelyezésével.
Néhany fontos EPSG-szam:

4326 ¢ WGS84 datum, foldrajzi koordinatak

3857 ¢ Web Mercator / WGS84 datum

23700 ¢ EOV / HD72 datum

32633/32634 ¢ UTM 33/ 34 z6na / WGS84 datum

A QGIS alkalmazasban ha egy adott vetuletet el6szor alkalmazunk, egy
parbeszédablakot dob f6l, hogy az adatbazisban szereplék kozul melyik
transzformaciot valasszuk. Ha a paramétersor harom paramétert tartalmaz,
akkor MoroGgyeNszk1y, ha hét paramétert latunk, akkor a pontosabb Bursa-—
Wore-transzformaciét fogja alkalmazni (I.3. fejezet). El6fordul, hogy egy
adott datumhoz tobb, nagy mértékben eltérd paraméterkészlet is rendelke-
zésre all, ilyenkor altalaban az torténik, hogy vizszintes értelemben ezek
kozott a kiilonbség elenyészd, azonban fuggdleges értelemben jelentds el-
térések lesznek az eredményben. Ha 3D adatokat alakitunk at, kiillonosen
korultekint&en kell eljarnunk (lasd még a D. figgeléket)!

Multipl i possible for i inates between these two Coordinate Reference Systems. Please select the

appropriate conversion operation, given the dested area of use, origis of your data, and any other constraints which may ater the "ft for purpose”
for particular transformation operations.

Forrs CRS EPSG:23700 -+O72 EOV

R Esaaze- eS8

Transzformacié. >ontossag (méter] Hasznilt terlet

1| Inverse of Egyseges Orszagos Vetuleti + HD72 to WGS 84 (1) 1 H

of Egyseges Orszagos Vetuleti - HD72 to WGS 84 (1)

iming that ETRS39 is equivalent to WGS 24,

INVERSE(EPSG): 19931, EPSG: 1242

V| Mutasd 2 helyettesitett transzformécidkat v

XI1.4. abra. Transzformdcio bedllitisa QGIS-ben

Példaként a XII.4. abran lathat6 az EOV esete. Az egyes szamu (bubo-
rékban folugro) transzformaci6 hét paraméteres, azonban a leirds szerint
pontatlansaga miatt nem javasolt alkalmazni. A kijelolt négyes szamu (f6-
ablakban olvashat6) transzformaci6é harom paraméteres.
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Ha egy térképvetiiletet a térinformatikai szoftverben nem taldlunk meg,
jellemzden lehet6ség van Gj vetiilet megadasara. Mig a GlobalMapperben
ez egy egyszerl parbeszédablak kitoltését jelenti, a tobbi szoftverben ez a
WKT-formatum hasznalataval lehetséges. Példaként nézzuk meg az EOV
definicidjat az ArcGIS szoftverbdl:

PROJCS|[ "HD72_EOV",
GEOGCS[ "GCS_HD72",
DATUM[ "D_Hungarian_1g972",
SPHEROID|[ "GRS_1967",6378160,298.247167427],
TOWGS84[52.17,-71.82,-14.9,0,0,0,0]],
PRIMEM[ "Greenwich",o0],
UNIT["Degree”,0.017453292519943295] |,
PROJECTION[ "Hotine_Oblique_Mercator_Azimuth_Center"],
PARAMETER[ "latitude_of_center",47.14439372222222],
PARAMETER[ "longitude_of_center",19.048571777777781,
PARAMETER[ "azimuth",g9o0],
PARAMETER[ "scale_factor",0.99993],
PARAMETER[ "false_easting",650000],
PARAMETER|[ "false_northing",200000],
UNIT["Meter", 1],
AXIS["Y" ,EAST],
AXIS["X" ,NORTH]]

Lathato, hogy az ArcGIS a HDy2 datumot a TOWGS84 beallitasban a Mo-
LOGYENszKIJ-féle harom paraméteres alakban szarmaztatja az IUGG67-es
ellipszoid alapjan. A leképezést Hotine vetiiletével (IX.5. fejezet) kozeli-
ti megfelel6 paraméterezéssel. A WKT-formatum el6nye, hogy precizen
megadhatjuk a leképezés modjat, ugyanakkor terjengds. A nyilt forrasa
programokban lehet6ség van a tomorebb PROJ.4 formatum hasznalatara
is, amelyben kevesebb lehetdség van a vetulet preciz definidlasara, de ez a
térinformatikai pontossagot altalaban nem veszélyezteti. Példaként alljon
itt az EOV definicidja a QGIS szerint:

+proj=somerc +lat_o0=47.1443937222222
+lon_0=19.0485717777778 +k_0=0.99993 +x_0=650000
+y_0=200000 +ellps=GRS67 +towgs84=52.684,-71.194,-13.975,
-0.312,-0.1063,-0.3729,1.0191 +units=m +no_defs

A towgs84 ezuttal hét paramétert tartalmaz, igy BurSa—WoLr-transzfor-
maciét hasznal. A somerc a Swiss Obligue MERCATOR, azaz ROSENMUND
vetuletének (IX.5. fejezet) roviditése. Néhany vettilet PROJ.4-es roviditése:

" Korrekci6s racsot (I.3. fejezet) a +nadgrids paraméterrel lehetne beéllitani.
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aea ¢ ALBERs-vetllet (Albers Equal Area)

aeqd ¢ PosteL-vetlilet (Azimuthal EQuiDitant)

eqdc ¢ pe L'IsLe-vetilet (EQuiDistant Conic)

laea ¢ Lamserr sikvetulete (Lamsert Azimuthal Equal Area)
Icc ¢ LamBeErRT-GAUss-vetlilet (Lamsert Conformal Conic)
longlat ¢ Nincs vetiilet, foldrajzi fokhalézat

tmerc ¢ Gauss—KrRUGER-vetulet (Transverse MERCATOR)

Fonti ismereteinkkel georeferaljunk egy szelvényt példaként a budapesti
katonai sztereografikus rendszerben! Sajnos ezt a vetiiletet a QGIS nem
tamogatja, nekiink kell megtanitani. A leképezés hasonlit az Amersfoort-
vetiletre (VI.4. fejezet), melynek kddja sterea. Alapfeltulet a Besser-ellip-
szoid, ezen alapul a HD1863 lokalis datum, melynek elhelyezését TimAR
kiszamitotta harom és hét paraméter hasznalataval is. Mi az utobbi paramé-
terkészletet alkalmazzuk, mert az pontosabb eredményt ad. A Gellérthegy
kezd6pont szélessége és hosszlisaga a szakirodalomban follelhetd, az eltolas
500 km. Ebbdl a sziikséges definicié PROJ.4-formatumban:

+proj=sterea +lat_o0=47.4860018439082
+10n_0=19.0491441390302 +k=1 +X_0=500000 +Yy_0=500000
+ellps=bessel +towgs84=595.75,121.09,515.50,8.2270,
-1.5193,5.5971,-2.6729 +units=m +no_defs

Ezt beirva a QGIS egyéni vetillet parbeszédablakaba, a georeferalas el-
végezhetd (XIL.5. abra). A példan egy budapesti katonai sztereografikus
szelvényt transzformaltunk at a Web Mercator vetiiletbe, hogy 0sszevethes-
siitk az OpenStreetMap adatbazissal. Mivel a pontosabban kimért beltertleti
részek vizszintes helyzete megegyezik a két térképen, az utak eltéré fu-
tasa a topografiai felmérés pontatlansaganak és rajzi hibanak tudhato be.
Georeferalasunk tehat elérte a kivant térinformatikai pontossagot.

Xll.4. Georeferalas

Egy térkép georeferalasanal a térinformatikai szoftver az illesztépon-
tok kijelolését kovetéen rendszerint megkérdezi, hogy milyen médszerrel
szamitsa a tobbi pont vetuleti koordinatait. A modszerek elnevezése saj-
nos nem intuitiv. Jeloljuk x;y-nal a kép pixelkoordinatait és x’;y’-vel a
megfelel6 vetiileti koordinatakat!

A térinformatikdban linearisnak nevezett modszer nem mintavételezi Gjra
a képet, hanem csak beleirja a térbeli felbontast. Ez az x" =ax+bésy’ = cy+
+d egyenleteknek felel meg. Ez csak akkor ad elfogadhat6 eredményt, ha a
térkép nincs elfordulva, igy csak digitalis (nem szkennelt) térképekre jo.
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XII.5. abra. OSM és régi topogrdfiai térkép Osszehasonlitdsa

Két illeszt6pontot igényel. Szkennelt térképeknél a térképlap rendszerint
elfordul, ezt figyelembe kell vennuink. Erre valé a HELMERT-transzformadcio:

X' =px+qy+c
Yy =—qx+py+d
Itt c éd d az eltolas, és ha az elforgatas szoge 9, a nagyitas pedig s-szeres,
akkor p =s5cosd és q = ssind. Ez a mddszer is legalabb két illesztépontot
igényel. Ez egy hasonlosag, ezért megérzi a térképi szogeket és egyeneseket.
Ha példaul egy régi térképlap papirja szaliranyban mas megnyulast
szenvedett, mint ra merd6legesen, akkor a hasonlésag sem ad jo eredményt.
Kilonbo6z6 iranyokban masképp nyujt a matematikdban linearisnak nevezett
transzformacio, amelyet a térinformatikaban Affine néven taldlunk. Harom

illeszt6pontot igényel, nem szogtarto, de az egyenesek parhuzamossagat
megOrzi:

7
x'=a,x+a,y+a,
v =b,x+b,y+b,

Légifényképeknél fordul el6, hogy a kamera szoge ferdén all, ezt korri-
galja a projektiv transzformdcio. A GlobalMapperbdl hianyzik, de a tobbi
program ismeri. Ez is megérzi az egyeneseket, de a szogek és a parhuzamos-
sag elvesznek. A legalabb négy illesztépontot igénylé mddszer képletei:

Y- a,x+a,y+a,

X+ Y+l
, b,x+b,y+b,

CX+Cy+1
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XII. Alkalmazott vetiilettan

Ha a georeferalt térkép vetiilete semmilyen médon nem hatarozhat6 meg,
lehet&ség van a koordinatak becslésére magasabb fokszamu polinomokkal.
Részletes leiras az alapszakos jegyzet tizenkettedik el6addsaban talalhato.
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A. figgelék

Angol-magyar szé6szedet

Az angol nyelvi térinformatikai szoftverek vetuleti beallitasaihoz ér-
demes megismerni a félév soran tanult szakkifejezések angol megfelel6it.
Alljon itt egy révid gytjtemény a leggyakoribb fogalmakbol!

ALBERs equal-area ¢ ALBERrs-vetiilet

Angular distortion ¢ Szogtorzulas

Areal scale ¢ Terulettorzulas

Azimuthal equidistant ¢ Poster-vetiilet

Azimuthal proje&ion ¢ Valddi sikvetiilet

Cartesian coordinate ¢ Derékszogi koordinata

Central meridian (mid-meridian) ¢ K6zépmeridian

Colatitude ¢ Polustavolsag

Conformal ¢ Szogtarto

Conic projection ¢ Valédi kupvetiilet

Cylindrical proje&ion ¢ Valdédi hengervetiilet

Datum ¢ Geodéziai datum

Ellipsoid of revolution ¢ Forgasi ellipszoid

Equal-area (equivalent) ¢ Teriilettarto

Equidistant ¢ Meridianban hossztarto

Equidistant conic ¢ De L'IsLe-vetilet

False eaé’ting ¢ Eltolas (vizszintes irdnyban)

False northing ¢ Eltolas (fiiggdleges irdanyban)

First eccentricity ¢ Elsé excentricitas

Geographic coordinate (geodetic coordinate) ¢ Foldrajzi koordinata

Geoid height ¢ Geoidundulacié

Gnomonic ¢ Gnomonikus

HermerT transform ¢ Bursa-WoLr-transzfomacio (de néha tényleg a HELMERT-
transzformdciot jeléli!)

Inverse flattening ¢ Lapultsag reciproka

LamBerT azimuthal equal-area ¢ LamBert-sikvetiilet

LamBert conformal conic ¢ LaMBERT-GAUss-vetiilet

Latitude ¢ Szélesség

Linear scale ¢ Hossztorzulas
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A. Angol-magyar szoszedet

Longitude ¢ Hosszusag

MERCATOR projection ¢ MERrRcATOR-vetiilet
MoLODENSKY transform ¢ MoLoGYENszKIJ-transzformacio
Oblique ¢ Ferdetengelyl

Orthographic ¢ Ortografikus

Plate Carrée ¢ Négyzetes hengervetiilet

Prime meridian ¢ Kezd6émeridian

Projected coordinate ¢ Térképi koordinata
Pseudo Mercator ¢ Web Mercator

Radius ¢ Sugar

Reference frame ¢ Alapfeliilet

Scale fadtor ¢ Kicsinyitési tényezd (szogtarts vetiiletekben)
Secant ¢ Metsz6

Semi-major axis ¢ Nagyféltengely
Semi-minor axis ¢ Kisféltengely

Sphere ¢ Gomb

Standard parallel ¢ Normalparallelkor
Stereographic ¢ Sztereografikus

Tangent ¢ Erintd

Transverse ¢ Transzverzalis

Transverse MERCATOR ¢ Gauss—KrUGER-vetulet
True-scale ¢ Torzuldsmentes

Vertical defle&tion ¢ Fuggdvonal-elhajlas
Vertical perspe&tive ¢ Perspektiv sikvetiilet
Zone ¢ ZoO6na (Gauss—KriiGer, UTM)
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B. figgelék

Alternativ bizonyitas TissoT
tételéhez

A jegyzetben ismertetett geometriai bizonyitassal szemben egy algebrai
bizonyitast is adok, mert a modern differencidlgeometriai szemlélethez ez a
nézGpont jobban illeszkedik. Tissor tételét ezuttal csak forgasfelulet alapfe-
liletre és sik képfeliiletre bizonyitjuk be. Vegyiink el6szor egy tetszdleges
alapfeliileti pontban egy Ap; Am derékszogli koordinata-rendszert a forgas-
felulet érintdsikjan ugy, hogy a tengelyek a forgasfeliilet parallelkoreinek és
merididnjainak iranyaba essenek! Mivel csak a pont végtelen kis kornyeze-
tét vizsgaljuk, a forgasfelulet és az érint8sik kozti eltérést elhanyagolhatjuk.
Egy igen kozeli pont koordinatai (Ap; Am). Ezt a forgasfeluleti koordina-
takkal becsulve (a végtelen kis tavolsagok és a felulet paraméterezésének
differencialhatésaga miatt linearis kozelitéssel élhetiink):

Ebbdl:

A IL1. abréan lathatd, hogy a vetiilet sikjan Ax = Am) + Ap;, és Ay =
= Am; + Ap;, azaz ezek helyére is behelyettesitve a rajuk kapott linearis

" Az 4ltalanos, nem forgésfeliiletre vonatkozé bizonyitas tn. metrikus tenzorok szor-
zatanak vizsgalataval lehetséges.
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B. Alternativ bizonyitds Tissor tételéhez

kozelitéseket (feltételezve a vetiilet I.2. fejezetben jelzett differencialhatdsa-

gat):

Azaz:

d dJ
Ax = £A¢ + ﬁm
dy dy
Ay = ~ZA@ + -ZAA
dp T ax
g_x dx
J
Ax = £Am + ﬁAp
de ax
W Jy
Av =22 Am+ A
y - d_ dp p
de ax

A forgasfeluleti Ap; Am és a sikbeli Ax; Ay koordinata-rendszerek kozotti
transzformacio tehat az el6bbi két egyenlet matrixos alakjaval tokéletesen

leirhato:

ox [dp dx [dm
Ax\ | 9x[dx d¢/de |[Ap
Ay) = | & /dp W [dm [\ Am

dA[dx de[de

Tegyuk fol, hogy a fonti transzformacié folbonthat6 egy v szogi elforga-
tas, egy a-szoros vizszintes és b-szeres fliggbleges iranyu merdleges affinitas,
majd egy Gjabb v szogl elforgatas egymasutanjara! A harom transzforma-
ci6 egymas utan matrixok szorzataként folirva:

cosv sinv\[fa o)/ cosv sinv
—sinv cosv/\o b/\-sinv cosv

A szorzasokat elvégezve a transzformacié matrixa:

acosvcosy —bsinvsinvy asinvcosv +bcosvsinv
—acosvsinv —bsinvcosv —asinvsinv +bcosvcosv
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B. Alternativ bizonyitds Tissor tételéhez

A fenti matrix feltételezésiink szerint ugyanazt a transzformacioét kell
leirja, mint az eredeti matrix, azaz mind a négy elemuk megegyezik:

acosvcosy —bsinvsiny = 8_x d_p
~9M/dA
) ) GX/dm
asinvcosv +bcosvsiny = — [—
dp| de

d
—gcosvsiny —bsinvcosy = %/j—ﬁ
o ay/dm
—asinvsiny +bcosvcosv = == [—
dp| dep

Egy négy egyenletbdl allé nemlinearis egyenletrendszert kaptunk négy
ismeretlennel (a;b;v;v). Vegyuk észre, hogy a fenti egyenletrendszer azt
mutatja (mar ha talalunk legalabb egy valoés megoldast), hogy minden
differencialhaté vetulet egy tetsz6leges pont végtelentil kicsi kornyezeté-
ben folfoghato egy lokalis affin transzformacionak, azaz a valés megoldas
létezése bizonyitana Tissor tételét.

Erdekességképp emlitem, hogy altaldban minden matrix folbonthat6 egy
forgatomatrix, egy atlomatrix és egy masik forgatomatrix szorzatara; ezt
a matrix szingularis érték szerinti felbontasanak nevezziik. Az atlématrix
elemeit (vagyis konkrét példankban az a és b minimalis és maximalis hossz-
torzuldsokat) a transzformaciés matrix szingularis értékeinek nevezzik.

A négy egyenlet mindegyikét emeljik négyzetre, és adjuk 0ssze! A bal
oldalak négyzetosszege:

a> cos®> vcos® v + b?sin® vsin® v — 2abcos v cos vsin v sin v+
+a?sin®vcos® v + b cos®> vsin® v + 2absin v cos v cos v sin v+
+a?cos?vsin? v + b*sin® v cos® v + 2abcos v sin vsin v cos v+

+a?sin® vsin® v + b cos® v cos® v — 2absin vsin v cos v COS V

A pirossal jelzett kétszeres szorzatok kiejtik egymast. A maradék tagokat
szorzatta alakitva a kifejezés igy alakul:

(a® + b?)(sin® v + cos®> v)(sin® v + cos® v) = a® + b

Tehat az ismeretlenek szama kett6re csokkent:
2 2 2 2
612+b2 — a_x d_p + % d_m + ()_y d_p + a_y d_m
dA[dA dp| de dr[dA dp|[ de
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B. Alternativ bizonyitds Tissor tételéhez

Vegylk észre, hogy ez az egyenlet a geometriai levezetés a® + b> = h”* + k>
egyenletével ekvivalens, hiszen a kék és zold kifejezések éppen a fokhalozat
menti torzulasok képleteit adjak.

Most vegytk az eredeti négyismeretlenes egyenletrendszert, és vonjuk ki
az els6 és negyedik egyenlet szorzatabol a masodik és a harmadik egyen-
let szorzatat, azaz szamitsuk ki a transzformaciés matrix determinansat!
El8szor ismét csak a bal oldalakkal foglalkozunk.

—a”cosvcosvsinvsiny —b?sinvsinvcosvcosv +absin® vsin® v+
+abcos®vcos® v +a’sinvcosvsinvcosy + b*cosvsin v cosvsin v+
+ absin® vcos* v +abcos® vsin® v

A piros tagok megint kiejtik egymast, a maradék tagokat szorzatta alakit-
juk:
ab(sin® v + cos® v)(sin® v + cos® v) = ab

Tehat jobb oldali matrix determinansaval egyenlévé téve:

ab_éx/dp Gy/dm Gy/dp ax/dm

~dA[dA dg dA do[de

Ez az egyenlet a geometriai levezetés ab = T = hksin 9 egyenletével ekvi-
valens, mert a jobb oldal a 7-ra kapott egyik képlettel megegyezik. Ez azt
jelenti, hogy egy leképezés terulettorzulasa az 6t leiré matrix determinan-
saval egyezik meg.

Most mar két egyenletiink és két ismeretlentink maradt talpon, vagy-
is a geometriai levezetésbdl is kapott a® + b> = h*> + k*> és ab = 2hksin ¥,
amelyeket kordbban a III.3. fejezetben megoldottunk. fgy tehat az algebrai
levezetéssel is ugyanazt az eredményt kaptuk, mint a geometriaival. Az
algebrai levezetésbdl azonban még azt is megtudtuk, hogy:

— Minden vetiilet leirhat6 lokalisan egy 2 x 2-es matrixszal.

— A vetiilet tertlettorzulasa a transzformaciot leir6 matrix determinansa.

— A vettlet hossztorzulasainak széls6értékei a matrix szingularis értékei.

Az Gjabb vetiilettani kutatasok mar gyakran ebben a felfogasban targyal-
jak a torzulasokat, mert bonyolult alapfeliiletek esetén néha ez a szemlélet
ad kezelhet6bb képleteket.

Az a-ra és b-re kapott megoldasokat az eredeti egyenletrendszerbe visz-
szahelyettesitve v és v is kifejezhet, amelyek fontos geometriai jelentéssel
birnak: v, az els6 forgatas szoge azt mutatja meg, hogy az alapfeliileten
az elsd vetiileti féirany mekkora szoget zar be a szélességi korokkel. v, a
masodik elforgatas azt mutatja meg, hogy a térképen az els6 vetiileti féirany
és a vizszintes koordinatatengely mekkora szoget zar be, azaz ez alapjan
tudjuk megfelel$ iranyban térképre szerkeszteni a torzulasi ellipszist.

dp dA
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C. fuUggelék

Inverz vetlleti egyenletek
szamitasa

Térinformatikai alkalmazasoknal gyakran van sziikség inverz vetuleti
egyenletek szamitasara. A normalis elhelyezési vetiileteknél altalaban a
fuggvények egyszertien megfordithatok, de ferdetengelyti vetileteket ne-
héz invertalni. Ezért mos$t két példan, a szereografikus vettlet és az EOV
inverzén mutatom be a sziikséges fogasokat. Mivel a magyar topogrifiai
szokds a jegyzetben haszndlt matematikai konvenciokkal ellentétben a fiiggd-
leges tengelyt jeloli x-szel és a vizszinteset y-nal, ezért a képletek gyakorlati
alkalmazdsihoz az x és y jeloléseket meg kell forditani!

Az érintd sztereografikus vetuletben a sugarfuggvény négyzete:

) * B
5sin2 £ 1—(1-2sin?
x+y _P —4R2tg2ﬁ _4R2 2_4R2 ( 2):
2 cos® / 1+(2c052%—1)
:4R2 (cos g—sl 2%) 1-cosp’ R21—sin(p*
+(cos ?_szﬁ;) 1+cos/5 1+sing’

Vezessiik be a t segédvaltozot!

_ x*+y?
4R?

Ekkor a fonti egyenletbe sin ¢* helyére megfelel$ ferdetengelyti képlete-
ket helyettesitjiik a IV.3. fejezetbdl.

_ 1 -sin@sin@, —cos@cos@,cos(A—A,)
1 +sin@sin @, +cos @ cos @, cos(A - A,)

t+tsin@sin@, +tcos@cos@,cos(A—A,) =
=1 —sin@sin g, —cos @ cos ¢, cos(A—A,)

107



C. Inverz vetiileti egyenletek szamitdsa

cos @ cos(A — A,)(tcos g, +cosp,) =1 —sin@sing, —t —tsin@sin @,
1—t—(1+t)singpsing,

cospcos(A—A,) = (1 + D) cosp
(o]

Ezt irjuk be az V.5. fejezetben kiszamolt y egyenletbe, igy A szerencsésen
kiesik.

. . 1—t—(1+t)sin psin g,
2 $1IN ¢ COS P, — S1N P (1+1)cos @,
y=-2 ingsing,
: ] 1—t—(1+t)sin@sing
1 +sIn@sin @, + Ccos @, (1+t)cos @, °

(1+1)sin @ cos® @o—(1—t) sin @, +(1+1) sin @ sin® @,

(1+t)cos @,
=-2R . . —— =
(141)+(1+t)sin @, sin p+(1—t)—(1+1)sin @ sin @,
(1+t)
1+1t)sing—(1—t)sin
__plittsing—(1-t)sing,

2.C0S ¢,
Ebbdl ¢ mar egyszertlien kifejezhet6:
YCcos@, =—R(1+t)sinp + R(1 —t)sin ¢,
R(1+t)sing = R(1 —t)sin@, —ycos @,
R(1 —t)sing, —ycos @,
R(1+1)

Az x vetuleti egyenlet szamlalojaban sin A szerepel, igy a cos ¢ cosAA-ra

kapott képlet csak akkor helyettesithetd vissza, ha alkalmazzuk a sin A =

=tgAAcosA] atalakitast. Ez utan a szamlaléban tgA )l megmarad, ennek
kifejezésére toreksziink.

(@ = arcsin

1—t—(1+t)sinpsin @,
x=—oR tg(/\ - /\0) (1+t)cos @, _

- ) 1—t—(1+f)sin @ sin ¢, -
1+SIn@Ssin @, + Cos P, (1+£)cos @,

tg(A—Ao)[(1—t)—(1+1)sin @ sin @, ]

_ R (1+t)cos @, _
=2 (1+t)+(1+1)sin @, sin @+(1—t)—(1+t)sinpsingp,
(1+1)
B 2Rtg(/\ —A)[(1—t)—= (1 +t)sin@sin g, |

2.C0S @,
Rendezziik at!
xcos @, = —tg(A— A )[R(1 —t) — R(1 + t)sin @ sin ¢, |

~ —XCOS ¢,
tg(A—A,) = R(1—t)—R(1 +t)sin @sin @,
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C. Inverz vetiileti egyenletek szamitdsa

A piros kifejezésre van egy képletiink a hasab tetején, a masodik sor-
ban! Ha ezt behelyettesitem, akkor sin ¢ kiesik az egyenletbdl, és A végre
egyértelmiien kifejezhetd:

o —XCOS @,
B A = R~ Rt Dsin® g, + ycos o sing,
~ —XCOS @,
Ao = A R —sin o) + pcos posin g,
—X
A =arctg R(1 —t)cosp, +ysing, o

Itt az id6, hogy kiszamitsuk az EOV inverzét is! A ferdetengelyli MEr-
caTor-vetiilet egyenleteit a VIIL.2. fejezetben taldljuk, itt atrendezve koz-
lom.

sin A

x
tg— = :

&R tg @ sin @y — cos A cos @y

% _ 1+sin¢cos @y —cos@sin @y cos A

ec . -
1 —sin ¢ cos @y + cos @ sin gy cos A

Legyen t és z a kovetkezd segédvaltozo:
2y
t=ecR
X
z=tg R
Akkor az als6 egyenlet atrendezve:

t — tsin ¢ cos @k + t cos @ sin @y cos A = 1 + Sin ¢ cos @y — cos @ sin @y cos A
cos @ cos A(tsin @y +sin@y) = 1 +sin @ cos @ — t + tsin @ cos @y

1—t+(1+t)sin®cos
cos A = ( ) d Pk

(1 +t)sin @y cos @
Ezt helyettesitsiik vissza a masik egyenletbe!
sin A
1—t+(1+t)sin ¢ cos @i

tg P SI Pg — COS Pi (1+t)cos @sin i

(1+1)sin @ sin® @g+(1—t) cos Qg+(1+1)sin pcos® .
(1+t)sin @y cos @ -

sinA =z

(1+¢)sing + (1 —t)cos @i

(1+t)singycos @

Tudjuk, hogy sin® A + cos®> A = 1, azaz:

[ (1+t)sin(p+(1—t)cos<pk]2 [17t+(1+t)sin(pcosq)k]2_
(1+t)sin @y cos @ (1+1)sin @y cos @ =1

109



C. Inverz vetiileti egyenletek szamitdsa

(1 +1)sin® (2 + cos® @) + (1 — t)*(2> cos® @y + 1)+
+2(1 —t)(1 +t)sinpcos (2> + 1) = (1 + ) sin” @y cos® @
(1 +1)7sin® (2 + cos” @y +sin® @) + 2(1 — t)(1 + t) sin @ cos @y (2> + 1)+
+(1-1)*(z%cos®> o+ 1) — (1 +1)’sin”> ¢ = o

Ez egy sin ¢-ben masodfoku egyenlet. A kilométeres képletek ellen le-
osztunk a féegyutthatoval.

1—t i 1—1)*(z2cos®> @ + 1) — (1 + t)*sin?
Cosq)ksmgwr( )*( <Pk2 ) (2 ) Pk _
1+t (1+1)°(1+2°)

sin®¢@ +2
Es akkor a masodfoki egyenlet megoldoképlete:

) 1—t
sme = _1_+t CcosSs (Pki

_ 2 2 2 _ 2 2
i\/(l_t)2C082(pk—(1 t)*(z* cos® @ +1)— (1 + 1) sin Pr _

1+t (1+1)*(1+2°)

(t—1)cos @i + (1-t)*(cos? pr+2” cos® pr—z> cos® p—1)+(1+t)*sin® @
1+t - (1+t)*(1+22) -

(t —1)cos @y +\/[—(1 — 1)+ (1 + t)2]sinz o

1+t (1+1)*(1+2°)

(t—1)cos @y N sin @y 4t
1+t o1+t V142

Tapasztalat szerint a + el§jel + lesz, ha |x/cR| < /2, azaz a kezd6pont
koruli félgombon, az ennél tavolabbi pontokra — értendd. Tehat a végered-

meény:
.l (t—1)cos 2sin t
@ = arcsin ( ) qoki (Pk” >
I+1 1+t 142z
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C. Inverz vetiileti egyenletek szamitdsa
Miutan a szélességet ismerjiik, j0jjon a hossztusag! Tudjuk, hogy tg A =
=sin A/cos A:

tg A= z(1+t)sin@ + z(1 —t) cos @y _

1—t+(1+1t)sin@cos @i
z(t — 1) cos @ + 225in @\ | = +2(1 — t) cos @y
1—t+(t—1)cos® @y +25in @ [~ cos i

+2z5in @

t
1+2°

(1 —1)(1 = cos® @g) = 28in P cOS Py | ==

Azaz a végeredmény:

t
22\ 1z
(1—t)sin g +2cos Pp | =

fgy tehét a vetiilet inverzét megkaptuk. + tovabbra is + a kezd&ponttdl
90° tavolsagig, mig — a tavolabbiakra.

A =ardtg
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D. fuggelék

Magassagi datumok

A térinformatikaban egyre nagyobb a haromdimenzios téradatok jelen-
tésége. Ezért Gjabban mar nem minden esetben kielégits, ha adataink
csupan vizszintes értelemben illeszkednek. Igy bar a magassagmérés és a
magassagi koordinata-rendszerek nem tartoznak a vetulettan targykorébe,
a vetilet és a geodéziai datum mellett a magassagi adatok vonatkozasi
feluletének megadasa is egyre fontosabba valik. Ennek megértését szolgalja
ez a fuggelék.

A Fold alakjat a magassag mérésekor csak a mtiholdas helymeghatarozas
esetén szoktuk ellipszoidnak tekinteni. Ennek oka, hogy egyrészt foldi mé-
résekkel az ellipszoid feletti magassag nehezen mérhet8, masrészt kevéssé
hasznos, hiszen a foldi ellipszoid akar szaz méter tavolsagban is htzoédhat
a tengerszinttdl. E miatt az ellipszoid feletti magassagok alkalmazasa téves
kovetkeztetésekhez vezethet példaul arvizvédelmi alkalmazasok esetén.
fgy kedvezsbb a magassagot a tengerszinthez képe§t mérni.

A tengerszintet a tengerparton elhelyezett vizmércén mérjuk. Az idgjaras,
apaly és dagaly hatasat kikiiszobolend6 a tenger szintjét tobb éven keresztiil
foljegyezziik. A mért adatok atlaga a vizmércén mért kozéptengerszint.

A nyugalomban 1év6 tenger vizszintje mindeniitt meréleges a helyi nehéz-
ségi erére, a vizszint mentén a helyzeti energia 4llando. Az olyan feluleteket,
amelyek mentén a helyzeti energia nem valtozik, és mindeniitt merdlegesek
az erdtérre, potencidlfeliiletnek vagy szintfeliiletnek nevezzik. A szintfelu-
letek egymast soha nem keresztezik, azonban egymastol vett tavolsaguk
nem alland6: Mivel a nehézségi gyorsulas a polusoknal nagyobb, mint az
Egyenliténél (a centrifugalis erd hatdsa miatt), ezért ugyanannyi munkaval
(ugyanannyi helyzeti energiat nyerve) kisebb magassagkulonbséget értink
el a polusoknal, mint az Egyenliténél. Ez azt mutatja, hogy a szintfeliiletek
a polusok kozelében stirtibben helyezkednek el. Azt a szintfeltuletet, amely
a vizmércén mért kozepes tengerszinten halad keresztiil, geoid néven ismer-
juk, és a Fold alakjaként tekintjuk a magassagmérések soran (D.1. abra).
Fiiggdvonalnak hivjuk azt a gorbét, amelynek érint§je minden pontban a
nehézségi er$ iranyaba mutat.

A tenger szintjét a viz hémérséklete, sotartalma és az aramlasi viszonyok
egyarant befolyasoljak. Ezért az adott vizmércéhez rogzitett geoid csak
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D. Magassagi datumok

SIoe Szintfeliiletek

D.1. abra. A Fild alakjanak és nehézségi eréterének kapcsolata

kozelitéen koveti a kozéptengerszintet az 6cean mas pontjain. Ezért a k-
16nboz6 vizmércékhez illesztett szintfeltiletek egymassal nem esnek egybe,
azonban magassagkiilonbségiik az egy métert nem haladja meg. Magyaror-
szagon a '60-as évekig a trieszti (adriai magassag), azota a kronstadti (balti
magassag) vizmércét tekintjuk kiindulépontnak. Az EU-ban amszterdami
magassagot hasznalnak, ha az allamok kozotti egységes rendszerre van
sziikség. Az adriai magassagok 67,5 cm-rel, az amszterdami magassagok
14 cm-rel nagyobbak a balti magassagoknal.

A geoid és a pontunk kozott a fuggévonal mentén mért tavolsag a H-val
jelolt tengerszint feletti magassag. A geoid és az ellipszoid kozott az ellipszoid
normalisa mentén mért tavolsag az n geoidunduldcio. A geoidundulacidé
pozitiv, ha a geoid az ellipszoid folott halad (igy Eurdpa legtobb részén),
negativ, ha alatta fut (mint a D.2. abran), értéke altalaban +100 m kozott
van. A h ellipszoid feletti magassdgot szintén az ellipszoid normalisa mentén
mérjuk. Az ellipszoid normalisa és a pontunkon athalaladé fuggévonal
kozott bezéart szog a fiiggbvonal-elhajlds.

" A fiigg6vonal-elhajlas a vizszintes helymeghatarozasban is fontos. Az asztrondmiai
szélesség a helyi vizszintes és a Fold forgastengelye (Sarkcsillag) kozott mért szog,
mig a geodéziai szélesség az ellipszoid normalisa és az Egyenlit6 sikja kozott mért
sz0g. A két szélesség nem egyezik meg, mert bar az Egyenlité sikja merdleges a
forgastengelyre, a helyi vizszintes és az ellipszoid normalisa éppen a fugg6vonal-
elhajlas okan nem pontosan meréleges. A szogkulonbség igy éppen a fiiggévonal-
elhajlas észak—déli komponense. Hasonléan, mivel az asztrondémiai hossziisdagot is a
helyi vizszinteshez képest tudjuk meghatarozni, ennek a geodéziai hossziisdgtol vett
eltérése a fiiggévonal-elhajlas kelet-nyugati komponense. Latszik, hogy az I.3. fe-
jezetben a vizszintes mérésekhez hasznalt lokalis datumokat miért a fiigg&vonal-
elhajlas és nem a geoidundulacié minimalizalasaval illesztettiik a geoidhoz.
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' Fuggdvonal-elhajlas

Foldfelszin

D.2. abra. Tengerszint és ellipszoid feletti magassigok

Az abra alapjan leolvashat6, hogy a mtiholdas helymeghatarozasban
szamitott (lasd alapszakos jegyzet) ellipszoid feletti magassagbol a geoi-
dundulaci6 ismeretében a tengerszint feletti magassag jol becsiilhet6:

H~h-n

Pontos egyenl&ség a fuggévonal-elhajlas miatt nem all fonn, azonban
az eltérés altalaban nem vagy alig haladja meg az egy millimétert, igy a
gyakorlatban ezt nem kell figyelembe vennuink (hiszen a geoidundulaciot
ritkan ismerjik ennyire pontosan).

Ha egy zart gorbe mentén korbehaladunk és a magassagkulonbségeket
osszeadjuk, akkor azt varjuk, hogy o-at kapunk, hiszen ugyanabba a pontba
értunk vissza. Tehat az lenne az intuitiv, ha 95dH = o barmely zart gorbe
mentén. Ez az allitas azt jelentené (ahogyan ezt a jozan ész is varna), hogy
a mért magassagkiilonbségek 0sszege két adott pont kozott fuggetlen az
utvonaltol. A valésag ennél sokkal bonyolultabb.

A D.3. abran probaljuk meg meghatarozni a sziget C-vel jelolt csticsanak
H: magassagat! A hegy méretei miatt ezt nem tudjuk egy lépésben elvégez-
ni, az meg nyilvanvalo, hogy a mérés kedvéért nem fogunk a figgévonal
mentén a geoidig leasni. A kék léces brigad az A pontbdl egyenesen halad
folfelé a C pontba, mig a zold léces el6bb korbesétal a tengerparton a B
pontba (kozben nem észlel magassagkiilonbséget, igy B magassagat is nul-
lanak veszi), majd innen szinteznek fol a C pontba. Az abrarol leolvashato,
hogy a zold brigad 0sszességében nagyobb magassagot mért a C pontig,
rdadasul (még ha semmi mérési hibat nem ejtettek volna, akkor is) egyikiik
mért magassagkulonbségeinek osszege sem azonos a C pont magassagaval!
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Természetesen a jelenség csak igen nagy tavolsagoknal (orszagos felmé-
réseknél) jelentds, azonban a pontok magassagat a kiillonbozé utvonalon
végzett szintezések alapjan nehéz szabatosan megmérni.

Ez a sziget milyen magas? \§ L S_Z_lr_lt_f?l_u_let
Ok __ Szintfeliilet

Mért mag’a/s:ség—/ anne ZARN I I N S_z_ir_1t_f(_31_ﬁ_1€t
R 2 e

A geoid szintfelilete ~ " -
(tengerszint)

D.3. abra. A magassagmérés meglepd tulajdonsdgai

Mindemellett lathatjuk, hogy a D és E pontok azonos szintfeluleten
helyezkednek el. Ez azt jelenti, hogy ez a két pont lehet akar egy t6 két
partjan, hiszen egymashoz képest vizszintesen helyezkednek el. Mégis az E
pont tengerszint feletti magassaga nagyobb, minta D ponté, azaz a viz tud a
D pontbdl az E pontba magasabbra folyni! Ezt a Fold egyenetlen gravitacios
mezeje okozza: az E pontban a szintfeluletek ritkabban helyezkednek
el. Egy Balaton méreti hegyvidéki t6 vizszintjének kiillonbozé pontjai
kozt mért magassagkulonbség akar fél méter is lehet! Ez arviz esetén mar
kellemetlen meglepetéseket okozhat!

Ezért nagy kiterjedésti (orszagos) felméréseknél érdemesebb az egységnyi
tomegre juto helyzeti energia (potencidl) kulonbségét mérni. A K potencial-
kilonbség valoban fiiggetlen a mérés atvonalatol, azonban a mérések soran
mindig mérni kell a AH; magassagkulonbség mellett a g; helyi nehézségi

gyorsulast.
K= ZgiAHi
i

A mért potencialkilonbségbdl magassagot igy kaphatunk:

H==

g

g itt a figg6vonal menti atlagos nehézségi gyorsulas, azonban ennek
méréséhez ismét nem fogunk ledsni a hegy belsejébe. A tengerszint feletti
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magassag hagyomanyos, geometriai definicidja (a szakirodalomban ortomé-
teres magassdg) esetén ezt megkiséreljik modellezni (kulfoldon gyakran ezt
alkalmazzak), mig a normdlmagassdg esetén g becslésekor egyszertisitink,
a Foldet ellipszoid alakinak és egyenletes tomegeloszlasunak tételezzuik
fol. A dinamikai magassig az azonos szintfeliileten 1évé pontokhoz azonos
magassagot rendel, igy fizikai értelmezése van. Ekkor § értékét a helytdl
fuggetlenul egységesnek valasztjuk meg. Az ebbdl fakado eltérések deci-
meéter koruliek, 0sszetévesztésiik csak mérnoki precizitas igénye esetén
problémas. Ezzel szemben a geoidundulacié akar 100 m is lehet, igy az
ellipszoid feletti magassagokat semmiképp se keverjiik a tengerszint felet-
tiekkel!

Egy térinformatikai szoftverben a magassagi koordinatak megadasakor
tehat figyeljunk azok fajtajara (ellipszoid vagy tengerszint feletti, utobbi
esetben melyik fajta) és alapfeliiletére (melyik ellipszoid, melyik tenger-
szint)! Magyarorszag magassagi alappontjai a kronstadti vizmércétdl sza-
mitott normalmagassagokat rogzitik. A magassagi alappontok halozatat
magassagi datumnak nevezzuk. Két orszag magassagi datumai kozott az
atszamitas centiméteres pontossag kivanalma esetén egyszert eltolassal is
torténhet. Figyelembe kell venniink ugyanakkor, hogy a kéregmozgasok
miatt a magassagi jegyek id6ével elmozdulnak, igy még az azonos tenger-
szintet hasznalo orszagok magassagi datumai kozott is adodhat évtizedek
multan par centiméteres eltérés. Az ellipszoid és tengerszint feletti magas-
sagok kozotti atszamitashoz szukséges szoftveriinknek egy geoidmodellt is
megadni, hogy a geoidundulacié szamithato legyen.

116



	Előszó
	A vetülettan alapjai
	A Theorema Egregium
	Mi a vetület?
	Geodéziai dátumok
	A vetületek osztályozása

	Torzulások a vetület parciális deriváltjaiból
	A hossztorzulás
	A fokhálózat szögének torzulása
	A területtorzulás

	Tissot torzulási elmélete
	A vetület mint lokális affin transzformáció
	A torzulási ellipszis
	A hossztorzulás szélsőértékeinek számítása
	A legnagyobb szögmegváltozás

	Vetületi torzulások a gyakorlatban
	A torzulások szemléltetése
	Tissot tételéből nem következő torzulások
	Földrajzi segédkoordináták

	Perspektív síkvetületek
	Valódi síkvetületek általában
	Általános perspektív síkvetület
	Gnomonikus vetület
	Ortografikus vetület
	Sztereografikus vetület

	Nemperspektív síkvetületek
	Postel vetülete
	Lambert síkvetülete
	A Ginzburg-féle séma
	Ellipszoid alapfelületű síkvetületek

	Perspektív és területtartó hengervetületek
	Általános képletek
	Perspektív hengervetület
	Kváziperspektív hengervetületek
	Területtartó hengervetület

	További valódi hengervetületek
	Meridiánban hossztartó hengervetületek
	Mercator vetülete
	Ritkábban előforduló hengervetületek

	A forgási ellipszoid hengervetületei
	Normális elhelyezésű hengervetületek
	A Cassini–Soldner-vetület
	A Web Mercator
	A Gauss–Krüger-vetület
	Rosenmund és Hotine vetületei

	Általános torzulású kúpvetületek
	Valódi kúpvetületek
	Perspektív kúpvetület
	Parallelkörben hossztartó kúpvetület
	De L'Isle vetülete

	Speciális torzulású kúpvetületek
	Albers vetülete
	Lambert–Gauss-vetület
	Az ellipszoid kúpvetületei

	Alkalmazott vetülettan
	Lehet a torzulás hasznos?
	Fókuszált vetületek
	Vetületek és térinformatika
	Georeferálás

	Függelékek
	Angol–magyar szószedet
	Alternatív bizonyítás Tissot tételéhez
	Inverz vetületi egyenletek számítása
	Magassági dátumok


