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Bevezetés

Ebben a dolgozatban a szerz®nek a PhD fokozat megszerzése óta elért tudomá-
nyos eredményeit foglaljuk össze. A dolgozat meghatározó része az új elv¶ � ezen
belül is a természet motiválta � számítások körébe tartozó membrán rendszerek-
kel kapcsolatos eredményeinket ismerteti ([11, 13, 16, 17, 18, 19] publikációk).
Ezen túl bemutatjuk még az automaták és formális nyelvek elméletének egyes
klasszikus modelljeihez kapcsolódó eredményeinket is ([10, 12, 15, 20, 21] pub-
likációk). Ezen dolgozatok közül sok egyszerz®s vagy PhD hallgatóval közös
munka. A többszerz®s publikációk esetében elmondható, hogy az eredményeket
közös munka révén, közösen gondolkodva értük el, és a szerz®k közel azonos
mértékben járultak hozzá a kapott eredményekhez.

A dolgozat úgy íródott, hogy önmagában is érthet® legyen. Ugyanakkor �
a témák változatossága miatt � nem volt lehet®ség arra, hogy minden fogal-
mat precízen bevezessünk és minden tétel bizonyítását vázoljuk. Mindazonáltal
igyekszünk kiemelni azokat az alapötleteket, melyek az adott témában újsze-
r¶nek bizonyultak. Megpróbáljuk továbbá kimerít®en áttekinteni a vonatkozó
irodalmat és közben elhelyezni munkáinkat az adott tudományterületen. A dol-
gozatban tézisnek fogjuk nevezni az egy témát alaposabban körüljáró eredmé-
nyeket, míg tételnek azokat, melyek egy sz¶kebb területre korlátozódnak.

1. Az elért tudományos eredmények

A PhD fokozat megszerzése óta a kutatásaink két f® területre irányultak. Egy-
részt membrán rendszerek bonyolultsági kérdéseit vizsgáltuk. Másrészt a for-
mális nyelvek egyes klasszikus modelljeihez, nevezetesen a véges automatákhoz
és a környezetfüggetlen grammatikákhoz szorosan kapcsolódó formális nyelvi
eszközöket tanulmányoztunk. A következ®kben el®ször rövid áttekintést adunk
ezen kutatások motivációjáról, és egyben vázoljuk is a dolgozat további részének
szerkezetét. Ezután részletesen is ismertetjük az elért eredményeket.

1.1. A kutatási területek bemutatása

Jelenleg a f® kutatási területünk az aktív membrános P rendszerek számítá-
si erejének vizsgálata. A membrán rendszerek (más néven P rendszerek) [46]
olyan biológiai ihletés¶ számítási modellek, melyek az él® sejtekben végbemen®
egyes folyamatokat modellezik formális nyelvi eszközökkel. Egy membrán rend-
szer membránokkal határolt számítási egységek, úgynevezett régiók hierarchi-
kus rendszere. Minden régió tartalmaz egy objektumokból álló multihalmazt, és
rendelkezik egy a régiókban végbemen® folyamatokat kontroláló szabályhalmaz-
zal. Ezen szabályokat alkalmazva a régiókban szerepl® objektumok változhatnak
akár úgy is, hogy közben a membránokon keresztül mozognak. S®t, a membrán
rendszerek egy változatában, az aktív membrános P rendszerekben [47] olyan
szabályok is alkalmazhatók, melyek segítségével a kezdeti membránstruktúra
megváltoztatható.

A membrán rendszerek egy számítási lépése maximálisan párhuzamos mó-
don történik. Ez azt jelenti, hogy a rendszer egy lépése során nem maradhat egy
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olyan objektum sem a régiókban, melyre lehetett volna megfelel® szabályt al-
kalmazni. A membrán rendszer számítása addig tart, amíg van olyan objektum,
amire a rendszer tud valamilyen szabályt alkalmazni.

Ezen rendszerek képesek az algoritmikusan nehéz problémák hatékony meg-
oldásra, köszönhet®en annak, hogy a membrán szétosztó szabályokkal exponen-
ciálisan sok régió készíthet® lineáris id® alatt, valamint annak, hogy a régiókban
a számítás párhuzamosan folyik. A 1.2.2 alfejezetben el®ször a jól ismert Sat
problémára (azaz az ítéletkalkulusbeli KNF-ben adott formulák kielégíthet®sé-
gének problémájára) adunk egy újszer¶ megoldást ilyen rendszerekkel.

Ha az aktív membrános P rendszerekben bizonyos komponensek használa-
tát megtiltjuk (például nem minden típusú szabály alkalmazható), akkor ezen
rendszerek kiszámítási ereje csökkenhet akár oly mértékben is, hogy csak tri-
viális problémák megoldására képesek. A 1.2.2. alfejezet második részében
azt vizsgáljuk, hogy az alkalmazható szabály tipusok milyen minimális halma-
za szükséges ezen rendszerekben ahhoz, hogy képesek legyenek NL- vagy akár
P-teljes problémák megoldására.1

A 1.3. részben el®ször a kontrollált grammatikák osztályába tartozó úgyne-
vezett random-context grammatikákkal kapcsolatos eredményeinket mutatjuk
be (1.3.1. alfejezet). A kontrollált grammatikák jellemz®en olyan környezet-
független (röviden CF) grammatikákon alapuló számítási modellek, melyekben
az alap CF grammatika levezetéseit valamilyen kontroll mechanizmus alapján
szelektáljuk, és ezáltal egy olyan eszközt kapunk, ami képes nem CF nyelvek
generálására is. Az ilyen grammatikák bevezetésének és vizsgálatának moti-
vációja az, hogy a CF grammatikák bizonyos felhasználási területen nem elég
kifejez®ek, míg a náluk sokkal kifejez®bb környezetfügg® grammatikák esetén az
úgynevezett szóprobléma eldöntése már nehéz, PSPACE-teljes.

A szövegfeltételes grammatikák a CF grammatikák azon általánosítási, ahol
minden r szabályhoz hozzárendelünk egy (jellemz®en reguláris) Rr nyelvet, és r
csak akkor alkalmazható egy levezetésben, ha alkalmazható mint CF szabály, és
az aktuális mondatforma eleme Rr-nek. Ezen grammatikák egy sokat kutatott
speciális változatai a random context grammatikák [54]. Mi ezek úgynevezett
tiltó változatait vizsgáltuk, és sikerült megmutatnunk, hogy a rajtuk a [35]-ben
bevezetett szintaktikus megszorítások nem jelentenek szemantikus megszorítást,
azaz a számítási er® korlátozását.

A 1.3.2. rész témája a nemdeterminisztikus véges automaták irányítható-
sága. Az irányíthatóság a véges automaták elméletének egy sokat kutatott,
alapvet® fogalma. Determinisztikus véges automaták (DVA-k) esetében ez a kö-
vetkez®t jelenti. Egy A DVA irányítható, ha van olyan u szó (az irányító szó),
hogy az u által az A állapothalmazán indukált leképezés konstans függvény.
Az irányíthatósággal kapcsolatban az egyik legalapvet®bb probléma a követke-
z®: adjunk fels® korlátot az irányítható DVA-k legrövidebb irányító szavainak
hosszára az automaták állapotszámának függvényében. A jól ismert �erný sej-
tés szerint, minden irányítható n-állapotú DVA-hoz létezik legfeljebb (n − 1)2

hosszú irányító szó. Az irányíthatóság többféleképpen is kiterjeszthet® nem-
determinisztikus véges automatákra. Mi ezek közül három olyat vizsgáltunk,

1A dolgozatban használni fogjuk a klasszikus bonyolultsági osztályok közismert jelöléseit:
P,NP,L,NL,PSPACE. Ezek pontos de�níciója megtalálható például [53]-ban.
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melyek el®ször a [30] munkában jelentek meg. Mindegyik kiterjesztés esetében
a korábbinál nagyságrendekkel jobb fels® korlátot adtunk a legrövidebb irányító
szavak hosszára. Két esetben a megadott becslés, a létez® alsó korlátok �gye-
lembevételével, aszimptotikusan optimálisnak is bizonyult.

A 1.3.3. alfejezet témája az automaták és formális nyelvek elméletében jól
ismert Kleene-tétel egy általánosítása. A klasszikus Kleene tétel azt mondja ki,
hogy egy formális nyelv akkor és csak akkor ismerhet® fel DVA-val, ha van ®t
jelöl® reguláris kifejezés. A tétel alapján a DVA-kkal vagy a reguláris kifejezések-
kel ekvivalens reprezentációk bármelyikét használhatjuk egy adott feladathoz,
attól függ®en, hogy melyiknek az alkalmazása kényelmesebb.

Mivel egy formális nyelvi szó szimbólumok egymást követ® sorozata, az ilyen
szavakkal csak id®ben lineáris folyamatokat modellezhetünk. Azaz velük az egy-
mással párhuzamosan zajló, esetleg egymással konkuráló folyamatok modelle-
zésére nincs mód. Ez motiválta a szavaknál komplexebb objektumok (például
fák, biszavak, gráfok, stb.) formális nyelvi eszközökkel való vizsgálatát. Sok
alapkutatás témája az, hogy hogyan lehet Kleene tételét ezen komplexebb ob-
jektumokat tartalmazó halmazokra általánosítani. Mi a tétel biszavakból álló
nyelvekre való általánosíthatóságát vizsgáltuk.

A továbbiakban részletesen is ismertetjük az elért eredményeket. Minden
témakör elején igyekszünk alaposan körüljárni a szóban forgó kutatási témát.
Megadjuk az eredmények megértéséhez szükséges fogalmakat is. Mindazonáltal
feltételezzük, hogy az olvasó tisztában van az olyan alapvet® formális nyelvi
eszközökkel, mint például az ábécé, a szó, a formális nyelv fogalma vagy az
alapvet® nyelvi m¶veletek jelölése és de�níciója.

1.2. Aktív membrános P rendszerek bonyolultsága

A membrán rendszereket Gheorghe P un vezette be a 2000-es évek elején [46]
azért, hogy az él® sejtekben végbemen® folyamatokat formálisan is modellezhes-
se velük. A membrán rendszerek elmélete azóta egy széles körben és aktívan
kutatott tudományággá vált. Ezen rendszerek számos változatát de�niálták és
vizsgálták. A különböz® változatok megismerése végett ajánljuk az olvasó �-
gyelmébe a [49] munkát. A membrán rendszerek egy sokat kutatott változata
az aktív membrános P rendszerek [47]. Ezen rendszerekben úgynevezett memb-
rán feloldó és membrán szétosztó szabályok is alkalmazhatók, melyekkel a rend-
szer képes megváltoztatni a régiók struktúráját. Amint az hamar kiderült, ezen
rendszerek képesek � a bennük lév® masszív párhuzamosság segítségével � algo-
ritmikusan nehéz problémák megoldására (lásd például a [1, 11, 17, 44, 45, 51]
munkákat és a bennük lév® további hivatkozásokat). A fejezetben közölt ered-
ményeink két téma köré csoportosulnak. Egyrészt a Sat problémát megoldó
membrán rendszereket vizsgáltunk. Másrészt azt vizsgáltuk, hogy milyen tí-
pusú szabályok szükségesek ahhoz, hogy ezek a rendszerek egyáltalán képesek
legyenek nem triviális problémák megoldására.

1.2.1. Fogalmak és jelölések

Ahogy azt már említettük, egy aktív membrános P rendszer membránok által
határolt régiók hierarchikus rendszere. A membránok rendelkeznek egy címkével
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1. ábra. Egy egyszer¶ aktív membrános P rendszer egy kon�gurációja

és egy úgynevezett polaritással, ami +,− vagy 0 lehet. A régiókban objektumok
multihalmazai vannak, melyeken a rendszer � a régiókhoz rendelt szabályok
segítségével � m¶veleteket végezhet. A multihalmazokat, konvencionálisan, a
membrán rendszer objektum ábécéje feletti szavakkal reprezentáljuk. Egy aktív
membrános P rendszer egy kon�gurációját ábrázoltunk szemléletesen az 1. ábrán
(a membránok címkéjét, illetve polaritását rendre a megfelel® régió jobb alsó,
illetve fels® sarkában tüntettük fel). Ugyanezt a kon�gurációt reprezentálhatjuk
az [aaa[bc]−1 [bd]+1 ]0s szóval is, ahol például [bc]−1 jelöli azt a membránt, melynek
tartalma bc, címkéje 1, polarizációja pedig negatív. Ezen rendszerek formális
de�níciója a következ®.

1. Definíció. Egy aktív membrános P rendszer egy olyan Π = (Γ, H, µ, w1, . . . ,
wm, R) struktúra, ahol

• m a rendszer kezdeti rangja, azaz a kezd®kon�gurációban elhelyezked® ré-
giók száma;

• Γ az objektumok ábécéje;

• H a membrán címkék halmaza;

• µ a kezdeti membránstruktúra, melyben m membrán szerepel úgy, hogy
minden membrán 0 polaritású és rendelkezik egy H-beli címkével (több
membrán is rendelkezhet ugyanazzal a címkével); a legküls® membránt
skin-nek nevezzük;

• w1, . . . , wm ⊆ Γ∗ multihalmazok, az egyes membránok kezdeti tartalmai
(feltesszük, hogy a kezd®kon�guráció membránjainak van egy rögzített fel-
sorolása, mely segítségével ezek a multihalmazok a megfelel® membránok-
hoz rendelhet®k); és

• R az alábbi típusú szabályok halmaza:

(a) [a→ v]eh, ahol e ∈ {+,−, 0}, h ∈ H, a ∈ Γ és v ∈ Γ∗

( evolúciós szabályok, melyek alkalmazhatósága függ a membrán pola-
ritásától, de magát a membránt a szabályok alkalmazása nem érinti);

(b) a[ ]e1h → [b]e2h , ahol e1, e2 ∈ {+,−, 0}, h ∈ H és a, b ∈ Γ
(befelé kommunikáló szabályok, melyek segítségével egy a objektum
beküldhet® egy h címkéj¶ membránba; az a és a membrán polaritása
is megváltozhat a m¶velet során);
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(c) [a]e1h → [ ]e2h b, ahol e1, e2 ∈ {+,−, 0}, h ∈ H és a, b ∈ Γ
( kifelé kommunikáló szabályok, melyek segítségével egy a objektum
kiküldhet® egy h címkéj¶ membránból annak szül® membránjába; az
a és a membrán polaritása is megváltozhat a m¶velet során);

(d) [a]eh → b, ahol e ∈ {+,−, 0}, h ∈ H és a, b ∈ Γ
(membrán feloldó szabályok, melyek alkalmazásával egy objektum ké-
pes feloldani egy membránt, maga az objektum megváltozhat a m¶-
velet során, és a feloldott membrán teljes tartalma � objektumok és
membránok � a szül® membránba kerül; a skin-membrán viszont nem
oldódhat fel);

(e) [a]e1h → [b]e2h [c]e3h , ahol e1, e2, e3 ∈ {+,−, 0}, h ∈ H és a, b, c ∈ Γ
(membrán szétosztó szabályok, melyek segítségével egy elemi memb-
rán � azaz egy olyan membrán ami nem tartalmaz további membrá-
nokat � két új, esetleg különböz® polaritású membránra osztódhat; az
osztódást kiváltó a objektumból keletkez® b és c objektum rendre a két
új membránba kerül; az eredeti membrán összes, az osztódást kiváltó
a-tól különböz® objektuma ha tud, akkor evolválódik, majd megduplá-
zódik és egy-egy másolat rendre a két új membrán egyikébe kerül; a
skin-membrán nem osztódhat, még akkor sem ha elemi).

Egy aktív membrános P rendszer az alábbi, úgynevezett maximálisan pár-
huzamos elven m¶ködik: egy lépés során a rendszer minden objektumhoz nem-
determinisztikusan hozzárendel egy megfelel® szabályt (azaz egy olyan szabályt
ami megfelel az objektumnak, valamint az ®t tartalmazó membrán címkéjé-
nek és polaritásának) úgy, hogy az objektumokhoz hozzárendelt szabályok S
multihalmaza a következ®ket teljesíti: (i) a rendszer bármely objektumához leg-
feljebb egy szabály van rendelve S-b®l, (ii) a rendszer egy membránja legfeljebb
egy S-beli szabály alkalmazásában játszhat szerepet (emlékezzünk vissza, hogy
az evolúciós szabályok nem érintik közvetlenül azt a membránt, melyben vég-
rehajtódnak), és (iii) S maximális méret¶ azon multihalmazok között, melyek
teljesítik az (i) és (ii) tulajdonságot.

Az aktív membrános P rendszereknél � ahogy a membrán rendszereknél álta-
lában � egy számítás eredményét az határozza meg, hogy a kezd®kon�gurációból
indított számítás során milyen objektumok kerülnek ki a környezetbe. Ahhoz,
hogy a membrán rendszerek számítási erejét össze tudják hasonlítani a klasszikus
számítási modellek erejével, bevezették az úgynevezett felismer® P rendszereket
[50]. Egy felismer® P rendszer egy olyan Γ objektumábécével rendelkez® Π P
rendszer, melyre teljesülnek a következ®k:

• Π rendelkezik egy kitüntetett bemeneti membránnal,

• Γ tartalmaz két kitüntetett elemet, a yes-t és a no-t,

• Π összes számítása megáll, és vagy mindegyik számítás pontosan egy yes-t,
vagy mindegyik pontosan egy no-t küld a környezetbe (további objektu-
mok mindkét esetben kikerülhetnek a környezetbe),

• yes vagy no objektum csak Π utolsó lépése során kerülhet a környezetbe.

5



Egy Π felismer® P rendszer bemenete egy olyan M Γ feletti multihalmaz, amit
a számítás kezdetekor Π bemeneti membránban helyezünk el. Π számításának
eredménye az M -en pedig a yes és no objektumok közül az, amit Π az M
bemenettel indítva az utolsó lépésében a környezetbe küld.

Az aktív membrános felismer® P rendszerek m¶ködésének megértését segí-
tend®, az alábbi példában bemutatunk egy ilyen rendszert. Ez a rendszer azt
az egyszer¶ kérdést dönti el, hogy a bemenet tartalmaz-e legalább két a-t. A
megadott rendszer egy úgynevezett polarizációmentes membrán rendszer lesz,
ami azt jelenti, hogy a rendszer minden membránja ugyanazt a polarizációt
használja, ami ráadásul a számítás során nem változhat. Világos, hogy ebben
az esetben a polarizációnak nincs szerepe, ezért ilyen esetekben a szabályok
megadásakor a polarizáció jelölését általában elhagyjuk.

1. Példa. Legyen Π = ({a, b1, b2, b3,#, yes, no}, {s, 1, 2}, µ, w1, w2, w3, R) az
a membrán rendszer, ahol µ = [[[ ]1]2]s, az 1 címkéj¶ membrán tartalma w1 = b1,
a skin (azaz s címkéj¶) és a 2 címkéj¶ membrán tartalma rendre w2 = w3 = ∅,
a bemeneti membrán az 1 címkéj¶ membrán, R pedig a következ® szabályok
halmaza:

1. [bi → bi+1]j (i, j ∈ {1, 2}), [b3 → no]j (j ∈ {1, 2}), [no]j → no (j ∈ {1, 2}),
[no]s → [ ]s no,

2. [a]1 → #, [a]2 → yes, [yes]s → [ ]s yes.

Π m¶ködése a következ®. Az els® lépésben b1 b2-re változik és attól függ®en,
hogy van-e egy a a rendszerben vagy nincs, az 1 címkéj¶ membrán feloldódik
vagy sem. Ha nem oldódik fel, b2 két lépésen belül no-ra változik, majd a követ-
kez® lépésekben ez a no kikerül a környezetbe. Ha az els® lépésben feloldódik
az 1 címkéj¶ membrán, akkor a második lépés során a következ®k történnek: b2
b3-ra változik, és attól függ®en, hogy van-e egy a a rendszerben vagy nincs, a
2 címkéj¶ membrán feloldódik vagy sem. Ha nem oldódik fel a 2-es membrán,
akkor � az els® lépésnél vázolt esethez hasonlóan � egy no kikerül a környezetbe.
Ha a 2 es membrán feloldódik, akkor megjelenik egy yes a skin-ben (no pedig
nem jelenik meg). Végül ez a yes kikerül a környezetbe. Ezek alapján belátha-
tó, hogy Π valóban azt dönti el, hogy a bemenet tartalmaz-e legalább két a-t.
Az is látszik ugyanakkor, hogy egy triviálisan egyszer¶ probléma eldöntéséhez
is aránylag komplex membrán rendszert kellett megkonstruálnunk.

Ahogy a Turing-gépek, úgy a membrán rendszerek is végesen reprezentálható
számítási modellek. Ugyanakkor a Turing-gépek rendelkeznek egy cellákra osz-
tott, potenciálisan végtelen szalaggal is, melyen kell® számú cellát felhasználhat-
nak a számításaik során. Azt, hogy mennyi cella kerül valójában felhasználásra
jellemz®en a bemenet mérete határozza meg. Az aktív membrános P rendszerek-
ben viszont nincs mód arra, hogy a komponenseket � azaz a szabályokat, kezdeti
membránstruktúrát, stb. � el®zetesen felkészítsük tetsz®leges méret¶ bemenet
kezelésére. Ezért a membrán számítások elméletében (hasonlóan a Boole háló-
zatok elméletéhez) egy adott problémát nem egyetlen membrán rendszer, hanem
ezek egy uniform családja dönt el (szokás még vizsgálni membrán rendszerek
úgynevezett semi-uniform családjait is, melyeket mi majd kés®bb, a vonatkozó
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eredményeink kapcsán fogunk ismertetni). Legyen Π = {Π(n) | n ∈ N} fel-
ismer® membrán rendszerek egy családja. Π-t uniformnak nevezzük, ha van
olyan M (determinisztikus) Turing-gép, hogy minden n ∈ N-re, ha M a beme-
netén megkapja az 1n szót (azaz az n unáris reprezentációját), akkor a Π(n)
egy reprezentációjával a kimenetén áll meg.

Legyen P egy eldöntési probléma és Π = {Π(n) | n ∈ N} felismer® membrán
rendszerek egy uniform családja. Azt mondjuk, hogy Π eldönti P -t, ha P
minden I nméret¶ bemenetére, elindítva Π(n)-t az I egy megfelel® elkódolásával
a bemeneti membránjában, a membrán rendszer akkor és csak akkor küld a
környezetébe yes-t, ha I pozitív bemenete P -nek, azaz I egy olyan bemenet,
melyre igen a válasz P szerint.

A fentiek alapján, ahhoz hogy Π-t felhasználva eldönthessük, hogy a P egy
I bemenete pozitív bemenete-e, el®ször meg kell konstruálni Π(n)-t (ahol n az
I mérete) és ki kell számolni az I egy megfelel® elkódolását. Nyilvánvaló, hogy
ezen konstrukciók során olyan eszközöket (például Turing-gépeket) szabad csak
használni, melyek nem képesek maguk is eldönteni, hogy I pozitív bemenet-e,
hiszen ellenkez® esetben nem lehetünk biztosak abban, hogy ezt a kérdést maga
a membrán rendszer dönti el. Legyen Π = {Π(n) | n ∈ N} felismer® membrán
rendszerek egy uniform családja. Legyen továbbá E és F Turing-géppel kiszá-
mítható függvények egy-egy osztálya. Π-t (E,F)-uniformnak nevezzük, ha az
alábbi feltételek teljesülnek:

• Az a Turing-gép, ami minden n ∈ N esetén kiszámolja a Π(n) egy repre-
zentációját választható olyannak, hogy az általa kiszámolt függvény F -ben
van, és

• van olyan e ∈ E függvény, hogy P minden I n méret¶ bemenetére, e(I)
egy a Π(n) objektum ábécéje feletti, I-t kódoló multihalmaz.

Tehát például ha arra vagyunk kíváncsiak, hogy egy P NP-teljes probléma
megoldható-e felismer® membrán rendszerekkel, akkor egy olyan (E,F)-uniform
Π membrán rendszer családot kell találnunk P eldöntésére, ahol E és F olyan
osztályok, melyek (feltehet®en) valódi részhalmazai NP-nek (azaz E-t és F-et
választhatjuk például P-nek). A felismer® membrán rendszerekkel kapcsolatban
további hasznos információk találhatók a [49] könyv 12. fejezetében.

Legyen F felismer® membrán rendszerek egy osztálya, E,F pedig Turing-
géppel kiszámolható függvények osztályai. Ekkor (E,F)-PMCF jelöli azon
problémák osztályát, melyek eldönthet®k polinom id®ben F-beli membrán rend-
szerek (E,F)-uniform családjaival.

A felismer® rendszerek bevezetésekor számos olyan eredmény született szüle-
tett, ahol egy NP-teljes problémának aktív membrános P rendszereken alapuló
(P,P)-uniform megoldását adták meg. Megjegyezzük, hogy ezekben a munkák-
ban a (P,P)-uniformitás még nem jelent meg explicit módon a jelölésekben, azaz
a (P,P)-PMCF jelölés és a (P,P)-uniform kifejezés helyett rendre a PMCF
jelölést és polinomiálisan uniform kifejezést használták, lásd például a fejezet
elején felsorolt hivatkozásokat.

A továbbiakban az aktív membrános P rendszerek különböz® osztályival kap-
csolatos eredményeinket ismertjük. Ehhez szükségünk lesz az alábbi jelölésekre.
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Rendre AM és AM0 jelöli az aktív membrános és a polarizáció mentes ak-
tív membrános felismer® P rendszerek osztályát. Legyen F aktív membrános
felismer® P rendszerek egy osztálya. Ha F azon részosztályát vizsgáljuk, ahol
bizonyos típusú szabályok használata nem megengedett, akkor ezt úgy jelöljük,
hogy az illet® szabály típust azonosító bet¶t negatív el®jellel beírjuk az F alsó
indexébe. A következ® azonosítókat fogjuk használni: e - evolúciós, i - befe-
lé kommunikáló, o - kifelé kommunikáló, d - membrán feloldó és v - membrán
szétosztó szabályok. Hasonlóan, ha F azon részosztályát vizsgáljuk, ahol a fenti
szabály típusok mellett még más típusú szabályok is alkalmazhatók, akkor a
szabály típusát azonosító bet¶t pozitív el®jellel írjuk be az F alsó indexébe.
Ha azt akarjuk jelölni, hogy egy t által jelölt szabály típus valamely t′ által
jelölt megszorított formában használható, akkor t-t negatív el®jellel, t′-t pedig
pozitívval írjuk be F alsó indexébe.

Az alábbi jelöléseket is használni fogunk. Tetsz®leges d konstansra, Fh≤d
jelöli F azon részosztályát, melyben a membrán rendszerek olyanok, hogy a
m¶ködésük során a rendszerben a membrán struktúra mélysége legfeljebb d.
Hasonlóan, Fw≤d jelöli azon részosztályt, ahol a membrán rendszerek m¶ködése
során a membrán struktúra szélessége (azaz a membrán struktúrában az azonos
szinten lév® membránok száma) legfeljebb d.

Ezek a jelölések egymással kombinálhatók, ekkor a negatív és pozitív el®jel¶
bet¶ket, a jobb olvashatóság kedvéért összevonjuk. Tehát például AM0

−dv+c
jelöli az AM azon részosztályát, ahol a membrán rendszerek polarizáció men-
tesek, nem használhatnak membrán feloldó és membrán szétosztó szabályokat,
de a klasszikus aktív membrános szabályokon kívül használhatnak még memb-
rán létrehozó (c mint creation) szabályokat (ezen szabályok pontos de�nícióját
kés®bb adjuk meg). Megjegyezzük, hogy a fenti jelölésrendszer, bár követi a
membránszámítások elméletében bevett szokásokat, ilyen egységes módon csak
a tézisfüzetben leírtak könnyebb átláthatósága miatt lettek bevezetve. Ugyanis
gyakran el®fordul, hogy az idézett munkák egymáshoz képest kissé eltér® jelö-
léseket használnak azonos tulajdonságú membrán rendszerek esetén is. Ezen
jelölések változtatások nélküli használata a tézisfüzetben könnyen félreértéseket
okozhatna.

1.2.2. Az elért eredmények

A Sat probléma megoldása. Az aktív membrános P rendszerek elméleté-
ben az egyik legtöbbet kutatott probléma a Sat probléma, azaz annak eldön-
tése, hogy egy ϕ konjunktív normálformában adott ítéletkalkulusbeli formula
kielégíthet®-e vagy sem. A továbbiakban formula alatt egy ilyen formulát fo-
gunk érteni.

A Sat probléma megoldására jellemz®en a következ® elven m¶köd® membrán
rendszerek születtek (lásd például a 12.4. fejezetet [49]-ben). Tegyük fel, hogy
egy Π aktív membrános P rendszer egy olyan ϕ formulát kódoló bemenetet
kap, ami n ítéletváltozót és m klózt (n,m ≥ 1) tartalmaz. Ekkor Π n lépés
alatt elkészít a bemeneti membránból 2n példányt úgy, hogy n-szer szétosztja
ezt a membránt. Az i-ik osztódás (1 ≤ i ≤ n) során kapott másolatok rendre
az i-ik változó igaz illetve hamis kiértékelését reprezentálják. Mindeközben Π
számon tartja az új membránokban, hogy az eddig kiértékelt változók alapján
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mely ϕ-beli klózok értékel®dnek igazra a megfelel® interpretációban. Az n-
ik osztódás után az n ítéletváltozó összes interpretációjának megfelel egy Π-
beli membrán, benne azon ϕ-beli klózokat reprezentáló objektumokkal, melyek
igazak a megfelel® interpretációban. Ekkor Π megvizsgálja, hogy van-e olyan
membránja ami tartalmazza az összes ϕ-beli klózt reprezentáló objektumot. Ha
talál ilyen membránt akkor yes-t küld a környezetbe, egyébként pedig no-t. Az
ezen algoritmust implementáló membrán rendszerek id®igénye a bemen® formula
méretében polinomiális, ahol a formula méretét a formulában szerepl® változók
és klózok száma együttesen határozza meg.

Mi a Sat megoldására az alábbi, újfajta megközelítést alkalmaztuk [16] (a
továbbiakban az egyszer¶ség kedvéért a konjunktív normálformában adott for-
mulákat klózok halmazának, a klózokat pedig literálok halmazának tekintjük).
Legyen C egy klóz és x egy C-ben nem el®forduló ítéletváltozó. Legyen továbbá
C1 = C∪{x} és C2 = C∪{¬x}. Belátható, hogy C pontosan akkor kielégíthet®
ha a {C1, C2} klózhalmaz kielégíthet®. Nevezzük a fenti m¶veletet inverz rezolú-
ciós lépésnek (ugyanis ez a m¶velet nem más, mint a jól ismert ítéletkalkulusbeli
rezolúciós lépés �megfordítása�). Tekintsünk egy ϕ {x1, . . . , xn} ítéletváltozók
felettim klózból álló formulát (n,m ≥ 0). Belátható, hogy az alábbi algoritmus,
amit inverz rezolúciós algoritmus nevezünk, ϕ kielégíthet®ségét dönti el.

Algoritmus InvRez

input: ϕ
output: igen ha ϕ kielégíthet®, egyébként nem
for i = 1 . . . n do

ϕ′ := ∅
foreach C ∈ ϕ do

if xi 6∈ C then ϕ′ := ϕ′ ∪ {C ∪ {xi}, C ∪ {¬xi}}
ϕ := ϕ′

if |ϕ| = 2n then return false

else return true.

A fenti algoritmus megvalósításához [16]-ban olyan P rendszereket használ-
tunk, melyeket kiterjesztettünk a következ®, úgynevezett membrán átcímkéz®
szeparációs szabályokkal : [ ]h1 → [K]h2 [O − K]h3 , ahol h1, h2 és h3 membrán
címkék, O a membrán rendszer objektum ábécéje, K pedig O egy nemüres,
valódi részhalmaza. Egy ilyen szabály csak akkor alkalmazható, ha h1 egy ele-
mi membrán és tartalmaz legalább egy K-beli és egy O − K beli objektumot
(lásd például [49]). Ekkor a szabály alkalmazásával a h1 címkéj¶ membránból
keletkezik egy h2 címkéj¶ és egy h3 címkéj¶ membrán. Továbbá a h1 címkéj¶
membrán összesK-beli objektuma a h2 címkéj¶ membránba kerül, az összes töb-
bi objektum pedig a h2 címkéj¶be (ha van az egyes objektumokra alkalmazható
evolúciós szabály, akkor ezek az objektumok evolválódnak is ezen lépés során).
Els® eredményünk a Sat probléma membrán rendszerekkel való eldöntésével
kapcsolatban a következ®:

1. tétel ([16]). A Sat probléma eldönthet® polarizációmentes aktív memb-
rános felismer® P rendszerek egy Π = {Π(n) | n ∈ N} uniform családjával úgy,
hogy a következ®k teljesülnek.
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• A Π-beli membrán rendszerek nem használnak membrán szétosztó szabá-
lyokat, de

• használnak membrán átcímkéz® szeparációs szabályokat, és

• Π(n) O(n) id®ben képes eldönteni egy ϕ n változót tartalmazó formula
kielégíthet®ségét.

A fenti tételben szerepl® Π membrán rendszer jelent®sége a következ®. Amíg
a korábban létez® implementációk egy ϕ n változót ésm klózt tartalmazó formu-
la kielégíthet®ségét n-t®l és m-t®l függ® polinomiális id®ben döntötték el, addig
Π ezt n-ben polinomiális id®ben is képes megtenni. Mivel m = O(3n), a futási
id® a mi megoldásunkban jobbnak tekinthet® a korábbiaknál. Ugyanakkor a mi
megoldásunk megköveteli azt, hogy egy n változót tartalmazó ϕ formulára, a
ϕ kielégíthet®ségét eldönt® Π(n) minden ϕ változóit tartalmazó C klózra ren-
delkezzen egy C-t reprezentáló objektummal. Ez azt jelenti, hogy a membrán
rendszerünk szükségszer¶en nem lehet polinomiálisan uniform. Ezért [17]-ben, a
fenti megoldáson alapulva, egy úgynevezett polinomiálisan semi-uniform memb-
rán rendszer családot adtunk meg a Sat eldöntésére. Ez alatt a következ®ket
értjük.

Legyen P egy eldöntési probléma. Jelöljük IP -vel a P bemeneteit (hatéko-
nyan) kódoló szavak halmazát. Legyen továbbá Π = {Π(I) | I ∈ IP } felismer®
membrán rendszerek egy családja. Π-t polinomiálisan semi-uniformnak nevez-
zük, ha megadható egy olyan polinom id®igény¶ determinisztikus Turing-gép,
ami P minden I bemenetére, ha a bemen® szalagján megkapja az I-t kódoló
IP -beli szót, akkor polinom id®ben a kimenetére írja a Π(I) egy reprezentáció-
ját. Továbbá Π eldönti P -t, ha a P minden I bemenetére, Π(I) akkor és csak
akkor küld a környezetébe yes-t, ha I pozitív bemenete P -nek.

2. tétel ([17], 2. tétel). A Sat probléma eldönthet® polarizációmentes ak-
tív membrános felismer® P rendszerek egy Π = {Π(ϕ) | ϕ a Sat egy bemenete}
polinomiálisan semi-uniform családjával úgy, hogy a következ®k teljesülnek.

• A Π-beli membrán rendszerek nem használnak membrán szétosztó szabá-
lyokat, de

• használnak membrán átcímkéz® szeparációs szabályokat, és

• Π(ϕ) O(n) id®ben képes eldönti ϕ kielégíthet®ségét, ahol n a ϕ-beli változók
száma.

A fenti eredmények után nyitott kérdés maradt, hogy vajon lehet-e az inverz
rezolúciós algoritmuson alapulva polinomiálisan uniform megoldását adni a Sat
problémának. Ezt a kérdést a [11] dolgozatban vizsgáltuk, és membrán létrehozó
szabályok segítségével sikerült pozitív választ adni a fenti kérdésre. Membrán
létrehozó szabálynak nevezünk egy a → [b]eh szabályt (a, b egy objektum, h ∈
H, e ∈ {+,−, 0}). Egy ilyen szabály segítségével egy a objektumból létrehoz-
ható egy olyan h címkéj¶, e polaritású membrán, melyben egyetlen objektum
szerepel csak, a b. A membrán létrehozó szabályok alkalmazása elterjedt a
felismer® P rendszerek elméletében (lásd például [49], 12. fejezet). [11]-ben
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valójában kétféle megoldását is megadtuk Sat-nak: az els® megoldásban polari-
zációmentes a megadott membrán rendszer, a másodikban nem. Ugyanakkor az
els® megoldásban a polarizációmentesség ára az, hogy az ott használt membrán
szétosztó szabályok átcímkézhetik a szétosztott membránokat (az ilyen szabá-
lyokat átcímkéz® membrán szétosztó szabályoknak nevezzük).

1. tézis ([11]).

1. Sat eldönthet® aktív membrános felismer® P rendszerek egy olyan polino-
miálisan uniform családjával, melyre a következ®k teljesülnek.

• A Π-beli membrán rendszerekben a membrán létrehozó szabályok hasz-
nálata megengedett, és

• egy ϕ n változót és m klózt (m,n ≥ 1) tartalmazó formula esetén
Π(ϕ) O(n) id®ben eldönti ϕ kielégíthet®ségét.

2. Sat eldönthet® polarizációmentes aktív membrános felismer® P rend-
szerek olyan polinomiálisan uniform családjával melyre teljesülnek az 1.
pontban leírt tulajdonságok, és a Π-beli membrán rendszerekben az átcím-
kéz® membrán szétosztó szabályok használata megengedett.

Megjegyezzük, hogy [25]-ben szintén membrán létrehozó szabályokat alkal-
maztak, és adtak a Sat megoldására olyan membrán rendszereket, melyek id®-
igénye a formulában szerepl® változók számában lineáris. Ugyanakkor a mi
eredmény¶nk nem összehasonlítható a [25]-belivel, mert ott a membrán rend-
szerek m¶ködése a jelen dolgozatban de�niálttól � és az aktív membrános P
rendszerek elméletében megszokottól � kissé eltér (err®l b®vebben a [11]-ben
írtunk).

Szintaktikai megszorítás és számítási er®. Az aktív membrános P rend-
szerek elméletében egy sokat kutatott téma az, hogy vajon milyen szabályok
szükségesek ezekben a rendszerekben ahhoz, hogy algoritmikusan nehéznek szá-
mító problémákat is meg tudjunk oldani velük. Hamar kiderült, hogy membrán
szétosztó szabályok nélkül P a fels® korlát ezen rendszerek számítási erejére
nézve [56], és ugyanez a helyzet a polarizációmentes rendszerek esetén is ha
membrán feloldó szabályok használata nem megengedett [23]. S®t, P un neve-
zetes sejtése szerint [48], már maga a polarizáció hiánya is elegend® lehet ahhoz,
hogy ezen rendszerek legfeljebb P-beli problémákat legyenek képesek megoldani
csak. Ezt a sejtést eddig csak speciális esetekben sikerült bizonyítani, például
akkor amikor csak úgynevezett szimmetrikus, azaz [a]i → [b]i[bi] alakú membrán
osztó szabályok megengedettek [37], vagy amikor a kezdeti membrán struktúra
lineárisan egymásba ágyazott membránok láncolata, és a rendszer csak membrán
feloldó és membrán szétosztó szabályokat alkalmazhat [55].

P un sejtésének alapvet® fontossága abban rejlik, hogy bizonyítása esetén
kiderülne, hogy a polarizáció használata elengedhetetlen az aktív membrános
P rendszerekben ahhoz, hogy algoritmikusan nehéz problémákat is megoldhas-
sunk velük. Ugyanakkor a sejtés bizonyítására tett er®feszítések során kiderült
az is, hogy bizonyos membrán rendszerekkel nemhogy algoritmikusan nehéz, de
akár P-beli problémák megoldása sem lehetséges. [38]-ban például meg�gyelték,
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hogy a [23]-ban megadott PMCAM0
−d

= P jellemzésben a P alsó korlát abból
fakad, hogy a vizsgált membrán rendszer családok polinomiálisan uniformak.
S®t, [38]-ban azt is sikerült megmutatni, hogy kell®en szigorú uniformitási fel-
tételek esetén ezen rendszerek számítási erejére nézve a fels® korlát NL, azaz
például (L,L)-PMCAM0

−d
⊆ NL. Ezek az eredmények olyan kutatások sorát

indították el, ahol azt vizsgálták, hogy kell®en szigorú uniformitási feltételek
mellett milyen típusú szabályok szükségesek ahhoz, hogy valamely C ⊆ P bo-
nyolultsági osztályban nehéznek számító problémát oldhassunk meg membrán
rendszerekkel (lásd például [13, 18, 19, 33, 38, 39, 40, 41]). Az AM0

−d osztályba
tartozó membrán rendszerek számítási erejér®l végül például kiderült, hogy az
legfeljebb akkora lehet, mint azon eszközöké, melyeket a membrán rendszerek
megkonstruálására, illetve a megoldandó probléma bemeneteinek elkódolására
használunk (lásd például a 4.3. tételt [36]-ban). Ez azt jelenti, hogy nincs
olyan nem triviális probléma, amire lehetne olyan megoldást adni, ahol a meg-
oldás eszköze maga a membrán rendszer és nem a membrán rendszert vagy a
probléma bemenetének elkódolását kiszámító eszköz. Ez az eredmény is azt
igazolja, hogy érdemes vizsgálni � kell®en szigorú uniformitási feltételek mellett
� a szintaktikailag megszorított membrán rendszerek számítási erejét. Annál
is inkább, mert � meggy®z®désünk szerint � a membrán rendszerek kiszámítá-
si erejével kapcsolatos nyitott kérdések vizsgálata közelebb vihet bennünket a
klasszikus bonyolultsági osztályok között fennálló, jelenleg még nem bizonyított
kapcsolatok feltárásához. A továbbiakban ehhez a kutatási vonalhoz kapcsolódó
eredményeinket ismertetjük.

A [13] dolgozatban az NL-teljes Elérhet®ség probléma membrán rend-
szerekkel való megoldási lehet®ségeit vizsgáltuk. Ezt a problémát a követke-
z®képpen de�niáljuk. Adott egy G irányított gráf és annak s és t csúcsai. A
feladat annak eldöntése, hogy van-e G-ben út s-b®l t-be. Els® látásra úgy t¶n-
het, hogy ennek a problémának könny¶ semi-uniform felismer® P rendszerekkel
való megoldását adni. Valóban, legyen 〈G, s, t〉 az Elérhet®ség probléma egy
bemenete és legyen Π〈G,s,t〉 az az aktív membrános P rendszer, melynek egyetlen
membránja van, a skin membrán, objektumai a G csúcsai, a skin membrán kez-
deti tartalma s, a szabályhalmaz pedig olyan evolúciós szabályokból áll, melyek
G élei alapján vannak de�niálva (lásd például a 2. tétel bizonyítását [40]-ben).
Ekkor Π〈G,s,t〉 m¶ködése során pontosan akkor jelenik meg a skin membránban a
t, ha 〈G, s, t〉 pozitív bemenet. Ugyanakkor nem világos, hogyan lehet Π〈G,s,t〉-t
megfelel® komponensekkel kiegészíteni úgy, hogy egy felismer® P rendszert kap-
junk. Ahogy azt az el®bb említett tétel bizonyításában is olvashatjuk, az ott
megadott P rendszernek lehetnek olyan számításai, melyek a yes és a no szim-
bólumot is el®állítják, ami ellentmond a felismerhet® P rendszerek klasszikus
de�níciójának. Ezért [39]-ben a felismer® P rendszerek több alternatív de�níci-
óját is megadták, és megadták az Elérhet®ség ezen de�nícióknak megfelel®
semi-uniform megoldásait. Uniform megoldást azonban nem adtak a problémá-
ra. Mi [13]-ban három különböz® uniform megoldását adtuk az Elérhet®ség
problémának.

2. tézis ([13]). Elérhet®ség ∈ (L,L)-PMCF ahol

1. F = AMh≤1,−dv vagy
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2. F = AM0
h≤1,−v vagy

3. F = AM0
h≤1,−v,+c.

Mivel Elérhet®ség NL-teljes, és membrán rendszerek tetsz®leges F osztá-
lyára (L,L)-PMCF zárt a logaritmikus tárral való visszavezetésre, adódik a
következ® eredmény:

1. Következmény. NL ⊆ (L,L)-PMCF ahol F a következ® típusú memb-
rán rendszer családok egyike: AMh≤1,−dv, AM0

h≤1,−v vagy AM0
h≤1,−v,+c.

Érdekes kérdés annak vizsgálata, hogy vajon a 2. tézisben említett memb-
rán rendszerek képesek-e P- vagy akár NP-teljes problémák megoldására. Is-
mert, hogy PSPACE ⊆ (L,L)-PMCAM0

−v,+c
[24], azaz ha a membránstruktú-

ra mélységére nincs fels® korlát, akkor a polarizációmentes aktív membrános P
rendszerek membrán létrehozó szabályokkal PSPACE-teljes problémák megol-
dására is képesek.

A [19] munkában azt mutattuk meg, hogy a membrán szétosztó szabályok
nélküli polarizációmentes aktív membrános P rendszerek esetén is adható a 2.
tézisben megadott eredménynél er®sebb, ha a membránstruktúra mélységére
nincs fels® korlát. Valójában azt sikerült megmutatni, hogy bizonyos felté-
telek mellett, tetsz®leges Turing-gép szimulálható az id®igény romlása nélkül
olyan polarizációmentes aktív membrános P rendszerekkel, melyekben a memb-
rán szétosztó szabályok nem használhatók. Ezen eredmény precíz kimondá-
sához be kell vezetnünk néhány fogalmat. Legyen t : N → N egy függvény,
melyre log n ≤ t(n). Azt mondjuk, hogy t tár-megkonstruálható, ha van olyan
O(t(n)) tárkorlátos (o�-line) Turing-gép, ami az 1n szóval a bemenetén indítva
az f(n) érték unáris reprezentációját írja a kimenetére. Legyen Π egy memb-
rán rendszer. Π egy C kon�gurációjának mérete a C-ben szerepl® membránok
és objektumok száma. Π tárigénye pedig azon kon�gurációk maximális mére-
te, melyeket Π elérhet a kezd®kon�gurációból indítva. [19]-ben a következ®t
sikerült bizonyítani:

3. tézis ([19]). Legyen t : N → N egy olyan függvény, hogy log t(n) tár-
megkonstruálható, és legyen M egy t(n)-id®igény¶ Turing-gép. Akkor M szimu-
lálható felismer® P rendszerek egy Π (L,SPACE(log t(n)))-uniform családjával
úgy, hogy a következ®k teljesülnek:

• A Π tagjai AM0
−v-beli P rendszerek, és

• minden n ∈ N esetén, ΠM (n) egy O(t(n)) id®ben és O(t2(n)) tárral m¶-
köd® membrán rendszer.

Ezt az eredményt [18]-ban sikerült megjavítani polinomiális id®igény¶ Turing-
gépek szimulációja esetén. Nevezzünk egy evolúciós szabályt unit-evolúciós sza-
bálynak, ha a jobb oldalán pontosan egy objektum szerepel. Jelöljük u-val a
szabályok ezen típusát. Ekkor teljesül a következ® állítás.

3. tétel ([18], 3. tétel). Legyen M egy polinom id®igény¶ Turing-gép.
Akkor M szimulálható polinom id®ben AM0

−vioe,+u-beli felismer® P rendszerek
egy Π (L,L)-uniform családjával.
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Azt kaptuk tehát, hogy polarizációmentes aktív membrános P rendszerek
képesek polinom idej¶ Turing-gépek uniform módon hatékonyan szimulálni már
akkor is, ha csak membrán feloldó és unit-evolúciós szabályokat használhatnak.
[40]-ben egy P-teljes probléma megoldására adtak hasonló tulajdonságokkal ren-
delkez® membrán rendszer családot, de ott a megoldás semi-uniform volt, és a
felhasznált evolúciós szabályok közül nem mind volt unit-evolúciós.

Mivel membrán szétosztó szabályok nélkül csak P-beli problémák oldha-
tók meg [56], felhasználva ezt az eredményt, valamint (L,L)-PMCAM0

−vioe,+u

zártságát a logaritmikus tárral való visszavezetésre nézve, adódik a következ®
eredmény.

2. Következmény. P = (L,L)-PMCAM0
−vioe,+u

.

Ezen eredmény kapcsán felmerül az a kérdés, hogy vajon melyek az alkal-
mazható szabályok típusainak legsz¶kebb olyan halmazai, melyekkel egy aktív
membrános P rendszer még képes P-teljes problémákat megoldani. Nyitott kér-
dés például az, hogy csupán membrán feloldó szabályokkal (azaz evolúciós sza-
bályok nélkül) is megoldhatók-e P-teljes problémák ezen rendszerekkel ([36] 4.3.
tételéb®l tudjuk, hogy feloldó szabályok elhagyásával már nem tudnánk P-beli
problémákat (L,L)-uniform módon megoldani, feltéve persze, hogy L ( P).

Ezen kérdés által motiválva, [18]-ban bemutattunk két további olyan memb-
rán rendszer családot, melyek csak bizonyos típusú szabályokat alkalmazva is
képesek P-teljes problémák megoldására. Minkét esetben használhatják a rend-
szerek a membránok polaritását, de az egyik esetben csak kifelé kommunikáló
szabályokat, a másikban pedig csak membrán szétosztó és membrán feloldó sza-
bályokat alkalmaznak. Tehát egyik esetben sem alkalmazhatnak a rendszerek
például evolúciós szabályokat. Továbbá a második megoldás olyan, a rendszer
m¶ködése során a membrán struktúrában az azonos szinten lév® membránok
száma mindig legfeljebb kett®.

A fent vázolt membrán rendszerekkel a következ®, általunkHorn3SatNorm-
nak nevezett problémát oldottuk meg [18]-ban. Adott egy ϕ zérusrend¶ kon-
junktív normálforma úgy, hogy minden tag vagy egyetlen pozitív literálból áll
vagy két negatív és legfeljebb egy pozitív literált tartalmaz. A feladat annak
eldöntése, hogy ϕ kielégíthet®-e. Ha egy ϕ formula klózai teljesítik ezen felté-
teleket, akkor minden ϕ-beli klóz vagy egy ítéletváltozó vagy egy olyan klóz,
ami ekvivalens egy (x ∧ y) → z alakú formulával, ahol x, y ítéletváltozók, z
pedig vagy egy ítéletváltozó vagy egy azonosan hamis formula. Az ilyen ala-
kú klózok pedig � mint kiderült � különösen alkalmasak arra, hogy membrán
rendszereket használjunk azon ítéletváltozók megkeresésére, melyeknek igaznak
kell lenniük ahhoz, hogy ϕ igaz legyen egy interpretációban. Ezt felhasználva
kaptuk a következ® eredményt.

4. tézis ([18], 1. és 2. tétel). Horn3SatNorm ∈ (L,L)-PMCF , ahol

1. F = AM−dvie vagy

2. F = AMw≤2,−ioe.

Mivel Horn3SatNorm P-teljes, kapjuk, hogy P alsó korlát a 4. tézisben sze-
repl® membrán rendszerek számítási erejére nézve. A P fels® korlát azAM−dvie-
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beli membrán rendszerek esetében ismert [56], míg az AMw≤2,−ioe-beli rend-
szerek esetében belátható az el®bb említett [56]-beli eredmény bizonyításának
általánosításával. Kapjuk tehát a P osztály következ® jellemzéseit.

3. Következmény. P = (L,L)-PMCF , ahol F a következ® típusú memb-
rán rendszer családok egyike: AM−dvie vagy F = AMw≤2,−ioe.

1.3. Klasszikus formális nyelvi modellekkel kapcsolatos ered-

mények

1.3.1. Random context grammatikák

Ebben a fejezetben a CF grammatikák egyfajta általánosításait, az úgynevezett
random context grammatikákat vizsgáljuk. A CF grammatikákat Noam Choms-
ky vezette be az 1950-es években azért, hogy a természetes nyelvek mondataiban
a szavak közötti kapcsolatokat modellezze velük [5]. Ugyanakkor ezen gramma-
tikák jelennek meg az akkoriban elterjed® programozási nyelvek szintaxisának
megadásában használt Backus�Naur-formában (azaz BNF-ben) is. Jelent®sé-
gük napjainkra sem csökkent, s®t újabb területeken is intenzíven használatosak.
Példa erre a mostanában igen széles körben használt XML nyelvekben történ®
alkalmazásuk a dokumentumtípus-de�níció (DTD) megadására.

Kiderült azonban az is, hogy néhány természetes nyelvben el®fordulnak olyan
nyelvtani struktúrák, melyeket nem lehet CF grammatikákkal megfelel®en mo-
dellezni. Ilyenek például az úgynevezett cross-serial függ®ségek (lásd például
[32]). Ezt a legegyszer¶bben az Lcross = {anbmcndm | m,n ≥ 0} formális nyelv-
vel tudjuk szemléltetni. Látható, hogy ezen nyelv szavaiban az azonos hosszú a
és c bet¶b®l álló részszavak között tetsz®leges hosszú b bet¶kb®l álló szó állhat,
és hasonló feltételek teljesülnek a b, c és d bet¶kb®l álló részszavakra.

Felmerült tehát az igény arra, hogy a CF grammatikáknál nagyobb kifejez®
erej¶, de még mindig hatékonyan kezelhet® grammatikákat használjanak. Ez ve-
zetett odáig, hogy számos olyan grammatika-típus született, ami a CF gramma-
tikákon alapul, de azoknál nagyobb kifejez® er®vel bír (ilyenek például a mátrix
grammatikák, regulárisan kontrollált grammatikák, programozott grammatikák
és szövegfeltételes grammatikák). Mi ezek közül behatóbban a szövegfeltételes
grammatikák osztályába tartozó úgynevezett random context grammatikákkal
foglalkoztunk.

Egy G random context grammatika (röviden RCG) [54] egy olyan G =
(V,Σ, R, S) rendszer, ahol V és Σ rendre a nemterminális és terminális szim-
bólumok ábécéje, S ∈ V a kezd®szimbólum, és R pedig (A → α, P,Q) alakú
(A ∈ V, α ∈ (V ∪ Σ)∗, P,Q ⊆ V ) átírási szabályok halmaza. A szabályokban
megadott P és Q halmazokat rendre engedélyez® és tiltó halmazoknak nevezzük,
G-t pedig engedélyez®nek (rendre tiltónak) mondjuk, ha az összes G-beli sza-
bályban üres a tiltó (rendre az engedélyez®) halmaz. A G által meghatározott
egylépéses levezetési relációt (jele⇒G) a következ®képpen de�niáljuk. Tetsz®le-
ges u1, u2, α ∈ (V ∪Σ)∗ és A ∈ V esetén, u1Au2 ⇒G u1αu2 akkor és csak akkor,
ha van olyan P,Q ⊆ V , hogy (A→ α, P,Q) ∈ R, és

1. minden P -beli nemterminális szerepel u1Au2-ben, és

15



2. nincs olyan Q-beli nemterminális, ami szerepel u1Au2-ben.

A G által generált nyelvet L(G)-vel jelöljük és a szokásos módon de�niáljuk:
L(G) = {u ∈ Σ∗ | u⇒∗G u}, ahol ⇒∗G a ⇒G re�exív, tranzitív lezártja.

Jelölje L(RCG−λ),L(RCG),L(CF),L(CS) rendre a törl® szabályok nélküli
random context, a random context, a környezetfüggetlen és a környezetfügg®
grammatikák által generált nyelvek, RE pedig a rekurzívan felsorolható nyel-
vek osztályát. Ismertek a következ® eredmények (lásd például [6]): L(CF) (
L(RCG−λ) ( L(CS), valamint L(RCG) = RE. Ezek szerint a random context
grammatikák számítási ereje a Turing-gépekével egyezik meg, ha a λ-szabályok
használata megengedett. [35]-ben ezért bizonyos megszorításokat vezettek be a
P és Q halmazokra, és azt vizsgálták, hogy vajon ezen megszorításokkal hogyan
változik a random context grammatikák számítási ereje. Egy G = (V,Σ, R, S)
random context grammatikát megszorítottnak (röviden rRCG-nek) nevezünk,
ha a következ® (†) tulajdonságok teljesülnek:

• Minden (A→ α, P,Q) ∈ R szabályra |P |+ |Q| = 1 és

• bármely két (A→ α1, P1, Q1) és (A→ α2, P2, Q2) R-beli szabályra, P1 =
P2 és Q1 = Q2.

Tehát ha G egy rRCG, akkor minden (r, P,Q) szabály esetén vagy a P vagy a Q
halmaz üres, a másik pedig egyelem¶. Továbbá a P és a Q halmazok az azonos
nemterminálist átíró szabályok esetében megegyeznek, tehát ezen grammatikák
esetén már maga az átírandó a nemterminális határozza meg az engedélyez® és
tiltó halmazokat.

Jelölje L(rRCG) és L(rRCG−λ) rendre a megszorított és a törl® szabályok
nélküli megszorított grammatikákkal generálható nyelvek osztályát. A [7] és a
[35] munkákban bizonyítást nyert, hogy L(rRCG) = L(RCG) és L(rRCG−λ) =
L(RCG−λ). [7]-ben azt is sikerült megmutatni, hogy az engedélyez® random
context grammatikák esetében sem jelentenek a fenti (†) feltételek megszorítást
a kifejez® er®re nézve, akár megengedett a törl® szabályok használata, akár
nem. Az viszont nyitott kérdés maradt, hogy vajon a tiltó megszorított random
context grammatikák is ekvivalensek-e a tiltó random context grammatikákkal.
S®t, még az is nyitott maradt, hogy egyáltalán képesek-e a tiltó random context
grammatikák nem CF nyelv generálására.

Az elért eredmények. Ahogy korábban említettük, a környezetfüggetlen
nyelvtanok nem képesek modellezni a cross-serial függ®ségeket, így generálni
például az Lcross = {anbmcndm | m,n ≥ 0} nyelvet. A [10] munkában meg-
mutattuk, hogy a tiltó random context grammatikák képesek egy Lcross-hoz
hasonló nyelv generálására. A [10]-beli konstrukció könnyen módosítható úgy,
hogy a megadott random context grammatika λ-mentes legyen. Adódik tehát a
következ® eredmény, ahol L(rfRCG) (rendre L(rfRCG−λ)) jelöli a tiltó (rendre
λ-mentes tiltó) megszorított random context grammatikák által generált nyelvek
osztályát.

4. tétel ([10], 1. tétel). CF ( L(rfRCG−λ) és CF ( L(rfRCG).
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A [12] munkában egy a fentinél er®sebb eredményt sikerült bizonyítani. Meg-
mutattuk, hogy a tiltó random context grammatikák esetében sem jelenti a (†)
megszorítás a generatív er® csökkenését, ha a λ-szabályok használata megenge-
dett.

5. tézis ([12], 4. tétel). L(rfRCG) = L(fRCG).

Ezen tétel bizonyításának alapja a [12] dolgozatban általunk bevezetett komp-
lemens nemterminális-párok használata volt. Legyen G egy tiltó RCG, és B va-
lamintB′ aG két nemterminálisa. B ésB′ akkor alkot komplemens nemterminá-
lis-párt, ha G ben a B baloldalú szabályok alkalmazását csak a B′ nemterminális
tilthatja, a B′ baloldalú szabályokét pedig csak B.

Tekintsünk egy G tiltó RCG-t. Ha egy G-vel ekvivalens G′ tiltó rRCG-t
szeretnénk megadni, akkor használhatjuk a komplemens nemterminális-párokat
a következ®képpen. Legyen r : (A → α, ∅, Q) a G egy szabálya, és tegyük fel,
hogy Q az A1, . . . , An (n ≥ 1) tiltó nemterminálisokat tartalmazza. Ekkor r-
nek megfeleltethet® G′-ben egy olyan r′ : (A → αβ, ∅, Q′) szabály, ahol β′ az
A1, . . . An nemterminálisok komplemens párjaiból álló szó, Q pedig az A komp-
lemens párja. Látható, hogy G′ egy sikeres (azaz terminális bet¶kb®l álló szót
eredményez®) levezetésében csak akkor alkalmazható r′, ha az alkalmazásakor
a mondatforma nem tartalmazza az A1, . . . , An nemterminálisok egyikét sem.
Ily módon, ahogy az A1, . . . , An bármelyike tiltja az r alkalmazását G-ben, úgy
ezek bármelyike meggátolja r′ alkalmazását G′-ben (legalábbis a sikeres leveze-
tésekben).

[12]-ben olyan random context grammatikákat is vizsgáltunk, melyekben a
(†) megszorítást egy kicsit gyengítettük: megengedtük olyan szabályokat is,
ahol az engedélyez® és tiltó halmazok mindegyike üres. Az így kapott gramma-
tikákat gyengén megszorított random context grammatikáknak neveztük. Jelölje
L(wrRCG) az ezen grammatikákkal generálható nyelvek osztályát. A komple-
mens nemterminális-párok használatával sikerült megmutatni a következ®t.

6. tézis ([12], 6. következmény). Legyen L ∈ RE. Akkor megadható
olyan L-t generáló G gyengén megszorított random context grammatika, melyben
legfeljebb csak egy engedélyez® nemterminális szerepel.

Mivel L(fRCG) ( RE, a fenti eredmény optimális a nyelvtanban el®forduló
engedélyez® nemterminálisok számát illet®en.

1.3.2. Véges automaták irányíthatósága

Ebben a részben a nemdeterminisztikus véges automaták irányíthatóságával
kapcsolatos eredményeinket ismertetjük. Nemdeterminisztikus véges automata
(röviden NVA) alatt egy olyan (Q,Σ, δ) rendszert értünk, ahol Q az állapotok
véges halmaza, Σ a bemen® jelek ábécéje, δ : Q × Σ → 2Q pedig az átmenet-
függvény (mivel a szokásos végállapothalmazra most nem lesz szükségünk, ezt
elhagytuk a de�nícióból). Ha minden q ∈ Q és a ∈ Σ esetén |δ(q, a)| = 1, akkor
A-t determinisztikus véges automatának (röviden DVA-nak) nevezzük. δ a szo-
kásos módon kiterjeszthet® a Q×Σ∗ halmazra (az egyszer¶ség kedvéért δ ezen
kiterjesztését szintén δ-val fogjuk jelölni).
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Egy A = (Q,Σ, δ) DVA-t irányíthatónak nevezünk, ha van olyan u ∈ Σ∗,
hogy δ(q, u) = δ(p, u), minden q, p ∈ Q esetén. Ekkor u-t irányító szónak nevez-
zük. �erný megmutatta [3], hogy minden n-hez létezik olyan n állapotú DVA,
melynek legrövidebb irányító szava (n − 1)2 hosszú. Ugyanakkor megsejtette
azt is, hogy nem is adható olyan n állapotú automata melynek legrövidebb irá-
nyító szava hosszabb mint (n − 1)2. �ernýnek sikerült igazolnia sejtését azon
esetekben, amikor n ≤ 5 [4]. Általános esetben viszont az ezidáig legjobb fels®
közelítés n3−n

6 [52]. A �erný-sejtéshez kapcsolódó kérdések vizsgálata a mai
napig is egy sokat kutatott terület.

Az irányíthatóság fogalma természetes módon kiterjeszthet® NVA-kra is:
egy A = (Q,Σ, δ) NVA irányítható, ha van olyan u ∈ Σ∗, hogy δ(q, u) = δ(p, u),
minden q, p ∈ Q esetén. [30]-ban ezen kívül még két további természetes kiter-
jesztését vizsgálták az irányíthatóságnak. Azóta az NVA-k irányító szavainak
hosszát többen is vizsgálták mind általános (például [31, 34]), mind pedig spe-
ciális esetekben (például [27, 28, 29]). Mi [15]-ben szintén a [30]-ban bevezetett
irányíthatósági fogalmakat vizsgáltuk, és adtunk meg mindhárom esetben az ad-
dig létez®knél aszimptotikusan jobb fels® korlátokat az irányító szavak hosszára.

Az elért eredmények. Szükségünk lesz az alábbi de�níciókra. Legyen A =
(Q,Σ, δ) egy NVA. Egy u ∈ Σ∗ szó az A

1-irányító szava, ha van olyan q ∈ Q, hogy minden p ∈ Q esetén, δ(p, u) =
{q},

2-irányító szava, ha minden p, q ∈ Q esetén, δ(p, u) = δ(q, u), és

3-irányító szava, ha van olyan q ∈ Q, hogy minden p ∈ Q esetén, q ∈
δ(p, u).

Minden i ∈ {1, 2, 3}-ra bevezetjük a következ® fogalmakat is. Egy A NVA-t i-
irányíthatónak nevezünk, ha van A-t i-irányító szó. Legyen A egy i-irányítható
automata. Ekkor di(A) jelöli az A legrövidebb irányító szavainak hosszát. Le-
gyen továbbá di : N → N a következ® függvény (N jelöli a természetes számok
halmazát):

di(n) = max{di(A) | A egy n állapotú i-irányítható automata}.

Mi [15]-ben a di függvények fels® korlátjait vizsgáltuk. Ezekre a függvényekre
az addig ismert legjobb alsó és fels® korlátok a következ®k voltak:

d1(n) = Ω(2n) és d1(n) = O(3n) [31],

d2(n) = Ω(2n) [2] és d2(n) = O(n · 4n) [30],

d3(n) = Ω( 3
√

3n) [2] és d3(n) = O(2n) [34].

A a következ®képpen sikerült megjavítanunk ezen függvények fels® korlátait.

7. tézis ([15]). d1(n) = O(2n), d2(n) = O(2n) és d3(n) = O(n2 · 3
√

4n).

Látható, hogy a d1 és d2 irányíthatóság tekintetében sikerült optimális fels®
korlátot adni.
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1.3.3. Kleene-féle tétel binoid nyelvekre

A klasszikus reguláris nyelvekre vonatkozó Kleene-tételnek számos általánosí-
tása létezik. Ezek közül talán a legismertebbek a véges faautomatákra és ezek
súlyozott változataira vonatkozóak. A regularitás fogalmának más és más esz-
közökkel való jellemzése gyakorlati jelent®séggel bír, hisz ily módon b®vül azon
lehet®ségek száma, melyek közül egy konkrét feladat megoldása során válasz-
tani tudunk. Az újabb kutatási irányok közé tartozik Kleene tételének több
dimenziós szavakból, például biszavakból álló nyelvekre való kiterjesztése. En-
nek lehet®ségét is széles körben vizsgálták már (lásd például [8, 9, 26, 42, 43] és
a bennük lév® hivatkozásokat). A témakör egyik fontos eredménye ezen nyelvek
monadikus másodrend¶ logikában (MSO) való de�niálhatóságának és az úgy-
nevezett zárójelez® automatákkal való felismerhet®ségének ekvivalenciája [9].
A továbbiakban a zárójelez® automatákkal való felismerhet®séget � követve a
vonatkozó irodalomban használt elnevezéseket � regularitásnak fogjuk nevez-
ni. Kleene-típusú tétel reguláris bifélcsoport nyelvekre mi adtunk el®ször [20].
Itt olyan nyelvi m¶veleteket de�niáltunk melyek segítségével képesek voltunk
jellemezni a reguláris bifélcsoport nyelvek osztályát.

Ahhoz, hogy az elért eredményeket részletesen is ismertetni tudjuk szüksé-
günk lesz néhány fogalom bevezetésére. Sajnos azonban az összes felhasznált
eszköz precíz bemutatása túlmutat a dolgozat keretein. A téma egy átfogó is-
mertetése megtalálható a [43] munkában. Bifélcsoportnak nevezünk egy olyan
(B, •, ◦) struktúrát, ahol B egy nemüres halmaz, • és ◦ pedig két asszociatív
m¶velet a B-n. Ezt a két m¶veletet rendre horizontális szorzásnak és vertikális
szorzásnak nevezzük. Ha a két szorzás m¶veletnek van egy közös egységeleme,
akkor az algebrát binoidnak nevezzük és (B, •, ◦, 1)-gyel jelöljük, ahol 1 ezt a
közös egységelemét jelöli. Legyen Σ egy ábécé. A Σ-feletti szabad bifélcsoportot
és binoidot rendre Σ+(•, ◦) és Σ∗(•, ◦) jelöli. Σ∗(•, ◦) egységelemét λ-val jelöl-
jük és üres biszónak nevezzük. Σ+(•, ◦) részhalmazait bifélcsoport, míg Σ∗(•, ◦)
részhalmazait binoid nyelveknek nevezzük.

A biszavaknak számos reprezentációja létezik. A dolgozatban mi Σ ∪ {•, ◦,
(, )}-feletti termekként tekintünk majd rájuk. Például, az a• (b◦ (c•d))• (e◦ f)
egy biszót reprezentáló term. A biszavak felismerésére vezették be a zárójelez®
automatákat [9]. A zárójelez® automata egy olyan A = (S,H, V,Σ,Ω, δ, γ, I, F )
rendszer, ahol S az állapotok véges, nem üres halmaza; H és V az S egy
particionálása, H és V elemeit rendre horizontális és vertikális állapotoknak
nevezzük; Σ a bemen® jelek ábécéje; Ω a zárójel párok véges halmaza; δ ⊆
(H×Σ×H)∪(V ×Σ×V ) a címkéz® átmenetreláció; γ ⊆ (H×Ω×V )∪(V ×Ω×H)
a zárójelez® átmenetreláció, és végül I, F ⊆ S rendre a kezd®- és végállapot hal-
maz. Intuitívan, egy A zárójelez® automata egy futása egy w Σ+(•, ◦)-beli
biszón vertikális és horizontális állapotok egy sorozatát határozza meg a kö-
vetkez®képpen. A különböz® típusú állapotok közötti váltás egy w-beli zárójel
hatására történik a γ alapján, míg az �azonos szinten� lév® Σ-beli bet¶k be-
olvasásakor az állapotváltás a δ alapján történik. A akkor fogadja el w-t, ha
van rajta sikeres, azaz kezd®állapotból induló és végállapotba érkez® futása.
Egy biszavakból álló L nyelvet regulárisnak nevezünk, ha van olyan zárójelez®
automata, ami pontosan az L-beli szavakat fogadja el.
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Az elért eredmények. Ahogy azt már említettük, [20]-ban olyan bifélcsoport
nyelveken értelmezett m¶veleteket kerestünk, melyek segítségével jellemezhet®
a zárójelez® automatákkal de�niált regularitás. Legyenek Σ és Z diszjunkt ábé-
cék. Tekintsük a következ® (Σ∪Z)+(•, ◦)-feletti m¶veleteket: unió, horizontális
és vertikális szorzás, horizontális és vertikális iteráció, ξ-helyettesítés, valamint
ξ-iteráció (ξ ∈ Z). Ezen m¶veletek többségének szemantikája a klasszikus for-
mális nyelvekre de�niált m¶veletek segítségével könnyen megadható, ezért most
csak a ξ-helyettesítést (amit ·ξ-vel fogunk jelölni) és a ξ-iterációt (jele: ∗ξ) vizs-
gáljuk meg részletesebben. Legyen ξ ∈ Z, w ∈ (Σ ∪ Z)+(•, ◦) és L,L1, L2 ⊆
(Σ ∪ Z)+(•, ◦). Az L w-be való ξ-helyettesítését a következ®képpen de�niáljuk.
Ha w = ξ, akkor L ·ξ w = L. Ha w ∈ Σ ∪ (Z − {ξ}), akkor L ·ξ w = w. Ha
pedig w = w1 ∗ . . . ∗ wn (n ≥ 2, w1, . . . , wn ∈ (Σ ∪ Z)+(•, ◦), ∗ ∈ {•, ◦}), akkor
L·ξw = (L·ξw1)∗. . .∗(L·ξwn). Ezek után az L1 nyelv L2-be való ξ-helyettesítése
és az L ξ-iteráltja a szokásos módon adódik: L1 ·ξ L2 =

⋃
w∈L2

L1 ·ξ w és
L∗ξ =

⋃∞
i=0 L

i,ξ, ahol Li,ξ = L ·ξ Li−1,ξ, ha i ≥ 1, és L0,ξ = {ξ}.
Könny¶ belátni, hogy a reguláris bifélcsoport nyelvek az összes fent említett

m¶veletere zártak, kivéve a ξ-iterációt. Az {a•ξ•b}∗ξ kifejezés például egy olyan
bifélcsoport nyelvet jelöl ami nem reguláris. Ezért [20]-ban � a megfelel® raci-
onalitás fogalom meghatározása érdekében � a fenti ξ-iteráció egy megszorított
változatát használtuk. Ennek de�niálásához szükségünk van némi el®készület-
re. Legyen w ∈ L. Azt mondjuk, hogy w ξ-iteráció megengedett, ha w nem
írható fel w1 ∗ ξ ∗ w2 alakban, ahol ∗ ∈ {•, ◦} és w1, w2 ∈ (Σ ∪ Z)∗(•, ◦). Egy
L ⊆ (Σ ∪ Z)+(•, ◦) bifélcsoport nyelv ξ-iteráció megengedett, ha minden L-beli
szó ξ-iteráció megengedett. Végül L megszorított ξ-iteráltját L~ξ-vel jelöljük
és a következ®képpen de�niáljuk. L~ξ = L∗ξ, ha L ξ-iteráció megengedett, és
L~ξ = ∅ egyébként.

Ezek után egy L ⊆ (Σ ∪ Z)+(•, ◦) bifélcsoport nyelvet racionálisnak neve-
zünk, ha L megkapható biszavak véges halmazaiból az unió, a horizontális és a
vertikális szorzás, a horizontális és a vertikális iteráció, a ξ-helyettesítés, vala-
mint a megszorított ξ-iteráció (ξ ∈ Z) m¶veletek alkalmazásával. Jelölje Reg a
reguláris, Rat pedig a racionális bifélcsoport nyelvek osztályát.

8. tézis ([20]). Reg = Rat.

Jelölje MSO és Rec rendre az MSO formulákkal de�niálható és a felismerhet®
bifélcsoport nyelvek osztályát (itt felismerhet®ségen a véges algebrák segítségével
történ® algebrai felismerhet®séget értjük, b®vebben lásd [43]-ban). Felhasználva
az 8. tézist és [9] eredményeit kapjuk, hogy Reg = Rat = MSO = Rec.

A [20] eredményeit is bemutató [21] munkában azt vizsgáltuk, hogyan lehet-
ne kiterjeszteni a bifélcsoport nyelvekre kapott fenti jellemzéseinket binoid nyel-
vekre. A regularitás, az MSO de�niálhatóság és a felismerhet®ség fogalmának
kiterjesztése egyszer¶en adódik ha meggondoljuk, hogy egy L binoid nyelvere
L−{λ} egy bifélcsoport nyelv. Ugyanakkor a racionalitás fogalmának kiterjesz-
tése nehézségekbe ütközik, mert ellentéteben a reguláris bifélcsoport nyelvekkel,
a reguláris binoid nyelvek már nem zártak a ξ-helyettesítésre. Legyen például
L1 = {λ} és L2 = {a • (ξ ◦ η ◦ ξ) • b}∗η. Ezek a nyelvek regulárisak, de az
L1 ·ξ L2 = {a • η • b}∗η már nem az. A problémát az jelenti, hogy az üres biszó
helyettesítése kitörli η el®fordulásait az {a•(ξ◦η◦ξ)•b}∗η-beli szavakból. Ezért
[21]-ben a binoid nyelvek esetében módosítottunk a ξ-helyettesítés de�nícióján.
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A kapott m¶veletet nemtörl® ξ-helyettesítésnek neveztük és ×ξ-vel jelöltük. Tet-
sz®leges L1, L2 ⊆ (Σ∪Z)∗(•, ◦) nyelvre és ξ ∈ Z-re, L1×ξL2 = (L1−{λ}) ·ξL2.
Ezek után egy L binoid nyelv ξ-iteráltja, azaz L∗ξ a nemtörl® ξ-helyettesítés,
azaz ×ξ iterációjaként adódik. Továbbá akkor mondjuk, hogy L ξ-iteráció meg-
engedett, ha az L−{λ} ξ-iteráció megengedett. Végül L megszorított ξ-iteráltja
(jele: L×ξ) a következ®képpen adódik. L×ξ = L∗ξ, ha L ξ-iteráció megengedett,
és L×ξ = ∅ egyébként.

Legyen Ratbn azon nyelvek osztálya, melyek megkaphatók a véges binoid
nyelvekb®l az unió, a (binoid nyelvekre kiterjesztett) horizontális és vertikális
szorzás, horizontális és vertikális iteráció, valamint a ×ξ és a ×ξ m¶veletek
segítségével. Jelölje továbbá Regbn, MSObn és Recbn rendre a zárójelez® auto-
matákkal felismerhet®, a monadikus másodrend¶ formulákkal de�niálható és az
(algebrailag) felismerhet® binoid nyelvek osztályát. [21]-ben bizonyítottuk a 8.
tézis eredményeinek alábbi kiterjesztését binoid nyelvekre.

5. tétel ([21]). Tetsz®leges L binoid nyelv és X ∈ {Rat,Reg,MSO,Rec} ese-
tén, L ∈ Xbn ⇔ L− {λ} ∈ X.

2. Folyamatban lév® kutatások

Jelenleg mind a szövegfeltételes grammatikák, mind az aktív membrános P rend-
szerek témakörében vannak folyó kutatásaink. Az els® témakörben elkészült egy
kézirat [22], amiben azt bizonyítjuk, hogy a csak megenged® szövegfeltételek-
kel rendelkez® úgynevezett szemi-szövegfeltételes grammatikák generatív ereje
szigorúan kisebb, mint a környezetfügg® grammatikáké. A [14] munkában azt
bizonyítottuk, hogy a membrán létrehozó szabályokkal rendelkez® polarizáció-
mentes aktív membrános P rendszerek a PSPACE osztályt jellemzik, ha a
rendszerek használhat úgynevezett annihilációs szabályokat. Ezen eredmények
alapján egy folyóirat cikk elkészítésén is dolgozunk. Dolgozatunkban már volt
szó a P un-féle sejtésr®l. Bizonyos, meglehet®sen speciális esetekben, már van-
nak elképzeléseink a sejtés igazolására. Azt reméljük, hogy ezen esetek vizsgá-
lata közelebb vihet minket az eredeti sejtés bizonyításához.

Köszönetnyilvánítás. Köszönöm társszerz®imnek a közös munkát. Köszö-
nöm továbbá tanszéki kollégáimnak a számos inspiráló beszélgetést, valamint
a tanszéken eltöltött közel tíz év alatt tapasztalt baráti légkört. Végül szeret-
ném megköszönni feleségemnek azt a türelmet, szeretetet és biztatást, amit a
munkám során t®le kaptam.
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