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ELOSZO

A Tobbtestdinamikai modellezések cim( targyam — amelyhez ez a jegyzet
kapcsolodik — els6dleges célja, hogy hallgatéim képesek legyenek rutinszertien
egy tobbtestdinamikai program segitségével, dinamikai rendszereket létrehozni
és elemezni.

Az évek sordn azonban, sok kérdés meriilt fel bennem a targyhoz kapcsol6dé
szakirodalmat tanulmanyozva. Ezek a kérdések 6sztonoztek arra, hogy bévitsem
az atadott elméleti ismeretanyagot, és a szdmitogépes megvalodsitds mellett
nagyobb hangsualy keriiljon a mechanikai modellezésre illetve a modellbdl
levezetett differencidlegyenlet-rendszer numerikus megoldaséra.

Felvetédhet a kérdés, hogy a tobbtestdinamika vajon nem csupan a dinamika
bovitett kiadasa? Igaz, hogy a két targyban sok kozos rész van, am legaldbb annyi
4j, eddig ismeretlen elem is.

A dinamika adja az alapegyenleteket (lendiilet- és perdiilettétel), amelyek a
Tobbtestdinamikaban kiegésziilnek az tugynevezett kényszeregyenletekkel.
A dinamikaban megtanuljuk, hogy miként hozhatjuk létre kiilonb6z6
mechanikai rendszerek - 4altaldban linearizalt - differencidlegyenleteit, majd
megismerjiik azok analitikus megoldasait. A tobbtestdinamikaban 4j leirasi
modokat ismeriink meg, és megtanuljuk, hogy miként lehet a lineéris és
nemlinedris differencidlegyenleteket megoldani numerikus médszerekkel.

Targyam oktatdsa sordn, a teriilet szamos elismert oktatdjaval, kutatéjaval
kertiltem kapcsolatba. A veliik val6 beszélgetések és konzultaciok dsztonoztek
abba az iranyba, hogy ez a jegyzet megsziilethessen.

Els6ként halas szivvel emlékezek Dr. Miiller Zoltan c. docens drra (1) — egykori
tanszéki kollégamra — aki masfél évtizedes bardtsagunk alatt folyamatosan
buzditott taldlkozasainkkor, de féleg leveleiben, hogy képezzem magam,
tanuljam a matematikat, és hogy vegyem fel a kapcsolatot egy kedves stuttgarti
baratjaval, akihez tobb évtizedes szakmai baratsag flizte.

Altala ismerhettem meg Dr. Peter Eberhard professzor urat, aki az elsé
kapcsolatfelvétel utdn meghivott a Stuttgarti Egyetem Alkalmazott és
Numerikus Mechanika Intézetbe (Institut fiir Technische und Numerische
Mechanik), ahol mély szakmai beszélgetések mellett, egyik konyvét
(Technische Dynamik) is nekem adomanyozta, hogy tobbtestdinamikai tuddsomat
gyarapithassam. Téle kaptam azt a motivaciét, hogy munkaimban tobbet
alkalmazzam ezt a médszert és hogy mélyen értsem meg annak lényegét.

A kutatashoz kapcsolédéan Eberhard professzor segitsége adta meg a kezd6
lendiiletet, mig a tanitdshoz kapcsoléddan a koronavirus jarvany sodort egy 4j
ember felé, akinek online el6adasait egy Youtube-csatorndn fedeztem fel.
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Dr. Arend Schwab professzor ar tobb évtizede tanit mér tobbtestdinamikat a
delfti egyetemen. El6adasainak felépitése, eléadasmoddja, roppant megfogott, és
arra vezetett, hogy jegyzetem egyes fejezeteit Schwab professzor tr el6adasai
alapjan épitsem fel. Igy keriiltek be olyan részek, mint a tobbtestdinamikai
rendszer leirdsa a Newton-Euler egyenletekkel vagy a virtualis teljesitmény
elvével, illetve az Euler-szogek és szogsebességek kapcsolata. Ezekkel az
el6adasokkal és példakkal nagyon szemléletesen lehet bemutatni a médszert, és
a kapott dinamikai struktarat. Kiilon koszonom Neki, hogy megajandékozott
konyvével is.

Ha numerikus — vagy magyarosan — kozelit6 szamitdsokrdl olvasunk, akkor
béségesen jelennek meg nehezen érthetd képletek, amelyek javarészt a
kozelitések numerikus pontossagat, hibajat és stabilitasat targyaljak. Ezzel
szemben a témahoz kapcsolddo jol kidolgozott és érthets példa ritka.

Ezeket a bonyolultnak ttin6 médszereket és alkalmazdsukat magyarazta el
szamomra — roppant egyszertien — egy Kindba tart6 reptil6at alatt Dr. Bir6 Istvan
professzor tur, akinek ezattal koszonom, jegyzetem megirdsahoz vald
hozzajaruldsat. Ez az élmény adta az otletet, hogy foglaljam 6ssze mérnokok
szamara, érthet6 modon, szemléletes mechanikai példakkal 6vezve, ezeket a
modszereket és alkalmazasukat.

Koszonom Edesanyamnak, Feketéné Polka Martanak, hogy irdsomat rendbe
szedte, Dr. Keppler Istvdn professzor trnak, aki jegyzetemet tudomanyos
szemmel birdlta, és Jakab Fléra Panna gépészmérnock hallgaténak, aki a
jegyzetemben taldlhato rajzokat elkészitette.

2023. Majus 1. Dr. Fekete Gusztav



Dr. Miiller Zoltan bardtom emlékére

(1931-2022)






1. ELMELETI ALAPOK

Az els6 fejezetben bevezetiink néhdny olyan 1j fogalmat, amelyek az altaldnos
dinamikai kurzusokon nem, vagy csak mellékesen kertilnek megemlitésre.

A fejezet harom legfontosabb célja, hogy egyrészt képesek legytink osztalyozni a
holonom és anholonom dinamikai rendszereket (ezek magyarazatdra hamarosan
kitértink), mdsrészt megértsitk a dinamikai rendszerekhez kapcsol6do
kényszeregyenletek szerepét, harmadrészt pedig képesek legyiink ezeket a
kényszeregyenleteket - a lehetséges leirdsi médok valamelyikével - létrehozni.

Mindenek el6tt vezessiink be egy 4j definiciot!

Definicio: ~ Tobbtestdinamikai  rendszernek neveziink, egy mechanikai
kényszerekkel egymdshoz kotott, nagy elforduldsokat és elmozduldsokat végzd,
merev vagy rugalmas testekbdl dllé dinamikai rendszert.

Hozzunk létre egy tobb testbdl allo alapmodellt, amely részeinek vizsgalataval
és magyarazataval osztalyozast tudunk végrehajtani [1]. A dinamikai rendszer
(1.1 4bra) alljon tobb merev testbdl, Ji (i = 3), amelyeket egy globalis, Descartes
téle koordinatarendszerben értelmeziink.

= 7000,

1.1 4bra. Tobb testbdl all6 dinamikai rendszer



Annak érdekében, hogy modellink egy valés mechanikai szerkezethez
hasonuljon, alkalmazzuk a kovetkez6 kényszerkapcsolatokat:

o Kosstik 0ssze egy rugéval (s) és csillapitoval (k) ellatott elemmel a Jaus test
B pontjat a Jierek test A pontjaval.

A Jrra és a talaj kozott definidljunk egy egyszerti Coulomb-féle
kényszerkapcsolatot.

e Az A és C pontot 6sszekot6 leng6kar legyen merev test. A leng6kar ezen
pontokban, kis mértékben, relativan elfordulhat.

Ezzel a par 1épéssel létrehoztunk egy mechanikai modellt, amely egy auto
kerekének a felfliggesztését és a talaj kozotti kapcsolatot irja le. Az er6hatasokat
tekintve, a rendszerre kiils6 er6ként csak a gravitacios gyorsulas hat, mig bels6
er6ként a ragobol és a csillapitasbol szarmazo erdk.

A rendszer egyes elemei egymashoz képest relativan el tudnak mozdulni, vagyis
valamilyen kotott palyan, Gn. kényszerpdlyin mozoghatnak. Péld4ul az aut6 és a
kerék egymashoz viszonyitott mozgasat a leng6kar korlatozza, mig a kerék és a
kornyezet kapcsolatat a talaj.

Mivel a merev testekb6l 4116 rendszertinknek tobb olyan része is van, amelynek
a mozgasa korlatozott, igy ezeket a rendszereket kotott mechanikai
rendszereknek nevezziik.

Definicio: Kotott mechanikai rendszereknek nevezziik azokat a rendszereket,
amelyeknek tagjai egymdssal és a kornyezettel kényszerek és tdmaszok révén
kapcsolédnak, és ezen kapcsolat sordn egymds mozgdsdt geometriai, vagy
kinematikai iiton korldatozzdik [2].

Természetesen léteznek szabad mechanikai rendszerek is, ahol a hely-
koordinatdk tetszéleges értékeket vehetnek fel, vagyis csak a gravitacié
befolyasolja a mozgéast. Ilyen rendszer példaul egy repiil6, vagy egy eldobott ké.
Ezen rendszerek nem képezik vizsgalataink targyat.

1.1. Holonom rendszerek

A rendszer egyes pontjainak kotottségét tgynevezett kényszeregyenletekkel

irhatjuk le. Egy altalanos kényszeregyenletet a kovetkez6képpen jelolhetiink [3]:
®(r,1,t) =0 (1.1)

Az egyenletben szerepel az elmozdulasvektor, annak derivaltja, valamint az idé.
Az ilyen tipust kényszeregyenletet instacionarius (vagy reoném) kinematikai
kényszeregyenletnek is hivja a szakirodalom.



Amennyiben sebesség nem szerepel a kényszeregyenletben, tigy azt geometriai
kényszeregyenletnek nevezziik:

d(r,t) =0 (1.2)

Ha pedig id6ben sem véltozik, akkor staciondrius (vagy szkleroném) geometriai
egyenletnek nevezziik.

®(r) =0 (1.3)

Mig a geometriai kényszeregyenlettel rendelkez6 anyagi pont (vagy merev test)
nem vehet fel tetsz6leges helyzetet a térben barmely t id6pillanatban, agy a
kinematikai kényszeregyenlettel rendelkez6 igen.

Ez a ,szabadsag” azt eredményezi, hogy kinematikai kényszeregyenlet a
sebességekre jelent megkotést, amely alapjdn az elmozdulasvektor teljes
differencidlja nullaval kell, hogy egyenlé legyen:

o® . dr

oP . _dr_ 14
ar "ta (14)

A mélyebb megértés érdekében tekintsiink meg néhdny szemléletes példat a
kényszerek alkalmazédsaval kapcsolatban. Els6 példaként vizsgéljuk meg a
matematikai ingat (1.2 dbra), ahol egy m tomegli anyagi pont [ hosszisagu
damilon fuigg és 0 szoggel tér ki az alaphelyzetébdl.

o+ s
L4 -
N W
~_ 7/

1.2 abra. Matematikai inga
Az anyagi pont mozgdasa leirhat6é x, y koordindtakkal. Mivel az | hosszisag

allando, igy a kényszeregyenlet a kovetkez6képpen fejezhetd ki:

D(x,y)=x*+y*=1>°=0 (1.5)



Lathatéan ennek a rendszernek a kényszeregyenlete csak az anyagi pont
helyzetétsl fiigg (geometriai kényszer). Nem jelenik meg benne sem annak
sebessége, sem az id6 (staciondrius vagy szkleroném). Ezek alapjan ezt a
rendszert tagynevezett holonom-szkleroném rendszernek nevezziik.

Definicio: Holonomnak nevezziik azt az anyagi pontokbél, vagy merev testekbol
allé rendszert, amelynek geometriai vagy kinematikai kényszeregyenletei
integrdlhatoak.

Bonyolitsuk meg egy kicsit az el6z6 példat! Tegytik fel, hogy kicsiny id6 alatt a
damil nagymértélben megnyulik, tehat [ a t fliggvénye.

Igy a kényszer-egyenletiink kis mértékben atalakul:
D(x,y,t) =x>+y>—1%1t) =0 (1.6)

Ekkor a rendszert mar holonom-reonémnak nevezziik.

Idaig olyan rendszereket tekintettiink meg, ahol egyszert egyenletekkel leirhat6
a rendszer kényszeregyenlete, és az csak az egyes elem(ek) helyzetétdl fuigg.

Ezek voltak a tisztdn geometriai kényszerek.



1.2. Anholonom rendszerek

Definicio: Anholonomnak nevezziik azt az anyagi pontokbél, vagy merev
testekb6l  dll6  rendszert, amelynek  geometriai vagy  kinematikai
kényszeregyenletei nem integrdalhatoak.

Kovetkez6 példaként megvizsgdlunk egy tgynevezett anholonom rendszert.
Tekintstink egy egyszert felépitésti autot (1.3 abra).

—>
X

1.3 4bra. Anholonom auté modell

Az auté mozgasa hdrom altalanos koordinatatdl fiigg, amit egy vektorba (r)
foglalhatunk:

xS
Vs
%

r= (1.7)

A vektorban x; és y; a jarmi salypontjat jelolik, mig a ¢ az auté kanyarodasi
szogeét.

Az auté haladési sebessége legyen v. A sebesség segitségével felirhatjuk a
kanyarodasi szog és a sulypont koordinatasebességeinek kapcsolatat:

Xs] [V cosg
[5’5] - [v * sing (1.8)
Fejezziik ki a haladasi sebességet az y irdnya koordinatasebességbdl:

Vs
sing

Vs = v sing > v = (1.9)

Majd helyettesitsiik ezt az egyenletet vissza az x irdnyt koordinata-sebességbe:

o
xs_sin(p cosg (1.10)




Ha ezt az egyenletet nulldra rendezziik, megkapjuk a sebességre vonatkoztatott
kényszeregyenletet:

Xs* Sing — ys - cosp =0 (1.11)

A sebességre vonatkoztatott kényszeregyenletb6l meg lehet hatarozni, hogy egy
rendszer holonom vagy anholonom. Ezt az tgynevezett Pfaff-i sebesség-
kényszeregyenlet feltételbdl [4] tudjuk levezetni, ami a kovetkez6t allitja:

A -1 = 0 - Integralhaté —» Holonom (1.12)

A-1r =0 - Nem integralhat6 - Anholonom
Tegytlik fel, hogy fenndll az egyenlség:
A-r=0 (1.13)

Alakitsuk &t az (1.11)-et az (1.13)-ban bemutatott forma szerint:

Xs 0
[sing —cosp O0]-|ys| =10 (1.14)
® 0

Mivel nem tudjuk agy rendezni az egyenleteinket, hogy azok integralhat6ak
legyenek, igy lathat6 ebbdl a példabdl, hogy az egyszertsitett auté — mint
rendszer — anholonom. Bar ebben a példdban a kerék-talaj kapcsolat soran
feltételezett tiszta gordiilés egy anholonom rendszert hozott létre, van olyan eset,
amikor kinematikai kényszeregyenlettel van dolgunk és ennek ellenére a
rendszer holonom.

Tekintstik meg utols6¢ példaként a kétdimenzids tarcsa tiszta gordiilését [1]
(1.4 abra).

y A

%

R ¢ X

P

1.4 dbra. Gordiil6 tarcsa
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Tiszta, azaz cstszasmentes gordiilés esetén a tarcsa P pontjadban a
sebességvektor:

Vp=Vs+twXr=0 (1.15)
Ami kifejtve,
Xs—R-@] [0
Vp = :)'/S =10 (116)
0 0

Itt tehat kaptunk két egyenletet a sebességre. Ezeket az egyenleteket konnyedén
tudjuk integralni. El6szor alakitsuk at az x irdnyu egyenletet:

dx _p.4e 117
dt = dt (1.17)
Amibdl kovetkezik:
x @
j dx=R-j dp—> x=R-¢ (1.18)
XO=O (p0=0
Mig az y irdnyt egyenlet:
dy
= = 1.19
dt 0 (1.19)
Amibdl kovetkezik:
R
de=0—>y=R (1.20)

y

Ebbdl a példabol lathattuk, hogy alapos vizsgalat utan egy els6re anholonomnak
tind rendszer is lehet — egyes esetekben — holonom.
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A bemutatott példdk alapjan foglaljuk tdblazatba a kényszeregyenleteket
(1.1 tablazat) és osztalyozzuk a kiilonbozé rendszereket:

Kényszeregyenlet Kényszer tipusa Integralhato Rendszer tipusa
®(r)=0 stacionarius igen holonom-szkleroném
geometriai
o(r,t) =0 instacionarius igen holonom-reoném
geometriai
o(r,r)=0 staciondrius igen holonom-szkleroném
kinematikai
o(r,it) =0 instacionarius igen holonom-reoném
kinematikai
o(r,r)=0 stacionarius nem anholonom-
kinematikai szkleronom
o(r,i,t) =0 instacionarius nem anholonom-reoném
kinematikai

1.1 tablazat. Rendszerek osztalyozasa a kényszeregyenletek alapjan

Megjegyzés: hogy a kordbban emlitett kényszerek mind , kétoldaltak” voltak [2].
Ez a kifejezés azt jelenti, hogy a rendszer nem tudja elhagyni a kényszer altal
meghatarozott feliiletet vagy vonalat.

A kényszeregyenletek azonban lehetnek , egyoldaltiak” is, ami azt jelenti, hogy a
rendszer egy irdnyban eltidvolodhat vagy ,levalhat” a kényszer altal meg-
hatarozott feltiletrél (vagy vonalrol), illetve csak egy bizonyos tartoméanyon beliil
mozoghat.

Az ilyen tipusu kényszeregyenletek alakja egyenl6tlenség:
dJ(ri, i'l'l t) >0 (121)

Egyoldalt, anholonom rendszerre kival6 példa a , fogsigba ejtett anyagi pont”
(1.5 abra):
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X

1.5 abra. A fogsagba ejtett anyagi pont

Ahol a kényszeregyenlet alakja a kovetkez6:

@ = x2+y%2+2z2<r? (1.22)

Ezen alfejezet végére érve megismerkedhettiink a holonom és anholonom
rendszerekkel, illetve a kényszeregyenlet fogalmaval. A kovetkezé alfejezetben
attekintjiik a kényszeregyenletek leirdsahoz hasznalhaté6 koordinédtakat, valamint
megfogalmazzuk elényeiket és hatranyaikat.
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1.3. Alkalmazott koordinatatipusok

A tobb elembdl 4ll6 rendszerek dinamikus viselkedését leir6 mozgasegyenletek
létrehozasa el6tt ki kell valasztani a lefrasuk modjat. A leir6é valtozoknak — mas
néven Aaltalanos koordinatidknak — egyértelmtien meg kell hatarozniuk a
rendszerelemek helyzetét az elemzés barmely pillanataban.

A tobbtestdinamikai rendszerek leirdsdhoz haszndlhaté koordindtak
kivalasztdsa nem magatol értet6dd és nem is egyszerti feladat, mivel minden
konfiguraciénak van el6nye és hatranya.

Az alkalmazhaté konfiguraciok mélyebb megismerése el6tt tekintsiik at azok
fajtait (1.6 abra), amiket Flores és Lankarani [5] osztott fel néhdny altipusra:

Koordinata tipusok

Fiiggd koordindtaik Fiiggetlen koordindtdk

Abszolut Relativ Természetes

1.6 abra. Koordinatatipusok osztalyozasa
Ezeket a {6 tipusokat a kovetkez6képpen jellemezhetjiik:
1. Fiiggetlen koordindtdik azok, amelyek tetsz6legesen valaszthatoak.

Elény: Az ilyen koordinatdkkal leirt rendszer szabadsagfoka és az
altalanos koordinatak szama megegyezik.

Hatrany: A tobbtestdinamikai  rendszeregyenletek  fliggetlen
koordinatdkkal torténé leirdsa magasfokt nem-linearitdst eredményez,
amely a szdmitogépes adaptalast és megoldast neheziti. Emellett, néhany
esetben nem egyértelmten irjak le a helyzetet.
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2. Fiiggé koordindtik azok, amelyeknek ki kell elégitenie a
kényszeregyenleteket.

Elény: Konnyl és egyszerti a hasznalatuk, még ugynevezett zartkort
rendszereknél is, mint a négycsuklés mechanizmus. Tovabba, a
tobbtestdinamikai = rendszeregyenletek  fiiggé  (f6leg  abszolut)
koordinatdkkal torténd leirasa alacsony fokti nemlinearitast eredményez,
amelynek a szdmitogépes adaptélédsa is egyszertibb.

Hitrany: A rendszer szabadsagfokanal nagyobb szdmua altaldnos
koordinata van, ami miatt sok (de egyszerti) kényszeregyenletet kell
definialni.

A ftigg6 koordinatadkat még tovabbi harom csoportra lehet felosztani:

1. Abszolat koordinatak,
2. Relativ koordinatak,
3. Természetes koordinatak.

Ahhoz, hogy megértsiik ezeket a lefrasokat, tekintstink meg néhany példat.

1.3.1. Friggetlen koordinatakkal valo leirds

El6szor is nézziink meg egy harom testbdl all6 ingat (1.7 abra):

1.7 abra. Haromszabadsagfoku inga fliggetlen koordinatdkkal

A rendszert leir6 4ltalanos koordinatdkat a kovetkezéképpen adhatjuk meg:

qf =[P1 @2 @3] (1.23)

Ahol lathato, hogy a rendszer szabadsagfoka és az altalanos koordinatak szama
megegyezik.
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Tekintstik meg a rendszer kényszeregyenleteit is:

x? +y? — a?
Q= [(x;—x)* + (y2—y)? - b*| =0 (1.24)
(3 = x2)* + (y3 = ¥2)* — ¢?
A kényszeregyenletek er6sen nemlineérisak, és ezzel mar lathato is a fliggetlen,
altalanos koordinatdkkal valé leiras egyik hatrdnya. A masik hatrany, hogy

néhany esetben a rendszer mozgasat nem képes egyértelmtien leirni pl. azonos
@, allas mellett a szerkezet két kiilonboz6 helyzetet is felvehet.

1.3.2. F1igg0 koordindtdkkal valo leirds — Abszoluit koordindtdk

A fiigg6 koordinatak esetén nézziik meg el6szor az abszolat koordinatédkkal valo
leirast egy négycsuklés mechanizmuson keresztiil (1.8 abra):

1.8 dbra. Négycsukl6s mechanizmus abszolat koordinatdkkal

A rendszert leir6 altalanos koordinatadkat a kovetkez6képpen adhatjuk meg:

qQF=[*1 Y1 @1 X2 Y2 @2 X3 Y3 @3] (1.25)

Itt a testek sulypontjdnak mozgasat irjuk le kilenc darab fiigg6 koordinataval, egy
altalunk definialt abszolat koordinata rendszerben. A kérdés az, hogy vajon hany
kényszeregyenletre van sziikségiink?

Ha fliggé koordinatakkal dolgozunk, akkor a kényszeregyenletek szamat
konnyen meghatarozhatjuk a kovetkezd egyenlet segitségével:

Pszam =q —S (1.26)
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Itt g koordinatak

(pszém = 8.

szamat jelenti mig S a rendszer szabadsdgfokat.
Pl. a négycsuklés mechanizmusnal g4 =9, S =1 igy a kényszeregyenletek szdma

Miutan tudjuk, hogy hany egyenletre van sziikségiink, létre is hozhatjuk a
kényszeregyenlet vektort. A kényszeregyenletek szdma lathatéan magasabb —
mint a fliggetlen koordinatak esetén — 4m az egyenletek egyszertibbek.

a

Xy =5 COS(py
a

yi =5 sings

a a
x1 +E'C05(p1 _xZ +§'C05(p2

a . a .
yl +§'Sln(p1 _yz +E'Sln(p2

+b c
X 5 CoSQP, — X3 5 COSQ5

b . c .
Y2 +§'5m§02—3’3—§'5m¢3
c
x3—§-cos<p3—d

c

V3 —E'Sin<P3

17
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1.3.3. F1iggo koordindtdkkal valo leirds — Relativ koordindtdik
Az abszolat koordinatakkal val6 leiras utan térjiink ra a relativ koordinétakra is.

Ami a relativ koordinatdkat illeti, elmondhato, hogy els6sorban ezt a tipust
alkalmaztdk mechanizmusok elemzésére az els6 szamitégépes programok
kifejlesztésénél. Manapsag, a relativ koordindtdkat a mozgésegyenletek
ugynevezett ,,minimdl alakii” megfogalmazasahoz hasznaljak.

A relativ koordinatakkal valé lefrdshoz vegyiik ismét a négycsuklos
mechanizmus példéjat (1.9 dbra).

1.9 abra. Négycsuklos mechanizmus fiiggd, relativ koordinatakkal

A rendszert leir¢ altalanos koordinatakat a kovetkez6képpen adhatjuk meg:

qf =[P1 ®2 @3] (1.28)

Mivel itt is fligg6 koordinatakkal dolgozunk, (1.26) alapjan lathatjuk, hogy kett6
kényszeregyenletre lesz sziikséguink:

a-sing, + b -sing, + c - sing;

Elmondhat6 a relativ koordinatdkra, hogy zéartkori rendszerekre nehézkesen
alkalmazhat6ak. Ezekkel a koordinatakkal tovdbbi héatrany, hogy magas a
nemlinearitas fokuk, ezért szamitasi megvalositasuk nehézkes.
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1.3.4. F1iggo koordindtdkkal valo leirds — Természetes koordindtik

A természetes koordinatdk — amelyeket pontkoordindtanak vagy Kartéziuszi
koordinatdnak is neveznek — alternativat jelentenek az abszolat, vagy relativ
koordinatdk mellett. Bayon, Jalon és Serna [6] dolgozta ki a nyolcvanas évek
elején a természetes koordindtdk fogalmat szerkezetek maétrixokkal valé
elemzése soran.

Kétdimenzioban a természetes koordinatdkat az abszolat koordinatdk
kiterjesztésének lehet elképzelni, ahol a salypontbodl torténé leiras atkeriil a
tobbtestdinamikai rendszer valamelyik f{6bb pontjaba, pl. egy csukloba.

Maguk a koordinatdk két részbdl tevédnek ossze: a szerkezeten 1évé f6bb
pontokbdl és a hozzajuk tartozé egységvektorokbdl. Elényiik, hogy az abszolat
vagy relativ leirdshoz képest nincs sziikség elfordulasi véaltozokra.

Példaként tekintsiik ismét a négycsuklés mechanizmust (1.10 abra).

1.10 abra. Négycsuklés mechanizmus fiigg6, természetes koordinatakkal

A rendszert leir¢ altalanos koordinatakat a kovetkez6képpen adhatjuk meg:
qT = [XZ yz X3 y3] (130)

Megjegyzés: Ennél a fajta leirasndl tigyelniink kell arra, hogy a kivalasztott
pontok, jelen esetben a 2-es és 3-as pont, a hdrom test 4ltal megengedett
kényszerpalydn mozogjon.

A kényszeregyenletek szamat itt is konnyen kiszamithatjuk. Mivel g = 4, valamint
S =1, igy 3 kényszeregyenlettel definialhatjuk a rendszertinket:
(2 —x1)* + (72 —y1)* — a?
D =|(x3—x2)° + (y3—¥2)? —b*[=0 (1.31)
(x5 —x4)* + (y3 = ¥4)* — c?
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A kényszeregyenletek leirhatok skalaris szorzatvektorokkal is, ami a Jacobi-
matrixban masodfoku kényszeregyenletekhez és linearis tagokhoz vezet [6].

Osszefoglalasként kijelenthetjiikk, hogy a természetes koordinatédk kiilonosen
alkalmasak az érzékeny elemzési és optimalizalasi eljardsokhoz, mivel a
szerkezetek  befoglal6 hosszméretei direkt modon megjelennek a
kényszeregyenletekben.

Fontos megjegyezni, hogy a jegyzetben bemutatott leirasok koziil egyre sem
lehet kijelenteni, hogy minden feladat tipusra jobban alkalmazhat6, mint a tobbi.

A feladattol és a megoldandé céltdl fligg&en érdemes a leirdsok koziil valasztani.

20



2. TOBBTESTDINAMIKAI RENDSZEREK LEIRASA

A most kovetkez6 fejezetben bemutatasra kertil két leirdsi moédszer, amelyekkel

matematikai formaba - dugynevezett differencidl-algebrai (DAE) vagy
kozonséges  differencidlegyenlet-rendszerbe (KDE) — lehet dinamikai
rendszereket foglalni (2.1 4bra).
Tobbtestdinamikai
leirasmodok

Newton-Euler ] Virtuélis ]

egyenlet teljesitmény elve
| : ]
Teljes alak
(an. deszkriptor Minimal alak Teljes alak
alak)
i{ Redukcié i i Redukci6 i
DAE [———=====3l KDE e ' DAE
DAE numerikus ] KDE numerikus ] DAE numerikus ]
megoldésa megoldasa megoldasa

2.1 abra. Tobbtestdinamikai leirdsmédok és megoldasi stratégiak

Az els6, mondhatni klasszikus modszer, a Newton-Euler egyenleten alapszik,
amelybdl egy teljes alaktu (deszkriptor) differencial-algebrai egyenletrendszert
tudunk levezetni. Az igy létrehozott DAE direkt médon megoldhato, vagy
redukci6 segitségével atalakithaté egy KDE-re. A Newton-Euler egyenlet
gyakorlatilag a lendiilet- és perdiilet-tétel matrixegyenletbe torténd atirasa,
amelyhez csatolni kell az el6z6 fejezetben emlitett kényszeregyenleteket is.
Alkalmazasahoz sziikségesek a szabadtestdbrak, mivel ezen dbrak alapjan tudjuk
egyenleteinket levezetni. Ez a leirds elsére atlathatobb képet biztosit azoknak,
akik el6szor taldlkoznak differencidl-algebrai egyenletrendszerrel.

A maésodik leirasi méd, a virtudlis teljesitmény elve, tobb absztrakciot és
matematikai tudast igényel, viszont nem kell alkalmazni a lendiilet- vagy
perdiilettételt, illetve szabadtestabrakat sem kell rajzolnunk. Ezzel a médszerrel
dinamikai rendszeriink minden elemét a kényszeregyenletek egyszerti
derivalasaval lehet 1étrehozni, amely a szamitégépes adaptaciét megkonnyiti.
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2.1. A Newton-Euler egyenlet elve és alkalmazasa

A fejezet elején atismételjiik azokat a legfontosabb kinetikai tételeket, amelyeket
a tobbtestdinamikai modellezésben fogunk alkalmazni.

Egy merev testekbdl 4ll6 dinamikai rendszer viselkedése, amely egymashoz és
kornyezetéhez idealis kényszerekkel kapcsolédik, leirhaté a lendiilettétel
valamint, a perdiilettétel differenciélis alakjaval [7]:

i, = F, (2.1)

m-a; = Fg

Iy = M, (2.2)
Js e+t wX (Jsw) =M
Ezek az egyenletek, sikbeli mozgas esetén 3, térbeli mozgas esetén 6 egyenletre

bonthatok fel. Osszegezziik (2.1) és (2.2) egyenleteket egyetlen matrix-
egyenletbe:

[mo. I ](Z] )= [MS - wfi Js - w)] (2.3)

amit a szakirodalom Newton-Euler egyenletnek nevez [8, 9]. Ezt az egyenletet
alakitsuk at, agynevezett kompakt formara [10]:

M-%=f (2.4)

ahol M a tomegmatrix, X a keresett gyorsuldasok vektora, mig f a kiils6 erdk,
nyomatékok és tehetetlenségi (vagy inercialis) mennyiségek vektora.

R K PR TN =

A bevezetés utan térjiink ra egy konkrét tobbtestdinamikai rendszer leirasara,
amelyet Vallery és Schwab [11] példaja alapjan végziink el.

Hozzunk létre egy fizikai kett6s ingat, amely A pontban van rogzitve a
kornyezetéhez, és B pontban pedig egymashoz. Az inga I; és I hosszasagu
rudakbdl épiil fel, amelyeknek m1 és m, tomege, valamint J1 és ] tehetetlenségi
nyomatéka van.

Téritstik ki az ingat alaphelyzetébél (2.2 dbra) és definidljunk két szogelfordulast
@1-el valamint ¢;-el.
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2.2 abra. Kett6s inga

A vizsgalatainkban feltessziik, hogy a ketts ingéra csak a gravitacioés gyorsulas
hat. A mozgasegyenletek létrehozasdhoz bontsuk szét a szerkezetet (2.3 abra), és

h’lz-gl

S, (%2.y, %)

az elhagyott részek hatasat helyettesitsiik er6kkel:

2.3 dbra. A szétbontott szerkezet az er6kkel

Ezutan vizsgéljuk meg az 1-es testet és irjuk fel a sulypontjara a lendiilettétel
differencialis alakjat:

Iy = F (2.6)

ml'aS:FS
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Amelyet megszorozva az ey és e, egységvektorokkal megkapjuk a vektoregyenlet
x és y tengelyre es6 skaldrvettileteit:

my - Xy = Fpyx — Fpy (2.7)
My Y1 = Fay —Fgy—my - g
Majd ezek utén irjuk fel a perdiilettételt is az 1-es test stilypontjara:
Il = M (2.8)
JsretoX(Jsrw)=M

Ahol azt megszorozva az e, egységvektorral megkapjuk a vektoregyenlet z
tengelyre es6 skaldrvetiiletét:

Js; ®1 = (FAy + FBy) ccos@q + (Fy + FBx) - Sing, (2.9)

Megjegyzés: w X (Js - w) tag kétdimenzids mozgas esetén nulla lesz. Bizonyitas:

]SI O
Jo- o= 0 Js, [ (2.10)
0 153 W, 153 Wy

Amit, ha vektoridlisan szorzunk egy vele parhuzamos szogsebességvektorral,
akkor nullat kapunk:

0 0 0
w X (Js - w) =[O]x 0 =[0] (2.11)
w, 153 T Wy 0
[rjuk fel a lendiilettételt a kettes testre is:
my - 5&2 = FBX (212)
my -y, =Fg, —my- g
Illetve a perdiilettételt is:

) L L .
Js, " @2 = —Fgy S cos@, + Fgy h sing, (2.13)

Miutan felirtuk a dinamikai rendszertink ¢sszes egyenletét, tekintsiik at, hogy
hany ismeretlentink és hany egyenletiink van.
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m1 - jél = FAx - FBX (2.14)

ml'yleAy_FBy_ml'g

) Ly L
Jsi 91 = _(FAy + FBy) "o eS¢y + (Fax + Fpy) "o T Singy
my - X, = Fpy
my -y, =Fgy, —my- g
L,

" Iy .
Jsy @2 = —Fpy ? COSQ, + Fpy E FSing;

Lathatéan nem ismerjiik az egyenletek bal oldaldn talalhaté 6 db gyorsulas
mennyiséget (¥;, X, ¥1, V2, $1, P2), valamint az egyenletek jobb oldalan talalhato
4 db kényszerer&t (Fax, Fay, Fpx, Fay).

Ez 10 db ismeretlent jelent, mig 6sszesen 6 db egyenlet all rendelkezéstinkre.
Rendszeriink, ebben a formdaban, matematikailag hatdrozatlan. Ahhoz, hogy
hatarozotta tegytiik, sziikségiink van tovabbi 4 db kényszeregyenletre!

Tovabbi vizsgalédasaink el6tt el kell donteniink, hogy milyen leirasi
konfiguraciét fogunk alkalmazni. Didaktikailag, az abszolat koordinatakkal
torténd leiras az egyik legegyszertibb, ezért valasszuk most ezt a modszert.

A testek sulypontjdban 3-3 valtozo6t definidlunk. A rendszert leiré altalanos
koordinatékat a kovetkez6képpen adhatjuk meg:

qQf=[x1 1 P1 X2 V2 @3] (2.15)

A kényszeregyenletek lefrasdhoz tekintstik meg a 2.4 dbrat.

y4

S" (x'“,y1 ’LP;)

Zal!

\
N
pia ]

®

2.4 abra. Az egyes test kapcsolata az A pontban és a helyvektorok dbrazolasa

Az A pontban van a rendszertink felftiggesztve. Itt el6irjuk, hogy az
l-es rad végpontja ett6l a ponttél nem mozdulhat el x, y iranyban
(xa=0,ya =0), de z tengely kortl elfordulhat (¢, # 0).
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Igy a kényszerfeltételt a kovetkezéképpen irhatjuk le:
ry = rs + I'g14 = 0 (216)
Amibdl a kovetkez6 egyenlet adodik:

l

_1,
e icf%’:m 217)
—E-smgol

Ez lesz az elsé test és a kdrnyezet kozott értelmezett kényszeregyenlet:

ly
x1 - =" COS(pl

12 =0 (2.18)

7~ sing,

q)l:

Figyeljink arra, hogy az x1 és y1 koordinatak el&jelét a koordindtarendszer szerint
adjuk meg.

Megjeqyzés: A tobbtestdinamikai modellezésnél, a modelleket lehet6leg az elsé,
pozitiv térnegyedbe irjuk fel, pozitiv elfordulassal. Igy az a specialis eset 4ll fenn,
hogy a Lagrange-féle multiplikatorok - amelyek a 2.2 alfejezetben részletesen
bemutatédsra kertilnek - megegyeznek a reakciéer6k nagysagaval és iranyaval!

Kovetkez6 1épésként irjuk fel a B pontra is a kényszeregyenleteket. Itt is vegyiik
a két rudat abban az allapotaban, amikor egymastdl virtudlisan el vannak
tavolitva (2.5 &bra).

y A
S, (xz;yz)

®F -
VI
2.5 abra. A testek kapcsolata a B pontban
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Itt az a feltétel, hogy az elmozdulas a B pontban, mindkét rad stlypontjabol
nézve, egyenl6 legyen. Ez olyan megkotést jelent, hogy a B pontban a két rad
egymashoz képest nem tud elmozdulni, csupan elfordulni.

Ezt a kényszerfeltételt a kovetkez6képpen irhatjuk le:
Ig =TIg1 + I (2.19)
g = Iy + I's2p

Abrazoljuk itt is a vektor kapcsolatokat (2.6 abra):

y 1
S, (xz,yﬂ
_ [#
r.sz S2B
i
d ®
£ F;’J B
7
B S X
X

2.6 abra. A kényszeregyenlet vektoros abrazolasa a kettes testnél

Az abrabol kovetkezik, hogy:
Is; + Xs1p = Isz + Is2p (2.20)

A koordinatakat behelyettesitve a kovetkez6 kifejezést kapjuk:

l l
X 2 X — 2. cos,
sl =
V1 L, V2 L,

R sing, —5 sing,

* COSP4

Rendezziik a (2.21) egyenletet nullara, a csuklokra értelmezett koncepcié alapjan
a kettes testb6l kivonva az egyes test koordinatait [10].

Igy a masodik kényszeregyenletet:

L L

Xy —Xq _E COS(pl _5 COS(pZ
q)z = I‘B(z) - I‘B(l) = ll lz = 0 (2.22)
y2 =y = 2+ singy — 2 sing,
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Hozzuk létre a teljes kényszeregyenlet-vektort:

Ly
x1 _5 COS(pl
L
V1 _E'Smfh
® = =0 (2.23)
Iy l
xz - X1 - E ) COS(pl - E ' COS(pZ
L L .
| Y2 = Y1 =5 singy == sing;

Most mar 10 egyenletiink van és 10 ismeretleniink, tehat rendszertink
matematikailag hatdrozott. Mivel a (2.23) vektoregyenlet elmozdulést fejez ki,

mig nekiink gyorsulasra van sziikségiink, igy kétszer kell id6 szerint derivalnunk
(2.23)-at. Végezziik el ezeket a derivéalasokat:

l
oL .
J’1_§'COS(P1'§01=O
.. L. . .
(xz—x1)+5'5m</’1'(P1+§'5m<P2"Pz:0
L Ly L .
(J’Z_3’1)_5105(.01'901_7"305(.02'902=0

Miutdn meghataroztuk a sebességet, derivaljuk még egyszer az egyenleteket,
hogy Osszeférhet6vé valjanak a (2.14) egyenlet dinamikai mennyiségeivel:

l l
X1 +51' cospy - @i +51'5in§01 91 =0 (2.25)

.. ll . .2 ll .
V1 +75m<p1-<p1 — = cosp1 P, =0

2
ll .2 ll . . lZ .2
5 C0SPLT 41 +E'5m§01'<ﬂ1 +7'505(P2'<P2
L. N
+E-sm(p2-(p2 =0

. L. o, I R .
(32 — 1) +§-sm<p1-<0% =51 C0SQy " Gy + = sing, “ @3
l, .

— 2 cospy 4, = 0

(X — %) +

Rendezziik végiil a négy egyenletet oly moédon, hogy az tigynevezett inercialis
tagok (a forgasbol szdrmazé normél irdnya gyorsulasok, pl. l;/2-¢%) az
egyenletek jobb oldaléra kertiljenek:
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l l
X+ El Sing, - @1 = —El' cosg; - @3 (2.26)
. ll . ll . .2
Y1 —75CO0SQP1 " @P1 = — = SINPq * Q1
2 2
. . Ly . N .
(%, —x1)+§'Sln<P1'<P1+E'Sln(P2'(P2 =
=—l—1-cos -'Z—Z—z-cos - @3
) @1 Q1 > )

. . ly . L .
(}’2—Y1)—§'COS(P1'(P1—E'COS<P2"Pz =
_ ll . .2 lZ . .2
== singy - §f — =+ sing; + 3

Ezek utan 6sszegezziik a 10 egyenletet:

my Xy = Fye +my-g— Fpgy (2.27)

my -y = F4y — Fpy
) L Lo
Jsi 91 = _(FAy + FBy) ' 1 C0SPy + (Fax + Fpy) T T Sing,

My Xy =Fgy+my g

my -y, = Fpy

N L L.
Js, @2 = —Fpy T 1 COSP2 + Fpy - 5 T Sing;

. ll . . ll .2
X1 +5'5m§01'§01 = _5"305901'(.01

. ll " ll . .2
V1 _i'COS(Pl'(Pl = _i'sm‘Pl"Pl

. L. T P ;
(xz_X1)+51'5m§01'§01+52'5m(.02'§02=

ll .2 lZ .2
= = C0SQy ¢F =+ COSQ; - 3

. ly ) ;
62 _J’1)_E'C05<P1'€01_§'005§02'§02 =

ll . .2 lZ . .2
= = sing - ¢ — = - sing, - ¢

29



Miutan az egyenletrendszer teljes, hozzuk azt kompakt alakra:

M-x=f

Ahol az dsszesitett M tomegmatrix:

M= M DT]
D
Ebb6l M egyenl6:
m; 0 0 O
0 m 0 O
M = 0 0 J, O
0 0 0 m,
0O 0 0 o
|0 0 0 O
D egyenlé:
Lo
1 0 E-smq)l 0
L
0 1 ——=-:cosp; O
D= 2
L
-1 0 —-singp; 1
2
L
0 -1 ——=-cosp; O
2
DT egyenlé:
1 0
0 1
L 4 [
ot |2 sing, 5 1 COSPy
0 0
0 0
0 0 L
2
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0 0 1
0 0
0 0
0 0
m, O
0 ]SZ_
0 0
0 0
l
0 EZ sing,
-
> cosQ,
-1 0
0 -1
. L
sing, 5 cosQ,
1 0
0 1
. L
sing, -5 cosQ,

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)



A keresett értékeket tartalmazo X vektort, illetve a kiils6 er6ket, nyomatékokat és
inercialis tagokat tartalmazé f vektort a kovetkez6képpen fejezhetjiik ki:

0
[ x1 ] —-my g
V1 0
(21 0
X3 —my:g
. | V2 0
=" = 2.33
X=16, f —%- cosQq - @2 (2:33)
FAx 11
2. . (h2
Fyy 5 SNQy @y
Ao L cospy -~ - cospy
-FBY- ll_ . ) 12. . L a2
[~ 5 T SINQy @1 — 5 SN, 7
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2.2. A virtualis teljesitmény elve és alkalmazasa

Ebben a részben megnézziik, hogyan alkalmazhat6 a virtualis teljesitmény elve
a tobbtestdinamikai modellezésnél. Ahogy korabban emlitésre kertilt, a virtualis
teljesitmény elvének az a nagy elénye, hogy nincs sziikség sem dinamikai
tételekre sem szabadtestadbrakra.

A virtudlis teljesitmény elvének megismeréséhez induljunk ki el6szor a
D’ Alembert elvbdl [7]. A D’ Alembert elv kimondja, hogy egy kinetikai probléma
formalisan visszavezethet6 statikai probléméra, ha a kiils6 (aktiv vagy
valosdgos) er6khoz és nyomatékokhoz hozzdadjuk a tehetetlenségi erdket
(—m - a;) és nyomatékokat (—Js - € — w X (J5 - w)).

Tételezziink fel egy szabad dinamikai rendszert, amelyre csak kiils6 erék és
nyomatékok hatnak, majd alakitsuk at a dinamikai egyenleteinket tigy, hogy
atvissziik az Un. tehetetlenségi er6ket és nyomatékokat a kiils6 erdk és
nyomatékok mellé:

Iy = F (2.34)

m-as = F;

1, = M, (2.35)
JsretwXx(J;rw) =M
0=—);re-—wXx(J; w)+ M

Ezekbdl az egyenletekb6l ismét képezhetjiik a Newton-Euler egyenlet specidlis
alakjat:
_ _[m-T 0] jas _ 0 Fs
0=="0" [ lox g, w] ¥ ) (230

Alakitsuk at (2.36) -ot kompakt alakra, feltételezve, hogy i darab testet vesziink
tigyelembe:

ahol M; a tomegmatrix, X; a keresett gyorsuldsok vektora, mig f; a kiils6 erdk,
nyomatékok és inercidlis mennyiségek vektora.

Ezek utan az atalakitott Newton-Euler egyenletet szorozzuk meg a virtualis
sebességgel, amellyel megkapjuk a rendszer virtualis teljesitményét!

V&%, = 0

32



Definicio: A virtudlis teljesitmény elve kimondja [12], hogy egy dinamikai
rendszer kiils6-, belsé- és tehetetlenségi erdi dltal végzett virtudlis teljesitménye
nulla bdarmilyen megengedheté virtudlis sebesség-dllapotra és bdrmely t
id6pontban.

Ennek az elvnek az a fizikai magyarazata, hogy amig megfelel6 virtualis
sebességeket alkalmazunk - amelynek magyarazatat hamarosan bevezetjiik -
ugy a rendszer nem tud elmozdulni az adott, kényszerekkel lek6tott pontokban,
igy teljesitményt sem tud leadni. Ha fennéllna olyan eset, amikor 0P # 0, az azt
jelentené, hogy vannak olyan pontok, ahol a kényszeregyenleteket nem
megfeleléen definidltuk, igy nem-megengedett sebességek keletkeznek. Emiatt
az anyagi pontok, vagy a merev testek egymashoz képest elmozdulnénak.

A virtudlis teljesitmény elvének alkalmazésaval, tovabbi elemeket adhatunk a
(2.38) egyenlethez, kiegészitve azt pl. kényszerertkkel, passziv tagokkal (rugok,
csillapito, stb.) egészen addig a pontig, amig a dinamikai rendszertink megtelel
modellezési elvardsainknak.

El6szor azonban vezessiink be néhdny 4j fogalmat, koztik a lehetséges-, és
virtudlis sebességet!

Definicio: Lehetséges sebességnek nevezziik egy tomegpontnak (vagy egy merev
test valamely pontjinak) sebességét, amely kompatibilis az azon pontban
definidlt kényszeregyenlettel. Az adott dinamikai rendszer minden helyzetének
minden t idépillanata esetén végtelen szdmii lehetséges sebességmezd létezik [3].

A lehetséges sebességet a tovabbiakban jeloljiik r-vel.

Egy egyszerti példan keresztiil értelmezziik ezt az Gj mennyiséget. Egy anyagi
pont v, sebességgel halad egy v, sebességgel mozgd kényszerpalyan [1]. Az
anyagi pont helyzetét egy r,, helyvektorral tudjuk lefrni (2.7 4bra).

2.7 abra. Anyagi pont mozgésa vo sebességgel mozgé kényszerpalyan
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Az anyagi pont abszolut sebessége egy adott pillanatban a mozgéd palya
sebességével és az anyagi pont palyamenti, tangencialis sebességével irhat6 le
(Va =Vo+ v¢). Ha az anyagi pont a kényszerpdlyan végteleniil kicsiny,
tetsz6leges irdnytd elmozduldst hajt végre, akkor minden ilyen Kkicsiny
palyamenti elmozdulés-vektorhoz tartozik egy tangencialis sebességvektor.

Ezek a sebességvektorok az un. lehetséges sebességuektorok (2.8 abra).

/ nJ

1

/

2.8 dbra. Az anyagi pont lehetséges sebességvektorai

Jelen esetben, a lehetséges sebességvektort a tangencialis sebességvektorok
Y. Vi) és a mozgod rendszer (v,) sebességvektoranak dsszegével adhatjuk meg:
=1 VYt g 0 & & &

m
F=vy+ z Vi (2.39)
i=1

Lathato, hogy végtelen sok lehetséges vektor lehet, igy ezt a matematikdban
halmazként is kezelik. Ezekbdl a lehetséges sebességvektorokbol képezhets a
kovetkez6 fontos mennyiség, a virtudlis sebesség!

Definicio: Virtudlis sebességnek (81;) nevezziik egy tomegpontnak (vagy egy
merev test valamely pontjinak) azt a sebességét, amelyet az anyagi pont (vagy
merev test) egyensiilyi dllapotdbél valé kicsiny kimozditds esetén felvesz [12].
A virtudlis sebességet két - de ugyanabban az adott pontban értelmezett -
lehetséges sebesség kiilonbségébdl képezziik.

1

81",: = ‘i - Fi—l (240)
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Mivel végtelentil sok lehetséges sebességvektor 1étezik, a virtualis sebességnek is

.....

lathaté moédon (2.9 4bra) értelmezziik. Ez a sebesség a kényszerpalya adott
pontjédban vett érint6jével parhuzamos.

2.9 abra. Az anyagi pont egyik virtudlis sebességvektora

Miutan bevezettiik a virtudlis sebesség fogalmat, térjiink vissza az altaldnos
dinamikai rendszertinkre:

OP=(—-M-X+f)-6x=0 (2.41)
Véx + 0
Rendszertink ebben a forméjaban nem alkalmas egy kotott mechanikai rendszer
lefrasara, mivel a kényszerer6k nem jelennek meg benne. Kovetkez6 lépésként

tehat agy kell kiegészitentink a dinamikai rendszertinket a kényszererékkel,
hogy a rendszer virtualis teljesitménye tovabbra is zérus maradjon.

Mivel strlédasmentes, idedlis kényszereket alkalmazunk, igy a kényszerer6 a
feliiletre (vagy ivre) mer6leges. Ebbdl az kovetkezik, hogy a kényszerer6bdl és a
virtualis sebességb6l szarmaztatott virtualis teljesitmény is zérus lesz, hiszen a
virtudlis sebesség a feliilet (vagy iv) adott pontjan érint6 iranya (2.9 abra):

Ahol, Fx az adott pontban értelmezett kényszererévektor.

A kérdés itt az, hogy miként lehet meghatarozni a kényszerer6t a dinamikai
egyenletek nélkiil?
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A megoldéashoz vegytink ismét egy m anyagi pontot, amely egy v, sebességgel
mozg6 kényszerfeliileten halad és mozgéasa r vektorral leirhat6 (2.10 4bra).
A kényszerfeliilet matematikai alakja megadhaté ®(r) =0 geometriai
kényszeregyenlettel, amir6l kikotjik, hogy folytonos és legalabb egyszer
derivalhat6. Tovabb4, az anyagi pontra értelmezhet6 egy 81 virtualis sebesség.

.

ol

2.10 abra. Anyagi pont mozg6 kényszerfeliileten

A ®(r) kényszeregyenletb6l képezhet6 a gradiensvektor:

0P
= =— 243
grad® = VP Fe (2.43)
Tudjuk, hogy egy vektor-vektor (vagy valds-valés) fiiggvény adott pontban
értelmezett gradiense, a fliggvény pontbeli normalvektorat hatdrozza meg

(2.11 4bra).

)

———
Vo

2.11 abra. A gradiens abrazoldsa

Mivel ideélis kényszereknél a kényszererd a feliiletre meréleges, igy a gradiens
kényszeregyenletbdl valo leképzésével meg tudjuk hatarozni a kényszererd adott
pontbeli iranyéat (2.12 abra).
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2.12 abra. A gradiens és a kényszererd kapcsolata

A gradiens és a kényszerer6 nem egyenld, de ha a gradienst megszorozzuk egy
megfelel6 mennyiséggel, az un. Lagrange-féle multiplikatorral (N), akkor a
kényszerer6 mar leképezhet6 az aldbbi médon:

Fy =VoT 2 (2.44)

Megjeqyzés: Tobbtestdinamikai rendszerek esetén a Lagrange-féle multiplikator
gyakran vektormennyiséget takar.

Amennyiben a ® vektormennyiség, tgy V@ matrix lesz, amit a szakirodalom
Jacobi-matrixnak nevez. Jeloljiikk a kényszeregyenlet vektorabol képzett Jacobi-
matrix transzponaltjat a kovetkezéképpen:

veT =pT (2.45)

Mivel sikeriilt kapcsolatot taldlni a kényszererd és a kényszeregyenlet kozott,
irjuk vissza ezt az eredményt a kényszerer6kbol képzett virtudlis teljesitménybe:

5P¢ =Fx-8%x=DT-1-86x=0 (2.46)

Mivel a kényszererdk virtualis teljesitménye is nulla, igy a (2.46) egyenlet
hozzaadhat6 a (2.41) egyenlethez:

SP=(-M-%+f)-6x—(DT-2)-6x=0 (2.47)
Igy megkapjuk a kotstt mechanikai rendszer virtuélis teljesitményét:

5P=(-M-X+f—-DT-2):-6x=0 (2.48)
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A Lagrange-féle multiplikdtor bevezetésével (A) a 6% virtudlis sebességet
tetsz6legesen valaszthatjuk meg. Ebbél kifolydlag a (2.48) egyenlet, kis
atalakitdssal, a kovetkez6 formara egyszertisodik:

M-x+DT-A=f (2.49)

Ez egy differencial-algebrai egyenletrendszer, amely ismeretlenként tartalmaz
gyorsulas tipusu differencidl-mennyiségeket (X), és algebrai tagokat is (A).

Altalanos alakja a kovetkezéképpen irhato le:

M 0 0 0 07f%7] Dy 0 0 0 07 [Faj
[0 M, 0 0 0@ |0 D, 0 0 0} My,
0 0 =~ 0 0 +lo o -~ 0 o F = (250
0o 0 0 ~ of|flx]| [o o o ~ o [Fu
o 0o 0 0 MJlled Lo 0o o o bl My
F

|[M2 _w%(lz'“’)]

[Mk — wFI;k(]k . w)J

Mivel a rendszerben megjelentek a kényszererok, igy tobb ismeretlen van, mint
egyenlet. Ahhoz, hogy megfelel$ szamu egyenletiink legyen, a kényszeregyenlet
kétszeri derivalasaval kapunk egy 1j vektoregyenletet, amivel kiegészitve a (2.49)
egyenletet a rendszer hatarozotta valik.

Vegytik példaként egy holonom-reoném rendszer kényszeregyenletét:
P(x,t) =0 (2.51)

Derivaljuk el6szor x vektort a lancszabdly szerint, amellyel megkapjuk a
sebességet:

0P (x) . ax

d(x,t) =v(x,xt) = i DT-x=0 (2.52)

Ahol a Jacobi-matrix (D) alakja és kiszdmitasa a kovetkez6képpen torténik:
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0x, 0xq; 0Xq 0X4

0x; 0x, 0x3  0Oxy
0x, 0x, O0X,

aq) axl axZ GX3
- = aX3 aX3 GX3 . = D(X) (253)

0x
dx; 0x, 0x3
6;(1 . a;(i
o o ]

Ezutan derivaljuk a kényszeregyenletet még egyszer, szintén a lancszabély
szerint, és igy megkapjuk a kényszeregyenlet gyorsulas szint elemeit:

. . aD(x)
d=a=Dx)-X+ It

‘% =D(x) %+ (a';f(") - x) Xx=0 (2.54)

Az egyenlet derivalasi szabalya nem bonyolult, ha a lancszabalyt kovetjiik, de
tigyelni kell a kovetkezdre:

D (x)
A ox

kapunk (mivel egy matrix szorozva egy vektorral, vektort eredményez),

- X tagnal el6szor szorozzuk Ossze a D - X részt, amibdl egy vektort

o Ezutan végezziik el a derivalast a D - X szorzaton, ami ismét egy matrixot
fog eredményezni. Ez ismét szorozhatd az x vektorral, ami végiil egy
vektor lesz.

dD(x)

Megjegyzés: ha a —=-X tagnal a D-nek probéljuk képezni a Jacobi matrixat,

akkor egy hipermatrixot kapunk, amelynek az elemei szintén matrixok.

Peldaul:
a=[", mign= [2 2 (2.55)

B tehat egy hipermatrix. Erre azonban nincs sziikségiink, mivel inkompatibilitast
okozna az x-el val6 szorzasnal.

A (2.54) egyenlettel a rendszer hatarozott, az ismeretlen mennyiségek és az
egyenletek egyenstlyban vannak:

M-%x+DT-A=f (2.56)
D(x)-x=—<ag§‘)-x>-x
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A két egyenletet egy méatrixegyenletbe lehet felirni:

f

1;;[ %T] B{J: _<agiX)'X>'X (2.57)

Flores alapjan [10] vezesstink be egy 1j jelolést az inercialis tagok szdmaéra:

oD(x)
= — %) 3 2.58
Y ( % x> X (2.58)
Igy a végsé differencidl-algebrai egyenletiink (DAE) formaja:
M DT] [X] _ [f]
D 0 [l] ly (2:59)

Ebbdl az egyenletbdl konnyen lathat6, hogy amennyiben ismerjiik a dinamikai
rendszeriik ®(x) kényszerfuggvényét, tgy néhany differencialasi mtivelettel
képesek vagyunk meghatarozni, szabadtest abrak nélkiil is, a rendszert leir6
differencial-algebrai egyenletrendszert.

Egy fontos dolgot ki kell emelni. Amikor Lagrange-féle multiplikdtorokat
alkalmazunk, akkor a szakirodalom (altaldban) tgy fogalmaz, hogy ezekkel a
multiplikatorokkal lehet a rendszer kényszerer6it kifejezni. Azonban, a
kényszererdk és a globalis koordinatarendszerben értelmezett reakcidersk kozé
nem lehet automatikusan egyenl6séget tenni!

Vegyiik példaul az egyszerti inga esetét. Ha az ingat egy x, y koordinatarendszer
els6 (pozitiv) térnegyedében irjuk le, pozitiv értelmti elfordulassal, gy a
Lagrange-féle multiplikatorok meg fognak egyezni a reakcider6kkel.

Ez egy speciilis eset.

Ha azonban egy attdl eltér6 médon adjuk meg a dinamikai rendszeriinket, pl.
Shabana [13] példaja egy szintén egyszeri inga esetén, tgy a kapott
multiplikdtorok és a reakcider6k kozé nem tehetiink egyenléséget. A kettd
mennyiség egymassal figgvénykapcsolatban all, amely egyes esetekben leirhato
egy egyszerl -1-es szorzéval, mig mas esetekben csak bonyolult, nemlinearis
tiggvénnyel.

A multiplikatorok fizikai értelmezését és a reakciderékkel valé egyeztetését
tobben is tanulmanyoztdk. Samin és Fisette [14], valamint Hidasi és Matyas [15]
kimutatta, hogy az eredeti DAE egyenlet statikai részébél kiindulva:

DT-A=f (2.60)
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A (2.60) egyenlet atalakithaté és egy Q altaldnos erévektor bevezetésével a
reakcider6k (F;) és a Lagrange-féle multiplikdtorok (A) kozott kapcsolat
teremthetd:

F,=-(Q"-Q'-Q"-DT-A (2.61)

A részletes levezetés megtalalhaté Hidasi és Matyés [15] dolgozataban.

A jobb megértés céljabol alkalmazzuk a virtudlis teljesitmény elvét a korabban
vizsgélt kett6s ingara (2.2 &bra). Haszndljuk fel a (2.23)-ban definialt
kényszeregyenleteket:

ly
x1 - E " COS(pl
f1(x1, 91) y Ly . sing
f2(y1, ¢1) 179 1
O || b b 262)
f4()’1»3’2,<P1,<P2)J 2 1 l2 1 l2 2
1. 2 .
| Y2 = V17 5 Singy = 5 Sy |

A rendszer tomegmatrixat konnyedén felirhatjuk, ami két test esetében a
kovetkez6képpen néz ki:

m; 0 0 0 0 07
0O my 0 0 0 O
0 0 J, 0 0 0 563
M= 0o 0 0 my, 0 O (2:69)
0O 0 0 0 m O
(0 0 0 0 0 Jl
A kiils6 er6k vektorat megadhatjuk a kovetkezSképpen:
0
—m, - g
0
= .64
f 0 (2.64)
—mz-g
0

Lathato, hogy a testekre csak y iranyban hat a gravitacios erd, kiils6 koncentralt
er6k vagy nyomatékok nincsenek.
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A (2.59) differencidl-algebrai egyenlet két vektora (X és A) tartalmazza az
ismeretleneket:

_jél_
371 Fax

.. (,b1 . FA}’

%= || illetve A = (2.65)
X, 11letve FBx
V2 FBy
[, ]

gy maér csak két elem maradt, amit meg kell hatdroznunk: a D és a y.

Emlékezziink, hogy a keresett mennyiségek fliggenek a D(x)
kényszeregyenlett6l. A D matrixot, vagy az tgynevezett Jacobi-matrixot, az
el6z6 fejezetben definidlt médon tudjuk létrehozni:

l

1 0 El .sing;, 0 0 0
0o 1 -4 00 0
——=:CcoSQ
D) =22 - 2 (2.66)
d l l
X 1. 2 .
-1 0 —-sinp; 1 0 —=-sing,
2 2
Ly I
i 0 -1 5 cosp,; 0 1 5 COSQ, |

Sziikségiink van még a DT matrixra, ami a D transzponéltja. Ezzel a mtivelettel a
szoban forgd matrix oszlopait és sorait cseréljiik fel.

1 0 -1 0
0 1 0 -1
L L L L
o 5 Singy  —orcosey sing,  ——cosg, (2.67)
0 0 1 0
0 0 0 1
L . L
0 0 E-smgoz —i-cosgoz_
Legvégiil képezni kell az inercidlis tagokat tartalmazé y vektort:
oD
Y=—(&'X)-X (2.68)
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A y vektor kiszamitasa a kovetkez6 1épésekben torténik. El6szor is képezziik a D
matrix és az X vektor szorzatat, amely egy vektort eredményez:

l

[ 1 .
1 0 3 sinp;, 0 0 0 oo
ll yl
0 1 ——=:cosp; 0 O 0 .
D %= 2 T 191 2 (2.69)
1 0 Lo 1 0 L | X2
5 Sing, 5 Sing, 7,
l l L,
i 0 -1 —El ccosp; 0 1 —52- COSQ; | vz

l

X1+El'5in(p1'(,b1

Y ,

y1_5'505§01'§01
o L N ,

—x1+E'Sln901'901+x2+7'Slnq02'q02
. h R :
| =YL 5 €SP Pyt Y2 =5t COSPr P

Ezt kovetSen kell elvégezni a parcidlis derivalast:

0 0 —-cosp;-¢9; 0 O 0

0 0 —-sinp;-¢9; 0 O 0
(a_D . X) _ 2 s (2.70)
0x Ly . L .
0 0 3 cosp;-¢9; 0 O > CcoSQ, * Qo

0 0 El-sin(pl-(pl 0 0 %-Simpz-(pz

43



Végiil szorozzuk meg a Jacobi matrixot -x sebességvektorral:

0 0 —El-cosq)l-(pl 0 O 0
Lo ,
0 0 —i-sm(pl-(pl 0 0 0
- L . Ly .
0 0 —E-cosq)l-(pl 0 0 —§'C08¢2'(p2
Lo : L. :
0 0 —i'Sln(P1'(P1 0 0 —E-smgoz-goz_
ll .2
—3'005901'901
ll . .2
—E'Sm(P1'(P1
) —l—l-cos -’Z—Z—Z-COS - @3
) P11 P1 > Q2 P2
ll . .2 lZ . .2
—E'Sln%'%—i'ﬂmpz'(ﬂz_

_ (aD ) .
Y="ox ¥ *7

V1

|91

V2

Kops

(2.71)

A meghatérozott tagok segitéségével most mar létre tudjuk hozni a (2.59)

egyenletben leirt DAE-t.
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2.3. Passziv elemek modellezése

Az el6z6 alfejezetekben attekintettiik, hogy miként lehet kiilonboz6
modszerekkel egy egyszerti dinamikai rendszert differencidl-algebrai
egyenletrendszerként felirni. Ezek a rendszerek iddig nem tartalmaztak aktiv,
vagy passziv elemeket.

Aktiv elemeknek nevezziik azokat az elemeket, amelyek energiat szolgéltatnak a
rendszertinknek, példaul egy kiils6 gerjesztés, mig passziv elemeknek nevezziik
azokat az elemeket, amelyek energiat tarolnak vagy emésztenek fel (diszipalnak).

A két legegyszertibb passziv elem a rugd (energiat tarol) illetve a csillapitd
(energiat emészt fel).

A kovetkez6 két alfejezetben megnézziik, hogy miként lehet ezt a két
legegyszertibb elemet egy dinamikai rendszerbe integrdlni a virtualis
teljesitmény elvével.

2.3.1. Rugos tag modellezése

Vallery és Schwab [11] péld4ja alapjan, hozzunk létre egy | hossztsagu, m
tomegl és |, tehetetlenségi nyomatékkal rendelkezé rudelemet, amely az A
pontban egy csuklds tdmasszal rogzitiink kdrnyezetéhez (2.13 &bra).

21/3

2.13 abra. Dinamikai rendszer rugéval

Tovabba, kapcsoljunk a radhoz egy s rugémerevségt, [ terheletlen hosszt rugot
is, amely a rad B pontja és a C pontban 1év6 csuklés tdmasz kozott van kifeszitve.
Az A és B pont kozotti tadvolsag 2/3 [, mig A és C pont kozott 1/2 1.
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Els6 lépésként allapitsuk meg, hogy a rugé alapallapotban nyomott-e, vagy
htzott?

N2 /2-1\* 51
_ (L “ ") =2 < 083- 2.72
by \/(2) +( 3) 6 0.83-1 (2.72)

A rug6 az eredeti hosszdnak 83%-dra van dsszenyomva, igy alapallapotban a
tartét annak B pontjaban pozitiv x irdnyban, és a negativ y irdnyban terheli!

Masodik 1épésként alkalmazzuk ismét az egész rendszerre a virtualis
teljesitmény elvét, amely szerint egy dinamikai rendszer kiils6-, bels6- és
tehetetlenségi er6i 4ltal végzett virtualis teljesitménye nulla barmilyen
megengedhet6 virtudlis sebességallapotra:

OP=(-M-X+f)-6x=0 (2.73)
Véx # 0
Ahhoz, hogy a 2.13 4brédn szerepl6 rendszert modellezziik, a (2.73) egyenletet ki
kell egésziteni egy passziv elemmel, a rugéval. A rug6 virtudlis teljesitményét a
rugéban ébred er6 (Fr) és a rugémegnytlés virtuélis sebességének (Al) szorzata
adja:

SP. =F,.-8Al =0 (2.74)
A rugo6ban ébredd erd (F,) nagysaga:
F. =s-41 (2.75)

Ahol s a rugémerevség (N/m), Al pedig a megnytulas hossza (im).

Passziv tagoknak pozitiv elGjelet adunk. Ez azzal magyarazhato, hogy pl. a rugé
(vagy a csillapit6) energiatarolasra képes. Tételezziik fel, hogy ismerjiik ezeknek
a mennyiségnek a vektoridlis alakjat és adjuk &ket hozza a virtualis
teljesitményhez, ahol a kényszerer6t is figyelembe vettiik:

SP=(-M-%X+f—DT-1)-8%x+F,-8Al=0 (2.76)
VX £ 0

Egyenletiinkben minden tagot megszoroztunk a virtuélis sebességgel, kivéve a
rugos elemet. Ezt a tagot is tgy kell atalakitanunk, hogy megjelenjen benne a
virtudlis sebesség, igy elégitve ki az egyenletet.
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Megjeqyzés: Passziv tagok (rugd, csillapitd, etc.) esetén mindig a tagok
megnyulasabol vezethetjiik le a kényszeregyenletet:

Al = D,.(x,y,0)= P,.(X) (2.77)
Ahol x vektor:
X
x=\|Y (2.78)
@

Tekintstik a megnytlas derivaltjat, amely a megnyulds sebességét adja.
Alkalmazzuk ismét a lancszabalyt és hozzuk létre a kovetkezé Osszeftiggést:

Al(x) = d.(x) = ad){;}gx) X = V,.(X) - X (2.79)

Most cserélhetjiik fel a valds sebességeket a virtualis sebességekkel, hogy az
egyenletiink kielégtiljon:

& (x) = Vb, (X) - X = §D,.(x) = VP, (x) - 6% (2.80)
Helyettesitstik be (2.80)-at (2.76)-ba:

SP=(—M-%+f—DT-1)-6%x+F, -V, - 8% =0 (2.81)
VX # 0

Rendezziik az egyenletet, hogy megkapjuk a rugoéval ellatott mechanikai
rendszeriink virtualis teljesitményét:

SP=(-M:%+f—DT-A+F,.-V®,) - §x=0 (2.82)

Mivel itt is bevezettitk a A Lagrange-féle multiplikatort, igy valamennyi 6%
virtudlis sebességet tetszélegesen valaszthatjuk meg. Kovetkezésképpen
egyenletiink ismét a kdvetkez6 formara egyszertisodik:

—M:X+f—-DT-A+F,.-Vd,. =0 (2.83)

Ezt az egyenletet rendezziik és kiegészitjiik a kényszeregyenlet gyorsulds szintt
elemeivel:

M:-%X+DT-A=f—F,. Vo, (2.84)
. oD(x) .\ .
D(x) x-—( . x) X
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A két egyenletet rendezziik egy matrixegyenletbe:

M DT] [ f=F Vo
D 0] '[1]: _<a';ix).x>.x (2.85)

Ezzel lathatéva valik a rugds elem leirdsa a differencidl-algebrai egyenletben.
Harmadik lépésként, a 2.13 abra alapjan, alkossuk meg ezt a tagot.

A rug6 megnyulédsat a kovetkez6képpen irhatjuk le:

A== 1(x,y,¢)-1 =/ (x5 —xc)? + (Vs — ¥c)? — | (2.86)

Ahol x. =0, y. =1/2.

Az xp és az yg meghatarozasahoz téritsiik ki alaphelyzetéb6l a rendszeriinket az
2.14-es abran lathaté médon:

2.14 abra. A kitéritett rendszer koordinatai

Majd irjuk fel a B pont elmozdulésat a stlyponti (x, y) koordinatdkkal kifejezve:

l
Xg =x+ g cose (2.87)

l
yB=y+g-sin<p

Ezutan irjuk vissza ezeket a koordinatédkat a (2.86)-ba, figyelembe véve, hogy
Xc = 0, Ve = l/2

D,.(x,y,0)= J(x + é- cosp)? + (y + é - sing — é)z -1 (2.88)
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Képezziik ezutan a kényszeregyenlet gradiensét:

(0D, (X, Y, P)]T
ox

00, [09-(x,y,9)
= 3y (2.89)
0P.(x,y,9)

op

A parcidlis derivalaskor vegytik észre, hogy a kényszeregyenlet alakjanak
koszonhetSen elvégezhetiink egy egyszertsitést. Ha egy f(x) fliggvény alakja a
kovetkezé:

f(x)=vx2+1 (2.90)
Akkor ezt atirhatjuk az alabbi médon:
G = (2 + 1) 291)

Igy a derivélast, a kovetkez6képpen végezhetjiik el:

/ 1 - 2 :
fl)=2-(x*+1)72-2x = szﬂ (2.92)

A fentiek alapjan a gradiens egyenl6 lesz:

(0D, (x,y, ¢)]
0x
00, |09 (x,y, ) 2.93)
0x dy )
0D, (x,y, )

dp

[

+_.
X + 2 cosg

l l

y+g-sin(p—§

l [ [ l l
_(x + i cosq)) . <_E : Slmp) + (y + 5 sing — E) (g COS‘ﬁ)_

S

Ahol,

l, = \/(x + é -cos@p)? + (y + é - sing — é)z (2.94)

49



Ezutan helyettesitsiink  be

(293)-ba a sulypont kezdeti értékeit
(xs=1/2, ys = 0, ¢ = 0) és hatarozzuk meg szimbolikusan a gradiensvektort:

ad>r<l 00)_
ax \2" )

(2.95)
! N ! 0
5t gcos
1 . l
=1 0+€-sm0—z
T
(55 cos0)- (= 5-sm0) (0510 =3) (- coso)
\5 5 cos g Sin ¢ S0 =)z cos0)
Amely kifejezése a kovetkezo6re egyszertisodik:
[l r 21
o 276 3
P, 1
r(ﬂop)__. L T (2.96)
ox \2 L, 2 L, 2
! 12
124 L 12

Ezutan szdmitsuk ki Al és [ értékeit, hogy a végs6 erévektort meghatarozhassuk
A stulypont kezdeti értékei (xs=I/2, ys = 0, ¢ = 0) alapjan Al egyenl6 lesz:

21(%,00) = |(b+L-cos0) + (04 Losimo—2) —1-
5 00) = > 6cos 6sm > =

(2.97)

B <l+l)2+( l)z - (Zl)z_l_(l)z - 412_|_l2 l

—J\2 6 2 —J\3 2 ]9 4
_|1612 +912 I 252 l_w - l
N 36 | 36 N N

kiszamithato:

Lathatéan Ir egyenl6 51/6. Mivel a Al-t meghataroztuk, igy a rugéer6 nagysaga is

s+

. (2.98)

F,=s-4l=—
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Utols6 1épésként meghatarozhatjuk a rugéeré-vektort:

- 21 201 7 8sl
3 3 60

_,:r.a“’rz_(_s_'l).l. _bfosib 6 f L] 6st (2.99)
ox 6/) 572|776 51| 2 60
12 12 sl?
12/ 120 L 60

Lathatoan, a ——= vektorral a B pontban hat6 rugoerét redukalni tudjuk az S

salypontba, a 2.15-6s dbran lathat6 modon. Emelett, ezek a tagok most mar
megjelennek a differencidlalgebrai egyenlet-rendszerben is.

-
[
o&/T
sH.
<

|
> e
<———>
<

r—> C

2.15 abra. A rugoder6 redukalasa a B pontbdl az S sulypontba
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2.3.2. Csillapito tag modellezése

Az el6z6 alfejezetben megismertiik, hogy miként lehet rugés tagot modellezni és
annak matematikai leirasat a DAE egyenletbe beilleszteni. A kovetkez6 példaban
tekintstik at a sebességaranyos csillapité tag modellezését. Hozzunk ismét létre
egy | hossztisdgt, m tomegli és J. tehetetlenségi nyomatékkal rendelkez6
radelemet, amelyet az A pontban egy csuklos tadmasszal rogzitiink
kornyezetéhez (2.16 &bra).

¥

1O

K1, T@)
s s,

13) [+) QH

o — — — — —
&)
x

2.16 abra. Dinamikai rendszer csillapitéval és rugéval

Tovéabba, kapcsoljunk a radhoz egy s rugémerevségii rugoét is az E és D pont
kozott, valamint egy csillapité tagot, amely a rad B pontja és egy C pontban 1év6
csuklés tdmasz kozott van elhelyezve. A terheletlen rugé hossza I, = I, a
terheletlen csillapité hossza Ik = I. Az A és B pont kozotti tavolsag 1/4 |, mig A és
C pont kozott 1.

Hasonléan a rugohoz, itt is tekintsiik meg, hogy a rendszer alaphelyzetében a
csillapité nyomott-e, vagy htzott?

f 1\? /17
_ 2 _ T . 2.100
I, = <4) +? = |1~ 1031 (2.100)

A csillapit6 tag az eredeti hosszanak 3%-val nytlt meg. Ez azt jelenti, hogy ha a
rendszert tetsz6leges modon kitéritenénk, majd elengednénk, akkor a B pontban
lévs csillapité - az alaphelyzeten valé &athaladds sordn - a tartét negativ
x irdnyban és a pozitiv y irdnyban terhelné!
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A korabbi fejezetben megismert médon, ismét alkalmazzuk az egész rendszerre
a virtudlis teljesitmény elvét, amely szerint egy dinamikai rendszer kiils6-, bels6-
és tehetetlenségi er6i altal végzett virtualis teljesitménye nulla, barmilyen
megengedhet6 virtudlis sebességallapotra:

OP=(-M-x+f)-6x=0 (2.101)
Véx # 0
Ezt az egyenletet ismét ki kell egésziteni egy passziv elemmel, jelen esetben a

csillapitéval. A csillapité virtudlis teljesitményét a csillapitéban ébred6 erd (Fx) és
a csillapitémegnytlés virtualis sebességének (Al) szorzata adja:

5P, = F - A1 =0 (2.102)
A csillapitoban ébred6 erd (Fx) nagysaga:
F, = k- Al (2.103)

Ahol k a csillapitési tényezd (N-s/m), 4l pedig a megnytlas sebessége (111/5).

Ismét induljunk ki abbél a pontbdl, hogy ismerjiik ezeknek a mennyiségeknek a
vektoridlis alakjat és adjuk Oket hozza a virtualis teljesitményhez, ahol a
kényszererét is figyelembe vettiik:

SP=(-M:%+f—DT-1) 8%+ F,-8Al=0 (2.104)
V8x # 0

Az egyenletiinkben minden tagot megszoroztunk a virtudlis sebességgel, kivéve
a csillapitét. Ezt is at kell alakitanunk tgy, hogy megjelenjen benne a virtualis
sebesség, igy kielégitve az egyenletet. Hasonléan a rugoéhoz, itt is a csillapit6
megnyulasa lesz a kényszeregyenlet:

Al = Dp(x,y, )= Pp(x) (2.105)
Ahol x vektor:
X
x=|y (2.106)
@

Tekintstik a megnytlas derivaltjagt, amely a megnyudlds sebességét adja.
Alkalmazzuk ismét a lancszabalyt és hozzuk létre a kovetkez6 Osszefliggést:

0P (x)

— X =V, (X) - X (2.107)

Al(x) = &, (x) =
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Ekkor felcserélhetjiik a valos sebességeket a virtualis sebességekkel, hogy az
egyenlettink kielégtiljon:

D (x) = VP, (X) - X > 5D, (X) = Vb, (X) - 8% (2.108)
Helyettesitstik vissza (2.108)-at (2.104)-be:

8P =(-M-X+f—DT-1)-8x+F; -V - 6% = 0 (2.109)
VéX # 0

Rendezziik az egyenletet, hogy megkapjuk a csillapitéval elldtott mechanikai
rendszertink virtualis teljesitményét:

6P =(-M-%+f—DT-L+F, V) 8% =0 (2110)

Mivel itt is bevezettitk a A Lagrange-féle multiplikatort, igy valamennyi éx
virtualis sebességet tetsz6legesen valaszthatjuk meg. Kovetkezésképpen
egyenletiink ismét a kovetkez6 formara egyszertisodik:

~M X+ f—-DT-A+F, -V, =0 (2.111)
Ezt az egyenletet rendezziik és kiegészitjiik a kényszeregyenlet gyorsulas szintt
elemeivel:
M:-X+DT-A=f—F, Vo, (2.112)
D(X) & = — <agix) : x) %
A két egyenletet ismét egy matrixegyenletbe lehet felirni:
[D 0 ] ' [)J = |- < aXX) x) X (2113)

Ezzel lathatova vélik a csillapit6 elem lefrasa a differencidl-algebrai egyenletben.
Kovetkez6 1épésként, alkossuk meg ezt a tagot is. A csillapité megnytlésa:

A= = U (x,y, )= 1 = /(6 = x0)? + (V5 — Ye)2 — | (2.114)

Ahol x. =0, y. = 1.
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Az xp és az yp meghatarozasahoz téritsiik ki alaphelyzetébdl a rendszertinket a
2.17-es dbran lathaté médon:

b,

Ay

2.17 abra. A Kkitéritett rendszer koordinatai
Majd irjuk fel a B pont elmozdulésat a stalyponti (x, y) koordinatdkkal kifejezve:
[

Xp =X ——"COS
B 2 @

Lo
Yp =Yy~ 7 Sing

(2.115)

Ezutan irjuk vissza ezeket a koordindtakat a (2.114)-es kényszeregyenletbe,
tigyelembe véve, hogy x. =0, yc = I:

D (x,y,0) = \/(x - i ~cos@)? + (y + i -sing —1)2 -1 (2.116)

Ezutan vegytik a kényszeregyenlet gradiensét:

(0D (x, Y, 9)]
0x

0x dy '

0Py (x,y,9)

do

Amely egyenl lesz:

i (2.118)
ox

!

X =5 C0SQ
1

L
I y—Z-smq)—l

(=L cosg) (Lrsing) + (v~ sing 1) (L cos)

—g CoSQ
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Ahol,

l, = J(x - i cos@)? + (y — i - sing — [)? (2.119)

Ezek wutan helyettesitsink be a (2.118)-ba a sulypont kezdeti értékeit
(xs =1/2,ys =0, ¢ = 0) és hatarozzuk meg a gradiens-vektor elemeit:

0Py, 1
—*(= = 2.120
ox (2'0'0) ( )
l 1[4
571 cos(0) 41,
_1 0 Losi 0)—1 = _—l
L —3 S0~ =%
(l cosO) (l-sin0>+( [-sin0 l) ( l-cosO) [2
\2 7 "2 4 4 4 M ag,]

Majd ezt kovetden az Ix-t:

2

l 1 2 I
Ly (5,0,0)=\/(§—Z-c050) +(0—Z-sm0—l) = (2.121)
_ (l l>2+( 2 = P LV
AV .16 16 16

Ezutan meg kell hatarozni a 4l tagot is, amihez irjuk fel a Al megnytlas vektorat:

l
X = C0SQ

Al = I (2.122)
y— 1 sing — 1
Majd képezziik a vektor id6 szerinti derivaltjat:
L
. dAl x+Z-Sln<p-go
Al =—= 212
dt o , (2129)
y—g o5

Végiil irjuk fel a megnytulas-sebesség vektor nagysagat:

Al = \/(56 + é -sing - @)? + (y — i £ COSQ - P)? (2.124)
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Mivel a 4l-t meghataroztuk, igy az csillapitéeré nagysaga is kifejezhet6:

. l l
Fk=k-Al=k-\/(9&+Z-sin<p-<p)2+(y—Z-cos<p-<,b)2 (2.125)

fgy a csillapitoers-vektor meghatarozhatéva valik:

0D,
_Fk ) Vq)k ES _k - Al e = (2126)

ox
1
[
=k [(X+—-sing- @)+ (y+—-cosp-p)?- 11
\/16 T2
k

Lathatoan, a aa% vektorral a B pontban hat6 csillapitéer6t redukalni tudjuk az S

salypontba, a 2.18-as dbrdn lathaté médon. Emelett, ez a tag is a differencial-
algebrai egyenletrendszerbe foglalhato.

J
K
Fry

Kx

C < <——4.\\
S S (/MKZ

2.18 abra. A csillapitéer$ redukalasa a B pontbdl az S sulypontba
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2.4. Gyakorlé feladatok
2.4.1. A fizikai inga mechanikai modellje

Hozzunk létre egy egyszerd fizikai ingat, amely | hossztsagt, m tomegt és J;
tehetetlenségi nyomatékkal rendelkezik. Ezutan egy csuklés tdmasszal rogzitsiik
a testet az A pontban a kdérnyezethez (2.19 4bra).

bt
! lﬂ m, [, J;

2.19 abra. Egyszerti fizikai inga
Tekintstik ismét a szokdsos formaban megadott DAE-t, a fizikai ingéra
vonatkoztatva:

b ol hl=ly @127

Sziikségiink lesz megoldashoz a kozvetleniil felirhato tomegmatrixra (M) és a
kiilsé terhelések vektorara (f). Tovabb4, le kell vezetiink a kényszeregyenlet
vektorbol a Jacobi-matrixot (D-t és DT-t), valamint az inercidlis tagokat (y).

Keresett mennyiségek: a gyorsuldsvektor (X) és a kényszererévektor ().

i=|9|a= [FA"] (2.128)

Fyy

P
5
¢
Legyen a fizikai inga kényszeregyenlet-vektora a kovetkez6:
!

X — > cos®
®(x,y,¢) = ; =0 (2.129)

y — Esin(p

Az ismeretlen elmozdulas- és sebességvektort az alabbiak szerint jeloljiik:

X X
x=|v| x=|y (2.130)
® ®
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A fizikai inga tomegmatrixa igen egyszertien képezhet6:

m 0 0
M = 0 m . 0 (2.131)
_ . . ]2
0 O 17 m-l

Mig a kiils6 terhelések vektora:

0
f= [—m : g] (2.132)
0

Képezziik a Jacobi-matrixot a ® vektorbol:

oP;, 0®; 0P, [
_%® | oy op|_|Y 0 2o (2.133)
l dx Jdy 0¢ J g €o%¢
Majd a Jacobi-matrix transzponéltjat:
1 0
pT=|, ° - (2.134)
—:Ssing —=-cosp

2 2

Utolso 1épésként, hozzuk létre az inercialis tagokat (y) tartalmazé vektort:

= (6D ) ' 2.135
y=-(5 %)% (2.135)
Szorozzuk 0ssze a Jacobi-matrixot a sebességvektorral:

1 . 1
1 0 =sing x X+ =sinp- @
D x= 2 Avl=| 2 (2.136)
@

| 1
0 1 —Ecosgo y—zcosgo-(p

Ezutan hatdrozzuk meg a kapott vektor Jacobi-maétrixat:

0P, 0P, I0P, 1
oD 0 0 =cosp-¢@
oD =[x 9y Odo|_ 2 (2.137)
aX aq)z a(Dz aq)z 1

0 0 —sine-d
dx dy Oo S e

59



Végiil, szorozzuk meg a (2.137)-ben kapott matrixot a sebességvektorral, majd
minusz eggyel, hogy megkapjuk a y vektort:

1 . 1 ,

aD 0 0 S cosg- of |* —5cosg- [
y:_(a_x.x).xz_ 1 1= 3 (2.138)
0 0 =sing-¢| |¥ —=sing - ¢*
2 2
Az eredmény:
2 o1 g-
0t [A]_ y (2.139)
m 0 0 1 0 0
0 m 0 0 1 %
1 l l [ %] —m-g
0 0 — m-1> —=-sinpg —=-cosp| |V 0
112 2 2 |¢|= L
1 0 E-simp 0 0 | Fax | 2 L
l lFAJ’J —£Sln a2
0 1 —E-cosgo 0 0 2 ¢
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2.4.2. A futomacska-daru mechanikai modellje

Egy futémacskara szerelt daru egyszertsitett mechanikai modelljét lathatjuk a
2.20-as abran. Ha a futémacskat mozgas kozben hirtelen lefékezziik, akkor rovid
ideig lengeni kezd, igy a daru mozgésat is befolyésolja.

Hozzuk létre gyakorldsképpen ennek a mechanikai rendszernek a differencial-
algebrai egyenletrendszerét a virtualis teljesitmény elvének segitségével!

777777777777 777777777777 =
-~ X

=0

2.20 abra. Futémacska és daru mechanikai modellje

Ha a rendszert abszolat koordinatdkkal kivanjuk leirni, akkor négy &ltalanos
koordinatat kell bevezetniink:

qT = [x1 Xy Yo (p] (2140)

Hatarozzuk meg, hogy hany szabadsagfoktl a rendszer! Ehhez tételezziik fel,
hogy a rendszer statikailag hatarozott:

S =ny + ny (2141)

A rendszer tehét statikailag kétszeresen labilis, vagyis kétszabadsagfoka. Ezek
utan hatdrozzuk meg, hogy hany kényszeregyenletre lesz sziikségiink:

Ppim=q—S=4—-2=2 (2.142)
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Tehat két kényszeregyenletre lesz sziikségiink a mechanikai rendszer leirasdhoz.
Hozzuk létre ezt a két egyenletet, amelyet rendezziink egy vektorba:

l
x1+x2—§'COS<p

® = z =0 (2.143)

Y2 =5 sing

A kordbban tanultak szerint, a ® vektor felhasznéldsaval létre tudjuk hozni a
dinamikai rendszer differencidl-algebrai egyenletrendszerét:

b ol hl=ly 144

Ahol a kovetkez6 vektorokat ismerjiik, vagy tudjuk kozvetlentil felirni:

m 0 0 0 )
I[Ol m, 0 0 ]| —S- x1 k-x,
m=lo 0 m o0 |f= (2:145)
l 1 J _mz g
— 0
0 0 0 2
X1 X1 X1
X = ).C.Z X = ).62 X = *2 valamint A = [F ]
Va2 e s
@ @ ¢

Hatarozzuk meg a tovabbi tagokat (D, D7, y), kezdve a D matrixszal:

I 1 0
1 1 0 z-sing 1 0
= 62 — 2 pT = 0 1 (2.146)
% 1o 0 1 -L. l l
T Cose —-sing —=-cose
2 2
Végil hatarozzuk meg a y vektort:
oD
= (=-%x)- 5 2.147
v (ax X) X ( )

A kordbbiakhoz hasonl6an, itt is haladjunk 1épésrél 1épésre a megoldasban:

X l
1 1 0 = Slnwl Ix; 5c1+5c2+§-sin(p-<p

D-x= = (2.148)
Y2 . ! .
0 0 1 —=-cosep @ yz—z-cosq)-(p
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Ezt kovet6en hozzuk létre a Jacobi-matrixot:

(2-9-

Végiil szorozzuk meg a Jacobi-métrixot -x sebességvektorral, megkapva a
végeredményt:

*COSQ " P
(2.149)

ssing - @

oD
= ([—=.%)-x= 2.150
r= (s )
_ > cosQ (p\.lxz _|2 cosQ - @
L | 172 L .
0 0 OESlTl(p(p o —Esmgo(p

Igy a végeredmény a kovetkez6 differencial-algebrai egyenletrendszer lesz:

my 0 O 0 1 0
0 m, O 0 1 0 iy
0 0 my 0 0 1 .
1 ! l Y2
. 2 . . %
0 O 0 12 m, -1 > sing cosQ }g]oz _ (2.151)
l
1 1 0 =-sing 0 0 Fsx
2 F.
l a4
0 0 1 —E-cosq) 0 0
—s-x;1—k-x;
0
—-my-g
_ 0
= |
—51C0Sp ¢
L 5
—5Sing - ¢7 |
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3. DIFFERENCIAL-ALGEBRAI EGYENLETEK

Az el6z6 fejezetben megismertiik azokat az alapveté moédszereket, amikkel egy
dinamikai rendszert differencial-algebrai egyenletrendszerbe tudunk foglalni.

Ebben a fejezetben két alapvet6 kérdésre helyezziik a hangsulyt.

Egyrészt megtanuljuk, hogy miként lehet egy adott differencidl-algebrai
egyenletet - annak matematikai struktardja és megoldhatésaga alapjan -
osztélyokba sorolni (indexelni).

Masrészt, azt tekintjuk at, hogy ha a rendszertink osztalyat, vagy mas néven
indexét ismerjiik, akkor miként oldhatjuk meg azt numerikusan, vagy
alakithatjuk at egy konnyebben kezelhet6 differencidlegyenletté.

3.1. Differencial-algebrai egyenletek osztilyozasa

Differencial-algebrai egyenletek osztalyozasdhoz kiilonboz6 indexeket hasznal a
szakirodalom. Az index egy olyan fogalom, amely a DAE és a bel6le levezethet6
KDE kozotti tavolsagot fejezi ki, meglehet6sen 0sszetett moédon.

Szamos index létezik, amelyekkel jellemezhetéek a kilonboz6 tipusa
differencidl-algebrai egyenletek, mint pl. a perturbaciés index [16], a
megfigyelhet6ségi- [17], vagy a geometriai index [18].

Az index mindig egy pozitiv egész szam, amely a DAE matematikai
struktarajarél és numerikus megoldhatésagarol ad képet. Altaldnossagban
elmondhat6, hogy minél magasabb egy DAE indexe, annal nehezebb megtalalni
annak numerikus megoldasat.

Az egyik legismertebb index az tgynevezett differencidlisi index [19]. Ez az index
praktikusan azt irja le, hogy egy DAE hany derivalasi mtivelettel vezethet6 vissza
egy KDE-re.

Tekintstink meg néhany egyszerti példat, amivel megérthet6 ennek az indexnek
a koncepcidja. Legyen,

x(t) = f(¢t) (3.1)

Ami egy trividlis, 1-es indexti DAE. Ha ezt a figgvényt egyszer derivaljuk, akkor
egy kozonséges differencialegyeneletet kapunk:

(1) = f(©) (3-2)

Ebbdl kovetkezben, és egyezményesen, egy KDE indexe nulla.
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Legyen a kovetkez6 rendszer:
x (1) = f(0) (33)
x2(8) = %, (¢)

Derivéljuk el6szor az els6 egyenletet, majd helyettesitsiik vissza a masodik
egyenletbe:

% (1) = f(£) = x,(¢) (3.4)

Végiil derivéljuk a masodik egyenletet is még egyszer:

X%, () = £(t) (3.5)

Két derivalassal jutottunk el egy KDE-hez, igy ez egy kettes indexti DAE.
Vizsgaljunk most meg egy altalanos mechanikai DAE rendszer indexét.

Legyen:

M:-x+DT-A—-f=0 (3.6)
®=0

A ® geometriai fliggvény, igy azt kétszer kell derivalnunk, hogy beilleszthet6
legyen az els6 egyenletbe:

d=D-%x=0 (3.7)
d=D%x+D-x=0
amib6l kovetkezik,

D-%x=-D-x
x=-D!-(D-x%)

[rjuk vissza az els6 egyenletbe a masodik derivélthoz tartozo kifejezést:
-M-D'-(D-%x)+DT-A—-f=0 (3.8)

Ahhoz, hogy (3.8)-at egy KDE-re vezessiik vissza, a mar elvégzett két derivalas
mellett még egy derivalasra lenne sziikség. Igy x-bol lenne ¥, és A-bol pedig A.
Emiatt a mechanikai rendszerek héarmas indexti differencial-algebrai
egyenletekkel irhatok le.
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3.2. Differencial-algebrai egyenletek megoldasi médszerei

Ha DAE-k numerikus megoldasar6l beszéliink, akkor két fajta megkozelités
létezik:

1. A kozvetlen (direkt) numerikus integralas,
2. illetve a redukciét (DAE— KDE) kdveté numerikus integralas.

Az els6 megkozelités esetén kozvetlentil integréljuk a DAE-t és hatarozzuk meg
a keresett mennyiséget.

A mésodik megkozelités esetén a DAE-t:

e vagy redukaljuk egy alacsonyabb indexre (pl. haromroél egyre), ahol még
az egyenlet tovabbra is DAE, de kozvetleniil integralhato,
e vagy kozonséges differencialegyenletre vezetjiik vissza a problémat.

3.2.1. Kozvetlen numerikus integralds

Ennek a médszernek az a koncepcidja, hogy a maga nyers, egyszerti formajdban
probéljuk megoldani az adott DAE-t. Az a kihivas az ilyen egyenletekkel, hogy a
megoldashoz egyszerre kell integrdlni az X fliggvényt, és derivdlni a @

fuggvényt.
M-x+DTA—f:4r»xzjf—M*-Uﬂ-l+0 (3.9)
dP=0--DP=0->P=0

Szamos numerikus modszer létezik, mint példaul a klasszikus- [20], vagy
kiterjeszett Lagrange modszer (augmented Lagrangian formulation) [21],
amelyek alkalmasak DAE-k kozvetlen numerikus integraldsra. Fontos
megjegyezni, hogy ezek a moédszerek csak alacsony indexti (1-2) egyenletek
esetén alkalmazhatdak sikeresen. Magasabb rendd, pl. harmas indexti DAE-ra is
léteznek megoldasi stratégidk [22], de a szerzék kiemelik, hogy eddig csak
egyszer(ibb, linearizalt rendszerekre alkalmaztak.

A fent emlitett médszerek koziil nézziik meg, hogy miként miikodik a klasszikus
Lagrange moédszer [20]. Legyen egy harmas indexti DAE a kovetkez6képpen
megadva:

T.qy _
MZ+DEAM| g0 (3.10)
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Ahol a Lagrange-féle multiplikdtor meghatdrozdsahoz a kovetkez6 iteracids
lépés alkalmazhato [23]:

Aip1 =22 -2 (3.11)

A (3.10) rendszer numerikus megoldasdhoz alkalmazzuk az implicit trapéz-
moédszer (masik nevén Implicit Runge-Kutta) nyGjtotta formulakat:

2 N
Xit1 = 5 Xiv1 + X; (3.12)
N 2
== ()
4 A
Xiv1 =75 X T X (3.13)
A 4 4
X; = —<ﬁ'Xi+H'Xi +Xi>

Megjeqyzés: A 1épéskoz (h) egy differencidlegyenlet értelmezési tartomanyén vett
(altalaban azonos mértékt) tavolsag, két (pl. yi és yi+1) numerikus megoldas
kozott.

Helyettesitstik be (3.10)-be (3.12) és (3.13) formulait:

4 =
4 =
M'ﬁ'xiﬂ"‘M'xi+DT'7~i+1—fi+1=0
4 4 4 .
M-ﬁ-xiﬂ—M-<ﬁ-xi+ﬁ-xi+xi)+DT-)Ll-+1—fl-+1=0

Majd szorozzuk be az atalakitott (3.14)-ben 1év6 egyenleteket h;-el.

L R ”
M'Xi+1_M'(xi+h'xi)+I'(DT-)Li+1—fi+1—M-xi)=0 (3.15)

hZ

7 P =0

Nemlinearis rendszertink megoldasdhoz egy iterativ szamitast kell elvégezni,
amelyet pl. a Newton-Raphson médszerrel végezhetiink el:

og
oyl Ay = —8i (3.16)

l

ahol,
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oy = 2] 5]

_ _Eﬂprx+n“x—q
gi—4
i

P
% _[ b -
dyl, Llc 0}
hZ h2
I[M'Xi+1_M'(Xi+h'xi)_z'(fi+1+M'xi) I'DT'AHI-I
l 7D 0 J

l

A (3.16) egyenlet megoldasdhoz a Ay;,; vektornak értékeket kell adni, amelyet
tolerancidnak neveziink:

1075
AyH4==[1O_5 (3.17)

Ha ezt az értéket elérjiuk az iteracié sordn, akkor a szamitds befejezettnek
tekinthet6. Fontos hozzatenni, hogy a harmas indexti DAE-k kozvetlen
numerikus integraciéja két komoly nehézséget vet fel:

1. Rossz kondiciondltsag a kis lépéstavolsdgok miatt. Ez azt jelenti, ha kicsit
valtoztatunk a paraméterekben, az nagymértékdi valtozast okoz a
rendszer eredményeiben.

2. Instabilitasi problémak, amelyek miatt a rendszer nem konvergal a
numerikus megoldéashoz.

Az instabilitasi problémédk onnan erednek, hogy a DAE megoldasa kozben a
kényszeregyenletet csak poziciészinten vessziik figyelembe, igy a
mozgasegyenletek csak a pozicidszintli kényszereket elégitik ki. Ebbdl kifolydlag
a sebességek és a gyorsulasok nem maradnak meg a kényszeregyenlet-derivéltak
altal el6irt kornyezetben, igy a szerkezet bizonyos pontjai - a numerikus hibak
novekedésével - elmozdulnak.

69



3.2.2. DAE-KDE redukcio

A gyakorlatban jobban elterjedt megoldasi séma, hogy a DAE-t vezetjiik vissza
egy KDE-re. Ennek a megkozelitésnek az az elénye, hogy konnyen alkalmazhato,
hiszen a kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldasa egy mélyen
kutatott tertilet. Hatrdnya, hogy 0Osszetett rendszerek esetén a megoldas
stabilitisa nem mindig megfelel6 a kényszeregyenletek numerikus integralasa
miatt. Emiatt itt olyan modszerekrdl is szoét ejtiink, amelyekkel novelhet$ a
differencidlegyenletek megoldédsanak stabilit4sa.

Megjegyzés: Rovid (5-10 s hossztisagti) szimulaciok esetén ez a probléma nem lép
fel, igy olyankor numerikus stabilizaciot nem sziikséges alkalmazni. Minimum
két elem és hosszabb szimuldciés id6 esetén (¢ = 10 s) mindig épitstink be
stabilizacios algoritmust.

Vegytik el6szor a szokasos forméban megadott DAE-t.

b ol G-Iy 318

Célunk, hogy tgy alakitsuk 4t az egyenlettinket, hogy X és A kifejezhet6 legyen a
tobbi ismert mennyiséggel! El6szor is bontsuk szét a maétrixegyenletet a
kovetkezé moédon:

M-x+DT-A=f (3.19)
D-Xx=vy

Majd szorozzuk meg az els6 egyenletet balr6l M-1-el, vagyis a tomegmatrix
inverzével:

M™-M-%+M1-DT-A=M"1-f (3.20)
Mivel M~! - M = E, igy rendezziik az egyenletet X-re:
x=M1-f—M1-DT-2 (3.21)

Miutan létrehoztunk egy kifejezést X-re amely tartalmazza a Lagrange-féle
multiplikatort (A), vagyis a kényszererdket, igy most irjuk ezt vissza a (3.19)-es
egyenlet masodik részébe:

D-(M - f-M1-DT-)=y (3.22)
Bontsuk fel az egyenletet:

D-M!'f-D-M!-DT-A=y (3.23)
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Majd rendezziik at a kovetkezéképpen:
D-M'-DT-A=D-M!-f—y (3.24)
Ezutén szorozzuk be D - M~1 - DT matrixszorzat inverzével mindkét oldalt:
M-M1-DDH)t-(D-M1-DT)-A= (3.25)
(D-M~1-DT)"1-D-M!-f—(D-M~!-DT)"1.y
Igy a bal oldalon kifejezésre kertiil a A:
A=MD-M*-DDOH)"1.-D-M!t-f—(D-M1-D") 1.y (3.26)

Itt lathatéan mar csak ismert mennyiségek vannak, mint a tomegmatrix, a Jacobi-
matrix, az inercialis tagok és a kiils6 er6k, nyomatékok. Természetesen az
f vektorba rejtve az egyenletbe foglalhatok passziv tagok (rugo, csillapitas) is.

Végiil, a A ismeretével helyettesitsiik vissza (3.26)-ot a (3.21)-be:

¥x=M1-f-Mt-DT-A=M1-f-M1-DT: (3.27)
{(D'M_l'DT)_l'D'M_l'f—(D-M_l-DT)_l-y}

Amit részben tudunk tovabb egyszertsiteni:

x=M1-M1-DT-(D-M1-DT)"1-D-M1)-f+ (3.28)
+M~1-DT-(D-M~1-D) 1.y
Amennyiben létrehoztuk a tomeg-, Jacobi-, inercialis, valamint kiils6 terhelések

matrixait és vektorait, agy a (3.28) és (3.26) egyenletek segitségével, kozvetleniil
levezethet6k a gyorsulas- és kényszererd vektorok.

Ezek a kifejezések els6sorban akkor hasznosak, ha sajat programot kivanunk
fejleszteni, igy a bevitt adatok ezekben a méatrixokban és vektorokban kertilnek
eltarolasra.
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3.3. Numerikus stabilizaciés modszerek

Egy tobbtestdinamikai rendszer gyorsuldsainak numerikus integraldsa
elkertilhetetlentil novekvé hibakat okoz az igy kapott Gj sebességekben és
helyzetekben.

Ebbdl kifolydlag a kényszeregyenletek numerikus hibait fontos ellen6rzés alatt
tartani, mivel ez ahhoz vezet, hogy a mechanikai rendszer egy id6 utan
~szétkapcsol”. Példaul a fizikai kett6s inga egyik része elszakad a masiktol.
Ezt az eltolodéast és végiil elszakadast drift-nek nevezik az angolszasz
irodalomban.

Ahhoz, hogy ilyen jelenség ne forduljon el6 a megoldas soran, létre kell hozni
egy visszacsatolast, amely a kényszerpontokban csak bizonyos nagysagu eltérést
enged meg.

A kovetkez6 alfejezetekben két egyszerli, de hatdsos moddszert fogunk
megismerni, amelyek beépitésével teljes mértékben kontroll alatt lehet tartani a
megoldas stabilitasat és elkertilni az elemek levalésat.

3.3.1. A Baumgarte-féle stabilizdcios modszer
A most bemutatott modszer a legegyszertibb stabiliziciés eljaras [24], ahol a
(2.54) egyenletet a kovetkez6 tagokkal egészitjiik ki:
& +2ad + 2P =0 (3.29)
ahol,
d=D-%—y

Az 1j tagokkal felirva a rendszer differencial-algebrai egyenletrendszerét, a
kovetkez6 struktarat kapjuk:

M DT] [X]_ f
D o] [x] - [y—Zad)—ﬁzd’ (3.30)
A bevezetett a és f dllanddkat nevezziik el Baumgarte paramétereknek.

A szerz§ javaslata, hogy els6 lépésként azonos értékeket alkalmazzunk
pl. a = p =5, illetve értékiiket 1 és 20 kozott valasszuk [24].

Megjegyzés: Ezeknél az értékeknél nagyobb értékeket is szoktak valasztani, az
1-20 tartomény csak egy ajanlas.
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A Baumgarte-féle stabilizdciés modszer el6nye, hogy roppant egyszertien
alkalmazhat6, mivel mindossze egy id6beli derivaltat kell el6éllitani. Hatranya,
hogy nincs egzakt médszer azzal kapcsolatban, hogy 6sszetett rendszerek esetén
milyen beéllitas (a és p) sziikséges.

Tekintsink at egy moddszert [25], amely segitségével kozelit6leg meg-
hatdrozhatoak a Baumgarte paraméterek! Feltétel, hogy a rendszer kevés elembdl
alljon (mint pl. a kett6s inga, vagy a futémacska-daru modell), és allandé h
lépéskozt hasznaljunk.

[rjuk fel a kényszeregyenlet Taylor-sorat, annak négyzetes tagjaig:

2

O(t+h) =)+ PM)-h+P % (3.31)

A kényszeregyenletnek nemcsak t = 0 pontban, de ¢ + h pontban is nullaval kell,
hogy egyenl6 legyen!

®(t) =0 akkor ®(t+h) =0 (3.32)

Ebb6]l adéddan,

2

d>(t)+d>(t)-h+fl5-h7=0

Hozzuk a differencidlegyenletet standard alakra:
b+ b + 2B = 0 3.33
C b0 + > () = (3.33)

gy a Baumgarte paraméterekre megjelennek az analitikus kozelits kifejezések
a lépéskoz fliggvényében:

2 1
valamint,
2 V2
Br= s =
h h
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3.3.2. A Jalon-Bayo-féle stabilizdcios modszer

A Baumgarte modszer esetén mind a gyorsuldsokra, mind a kényszererékre meg
kellett oldani a feladatot, mig a Jaléon-Bayo eljaras segitségével [20] a
kényszererSket elimindlni tudjuk, igy egy egyszerti differencidlegyenlet-
rendszert kell csupdn megoldanunk.

Megjegyzés: A kozolt moédszer alkalmazhaté holonom és anholonom rendszerek
esetén is.

Az alapotlet a kovetkez6: a kényszeregyenletet definidljuk dgy, mint egy
csillapitott leng6rendszert, amely az alaprendszeriink numerikus megoldéasa
soran keletkez6 szétesést gatolja meg azzal, hogy csillapitja a kényszerpontokban
létrejovo elmozduldsokat.

[rjuk fel a (2.54) egyenletet a kovetkezé médon:
a,® + B, ®+ 9,8 =0 (3.35)
ahol,
®=D%+D-x
Trjuk be a kényszeregyenlet masodik derivaltjanak kifejezését az egyenletbe:
a,(D-%X+D-%)+ B, P+ 9,®=0 (3.36)
Ezutan rendezziik az egyenletet és szorozzuk be DT-vel:
apDT D %+ a,DT-D-x+B,DT-d+9,DT- D=0 (3.37)
a,DT-D-%=-DT (a,D %+ B,® + 9,P)

Ezek utan vegytik a szabad mechanikai rendszerekre értelmezett Newton-Euler
egyenletet:

M-x=f (3.38)
Adjuk hozza (3.38)-at (3.37)-hez:
M:%+a,DT-D-%=f-D"(a,D X+ B, +9,P) (3.39)
(M+a,DT-D) - x=f—-DT-(—a,y+B,® + 9,P)
(M+a,DT-D) % =f—a,DT (—y+ 2upw,® + wiP)
Bevezetve két 4j paramétert: (up, wp):

B V)
a—z = 20, w, “_Z = w} (3.40)
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Az @, az un. biinteté tényezd (penalty factor), mig w, és u, a kényszeregyenlet
sajatfrekvencidja és csillapitasi tényezdje. A szerz6k numerikus kisérletei alapjan
a kovetkezo értékeket célszerti beallitani: a, = 1-107, w, = 10 mig u,, = 1.

A bemutatott eljarasok nyilvan felvetik a kérdést, hogy milyen mértékben
hatasosak és sziikségesek ezen médszerek alkalmazésa?

A szamos tudomdanyos cikk koziil, amelyek a kilonboz6 stabilizacios
modszereket targyaljak, tekintsik meg Yu és Chen [26] numerikus
tanulményanak egyik szemléletes eredményét. A szerz6k egy sikbeli
négycsuklés mechanizmus esetén mutattdk be, hogy egy kivélasztott csukloban,
mekkora mértékben novekszik az elmozdulés (3.1 dbra):

e ha nem hasznalunk stabilizaciét,
e ha Baumgarte-féle stabilizaciot,
e vagy ha a szerz6k altal javasol koordinata-stabilizaciét alkalmazzuk.

H~ (o)} Qo

N

Elmozdulds [107 mm]

1 2 3 4 Id6[s] 5

Stabilizaci6 nélkiil Baumgarte-féle stabilizaci6

- ==-Koordinata-stabilizacio

3.1 abra. Stabiliz4ci6 hatasa egy tobbtestdinamikai rendszeren

A 3.1-es abran lathato, hogy stabilizacié nélkiil, a numerikus hibakbél adédéan,
a csukloban azonnal kicsiny (107 nagysagrendti), de folyamatosan novekvd
elmozdulas jelenik meg, vagyis a két elem elkezd egymastdl tavolodni.

Ehhez képest, ha egy egyszerti Baumgarte-féle stabilizaciot alkalmazzuk, és a h
lépéskoz tiiggvényében valasztjuk meg a paramétereket, akkor egy igen alacsony
tartomanyban fog a hiba mozogni.

A legjobb eredményt a szerzék [26] sajat eljarasa adja, ami nemcsak az
elmozdulés, de a sebesség szintjén is tokéletesen megdérzi a kényszerfeltételt.
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3.4. Redukciéo a MATLAB rendszerben

Ebben az alfejezetben megtanuljuk, hogy miként lehet alapvet6 MATLAB
parancsok segitségével egy DAE rendszert invertdlni, majd a kapott
eredményeket egy kozonséges differencidlegyenletre redukéalni!

Induljunk ki abbdl a 1épésbdl, hogy rendelkezésiinkre 4ll egy mechanikai modell
DAE rendszere! Tekintsiik a rendszeriinket kompakt alakban, ahol az M foglalja
magaba az M, D, DT és 0 matrixot, mig X a gyorsuldsokat és a kényszererdket.
f tartalmazza a kiils6 terheléseket, valamint az inercidlis és passziv tagokat.

M-x=f (3.41)

Az M invertalasaval és balrdl valé szorzasaval, kozvetlen médon megkapjuk a
gyorsulasokat és kényszererSket tartalmazo X vektort:

~

M1-M-x=M1-f (3.42)
M~1-f

Az invertélast végezziik el a MATLAB programrendszer segitségével. Tekintsiik
el6szor a 2.4-es fejezetben 1év6 els6 (fizikai inga) feladatot!

El6szor is definidljuk a valtozokat: x = x, y =y, ¢ = fi, ¢ = dfi, Fax= FAx
Fay = FAy és a paramétereket (1, [, g) a syms paranccsal:

>>syms x y fi dfi FAxFAymlg (3.43)

Ezutan hozzuk létre sorban a f vektort (f), valamint az M matrixot, amit az
egyszerliség kedvéért csak nevezziink el M-nek:

>>f = [0, - m*g, 0, -1/2*cos(fi)*dfi"2, -1/ 2*sin(fi)*dfi"2] (3.44)
>>M=[m,0,0,1,0;,0,m,0,0,1;0,0, 1/12*m*1"2, 1/ 2*sin(fi), -1/ 2*cos(fi);
1, 0,1/2*sin(fi), 0, 0; 0, 1, -1/ 2*cos(fi), 0, 0]

Az f vektort transzponalni kell, mivel a vektorokat alapbdl sorvektornak kezeli a
MATLAB. A transzpondlast a transpose nevili paranccsal lehet elvégezni a
kovetkezd modon:

>> ft = tranpose(f) (3.45)

It a transzponalt vektornak Gj nevet adtunk (ft). Az M matrixunk invertéalasat az
inv paranccsal lehet elvégezni:

>> M1 = inv(M) (3.46)
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Ezzel megkapunk egy igen bonyolult kinézet(i invertalt matrixot (M1), amit meg
kell szoroznunk jobbrol a transzponalt ft vektorral, hogy megkapjuk az X
eredményvektort. Az X vektort jeloljitk a MATLAB-ban egyszertien x”’-nek:

>> X’ = M1*t (3.47)

Amit kapunk, az tovabbra is egy igen Osszetett és hosszti vektor. Azonban a
simplify paranccsal atlathat6 formaba hozhat6.

>> xs”" = simplify(x”") (3.48)

A MATLAB viszonylag nyers formédban kozli az eredményt, amelynél minden
egyes sor megfelel az X vektor elemeinek:

% - (3*g)/4 - (3*g*cos(fi)2)/4 - (dfir2*T*cos(fi))/2
¥ - - (3*g*sin(2*fi))/8 - (dfi’2*I*sin(fi))/2
§ o -@gsin(f)/ @) (3.49)
Fix - -(m*(g + 3*g*cos(fi) 2 + 2*dfi2*T*cos(fi))) /4
Fuy S -(m*(&*I*sin(fi)*dfir2 + 3*g*sin(2*fi)))/8

Foglaljuk 6ssze ezeket az eredményeket:

3-9-(1—cosp?) L-cosg-¢?
4 2
3 —3:g-sin2¢ |-sing- ¢?
y 8 2
g 3-g-sing 3.50
@ | = _2 g sme (3-50)
Fax 2-1
Fuy —m-g—3-m-g-cosp®*—2-m-1-cosp - @>
4
—3:m-g-sin2¢ —4-m-1-sing - ¢*
4

Itt észrevehet6, hogy minden keresett mennyiség ¢ elfordulas fliggvénye.
A teljes DAE megoldasa érdekében, el6szor ¢-hoz tartozo differencialegyenletet
kell megoldani (¢ — ¢ — ¢), ami a fizikai inga nemlineéris differencialegyenlete.

Ezutan, a szintén meghatarozott szogsebesség (¢) fliggvény segitségével leirhato
az inga stlypontjanak gyorsulésa, illetve az A pontban ébred6 kényszerersk
nagysaga és valtozasa.
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3.5. Gyakorlé feladatok
3.5.1. Futomacska-daru DAE redukcidja

Tekintstik most a 2.4-es fejezetben 1év6 mésodik feladatot! El6szor is definidljuk
a véltozokat a syms paranccsal:

>>syms x1 dx1 x2 y2 fi dfi FAx FAymlg (3.51)
Ezutan hozzuk létre sorban a f vektort, valamint az M matrixot:

>> f = [-s*x1-k*dx1, 0, -m2*g, 0, -1/ 2*cos(fi)*dfi"2, -1/ 2*sin(fi)*dfi"2] (3.52)

;0,0,0,
0;,0,0

>>M=[ml1,0,0,0,1,0;0,m2,0,0,1,0;,0,0,m2,0,0, 1
0,1/2*sin(fi), 0, 0; 0, 0, 1,

1/12*m2*1°2, 1/ 2*sin(fi), -1/ 2*cos(fi); 1, 1,
-1/2*cos(fi), 0, 0]

Ezutan transzpondljuk az f vektort. A transzponalast a mar ismert transpose nevi
paranccsal lehet elvégezni:

>> ft = tranpose(f) (3.53)

It a transzponalt vektornak ismét Gj nevet adtunk (ft). Az M matrix invertalasat
az inv paranccsal lehet elvégezni:

>> M1 = inv(M) (3.54)

Ezzel ismét kapunk egy igen bonyolult kinézet(i invertélt matrixot, amit meg kell
szoroznunk jobbrol a transzponalt ft vektorral, hogy megkapjuk az X
eredményvektort:

>>x" = M1*ft (3.55)
A kapott eredményvektort egyszertsitsiik a simplify paranccsal!
>> xs”" = simplify(x) (3.56)

Az egyszerlsités utan a kovetkezd eredményvektort kapjuk:

78



o

—Z-mz-l-cos((p)-(pz—4-k-5c1—4-s-x1+%-m2-g-sin(2(p)

4-my +my, +3-m, - cos(p)?

(1+3-cos((p)2)-(s-xl+k-9'c1)+%-m1-g-sin(Zcp)—Z-ml-l-cos(cp)-c,b2
4-my +my, +3-m, - cos(p)?
—6-g-cos(p)?-(m; +my) +3-sin(2p) - (s x; + k%) — L-sin(p) - % - (4-my + m,)
8-my +2-my, +6-m,-cos(p)?
3:-my -1 cos(p) - sin(p)-¢?+6-sin(p) (s x; +k-%)—6-g-cos(p) (M +my)
4-my-l+my-l+3-my-1l-cos(p)?

(1+3-cos(g0)2)-(s-x1+k-9’cl)+%-m1-g-sin(Zgo)—2-m1-l-cos(g0)-<,b2
Mz 4-my +my, +3-my, - cos(p)?

g G-m+2-my—3-my;-cos(2p))+3-sin(2p) (s x; + k%) — 1 sin(p) - ¢?-(4-m; +my)

8-my +5-my, +3-m,-cos(2y)
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3.5.2. A fizikai kettds inga DAE redukcidja

Tekintstik most a 2.1-es fejezetben 1év6 kett6s ingat! El6szor is definidljuk a
valtozokat a syms paranccsal:

>> syms x1 y1 fil x2 y2 fi2 dx1 dy1 dfil dx2 dy2 dfi2 (3.58)
FAx FAy FBxFBy mI m21112 g

Hozzuk létre sorban a f vektort, valamint az M matrixot:
>>f=[0, -ml*g, 0, 0, -m2*g, 0, -11/2*cos(fil)*dfil1"2, (3.59)

—11/2%sin(fil)*dfi172, -11/2*cos(fil)*dfi12-12/ 2*cos(fi2)*dfi2"2,
11/ 2%sin(fil)*dfi12-12/ 2*sin(fi2)*dfi2"2]

>>M =[ml,0,0,0,0,0,-1,0,10;0,m1,0,0,0,0,0,-1,0,1; 0,0,
1/12*m1*11°2, 0, 0, 0, -11/2*sin(fi1), I1/2*cos(fil), -11/2*sin(fil),
11/2*%cos(fil); 0, 0, 0, m2, 0, 0, 0, 0, -1, 0; 0, 0, 0, 0, m2, 0, 0, 0, 0, -1; 0, 0, 0, O,
0, 1/12*m2*122, 0, 0, -12/2*sin(fi2), 12,/ 2*cos(fi2); -1, 0, -11/2*sin(fil), 0, 0,
0,0,0,0,0;0,-1,11/2*os(fil), 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0; 1, 0, -11/2*sin(fi1), -1, 0,
-12/2*sin(fi2), 0, 0, 0, 0; 0, 1, 11/2*cos(fil), 0, -1, 12/2*cos(fi2), 0, 0, 0, 0]

Ezutan transzponéljuk az f vektort. A transzponalast a mar ismert transpose nevii
paranccsal lehet elvégezni:

>> ft = tranpose(f) (3.60)

Itt a transzponalt vektornak ismét Gj nevet adtunk (ft). Az M matrix invertalasat
az inv paranccsal lehet elvégezni:

>> M1 = inv(M) (3.61)

A szokasosan bonyolult kinézet(i invertalt matrixot, ismét szorozzuk be jobbrol
a transzponalt ft vektorral, hogy megkapjuk az X eredményvektort:

>>x" = M1*ft (3.62)
A kapott eredményvektort egyszertsitsiik a simplify paranccsal!
>> xs” = simplify(x) (3.63)

Az egyszertsités utan a kovetkez6 eredményvektort kapjuk:
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Megjegyzés: A fizikai kettds inga esetén csak a két legfontosabb kinematikai mennyiség (¢, ¢,) megoldasat adjuk meg. A tobbi
keresett kinematikai- és kinetikai mennyiség (X1, J1, X2, 32, Fax, Fay, Fpx, Fpy) egyenlete — hossztisaguk miatt - a jegyzethez
mellékelt MATLAB fajlban talalhat6é meg.

[ —9Im,ly - sin(2py — 2¢5) - 97 — 12myl, - sin(@y — ¢2) " @3 + IMpg - cos(@1 — 2¢,) — g - cos @y - (12my + 15m,) ] (3.64)
[(pl] _| l, - (8Bmy; + 15m, — 9m, - cos(2p, — 2¢,))
0p [—g cos @y (3my + 18m,) + g - cos(2ep; — @5) * (9my + 18m,) + Im,l, - sin(2p, — 2¢,) - @3 + @2 - 1, - sin(p, — @,) - (12m, + 36m2)J
l, - (8m; + 15m, — 9m, - cos(2p, — 2¢;))
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4. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK NUMERIKUS
MEGOLDASA

Ebben a fejezetben a kozonséges differencidlegyenletek kozelité megoldasanak
modszereit targyaljuk, amelyekkel a korabban leirt DAE-k megoldhatokka
valnak.

Ahogy  matematikai  tanulmanyainkban  megismerhettiik, = szdmos
differencidlegyenlet rendelkezik analitikus megoldassal. Azonban az esetek
tobbségében csak hosszadalmas és bonyolult szamitasokkal juthatunk el az
analitikus Osszefliggéshez. Ezenfeliil, az analitikus megolddsok lehet6sége
tovabb sztikiil, ha az egyenlet nemlinearis.

Az analitikus megoldasokkal szemben, a numerikus médszereknek nem szab
hatéart az, ha egy egyenlet nemlinearis. Ebb6l az okbdl kifolyolag egy 4j horizont
nyilik meg azoknak, akik ezeket a modszereket megtanuljak alkalmazni.

Fontos leszogezni, hogy a differencidlegyenletekhez tartozé6 numerikus
modszerek (megoldok) zomét, elsérendli differencidlegyenletek megoldasara
fejlesztették ki, emiatt egy adott differencidlegyenletet akkor tudunk
numerikusan megoldani:

1.) ha a differencidlegyenletiink els6rendd,

2) ha visszavezetjik a magasabb rendl egyenletiinket elsérendti
differencidlegyenlet-rendszerre,

3.) ha alternativ médszert alkalmazunk.

A modszerek esetén fontos megjegyezni, hogy a megoldasunkat szintén harom
modon tudjuk pontosabba tenni:

1.) vagy a numerikus lépéskozt csokkentjiik,
2.) vagy a kozelit6 formulat bévitjik,
3.) vagy a kett6 kombinaci6jat alkalmazzuk.

A lépéskoz csokkentésének elénye, hogy egy egyszer(i kozelité formula esetén is
konnyen fokozhaté a megoldas pontossaga. Hatranya, hogy mind a szdmitési
igény, mind a kerekitési hiba erételjesen n6 a lépések szamanak fokozasaval.

Ezzel szemben, a kozelit6 formula bévitésének elénye, hogy a 1épéskoz novelése
nélkiil is pontosabb lesz a megoldasunk, mig a hatranya, hogy a programozasa
nehézkesebb.
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4.1. Kozelité6 modszerek

A kozelit6 modszereket osztalyozni lehet attdl fliggéen, hogy explicitek, vagy
implicitek.

Az explicit megolddk a legegyszertibbek, mivel egy kordbbi ismert allapotbol
(@ kezdeti értékek ismeretével) kell meghataroznunk egy késébbi &llapotot.
Tehat, minden egyes 1épés esetén egy algebrai egyenletet kell megoldani, ahol az
ismeretlen csak az egyenlet egyik oldaldn van jelen.

Elénytik, hogy semmilyen problémat nem jelent, ha a leir6 differencialegyenlet
nemlinedris, igy is 1épésrdl 1épésre tudunk haladni a megoldasban.

Hatranyuk, hogy az explicit médszerek mindig ,feltételesen stabilak”, vagyis a
h 1épéskoznek vannak tartoményai, ahol a megoldé divergalni kezd.

Implicit megoldokat kortilményesebb alkalmazni, mivel egy explicit megoldéval
ellentétben, ahol az egyenlet bal oldalan csak az ismeretlen, a jobb oldalan pedig
csak az ismert mennyiség van jelen, tgy egy implicit megold6 esetén mindkét
oldalon talalhatoak ismeretlen mennyiségek.

Abban az esetben, ha a differencidlegyenletiink linearis, akkor az implicit
megoldoval is létre lehet hozni olyan Osszeftiggést, amivel kozvetleniil
megoldhaté algebrai egyenletet nyeriink. Am ha az ismeretlen fiiggvény pl. egy
sinus vagy cosinus fliggvény bels6 fliggvényeként van jelen (pl. y” = sin(y?)), agy
az implicit megoldds 1épései kozé egy gyokkeresést is be kell iktatni, ami a
megoldasi algoritmust bonyolultabba teszi.

Elénytk az implicit mdédszereknek, hogy mindig ,feltétel nélkiil stabilak”,
vagyis minden h 1épéskodz esetén van numerikus megoldas.

Hatranyuk, hogyha a leir6 differencialegyenlet nemlinearis, akkor nem tudunk
azonnal lépésrél-lépésre haladni. Ilyen esetben pl. Newton-Raphson-féle
modszerrel numerikusan kell megkeresni az egyenletiink gyokeit, majd folytatni
az algebrai egyenletek megoldésat.

A kozelité6 moédszerek koziil a legegyszertibb az un. Euler-féle kozelités. Fontos
megjegyezni, hogy az Euler-féle kozelitést komplex rendszerek esetén, pl. egy
auto6 felftiggesztése, nem szoktdk alkalmazni pontatlansiaga miatt. Azonban az
eljarasok megismeréséhez, didaktikai szempontbdl, megfelel®.

Bonyolultabb, ugyanakkor a korszerti és robusztus médszerek kozé tartoznak a
Runge-Kutta-féle kozelitések, és azok kilonbozé fajtai. Ezek koziil
megismerkediink az elsérendti differencidlegyenletek esetén, a masodrendii
Runge-Kutta megoldé explicit valtozataval (tovabbiakban RK2, de nevezik még
Heun médszernek is az irodalomban), illetve masodrendd differencidlegyenletek
esetén a legmagasabb, negyedrenddi, Runge-Kutta megold6 (RK4) explicit
valtozataval.
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A j6l ismert kozelit6 modszerek mellett bemutatasra keriil a kevéssé ismert, 4&m
annal hatékonyabb Euler-Cromer-féle megoldd, amellyel magasabb-rendt
differencidlegyenletet lehet megoldani differencidlegyenlet-rendszerre valo
visszavezetés nélkil. A modszer tovabbi nagy elénye, hogy explicit, roppant
egyszertien hasznalhat6, és az RK2-4 moédszerrel azonos stabilitast lehet vele
elérni.

Kozelit6 modszerek hasznélatakor, fontos megemliteni a kozonséges
differencidlegyenletek soran fellép6 diszkretizaciés hibakat. Ezeket meg lehet
becsiilni az adott moédszerhez vonatkozéan, azonban ezek a becslések
meglehet6sen bonyolult szdmitasokat vonnak maguk utén.

Ehelyett a gyakorlatban egy egyszerti médszert alkalmazunk.

Harom 1épéskoz mellett, megvizsgaljuk a megoldéasfiiggvény egy adott
pontjaban az értékeket, lehetSleg ott, ahol nagy véltozasok 1épnek fel. Ha két
lépéskoz kozott a fliggvény azonos pontban vett értékének a valtozasa csekély
(kisebb mint 5%), akkor mar megfelel6 megoldast kaptunk a médszertinkkel.

A kovetkez6 alfejezetekben attekintiink néhany olyan moédszert, megoldott
példakkal egyutt, amelyek alkalmasak kozonséges elsérendd differencial-
egyenletek (illetve differencialegyenlet-rendszerek) kozelité megoldasara.
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4.1.1. Az Euler-féle explicit kozelités

Legyen az elsérendti differencidlegyenletiink egyenl6:

y(x) = f(x) (4.1)
Vagy masképp irva:

d
—=f@ (42)
Ahol ismerjik az y(x) fuggvény kezdeti értékét:

y(x0) = Yo (4.3)

A fizikai értelmezhetS6ség kedvéért, legyen y és x hosszmennyiség. Cél, hogy
numerikusan megoldjuk a differencidlegyenletet egy adott intervallumon.
Az intervallum nagysagéat mindig a mérnoknek kell megbecstilni annak alapjan,
hogy a differencidlegyenlet megoldasat mennyire széles savban keresstik.

A numerikus megoldas megtaldlasahoz definidljunk egy h nagysagu lépéskozt
(4.1 abra).

4.1 bra. Az Euler-féle kozelités

Tegyiik fel, hogy a derivalt kozelithet6 az alabbi médon:

dy Yi+1 — Vi

Tegyiik egyenlévé a derivaltat a kozelitéssel:

YVit1 — Vi (4.5)

f(x;) = A
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Rendezziik az egyenletiinket y;,;-re, igy megkapjuk az tn. explicit Euler-féle
kozelitést:

YVisr =Yi+th-f(x;) (4.6)

A (4.6) egyenletben leirt médon tudjuk el6allitani a kovetkezé pontokban is a
megoldésokat, ahol x1 = xo + h, x2 = xo + 2h és igy tovabb:

Y2 =y1+h-f(x1) (4.7)
Y3 =Y, +h-f(x)

Yier =Y+ h f(x;)

Nézziink meg egy nagyon egyszert példat a médszer alkalmazaséara. Vegyiik a
kovetkez6 differencialegyenletet:

y(x) = 2x (4.8)

y(0) = 1 kezdeti feltétellel, ahol 1 = 1.

Egy ilyen egyszerti példaval azért érdemes elkezdeni a numerikus moédszerek
megismerését, mert tudjuk, hogy milesz a végeredmény (x2), igy konnyen tudjuk
magunkat ellenérizni.

Alkalmazzuk az Euler-féle kozelitést a (4.6) alapjan az elsé6 figgvénypontra:
yi=Yoth flx)=1+1-(2-0)=1 (4.9)

Ezzel meg is hataroztuk az elsé pontot, amit felhasznalunk a masodik pont
kiszamitdsahoz (x1 =xo+ h=1):

Ya=y1+h flx)=1+1-(2-1)=3 (4.10)

Alkalmazzuk az els6 tiz pontra, és igy megkapjuk a kovetkez6 kozelitd
figgvényértékeket:
y3=Y2+th flxx))=3+1-(2-2)=7 (4.11)
Va=Y3+h -f(x3)=7+1-(2-3)=13
Ys=Ys+h-f(xy)) =13+1-(2-4) =21
Ye =Yst+h- f(xs) =21+1-(2-5) =31
V7 =Yst+h f(xg) =31+1-(2-6) =43
ye=y;+h-f(x;) =43+1-(2-7) =57
Yo=yg+h-f(xg) =57+1-(2-8) =73
Yio=Yoth-f(xg) =73+1-(2-10) =91
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Ahhoz, hogy lassuk mennyire is pontos a kozelité6 megolddsunk, keressiik meg a
differencidlegyenlet altalanos megoldasat és hasonlitsuk 6ssze az eredményeket
x = 10-nél!

A differencidlegyenlet dltalanos megoldésa:

d
oy (4.12)
dx

dy = 2x - dx

jdy=fo-dx

y=x%+C
y(0) =1 miatt C=1.
Ha x helyére 10-et helyettesitiink be, akkor a kovetkezé eredményre jutunk:
y(10) = 102 + 1 = 101 (4.13)

Az Euler-féle kozelités eredménye, x = 10 esetén h = 1 lépéstavolsaggal, 91-re
adodott, mig a megoldas pontos értéke ugyanebben a pontban 101 volt (4.2 dbra).

120 ,
90
60
30
T
O 4 S S— r(‘(”(‘/ >
0 2 4 6 8 10
| Analitikus megoldas Euler (h=1) i
Euler (h = 0.5) Euler (h = 0.1) i

4.2 abra. Euler-féle kozelités megoldasai kiilonb6z6 h 1épéskzok esetén
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Ez kozel 10%-os hiba, ami a gyakorlatban mar tal magasnak tekinthetd.

Azonban, ha csokkentjiik a 1épéskoz nagysagat, pl. h = 0.5-re, 4gy a hiba mér csak
4% kortli értékre mérséklédik, mig h = 0.1-es 1épéskoznél mindossze 1% lesz

(4.1-es tablazat).

Differencialegyenlet Erték (x = 10) Hiba [%]
megoldasa
Analitikus 101 -
Euler kozelités: h =1 91 9.9
Euler kozelités: h = 0.5 96 4.1
Euler kozelités: h = 0.1 100 0.9

4.1 tablazat. A kozelités hibgja

A bevezetSben emlitett stabilitds kérdését is vizsgaljuk meg az explicit Euler-féle
kozelités esetén. Tekintsiik meg a kovetkez6 differencidlegyenletet:

dy
MCAP 414
=Y (4.14)
Ahol a kezdeti feltétel: y(0) = 1.

Mivel ez egy egyszer(, szétvalaszthat6 valtozoja, linearis differencidlegyenlet,
igy meg tudjuk keresni az analitikus megoldasfiiggvényt!

d
Y _at (4.15)

In(y)—In(1) =—-t
mivel In(1) = 0, igy:

In (y) = -t

y) =e"*
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A kezdeti feltételeket megadva, a megoldasfiiggvény a t = [0, 10] (s)
intervallumon a kovetkez6 fliggvényt irja le (4.3 dbra):

1
0,5
g
g 0 >
=
=
g
£ -05
/0
1dé [s]
1
0 1 2 3 4 5

4.3 abra. y'(t) = —y differencialegyenlet megoldasa

Alkalmazzuk az Euler-féle explicit kozelitést erre a differencidlegyenletre oly
moédon, hogy a derivaltfiiggvényt behelyettesitjiik a kozelité osszeftiggésbe:

Yier =Yi+th - fx)=yi—h yi=y;-(1-h) (4.16)
Alakitsuk at a (4.16)-ot a kovetkezSképpen:

Y _ (- n 4.17)

l

Mivel tudjuk, hogy yi+1 megoldas kisebb kell legyen yi-nél, igy ebbdl kovetkezik,
hogy ennek az aranynak nem szabad egynél nagyobbnak lennie!

Vi1

Vi

<1-|1—hl<2 (4.18)

h < 1 - stabil

h =1 - szingularitas

1< h <2 - stabil
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0,5 L 7
N /
/
4 SN Lv 1d6 [s]
0 1 2 3 4 5
| ——y(t) - Analitikus megoldas y(t) - Euler (h =0.1) E
i «eoe y(t) - Euler (h =1) ~ — -y(t) - Euler (h = 2) i
4.4 abra. y'(t) = —y differencidlegyenlet megoldasanak stabilitasa

(és instabilitasa) kiilonboz6 h 1épés esetén

A 4.4 abran lathato, hogy ezen differencialegyenlet esetén h-t nem lehet egynek
valasztani, mivel akkor szingularitas lép fel, illetve semmiképpen sem mehetiink
2 folé, mert akkor egyre nagyobb amplitidodkkal divergél a numerikus megoldas
a végtelen felé.

Az explicit eljaras emiatt feltételesen stabil.
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4.1.2. Az Euler-féle implicit kozelités

Tekintstik at az Euler-féle kozelités implicit valtozatat, ahol az i+1-edik pontban
vett derivalttal kozelitjiik a megoldast:

dy Yit1 — Vi
2 = Gis) = % (4.19)
flo) ==

YVier =Yi+h- f(xi41)

Helyettesitsiik be a derivaltfliggvényt a kozelit6 osszeftiggésbe:

YVisr=Yith-f(xiz1) =yi—h Yy (4.20)

Rendezziik az egyenletet yi+1-re, és hozzuk a kovetkez6 alakra:

YVier T h-Yig1 =Y (4.21)
yis1 (1 +h)=y;

J’i+1= 1

Mivel tudjuk, hogy yi+1 megoldas kisebb kell legyen yi-nél, igy ebbdl kovetkezik,
hogy ennek az ardnynak nem szabad egynél nagyobbnak lennie!

Yi+1
Yi

1
1o |—|<1 420
< _’|1+h|< (4.22)

Ebbdl a kifejezésbdl lathato, hogy implicit megoldé alkalmazasaval barmely h
esetén stabilan konvergalunk a numerikus megoldas felé.

Az implicit eljaras emiatt feltétel nélkiil stabil.
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4.1.3. A Runge-Kutta-féle explicit kizelités

A Runge-Kutta médszerek (tovabba RK) a leggyakrabban és legszélesebb korben
ismert modszerek, amelyeket Carl Runge és Martin Kutta német matematikusok

fejlesztettek ki.

Az RK médszerek koziil vannak masod-, negyed-, s6t 6tod rendi megoldok is.

A masodrendi médszerek esetén a megoldok egy egész ,csalddot” alkotnak,
vagyis nemcsak egyfajta mdsodrendl Runge-Kutta médszer van, hanem szdmos.

Ezek koziil a megoldok koziil, a teljesség igénye nélkiil, egy masodrendti Runge-
Kutta médszert (mas néven Heun modszert) fogunk megismerni. Ennél a

kozelitésnél nemcsak a kezd6pontndl vessziik a derivalt értékét (mint az Euler-

téle kozelitésnél), hanem a 1épéskoz végénél is, majd a kettd differencidlérték
atlagolasaval kozelitjiik a kovetkezé pontot (4.5 dbra).

Y 1

3

Y(X)

v

X, X, (Xo+#) X

4.5 abra. A masodrendd Runge-Kutta modszer

kozelitésének elve

A masodrendi kozelités a kovetkezéképen irhato le:

ahol

1
YVie1r =Yi + 5 (kyi + kop) (4.23)

kii=h-fQt)

kyi=h-f(yi+kyt;+h)
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A negyedrendi kozelités esetén négy pontban szamitjuk ki a derivaltak értékét:
egyszer a kezd6pontban (mint egy Euler-féle kozelitésnél), kétszer a
lépéstavolsag kozéppontjadban, majd egyszer a lépéstavolsdg végpontjdban
(4.6 abra):

y A

Y,
VAR ¥
Y+ bk, /2
Y, + h-k,/2
‘yo —
' —>
X, Xo+h/2 Xo+h X

4.6 abra. A negyedrendti Runge-Kutta médszer kozelitésének elve

A negyedrendi kozelités a kovetkezéképen irhato le:

1
Vi1 =Yi + g(ku + 2 kyi + 2 k3 + ky;) (4'24)
ahol
ki =h-f(it)
1 1
kyi=h-f(y +E'k1i'ti +§'h)

1 1
ki =h'f(}’i+§'kzi,ti+§'h)
ky =h-f(yi+ks,t;+h)

Nézziik meg a masodrendii kozelités alkalmazasat egy példan keresztiil.
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Tekintstik a kovetkez6 differencidlegyenletet:

dx
=t x2 4.25
T t-x*+2x (4.25)

Az x(0) = -5 (m) kezdeti feltétellel.

Szamitsuk ki az els6 két kozelit6 értéket h = 0.1 1épéskozzel!
1
Yi=Yotse (k1o + ka0) (4.26)
kio=h-f(xo,te) =h-(0-(=5)*+2-(-5)) = -1

ko =h-f(xo+ ko to+h) =

=h- ((0 +01)-(-5+ (D) +2-(-5+ (—1))) = —0.84
1 1
Y1 =Yo+ o (kyg + kpo) = =5+ o (=1+0.84) = —5.92 (m)

1
Yo =Yy1t 5 (k11 + k21)
kyp =h-f(x,t) = h-(0.1-(=5.92)2 + 2+ (—5.92)) = —0.8335
kyy =h-f(x; +kygty +h) =

=h-((0.140.1)-(-5.92 — 0.8335)2 + 2- (—5.92 — 0.8335))
= —0.4385

1 1
¥ = y1 45 (kag +kp1) = =592 + 5+ (~0.8335 — 0.4385) =
= —6.55 (m)

A kozelité szdmitasokat az Excel segitségével végezziik el t = [0-5] (s)-ig!

Az RK2 mellett, hatarozzuk meg ugyanennek a differencidlegyenletnek a
megoldasat az Euler féle kozelitéssel is (4.7 dbra).
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4.7 abra. Az RK2 és az Euler mdodszer 6sszehasonlitdsa
azonos h mellett

Lathat6 kiilonbség érzékelhet6 a két megoldast kozott. A fliggvény lokalis
minimuma kortilbeliil ¢+ = 0.3-nél van, ami az RK2 esetén -6.74 m, mig az Euler
esetén -7.27 m. Ezek kozott cca. 8% kiilonbség észlelhet6 h = 0.1 lépéstavolsag
esetén.

Ahogy kordbban emlitésre kertilt, akkor tudjuk, hogy egy alkalmazott
modszerrel elértiik a helyes numerikus eredményt, ha egy adott pontban, két
kiilonbozé h 1épéskozzel kapott megoldastiiggvény kozott a kiillonbség 5% alatt
van.

Vizsgaljuk meg az x(0.3) helyen szamitott fliggvényértékeket kiilonbozé

lépéskozokkel! Legven A (A = (X9 _ 1) . 100) két kiilonbozd h 1épéstavolsageal
P gy T P 88

szamitott, de azonos pontban értelmezett fliggvényértékek szazalékos eltérése
(4.2 tablazat).

Euler RK2
h x(0.3) A% h x(0.3) A%

0.1 -7,27 0.1 -6,74
3,41 0,73

0.05 -7,03 0.05 -6,79

0.05 -7,03 0.05 -6,79
1,58 0,14

0.025 -6,92 0.025 -6,8

4.2 tablazat. A kozelités hibaja
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A fuggvényértékek lathatéan 5% alatti mértékben valtoznak, mindkét esetben,
halegalabb i = 0.1 1épéstavolsdgot alkalmazunk. A két megoldés kozott tovabbra
is megfigyelhet némi kiilonbség, annak ellenére, hogy mindketté mar elérte a
megfelel6 numerikus megoldast. Ez a médszerek kiilonb6z6 megkozelitésébdl
adodik. Azonban, ha tovabb finomitjuk a lépéskozt pl. h = 0.05, akkor a
kiilonbség minddssze 3.5%-ra zsugorodik az Euler és az RK2 kozott.

Ezekbdl a példakbol lathato, hogy els6rendti nemlinedris differencidlegyenletek
esetén, megfelel6 1épéskozzel mindkét modszerrel megfelel6 eredményekre
juthatunk.

Vizsgaljuk meg a stabilitds kérdését a RK2 féle kozelités esetén is. Legyen a
vizsgalt differencidlegyenlet ismét:

dy_

= (4.27)

Ahol a kezdeti feltétel y(0) = 1.
Az RK2 megoldéba helyettesitsiik be a vizsgalt fliggvénytinket:

1
YVier =Yi + 5 (k1 + ko) (4.28)
ahol
kii=h-f(y,t) =—h-y;

kap=h-fyi+kyti+h)=h-(=yi+ky) =h - (=yi—h-y)

majd
1
Vi1 = Vi +§(—h'yi +h(=yi—h-y))

1 2
Yi+1:37i_h'Yi_E' h= - y;

; 1
yl+1:1_h___h2
Vi 2

Gyokkereséssel meghatarozhat6 az egyenlet egyetlen pozitiv gyoke, amely
kozelitéleg: h ~ 0.73205. Ezen lépéstavolsadg utan a fliggvény mér folyamatosan
novekszik.
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- 1
y;“ <1-[1-h-3- K| < 073205 (4.29)
i

h < 0.73205 — stabil
h = 0.73205 - szingularitas

h > 0.73205 — instabil
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4.1.4. Az Euler-Cromer féle explicit kozelités

Az el6z6 kozelitések bemutatdsakor nagy hangsulyt fektettiink a stabilitas
kérdésére, mivel a lépéstav csokkentésével a pontossagot igen, de a megoldas
stabilitdsat nem tudjuk fokozni egy adott megoldé esetén.

Lathattuk, hogy stabilitds szempontjdbo6l az implicit megoldé a legidealisabb,
mivel feltétel nélkiil stabil, azonban nemlinearis rendszerek esetén nehézkes a
hasznélata (ezzel a problémaval a kés6bbiekben megismerkediink).

Az egyszerti alkalmazhat6sag és a stabilitds kombindaciéjaként tekintsiik meg az
un. Euler-Cromer modszert [27], amelyet els6sorban masodrendd differen-
cidlegyenletekre fejlesztették ki. A modszer egy moédositott explicit Euler
eljarason alapul, amelynek harom nagy el6nye van:

1. A magasabb rendd differencidlegyenleteket nem kell visszavezetni
differencidlegyenlet-rendszerre.

2. A modszer 6tvozi az Euler-féle kozelités egyszertiségét, igy nem kell tobb
pontban meredekséget szamitani.

3. A modszer stabilitisa kivalé és nem mutat érzékenységet a nem-
linearitasra.

Az Euler-Cromer modszer a kovetkezéképpen értelmezheté6 masodrendi
differencidlegyenletekre. Legyen,

y=f@yt (4.30)
y=g9yt)

Amibél az Euler-Cromer kozelitést az alabbi médon irhatjuk le:

Vi=f0uyut) (4.31)
Yier = Yi+h fuyu t)
Yier = Yi +hgin, yi i)
Alkalmazésa a kovetkez6képpen torténik.
Az i-edik ismert id6pillanatban kiszdmitjuk a masodik derivalt (3;) értékét, majd

azt megszorozva a h lépéstavolsaggal, és hozzdadva az els6 derivalt i-edik ismert
értékét (y;), meg tudjuk hatdrozni az els6 derivalt értékét az i+1 id6pillanatban

(Vi+1)-
A kozelités idaig teljes azonossagot mutat az explicit Euler médszerrel, azonban

az elmozdulés esetén azonban valtozik a séma, és emiatt lesz az Euler-Cromer
olyan stabil, mintha implicit lenne.

Vessziik az elmozduléds i-edik ismert értékét (y;), majd hozzaadjuk az i+1
pontban szdmitott derivalt értékét (y;,1) szorozva a lépéskozzel!
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Az alabbi sémat kell kovetni a tovabbi 1épések kiszamitasdhoz:

Yo = f (Yo, to, Yo) (4.32)
Y1 =Yoo+ h- ¥
yi=Yot+h-y

V1= fntnyr)
Yo =y1+h-y;
Y2=y1+h-y,

A moédszer stabilitdsanak vizsgalata nem olyan egyszer(i, mint a korabbi kozelit
modszerek esetén. A kevés és sziik levezetések [28, 29] azt igazoljak, hogy a
modszer megdérzi a teljes kinetikai-, és potencidlis energiat. Emiatt egy fizikai
inga a kimozditott helyzetéb&l nem kezd el egyre gyorsabban lengeni, divergalni.
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4.2. Elsérendii differencidlegyenletek megoldasa

A fejezet elején vilagossa tettiik, hogy a differencidlegyenletek megoldésait
alapvet6en els6rend differencidlegyenletek megoldasara fejlesztették ki.

Emiatt els6 lépésként néhany, a mechanikdban gyakran haszndlt, elsérendii
differencidlegyenlet megoldasa kertil bemutatdsra, hogy a médszer alkalmazéasa
egyértelmiivé és rutinszertivé valjon.

A megolddsok menetét szétvéalasztottam, igy a linedris és a nemlinedris
differencidlegyenletek kiilon alfejezetekben kertiilnek targyalasra. Lathato lesz,
hogy az els6rendli differencidlegyenletek esetén, semmilyen érzékelhet6
problémat nem rejtenek magukban az egyenletek, barmely moddszerrel
eredményre jutunk.

Ez azonban nem lesz igaz, a masodrendd differencidlegyenletekre.

4.2.1. Linedris differencidlegyenletek numerikus megolddsa

Ebben az alfejezetben megnézziik, hogy miként lehet a miiszaki gyakorlatban
el6forduld lineéris differencidlegyenleteket numerikusan megoldani. Els6
lépésként a szilardsdgtanbol ismert rugalmas szal differencidlegyenletét fogjuk
megvizsgalni.

A Szilardsagtan c. targybol emlékezhetiink arra, hogy egy egyenes hajlitdsnak
kitett tart6 esetén, a fajlagos megnytlas, az R nagysagua gorbiileti sugar és a tarto
keresztmetszetének silyvonalatol mért y tavolsag kozott az alabbi osszefliggés
all fenn [30]:

&) =% (4.33)

Amelyet az egyszeri Hooke-torvény felhaszndldsaval alakithatunk at a
kovetkezo kifejezésre:

o) _ ¥ (4.34)
E "R '

Hajlitas esetén a o, helyére behelyettesitve a Navier-formulat, majd leosztva y-al
a kovetkez6 osszeftiggést nyerjiik:

Mz y _ Y (4.35)
LL-E R '
My, 1

LL-E R



Ha a tartét nem tiszta és homogén hajlitas veszi igénybe, Ggy a gorbiileti sugar
és a nyomatéki figgvény értéke is véltozik a tart6 hossza (x) mentén:

Mhz(x) _ 1

I,E ~ R(x) (4:36)

A mitiszaki matematikabodl emlékezhetiink arra, hogy a gorbiileti sugar reciproka
nem mads, mint a tart6 gorbiilete:

D) (437)
R(x) (A +yx)»)3/?

gx) =

Ez egyenl6vé tehet6 a (4.36) bal oldalaval:

Mpz (%) y(x)

= = 4.38
A e e D i
Fontos megjegyezni, hogy matematikailag akkor pozitiv a gorbiilet, ha a tarté
kozépvonalanak elmozdulasi alakja a pozitiv y tengely iranyabol konkav [30].
Mivel ez akkor torténik igy, ha a hajlitonyomatéki igénybevétel negativ, gy az
Osszeftiggést a kovetkez6 alakban alkalmazhatjuk:

(L+y()232  I,-E

Az itt lathat6 differencidlegyenletrél elmondhat6, hogy:

o kozonséges, mivel csak egy valtozdja van,

e masodrendd, mivel kétszeresen derivalt tagja is van,

e homogén, mivel nincs gerjeszt6 tag,

o dlland¢ egyiitthatds, mivel a tagok csak konstans mennyiségekkel vannak
megszorozva

e nemlineéris, mivel az elsé derivalt négyzetesen szerepel.

Ennek a differencidlegyenletnek nincs zart alakd megoldasa, ezért a
gyakorlatban sokszor egy egyszertsitett formajat alkalmazzak, ami kis
elforduldsok esetén (¢ ~ 5°) megfelel6 eredményt ad:

Mhs (%) (4.40)

§) = -2

Nézziik meg, hogyan lehetne meghatarozni a tart6 elfordulds-fliggvényének

altalanos és kozelité megoldasat az egyszertisitett, linedris differencidlegyenlet
esetén!
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Hozzunk létre gondolatban egy, a bal oldalan befogott tartot, amelyre egy
koncentralt F = 5000 N er6 hat. A tarté hossza | = 1000 mm, hajlitomerevsége
(I, E) =4.2-100 Nmm?2.

Az 4ltalanos megoldashoz hozzuk létre a tart6 igénybevételi fliggvényét:
My,(x) =F-l—F-x (4.41)

Majd ezt helyettesitsiik vissza a (4.40)-es egyenletbe:

Fl—F-x) (4.42)

y(x) =— I E
A differencidlegyenlet megolddsahoz sziikségiink van un. peremértékekre. Ezek
hasonlé értékek, mint amit a kezdeti feltételnél szabunk, csak itt meg kell
tekinteni, hogy a tart6 milyen fizikai elmozdulast vagy elfordulast végezhet, és
az alapjan kell becstilni az értékiiket.

Mivel a tart6 bal oldala befogott, igy tudjuk, hogy az elfordulés a befogasnal nulla
kell, hogy legyen (¢(0) = 0°)! Ezek alapjan felirhato:
y(x=0)=0 (4.43)

Ezt a peremértéket fogjuk felhaszndlni a differencidlegyenlet megolddsanal.
Integraljuk a (4.42) egyenletet:

1
I, E

y(x) =— 'J(F'I—F-x)-dx (4.44)

Y (PSSP .
~1,-E XTTy

A C értékét a peremfeltételbdl hatarozhatjuk meg:

yx=0)=0=

F-l 0+F'02 tC
T > (4.45)

c=0

Ebbél adéddan az 4ltalanos megoldés az elfordulésra:

1 F - x?
Y6 = 900 = - _E-< - —F-l-x) (4.46)
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Az eljaras alaposabb megismerése céljabol szamitsuk ki y = ¢ numerikus
megoldasfiiggvény els6 hdrom kozelité értékét h = 100 lépéskdzzel, mindkét
(Euler, RK2) moédszerrel. Kezdjiik szamitdsainkat az Euler modszerrel:

©1=@o+h-f(xo) = (4.47)

=0+ 100- (— -(5000 - 1000 — 5000 - 0)) = —0.011904 (rad)

4.2-1010

02 =@+ hf(x) =

—0.011904 + 100 - ( -(5000 - 1000 — 5000 - 100))

©4.2-1010

= —0.022619 (rad)

Y3 =@+ h-f(x;) =

—0.022619 + 100 - ( -(5000 - 1000 — 5000 - 200)) =

©4.2-1010

= —0.032142 (rad)

Majd végezziik el a szamitasokat az RK2 médszerrel is:

1
Q1= @0+ > (k1o + k20) (4.48)

ko = h- f(xo to) = 100 - ( -(5000 - 1000 — 5000 - 0)> =

T 4.2-1010

= —0.011904

kzo =h'f(X0+k10,t0+h) =

=100- (— -(5000 - 1000 — 5000 - (0 + 100)) =

4.2-1010
= —-0.010714

1 1

—0.011309 (rad)
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kg =h-f(xy,t) =100 (‘

= 100-(—

1
(pZ = (P1 + E(kll + k21) = —0011309 +

kiz = h fCra ) = 100+ (-

= 100-(—

1
(p3 = §02 + E(klz + kzz) = —0021428 +

4.2

4.2-1010

. 1010

1
Q2 =@t E(kll + k31)

= —0.010714

ks =h-f(x; +kyyty +h) =

-(5000 - 1000 — 5000 - (100 + 100)) =

= —0.009523

(—=0.010714 — 0.009523)
5 =

= —0.021428 (rad)
1
Q3 =@y + E(lﬁz + k32)

= —0.009523

ko =h-f(x; +kipt, +h) =

-(5000 - 1000 — 5000 - (200 + 100)) = —0.008333

(—=0.009523 — 0.008333)
2

= —0.030357 (rad)
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A szamitdsokat célszerti egy Excel fajlban, képletek és egyszerti fliggvények
segitségével, leprogramozni. A végeredményeket radianban a 4.3 tablazat kozli:

Lépesek YEuler YRK2 Yanalitikus
0. 0 0 0
1. -0.011904762 -0.011309524 -0.01131
2. -0.022619048 -0.021428571 -0.021429
3. -0.032142857 -0.030357143 -0.030357
4, -0.04047619 -0.038095238 -0.038095
5. -0.047619048 -0.044642857 -0.044643
6. -0.053571429 -0.05 -0.05
7. -0.058333333 -0.054166667 -0.054167
8. -0.061904762 -0.057142857 -0.057143
9. -0.064285714 -0.058928571 -0.058929
10. -0.06547619 -0.05952381 -0.059524

Miutdn meghataroztuk a tarté végéig (I = 1000 mm) az elfordulést, atvaltjuk a

4.3 tablazat. Euler- és RK2 médszer numerikus eredményei

kapott radianokat fokokka és dbrazoljuk a fiiggvényeket (4.8 dbra):

1
—_

1
N

Elfordulds [°]

\
(O8]

[ [mm]

»

v

\ 200

400

600

800

»

1000

| ===y -RK2 (h=100)

——y' - Analitikus megoldas

4.8 abra. A szogelfordulas valtozéasa a hossz fliggvényében altalanos, Euler és
RK2 moédszerrel
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Lathatéan az RK2 tokéletesen kozeliti az analitikus eredményt, egy viszonylag
durva lépéskozzel is, mig az Euler médszer ugyanolyan 1épéskdz esetén még
10%-os hibaval kozelit (4.4 tablazat). A kiilonbséget természetesen gyorsan lehet
csokkenteni. Ha példdul az Euler-megold6 esetén h = 50-re csokkentjiik a
lépéskozt, tgy a hiba mar csak 5%-os, mig h = 10 esetén 1%-ra zsugorodik.

Differencialegyenlet  Erték (x = 100 mm) Hiba [%]
megoldasa
Analitikus -3.41 -
RK2: h =100 -3.41 0
Euler: h =100 -3.75 10
Euler: h = 50 -3.58 5
Euler: h =10 -3.44 1

4.4 tablazat. A kozelités hibaja

107



4.2.2. Nemlinedris differencidlegyenletek numerikus megolddsa

Idaig olyan differencidlegyenleteket néztiink meg, ahol az egyenlet linearis volt,
és ismerttik az altaldnos megoldast is. A kovetkez6 példaban a rugalmas szal
differencidlegyenletének nemlinearis valtozatat fogjuk megoldani, ahol méar csak
a kozelit6 modszerek eredményeinek 6sszehasonlitdsabol tudunk kovetkeztetni
arra, hogy megoldasunk kielégitéen helyes-e.

Tekintstik ismét a (4.39)-es egyenletet:

(L+y)»32  I-E '

A numerikus megoldashoz rendezziik az egyenletet tigy, hogy a legmagasabb
renddi derivalt mindig az egyenlet bal oldalan szerepeljen, mig minden mas a
jobb oldalon foglaljon helyet! Ez az an. Kelvin-Thompson féle visszavezetési elv:

Mhz(x)
L,-E

§) =~ (L4902 (4.49)

Illessziik be az egyenletbe a kordbban meghatdrozott nyomatéki fliggvényt:

JE) === (F1=F-x)-(1+ y(x)?)3/? (4.50)

Ennél a megoldasndl is ugyanazt a peremfeltételt fogjuk alkalmazni, vagyis
y(x = 0) = 0. Legyen itt is a kezdeti 1épéskoz h = 100.

Kezdjiik el a megoldas keresését az els6 harom pontban az Euler médszerrel:

5000

~ 37 1m0 (1000 —0)- (1 + 02)5) = (451)

= —0.01190 (rad)

Q=@+ h-f(x) =

3
= —0.0119 + 100 - ( -(1000 — 100) - (1 + (—0.0119)2)E> =

"~ 4.2-1010

= —0.02262 (rad)
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03 =@+ h-f(x) =

3
= — + . — . — AR
0.02262 + 100 ( 15 1o (1000 —200) - (1 + (~0.02262) )2)

= —0.03215 (rad)

Majd folytassuk a modszert egészen 10 1épésen keresztiil, mig meghatarozzuk az
egész hossz mentén az elforduldsokat! Ezutan tegyiik meg ugyanezt az RK2
modszer segitségével:

1
Q1 =@t 5 (k1o + k20) (4.52)

kio = h-f(xo,to) = 100'(

3
—m (1000 - 0) ) (1 + 02)E> =

= —-0.01190

kyo=h-f(xo+ ko to+h) =

=100 - (—W 1(1000 — (0 + 100)) - (1 + (—0.01190)2)%) =

=—-0.01071

(—=0.01190 — 0.01071)
0+

P11 = 2

= —0.01131 (rad)

1
Q2 = @1+ E(ku + k31)

ki =h-f(x,t) =
5000

=100+ (- ———
00 ( 4.2-10%°

3
(1000 — 100) - (1 + (—0.01131)2)5) = —-0.01071

kyy =h-f(x; +kyy,ty +h) =
5000

=100+ (- ———
00 ( 4.2-10%°

3
(1000 — 200) - (1 + (—0.02261)2)5) = —0.00953
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(—=0.01071 — 0.00953)

@, = —0.01131 + 5

= —0.02143 (rad)

1
Q3 =@ + E(k12 + k33)

ki, = h-f(xty) =

3
_ 2990 B _ _ 22\
=100 ( 15 1ot (1000 —200) - (1 + (=0.02143) )z) 0.00953
kyy = h'f(x2+k12,t2+h) =
3
- ‘\T29.1010 - ) - 2 E = —
100 ( 4.2 -1010 (1000 —300) - (1 + (—0.03096)“) ) 0.00834

(—=0.00953 — 0.00834)

@; = —0.02143 + 2

= —0.03037 (rad)

A végeredményeket h = 100 1épéskozzel a 4.5 tablazat tartalmazza:

Lépesek YEuler YRK2

0. 0 0

1. -0.011904762 -0.01131066
2. -0.022621325 -0.02143420
3. -0.032152446 -0.03037205
4. -0.040498705 -0.03812395
5. -0.047659142 -0.04468851
6. -0.053631815 -0.05006375
7. -0.05841428 -0.05424743
8. -0.062004004 -0.05723749
9. -0.0643987 -0.05903224
10. -0.06559659 -0.05963059

4.5 tablazat. Euler- és RK2 médszer numerikus eredményei

A radidnok fokokka val6 atvéltasa utan abrazoljuk a numerikus megoldasokat
(4.9 abra).
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: y' - Euler (h = 10) ~—=-y'-RK2 (h = 10)

4.9 abra. A szogelfordulas valtozasa a hossz fliggvényében Euler és RK2
modszerrel

A két modszer kozott h =100 esetén még igen jelentds, 10%-os kiilonbség lathato.
Fontos azt is észrevenni, hogy a linedris egyenlet elfordulédsfiiggvénye a
végpontban (I = 1000) teljesen elhanyagolhaté mértékben (0.6%) tér el a
nemlinedris egyenlet RK2-vel val6 megoldasatol. Ezen kis eltérés miatt szokéas
elhanyagolni a nemlinedris tagot a rugalmas szal differencidlegyenletébdl.

Az RK2 esetében, ha a lépéstavolsagot csokkentjiik, akkor mar csak kicsiny
mértékben valtozik, igy kijelenthet6, hogy hogy ez médszer h = 100 esetén is j6
eredményt ad. Az Euler moédszer esetén le kell csokkentsiik a 1épéskozt
h =10-re, hogy az eredmény csak 1%-al térjen el az RK2 megoldasdhoz képest.

A kapott eredmények alapjan azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy els6rendd,
linearis vagy nemlinearis differencidlegyenletek esetén az Euler mddszer is jol
alkalmazhato, de legaldbb tized akkora lépéskozt kell haszndlni egy magasabb
foku (pl. RK2) kozelitéshez képest.
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4.3. Masodrendii differencidlegyenletek megoldasa

Eddig vagy olyan differencidlegyenleteket oldottunk meg, amelyek els6rendtiek
voltak, vagy olyanokat, amelyeknél csak az els6 derivéltat kellett meghatarozni.
Mindazonéltal a mtiszaki életben igen gyakori a mésod- vagy magasabb rendt
differencidlegyenlet.

A legtobb matematikai médszer a magasabb-rendti differencidlegyenleteket
visszavezeti elsérendti differencidlegyenlet-rendszerré, és igy oldja meg a
problémat. Példaul a MATLAB programrendszer felépitése is olyan, hogyha
differencidlegyenletet kivanunk benne megoldani, vagy egy DAE-t, akkor at kell
alakitanunk az alapegyenletiinket.

A kovetkez6 alfejezetekben megismerjiik a visszavezetés modszerét linearis és
nemlinedris esetekre, valamint bemutatasra keriil az Euler-Cromer kozelités is,
ahol a megoldashoz a vizsgélt differencidlegyenletiinket nem kell differencidl-
egyenlet-rendszerré alakitani.

4.3.1. Linedris differencidlegyenletek numerikus megolddsa
A visszavezetés elvének megismeréséhez tekintsiink meg egy példat! Vegyiik a
kovetkez6 differencialegyenletet:
10-y(t) +5-y(t) + 100 -y(t) =0 (4.53)
ami standard alakra hozva,
y@)+05-y(t)+10-y(t) =0 (4.54)

Ez a méasodrendd, linearis, alland6 egytitthatoés, homogén differencidlegyenlet
olyan, mint egy rugoval és csillapitoval rendelkezé egyszabadsagfoku lengé
rendszer, ahol az m = 10 kg, k = 5 Ns/mm és s = 100 N/mm. Legyen a kezdeti
feltétel: y (0) =5, y (0) = 1. A kezdeti 1épéskoz legyen h = 0.1.

Megjegyzés: Az ilyen klasszikus, linearis, masodrendti differencidlegyenletnek
létezik analitikus megoldésa, igy célszerti a numerikus megoldast, a kiilonboz6
modszerek esetén, azzal 6sszehasonlitani.

Els6 1épésként (4.54)-et 4t kell alakitani egyenletrendszerré, igy vezessiink be két
4j valtozot, yi-et és y2-6t:

Y= (4.55)
Y=Y

igy adodik, hogy
V=19,



Ahol y; valtozo jeleniti meg a megoldés-figgvényt, mig iy, annak derivaltjat.

Ezek alapjan fel lehet irni a kovetkez6 médon az eredeti differencidlegyenletet,
differencidlegyenlet-rendszerként:

Y1=Y2 (4.56)
y,=¥=-5"y1—001-y,

A két egyenletet foglaljuk egy vektor egyenletbe:

_').71 _ Y2
yz] = [_10. i —0.5- yz] (4.57)

majd alakitsuk at a jobb oldalt egy maétrix és egy vektor szorzatara:
] 10 1 7.
5/2] B [—10 —0.5] [yz] (4.58)

y=Ay

Oldjuk meg a differencidlegyenlet-rendszert el6szor az explicit-, majd az implicit
Euler modszerrel! Az explicit vagy implicit Euler moédszer alkalmazasa
differencidlegyenlet-rendszerekre gyakorlatilag ugyantugy torténik, csak most
egy vektoregyenleten kell elvégezni a mtveleteket:

Yiter1 =YVith-A-y; (4.59)

Szamitsuk ki az els6 harom pontban a numerikus megoldas értékeit!

msernenn <[ BBl ror (S B~ o
B —i'.%)s]
2=yt he Ay, = —i'.%)s]l +o1-[ 9o ol [ 50 T
_[ 695
~8.9475
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_ Ao _ [ 4695 ] 0 L 1.1 469571 _
y3=Yy2t+h-Ay, = —8.9475]2 +0.1 [—10 —0.5] [—8.9475 2
_ [ 3.80025
—13.1951

Ezutan Excel-ben készitsiink szamitasi mitiveletet, hogy a megoldasfiiggvény
(y(t)) mellett az un. fazisdiagramot (y(y)) vagy fazisteret (phase space, phase plot
vagy phase portrait) is megvizsgalhassuk a ¢t = [0-20] (s) tartomé&nyon!

Definicio: A fazistérben egy dinamikai rendszer Osszes lehetséges dllapotit
dbrdazolhatjuk, ahol minden lehetséges dllapot a fdzistér egy specifikus
pontjanak felel meg. Mechanikai rendszerek esetén a fdzistér dltaldban a
helyzet- és a sebesség (lendiilet) 0sszes lehetséges értékébdl dll.

P(t) = g(f(®) (4.61)
ahol,
y(@©) =f(®)
y(©) = g(t)

A fazistér értelmezésére és alkalmazdsara a nemlinearis rendszerek vizsgalata
soran tériink ki.

Ha elvégezziik a szamitasokat a megadott h = 0.1 1épéskozzel, a kovetkezd
eredményt kapjuk (4.10 abra):
600 ,
450

0 f—————e A A

=50 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

] Explicit Euler (h = 0.1); 1d6 [s]

______________________________

4.10 abra. Differencidlegyenlet megoldasa: 1. kozelités
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6E+11 ,

4E+1

dy/dt [mm/s]

2E+11

y [mm]

_____________________________________

4.11 abra. Fazisdiagram: 1. kozelités

A numerikus megoldas ilyen 1épéskoz mellett a végtelenbe divergal, vagyis nem
vezet megfelel6 eredményre. Kezdjiik el finomitani a kozelitést (4.12 és 4.13
abrak) pl. azzal, hogy megfelezziik a 1épéstavolsagot (h = 0.05).

AAAAANANADD
RAATRIRIRTRVRTATS

| ——Explicit Euler (1=0.05) | 1dd[s]

4.12 abra. Differencidlegyenlet megoldasa: 2. kozelités
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ZOT

15

10

dy/dt [mm/s]

l

= Explicit Euler (h = 0.05) | y [mm]

4.13 abra. Fazisdiagram: 2. kozelités

A lengéskép és a fazisdiagramm alakja lathatéan fejl6dott, sokkal stabilabb
megolddst mutat, azonban a kép csaloka! A fazisdiagram alapjan akar agy
vélhetnénk, hogy nincs csillapitds és a rendszer a perpetuum mobile-k
orokmozg6 vilagat éli. A numerikus megoldasunk még mindig nem elég jo,
tovabbi finomitas sziikséges! Csokkentsiik a 1épéskozt h = 0.01-re és tekintsiik
meg a 4.14 és 4.15 dbran 1év6 eredményeket!

y [mm]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
v

] Explicit Euler (h = 0.01) i Ido [s]

4.14 abra. Differencidlegyenlet megoldasa: 3. kozelités
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4.15 abra. Fazisdiagram: 3. kozelités

y [mm]

Ezzel a lépéstavolsaggal mind a megoldasfiiggvény, mind a fazisdiagramm
fokozatosan konvergdal a nulldhoz. Nézziik meg, hogy mekkora lépéskdzre van
sziikségtink ahhoz, hogy fennélljon a A <5%! A konvergenciét vizsgaljuk az y

(10) helyen (4.6 tablazat)!

I [s] y (10) [mm] Al%]
0.01 0.6803
12
0.0075 0.6001
0.0075 0.6001 1
0.005 0.5309
0.005 0.5309
10
0.0025 0.4690
0.0025 0.4690 10
0.0005 0.4247
0.0005 0.4247
0.5
0.0004 0.4226

4.6 tablazat. Explicit Euler megoldas valtozasa a lépéskozok fliggvényében
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A 4.6-os tablazatot megtekintve lathatéan igen sok iteraciot kellett elvégezni,
hogy a megoldasok kiilonbségeit 5% ala sikertiljon szoritani. Végiil, h = 0.0004-es
lépéskozzel lehetett érni a kivant pontossdgot, de itt mér kozel 25.000 1épést
igényel a szamitds. Itt mar érzékelhets, hogy az elsérendti differencial-
egyenlethez képest tetemesebb szamitasi kapacitast igényelnek a masodrendti
differencidlegyenletek, f6leg, ha egyszerti (Euler) megoldokat alkalmazunk.

Kovetkez6 1épésként vizsgaljuk meg ismét a (4.58) egyenletrendszert azonos
kezdeti értékekkel és 1épéskozzel, de az implicit Euler mddszerrel! Az implicit
Euler médszer a kovetkez6 dsszefliggésbdl indul ki:

Yisr1 =Yi+th-A-yiy (4.62)

Lathatoan, itt az i+1-edik derivaltat kell figyelembe venni. Ahhoz, hogy ezt
megoldjuk, at kell rendezziik az egyenletiinket:

Yisr. —h Ay =y (4.63)

(E-—h-A) yi11=Y;

Visi=E—-h-A 1y =]y

A végs6 Osszefliggés igen egyszert(i, viszont tartalmaz egy matrix inverziot is.
A J métrix inverzét a kovetkez6képpen képezhetjiik:

1 )
7l = det] (4.64)

h = 0.1-es 1épéskoz esetén J egyenlo:

J=E-h-A= [(1) (1)] — 0.1 [—20 —(1).5] = (4.65)

2[1 o]_[o 0.1 ]2[1 ~0.1
0 1 -1 -0.05 1 1.05
2x2-es matrixok esetén az inverziot igen egyszertien megtehetjiik, hiszen:

e R e T A (469

118



Behelyettesitve az egytitthatokat a kovetkez6 eredményt kapjuk:

]_1:[1 —-0.177t _ 1 _[1.05 0.1]:
1 1.05 1-1.05—-(-01-1) L-1 1

z;_[l.OS 0.1}2[0.91304 0.08696
0869565 L—1 117 1-0.86957 0.86957

(4.67)

Miutan meghatdroztuk az invertalt J matrixot, szdmitsuk ki az els¢ harom

pontban a numerikus megoldés értékeit az implicit Euler médszerrel!

v :[yl]:]_l_y _[0.91304 0.08696]_[5] _[4.6521
17 ©~ 1[-0.86957 0.86957! L1, ~ 1-3.4782

_jtey, = [ 091304 0.08696) 1 46521 ) [ 39451
Yz Y1 = 1086957 0.86957) |-3.4782]; ~ |-7.0699

oy :[0.91304 0.08696]_ 3.9451 1 _ 2.9873]
Ys Y27 1_0.86957 0.86957] 1—-7.0699], ~ [-9.5783

(4.68)

Az el6z6 szamitdsokhoz hasonldéan készitsink szamitasi miveletet, hogy a
rendszer mozgésat elemezhessiik az els6 20 masodpercben! Ha elvégezziik a
szamitasokat a megadott h = 0.1 1épéskozzel, a kovetkez6 eredményt kapjuk

(4.16 és 4.17 &bra).

R O R, N QW & O

y [mm)]

4.16 abra. Differencidlegyenlet megoldasa: 1. kozelités
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4.17 abra. Fazisdiagram: 1. kozelités

Az implicit médszernél egy viszonylag durva lépéskoz (h = 0.1) mellett is lathato
egy trend a megoldasfiiggvényben és a fazisdiagrammban. Vegytik észre, hogy
ennél a megoldasnal y(2) =~ 1, mig a végs6 explicit numerikus megoldas y(2) ~ 3!

Ebbdl kovetkezben ez a numerikus megoldas még nem elég jo! Csokkentsiik a
lépéskozt a tizedére (h = 0.01), és tekintsik meg ismét a megoldast
(4.18 és 4.19 abrak).

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

v

: Implicit Euler (h =0.01) 1 1dé [s]

4.18 abra. Differencidlegyenlet megoldasa: 2. kozelités
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4.19 abra. Fazisdiagram: 2. kozelités

A kozelités sokkal jobb és stabilabb, de a két 1épés kozott még nagy valtozasok
lépnek fel a fuiggvényben. Hatdrozzuk meg, hogy mekkora lépéskozre van
sziikségiink ahhoz (4.7 tdblazat), hogy fennalljon a A <5%, az y (10) helyen!

h[s] y (10) [mm] A[%]
0.01 0.2518
12
0.0075 0.2853
0.0075 0.2853 1
0.005 0.3231
0.005 0.3231
10
0.0025 0.3659
0.0025 0.3659 10
0.0005 0.4041
0.0005 0.4041
0.5
0.0004 0.4062

4.7 tablazat. Implicit Euler megoldas valtozasa a 1épéskozok fiiggvényében
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Az implicit Euler esetén, gyakorlatilag ugyan annél a 1épéstavnal esett a valtozas
10%-r6l 0.5%-ra, mint az explicit megoldénal.

Ha a két médszert 6sszehasonlitjuk azonos 1épéskoz mellett (4.10 és 4.16 4bra),
az implicit még durva megoldas esetén is képes a fliggvény trendjét megadni,
mig az explicit teljesen irreélis eredményt produkal. Elmondhaté tehat az, hogy
az implicit moédszer nagy elénye, hogy stabilabb numerikus megoldast biztosit,
vagyis a szamitdsok sordn a fliggvények ritkabban ,robbannak fel”.

Ez a tulajdonsaga osszetettebb rendszereknél j6l jon, mivel a stirti 1épéskoz miatt
nagyon sok lenne a szdmitasi igény. Fontos megjegyezni, hogy ennek a
modszernek a legegyszertibb formajat alkalmaztuk, amit, ha tovabb finomitunk,
akkor a megoldasok pontossaga is novekedni fog a 1épéskoz csokkentésével.
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4.3.2. Nemlinedris differencidlegyenletek numerikus megolddsa

Az el6z6 alfejezetben megtekintettiik, hogyan lehet mésodrendd, &llando
egyttthatés, homogén differencidlegyenleteket megoldani explicit vagy implicit
modon.

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk meg, mit lehet tenni abban az esetben, ha a
differencidlegyenlet nemlinearis.

Az eddig targyalt médszerekkel, az Euler médszer explicit és implicit formaival,
idaig sikeresen lehetett megoldani az 6sszes problémat. Tegytink kisérletet arra
vonatkozoéan, hogy a két médszert nemlineéris rendszerekre is kiterjessziik!

Vegytk pl. a fizikai inga differencidlegyenletét:

3-g-sing

— (4.69)

Q=
Ez egy masodrenddi, homogén, nemlinedris, alland6 egyiitthatos, hianyos
differencidlegyenlet, ahol I = 1 m, g = 9.81 m/s? Legyen a kezdeti feltétel:
®(0) = -0.5235 rad (-30°), ¢(0) =0 rad/s. A lefrds miatt az inga egyensulyi
helyzete -90°-nél van. A kezdeti lépéstavolsag legyen h = 0.005.

Ezt az egyenletet is at lehet alakitani egyenletrendszerré, vezessiink is be két 4j
valtozot, yi-et és y2-6t:

® =y (4.70)
» =Y

igy,
O =y,

[rjuk fel ismét az eredeti egyenletet, egyenlet-rendszerként:

V1=1Y2 (4-71)

Mivel az egyenletiink nemlineéris igy nem tudjuk y = A -y alakra hozni. Ez két
okbdl rossz hir, ha implicit médszert alkalmaznank.

1. Mivel nem lehet levélasztani az A matrixot, igy nem lehet elvégezni az
invertalast!

2. Tovabba, ha meghagyjuk ilyen formajaban, akkor az implicit médszer
miatt az egyenlet mindkét oldalan ott lesz az ismeretlen. Ilyenkor csak egy
kozbeiktatott numerikus gyokkereséssel tudjuk az eredményt meg-
hatarozni.
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Ha az explicit Euler moddszerrel oldjuk meg a (4.69) egyenletet, akkor azt
tapasztaljuk, hogy az eredmény divergalni kezd, barmennyire is csokkentjiik a
lépéskozt (4.20 dbra).

45 ,

30

—_
o1

Elfordulds [°]
[a)

i ¢ - Explicit Euler (h = 0.005) E 1do [s]

4.20 abra. Explicit Euler médszer divergalé megoldésa

Ezen a példan keresztiil megtapasztalhaté, hogy masodrenddi, nemlinearis
differencidlegyenletek esetén a klasszikus Euler-féle explicit kozelités nem
alkalmazhato.

Mivel a lépéstavolsag novelése eredménytelen volt ennél a megoldoéndl,
magasabb rendt kozelitést kell alkalmazni, pl. RK2.

Tekintsiik ismét a (4.69) egyenlet-rendszert, majd vezessiink be az egyenletekhez
kapcsolodoan két Gj paramétert:

y=v=h (4.72)
. 39 .
J’=J’2=_ﬁ'5m3’1=f2

Ezutan nézziik meg, hogy egyenletrendszer esetén, hogyan kell alkalmazni az
RK2-es megoldot:

1
Yi=Yi0t+ 5 (kq1 + kq2) (4.73)

1
Y2 =Yzt 5 (k1 + k3z)
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Ahol a k paramétereket a kovetkezéképpen lehet meghatarozni:

kin =h- fi(y1,¥21) (4.74)
ky1 =h- f(y1,¥2,t)
ki =h-fi(y1 + ki1, y2 + ka1, t + h)
kyy = h-fo(y1 + k11,2 + ka1, t + h)
Szamitsunk ki harom 1épést a modszer megismerése céljabol.

A fuggvénybe vald behelyettesitésnél a szogeket radidanba adjuk meg
(30° = 0.523599 radian). A kezdeti 1épéstavolsag itt is legyen h = 0.005,

mig 3;—:? =14.715.

1
Yi1 = Y10t 5 (kq1 + k12) (4.75)

1
Y21 = Y20 T+ E (k1 + k22)

ky; = 0.005 - (0) = 0
ky; = 0.005 - (—14.715 - sin(0.523599)) = —0.03679
ky, = 0.005 - (0 — 0.03679) = —0.00018
ky, = 0.005 - (—14.715 - sin(0.523599 + 0)) = —0.03679

(0 — 0.00018)
y1; = 0.523599 + > = 0.523507 (rad)

(—0.03679 — 0.03679)
2

Y =0+ = —0.03679 (rad/s)

1
Yiz=Yn1t E (kq1 + kq2)
1
Y22 = Y21+ E (k1 + k22)
k,; = 0.005 - (—0.03679) = —0.0001839
k,; = 0.005 - (—14.715 - sin(0.523507)) = —0.03678

ki, = 0.005 - (—0.03679 — 0.03678) = —0.00037
k,, = 0.005 - (—14.715 - sin(0.523507 — 0.0001839)) = —0.03677
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(—0.0001839 — 0.00037)
2
(—0.03678 — 0.03677)

y,, = —0.03679 + 3 = —0.07356 (rad/s)

V12 = 0.523507 + = 0.523231 (rad)

1
Y13 = Y12 t 5 (k11 + k12)

1
Y23 = Y22 t+ E (k1 + k22)

ky; = 0.005 - (—0.07356) = —0.0003678
k,; = 0.005 - (—14.715 - sin(0.523231)) = —0.03676
ki, = 0.005 - (—0.07356 — 0.03676) = —0.00055
ky, = 0.005 - (—14.715 - sin(0.523231 — —0.0003678)) = —0.03674

—0.0003678 — 0.00055)
2
(—0.03676 — 0.03674)

y,3 = —0.07356 + 5 = —0.11032 (rad/s)

y13 = 0.523231 +

= 0.522771 (rad)

Végezziik el a lépéseket t = [0 - 5] (s) tartomanyon, és dbrazoljuk a megoldast
(4.21 abra).

30
— 15
2
= 0 >
8 1 2 3 4 5
a8}

| ——@-RK2 (h=0.005) | Idé6 [s]

4.21 abra. RK2 médszer megoldasa

A magasabb rend kozelités lathat6éan jol kezeli a problémét, a megoldas stabil.
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Levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy az RK2 moédszer jol alkalmazhat6, ha
masodrend?i nemlinedris differencidlegyenletet kell megoldanunk. Azt is
lathatjuk, hogy bar nem okoz lekiizdhetetlen problémat az RK2 adaptéldsa pl.
egy Excel feliileten, de érezhet6en tobb figyelmet és munkat igényel a
programozasa.

Oldjuk meg a (4.69)-es nemlinedris differencidlegyenletet az Euler-Cromer
modszerrel is!

3-g-sing

— (4.69)

(p:

A kezdeti feltétel itt is wugyanaz, mint az RK2 esetén, vagyis
©(0) =30° ¢(0) = 0. A kezdeti 1épéstavolsag: h = 0.005.

Szamitsunk ki hdrom 1épést, a modszer megismerése céljabol.

G0 = f(Po; 9o) = —14.715 - 5in(0.5235) = —7.3575 (rad/s?) (4.76)
$1 = @0+ h- @y =0+ 0.005 - (~7.3575) = —0.03679 (rad/s)

@1 = Qo+ h- ¢, = 0.5235 + 0.005 - (—0.03679) = 0.5234 (rad)

@1 = f(¢1; 91) = —14.715 - sin(0.5234) = —7.3504 (rad/s?)
@y = ¢y +h- @, = —0.03679 + 0.005 - (—=7.3504) = —0.0735 (rad/s)

@2 = @1+ h- ¢, = 0.5234 + 0.005 - (—0.0735) = 0.5230 (rad)

@, = (@2 @) = —14.715 - sin(0.5230) = —7.3434 (rad/s?)
@3 = ¢y + h- @, = —0.0735 + 0.005 - (—7.3434) = —0.1103 (rad/s)

@3 =@, +h- @3 =0.5230+ 0.005-(—0.1103) = 0.5224 (rad)

Végezziik el a lépéseket t = [0 - 5] (s) tartomédnyon, és hasonlitsuk Gssze a
megoldast az RK2-vel kapott eredményekkel (4.22 dbra).
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4.22 dbra. Az RK2 és az Euler-Cromer mddszer dsszehasonlitasa

Lathatoan, a kett6 kozelités kozott a kiilonbség elenyészé. Hasonlitsuk dssze az
RK2 - Euler-Cromer, az RK4 - Euler-Cromer, valamint a két Runge-Kutta féle
kozelités esetén, hogy mekkora a differencia (A = @umsaszert — Pmodszerz) @
szamitott szogek kozott (4.23 abra).

013 A - “s
,f \\ ;" ".‘ ‘f'l.. \‘
0/2 ! 1 /3 s‘ » )
1 \ /) 1 '3 3
/ \ ! A ! 3
) '
— 01 |/ \ [ \ r !
= / \ / ! ] \
§ i “ ! \ — ; \ =
= 0 —_— — — . /‘ >
E \ 1 \ ] T4\ 1d6[s] g
S 1 ] 2 \ 3 1 4 5
501 \ \ / \ /
\ / v Y
02 v vod Y4
\ J o V.,
(84 L’ \\/’
0,3 '
v A-RK2-E-C ----A-RK4-E-C — - A-RK2-RK4 |

............................................................................................

4.23 abra. A Euler-Cromer és az RK2-4 médszer kozotti szdmitott kiilonbség

Ebbdl az 4brabdl lathatjuk, ha a Runge-Kutta médszereket tekintjiik etalonnak,
akkor az Euler-Cromer moédszer a maximélis elmozduléds szazadanal is kisebb
mértékben tér el ezen médszerek altal kapott eredményektdl.
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Miutan megismertitk kiilonb6zé numerikus moédszerek nemlinearis
egyenletekre val6 alkalmazésat, nézziik meg, hogy nagy elmozdulasok esetén
mennyire tér el egy linedris modell a nemlineérist6l. Tanulmanyainkbol
emlékezhettink, hogy a linedris modell kicsi (¢ = 5°) kitérésekig jol leirja a
mozgast.

A fizikai inga linearis modellje:

5= — 4.77
¢ 5 (4.77)

Oldjuk meg az inga lineédris modelljét az Euler-Cromer moédszerrel 5°-15°-30° és
90° kezdeti Kkitéritéssel, h = 0.005 lépéstavolsdggal, majd tekintsik meg az
eredményeket a 4.24-27 abrakon.

10 ,
5

S
<0 .
=~
=, 1 2 3 4 5
0

-5

0 e

i Linearis modell Nemlinearis modell ! 1do [s]

4.24 abra. Fizikai inga numerikus megoldasai
(5° kezdeti kitéritéssel)

Az adott (t = 5 masodperc) intervallumon megoldott egyenlet eredményeibdl azt
lathatjuk, hogy a lineéris modell 5°-ig teljesen fedi, mig kb. 15° kitérésig, jol koveti
a nemlinedaris modellt is (4.24 és 4.25 abrak).
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i —---Linearis modell Nemlinearis modell i 1d6 [s]
4.25 abra. Fizikai inga numerikus megoldasai
(15° kezdeti kitéritéssel)
30

15

Elfordulds [°]
[a)

4.26 abra. Fizikai inga numerikus megoldésai
(30° kezdeti kitéritéssel)

30° kezdeti kitérésnél a két megoldas kozott mar szignifikansan né a kiilonbség
(4.26 abra), féleg, ha 90 fokig téritjik ki az ingat az inditds pillanatdban
(4.27 abra).

Azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a linedris modell 15° kezdeti kitérésig
viszonylag pontosan hasznalhaté, amennyiben a kezdeti szogsebesség zérus.
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Nemlinearis modell

4.27 abra. Fizikai inga numerikus megoldasai
(90° kezdeti kitéritéssel)

Ha létezik kezdeti szogsebesség, akkor annak novekedésével a két modell kozotti

eltérés rohamosan novekedni kezd.

Nézziik meg ezt a valtozast a linedris és nemlinearis megoldasok kozott, ha

»(0) = 1rad/s, ¢(0) = 3rad/s, vagy ¢(0) = 5 rad/s (4.28 abra).
90

60

W
e}

Elfordulds [°]

------ Linearis modell (& = 1)

===-Linedris modell (o = 3)

Nem-linearis modell (o
Nem-linearis modell (o
= = = Linearis modell (o = 5) === Nem-linedris modell (&

4.28 abra. Fizikai inga numerikus megoldasai
(ktilonboz6 kezdeti szogsebességgel)
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A {6 kinematikai eredmények kiilonb6z6 megolddsa utan térjiink ra a kinetikara.

Mivel rendelkezésiinkre all mind a ¢ fliggvény, mind annak derivaltja, igy meg
tudjuk hatarozni a (3.50) Osszeftiggéseibdl az inga sulypontjanak gyorsulasait,
vagy a felftiggesztésben ébred6 erék valtozasat az id6, vagy az elfordulas
tiggvényében. Tekintstik meg az er6k alakuldsat (4.29 és 4.30-as abrék) akkor, ha
30°-ig téritettiik ki az ingat.

20 o

Er6 nagysdiga [N]
S

| —FAX —FAY | 16 [s]

4.29 abra. A kényszerer$ komponensek valtozasa az id6 figgvényében
(30° kezdeti kitéritéssel)

20 4

;

-30 -20 -10 20 30

-20

Er6 nagysdga [N]

\ -40 /

________________________________ 60
| —FAX ——FAY | Elfordulds [°]

4.30 abra. A kényszererd komponensek véltozéasa az elfordulas fiiggvényében
(30° kezdeti kitéritéssel)
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4.4. Gyakorlo feladatok
4.4.1. Futomacska-daru differencidlegyenlet-rendszere és megolddsa

Oldjunk meg gyakorlasképpen egy masodrendti differencidlegyenlet-rendszert!
Tekintstik ehhez a (3.57) egyenlet X; és ¢ egyenleteit.

—2myl - cos @ - ¢ — 4kx, — 4sx, +%m2g - Sin 2¢

¥, = (4.78)

4m, + m, + 3m, - cos@?

. 3myl-cos @ sing - @* + 6sing - (sx; + kx;) — 6g * cosp(m, + my)
(p =

4mql + myl + 3m,l - cosg?

Az itt lathaté masodrendd differencidlegyenlet-rendszert vissza lehet vezetni
négy darab elsérendli egyenletre, hogy pl. egy RK2-4 médszerrel megoldjuk.
Hagyjuk a rendszert ebben a forméban, és oldjuk meg az Euler-Cromer
modszerrel!

Legyenek a rendszer paraméterei a kovetkez6k: m; =10 kg, mo =1kg, I =1 m,
g=9.81m/s? k=50Ns/m, s =3000 N/m.

Legyenek a rendszer kezdeti feltételei a kovetkezok: x1(0) = 0.5 m, x,(0) =0m/s,
valamint ¢(0) =-0.5235 rad (-30°), ¢(0) = 0 rad/s.

A leiras miatt az inga egyensulyi helyzete -90°-nal van. A 1épéskoz legyen
h =0.0005. Szamitsunk ki egy 1épést, a médszer megismerése céljabol.

X10 = f(@o; Xo; Po; Xo) = (4.79)

1
T 4-10+1+3-1-cos0?

(=2-1-1-cos@q-Pg> —4-50- %, —4-3000-x, +
3 .
3 1-9.81:sin2¢,) = —139.023 (m/s?)
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@o = f(@o; X0; Po; X0) =

1
T4-10-1+1-143-1-1-cospg?

(3-1+1-cosqq-sing, - @o* + 6 - singg - (3000 - 0.5 + 50 - 0) —
6-9.81 - cos@, - (10 + 1)) = —117.011 (rad/s?)
®1= o+ h* Py =0+ 0.005-(—117.011) = —0.0585 (rad/s)

@1 = @o+ h-¢; =—0.5235 + 0.005 - (—0.0585) = —0.5236 (rad)

Végezziik el a lépéseket t = [0 - 5] (s) tartomanyon. A konnyebb érthet6ség miatt
az elforduldsokat atvéltjuk fokba, mig a szogsebességeket rad /s-b6l frekvencidba
(1/s). Ezek utan tekintsiik meg a kapott eredményeket (4.31-34 &bra).

0,6 '

=
N

Elmozdulis [m]
L
N

i x1 elmozdulasa i 1dé [s]

4.31 abra. Az anyagi pont mozgdasa az x tengely mentén
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4.32 abra. Az anyagi pont fazisdiagramja
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——¢ - Inga elfordulas

4.33 abra. Az inga elfordulasa az z tengely kortil

135



1,5

o
~
=
=

S 1
=

5

-200 -160 -120 40
-1,5
Elfordulds [°]

4.34 abra. Az inga fazisdiagramja
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4.4.2. A fizikai kettds inga differencialegyenlet-rendszere és megolddsa

Oldjunk meg gyakorlasképpen ismét egy mdsodrendd differencidlegyenlet-
rendszert! Térjlink vissza a (3.64) egyenlet ¢, és @, kifejezéseihez.

Ezt a masodrendd differencidlegyenlet-rendszert is vissza lehet vezetni egy négy
egyenletbdl allo, elsérendti differencialegyenlet-rendszerre, amely pl. RK2 vagy
RK4 modszerrel megoldhaté. Hagyjuk meg a rendszert ebben a formdjaban és
oldjuk meg az Euler-Cromer médszerrel!

Legyenek a rendszer paraméterei a kovetkez6k: m; =1 kg, mx =2 kg, 1 =1 m,
[rb=2m,g=9.81m/s%

Legyenek a rendszer kezdeti feltételei a kovetkez6k: ¢,(0) = 1.308 rad (-75°),
¢1(0) = 0 rad/s, valamint ¢,(0) = 1.57 rad (-90°), ¢,(0) = 0 rad/s.

A leiras miatt az ingdk egyensulyi helyzete -90°-nal van. A numerikus
megoldashoz a 1épéskoz legyen: h = 0.0001.

Végezziik el a numerikus szamitast a t = [0 - 5] (s) tartomanyon, majd itt is
valtsuk at az elforduldsokat és a szogsebességeket fokba illetve frekvenciaba.
Ezek utan tekintsiik meg a kapott eredményeket (4.35-37 abra).

-60 T T T T =I
1 2 3 4 Id6[s] 5

;N
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1

Elfordulds [°]
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-110

120 ¥

4.35 abra. Az ingak elfordulasa az z tengely kortil
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4.36 abra. Az egyes inga (¢,) fazisdiagramja
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4.37 abra. A kettes inga (¢,) fazisdiagramja

Ha az eredményeket megvizsgaljuk, akkor lathato, a stabil helyzetbdl valé kis
kitérités esetén az ingdk mozgasa még jol leirhato, el6re jelezhets. Fontos tudni a
tizikai kett6s ingar6l, hogy nagy kitérések esetén a mozgasa
kaotikussd valik.
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Akkor beszéliink kaotikus mozgésrol (viselkedésr6l), ha egy nemlinearis
rendszer mozgasarol (viselkedésérol), bizonyos kezdeti feltételek és paraméterek
mellett, nem tudunk pontos elérejelzést megfogalmazni hagyomanyos
modszereket haszndlva.

Ha példaul, egy linearis dinamikai rendszer paramétereit vagy kezdeti értékeit
kis mértékben megvaltoztatjuk, akkor a megoldas fliggvénye is csak kis
mértékben fog valtozni. Ellenben, egy nemlinedris rendszert vizsgédlva, ami
kaotikus viselkedést rejt magaban, a paraméterek vagy kezdeti feltételek kis
megvaltoztatdsa soran teljesen mas viselkedést fogunk megfigyelni.

A fizikai kett6s inga tipikusan egy olyan rendszer, amely kaotikus mozgasra
hajlamos, emiatt vizsgaljuk meg a rendszertinket més kezdeti feltételekkel!

Legyenek a rendszer paraméterei a kovetkezék: m; = my = 12.85 kg,
li=h=1m,g=981m/s%

Legyenek a rendszer kezdeti feltételei a kovetkezok: ¢,(0) = 0°, ¢,(0) =0 1/s,
valamint ¢,(0) =0°, ¢,(0) =01/s.

A numerikus megoldashoz a 1épéskoz legyen: h = 0.0001.

Tovabba, hozzuk létre az MSC.ADAMS-ben a kettds fizikai inga modelljét is,
azonos paraméter- és peremfeltételek mellett (4.38 abra).

4.38 abra. A fizikai kett6s inga tobbtestdinamikai modellje az MSC.ADAMS-ben

Az MSC.ADAMS alap megolddja a GSTIFF, amelynek kiilonb6z6 valtozatait
C.W. Gear fejlesztette ki [31]. Egy negyedrendd, implicit Gear megoldo a
kovetkez6 alakban irhato le:

1
Yit1 = ﬁ (48:y;—36y;_1+16 y;_, —3-y;_3+12-h-fi,y) (4-80)
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Az &ltalunk alkalmazott moédszerekhez képest itt az a kiilonbség, hogy a Gear
megolddk az i+1 pont meghatarozasahoz figyelembe veszik az azt megel6z6
harom (vagy tobb/kevesebb) pontban is az értékeket.

A modszer hatranya, hogy a szamités elinditasakor az i-1, i-2 és i-3 értékek még
nem allnak rendelkezésre, igy a megoldé egy implicit Euler kozelités
pontossagaval kezdi el a szamitasokat. Ezt a problémat altalaban tgy kiiszobolik
ki, hogy az els6 néhany lépést pl. egy RK4-es kozelitéssel oldjadk meg, majd ezen
értékeket felhaszndlva valtanak 4t Gear megoldora.

Végezziik el a numerikus szamitast, majd hasonlitsuk 6ssze az Euler-Cromer,
illetve a GSTIFF moédszer altal szamitott eredményeket a t = [0 - 5] (s) és
t=[0-10] (s) tartomanyon (4.39-4.44 4bra).
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4.39 abra. Az ingdk elfordulasa az z tengely kortil

Ha csak egy rovid ideig végziink szamitdst, akkor azt figyelhetjiik meg, hogy a
kezdeti masodpercekben a két megold6 nagyon hasonl6é eredményt ad, dacara
annak, hogy a GSTIFF negyedrend(i, mig az Euler-Cromer minddssze linearis
kozelitést alkalmaz (4.39 abra).

Ha a szadmitast hosszabb ideig végezziik, akkor az Euler-Cromer kozelités
gyengesége a 4. masodperc kornyékén megmutatkozik. Ett6l a ponttél a méasodik
inga teljesen mas mozgast kezd el végezni, ha a két megold6 eredményét
osszehasonlitjuk (4.40 &bra).
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Az Euler-Cromer moédszer megolddsa szerint a mdsodik inga folytatja
szabalytalan, de valamilyen periodikusaggal torténé mozgésat, mig a valésagban
(és a GSTIFF megoldasa szerint is) a széban forgé inga itt kezdi el kaotikus
mozgasat, ami tobbszori dtfordulasban is megnyilvanul (4.39 és 4.40 4bra).

Megjeqyzés: Az egyes inga mozgasa, nagyobb kotottsége miatt, még az Euler-
Cromer moédszerrel is viszonylag jol kozelithets, de a kaotikus mozgas egy ilyen
rend@ numerikus moédszer esetén, mar nem vizsgalhato.
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4.40 abra. Az ingak elfordulésa a z tengely kortil

Térjink ra az eredmények fazisdiagramjaira. Ahogy korabban a definiciéban
megfogalmaztuk, a fazistér, vagy a fazisdiagram evolticidja azt mutatja be, hogy
a dinamikus rendszer hogyan valtozik pontrél-pontra az idében.

Lineédris dinamikai rendszerek tipikus esete, ha a fazisdiagram ovalis vagy kozel
kor alaka. Ekkor a rendszer linedris, stabil és csillapitatlan. Amennyiben a
tazisdiagram csigavonal-szertien kozeledik a rendszer kozéppontja felé. Ekkor a
rendszer linearis, stabil és csillapitott.

Nemlinearis dinamikai rendszerek esetén nehéz tipikus alakzatokat felismerni,
mivel a legtobb nemlineéris rendszernél a fazistér egy sima egyszerti geometriai
alakzatb6l gyors {itemben, teljesen mds mintdzatGva véltozik. Stabil
kortilmények kozott a fazistér periodikusan megismételheti alakjat, mig instabil
kortilmények kozott a mintazat az id6 figgvényében valtozik.
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4.41 abra. Az egyes inga (¢,) fazisdiagramja Euler-Cromer megolddval
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4.42 abra. Az egyes inga (¢,) fazisdiagramja GSTIFF megoldéval
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4.44 abra. A kettes inga (¢;) fazisdiagramja GSTIFF megoldéval
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5. HAROMDIMENZIOS MOZGASOK LEIRASA

Az el6z6 fejezetekben pontos képet kaphattunk arrél, hogy kétdimenzids
szerkezeteket hogyan lehet leirni pl. a virtudlis teljesitmény elvével, majd ezen
rendszereket miként lehet numerikus titon megoldani.

Ebben a fejezetben arra kertil a hangstly, hogy megismerjiik a haromdimenziés
mozgéasok &ltal allitott kihivasokat és azokat a modern médszereket, amelyekkel
a felmertil6 problémak megoldhatékka valnak.

Induljunk ki abbdl az egyszerti ténybdl, hogy egy kétdimenzids test mozgasat
harom szabadsagfokkal (x, y, ¢) tudjuk egyértelmten leirni, ami két
elmozdulasbol (transzlaciobol) és egy elforduldsbél (rotaciobol) all. Harom
dimenzi6 esetén a szabadsdgfokok szdma mér hatra béviil (x, y, z, ¢, 0,), amit
harom elmozdulasboél és harom elfordulasbél alkothatunk meg.

Az alapproblémat a szogek térbeli értelmezése okozza, amelynek megértéséhez
induljunk ki ismét a Newton-Euler egyenletbdl:

i, =F, (5.1)

[m().I ](Z] ' [15] - [MS — wI:j Js - oo)]

Amelybé6l, kotott rendszerek esetén szarmaztathaté egy differencidl-algebrai
egyenletrendszer:

2 %151

D 0 [A] Cly 52)
A (2.10) és (2.11)-ben kordbban levezettiik, hogy kétdimenziés mozgas esetén,
ahol csak egyetlen szogsebesség létezik, az (5.1) és (5.2) egyenletek

nagymértékben leegyszertisodnek, mig haromdimenziés mozgasnal egy extra
tag jelenik meg az egyenleteinkben:

ha a mozgas 2D - w X (Js* w) = 0 (5.3)

ha a mozgas 3D - w X (Js' w) # 0

Itt az w vektor nem egy elforduldsnak a derivaltja, hanem tobb - egymastél is
tliggo - szog derivaltjonak vektora.
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Az lenne az idealis, ha egy egyszerl integralassal el6 tudndnk allitani - akér
numerikusan is - az a = [ w(@, 8,¥) dp df dy vektort, ami tartalmazna ezeket
az elfordulasokat.

Azonban ez nem ilyen egyszer.

A Statika c. tdrgyban mar beszéltiink arrdl, hogyha egy testet egy kezdeti pontboél
egy végpontba mozgatunk, akkor az elmozduldsok sorrendjétél fliggetlentil
(x, y, z vagy vy, x, z) a test ugyanabba a bizonyos pontba fog megérkezni. Ezzel
szemben, ha testet a szogek kiilonb6z6 sorrendjében forgatjuk el (¢, 8,y vagy
8, ¢, YP) akkor az mds és mas végso iranyultsdgot fog eredményezni.

Ebbdl kovetkezik, hogy az elforduldsok esetén mindig egy bizonyos sorrendet
(szekvenciat) kell betartani annak érdekében, hogy a lefrasunk megfelel6 legyen.
Példaul a testet egy adott pozicidba az 1-2-3-as vagy 3-1-3-as sorrend szerint
forgatunk el harom darab szog (¢, 0,) segitségével. Ezek sorrendjét mindig ki
kell jelolntink vizsgal6dasaink el6tt.

Megjegyzés: Ha az MSC.ADAMS programrendszert tekintjiik, akkor a Settings
(Beéllitasok) mentiben taldlhaté Coordinate systems (Koordindtarendszerek)
pontban allithatjuk be a fent emlitett sorrendek egyikét. A leggyakoribb
szekvencidk, amelyeket a gyakorlatban hasznalnak az 1-2-3 sorrendti Bryan
(Tait-Bryan) vagy Cardan szogek, illetve a 3-1-3 sorrendti Euler szogek [32].

Osszegezve, egy tobbtestdinamikai rendszer haromdimenzios leirdsa tovabbi két
feladattal boviil a sikbeli leirashoz képest.

Az els6 megoldand6 feladat, hogy a szogsebességek és a szogelfordulasok kozott
egyértelmli matematikai leirast teremtsiink, amely jéval bonyolultabb, mint a
sikban megszokott ¢ = w Gsszeftiggés.

A maésodik megoldand6 feladat, hogy a térbeli szogelfordulasok integralasa
soran, bizonyos helyezetekben, szingularitas 1ép fel, amelyeket vagy kiilonleges
numerikus modszerekkel, vagy szingularitdsmentes leirasi moéddal (kvaterniok)
kell kezelniink.

Kezdjik meg ezen feladatok megoldasat az tugynevezett Euler-szogek
megismerésével és a hozzajuk kapcsolodd forgatomatrixok levezetésével.
Ezekbdl a forgatomatrixokbol lehet az elsé osszefliggéseket megteremteni egy
dinamikai rendszer térbeli szogelfordulasi és szogsebességei kozott.

Az itt kapott Osszefiiggések alapjan érthetjiik meg a térbeli mozgéasok numerikus
integralasanak alapproblémajat is.
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5.1. Euler szogek

Az Euler szogek (3-1-3) levezetéséhez két koordinatarendszert fogunk haszndlni.
Az 4ll6 rendszert X, Y, Z-vel jeloljuk, mig a testhez kotott rendszert x, y, z-vel.

Vektorok és matrixok haszndlata sordn a testhez kotott rendszert (mozgd
rendszer) als6 index ,t”-vel jeloljuk, mig az all6 rendszer (vagy alap rendszer)
esetén also index ,,a4”-t hasznalunk.

5.1.1. Az elforgatds leirdsa

Els6 lépésként vegyiik fel a két koordinatarendszert (X, Y, Z és x, y, z), amelyek
alap allapotban fedik egymast (5.1 4bra - bal oldal):

42 /\Z
z z
\_/’LP
yl
y /
Y
Y e
P
x 1
X
X X

5.1 abra. All6 és testhez kotott koordinatarendszerek alaphelyzete (balra),
testhez kotott (mozgo) koordinatarendszer ¢ fokkal valo elforgatésa (jobbra)

Ezutan forgassuk el pozitivan a testhez kotott koordinatatrendszert annak
harmas tengelye (z") koril ¢ fokkal (5.1 dbra - jobb oldal). Ebb6l adédéan l1étrejon
egy Uj helyzeti mozg6 koordinatarendszer (x’, y’, z°).

Itt a két koordinata-rendszer kozott felirhat6 az aldbbi kapcsolat:

X cosp —sing 07 [x
Y|=|sing cosp O '[y'] (5.4)
Z 0 0 1 L7

ami tomoren:

Iy =Ry 1y
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A forgatomatrix oszlopai, a kiilonbozé x, y, z tengelyhez tartozo
egységvektorokat tartalmazzak.

A kovetkez6 1épésben az immar elforgatott rendszertinket forgassuk tovabb az
x” tengely korul 6 fokkal. Ezt az Gj helyzett koordindtarendszert jeloljuk x”, y”,
z"’-vel (5.2 &bra):

/r\ Z
Zl'l Z‘
?,/ﬁ
‘y 1]
5 Y
/ y
+ —
)
n .
X

5.2 dbra. Testhez kotott koordinatarendszer 6 fokkal valo elforgatasa

Az Gj helyzetre ismét fel tudunk irni egy forgatomatrixot:

xl
y'|=
ZI

1
0 cosH —smH] [ ] (5.5)
0 sin@ cos6O

ami tomoren:
I‘t, = Re " l‘t,,

Végiil, kovetve a 3-1-3 sorrendet, ismét z”" tengely kortil forgatjuk el pozitivan
sz'c)ggel a rendszertiinket, ami miatt kialakul a végso

rrs I

LY " pozici6 (5.3 abra):
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5.3 abra. Testhez kotott koordindtarendszer i fokkal valé elforgatasa

Erre a helyzetre is felirjuk a forgatomatrixot:

x" cosyp —sinp 0] [x"
y'|=|siny  cosp  Of-|y"” (5.6)
ZII O O 1 ZIII
ami tomoren:
Iy = Rlp o v
Ezutan vegytiik a harom, tomor egyenletiinket:
r, =Ry, 1y (5.7)
I‘t, = Re . l‘t,,
Iy, = Rlp T

Eszrevehets, hogy ha el kivanunk jutni az els6 4ll6 helyzetbsl a teljesen
elforgatott helyzetbe, akkor ezt gy érhetjiik el, hogy az egyenleteket egymasba
helyettesitjtik:

g = R(p "Iy (5.8)
I, =Ry, Rg -1y

r, = R(p 'Rg Rw * T
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Ebb6l az egyenletb6l lathatjuk, hogy a végsé fogatomatrix 3 db matrix
szorzatabdl allithato el:

Ripyter = R(p "Ry - R‘L/) = (59)
cosp —sing O

sing cosp 0]
0 0 1

0 cos@ —sinf|-|siny cosyp O

[1 0 0 ] [COSI/) —siny 0]
0 sin@ cosf 0 0 1

sing - cosy + cos@ - cosh - siny) —sing - siny + cose - cosO - cosyYy —cose - sinf

cos@ - cosyp — sing - cosf - simp  —cos@ - siny — sing - cosO - cosy  sing - sinb ]
sinf - siny sinf@ - cosy cos6

Amennyiben moédositjuk a szogek sorrendjét, természetesen masik forgato-
matrixot kapunk végeredményként.

5.1.2. Az elforgatds és a szdgsebesség kapcsolata

Miutan levezettiik az Euler szogek matrixat, nézziik meg, hogyan lehet ennek a
matrixnak a segitségével szarmaztatni a DAE-hoz sziikséges szogsebességeket.

Ismételten vegytlink fel egy 4ll6 koordinatarendszert. Ebben a rendszerben
vegylink fel egy mozgd merev testet, amely rendelkezik egy sajat, salypontjahoz
kotott, koordinatarendszerrel (5.4 &bra).

X

5.4 abra. Vektorkapcsolat a merev test stllypontja (S)
és egy tetszbleges pont (B) kozott
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Els6 1épésként irjuk fel a test S sulypontja és a testen értelmezett tetszéleges B
pont kozotti vektorkapcesolatot:

Igg = I'sq + I's/pa (5'10)

Valamennyi vektort az all6 (a) koordinatarendszerben értelmezziink. Ezt az
egyenletet a kovetkez6képpen is fel tudjuk irni:

Ipq = Ysq t+ Ys/pg = Tsq + REuter - Ts/pt (5-11)

ahol,
Is/ga = Rpuier " Ts/pt

Az (5.11) egyenlet egyrészt azt mutatja meg, hogy az rg 5, vektort, amelyet a
testen felvett koordindtarendszerben értelmeziink, beforgathatjuk az Euler
matrix segitségével az alaprendszerbe. Masrészt, ezzel az egyenlettel kapcsolat
teremthet6 az all6 és a testhez rogzitett (mozgd) rendszer kozott, de csak
elmozdulas szinten.

Mivel a cél tovabbra is a szogsebességek kifejezése, ezért vegyiik (5.11)
derivaltjat:

Fpq = Fgq + REuler "Ts/Bt + Rputer - l.'S/Bt (5'12)
Mivel csak az elfordulasok és a szogsebességek kapcsolatara iranyul
vizsgalédasunk, igy a salypont sebességét (i,) elhanyagoljuk.

Tovabba latni kell, hogy az fgp vektor sebessége a sajat koordinata-
rendszerében nem fog valtozni, igy ez a tag egyenl6 nullaval. Ezutan (5.12) a
kovetkezd kifejezésre egyszertisodik:

Fpq = REuler *Ts/pt (5'13)

Az (5.13) egyenletben tovabbra is két kiilonb6z6 rendszerben vannak leirva a
mennyiségek, igy ezt egységesiteni kell. (5.11) nyujt lehet6séget arra, hogy a két
rendszert egységesithesstik:

Is/pa = Rputer * Ys/Bt (5.14)

Ha (5.14)-b6l kifejezziik rg/p.-t, és azt behelyettesitjiik (5.13)-ba, akkor a leiras mar
kizarélag az alaprendszertinkben (a) lesz értelmezve.

Invertaljuk tehat az Euler-féle forgatomatrixot, majd ezzel a matrixszal
szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat balrél. Ezzel a 1épéssel a jobb oldalon
egy egységmatrixot kapunk, illetve kifejezésre kertil az rg,p, vektor.
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Rl_leiler *Ts/pa = RElliler *Rpuier - Ts/pt (5'15)
Rl_leiler *Ts/pa = E- Is/pt

—p-1 .
rS/Bt - REuler l‘S/Ba

Ezt az egyenletet most helyettesitsiik vissza a (5.13)-ba:

Igq = REuler *Ts/pt = REuler ) Rl_ﬁlller "Ts/Ba (5'16)

A leirasunk mar megfelel6, hiszen ugyanabban a koordindtarendszerben vannak
megadva a vektorok és a forgatomatrixok, illetve azok derivaltjai. Vegytik észre,
hogy tovabbi egyszertisitéssel élhetiink a leirasban. Mivel a forgatématrixok
ortogondlisok, igy az inverziik és a transzponaltjuk megegyezik.

REuter = R,Ilz:uler (5.17)
Tovabba, a determinansuk mindig egyenl6 eggyel (detReuer = 1).
Ezekbdl kifolyodlag (5.16) felirhato a kovetkez6 formaban:
Fgq = REuler ’ R'lli"uler "TIs/Ba (5'18)

Az (5.18) egyenletiinkben 1év6 matrix-szorzat a legfontosabb eredmény. Ha egy
forgatomatrixot derivalunk, akkor megkapjuk az elfordulés derivaltjat, vagyis a
szogsebességet! Esettinkben egy szogsebesség-matrixot (amit egy kis hullammal
kiilonboztettink meg a vektor-mennyiségektol):

~

W, = REuler ’ R'II::uler (5'19)

Vizsgéljuk meg ezt a szorzatot, és induljuk ki abbdl, ha egy ortogonalis matrixot
megszorzunk annak transzponéltjdval (ami itt egyenl6 az inverzével), akkor
egységmatrixot kapunk:

Reuer Rguler =E (5.20)
Vegytik ennek az egyenletnek az id6 szerinti derivaltjat:

REuler ' R'Iguler + Reyter - l5{Euler =0 (5'21)

Mivel az egységmatrix id6 szerinti derivaltja nulla, igy a jobb oldal nullaval
egyenld.
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Vezessiink be egy Gj matrixot:

REuler ) erlz:uler =W (5.22)
amibdl adodik, hogy

REuter REuler =wT
Helyettesitsiik be W-t és WT-t (5.21)-be:
W+Wl=0->WT=-w (5.23)

Amibél az kovetkezik, hogy W, ami gyakorlatilag az Ry e * REyer SzoTzat, egy
ugynevezett ferde-szimmetrikus matrix. Ezen tulajdonsaga miatt az ilyen matrix
felépitése a kovetkez6képpen irhato le:

0 —Wqz; Wgy
W= ®, = Rgyer Rguler = | Waz 0 —Wqx (5'24)
—Wgqy  Wgy 0

Megjeqyzés: két vektor Kkeresztszorzata mindig atalakithaté egy ferde-
szimmetrikus matrixszal val6 szorzatta:

Fpg = Wg X Ys/pa = ®g - Is/Ba (525)
0 —Wqz Wqy Xs/Ba Wax Xs/Ba
Waz 0 —Wax | |Ys/Ba| = |Way | X |Vs/Ba
—Wgy Wax 0 Zs/Ba Wqz Zs/Ba
Térjiink azonban most vissza a szogsebesség-matrixra.
e ST
Wg = REuler REuler (526)

Ez a matrix magaba foglalja az Euler szogeket (¢, 0,) és azok derivéltjait is
(¢,0,1%). Annak érdekében, hogy ezeket a mennyiségeket explicit kifejezziik, a
kovetkez6 szamitast kell elvégezniink:

. OR

. OR . OR .
W, = % ) Rguler Y+ % ' R'Iguler "0+ % ) Rguler ' (5'27)
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Itt az egyes derivaltakat még konnyen kifejezhetjtik:

R [—sing —cosp O
30 @ =|cosp —sing 0| ¢ (5.28)
¢ L0 0 0
R . [0 0 0 .
%-0= 0 —sin@ —cos6|-0
0  cosf@ —sinf

R . [—simp —cosy 0] _
7Y =|cosp —sinyp 0| ¢

%W 0 0 0

Ezeket a tagokat meg kell szorozni az Euler maétrix inverzével is, amely
meglehet6sen hosszadalmas mitivelet, ha nem géppel végezziik el
A szamitdsokat egy szimbolikus matematikai rendszerben elvégezve a
kovetkez6 eredményt kapjuk:

0 cosg sing-sind ¢
W, = [O sing —cos - siné |- 0 (5.29)
1 0 cos6 P

Létezik egy masik megkozelités is, amely elkeriili az Euler matrix inverzének
alkalmazasat, igy konnyebb levezetni és megérteni az elforduldsok és
szogsebességek matematikai kapcsolatat.

Induljunk ki abbdl a ténybdl, hogy bar a forgasokat nem lehet vektorként
Osszegezni, de a szogsebességeket igen. Az Euler sorrendet alkalmazva irjuk fel
a harom szogsebességet, mint az elfordulasok derivaltjait, vektorokként:

sl o

Itt az w§-t az all6 rendszertinkben, mig wy-t és wy,-t a testhez rogzitett elfordult

a_
Wy =

rendszerben definidltuk. Ahhoz, hogy ezeket a mennyiségeket az
alaprendszerben értelmezziik, megfelel6 médon el kell 6ket forgatunk:

B, = ), + Ry, - wy + Ry, Ry -y, (5.31)
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Ellenérizziik, hogy ezzel a moédszerrel is megkapjuk-e az (5.29)-ben kozolt

eredményt:
cosp —sing 0] [ cosp - 6 cospy
R, wy =[sing cosp 0: [0] = |sing - 6| = [sine| -0 (5.32)
0 0 11 Lo 0 0
1 0 0 0
R, Rg oy =R, |0 cosf —sing|-|0f=
0 sin® cosé (0
0o cosp —sing 0 0o
= RQD. —SinH'l/} = Sin(p cosQ 0l- _Sine'lp =
cosO -y 0 0 1 cosO -y
sing - sinf - sing -sinf |
= |—cos¢ - sinf - P | = [—cose - sin@] '
cos6 - cost
Osszegezve a levezetett mennyiségeket:
0 cosey sing - sinf .
@, =0 @+ |SNQ|-0 + |—cosgp - Sin9] P = (5.33)
1 0 cos6
0 cosg  sing - sinf ¢
Waz [ smgo —cos@ -sinf|-| 0
—Wgqy cos6 U

Megjegyzés: Ne feledjiik, hogy a () jelolt mennyiség nem vektormennyiség, mivel
elforduldsokat tartalmaz!

A () jelolt mennyiséget gyakran é-vel jelolik, igy nevezziik mi is el ezen
elfordulas-mennyiségeket hasonloképpen:

@B, =A¢ (5.34)

Az itt levezetett Osszefliggés az all6 koordinatarendszerben van kifejezve, ami
tobbtestdinamikai leirdsoknal nem altalanosan alkalmazott. Példaul gondoljunk
az abszolat koordinatakkal leirt mennyiségekre, amelyeket a test sulypontjaban
értelmeziink. Emiatt a szogsebességeket irjuk at a test rendszerébe is!
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Ezt két médon tehetjiilk meg. Vagy megszorozzuk az Euler matrix inverzével,
ami ortogonadlis mivolta miatt egyenl6 a transzponéltjaval:

®; = REuler A-é= REuler A-¢€ (5'35)

Vagy felirhatjuk a szogsebességeket harom vektor 6sszegeként, ahol két forgatast
kell ismét elvégezniink ,visszafelé”, hogy megkapjuk a test sulyponti
koordinatarendszerében értelmezett szogsebességeket:

®; = Ry, "Ry - w3 +Ry, - 0p + 0y (5.36)

Korabban ¢-bdl haladtunk i felé. Most ez megfordul, ahogy az all6 rendszert
forgatjuk be a test rendszerébe, igy 1-b6l haladunk ¢ felé. Tovébbra is 3-1-3
szekvenciat alkalmazunk a szogekre, ugyanabban a felallasban (¢, 8,1), viszont
a megfordult irdany miatt a forgatématrixokat transzpondlni kell. Els6 1épésként
hozzuk létre a Ra - Wy szorzatot:

cosy siny O cosy - 6 cosy
Ra Wy = |—siny cosd} O [ ] _Slm/) ol = [—sinlp] -6 (5.37)
0 0

Masodik lépésként hozzuk létre a R - 0% szorzatot:

1 0 0 0 0 0
Ry -w% =0 cos® sing|-|0|=]|sind-¢|=]|sing|-¢ (5.38)
0 —sinf cos6l lg cosl - ¢ cos6

Végiil, harmadik lépésként hozzuk létre a Ry, - R + @3, szorzatot:

cosy sinp O siny - sinf
Ra ‘R - w3 = [—szmp COSI/J 0] [sm@ <,0 = |cosy - sin@ |- ¢ (5.39)
cos@ - ¢ cos6
Osszegezve a mennyiségeket:
siny - sinf cos 1 0]
0; = [coszp-sine @+ |=siny|-0+|0| Y (5.40)
cos6 0 1
siny - sin@  cosy O ¢
0, = [cosv,b -sing  —sinp 0| 8 |= B-€
cos6 0 1 (]
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Végiil a test koordinatarendszerében értelmezett szogsebességet visszairhatjuk a
Newton-Euler egyenletbe:

Js - (T)t + @, X (]s ’ &)t) = M; (5'41)

(5.41)-bdl kifejezhet6 a szoggyorsuldas, ami a megfeleld kezdeti feltételekkel
numerikusan integralhaté. Innen hatdrozhatjuk meg a szogsebességeket:

B =150 (M — &, x (s &) (5.42)
@Dy, = @ + f Jit (Mg — &, x (J5 - ®,)) dt
Az elfordulasokat a (5.34) invertéalasabol kapott egyenletbdl szamithatjuk ki:
€=B1-&, (5.43)

Ami a B matrix invertéldsa és némi algebrai atalakitas utan a kovetkez6 formara
hozhato:

1 siny cosy 0 Wot
€ =——- [ cosyp -sinf  —siny - sinf 0 ] . <w9t> (5.44)

sin® —sinyp - cos@ —cosy - sinf sinf Wyt

Hasonl6an a szogsebességekhez, megfelel6 kezdeti feltételekkel (5.44)-et is
numerikusan integralhatjuk, meghatarozva az elfordulas értékeit:

€ip1 =€ + f edt = ¢ +fB‘1 - 0 dt (5.45)

Megjeqyzés: Ez az Osszefliggés, jelenlegi formédjaban, csak 6 <90° alatt
hasznalhato!

Az alkalmazhat6sag sztik hatdranak létezik egy matematikai és egy fizikai oldala.
Matematikai oldalrél, ha 8 = 90°, akkor a B™? szinguldrissa valik, ami miatt a
numerikus megoldas nem, vagy csak nehézkesen kivitelezhetd. Fizikai oldalrol,
ha 6 = 90°, akkor fellép(het) az tgynevezett kardanzar (gimbal lock) jelenség.
Ez azt jelenti, ha a mozgas soran két tengely egybeesik, akkor ¢sszezarnak és
egymashoz képest tobbé nem tudnak elmozdulni (5.5 4bra).
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5.5 abra. A kardanzar (gimbal-lock) dbrazolasa

A probléma matematikailag részlegesen megoldhato, ha bevezetjiik az Euler-
paramétereket és alkalmazzuk az Euler-féle forgatasi osszefiiggést [32].

5.1.3. Az Euler-féle forgatds

Kezdjiik a vizsgalédasainkat azzal, hogy létrehozunk egy koordinatarendszert,
amelyben értelmeziink egy n egységvektort. Forgassuk el ezt a vektort sajat
tengelye koriil ¢ szoggel (5.6 dbra):

5.6 dbra. Elfordulés n egységvektor tengelye kortil r; helyzetbél r, helyzetbe

Az elfordulas sordn egy tetsz6legesen vélasztott, de az n tengelyre merélegesen
elhelyezked6 P pont elfordul r; helyzetb6l r, helyzetbe (r, az all6, mig r; a test
koordinatarendszerében van értelmezve). Vizsgéljuk meg az elfordulast agy,
hogy az n vektorral szembe helyezkediink el.
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Ahhoz, hogy kapcsolatot hozhassunk létre az r, helyzetb6l r,-be vald
elforgatashoz, képezziink egy ortogonalis koordinatarendszert a és b vektor
(nem egységvektorok) segitségével:
a=nxr, (5.46)
b=axXxn=(nXr)Xn
A definiélt vektorokkal leirhat6 az r,(r;) fliggvénykapcsolat:
r,=r;—b+b-cosp+a-sing (5.47)
r,=1; — (1 —cosp)-b+sinp-a
r,=r;—(1—cosp)-(nXr;) Xn+sing-(nxry)
rp=r;+ (1 —cosp) nx(mxry) +sing-(nxXr;)
Az (5.25)-ben definidlt médon alakitsuk at az n vektorokat ferdeszimmetrikus
matrixokkd, majd emeljiink ki r, vektort:
r,=r;+ (1 —cosp) N r,+sinp-n-r, (5.48)
r, = (E+ (1 —cosp) - i + sing 1) - 1,
Mivel kapcsolatot tudtunk teremteni a két vektor kozott, lathatova valik a
forgatomatrix is:
Ri,qs =E+ (1 —cosp)-nfl + sing - i (5.49)
Tehat az (5.49)-ben definidlt matrix a test rendszerébdl forgat at az allo
rendszerbe!

Megjeqyzés: Ennek a matrixnak olyan kiuilonleges tulajdonsdga van, hogy a
tengely forgasanak megforditasaval (¢ — —¢), vagy az n vektor irdnyanak
megforditasdval (n - —n) képesek vagyunk el6éllitani a matrix inverzét (ami a
transzponéltjaval is megegyezik a korabban emlitett ortogonalitds miatt):

Resa) ' = Ru)T =Ry = E+ (1 — cose) - fifi — sing - fi (5.50)

Ennek az elforgatdsi médszernek két gyenge pontja van.

Ha ¢ = 0, akkor szingularitas lép fel, illetve a numerikus szamitdsok soran
tovabbra is szamolni kell a sinus és cosinus fiiggvényekkel. Ez ugyan nem
akadélyozza meg a szamitast, de hosszabba teszi.

A fenti problémdk teljes kikiiszoboléséhez ismerkedjiink meg a kvaternidkkal.
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5.2. Kvaterniék

A kvaternidkat (quaternions) William R. Hamilton fedezte fel 1843-ban, aki a
komplex szamok, mint sikban 1év6 pontok, értelmezését hdrom dimenzidba
akarta kiterjeszteni. Hamilton legnagyobb problémadjat a kvaterniokkal valo
szorzas és osztds okozta, amelynek megoldasaval a kvaterniok feloldottdk a
térbeli forgatasok problémajat [33].

A kvaterniokkal val6 forgatasi elényok kiaknazasa csak a XX. szazadban nyert
teret a mérnokok és fizikusok korében, a korszerti szdmitogépek és numerikus
modszerek alkalmazasanak segitségével.

5.2.1. Tulajdonsdigok és miiveletek

Az Euler szogek (¢, 8,Y) szingularitasat tgy lehet kikiiszobolni, hogy a korabban
alkalmazott szogek helyett, kvaternidk segitségével, négy 1j paramétert fogunk
bevezetni egyenleteinkbe.

A kvaternidk ugy épiilnek fel, hogy rendelkeznek egy skalar (go) és harom
képzetes, vagy madasnéven imagindrius, (g1, g2, g3) elemmel (5.7 abra).
Abrazolasukkal, féleg a szorzatok megjelenitésével Baek et al. foglalkozott
behatéan [34].

%(O,’I,’I,Z)

5.7 dbra. Kvaternio abrazolasa
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A kvaternidkat a kovetkezéképpen jelolhetjiik:

9o
o _ ¢ .9 _ . . T U5
Q-—(QOJQ)—(COSZ,SWZ n)-%"“h itq j+tqgs- k= 9> (5.51)
qs

ahol,
In| =1

A kvaternidkhoz kapcsolodo legegyszertibb miivelet a kivonéas és az 6sszeadés,
ahol a skalaris és képzetes részeket kell kiilon-kiilon kivonni vagy dsszeadni:

qo + Po)

a+p=(g1p

(5.52)

A kvaterniok esetén a szorzasnak sajatsdgos szabalyai vannak (a képzetes részek
miatt), ahol a kovetkez6 Osszefiiggéseket kell figyelembe venni:

i'j=k (5.53)
jrke=i
k-i=j
Jjri=—k
j==i
k==

valamint,
2=j2=k?=i-j-k=-1
Ezen alapveté miveletek utan tekintsiik at, hogy miként lehet két kvaterniot

(@ és p) Osszeszorozni. Kvaterniok szorzasa esetén a vektorok diddikus
szorzatanak jelét (o) alkalmazzuk [35]:

Qo"Po—q"P ):

Qo*P+po-q+(qXp) (5.54)

qop =

=(qo"Po—q"P.qo P+po-q+(qXxp))

tovabba,
T
on = |90 —-q . [Po
a°p [q qO-E+ﬁ] [P]

T
poq:l:ci;) qo-lg—’q]'[l;;)]
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Az Osszeadds és szorzas utan nézziik at, hogy a vektorokhoz/matrixokhoz
képest milyen azonos, vagy kulonboz6 tulajdonsagokkal rendelkeznek a
kvaterniok. A kvaternidkra jellemz6, hogy ugyanagy lehet 6ket transzponalni,
mint egy vektort vagy egy matrixot:

q"=[% 91 92 93] (5.55)
Tovabba, létrehozhatjuk a kvaternié konjugdltjit is, amit a kovetkez6képpen
definialunk:
4o
_ 0
= —q) = 5.56
q=(q -9 =|_g, (5.56)
—q3

A konjugacié kvaterniok esetén egy involacié, ami a kvaternié inverzét
eredményezi. Emiatt egy kvaternié kétszeri konjugéldsa az eredeti alakot adja
vissza. Ha két kvaternié szorzatanak vessziik a konjugaltjat, akkor a konjugalt
kvaternidk szorzatanak sorrendje felcserélédik:

qep=p°q (5.57)
Tovabba,

qeg=9gcq=q|? (5.58)

Ahol, |q| a kvaterni6 abszolutértéke, vagy normaltja (angolul ,norm”):

Iqh=¢q°q==Jq°q==Jq§+qf+q§+Q§ (5.59)
Egy kvaterni6 abszolutértéke mindig nem-negativ, val6s szam.

A vektorokhoz hasonléan, kvaterniokbdl is képezhetSek an. egység kvaternick, ha
elosztunk egy kvaterniét annak abszolutértékével:

e=— (5.60)

amire fennall, hogy: e| = \/eZ + e? +e2 +e2 =1

Egység kvaterniok esetén (|e| = 1) fennall, hogy:
ece=¢eoe=1 (5.61)

Megjegyzés: Léteznek tn. tiszta kvaternidk is, ahol a valos rész nullaval egyenl6.

Példaul: q: = (0, q)
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5.2.2. Az elforgatds leirdsa

Az alkalmazott mechanikdban a kvaterniok egyik legfontosabb alkalmazasi
tertilete a térbeli forgatasok (forgdsok) leirasa. Tekintsiik tehat at ezeket a
lépéseket! Forgassuk el az x, = (0,%x,) kvaterniét az x, = (0,x,) helyzetbe egy
q = (qo, q) kvaternio segitségével. g-ra fennall, hogy |q| = 1.

A forgatast a kvaterniokhoz kapcsolédé un. ,szendvics-szabdly” szerint tudjuk
elvégezni [36]:

X =°% °q (5.62)

Fejtstik ki ezt a szorzést az (5.54)-es Osszefiiggés alapjan. Els6 1épésként végezziik
el a q o x, szorzast:

x¢ = (g0 0= (=) "Xa, Go "X + 0~ q + (—(q) X Xg)) o q (5.63)
q-Xx
Xt:(q'xa:CIO'Xa_qxxa)oq:[qo.xa_;XXa]°q

Masodik 1épésként fejtsiik ki a teljes szorzatot:

q-Xq

% =g xg - 4 xx] 79 (5:69)

qO'(q'Xa)_(qO'Xa_qxxa)'q
-(q'xa)'q+CIO'(qO'Xa_qxxa)+(QO'Xa_qxxa)XQ-

o (@ Xg) —qo-(q X)) +(@XX5) q
(@ Xg) " q+ g0 (o Xq —qXXg) +(qo"Xqg —q X Xg) X ql

Szamitsuk ki a kvaterni6 valds (Re(x;)) és képzetes (Im(x,)) részeit kiilon-kilon.
A valo6s rész:

Re(xs) = (q-X4) " qo — (@ Xq) " qo + (X X)) q=0 (5.65)

A képzetes rész:

Im(xe) = (q-Xg) ' q+qo-(qo Xqg—qXXy) +(qo X —qXX,) Xq= (5.66)

=(q Xg) q+qo® Xg—qo  (@XX) +qo - (Xg X q) — (qXX,) Xq=

=(q'X) q+qo® X +2-qo- (Xgxq) —(qxX,) Xq
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Hasznaljuk fel, hogy keresztszorzatok esetén fennall:
(axb)xc=(a-c)'b—(b-c)-a (5.67)
Igy a képzetes rész a kovetkez6 sszefiiggésre egyszertisithets:

Im(x) = (q X)) q+qo* X+ 200" X XD —(q-qQ) "X+ (X, qQ) - q  (5.68)

=2:(q'X) q+qo* X +2qo- XX qQ) —(q-q) X,

frjuk at q kvaternié képzetes részét a kovetkezéképpen:

o (sin? nox ) sin® .®.
Im(x;) =2 (sm2 n xa) sin~ n + cos 5 X, + (5.69)

+2-cos§-(xa><sin§-n) —(Sing'n'sing-n) ‘X, =

2-sin2§-(n-xa)-n+c052§-xa+2-cos§-sin%-(xaxn)—sinzg-xa

Alkalmazzuk a kovetkezé trigonometrikus azonossagokat:
cos?a — sin*a = cos(2a) (5.70)

2P L9 4
€OS™ =" Xq = sin E-Xa=COSZ'E'Xa=COS<P'Xa

2 - sina - cosa = sin(2a)

Z-Sin%-cosg-(xaxn)=sin2-%-(xaxn) = sing - (X, X n)

cos’a — sin*a = cos(2a)
(1 — sina) — sina = cos(2a)
1 - cos(2a)

2
sin“a =
2

2-sin2§-(n-xa)-n =(1—-cosp)-(n-xy)'n
Igy az elfordulast a kovetkezSképpen irhatjuk le:
x: = (0,X,) = (1 —cosp) - (n-x,)  n+cosp -x, + sing - (X, X n) (5.71)

Ez az 0sszefliggés megegyezik az Euler-Rodrigues-féle forgatas leirasaval [36],
ahol az x, kvaterni6t kapjuk meg az x, elforgatasaval.
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Ha visszatériink az (5.62) egyenlethez, akkor igen konnyen kifejezhet6 a
visszafelé val6 szamitas is, vagyis a test rendszerében 1év6 vektort beforgatni az
allé koordinatarendszerbe.

Szorozzuk meg (5.62) egyenletet balrél g-val, jobbrél pedig g-al:
qeX;°g=qegexs°qeq (5.72)
goxyoq= 1°Xa°1
Xg =q°Xc°q
Miutan levezettik a kvaternidk forgatdsara vonatkozo Osszefiiggéseket a

kiilonboz6 koordinatarendszerek kozott (allo vagy mozgo), nézziik meg, hogy
miként lehet kapcsolatot teremteni a forgasok és a szogsebességek kozott!
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5.2.3. Az elforgatds és a szdgsebesség kapcsolata

A szogsebesség kvaterni6 allo koordinatarendszerben valé meghatarozésahoz
derivaljuk az (5.72) egyenletet [35]:

XaZQ°Xt°Q+Q°Xt°a (5.73)
Helyettesitsiik be x; helyére az (5.62)-es 0sszeftiggést:
Xa=('1°(_1°Xa°Q°(_1+Q°(_1°Xa°Q°a (5.74)
Mivel |q| = 1, igy fenndll az (5.61)-es Osszefiiggés:
qegq=1 (5.75)
Igy az (5.74) egyenlet a kovetkez6képpen egyszertisodik:
)'(a:qoqoxa-{-xaoqoa (576)
Betsch és Siebert [37] valamint Choo [38] levezetései alapjan felirhat6, hogy:
qeq=qeq=1 (5.77)
qeg+qeq=geq+geq=0
Mivel g érint6 iranyt g-ra. Ebb6l kovetkezik, hogy:
qoaz—qoq:zv (5.78)

ahol, v kvaterni6 szintén tiszta kvaternié v = (0, v). Helyettesitsiik vissza v-t
(5.76)-be:

Xg=(qoQoX, —Xg0Qog=VoX, —Xo0X, = (5.79)
= (V' Xqg+VXXg) = (—Xq V+ X, XV) =

=VXX,— (Xg XV) =2VXX
A sebesség igy egyenl6:
Xq = (0,2v X x) (5.80)
A sebesség, ha tisztan a forgatast tekintjiik:
X, = (0,0 X x,) = (0,2v X X,) (5.81)
Ebbdl a keresett szogsebesség:

w, =(0,w) =2-(0,v) (5.82)
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Hasznaljuk fel, hogy v = ¢ ¢ g, igy megkapjuk a szogsebesség all6 rendszerre
értelmezett kifejezését:

R qo q qO]
—2.-dod=2- -1 5.83
Pa= 27404 [—qT %'E_Q] [q (5:83)

A szogsebesség kvaternié alakja az all6 koordinatarendszerben, hasonléan az
(5.33) egyenlethez:

90 q1 qz do

—q1 4o —qs3 1

. 5.84

—q2 Q3 do _‘h qz ( )
—q3 —q2 qds3

A q kvaterni6¢ derivaltjat az (5.83) egyenlet inverzidjaval hatdrozhatjuk meg.
Szorozzuk meg jobbrél mindkét oldalt g-val, majd rendezziik az egyenletet:

Wg°q=2-9q°qgeq (5.85)
Wg°oq=2-4q

o1

=5 we°q

Ami felirhat6 a kovetkez6képpen:

T .
g=2| ~]-[".°] (5.86)
2 1q qo-E—1q

Igy a q kvaterni6 derivéltja az 4ll6 koordinatarendszerben:

do o — —q2 —qs3
0 _1: CIO q3 —CI2 (5.87)
P 2 192 —493 Qo
qs 3 42 —41

Miutdn meghatéroztuk mind a szogsebességet, mind a kvaternié derivaltjat
(amibd] numerikus integralassal meg lehet kozvetetten a szogeket is hatarozni),
fejezziik ki ezeket a mennyiségeket a testhez kotott koordinatarendszerben is.

A kvaternidkra vonatkoz6 szendvics-szabaly szerint be tudjuk forgatni az w,-t a
test koordinatarendszerébe. Emlékezziink:

Xt =q°Xg°(q (5.88)
Xg =(qoX¢o(q

igy,

W =qowg°q=2-geqegeq=2-goq-1=2-qeoq (5.89)
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A szdgsebesség kvaterni6 a testhez kotott koordinatarendszerben:

a1 a: o

_ql do as —qz q1

—q2 —q3 4o q; (5-90)
43 42 —q1 ds

A q kvaterni6 derivéltjat, a testhez kotott koordinatarendszerben, az el6z6ekhez
hasonléan lehet meghatarozni. Szorozzuk be balrél mindkét oldalt g-val, majd
rendezziik az egyenletet:

qows=2-qoqeoq (5.91)
qews=2-q
) 1
q=§"l°00t

Igy a q kvaterni6 derivéltja a testhez kotstt koordinatarendszerben:

do o —q1 —q2
q1 1191 q —qs Weq
== 5.92
q2 2 192 g3 qo —Q1 ( )
ds Q3 —q2 1

Ezeket, a test koordinata-rendszerében értelmezett, kvaternidkkal kifejezett
mennyiségeket visszairhatjuk a Newton-Euler egyenletbe:

Js -0 + ¢ X (Jg - wp) = Mg (5.93)

Itt, a korabbi leirashoz hasonl6éan, a megfelel6 kezdeti feltételek megadasaval az
(5.93) egyenlet numerikusan integrdlhaté és a szogsebesség kvaterni6
meghatarozhato:

o =J5t- (Ms — e X (Js (Dt)) (5.94)
W = W, + ]s_l ) (MS — W X (Is ) wt))dt

Az elforduldsokat a (5.92) egyenlet numerikus integréalasaval szamithatjuk ki, a
(5.45) egyenlethez hasonl6 médon:

1
€i+1=€i+Jth=f§'q000tdt (5.95)

Ez az Osszefiiggés a kvaterniok hasznalataval, altalanos érvényti és barmilyen
szoghelyzetben alkalmazhato!
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6. TOBBTESTDINAMIKAI ESETTANULMANYOK

Ebben a fejezetben attekintiink olyan kutatashoz és fejlesztéshez tartozé
feladatokat, ahol komoly szerepet kapott a tobbtestdinamikai modellezés.

A hangsulyt egyrészt arra fektetjiik, hogy az olvas6é meglathassa milyen sokrétti
alkalmazhat6saga van a tobbtestdinamikai modellezési koncepciénak. Mésrészt
a kezd6 kutatoknak, TDK-ra késziil6 hallgatoknak mutatjuk be 1épésrél 1épésre,
a szakirodalom &ttekintése kozben hogyan lehet a kiilonboz6 , fehér foltokat”
meglelni, érdekes kutatdsi irdnyokat kijelolni, és a kapott eredményeket
értelmezni.

Az els6 alfejezetben az anyagtudomanyhoz és a modern additiv gyartasi
technol6gidkhoz is er6sen kapcsolodoé témat tekintiink at, amely a politejsavbol
(PLA) késziilt fogaskerekek kapcsolédasakor fellép6 kopast targyalja. Itt fontos
szerepet jatszik a kopds esetén, hogy milyen geometriaja fogak kapcsolédnak
egymassal, hiszen ezeknek a kapcsolédasoknak a kinematikajatol és kinetikajatol
nagy mértében fligg a kopds valtozasa [39].

A masodik alfejezetben a biomechanika tertiletén tesziink egy kitekintést. Itt a
térdiziiletbe épithet6 protézisek kopasanak alakuldsat tekintjitkk at a behajlitas
tiiggvényében, illetve azt nézziik meg, hogy a fokoz6dé kopas hatasa hogyan
befolyasolhatja a térdiziilet kinematikajat és a protézis tonkremenetelét [40].

6.1. Kopas modellezése fogaskerék kapcsolat kozott
6.1.1. Bevezetés

A 3D nyomtatdsnal hasznalt anyagok koziil alacsony koltsége, megfelel
szakitoszilardsaga és biologiai lebonthatésaga miatt az egyik legnépszertibb
poliészter a politejsav (PLA). Kedvez6 tulajdonsdgai miatt nemcsak a
csomagolastechnikdban és az élelmiszer-iparban alkalmazzak, hanem a
mezbégazdasagban [41], az orvostudoméanyban [42], az autdiparban [43] és a
fogaskerék gyartasban.

Mivel a PLA tobb kedvezétlen tulajdonsaggal is bir, példaul nem hd&allo
(150-160 fok kornyékén megolvad) és az titésallosdga is alacsony, igy szamos
kutatéas foglalkozik ezen paraméterek fejlesztésével. Altalaban vagy kiilonféle
adalékanyagok hozzaadasaval [44, 45], vagy gyartastechnolégiai modszerekkel
probaljak novelni a kompozit mechanikai-, h6-, és kopasi (V) tulajdonsagait.

A PLA fogaskerekek kopédsahoz kapcsolodé gyartdstechnolégiai modszerek
alkalmazasandl érdemes megjegyezni Calvo és munkatarsai kisérleti
eredményeit [46], akik Osszefliggést fogalmaztak meg a feliileti érdesség (R,) és a
sarlédasi tényez6 (CoF) kozott.

169



Mivel a feliileti érdesség kozvetlentil fligg a gyartastechnolégiaktol, emiatt a két
paraméter kozott, két 1épésben, kozvetett kapcsolat hozhato 1étre (6.1 abra):

g(CoF, Ra)

6.1 abra. Fuggvénykapcsolat 1étrehozasa

Elsé lépés: A kopas és a surlodasi tényezé kozott numerikus/kisérleti
tiggvénykapcsolatot kell Iétesiteni.

Masodik lépés: A surlédasi tényezd és az feliileti érdesség kozott kisérleti
tiggvénykapcsolatot kell l1étesiteni.

Ezen elmélet alapjan, a gydartasi folyamat végén mért feluleti érdesség
tiggvényében becstilhetévé valik a kopas. Megjegyzendd, hogy a témahoz
kapcsol6dé szakirodalom attekintése alapjan egyetlen analitikai vagy numerikus
tanulmény sem foglalkozott ennek az 6sszeftiggésnek a létrehozasaval.

Tovabbi fontos, és megoldand6 probléma, hogy a PLA-alapt fogaskerékparok
mechanikai kapcsolata soran jelent6s h6 képzdédik. Ezt a felgytilemlett hét el kell
oszlatni az érintkezd feliileten, mivel az nemcsak a lokalis h6mérsékletet, hanem
a kopast is fokozza [47]. Mivel ilyen tipust vizsgalodast csak kisérleti jelleggel és
egyszertsitett geometridk alkalmazdasaval végeztek [48], igy ez a téma is jelentSs
relevanciaval bir.

Az attekintett szakmai irodalom alapjan [39] két fontos kijelentést lehet tenni:

1. Egyetlen szerz6 sem vizsgélta a PLA fogaskerekek kopasa és a sturlodasi
tényezGje kozotti matematikai kapcesolatot!

2. Egyetlen szerz6 sem vizsgalta a PLA fogaskerék hémérsékletének a
surlédasi tényezdre és kopasra gyakorolt hatasat!

A bevezet6 alapjan két célkittizést fogalmazhatunk meg:

I.  Hozzunk létre, numerikus modszerek segitségével egy olyan fiiggvényt,
amely kapcsolatot teremt a kopds és a siirloddsi tényezd kozott!

II.  Hozzunk létre, numerikus modszerek segitségével, egy olyan fiiggvényt,
amely kapcsolatot teremt a hémérséklet és a kopds terjedése kozott, PLA
fogaskerékpdrok esetén, normdl miikodési tartomdnyban.

Ezeket a célokat valdsitsuk meg tobbtestdinamikai modellezéssel!
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A problémat egy differencidl-algebrai egyenletrendszerrel és egy kozonséges
differencidlegyenlet kombinaldsaval lehet megoldani. Az egyenletek koziil a
DAE modellezi a fogaskerékpar-kapcsolat dinamikéjat, mig a KDE irja le a kopasi
mechanizmust.

A megoldandé DAE-t a kereskedelmi szoftverekben is a korabbiakban
megismert moédon definialjak:

s 210

> o G=L (6.1)
Vizsgéalédéasainkban az MSC.ADAMS program hasznéljuk, amely egyidejtileg
képes megoldani a (6.1) egyenletet, igy a szimulacié utdn rendelkezéstinkre

allnak a kényszererék, a kapcsolodé fogak kozott fellépd érintkezési erdk,
valamint a gyorsulasok.

A megoldés soran egy kopasi modellt is ki kell valasztani. A legtobb esetben a
kopasmodelleket egy egyszerti KDE [49] formdjaban adjak meg:

dw = f(F(t),s(t), k, ...) 6.2)

Ahol a differencidlegyenlet f{6bb paramétereit a 6.1 tablazat tartalmazza.

Jelolés Paraméter neve Mértékegység
F(t) Terhelés fliggvény (N)
s(t) cstiszasi hossz (m)
k fajlagos kopasi tényez6 (mm3/Nm)

6.1 tablazat. A kopasmodell altaldnos paraméterei
Természetesen tobb paraméter is beépitheté a modellbe.

Visszatérve a megoldasra: ha a fogak kozotti érintkezési eréket a szimulaciokbol
meghatarozzuk (6.1), akkor ezek lesznek a bemend paraméterei a kopasi
egyenletnek (6.2). A kopasi egyenlet megoldasdval meghatarozhatéva valik a
kopas alakulasa a surlodasi tényez6 és a hémérséklet fliggvényében.

Meg kell emliteni, hogy a két rendszert (a DAE-t és az KDE-t) kiilon-kiilon
oldhatjuk meg.
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6.1.2. A tobbtestdinamikai modellezés lépései

Az MSC.ADAMS szoftverben lehet6ség van homlokkerekes fogaskerékpar
automatikus generéldsara (6.2 abra), ahol tn. 3D kapcsolati médszert (3D contact
method) alkalmazhatunk a fogak modellezéséhez.

6.2 abra. Fogaskerék kapcsolat

Ez a médszer lehet6vé teszi a geometria alapt érintkezést, mikozben kiszamitja
pl. a valédi holtjatékot és a fogvastagsagot.

Megjeqyzés: A fogak kapcsolatakor tokéletesen illeszkedé feliileteket vesziink
figyelembe, vagyis a feliileti hianyossdgokat elhanyagoljuk.

Alkalmazzuk a fogaskerekekre a kovetkez6 kényszereket az MSC.ADAMS-ben
val6 szimulaciék soran:

e Mindkét fogaskerék tomegkozéppontjdban klasszikus csuklds tdamaszt
(Revolute joint), mint kinematikai kényszert, definidljunk. Ez a kényszer
egy tengely koriili (z) elfordulast tesz lehet6vé.

e A hajté6 fogaskerékre 4&ltalanos erévektort (General Force Vector)
alkalmazzunk, amely 0.1 Nm nagysaga nyomatékot fejt ki a szerkezetre.
Ez a nyomaték inditja el a két fogaskerék kozott a mozgast.

e A kapcsolédod fogaskerekek kozott hozzunk létre kontakt kényszert
(Contact), amely az egyszerti Coulomb-torvényt vesz figyelembe.
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Megjeqyzés: Két lehetséges moédja van az MSC.ADAMS-ben az érintkezési
kényszerek modellezésének: az Impact- és a Poisson Restitution fiiggvény.

Alkalmazzuk az Impact fliggvényt, ahol a suarlédasi erék sebesség alapu
megkozelitéssel hatarozhaték meg.

A PLA anyag stirtisége 1000-2500 kg/m3 kozott valtozhat. Alkalmazzunk 1250
kg/m3-t, mivel a 3D nyomtatasban ezt a stirtiséget haszndljak a legszélesebb
korben [50]. A két (nem szabvanyos) fogaskerék f&bb paramétereit a 6.2 tdblazat
tartalmazza.

Paraméterek Fogaskerék 1 (hajtd) Fogaskerék 2 (hajtott)
Fogszam 80 40
Modul (mm) 1.35 1.35
Szélesség (mm) 13 13
Involut standard standard
Addendum tényez6 1 1
Dedendum tényez6 1.25 1.25
Fejkor (Riip) (mm) 55.35 28.35
Labkor (Rfoot) (mm) 52.31 25.3125
Fogszélesség (mm) 212 212
Stirtiség (kg/m3) 1250 1250

6.2 tablazat. A fogaskerekek geometriai paraméterei
A szimulaciés paramétereket az aldbbiak szerint allitsuk be:

o teljes szimulacios id6 (time): 0.1 (s),

o lépések szama (steps): 1500,

o 1épéskoz (h = time/steps): 6.6 - 107> (s).
Végezziink el négy szimulaciét tgy, hogy a sturlédasi tényezé értékeit (tipikus
PLA értékeknek megfelelden) 0.3 és 0.1 kozott valtoztassuk.
Mivel a PLA 70-80 °C kortil elkezd lagyulni, a hémérséklet hatasat vizsgaljuk

olyan tizemi hémérsékleten, ahol a polimer stabil marad és ami egyszerti hiitési
technikédkkal (példaul hiitéventildtorok) fenntarthato.

A szimulaciok soran a fogaskerekek o6t teljes fordulatot hajtsanak végre, hogy a
fogaskerék-kapcsolat bejaratési folyamata vizsgalhato legyen.

Megjegyzés: Jelentés kopéds mindig az an. bejdratisi fizisban (running-in phase)
jelentkezik, miel6tt az dllandésult kopas bedllna [51].

173



A négy szimulécios feltételt a 6.3 tablazat részletezi [39].

Feltételek Us ud Hémérséklet
Surlodasi feltétel 1. 0.3 0.1 20-25-30 (°C)
Surlodasi feltétel 2. 0.25 0.083 20-25-30 (°C)
Surlodasi feltétel 3. 0.2 0.066 20-25-30 (°C)
Sarlodasi feltétel 4. 0.15 0.05 20-25-30 (°C)

6.3 tablazat. Surlodasi és hémérsékleti viszonyok a szimulacidk soran

6.1.3. Az alkalmazott kopasmodell leirdsa

A fogaskerék-kapcsolat sordn fellép6 kopast az Archard-egyenlet [49] egyszert
kiegészitésével modellezhetjiik. El6szor is tekintsiik &t az egyenletet eredeti
formdjaban, ami gyakorlatilag egy egyszerti KDE:

dw
—= =k Fe(®) (6.3)

Rendezziik at (6.3)-at, és bontsuk fel ds-t a kovetkezSképpen:
AW = k- Fo(t) - ds =k Fo() * Vesaszas(t) - dt (6.4)
Itt a cstszasi sebesség kifejezhetd a fogaskerekek szogsebességébdl:

vcsﬁszés(t) =2n-R- (whajt()(t) + whajtott(t)) (6'5)

R egy kozelit6 mennyiség, amely a labkor és a fejkor kozott 1évé egyenld
tavolsagot jeleniti meg. Ez a mennyiség az Addendum (ha) felével egyenlé:

Rtip + Rtip
h, Rep+Rey [ Rep— —Eu—L
7a _ Tttip _ tip [ Ttip - 2 =7.6-10"* (m) (6.6)

(6.5) és (6.6) felhasznaldsaval a kovetkez6 egyenletet kapjuk a kopas
meghatarozasara:

dW =2m-k-R - Fc(t) - (whajt(’)(t) + whajtott(t)) -dt (6.7)

A kopés lefrasanak utols6 1épése, hogy figyelembe vessziik a fogak kozotti
kendréteg () hatdsat az irodalomban talélt aldbbi egyenlettel [52]:
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Eq
_[L . e_ Rg 'Ts]l
Vesuszas(t) - tg
YET)=1—e o 6.8)
Helyettesitstik be (6.8)-ba a cstiszasi sebességet:
[ s .e-[R;"-“rs]l
WET) =1 —e 1B (@naju®+onajion®) to (69)

A Y fiuggvény, amely 0 és 1 kozott valtozhat, szdmos paramétertsl fiigg
(6.4 tablazat). A szamitasok soran valtoztatjuk a hémérsékletet (T5), hogy lassuk
annak kopasra gyakorolt hatasat. A kenési egyenlet behelyettesitése utan a kopés
egyenlete a kovetkezéképpen definidlhato:

W=2mk-R- f Fe(®) 96, T)) - (0najec(t) + Onajeore(t)) - At + Wicgzgeer  (6.10)

A paraméterek értékeit a 6.4 tdblazat kozli.

Paraméterek Mennyiség és Mértékegység
k: fajlagos kopasi tényezé [53] 6510 (mm3/Nm)
us: mozgasbéli surlodasi tényez6 Lasd. 6.3 tablazat
F.(t): fogaskerék kapcsolat sordn ébredé er6 Szimulaciékbol
Onajto(t), Onajtort(t): szOgsebességek Szimulaciékbol
dt: szimulacios id6 0.1 (s)
Ea: kenési adszorbciés hé [52] 49-103 (J/mol)
to: adszorbcits allapotban 1évé molekula 3-1012 (s)
rezgési ideje [52]
Ry: gazallandé [52] 8.31 (J/mol K)
ay: adszorbealt molekula dtmérdije [52] 31010 (m)
Ts: feliileti hémérséklet [52] 293/298/303 (Kelvin)

6.4 tablazat. A kopasi egyenlet paramétereinek listaja és értékei

Természetesen, a kopasi egyenlet tovabbi paraméterek figyelembevételével
boévithets, pl. a molekulatomeg, amely széles tartomanyban valtozhat.

Bér ismert, hogy a talzott h6 a PLA molekulatomegének bomlasat okozza [54],
ebben az elemzésben csak egy enyhe hémérsékleti zonat vesziink figyelembe
(20 °C és 30 °C kozott) ahol ez a hatasa elhanyagolhato.
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6.1.4. Eredmények Osszegzése és értelmezése

A (6.10) numerikus integralasa utan, minden hémérsékleti allapotot figyelembe
véve, a kovetkez6 eredményekre jutottunk (6.3-6.6 4brak):

0,0002 ,

0,00015

0,0001

Kopisi térfogat [mm?]

0,00005
0
i 0 Kopas novekedés 20°-on A Kopas novekedés 25°-on :
| OKopdsnovekedés30oon |
6.3 abra. Kopas novekedése - Strlodasi feltétel 1.
0,0002 ,
& 0,00015
£
5
L. 0,0001
R
Z
&
2 0,00005
0

0 Kopés novekedés 20°-on A Kopas novekedés 25°-on
¢ Kopés novekedés 30°-on

m———————

6.4 abra. Kopas novekedése - Strlodasi feltétel 2.
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0,0002 ,

0,00015

Kopadsi térfogat [mm?3]

0,0001
0,00005
0
E 0 Kopés novekedés 20°-on A Kopas novekedés 25°-on i
E © Kopéas novekedés 30°-on i
6.5 abra. Kopas novekedése - Strlodasi feltétel 3.
0,0002 4
g 0,00015
£
5
|, 0,0001
R
Z
S
2 0,00005
0

0 Kopas novekedés 20°-on A Kopas novekedés 25°-on

¢ Kopas novekedés 30°-on

6.6 abra. Kopas novekedése - Strlodasi feltétel 4.

A Kkapott numerikus eredmények szerint 20°C-on volt maximalis a kopas
nagysaga, igy megvizsgaltuk ezen eredményeket a mozgasbéli surlédasi tényezo
tiggvényében is (6.7 dbra)!
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0,0001 4

L
% 0,00009
&
E
& 0,00008
3
£ 0,00007 ¢
S
0,00006
pl-l
0,00005 >
0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1

6.7 abra. Kopas novekedése a mozgasbéli surlodasi tényez6 fliggvényében

Ahogy az varhat6 volt, a legnagyobb surlédasi tényezével valé kombinécié
(Surlodasi feltétel 1.) okozza a legnagyobb kopast is.

Ha a sturlédasi tényez6t 15 %-kal csokkentjiik (Sturlodasi feltétel 2.), akkor a kopas
terjedése 37.6%-kal csokken az 1-es feltételhez képest. Szokatlan médon, amikor
a surlédasi tényezét ismét 15%-kal csokkentjilk, mindossze 7.8%-os
kopascsokkenés figyelheté meg a 2-es és 3-as feltétel kozott. Az utolso két feltétel
esetén mar csak 3.2%-os a kopastérfogat-valtozas, annak ellenére, hogy a
surlodasi tényezo6t ismét 15%-kal csokkentettiik. A numerikus eredményekbdl
valoszintisithet, hogy 2-es szamu surlédasi feltétel a kiiszob, ahol a terjedés
lelassul.

A kopas és a sturlédasi tényez6 kapcsolata mellett a hémérséklet kopasra valo
hatasat is meg kell vizsgalni viszonylag alacsony (20-30 °C) hémérsékleten. Ez a
feltétel azért fontos, mert ilyen régioban a molekulatomeg és a PLA texttra
szerkezete nem valtozik szignifikdnsan.

Az eredmények alapjan arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy alacsony
hémérséklet is jelentés hatassal van a kopésra (6.8 dbra). Az eredmények azt
mutattdk, hogy 5°-0s hémérsékletemelkedés (25%-0s hémérsékletvaltozas)
hozzéavetéleg 40%-kal nagyobb kopast okozott az érintkezd feliileteken, mig a
10°-0s hémérséklet-emelkedés megduplazta a lekopott anyagmennyiségét.

Ebbsl az a kovetkeztetés vonhaté le, hogy a hoémérséklet-emelkedés
szdmottev6bb kopdéssal jarhat, mint a viszonylag nagy strlédasi tényezo
jelenléte.
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6.8 abra. Kopas novekedése a stirlodasi tényezé és a hémérséklet fliggvényében

A kapott numerikus eredmények megbizhatésaganak ellen6rzéséhez kozvetett
Osszehasonlitast (validalast) is célszerti végezni, ha van kisérleti adatunk.
Amennyiben ilyen adat nem 4&ll rendelkezésre, akkor egy hasonlé anyagu
polimer fogaskerékpar kapcsolatot kell keresni a szakirodalomban, majd az ott
elérhet6 adatokkal lehet médszeriink megbizhat6sagat ellendrizni.

Az ellen6rzéshez polioximetilén (POM) és 28%-os {iivegszal erdsitési
polioximetilén (GFR POM) fogaskerékpar kisérleti eredményeit hasznalhatjuk fel
a numerikus modell ellenérzéséhez [55]. Megjegyzendd, hogy a POM szdmos
tulajdonsagaban hasonléan viselkedik a PLA-hoz képest, emellett ezeket az
anyagokat gyakran keverik egymassal a képlékenység és az 4ltaldnos
termodinamikai tulajdonsagok fokozasa érdekében [56]. A validélashoz hozzuk
létre az [55] irodalomban leirt fogaskerékpar numerikus modelljét az
MSC.ADAMS program segitségével (6.9 4bra).

Ezt kovetSen végezziik el a numerikus szimulaciét 6 Nm-re beallitott kezdeti
nyomatékkal. A kezdeti nyomatékot minden ciklusban 1 Nm-rel noveljiik, a
kisérletekhez hasonl6an, egészen 12 Nm-ig. Egy ciklus 20.000 fordulatot jelent.

A fajlagos kopasi tényezo6ket az [55] irodalom biztositja:

kpom = 5.84 - 106 (mm3/Nm), mig kcrr-rom = 4.98 - 10-¢ (mm?3/Nm).
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6.9 abra. Az MSC.ADAMS fogaskerék modell (a) és a kisérleti darabok (b)

Ha 0Osszehasonlitjuk a kisérleti eredményeket [55] a numerikus tuton kapott
eredményekkel, akkor lathatéan a numerikus megoldas enyhén ttlbecsiilve, de

megfeleléen koveti a kisérletileg meghatarozott kopasterjedés alakuldsat
(6.10 4bra).
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6.10 abra. Numerikus és kisérleti eredmények 6sszehasonlitdsa

Osszefoglalva elmondhaté, hogy egy tobbtestdinamikai modell és egy
kopasfiiggvényt leir6 differencidlegyenlet kombinacidja lehet6vé teszi, hogy

megvizsgéalhassuk a fogaskerekek kozotti kopéas terjedését PLA, vagy barmilyen
hasonl6 (pl. POM) kompozit anyag esetében.
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6.2. Kopas modellezése térdprotézisekben
6.2.1. Bevezetés

Ebben az alfejezetben egy gyoégyaszathoz tartozé mérnoki szerkezet kopésat
fogjuk modellezni a kordbban targyalt modszerekre alapozva.

Altalanosan kijelenthets, hogy a protézisek tonkremenetelét részben biologiai,
részben mechanikai hatasok befolyésoljak. A bioldgiai tényezok koziil az iziileti
gyulladds, mig a mechanikai tényez6k koziil a kopéds az, amely legnagyobb
mértékben korlatozza a Teljes Felszinp6tl6 térdiziileti Protézis (TFP, angolul TKR
a , Total Knee Replacement” sz6bél eredden) élettartamat.

A kopas okozta problémakbdl kifolyolag a legtobb kutatés £6 célja kozott szerepel
a kopaseloszlas feltérképezése a térdprotézis érintkezési feliiletein, valamint
olyan indikator (vagy indikatorok) létrehozédsa, amellyel elére jelezhets a
protézis gyors tonkremenetele.

Fontos megjegyezni, hogy a kopast befolydsolé6 paraméterek feloszthatok
direkt és indirekt paraméterekre.

Direkt paramétereknek tekintjik azokat a paramétereket, amelyek direkt médon
matematikai modellbe foglalhatok, és hatdsuk matematikailag egyértelmiien
kimutathat6. A kopast leginkdbb befolyasol6 és leggyakrabban figyelembe vett
direkt paraméterek kozé sorolhaté a kontakters (F) vagy a feliileti nyomas (p), a
cstiszasi sebesség (Vcsiszis), a cstiszési hossz (s), a keresztirdnyt nyirasi tényez6
(CS, cross-shear ratio), a surlédasi tényezd (u), illetve a cstszva-gordiilési
tényez6 (S/R).

A cstszva-gordiilési tényez6 a kapcsolédo feliiletek egymashoz képesti
cstiszasdnak és egymason végzett gordiilésének aranyit irja le. Ertéke, egy esetén
tiszta cstiszés, nulla esetén pedig tiszta gordiilés. A térdiziileti protézisek koptato
vizsgalata sordn ezt az aranyt, tobbnyire alland6 értéktinek (cca. 0.3) tekintik
[67-59], egy kordbbi, de igen elterjedt tanulmany alapjan [60]. Fontos
megemliteni, hogy az dlland¢6 cstiszva-gordiilési tényez6 alkalmazasa csak akkor
bizonyul helyesnek, ha egyszeri pin-on-disc vagy ball-on-disc teszteken
alkalmazzak, ahol a kinematika pontosan beallithat6 egy adott konfiguraciéhoz.
Tobb tanulméany bizonyitotta, hogy térdprotézisek esetén az allandé cstiszva-
gordiilési arannyal valé kozelités nem megfelel6 a geometriai és kinematikai
komplexitas miatt [61, 62].

Indirekt paramétereknek tekintjik azokat a paramétereket, amelyek nem
foglalhatok direkt médon matematikai modellbe, hatadsuk csak hossza tavon,
empirikus médszerekkel bizonyithatok.
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Ilyen paraméterek kozé tartozik a betétvastagsag [63], a tibialis komponens
rotacios igazodasa [64], vagy a tibiofemoralis szogegyenletlenség (angolul
tibiofemoral alignment) [65]. Ezek a sajatsagos biologiai-anatomiai paraméterek,
ha egy bizonyos tartomédnyon beliil maradnak, addig nem fejtenek ki semmilyen
szignifikans hatdst a protézisre. Azonban, ha barmilyen okbdl, biolégiai vagy
traumatikus, a fiziol6giai tartomanyos kiviilre keriilnek, agy kopést fokozo
tényezokkeé valnak.

Mivel a fent emlitett indirekt paraméterek kopdsra gyakorolt hataséat ezidaig nem
vizsgaltak, igy kiséreljiink meg numerikus tton, valaszt adni a tibiéfemorélis
szogegyenletlenség és kopas kapcsolatéra.

A bevezet6 alapjan két célkitizést fogalmazhatunk meg;:

I.  Hozzunk létre olyan numerikus eljdrdst (tobbtestdinamikai rendszer és
analitikus kopdsmodell), amely lehetévé teszi a kopds szdmitdsdt
bdarmilyen térdprotézis medidlis és laterdlis részén.

II.  Vezessiink be egy olyan 1ij paramétert, amely kapcsolatot teremt az
érintkezési  feliileteken megjelend kopds és a tibidfemordlis
szogegyenletlenség kozott.

Els6 lépésként létre kell hozni a tobbtestdinamikai modellt a megfelel6
peremfeltételekkel és mechanikai kényszerekkel. A modellen, paraméterek
valtoztatasaval szimuldcidkat hajtunk végre, amelyek arra irdnyulnak, hogy
meghatarozzuk az érintkezési er6ket a protézis feliiletein. Ezek az er6k lesznek a
kopasmodell bemené paraméterei.

Masodik lépésként, ki kell valasztani a megfelel6 kopasmodellt tovabbi
vizsgalodasainkhoz. Itt figyelembe kell venni és felsorolni a kopast befolyasolo
paramétereket, illetve, ha lehetséges, kiegésziteni az egyenletet szamunkra
fontos tovabbi paraméterekkel.

Harmadik lépésként a kopasi fliggvényekbdl létre kell hozni egy olyan 4j
paramétert, amib6l elméletileg kovetkeztetheté a tibi6femoralis szog-
egyenletlenség novekedése vagy stagnalasa.

Legvégiil az eredményekbdl le kell vonnunk az altalanos kovetkeztetéseket.
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6.2.2. A tobbtestdinamikai modellezés lépései

Az érintkezési er6k meghatdrozdsahoz hédrom teljes felszinp6tld térdiziileti
protézist vizsgalunk meg (6.11 abra).

TN ELS

Keresztszalag megtarto Hatso keresztszalag Prototipus modell
modell feldldoz6 modell
(Cruciate Retaining) (Posterior Stabilited)

(Krakovits-modell)

6.11 abra. Kuilonboz6 térdprotézis geometriak

A protézisek koziil a keresztszalag megtarté (CR) és a hétsé keresztszalag
feldldozo (PS) kozepes méretli, mig az tn. Prototipus protézis nagy méretd.
A tobbtestdinamikai modellek a protézisgeometridk MSC.ADAMS rendszerbe
torténé importéldsa utdn hozhatéak létre, azonos kényszer- és terhelésfeltételek
mellett (6.12 dbra):

6.12 abra. Tobbtestdinamikai modell mozgasa a szimulaci6 soran
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A modellezés soran a kovetkez6 peremfeltételek alkalmazhatéak (6.5 tablazat):

Paraméter

Peremfeltétel

Kemény
szovetek

Mind a protéziselemeket, mind a csontokat merev testnek
tekintjiik.

Lagy
szovetek

A patella-szalagot és a négyfejti combizom 0sszekots szalagjat
un. Translational Spring-Damper elemmel tudjuk modellezni. A
rugo6 merevségét mindkét szalag esetében 130 (N/ mm)-re, mig
a csillapitdst 0.15 (Ns/mm)-re allithatjuk be az irodalom
alapjan [66, 67].

Kinematikai
kényszerek

A femur distalis csak az y tengely mentén mozdulhat el, amit
pl. General Point Motion kényszerrel lehet megkotni. A bokét az
an. Spherical Joint-al kothetjiikk a kornyezethez, amely minden
tengely kortil megengedi az elfordulast, de az elmozdulast
nem. Ezzel a kényszerrel biztositjuk a tibia szabad rotalasat.

Kinetikai
kényszerek

Egy 800 (N) nagysagu Force Vector mtikodtetheté a femur
distalis-on, ami a teststlybol ered6 terhelést modellezi.

Erintkezési
kényszerek

A femur, a tibia és a patella kozott tn. Contact kényszer adhato
meg, ami alaphelyzetben a Coulomb —féle starlodasi torvényt
alkalmazza. A nyugvasbéli suarlédasi tényezd értéke az
irodalom alapjan: px = 0.0575 [68].

6.5 tablazat. A tobbtestdinamikai modellezésnél alkalmazott peremfeltételek

Miutan készen &llnak a modellek a szimuldciéra, tekintsiik &t, hogy milyen
mennyiségeket tudunk direkt médon kinyerni az MSC.ADAMS-bdl:

e rci(t) helyvektor: Ez a vektor irja le a kapcsolodé testek érintkezési
pontjainak helyzetét, az abszolut (all6) koordinatarendszerben (6.13 &bra).

o Fc(t) pontbeli érintkezési erd. Ez a vektor az érintkezési er6 normal (Feu(t))

és surlodé komponenseit (Fes(t)) adja meg a pillanatnyi érintkezési
pontban (6.13 abra).
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6.13 dbra. A mozgas sordn szadmitando paraméterek dbrazolasa

A szimuldaci6 soran érintkezés jon létre a tibia plateau laterdlis és mediélis része,
valamint a femoralis felszin kozott. Az MSC.ADAMS egyidejiileg érzékeli és
tarolja az érintkezési pontokat és az érintkezési eréket.

A kapott helyzetvektorok lehet6vé teszik a laterdlis és a medialis oldalak,
valamint az érintkezési strl6do erék (Fesiateralis €5 Fes-medialis) elhelyezkedésének
megkiilonboztetését. Ezek az er6k, az id6 fliggvényében, bemenetként
szolgalnak a kiegészitett Archard-torvényhez, amellyel a protézis lateralis és
medidlis oldalan a kopasi térfogat kiszamithato!

Megjeqyzés: Valamennyi modell esetében a mozgas all6 poziciobol, 20 fokos
térdbehajlitasi szogbdl (o) indul és 120 fokos hajlitasi (flexié) szogben végzsdik.
Ez tekinthet6 a guggolas els6 részének, amikor a mozgas lefelé iranyul. A flexids
mozgast a térdiziilet kinyujtasa (extensid) koveti, 120 fokos hajlitasi szogrol
vissza 20 fokos hajlitasi szogre.

A szimuléacids paramétereket az alabbiak szerint allitsuk be:

o teljes szimulacios id6 (time): 1.5 (s),

o lépések szama (steps): 1500 (-),

o lépéskoz (h = time/steps): 0.001 (s).
A szimulaciés id6 hossza megegyezik egy atlagos guggolasi ciklus (hajlitas-
nyujtas) hozzavettleges id6tartamaval.
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6.2.3. Az alkalmazott kopasmodell leirdsa

A szakirodalomban talalhat6 legtobb modell, a kopast direkt médon befolyasolé
paraméterek egy kombindcidjat veszi figyelembe. Kutatdsaink soran érdemes
megvizsgdlni és Kkigytjteni, hogy a leggyakrabban alkalmazott (vagy
hivatkozott) analitikus modellek milyen paramétereket vesznek figyelembe
(6.6 tablazat).

Ezzel a médszerrel altaldban megtaldlhatok azok a fehér foltok, amiket mésok
nem, vagy kevéssé kutattak és tovabblépésre varnak.

Megjeqyzés: Modellezés sordn terhelésként, vagy feliileti nyomaést, vagy
kontakteré6t lehet haszndlni, a kett6t egytitt nem.

p F s CS SR u

Modellele I iymal N[ fm] (1 [
Archard [49] ° X ® X X X
Turell et al. [69] ° X e o X X
Abdelgaied et al. [70] X ° e o X o
O’Brien et al. [71] ° X e o X o
Innocenti et al. [72] ° X e X X e
Hussin et al. [73] ° X e X X X
Fekete et al. [74] X ° e X o o

6.6 tablazat. Kulonboz6 kopasmodellek direkt paraméterei

A tablazat alapjan lathat6, hogy a harom legfejlettebb (legtobb paramétert
tartalmazo) modell az Abdelgaied et al. [70], O’Brien et al. [71] és Fekete et al. [74]
altal kozolt modellek. Vizsgélatainkban alkalmazzuk a Fekete et al. altal leirt
modellt [74], amely tobb térdprotézishez kapcsolddé paraméterrel kozeliti a
kopas valtozasat:

AW = k- gy - BW - Fef(£) * vere(£) - S/R(E) - dt (6.11)

Mivel a (6.11) egyenletben nem szerepel a keresztiranyt nyiras (CS) hatasa, igy
ezzel a paraméterrel a jovében célszerti kiegésziteni a modellt.

Tekintstik &t a 6.7 tablazat segitségével, hogy modelliink milyen paramétereket
és értékeket vesz figyelembe!
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Paraméter Frtékek

k: fajlagos kopasi tényezé [57] 1.3-10-° (mm3/Nm)

ux: mozgasbéli surlodasi tényezo [68] 0.0575 (-)

BW: tomeger6 800 (N)
Fif(t)/BW: fajlagos tibio-femorélis er6 [75]  0.7702-t3+ 0.554 -t>+ 1.6244 -t +
1.0311 (-)
S/R(t): cstszva-gordiilési tényez6 [62] -0.111667 - 3+ 0.3631732 - t2 +
0.02378365 -t + 1.137558 (-)
vcry: cslszasi sebesség szimulaciobol (mm/s)

dt: szimulaciés id6 1.5 (s)

6.7 tablazat. A kopdsmodell paraméterei és értékei

Miutdn a numerikus szimulaciokb6l meghataroztuk a lateralis és a medialis
felszineken fellép6 érintkezési er6k surl6d6 komponenseit (Fes-lateralis €5 Fes-medialis),
igy azokat visszairva (6.11)-be, a kovetkez6 egyenleteket kapjuk:

AWigterar = k - ch—lateral(t) “Vere(t) - S/R(t) - dt (6'12)
Valamint,

AWiaterar = k - ch—medial(t) ' vCTt(t) S/R (t) -dt (613)
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6.2.4. Uj kopdsi paraméterek bevezetése

A térdprotézisek feliiletének kopasit szdmos mérészammal jellemzik.
A leggyakrabban hasznéltak kozé tartozik a  behatoldsi  mélység
(penetration depth), illetve a kopdsi térfogatveszteség (wear volume loss, WVL).

A kopasi térfogatveszteséget ciklusokban mérik, amit néhany milliészor
ismételnek meg a vizsgalatok soran. Példaul, a pin-on-disc vizsgélatok esetén egy
korbefordulas egy ciklust jelent, mig térdprotéziseknél a térd egyszeri be- és
kihajlitdsa felel meg egy ciklusnak. A sok milliés ismétlés azt ellen6rzi, hogy
hossza tavon, el6irt hasznalat mellett fellép-e tonkremenetel egy protézisben
vagy barmely mas gépelemben.

A jol ismert térfogatveszteség mellett bevezetiink hdrom aj kopasi paramétert a
protéziskopds jellemzésére: a relativ lateralis kopasi térfogatveszteséget
(RWiaterat), a relativ medidlis kopasi térfogatveszteséget (RWiediar), valamint a
kopasi egyenstlytalansagot (IWIB, Wear Inbalance).

Definicio: A kopdsi egyensiilytalansdg azt fejezi ki, hogy egy adott térdprotézis

s 2

medidlis oldaldn 1év6 kopds hdny szdzalékban tér el a laterdlis oldalihoz képest.

Empirikus médon bizonyitott, hogy a teljes felszinp6tl6 térdiziileti protéziseknél
a medidlis oldalon mindig nagyobb a kopasi térfogatveszteség [76], amely
részben magyarazhaté azzal a ténnyel, hogy a térdiziilet ezen feliiletére,
természetes modon, nagyobb terhelés jut. Mivel a kopas legnagyobb mértékben
a feltiletre hato terheléstdl fiigg [74], ha az novekszik, tgy nyilvanvaléan a kopas
mennyisége is vele né.

Ezzel a természetes moédon (de nem minden esetben) kialakulé kopasi
mechanizmussal all kozvetett kapcsolatban a tibiofemorélis szogegyenletlenség
(TFSZ).

Ha a tibi6femoralis szogegyenletlenség az egészséges (cca. 0-3°) tartomanyban
helyezkedik el, akkor a medidlis oldalon hat6 fiziol6gids terhelés nem
eredményez a normalistol eltérd kopast.

Ha a szog elkezd novekedni, tgy a térd abdukcidja is vele egytitt novekszik,
amely egy megnovekedett nyomatékot képez a térdiziileten beliil. Ez a nyomaték
a medidlis oldali feliileteket egyre jobban egymadshoz szoritja, amelynek
eredményeképpen a protézis egyenetlen medialis terhelésnek (és kopasnak) lesz
kitéve.

Ilyenkor a térdprotézis felszinén egy tgynevezett ,0blosddési folyamat” (angolul
hollowing) indul el (6.14 abra).
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Ebbdl kifoly6lag, ha egy adott protézis feliiletének medialis oldalan az elméleti
kopas nagysaga a laterdlis oldalhoz képest szignifikansan eltér (t6bb mint 5%),
akkor ez a folyamat a tibiofemordlis szogegyenletlenség fiziologids
tartomédnyabol valo kitéréséhez, és ebbsl adoddan intenziv kopédshoz vezet.

: . Kozbensé allapot: Végsd dllapot:
Recoer Hapok fokoz6d6 kopas, fokoz6do6 6blosodés

normal TFSZ kezd6d6 oblosodés miatt kialakul6

abnormalis TFSZ

6.14 dbra. A tibi6femorélis szogegyenletlenség dbrazolasa és hatasa

Visszatérve a kopdsi paraméterekre, a kordbban emlitett kopasi
térfogatveszteséget (WVL) a medidlis és laterdlis oldali térfogatveszteség
Osszegeként definialjuk:

WVL(a) = Whediai (@) + Wigterai (@) (6‘14)

A relativ kopasi térfogatveszteségeket a kovetkez6képpen fejezhetjiik ki:

Wlateral (a) .

RWlateral(a) = WVL(CZ) 100 (6'15)
W oqiq1(a
RWeqia (@) = %&E)) -100 (6.16)

Ebbdl a két relativ mennyiségbdl képezhetjiik a kopasi egyensulytalansagot:

WIB(“) = RWmedial(a) - RWlateral(a) (6'17)
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6.2.5. Eredmeények Osszegzése és értelmezése

Els6 1épésként, hatdrozzuk meg a laterdlis és a medidlis oldali
térfogatveszteségeket a (6.12) és (6.13) egyenletek segitségével, egy ciklusra
(behajlitas-kinyjtas) vonatkoztatva:
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6.15 abra. Kopasi térfogatveszteség a PS protézis esetében
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6.16 abra. Kopasi térfogatveszteség a CR protézis esetében
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6.17 abra. Kopasi térfogatveszteség a Prototipus protézis esetében

Masodik lépésként, a protézisek kozotti globalis kiilonbségek feltérképezése
érdekében, végezziink kvantitativ 6sszehasonlitast a kopasi térfogatveszteség
(6.14) egyenletének szamitasaval (6.18 abra).
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6.18 abra. Kopasi térfogatveszteség alakuldsa a behajlitasi szog fliggvényében

Harmadik lépésként, a meglévé fiiggvények ismeretében hozzuk létre a kopéasi
egyensulytalansag-fliggvényeket (6.19 abra).
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6.19 abra. A kopasi egyensulytalansag a térdbehajlitasi szog fliggvényében

Kiegészit6 eredményként szamitsuk ki az egy ciklusra esé kopasveszteséget

(6.18 4&bra alatti tertilet) az atlagos kopési egyensulytalansdggal egytitt
(6.8 tablazat).

Protézis Kopasi térfogatveszteség Atlagos WIB
(10 mm3/ ciklus) (%)
PS ~14.4 ~23
CR ~18.7 ~15.6
Prototipus ~16.7 ~5.9

6.8 tablazat. Kuilonboz6 protézisek kopasi értékei

Az eredményeket megtekintve kittinik, hogy a PS protézis biztositotta a
legalacsonyabb  kopéast és a legkiegyensulyozottabb  kopaseloszlast
(6.18-6.19 4bra). Atlagolva, mindossze 2.3% kopasi egyenstlytalansag volt jelen
a laterélis és a medidlis oldal kozott.

Megjegyzés: Ahhoz, hogy mindkét oldalon megfelelen kiegyensulyozott legyen
a kopas, a mérnoki gyakorlatban altalanosan elfogadott 5%-os eltérést nem
szabad meghaladni.
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A CR tipust protézisnél megkozelit6leg 23 %-kal nagyobb kopas jelentkezik a PS-
hez képest (6.18 dbra). Ez a nagy kiilonbség nem kedvez6, de ami komolyabb
problémat jelent, hogy az atlagos kopasi egyensulytalansag is igen magas
(6.8 tablazat), ami a medidlis oldalon fokozott kopashoz és id6 el6tti protézis
tonkremenetelhez vezethet.

A vizsgalatokba bevontuk a néhai Krakovits Gabor professzor [77] ltal tervezett
prototipus protézist is, amely csupan 13.7%-kal magasabb kopast produkalt a
referencia PS-hez képest. Az atlagos kopasi egyenstlytalansaga mindossze 5.9%
volt (6.8 tablazat).

A kapott eredmények alapjan a Krakovits-féle protézis és a PS protézis alacsony
szintli kopasi egyensulytalansagot mutatott a térdiziilet teljes behajlitas-
kinytjtas (flexios-extensios) tartomanyaban (20-120° behajlitasi sz6g). Ami a CR
protézist illeti, az eredmények hektikusabbak. A kopasi egyenstulytalansag a
kinyujtas soran is jelent6s marad, amit azt jelenti, hogy a teljes mozgasi
tartomanyban végrehajtandé sportmozgasok esetén, ezen specifikus
protézisben, valoszintisithet6 a felgyorsult 6blosodési folyamat és az id6 el6tti
tonkremenetel.

Osszefoglalasként elmondhat6, hogy az 5%-os kiiszobot csak a PS protézis tudta
teljesiteni, mig a Krakovits-féle protézis igen kozel volt hozza. A CR tipusu
protézis esetén geometriai modositast lenne célszerli eszkozolni annak
érdekében, hogy legaldbb a medialis oldalon csokkenjen a kopds mértéke a
lateralis oldalihoz képest.
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