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nikus adathordozéra vagy papiralapon masolatot készithet, adatrgzité rendszerében tdrolhatja. Az ELTE
IK Elektronikus Konyvtar weblapjan taldlhaté digitdlis tartalmak tizletszer felhasznaldsa tilos, valamint a
szerzOk irasbeli hozzdjarulasa nélkiil kizart a digitalis tartalom médositdsa és dtdolgozasa, illetve az ilyen
modon keletkezett szirmazékos anyag tovabbi felhasznéldsa.
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Bevezetés

A konyvben ismertetett programozasi modell megfogalmazdsanak elsédleges célja az
volt, hogy elméleti hatteret adjon a 1épésenkénti finomitds mdédszeréhez — az algorit-
musok és az adatszerkezetek vonatkozdsdban egyarant. [d6kozben ezen sikeriilt jelen-
tésen tdllépni, s a jelenlegi legfontosabb cél a tudatos programozas timogatasa.

Bar a modell eszkozei segitségével a feladat specifikdcidjat helyettesiteni tudjuk
olyan feladatok specifikdcidival, amely feladatok megoldésa esetén a rendelkezésre
all6 matematikai eszkozokkel beldthaté az eredeti feladat megolddsanak helyessége,
nem célunk az automatikus programszintézis, ezért nem fordultunk a formalis eszko-
z0k, modszerek felé.

A programnyelvek, programok vizsgélata, helyességiik bizonyitdsa mar tobb mint
negyven évre nyulik vissza, s6t néhdny fontos eredmény ennél is régebbi. Maga a
programozds is nagyon hamar a vizsgalatok targydvd vélt, mind elméleti, mind gya-
korlati szempontbdl. Itt csak utalunk a reldciés modell szamunkra legfontosabb el6z-
ményeire, és megprébdljuk elhelyezni a véleményiink szerint legjelentésebb irdnyza-
tok kozott.

El6zmények

A Dbemutatott modell négy fontos el6zményre épit. Dijkstra ,,programozasi
diszciplindja”-ra [Dij 76], Hoare tipuskezelésére [Hoa 72], Jackson programtervezési
moddszerére [Jac 75] és Mills matematikai megkozelitésére [Mills 72].

A 60-as években kibontakozd, szoftverkrizisnek nevezett jelenség jelentds lendii-
letet adott a programozdssal kapcsolatos kutatdsoknak. Ezeknek szinte szimb6élumava
valt Dijkstra nevezetes cikke [Dij 68], és a programnyelvek altal a kezdetek 6ta timo-
gatott moduldris programozas mellett vagy inkdbb utdn a strukturalt programozasnak
nevezett irdnyzat kiindul6 pontja lett.

Az altala bevezetett fogalmakra, mddszerekre [Dij 76] nagyon sokan épitettek, igy
a reldciés modelliink is. Szdmunkra legfontosabbak a leggyengébb elbfeltétel, a leve-
zetési szabdlyok, a nemdeterminisztikussdg, az allapottér, a Dikstra dltal haszndlt, bar
Hoare-t6l szarmaz6 [Hoa 72] el6- és utofeltétellel torténd specifikacio.

Habar Dijkstra ebben a konyvében logikai jellegi megoldasokat hasznalt, nem to-

rekedett szigord formalizalasra, ezt rovid id6n beliil nagyon sok cikk és konyv [Gri 81]
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megtette. A formalizalds legtobbszor logikai eszkozokkel tortént, aminek kovetkezté-
ben hattérbe szorult az allapottér fogalma és a leggyengébb elofeltételt predikatum-
transzformatorként kezelték.

JelentSsen befolyasolta a relaciés modelliink kialakitasat Mills [Mills 72] mate-
matikai megkozelitési médja. A programfiiggvény fogalma, a fiiggvény lezartjanak
és a ciklusnak a kapcsolata, a memoria modellezése az, amit els§sorban figyelembe
vettiink. A nemdeterminisztikussag kezelésére kézenfekvé megoldds volt a relaciok
hasznélata.

A programozds problémdinak mads jellegli megkozelitését adta Jackson [Jac 75],
ami a napjainkban félformalisnak nevezett mddszerek egyik 6sének tekinthetd, és a
gyakorlatban sokszor alkalmaztdk. Ezeket a programtervezési modszereket is igye-

Py

keztiink kezelhet6vé tenni a relacidés modellben.

Programozasi paradigmak

A jelenlegi f6 programozdsi iranyzatok két nagy csoportba sorolhatdk. Az egyikbe
tartoznak a formdlis modszerek, amelyeknek az alapja egy-egy formdlis matematikai
diszciplina.

A )\ kalkuluson, illetve annak kiterjesztésein alapul a funkciondlis paradigma. A
nagy megbizhatésagu, bonyolult feladatokat megoldé programok irdnti igény és a ren-
delkezésre 4ll6 erdforrdsok hihetetlen novekedése miatt a funkciondlis megkozelités
mar nem elméleti, hanem elsGsorban gyakorlati jelentSségi.

A logikai alapii programozas (modellezés) — kiilonosen a logika kiilonb6z6 ki-
terjesztései, pl. tempordlis logika kovetkeztében — sok altalanos és specidlis rendszer
keretében jelenik meg.

Figyelemre mélté karriert fut be a B-mddszer [Abr 96], ami Dijkstra és Hoare
emlitett munkdin alapul. Az absztrakt gép fogalmara épiil, és a Zermelo—Fraenkel axi-
omadkon alapulé B nyelvet haszndlja a rendszerkészités minden fazisaban.

A madsik nagy csoportba tartoznak az ugynevezett félformdlis rendszerek. Ezek
altaldban az objektumelvii modellalkotds tdmogatéi, mint pl. az UML, de ide sorol-
hatjuk a tervmintaalapii tervezést [GHJV 95] is, ami a klasszikus eljardskonyvtar al-
taldnositdsanak is tekinthetS. Ezeknek a rendszereknek 1ényeges gyakorlati eleme a
kéd-ujrafelhaszndlds, amit szintén az er&forrds-novekedés tesz lehet&vé.

A relaciés modellt az els6 csoporthoz a levezetés, a masodikhoz a visszavezetés
fogalma kapcsolja.

A legijabb irdnyzatok kozé tartoznak a multiparadigmdlis megkozelitések
[Bud 95], amikor a médszer alapja nem egyetlen absztrahdl6 fogalom, illetve abszt-
rakcids stratégia. Ebbe a csoportba soroljuk relaciés modelliinket is, de mi nem az
eszkozokkel, hanem a mogottiik levé elméleti 6sszefiiggésekkel foglalkozunk.
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Az egyes fejezetekrdl

Az elsd részben Osszefoglaljuk a konyvben felhasznalt legfontosabb matematikai fo-
galmakat, jeloléseket, és bevezetiink a reldciokkal kapcsolatban néhany specidlis fo-
galmat.

A kovetkezd két részben bevezetjiik a reldci6alapi modell alapfogalmait: allapot-
tér, feladat, program, megoldds. Megadjuk a megoldas egy elégséges feltételét, a gya-
korlati szempontbdl is fontos specifikici6 tételét, ehhez felhasznédljuk a valtozé és a
leggyengébb elbfeltétel fogalmat.

A 4. ¢és az 5. fejezetben éltaldnositjuk az eddig bevezetett fogalmakat. E fejezetek
jelent8sége elsdsorban elméleti. Elsd olvasasra kihagyhatdk.

A kovetkez6 harom részben a szokdsos szekvencidlis programkonstrukcidkat ve-
zetjikk be, és megfogalmazunk néhany veliik kapcsolatos, a 1épésenkénti finomitas
szempontjdbodl hasznos tételt.

A 9. fejezet szintén elméleti szempontbdl érdekes, és nem sziikséges a tovdbbiak
megértéséhez.

Ezutdn a programozis legfontosabb fogalmadval, a tipussal foglalkozunk a 10. és
a 11. fejezetben. A tipussal kapcsolatos fogalmak nemcsak fontosak, hanem elég bo-
nyolultak is. Els6 olvasasra nem is kell torekedni alapos megismerésiikre. Célszert az
egész konyv végigolvasdsa utdn visszatérni ezekre a fejezetekre.

A kovetkezd harom fejezetben azt mutatjuk meg, hogyan lehet gyakorlati progra-
mozasi feladatokat megoldani. A 12. fejezetben a levezetési szabdlyok alkalmazdsa-
val, a feladatot 1épésenként finomitva jutunk el a bizonyitottan helyes megoldé prog-
ramhoz. A 13. fejezetben a visszavezetést mutatjuk be, azaz meglévé megoldasokat,
tételeket hasznalunk fel. A 14. fejezetben egy Osszetettebb feladatot oldunk meg kii-
16nb6z6 médokon.

Az utolsé részben a fejezetek végén szerepld feladatok megoldasahoz adunk tt-
mutatét, s6t sok esetben megadunk egy lehetséges megoldast is.

Koszonetnyilvanitas

Ez a konyv az E6tvos Lordnd Tudoményegyetemen a programtervezd matematikusok
szamdra tartott el6addsaim alapjan késziilt. A tobb mint hiisz éve megjelent jegyzethez
képest sok minden valtozott. Ez alatt az id6 alatt sok volt és jelenlegi kollégam vett
részt e targy oktatdsdban, és segitette fejlédését. A husz év alatt tobb ezer hallgatéval
taldlkoztam ezen el6addsok kapcsan, az § negativ és néha pozitiv véleményiik is sok
segitséget jelentett nekem.

Jelenlegi és volt kollégdim: Fekete Istvan, Gregorics Tibor, Horvath Zoltdn,
Konczné Nagy Marta, Kozics Sandor, Kozsik Tamds, Nyékyné Gaizler Judit, Sike
Sandor, Steingart Ferenc, Szaboné Nacsa Rozélia, T6ke Pél, Varga Zoltan, Vargyas
Miklés, Venczel Tibor segitségéért koszonettel tartozom.
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Kiilon koszonom Steingart Ferencnek azt a nagy munkét, amelyet a konyv elsd
elektronikus jegyzet véltozatdnak elkészitésével végzett, nélkiille nem vigtam volna
bele ennek a konyvnek a megirdsédba.

Koszonom Bozsik J6zsef, Kovacs Péter, Risk6 Gergely és Sztupak Szilard Zsolt
hallgat6knak, hogy elkészitették a feladatok megoldasat. Kovdcs Péter, Bozsik Jézsef
segitségével a 15.1.—15.8., Risk6é Gergely a 15.9. és 15.11., Sztupdk Szilard Zsolt a
15.10. rész megoldésait készitette el.

Koszonom Hunyadvari Laszl6 gondos lektori munkdjat, rengeteg hasznos észre-
vételét.

Ajanlas
Ajénlom e konyvet elsdsorban a programtervezd matematikus, programtervezd infor-
matikus hallgatéknak. Ajanlom azoknak is, akik programozassal foglalkoznak, szere-
tik a kihivasokat és nyitottak. Ez a konyv nem konny{i olvasmany és nem is hasznos
ismeretek, receptek gytijteménye, de aki figyelmesen, gondolkodva elolvassa, valdszi-
niileg mas szemmel fogja latni az eddigi munkdjat is.

A jart at biztonsdga helyett ajdnlom a jdratlan it izgalmat és reményét.



1. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a részben bevezetjiik azokat a jeloléseket és alapvet6 definicidkat, amelyeket a
tovabbiakban gyakran fogunk hasznalni. Ezek legnagyobb része ko6zépiskolabdl vagy
bevezetd jellegli matematikai tanulmanyokbo6l ismert.

1.1. Halmazok

El6szor bevezetjilk a matematikdban gyakran hasznalt halmazok jeloléseit.

N — atermészetes szamok halmaza,
Ny — anemnegativ egészek halmaza,
Z  — azegész szdmok halmaza,

L — alogikai értékek halmaza,

() — aziires halmaz.

Szokés a természetes szdmok halmazdba a nulldt is beleérteni, de ebben a konyv-
ben erre kiilon jelolést (Np) hasznalunk.
A halmazokat gyakran vagy az elemeik felsorolasaval

L ::= {igaz, hamis},

vagy egy tulajdonsag megfogalmazéasaval

[a.b] i={z €Z|x>aész <b}

adjuk meg.
Természetesen haszndlni fogjuk a matematikdban megszokott halmazelméleti
miiveleteket )
U — unid,
N — metszet,
\ — kiilonbség
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és relacidkat is

€ — eleme,
C — részhalmaza,
C — valddi része.

Egy H halmaz szdmossdgét | H| jeloli. Azt, hogy egy H halmaz véges, néha igy
is frjuk: |H| < oo.

Egy H halmaz részhalmazainak halmazdt, azaz a hatvanyhalmazat p(H )-val, vé-
ges részhalmazainak halmazat §(H )-val jeloljiik.

1.2. Sorozatok

Ha A egy adott halmaz, akkor az o« = (a1, e, ... ), a; € A egy A-beli véges vagy
végtelen sorozatot jelol.

Az A-beli véges sorozatokat « = {aq, g, ..., ay), a; € A alakban frhatjuk le.
Egy « véges sorozat hosszit |« jeloli.

Az A-beli véges sorozatok halmazat A*-gal, a végtelen sorozatok halmazat A>°-
nel jeloljiikk. Az el6z6 két halmaz unidjaként el6allo A-beli véges vagy végtelen soro-
zatok halmazdra az A** jelolést hasznaljuk.

Egy a € A** sorozat értelmezési tartoméanyat D, -val jeloljiik, és a kovetkezd
halmazt értjiik rajta:

D, = { [1.]al], haa e A*;

N, ha o € A>.
Legyenek al,a?,...,a" 1 € A* és a™ € A**. Ekkor azt a sorozatot, amelyet
az o', a?,...,a" "1, a" sorozatok egymds utdn irdsdval kapunk, a fenti sorozatok
konkatendcidjdnak nevezziik, és kon(at,a?, ..., a" "t a™)-nel jeloljiik.

Egy A**-beli sorozat redukdltjdnak nevezziik azt a sorozatot, amelyet igy kapunk,
hogy az eredeti sorozat minden azonos elemekbdl allé véges részsorozatit a részso-
rozat egyetlen elemével helyettesitjik. Egy o € A** sorozat redukaltjit red(«)-val
jeloljik.

Bevezetjiikk még a 7 fiiggvényt, amely egy véges sorozathoz hozzarendeli annak
utolsé elemét: 7 : A* — A, Va € A*:

T(Q) = -

1.3. Relaciok

Legyenek A és B tetszGleges halmazok, ekkor az

Ax B :={(a,b)|a€ Aésbec B}
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definicidval adott halmaz az A és B halmazok direktszorzata.

Egy R C A x B halmazt bindris reldcidnak neveziink. A tovdbbiakban, ha nem
okoz félreértést, a bindris jelz6t elhagyjuk.

Az R relacid értelmezési tartomdnya:

Dr:={a€ A|3be B:(a,b) € R},
arelacio értékkészlete:

Rru:={beB|Jac A:(a,b) € R},
arelaci6 értéke egy a € A helyen, vagy masképpen a R szerinti képe:

R(a) == {be€ B|(a,b) € R},
egy H C A halmaz R szerinti képe a halmazt alkoté elemek képeinek unidja, azaz
R(H) := | R(h).
heH

Az R C A x B reléciét felfoghatjuk egy nemdeterminisztikus leképezésnek, meg-
feleltetésnek is az A és a B halmaz elemei kozott. Az értelmezési tartomdny jelenti
azokat az A-beli elemeket, amelyekhez hozzarendeliink legalabb egy B-beli elemet.
Hasonléan, az értékkészlet a legaldbb egy elemhez hozzarendelt elemek halmaza.
Az 1.1. dbrdval egy reldci6t szemléltetink. A = {a,b,c,d},B = {1,2,3,4},R =
{(a,1),(a,2),(b,2),(c,3)}. Az a ponthoz hozzé van rendelve az 1 és a 2 is, b-hez

1.1. abra. Relacié szemléltetése

csak a 2, c-hez a 3, d-hez nincs hozzarendelve semmi, €s 4 nincs hozzarendelve sem-
mihez.

Egy a € A elemnek a képe azoknak a B-beli elemeknek a halmaza, amelyeket a
reldci6 hozzdrendel az a-hoz. Egy H halmaz képét az elemek képeinek unidjaval defi-
nialtuk. Ez masképpen gy fogalmazhaté meg, hogy a H képe azokbdl az elemekbdl
all, amelyek legaldbb egy H-beli elemhez hozza vannak rendelve, azaz
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R(H)={be B|3a€H :(a,b) € R}.
Azt mondjuk, hogy egy relaci6 determinisztikus, ha
Va € A:|R(a)] <1.

A determinisztikus reldcidkat masképpen parcidlis fiiggvényeknek hivjuk. Fiiggvény-
nek neveziink egy R reldciét akkor, ha

Vae A:|R(a) =1.

Egy A-bdl B-be képezd f fiiggvényt éltaldban f : A — B-vel, mig egy parci-
alis fuggvényt f € A — B-vel jeloliink. E jelolés haszndlata esetén f(a) nem az
egyelemi halmazt, hanem annak elemét jelenti.

Legyen R C A x B. Ekkor az R(—1) reldci6 az R inverze, ha

RV = {(b,a) € Bx A (a,b) € R}.

Legyen H C B tetszdleges halmaz. H-nak az inverz relci6 szerinti képét, R(—) (H)-
ta [ halmaz R reléci6 szerinti inverz képének nevezziik. A definici6kbdl latszik, hogy

REV(H)={a € A|R(a)N H # 0}.

Fontos megkiilonboztetni az inverz képet a H halmaz R reldcid szerinti dsképétdl,
amelynek a definiciéja a kdvetkezo:

R (H) ::={a € Dg| R(a) C H}.

Az 6skép altaldban nem egyezik meg az inverz képpel, de mindig része annak.
A két kép kapcsolatat mutatja az 1.2. dbra. Megjegyezziik azonban, hogy fiiggvény,
illetve parcidlis fiiggvény esetén a két kép megegyezik.

Legyen PC AXx Bés@Q C A x B.Ha P C Q, P-t Q lesziikitésének nevezziik.
Ha RC A x Bés H C A, akkor

Rly :=RnN(H x B)

R egy lesztikitése, amit ugy is neveziink, hogy R megszoritdsa H-ra.

1.3.1. Miiveletek

A relacidk kozott értelmeziink miveleteket is. Legyen P C A x Bés @ C B x C.
Az R C A x Creldciét a P és @ relaciok kompozicidjdnak nevezzilk, ha

R={(a,c) e AxC|3be B:(a,b) € Pés(b,c) € Q},
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1.2. dbra. Inverz kép és 6skép

és @ o P-vel jeloljiik.

Az S C A x Crelaciét a P és @ relaciok szigorii kompozicidjdnak nevezziik, ha
S={(a,c)e AxC|3e B:(ab) € Pés(bc) e QésPla) CDgy},

és Q ® P-vel jeloljik.

Mint az az 1.3. dbran is lathatd, a kompozicié és a szigori kompozicié altaldban
nem egyezik meg, (as,c3) € @ o P, de nem eleme ) ® P-nek. Konny( belétni, a
szigord kompozicié mindig része a kompoziciénak. Azt sem nehéz belatni, hogy ha

a két reldcid koziil legaldbb az egyik fiiggvény, vagy ha az elsd parcidlis fiiggvény, a
kétféle kompozicié megegyezik.

1.3. dbra. Kompozici6 és szigori kompozici
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Ha R C A x A, akkor azt mondjuk, hogy R homogén relicié. Egy homogén
reldcié 6nmagaval kompondlhat6. Ennek alapjan definidljuk R hatvdnyait:

R? == {(a,a) |a € A},

éshan e N,
R"::= RoR" L.

Az {(a,a) | a € A} reldcidt identitds reldciénak is nevezziik, és id 4-val jeldljiik.
Az R C A x Arelicio lezdrtja az az R C A x A relaci6, amelyre:

(1) Dpui={acA| Bac A® a1 =aésVie N:a;y € R(a;)} és
(2) Va € Dg: R(a) :={be A|3k €Ny : b€ R*(a)ésb ¢ Dg}.

A lezart tehat olyan pontokban van értelmezve, amelyekbdl kiindulva a relaciét
nem lehet végtelen sokszor egymads utdn alkalmazni, és ezekhez a pontokhoz olyan
pontokat rendel, amelyeket igy kapunk, hogy a reldcié véges sokszori alkalmazasaval
kikeriiliink az eredeti reldci6 értelmezési tartomanyabol. Tehat Dr N Ry = () mindig
teljesill, és Va ¢ Dg-ra a € D és R(a) = {a}. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ez a
definicié nem egyezik meg azzal, amit tranzitiv lezdrtnak szoktak nevezni.

Az R C A x Areléci6 korldtos lezdrtja az az R C A x Arelécié, amelyre:

(1) D=u={ac A| 3k, € No: R¥(a) =0} és

(2) Va € Dz R(a) == R(a).

Vegyiik észre, hogy egy relacid lezartja és korlatos lezartja kiilonbozhet. A de-
finicidkbdl l4thatd, hogy ez a kiilonbozdség csak az értelmezési tartomanyok kozott
jelentkezhet. Ennek azonban sziikséges feltétele, hogy egy alkalmas pontbdl kiindulva
a reldcidt ne lehessen végtelen sokszor alkalmazni, de a véges sokszori alkalmazasok
hosszédra ne tudjunk korldtot mondani. Természetesen ez csak akkor lehetséges, ha
végtelen sok véges alkalmazas-sorozatot tudunk a pontbdl inditani. Nézziink erre egy
egyszer( példat: legyen R C Z x Z és

[ {a—=1}, haa>0;
R(a) { N, haa < 0.

Ekkor Z = Dg; # D= = Ny,

1.3.2. Logikai relaciok

Az R C A x L tipusi relacidkat — ahol A tetsz6leges halmaz — logikai reldcicknak
nevezziik. A logikai relacidkra bevezetiink néhany jelolést:
Legyen R C A x L. Ekkor az R igazsdghalmaza:

[R] == R '({igaz}),
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gyenge igazsdghalmaza:
|R) == R"Y({igaz}).

Ha R fiiggvény, akkor az igazsdghalmaz és a gyenge igazsdghalmaz megegyezik.

Legyen H C A, azt az A — L fiiggvényt, amelynek az igazsaghalmaza H, a H
halmaz karakterisztikus fiiggvényének nevezziik, és P(H )-val jeloljiik. A fenti defini-
ci6kbdl kovetkezik, hogy tulajdonképpen mindegy, egy halmaz részhalmazairdl vagy
a halmazon értelmezett logikai fiiggvényekrdl (allitdsokrél) beszEliink-e, hiszen ezek
a fogalmak kolcsonosen egyértelmiien megfelelnek egymasnak.

Gyakran fogjuk haszndlni az azonosan igaz és az azonosan hamis fiiggvényeket:
Igaza : A — Lés [Igaza] = A, Hamisy : A — L és [Hamis,| = 0. Ha nem
okoz félreértést, az A indexet nem frjuk ki.

Legyen RC Ax Aésm:A—1L.Az

R|m = R U{(a,a) € Ax Al|ac€ [r]|\Dr}

relaciot feltételes reldcionak nevezzik, ami a relacié lesziikitése és kiterjesztése a fel-
tétel igazsdghalmazdra, azaz D, = [7].

A tovéabbiakban egy feltételes relacié lezartjat, illetve korlatos lezartjat a relacid
feltételre vonatkozo lezdrtjdnak, illetve feltételre vonatkozo korldtos lezdrtjanak fog-
juk nevezni.

1.4. Direktszorzat

Az el6zbekben definidltuk két halmaz direktszorzatat, most ezt a fogalmat altalanosit-
juk.

Legyenek A;,i € I tetszSleges halmazok, és X = {x |z : [ — U;crA;}, azaz X
az I-t az A;-k unidjaba képez§ fiiggvények halmaza. Ekkor az

X ) )
A= icl Ajn={re X |Viel:z(i)ec A}
halmazt az A;,7 € I halmazok direktszorzatdnak nevezzik.
Az I halmaz gyakran az [1..n] intervallum, ekkor az

A= % A
i=1
jelolést hasznaljuk. Ebben az esetben azt mondhatjuk, hogy a direktszorzat elemei
rendezett n-esek. Az dltaldnos esetben is a direktszorzat elemeit gyakran mint rende-
zett n-eseket adjuk meg, feltételezve, hogy egyértelmiien el tudjuk donteni, hdnyadik
komponens melyik ¢ € I-hez tartozik.

Megjegyezziik, hogy I iires is lehet, ebben az esetben a direktszorzat csak az tires
halmazt tartalmazza.
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HaJ CTés K =1\ J,akkora

X
B= ey A
direktszorzat altere és a
;L X
B= per M

direktszorzat kiegészitd altere A-nak.
A prp : A — B fuggvényt projekcionak nevezziik, ha

Va € A:prp(a) =al;.

Ha J = {j}, a prp fiiggvényt j-edik projekciénak vagy j vdltozénak is nevezziik.

Ertelmezziik a projekciét parokra, sorozatokra és halmazokra is:
pra((a,a2)) == (prp(a1), pr(az))
pre({a1,as,...)) == (prp(a1),prpe(az),...)
pre({ai,az,...}) = {prp(a1)} U{prp(a2)} U...

A pérok vetiilete tehat a komponensek vetiiletébdl 4ll6 par, a sorozat vetiilete egy,
az eredetivel azonos hosszisdgu sorozat, amelynek elemei rendre az eredeti sorozat
elemeinek vetiiletei. A halmaz vetiilete halmaz, de lehet, hogy a vetiilethalmaz eleme-
inek szdma kisebb, mint az eredeti volt, példdul egy végtelen halmaz vetiilete lehet
véges is.

X . . X
. A; direktszorzat ekvivalensa B = . B;
1el jed
direktszorzattal, ha létezik olyan f : I — J kolcsondsen egyértelmid megfeleltetés
(bijekci6), hogy Vi € I : A; = By. Ugy is fogalmazhatunk, hogy az értelme-
z¢€si tartomany elemeinek atnevezésével kapjuk meg A-bél B-t. Konnyd belatni, hogy
valéban ekvivalencia reldciét definidltunk a direktszorzatok kozott.

Azt mondjuk, hogy az A =

1.5. Fiiggvényterek

Ha f,g : A — B fiiggvények és @ egy miivelet B-n, azaz ® : B x B — B, akkor
definidlhatjuk az f @ g : A — B fiiggvényt is, tigy, hogy

Vae A: fdgla) = f(a)® g(a).
Parcialis fiiggvények esetén
Digg={a€ Ala€DsésacDyés(f(a),g(a)) € Dg}.

Az f, g fiiggvények és egy ~ C B x B relaci6 logikai fiiggvényt definidlnak:
f~g:A—Lés

igaz, haa € Dy ésa € Dyés (f(a),g(a)) e~;
hamis egyébként.

VaEA:fwg(a){
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Az igy kapott logikai fiiggvényekre a fentebb definidlt médon alkalmazhatjuk a
szokasos logikai miiveleteket: A, V, —, =, =. Megjegyezziik, hogy a definiciébol rog-
ton adédnak a kovetkez6 Osszefiiggések. Legyen p, g : A — L, ekkor:

[pAql =TplNTql,
[pVql=IplUldql,
[—p] = A\ [p],
[p—ql = (A\[p])UTql].
A p = q jelolést, ha nem okoz félreértést az p = q értelmében is hasznaljuk.
[p=q]=TIpIN[glU[=p] N [~q].

Az implik4cid jelolésére gyakran haszndljdk a = jelet a — helyett, mi az el6bbit a
,.kovetkezik” reldcié jelolésére haszndljuk, azaz

p=q<[pl Clql.
Megjegyezzik, hogy p = q és p — g = Igaz ugyanazt jelenti.
AV és a 7 jeleket eddig is haszndlatuk mint a ,,minden” és ,létezik” szavak ro-
viditéseit. A fenti logikai kifejezések esetén Vi € I : --- jelentése A, ,---, és

JieI:--- jelentése \/,.,---.Hal =0, \,c;--- azonosan igaz, \/,c;--- pe-
dig azonosan hamis.

1.6. Példak

1.1. példa: frjuk felaz Ax B, Ax C, (Ax B) x C, és A x B x C halmazok elemeit,
ha A = {0’ 1}’B = {1a2a3}a0 = {p7Q}!
Megoldas:

1.2. példa: Legyen R C {1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5}.
R = {(17 2)’ (174)7 (2a 1)’ (374)a (3,3)7 (3a 5)’ (47 5)}

a) Mi a reldci6 értelmezési tartomanya és értékkészlete?
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b) Determinisztikus-e, illetve fiiggvény-e a relacié?

¢) Mi R 0., 2. hatvdnya, mi R inverze?

d) Mi a {4, 5} halmaz inverz képe, illetve Gsképe?

e) Hany eleme van R értékkészlete hatvanyhalmazanak?

Megoldas:

a) DR = {1327374}’
Rr=1{1,2,3,4,5).

b) A reldcié nem determinisztikus, ugyanis pl. |[R(1)| = 2! Mivel a reldcié nem de-
terminisztikus, fiiggvény sem lehet.

¢) Areldci6 0. hatvdnya az identikus leképezés, azaz:
R ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (5,5)}.

Mivel R? = Ro R, azt kell megvizsgalnunk, hogy mely pontokbdl hogyan lehet a
relaciét egymds utdn kétszer alkalmazni:

(1,2) — (2,1)
(1,4) — (4,5)
(2,1) — (1,2)
(2,1) — (1,4
(3,4) — (4,5)
3,3) — (3,4)
(3,3) — (3,3)
(3,3) — (3,5)

A fenti tdblazat alapjan:
R? = {(1’ 1)) (17 5)’ (2a 2)7 (27 4)7 (37 5)7 (37 4)7 (37 3)}
R(=1) a relacié6 inverzének definiciGja alapjan:

R = {(27 1)7 (4a 1)7 (17 2)7 (47 3)a (373)7 (5v 3)» (574)}'

d) Irjuk fel, hogy mit rendel a reldcié az értelmezési tartomany egyes pontjaihoz:

R(1) {2,4}
R(2) = {1}
R(3) = {3,4,5}
R(4) = {5}
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Az inverz kép definici6ja alapjan:
RV ({4,5}) = {1,3,4}.
Az 6skép definicidja alapjan:
R™'({4,5}) = {4}.

&) lp(Rp)| = 2IRal = 25 = 32,

1.3. példa: Megadhat6-e valamilyen Osszefiiggés egy H halmaz inverz képének képe
és a H halmaz kozott?
Megoldas:

Legyen R C A x B, H C B. Ekkor

R(RCV(H)) = R({facA|R(a)NH #0}) =

= U R(a).

R(a)NH#D

Vegyiik észre, hogy altalanos esetben nem tudunk mondani semmit a két halmaz vi-
szonyardl, ugyanis

1. ha H € Ry, akkor H € R(R"YV(H)), és
2. hada € RCY(H) : R(a) € H, akkor R(RV (H)) ¢ H.

Tekintsiik e fenti esetet egy egyszerdi példan: Legyen A = B = {1,2,3}, R =
{(1,1),(1,2)}. Ekkor H = {2,3} esetén R(R("V(H)) = {1,2}, azaz egyik iri-
nyu tartalmazds sem all fenn.

1.4. példa: Legyen R C A x B, P,Q C B. Hogyan lehetne jellemezni az
R™Y(PUQ)ésaz R~ (PNQ) halmazt az R~ (P) és R~*(Q) halmaz segitségével?
Megoldas:

R PUQ) = {a€Dr|R(a)C (PUQ)}
{a € D | R(a) CP}U{a € Dgr| R(a) CQ}.

I

A masik irdnyd tartalmazds azonban nem 4ll fenn, ugyanis lehet olyan a € Dg,
amelyre

R(a) Z P, és R(a) £ Q, de R(a) C PUQ.

Nézziik ezt egy példan: Legyen A = B = {1,2}, R = {(1,1),(1,2)}, P = {1},
Q = {2}. Ekkor R~1(P) és R~1(Q) iires, de R~ (PU Q) = {1}.
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Vizsgaljuk most meg a metszetet!
RTY(PNQ) = {a€Dr|R(a) S (PNQ)}

{a € D | R(a) CP}N{a€Dr|R(a) CQ}
RTY(P)NR™Y(Q).

Tehat bebizonyitottuk, hogy két tetszéleges halmaz metszetének 6sképe egyenld a két
halmaz 6sképének metszetével.

1.5. példa: Legyenek F' C A x B,G C B x C. Igaz-e, hogy
(GoF)D = p-D o =17
Megoldas:

(GoF)=D

{(c,a) eCx A|Tbe B:(a,b) € Fés(bc) € G}
= {(c,a)eCxA|Tbe B: (ba) e FYés (¢,b) € GV}
FED o@D

1.6. példa: Legyenek F' C A x B,G C B x C. Igaz-e, hogy
YWWCC:(GoF) (Y)=FYGHY))?

Megoldas: A szigori kompozicié definiciéjabél azonnal adddik, hogy ha a € A és
a € Dgor, akkor G © F(a) = G(F(a)), ezt felhasznélva:

(GOF)™Y) = {a€A|la€Drogés (GO F)(a) CY}
= {a€A|la€eDrésFla) CDsésG(F(a)) CY}
= {acA|lacDrésF(a) C{beB|beDgésG(b) CY}}
F7HGTH(Y).

1.7.példa: W = Ny x Nox N3.w € W**,ahol N; =N (i =1,2,3). a1 = (1,1,1).
Az « sorozat tovabbi elemeit gy kapjuk meg, hogy a pontok koordinatdit az elsd
koordindtdval kezdve ciklikusan 1-gyel noveljik. red(pry, « ns (@) =?
Megoldas:

Irjuk fel el&szor a sorozat elsé néhdny tagjat:

a=((1,1,1),(2,1,1),(2,2,1),(2,2,2),(3,2,2),(3,3,2) .. .)
Az « sorozat projekcidja Ny x Ns-ra:

PTNyxNs (a) = <(17 1)1 (27 1)7 (23 1)7 (27 2)7 (37 2)7 (3’ 2) .- >
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A fenti sorozat redukaltja:

red(pry, xn, (@) = ((1,1),(2,1),(2,2),(3,2)...)

A fentiekbdl jol 14that6, hogy a redukcié pontosan azokat az elemeket hagyja ki a soro-
zatbol, amelyekben a ndvelés a mdsodik komponensben tortént, igy az eredménysoro-
zat elemeit is a koordindtdk ciklikus eggyel novelésével kapjuk meg, az (1, 1) pontbdl
kiindulva.

1.8. példa: Legyen A = {1,2,3,4,5} és R C A x A.

R ={(1,2),(1,4),(2,1),(3,4),(3,3),(3,5),(4,5) }. Mi lesz R lezartja és korldtos
lezértja?

Megoldas:

Mivel Dr = {1,2, 3,4}, azt kell csak megvizsgélni, hogy honnan jutunk el biz-
tosan a reldcié ismételt alkalmazdsdval 5-be. R(1) = {2,4} és R(2) = {1}, ezért
1,2 ¢ Dy, a 3 sem, mert a 3-bol akdrhanyszor eljuthatunk 3-ba, 4-bdl egy 1épésben,
5-bdl nulla 1épésben jutunk 5-be. Tehdt R = {(4,5), (5,5)} és R = R.

1.9.példa: A = {1,2,3,4,5}, R C AxA. R ={(1,2),(1,5),(2,5),(3,2), (3,4), (5,2)}.
[7] = {1,2,3,4}. Irjuk fel a relaci6 feltételre vonatkozo lezértjat! Megoldas:

Rlr = {(1,2),(1,5),(2,5),(3,2),(3,4),(4,4)}. Az (5,2) kimaradt a sziikités
miatt, a (4, 4) pedig bekeriilt a bdvités miatt. R|m = {(1,5), (2,5), (5,5)}.

1.10. példa: Van-e olyan nem iires reldcio és 7 feltétel, hogy a reldcid lezartja tires
halmaz, és a 7 feltételre vonatkoz6 lezartja azonos a relacioval?
Megoldas:

Legyen A tetsz6leges halmaz. Nyilvan idy = 0. Ha 7 = Hamuis, ida|lm = 0,
aminek a lezartja id 4.

1.11. példa: R C Ny x No.

| {a—2}, haa > 1;
R(“)_{ {2 |keN}, haa=1.

Mi az R relécio lezdrtja és korlatos lezértja?
Megoldas:

Dr = N. Minden a-hoz, ha a pdros, a reldcié a/2 1épésben hozzérendeli a 0-t
és csak azt, ha pedig pdratlan, az 1-et, aminek a képe az Osszes pdros kettShatvany.
A kettShatvanyokbél, mivel mind péros, az R ismételt alkalmazasa 0-ba vezet. Tehat
Dz = N, és természetesen Va € Ny : R(a) = {0}.

Mivel nincs fels6 korlatja a kettShatvanyoknak, ezért Dﬁ nem tartalmazza a pa-
ratlan szdmokat.

Megjegyezziik, hogy ha a feladatban {2% | k € N} helyett {2* | k € Ny} szere-
pelne, D sem tartalmaznd a pdratlan szdmokat.
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1.7. Feladatok

1.1.

1.2.

1.3.
14.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.
1.12.

Legalébb, illetve legfeljebb hany eleme van egy m elemii és egy n elem{ halmaz

— metszetének; — egyesitésének;
— Descartes-szorzatanak; — kiilonbségének?

Bizonyitsa be, hogy H C A x B esetén

— (V(a,b),(c,d) € H: (a,d) € H) & OK CA: ILC B: H =
K x L);

— ha H nem iires, akkor K és L egyértelmd.
R C A x B. Mivel egyenls R~(B)?

R=A{((z,y), (@+y,y)) |z,y e N}.Mia H = {(a,b) [ a,b € Nés a+b < 5}
halmaz inverz képe, illetve sképe?

R={((z,y),(z+y,y) |2,y € N} U{((z,y),(z —y,y)) |2,y € N}. Mia
H = {(a,b) | a,b € Nés a+ b < 5} halmaz inverz képe, illetve Gsképe?

R = {((z,y),(f(z,y),y)) | z,y € N}, ahol f : NxN — N.Mia H =
{(a,b) | a,b € Nésa+ b < 5} halmaz Gsképe, illetve inverz képe?

R C A x B,Q C B. Van-e valamilyen dsszefiiggés az R~ (B \ Q) halmaz és
az A\ R~!(Q) halmaz kozott?

Készitsen olyan nem iires relaciét, amelyre igaz, hogy értékkészlete minden
valédi részhalmazéanak 6sképe iires halmaz!

Legyen ;G C N x N, Y ={1,2}. F = {(a,b) | blaésb#1ésb+#a}.
G = {(a,b) | 2]a és a = 2b}.

GoF =? GoOF ="
FEY oG =2 PYHGY(Y)) =2
(GoF)Y(Y)=? (GoF)V =?

Legyen A = {1,2,3,4,5}, RC AxA, R = {(1,2),(1,4), (2,1), (3,4), (3,3),
(3,5),(4,5)}, f € Ax Lés f = {(1,i),(2,9), (3,4), (4, ), (5,9)}. Mi f,

illetve (f o R) igazsdghalmaza és gyenge igazsdghalmaza?
R,Q C A x A.lIgaze, hogy (R® Q)" = Q=D o R

F C Ax B,G C B xC.lIgaze, hogy VY C C : (Go F)"Y(Y) =
F~1(G71(Y)). Igaz-e az dllitds, ha G vagy F fiiggvény?
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1.13.

1.14.

1.15.

1.16.
1.17.
1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

F C AxB,G C B xC.Igaz-e,hogy (Go F)=Y = F(-1) 0 G-V Igaz-e
az allitas, ha G vagy F fiiggvény?

Mi az Osszefiiggés két relaci6 kompozicidjanak értelmezési tartomdnya és
ugyanezen két relacio szigoru értelemben vett kompozicidjanak értelmezési tar-
tomdnya kozott?

Készitsen olyan nem iires R relaciét és f logikai fiiggvényt, hogy f o R igaz-
sdghalmaza tires legyen!

R C A x A.lgaz-e, hogy (R(-1)% = (R?)(=1)?
R C Ax A.lgaz-e,hogy VH C A: R-Y(R™Y(H)) = (R?>)"1(H)?
P,Q CNxN.Q={(a,b)|2|aés b|aés bprim}.

a) P={(a,b)|blaésb#1ésb+#a}
b) P ={(a,b) | bla}

Adjamega QY. Qo P és Q ® P-trelaciot!
HCAXxB,GCBxC,F CC x D.lIgazak-e az alabbi allitdsok?

a) Haa € Dgog N Deen,akkor Go H(a) =G © H(a).
b) Dgorn € Dgon-
¢) YMaeDy:|H(a)|=1)=GoH=G0oH.
d Do =B=GoH=G0oH.
Asszociativitdas: H C A x B,G C Bx C,F C C x D. Igazak-e:
(FoG)oH = Fo(GoH),
(FOGQ)OH = Fo(GoH)?

Legyen @, R, S C A x A, és vezessiik be az aldbbi jelolést: ha X C A x A
tetsz6leges relacid, akkor X komplementere:

X ={(a,b) e Ax A|(a,b) & X}.

Igaz-e, hogy PR
QORCS+=Q"VeoSCR?

Igaz-e a fenti allitds nemszigord kompozicié esetén?
Legyen @Q, R, S C A x A. Igaz-e, hogy

RCS = ROQCSOQ,
RCS = QORCQOS?
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1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

Legyen R és () két relaci6 a természetes szamok halmazan. R egy természetes
szamhoz rendeli onmagat és a kétszeresét, () egy paros természetes szimhoz a
felét.

a) Irja fel a két relciot, és addja meg az értelmezési tartomanyukat!

b) frja fel az R relacié k. hatvanyat (k > 1) és ennek az értelmezési tartoma-
nyét!

¢) Irjafel a Q o R reldciét és annak értelmezési tartomanyat!

d) F = Q® R.Irjafel az F relaciét és az értelmezési tartomanyit!
F CAxB,GC B x(C.Igaz-e, hogy:

a) Dgor = F~'(Da),

b) Dgor = F_l(Dg)?

P C Ny xNg. P={(a,b)| blaésb # 1ésb # a}. Milesz P lezartja és
korlatos lezartja?

RCNXxN.R={(a,b)| blaésb#1ésb#a}. [n]={z|FkecNy:z=
2F1 Trjuk fel az R|, relaciét, lezértjat és korlatos lezartjat!

Adjunk példat olyan nem iires reldcidra, amelynek lezdrtja iires halmaz, és van
olyan 7 feltétel, hogy a relacié feltételre vonatkozé lezartjanak értelmezési tar-
tomdnya megegyezik az eredeti relacié értelmezési tartomanyaval!

R C A x A. Tegyiik fel, hogy az R értelmezési tartomdnya egyenl$ az R értel-
mezési tartomdnyanak R-re vonatkozé &sképével. Mit mondhatunk R lezartja-
rol?

RQN()XN().

| {a-3}, haa > 2;
R(“)_{ (3k|keN}, haa=1.

Mi az R relécid lezartja és korlatos lezartja?

R C N x N. Az R relacié minden Osszetett szimhoz a legnagyobb valddi osz-
tojat rendeli. Legyen g

a) egy rogzitett dsszetett természetes szam,

b) egy rogzitett primszam.

Legyen [P,] = {a € N|Jk € N:a = ¢*}. Mi lesz az R reléci6 P, feltételre
vonatkozé lezartjanak értelmezési tartomanya?
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1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

R - No X No.
{b|3Fk eNp: b=2k+ 1}, hax # 0 és x paros;
) {z—T}, ha z > 7 és x pdratlan;
R(z) = {0}, haz =1,
{7}, hax = 0.

Mi lesz R lezartja és korlatos lezartja?

R legyen az 1.29. feladatban adott reldcié. [7] = {k € N |2 fk}. Adja meg az
R|7 reldcidt, lezértjat és korldtos lezartjat!

Igazak-e az aldbbi allitdsok?
a) Haa € Dy N D, akkor R(a) = E(a).
b) D= C Dg.
¢) Haaz A halmaz véges és R C A x A, akkor R = R
d) Ha A megszamlalhatéan végtelen, R C A x A, és
Va€ A: (3n(a) €Ng: |R(a)| < nla)) = R=R.
Legyen R C Ny x Np.

R(z) = {b]b > 06sb < xés2|b}, hax pdratlan;
= {z —1}, ha z péros;

[7] = {z € N|2|z}. Mi az R reldci6 = feltételre vonatkozo lezértja és korldtos
lezartja?

Legfeljebb, illetve legalabb milyen hosszi egy m €s egy n hosszisigu sorozat
redukaltjdnak konkatendcidja, illetve konkatendcidjanak redukaltja?

Igaz-e, hogy egy « sorozat redukdltjdnak projekcidja ugyanolyan hosszd, mint
az « sorozat redukaltja?

Igaz-e, hogy egy a sorozat projekciéjanak redukéltja ugyanolyan hosszd, mint
az « sorozat redukaltja?

Legyen A = N; X Ny X N3 X Ny, B= Ny x Ny,ahol N; =N (i € [1..4]).

a = {((1,1,1,1),(1,2,1,1),(1,2,3,1),(1,2,3,4),
(5,2,3,4),(5,7,3,4),(5,7,10,4), (5, 7,10, 14),...)

a) prp(a) =?
b) red(prg(a)) =?






2. fejezet

A programozas alapfogalmai

Ebben a fejezetben a programozds legfontosabb alapfogalmait vezetjiik be. Nagyon
fontos szempont, hogy figyelmiinket nem a programok tulajdonsigainak vizsgalatara,
hanem a programok el6allitasara forditjuk. Ezért feltessziik a kérdést, miért is frunk
programot? Az erre a kérdésre adott vilasz meghatdrozza gondolkoddsunk irdnyat. A
valaszunk az, hogy azért, mert van valami megoldandé feladatunk, problémank. Tehat
a gondolkoddsunk kiindul6 pontja az, hogy kell lennie valaminek, amit feladatnak
hivunk, s ez a feladat hatdrozza meg az elérendd célt.

A gyakorlatban nagyon sokféle feladat van. Mi benniik a k6z6s? Ez a kérdés is
tobbféleképpen kozelithetd meg. A mi megkozelitésiink szerint a feladat lényege az,
hogy meghatarozzuk, milyen allapotban vagyunk és milyen allapotba akarunk jutni.
Az, hogy mik az allapotok, a konkrét problématdl fiigg. Péld4ul, ha egy autdt akarunk
egy hosszabb ttra felkésziteni, az 4llapotét jellemezheti az, hogy mennyi a tankban a
benzin, mennyi az ablakmosé folyadék, mekkora a nyomads a kerekekben, miikodik-e
az irdnyjelzd és igy tovabb. A lényeg az, hogy van a rendszernek valahany jellemzdje,
ezen jellemzdk lehetséges értékei egy-egy halmazt alkotnak. Egy ilyen halmaz allhat
a mennyiséget kifejezd szamokbdl, lehet akér a { mikddik, nem mitkédik} halmaz is.

Ha mindegyik jellemzé lehetséges értékeinek halmazabol valasztunk egy-egy ér-
téket megkapjuk az auté egy lehetséges allapotat. Mar csak az hidnyzik, hogy észre-
vegylik, a lehetséges allapotok halmaza matematikailag egy direktszorzat.

2.1. Az allapottér fogalma

Az els6ként bevezetendd absztrakt fogalom a fent emlitett lehetséges dllapotok hal-
maza.

2.1. DEFINICIO: ALLAPOTTER
Legyen I egy véges halmaz és legyenek A;, i € I tetsz6leges véges vagy meg-
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szamlélhatd, nem iires halmazok. Ekkor az A = ; : I A; halmazt dllapottér-

nek, az A; halmazokat pedig tipusértékhalmazoknak nevezzik.

Amikor egy modellt készitiink, el kell donteniink, hogy a val6sdg mely részét ki-
vanjuk modellezni, és melyek azok a jellemzdk — és milyen értékeket vehetnek fel —,
amelyeket a modelliinkben figyelembe akarunk venni.

Az allapottér fenti definicijdban az egyes komponenseket tekintsiik ugy, mint
egyes jellemzdk lehetséges értékeinek halmazat. A tipusértékhalmaz elnevezés arra
utal, hogy ezek a halmazok bizonyos k6zos tulajdonsdggal rendelkezé elemekbdl all-
nak. A késébbiekben majd kitériink arra is, hogy ez a kozos tulajdonsag mit is jelent.
Mivel a jellemzdk értékhalmaza lehet azonos, az allapottér komponensei kozott egy
halmaz t6bbszor is szerepelhet.

Kikotottiik, hogy az éllapottérnek csak véges sok komponense legyen. Lehetne
altaldnosabb definiciét is adni igy, hogy nem kétjiik ki az I halmaz végességét, ekkor
a fent definialt allapotteret az dltalanositott allapottér egy (véges) nézetének nevezziik.

Az, hogy a komponensek legfeljebb megszamlalhatok, azt is jelenti, hogy a kom-
ponensek kozott nem szerepelhet pl. a valds szamok halmaza. Természetesen ettdl
még egy tipusértékhalmaz tartalmazhatja akdr v/2-tis. Az {x | In € N : z = \/n}
lehet allapottér-komponens.

2.2. A feladat

Az allapottér fogalmanak segitségével konnyen megfogalmazhatjuk, hogy mit értiink
feladaton. Azt kell megfogalmaznunk, hogy egy adott dllapotbdl (azaz az dllapottér
egy elemébdl, pontjabol) milyen dllapotba (azaz az allapottér mely pontjaba) akarunk
eljutni.

2.2. DEFINICIO: FELADAT
Feladatnak neveziink egy F' C A x A reléciot.

A feladat fenti definici6ja természetes médon adddik abbdl, hogy a feladatot egy
leképezésnek tekintjiik az allapottéren, és az allapottér minden pontjara megmondjuk,
hova kell bel6le eljutni, ha egyaltalan el kell jutni bel6le valahova.

Az, hogy egy feladatnak mi lesz az dllapottere, természetesen magatdl a feladattdl
fligg, &m még a feladat ismeretében sem egyértelmd. Példaul egy pont sikbeli koordi-
natdit megadhatjuk derékszogli koordinata-rendszerben, de megadhatjuk polarkoordi-
nétakkal is.

Mégis, az, hogy mit vdlasztunk allapottérnek, nagyon fontos, hiszen meghaté-
rozza, hogy a tovabbiakban mit és hogyan tudunk lefrni. Ha til kevés jellemz&t vizsga-
lunk — azaz az allapottér til kevés komponensbdl all —, akkor lehetnek olyan fogalmak,
amelyeket nem tudunk benne leirni, ha til sok a komponens, akkor foloslegesen til
bonyolult lesz a modell.
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Tekintsiik azt az egyszer(i feladatot, hogy 6ssze kell adni két természetes szamot.
Az allapotteret elég kézenfekvé mdédon harom komponensiinek vélaszthatjuk. A ha-
rom komponens a két osszeadando és az Osszeg. Tehat A = N x N x N, s a feladat

F={((a,b,¢),(z,y,2)) e Ax Ala+b=z},

vagy
G ={((a,b,¢),(x,y,2)) EAx A|lb=xésc=yésa+b=z}.

A két feladat nem azonos, bar mindkett két természetes szam 6sszegérdl szol. A
kiilonbség koztiik az, hogy az F' feladat nem mond semmit arrél, mi legyen az 6ssze-
adanddkkal, a G pedig kikdti, hogy maradjanak véltozatlanok.
Felvetddik, hogy nem lenne elég a két komponensi allapottér is? Legyen A =
N x Nés
H={((a,b),(z,y)) e Ax Ala+b=x}.

Ezt a feladatot azonban nem dgy interpretdlndnk, hogy ,,adjunk 6ssze két természetes
szamot”, hanem ugy, hogy ,,ndveljiink meg egy természetes szamot egy természetes
szdmmal”.

Megjegyezziik, gyakran fogalmaznak meg feladatot dgynevezett ,,input-output”
modellben is, azaz milyen bemend adatokhoz milyen kimend adatokat rendeliink. Ez
a szétvdlasztds az I és a G feladat esetében nem okozna gondot, de a H-hoz hasonldé
feladatok esetében mar problémads lehetne, nem is beszélve a bevezetSben emlitett
autos feladatrél. Az allapotér modell igazi eldnyeit a késébbiekben még tapasztalni
fogjuk.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a definicid szerint a feladat reldcid, azaz 4ltaldban
nem determinisztikus, példdul G és H. A nemdeterminisztikussdg azonban még ,.ér-
demibb” is lehet. Legyen a feladat a kovetkezé: hatarozzuk meg egy természetes szam
egy val6di osztdjat (a szam megvaltoztatdsa nélkiil)! Ebben az esetben A = N x N és

F={((a,b),(z,y) e Ax Ala=zésylrész £yésy #1}.

Példdul (6,5) pont F' szerinti képe {(6,2), (6,3)}. A 6-nak 2 is, meg 3 is valdi osz-
t6ja, azaz |F'(6,5)] = 2.

Nagyon fontos, hogy pontosan lassuk a kiilonbséget az el6z6 feladat és a kovet-
kez6 kozott: hatarozzuk meg egy természetes szam Osszes valodi osztdjat! Ebben az
esetben az allapottér is mds lesz, hiszen egy természetes szam Osszes valodi osztdja
nem egy szdm, hanem egy halmaz. Tehat A =N x G, ahol §azN véges részhalma-
zainak halmaza.

G={((a,b),(z,y) €A x A |a=zésy={neN|njzész#nésn#1}}.

Most |G(6,{5})| = 1 és G(6,{5}) = {(6,{2,3})}.
Megjegyezziik még, hogy Dy # A, példdul (5,5) ¢ Dp, de Dg = A', példaul
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2.3. A program

Amikor a program fogalmdt igyeksziink tisztdzni, a szamitogépen futé programokra és
az altaluk megvalodsitott algoritmusokra figyeliink. Ha egy szdmitégépen egy program
fut”, az abban jelentkezik, hogy a szdmit6gép memdridjanak tartalma folyamatosan
valtozik. Itt most a ,,memoriat” altalanosan értelmezziik, beleértiink a sztiken vett me-
moridtdl a regisztereken keresztiil a képerny8ig mindent, ami informéciét hordoz.

Egy program jellemz6 tulajdonsaga, hogy ,.miikodik”, azaz idében dinamikus fo-
lyamat. A dinamikus rendszerek altaldban nehezebben kezelhetdk, vizsgalhatok, mint
a statikusak. Ezért arra gondolunk, lehet-e helyettesiteni egy dinamikus folyamatot
egy statikus modellel?

Tekintsiik példdul az alabbi — a programozastdl igazdn messze esé — problémat.
Adott egy kémiai kisérlet, amely til gyorsan jatszédik le ahhoz, hogy az ember ponto-
san regisztrdlni tudja az egymas utdni eseményeket. Ez a programfutdshoz hasonl6an
egy id6ben dinamikusan lejatszodo folyamat. Hogyan kovethetd nyomon mégis a ki-
sérlet? Példaul gy, hogy a kisérletet filmre vessziik, és a tovabbiakban a képkockdk
dltal rogzitett statikus dllapotokat vizsgaljuk. Igy az idében valtozé folyamatot egy
statikus allapotsorozattal irjuk le.

A fenti példa szemléletesen mutatja, hogyan adhatunk statikus modellt egy dina-
mikus folyamat leirdsara.

A program definici6jdban a program id6beni futasanak jellemzésére az el6bbi pél-
déval analég médon vezetiink be egy statikus modellt: a futdst dllapottérbeli soroza-
tokkal {rjuk le. Ahogy a program futdsa sordn a memoriatartalom valtozik, dgy jutunk
az allapottér Gjabb €s djabb pontjaiba, igy ezeket a pontokat egy sorozatba fiizve va-
16jaban , filmre vessziik” a programfutast.

2.3. DEFINICIO: PROGRAM
Programnak nevezziik az S C A x A** relaciét, ha
. Dg = A,
2. Va € Rg : a = red(a),
3. Vae A:Va € S(a) : |a] #08s a; = a.

A fenti definicioval a ,,mlikodés” fogalmat akarjuk absztrakt médon megfogal-
mazni, ez magyardzza a sorozatokra vonatkozé kikotéseket. Az elsd tulajdonsag azt
jelenti, hogy a program az dllapottér minden pontjdhoz hozzirendel legaldbb egy so-
rozatot, azaz a program minden pontban ,,csindl” valamit. A ,,rosszul miikodést” is a
miikodéssel, azaz valamilyen tulajdonsagu sorozattal, sorozatokkal irjuk le.

A masodik tulajdonsag azt fejezi ki, hogy a program értékkészlete olyan soroza-
tokbdl all, amelyekben nem szerepel egymds utdn ugyanaz az elem. Egész pontosan,
ha ez mégis el6fordul, akkor ez az elem ismétlddik végtelen sokszor. A miikodés ab-
ban nyilvdnul meg, hogy megvéltozik az 4llapot, vagy ha mégsem, az az abnormalis
miikodés jele. Emlékeztetiink arra, hogy az allapottér komponensei kozott minden
el6fordul, tehdt ha barmi is torténik, az mds allapotérbeli pontot jelent. Az, hogy az
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allapottér egy pontjahoz a program végtelen sorozatot rendel, azt jelenti, hogy a prog-
ram futdsa nem fejezddik be.

A harmadik tulajdonsag csak annyit jelent, hogy a sorozat a miikodés teljes torté-
netét leirja, beleértve a kiindulé allapotot is, ezért azt, hogy egy program egy pontbodl
elinditva nem csindl semmit, egy ebbdl az egy pontbdl all6, egy hosszisagu sorozat
jellemzi.

A programot is reldcioként definidltuk, vagyis egy-egy allapottérbeli ponthoz tobb
sorozat is hozz4 lehet rendelve, azaz a miikodés nemdeterminisztikus. Ez els6 pillan-
tasra talan meglepd, valdjaban természetes. Természetes akkor is, ha szamit6gépen,
szamitégéprendszeren futé programra gondolunk, hiszen egy program sok procesz-
szorbdl, sok, akdr egymdstdl nagy tdvolsigban levé komponensbdl allé rendszeren
fut. De természetes akkor is, ha figyelembe vessziik, hogy a program-fogalom nem-
csak a gépen futd program, hanem az algoritmus absztrakcidja is, amelyeknek lehet-
nek ,,nyitva” hagyott részei is.

2.4. A programfiiggvény

Most visszatériink a fejezet elején szerepld autds példdhoz. A feladat az volt, hogy
készitsiik fel az autét egy hosszabb ttra. Attdl fiiggben, hogy az auté milyen allapot-
ban van, azaz a jellemz6i milyen értékekkel rendelkeznek: mennyi benne a benzin,
mekkora a nyomds a kerekekben, miikodik-e az irdnyjelz, tevékenységek sorozatat
hajtjuk végre, felpumpaljuk a kerekeket, kicseréliink egy izzét és igy tovabb, 1épésrdl
1épésre valtozik az allapot, miikodik a program. Ha végiil olyan dllapotba jut az autd,
hogy most mar nyugodtan el lehet vele indulni egy hosszabb ttra, akkor a program
megoldotta a feladatot.

Ahhoz, hogy egy program és egy feladat viszonyat megvizsgaljuk, elegendd, ha a
programrdl tudjuk, hogy az dllapottér egy adott pontjabol kiindulva az allapottér mely
pontjaba jut, mert a megoldas szempontjabol a kozbiilsé dllapotok 1ényegtelenek.

Az elébbiek miatt bevezetjiik a programfiiggvény fogalmat, amely a program fu-
tasdnak eredményét jellemzi.

2.4. DEFINiCIO: PROGRAMFUGGVENY
A p(S) C A x Areldcié az S C A x A** program programfiiggvénye, ha
1. Dp(S) = {a cA ‘ S(a) - A*},
2. p(S)(a) ={be A|Ja € S(a) : T(cx) = b}.

Az els6 kovetelmény azt fogalmazza meg, hogy csak azokban a pontokban van
értelme azt vizsgalni, hogy hova jut egy program, ahonnan kiindulva a program nem
»szall el”. A masodik pont értelemszertien azt irja le, hogy ahova a program eljut, az
a sorozat utolso eleme.
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Ha két program programfiiggvénye megegyezik, az azt jelenti, hogy a két program
miikodésének eredménye ugyanaz. Ezért mondjuk ebben az esetben azt, hogy a két
program ekvivalens.

A programfiiggvény elnevezés megtévesztS lehet, hiszen egy program program-
fuiggvénye nem feltétleniil fiiggvény, st az sem biztos, hogy determinisztikus relacié
(parcidlis fiiggvény). Jobban kifejezi a fogalom tartalmat a hatdsreldcio elnevezés.
Mindkett6t hasznélni fogjuk.

Megjegyezziik, hogy a programfiiggvényen tul természetesen vannak a program-
nak olyan jellemz6i, melyek a program mindségére vonatkoznak, és ezek szempont-
jabol egyaltalan nem mindegy, hogy a program hogyan oldja meg a feladatot (ilyen
lehet példaul a hatékonysdg, a program id6- és tarigénye), de a tovdbbiakban ezekkel
egyel6re nem foglalkozunk.

2.5. Megoldas

Fontos, hogy a programfiiggvény ugyanolyan tipusi reldcié, mint a feladat volt. Igy
tehdt a programfiiggvény fogalmanak bevezetésével lehetéségiink nyilik arra, hogy
kapcsolatot teremtsiink egy adott feladat és egy adott program kozott. Természetesen
ennek a kapcsolatnak azt kell leirnia, hogy mikor mondjuk egy programrdl azt, hogy
megold egy adott feladatot.

2.5. DEFINICIO: MEGOLDAS
Azt mondjuk, hogy az S program megoldja az F feladatot, ha
1. Dr C Dy(s)s
2. VYa € Dr : p(S)(a) C F(a).

2.1. abra. Megoldas
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Ezzel a definicidval végiil is azt kivanjuk meg, hogy az dllapottér olyan pontjaihoz,
ahol a feladat értelmezve van, a program csak véges sorozatokat rendeljen (termindl-
jon), és a sorozatok végpontjait a feladat hozzarendelje a kezdponthoz.

Néha gondot okoz ennek a definicidonak a megértése. Miért a programfiiggvény
szerinti kép része a feladat szerinti képnek? ,Igy nem kapunk meg minden megol-
dast!” Pedig elég csak az autds példara gondolni. Példdul a fékfolyadék szintjének a
minimum és a maximum szint jelzése kozott kell lennie. Ezt a karbantartds eredmé-
nyeképpen teljesitjiik, de egyaltaldn nem egyételmd, hogy mi lesz a bedllitott szint.
Annak meg nincs is értelme, hogy ,,minden lehetséges szintet” beallitsunk.

Sokszor felmeriil a kérdés, hogy van-e 0sszefiiggés két feladat kozott a megoldds
szempontjdbol. Ezzel kapcsolatos a kovetkezd definicid.

2.6. DEFINICIO: SZIGORITAS
Azt mondjuk, hogy az F; C A x A feladat szigoribb, mint az Fo C A x A
feladat, ha

1. D, € Dp,,
2. Va € DF2 : Fl(a) - Fg(a).

A szigoritas definicidjat osszevetve a megoldas definicidjaval konnyen adddik a
kovetkezd egyszert, de fontos allitas:

2.1. allitas: Ha F} szigortibb, mint F5, és .S megolddsa Fi-nek, akkor S megoldédsa
Fy-nek is.

Felhivjuk a figyelmet arra is, hogy a megoldas definici6jdban nem kotottiik ki a
program é€s a feladat dllapotterének azonossagat. Ezzel kapcsolatos a kovetkezd allitas:

2.2. allitas: Ha S program megoldésa F; C A x A feladatnak, az F» C B x B szintén
feladat és Fy = F5, akkor S megoldasa F5-nek is,

2.6. Programozasi feladat

Létezik-e tetszbleges feladathoz megoldéprogram? Legyen F' = A x A. Definidl-
juk S-et a kovetkezSképpen: Va € Dp : S(a) = {red({a,b)) | b € F(a)} és
Va ¢ Dp : S(a) = {({a,...)}. Nyilvanvald, hogy p(S) = F, tehdt S megoldasa F-
nek. Vagyis tetszdleges feladathoz konnyen tudunk megoldéprogramot csindlni. Ebbdl
kiindulva azt gondolhatnank, hogy a programozas nagyon egyszer(i feladat. Ez persze
nem igaz. A programozds feladata valéjaban sokkal Gsszetettebb, mert egy progra-
mot adott programokbdl, rogzitett szabalyok szerint kell 6sszeraknunk, példaul egy
programnyelv eszkozeit kell hasznalnunk.
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2.7. DEFINICIO: PROGRAMOZASI FELADAT
X

iel
mast, ahol F' C A x A egy feladat; P a primitiv (megengedett) programok véges
halmaza, VS € P : § C A x A**; K a megengedett programkonstrukciok vé-
ges halmaza, VK € K egy az A-n értelmezett programok halmazan értelmezett
miivelet.

Legyen A = A;. Programozdsi feladatnak nevezziik az (F,P,K) har-

2.8. DEFINICIO: PROGRAMOZASI FELADAT MEGOLDASA
Az (F,P,K) programozasi feladatnak az S program megolddsa, ha S a primitiv

7z

programokbdl a megengedett konstrukcidkkal elallithato, és megolddsa F'-nek.

s

A programozési feladat két értelemben is dltalanosithatd: egyrészt kib&vithetd a
program miikodésére vonatkozé feltételekkel[Hor 98], ezzel ebben a konyvben nem
foglalkozunk. Mdsrészt nem koveteljiik meg az azonos éllapotteret, ehhez dltaldnosit-
juk a megoldds fogalmadt, illetve bevezetjiik a tipusspecifikécio, tipus, megfelelés és a
tipuskonstrukciék fogalmat.

Az, hogy milyen programkonstrukcidkat engediink meg, sok mindentdl fiigg, mi
a kovetkezokben csak a legegyszertibbekkel fogunk foglalkozni, mivel ezek is elégsé-
gesek egy programozési feladat megoldasahoz.

Mar most felhivjuk a figyelmet arra a fontos szempontra, hogy valdjaban na-
gyon gyakran nem azt az utat kovetjiik, hogy meglevd programokbdl rakjuk ssze
a megoldéprogramot, hanem a feladatot bontjuk fel részfeladatokra, tigy, hogy az eze-
ket megoldé programokbdl ,,automatikusan” megkapjuk az eredeti feladatot megoldé
programot.

2.7. Példak

2.1. példa: Legyen A; = {1,2}, A = {1,2}, A3 ={1,2,3,4,5}, A= A1 x Ay x
As. F ={((a,b,¢),(d,e, f)) | f = a+b}. F(1,1,1) = ? Hany olyan pontja van az
allapottérnek, amelyekhez a feladat ugyanazt rendeli, mint az (1, 1, 1)-hez?
Megoldas:

F(1,1,1) =4{(1,1,2),(1,2,2),(2,1,2),(2,2,2)}.
Mivel a feladat hozzarendelése nem fiigg az allapottér harmadik komponensétdl, a fel-
adat ugyanezeket a pontokat rendeli az dsszes (1, 1, %) alakd ponthoz. Mds pontokhoz
viszont nem rendelheti ugyanezeket a pontokat, mert akkor az 6sszeg nem lehetne 2!
Tehat 6t olyan pontja van az dllapottérnek, amelyhez a feladat ugyanazt rendeli, mint
az (1,1, 1)-hez.

2.2. példa: Legyen A = {1,2,3,4,5}, 5 C A x A**.
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S={ (1,(1251)), (1, (14352)), (1,(132...)), (2,(21)),
(2, (24)), (3,(333333...)), (4,(41514)), (4, (431251)),
(4, (41542)), (5, <524>) (5, (534)), (5,(5234))  }
F={(2,1)(2,4)(4,1) (4,2) (4,5)}.

a) Adjuk meg p(S)-t!
b) Megoldja-e S a feladatot?
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Megoldas:

a) Mivel a program az 1-hez és a 3-hoz végtelen sorozatot is rendel, a program-
fliggvény értelmezési tartomanya:

Dy(s) = 12,4,5}.
Ekkor a programfiiggvény:

p(S) = {(27 1)v (274)7 (4v 4)7 (47 1)v (47 2)7 (5ﬂ4)}

b) A megoldas definici6ja két pontjdnak teljesiilését kell belatnunk.
i. Dp ={2,4} € {2,4,5} = Dy(g).

i, p(9)(2) = (1.4} € {1.4) = F(2)
p(S)(4) = {47 172} Z {17275} = F(4),

tehdt az S program nem megoldasa az F' feladatnak.

2.3. példa: Fejezziikk ki a programok unidjanak programfiiggvényét a programok
programfiiggvényeivel!

Megoldas: Legyenek 51,52 C A x A** programok. Ekkor a programfiiggvény értel-
mezési tartomanyanak definiciéjabol kiindulva:

Dpsyuss) = fa€A[(S1US82)(a) €A™} =
— {a€A|Si(a) C A" és Sy(a) C A%} =
= 'Dp(sl)ﬂ'Dp(S2).
Legyen a € Dp(Sl) N DP(SZ)' Ekkor

p(S1US2)(a) = {7(a)|a € (S1US)(a)} =
= {7(a)|a € Si(a) vagy a € Sz(a)} =
= p(S1)(a) Up(S2)(a).

2.4. példa: Legyen F} és F, egy-egy feladat ugyanazon az allapottéren. Igaz-e, hogy
ha minden program, amelyik megolddsa F;-nek, az megolddsa Fs-nek is, és minden
program, amelyik megoldasa F»-nek, az megolddsa F}-nek is, akkor F; és F, meg-
egyeznek?

Megoldas: A leggyakoribb hiba, amit ennek a feladatnak a megoldasakor el szoktak
kovetni, az az, hogy Osszekeverik az 4llitds feltételrendszerét magdval a bizonyitandé
allitassal, és azt probdljak bebizonyitani, hogy valamelyik feladatnak minden prog-
ram megoldasa. Természetesen 4ltaldban ez nem igaz, de nem is ez a feladat! Abbdl
kell tehat kiindulnunk, hogy pontosan ugyanazok a programok oldjdk meg mindkét
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feladatot, és meg kell vizsgdlnunk, hogy kovetkezik-e ebbdl az, hogy a két feladat
megegyezik.

Induljunk ki abbdl, hogy minden program, amely megolddsa Fi-nek, az megol-
dasa Fs-nek, és valasszunk egy olyan programot, amelynek programfiiggvénye meg-
egyezik az F reldciéval. Ekkor a vélasztott program trividlisan megoldja az F; fela-
datot, tehat meg kell oldania Fs-t is, azaz:

i. Dp, € Dp,
ii. VYa € Dp, : Fi(a) C Fy(a).

Most felhaszndlva, hogy minden program, amely megolddsa F5-nek, az megolddsa
Fi-nek is, és egy olyan program valasztisdval, amelynek programfiiggvénye meg-

7

egyezik Fy-vel, az el6z6ekkel analég mdédon adddnak a forditott irdnyud allitasok:

iii. Dp, C Dp,,
iv. Va € Dp, : Fa(a) C Fi(a).

Az i. és 111. allitdsokbdl kovetkezik, hogy a két feladat értelmezési tartomanya meg-
egyezik, mig az ii. és iv. dllitdsok garantdljak, hogy e kozos értelmezési tartomany
egyes pontjaihoz mindkét feladat ugyanazokat a pontokat rendeli, azaz Fy = F5.
2.5.példa: F; C Fy. Az S program megoldja F»-t. Igaz-e, hogy S megoldja Fi-et is?
Megoldas: Probaljuk meg bebizonyitani az allitast. Ehhez a megoldas definiciéjanak
két pontjat kell beldtnunk.

i. Dr, € Dy(s)s
ii. Ya € Dp, : p(S)(a) C Fi(a).
Az i. pont teljesiilése konnyen lathatd, ugyanis .S megoldasa F5-nek, tehat
Dp, € Dr, € Dy(s)-

Az ii. pont bizonyitdsdndl azonban gond van, hiszen az alabbi két 4llitas 4ll rendelke-
zéslinkre:

Va € Dr, : p(S)(a) C Fy(a),
Va € Dp, : Fi(a) C Fy(a),

és ezekbdl a kivant 4llitds nem bizonyithat6. Elakadtunk a bizonyitasban, lehet, hogy
nem igaz az éllitds? Készitsiink ellenpéldat felhaszndlva azt, hogy hol akadtunk el a
bizonyitasban!

Legyen A = {1,2}, F4 = {(1,1)}, F» = {(1,1),(1,2)}, és p(S) egyezzen
meg az F, feladattal. Ekkor S trividlisan megoldja F»-t, de nem megolddsa F-nek,
ugyanis

1€ Dp ésp(S)(1) = Fa(1) ={1,2} € {1} = Fi(1).
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Tehét az 4llitas nem igaz.

2.6. példa: Legyenek S és So C A x A** programok, F' C A x A pedig feladat.
Tegyiik fel tovabbd, hogy S1 C S és So megoldja az F' feladatot. Igaz-e, hogy S
megoldja F-et?
Megoldas: Ha S; C 9, akkor mit tudunk a programfiiggvényiikr6l? Nézziik eld-
szor az értelmezési tartomanyokat! A definicié szerint minden allapottérbeli ponthoz
minden program hozzdrendel legalabb egy sorozatot, igy S és S is. Mivel S; C S
ezért csak az fordulhat el8, hogy egy adott ponthoz Ss olyan sorozatokat is rendel,
amit S nem. Ha ezek a sorozatok mind végesek, akkor az adott pont vagy benne van
mindkét program programfiiggvényének az értelmezési tartomanyédban, vagy egyi-
kében sem; ha van kozottiik végtelen is, az adott pont biztosan nem eleme p(.Ss)
értelmezési tartoményénak, de eleme lehet D) (s, )-nek. Tehdt Dy(5,) C Dpys,) €s
Va € Dy p(S1)(a) C p(S2)(a).

Mlvel 5’2 megoldésa F-nek, ezért D C Dy s,) és Va € D : p(S2)(a) C F(a).
A fentiek miatt D C Dy, is és Ya € D : p(S1)(a) C F(a) is teljesiil, vagyis S
is megolddsa F'-nek.

2.8. Feladatok

2.1. Legyen A = {Q,®,V,0,T'}, S C Ax A*.

S={ (Q,(Q20Q), (2(Q0UT)),  (QQTP...)),
(@, (2Q)), (T, (vO)), (0, (POTTTT ... )),
(6,(00100)), (0,(eTQer)), (O,(eNred)),
(I (Tew)) (I, (Tw)), (I (TewQ) }

F= {((I)’ Q) ((I)’ v) (97 Q) (97 ) (9’ 9>}

a) Adjuk meg p(S)-t!
b) Megoldja-e S az F' feladatot?

2.2. Legyen S program, F olyan feladat, hogy S megolddsa F-nek. Igaz-e, hogy

a) ha F nemdeterminisztikus, akkor S sem az?

b) ha F' determinisztikus, akkor .S is az?

¢) ha F nemdeterminisztikus, akkor p(.S) sem az?
d) ha p(S) determinisztikus, akkor F' is az?

e) ha F' determinisztikus, akkor p(.5) is az?

f) ha S nemdeterminisztikus, akkor p(.S) sem az?

2.3. Igaz-e, hogy p(5) értelmezési tartomédnya éppen A* Gsképe S-re nézve?



2.8. FELADATOK 41

24.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

Mondhatjuk-e, hogy az S program megoldja az F’ feladatot, ha igaz a kovetkez6
allitas:
q € Dr = S(q) € A" & p(S)(q) € F(q)?
Legyen A=NxN, I, F, C A x A.
Fy = {((U,U), ($7y)) | y|u}’
Fr = {((U,’U), (Ia y)) | x =ués y|u}
Ugyanaz-e a két feladat? (Van-e valamilyen 6sszefiiggés kozottiik?)

FC AxA. S, S; programok A-n. Az Sq és az S, is megoldja az F feladatot.
Igaz-e, hogy az S = (51 U Ss) program is megoldja az F' feladatot?

Tekintsiik a kovetkezd szovegesen megadott feladatot: Adott egy sakktdbla és
két rajta 16v6 bastya helyzete. Helyezziink el a tdblan egy harmadik bastyat tgy,
hogy az mindkettének az titésében élljon! Készitsiik el a modellt: irjuk fel az
allapotteret és az F' relaciét!

Tudjuk, hogy S megoldja F-et (az A éllapottéren). Igaz-e, hogy ha a € A,
akkor
S(a) £ A" vagy p(5)(a) € F(a) = a ¢ Dp?

Legyen F' C A x A egy feladat és S C A x A** egy program. Jeloljik F'P-vel
azt a reldciét, amely F és p(.S) metszeteként 4ll el8. Igaz-e, hogy

a) ha Dpp = Dp, akkor S megoldja F-et?
b) ha S megoldja F-et, akkor Dpp = Dp?






3. fejezet
Specifikacio

A megoldés definicidja kozvetleniil elég nehézkesen hasznalhaté a programok készi-
tése sordn, hiszen az, hogy egy program megold-e egy feladatot, a megoldas eddigi
definicidja alapjan csak nehezen ellendrizhetd. Ezért bevezetiink néhdny dj fogalmat,
majd ezek segitségével megadjuk a megoldds egy elégséges feltételét.

3.1. A leggyengébb elofeltétel

El8szor a program miikodésének eredményét adjuk meg egy, a programfiiggvénynél
kényelmesebben hasznalhat6 jellemzdvel.

3.1. DEFINICIO: LEGGYENGEBB ELOFELTETEL
Legyen S C A x A** program, R : A — L 4llitas. Ekkor az S program R ut6-
feltételhez tartozé leggyengébb eldfeltétele az az lf(S,R) : A — L figgvény,
amelyre:

[1(S,R)] = {a € A|a € Dys) és pls)(a) C [R]}.

A leggyengébb elofeltétel tehat pontosan azokban a pontokban igaz, ahonnan ki-
indulva az S program biztosan termindl, és az 6sszes lehetséges végéllapotra igaz R.

Természetesen a leggyengébb elsfeltétel igazsdghalmazan kiviil is lehetnek olyan
pontok, amelybdl a program egy futdsa eljut az utédfeltétel igazsaghalmazaba, csak
azokbdl a pontokbdl nem garantélt, hogy oda jut.

Egy program miikodése ugy is jellemezhetd, hogy megadjuk a program tetszdle-
ges utdfeltételhez tartozo leggyengébb eldfeltételét. A feladat megolddsa sordn az a
célunk, hogy olyan programot taldljunk, amelyik bizonyos feltételeknek eleget tevd
pontokban terminal. Ezért azt mondhatjuk, hogy ha a szamunkra kedvezd végallapo-
tokra megadjuk a program leggyengébb eldfeltételét, akkor a programfiiggvény meg-
hatdrozasa nélkiil jellemezziik a program miikodését.
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Emlékeztetiink arra, hogy definidltuk a reldcid szerinti 6skép fogalmat is, ennek
felhaszndldsdval azonnal latszik, hogy

[Lf(S,R)] = p(S)"'([R]).

Felhaszndlva az igazsdghalmaz definici6jat és a szigord kompozicié szerinti skép
tulajdonsagat:

p(S)"H[R]) = p(S)" (R ({igaz})) = (R © p(5)) " ({igaz}) = [R© p(S)].
Mivel R fiiggvény, a kompozicio és a szigori kompozicié megegyezik, tehat

3.1. allitas:
[Lf(S,R)] = [Rop(S)]

Abban az esetben, ha p(S) is fiiggvény, [ f(S, R) = Ro p(S).

A fenti 0sszefiiggésekre gyakran fogunk hivatkozni.

A most kdvetkez6 tétel a leggyengébb elbfeltétel néhany nevezetes tulajdonsagardl
sz0l.

3.1. TETEL: AZ[f TULAJDONSAGAI
Legyen S C A x A** program, @, R : A — L éllitasok. Ekkor

(1) If(S, Hamis) = Hamis,

(2) ha@ = R, akkor If(S,Q) = Lf(S, R),
B) Lf(S, Q) NIf(S, R) = 1f(S,QAR),
@) If(S,Q)VIf(S,R)=1f(S,QV R).

Az elsé tulajdonsdgot a csoda kizardsa elvének, a masodikat monotonitési tulaj-
donsdgnak nevezziik.
Bizonyitas:

1. Indirekt: Tegyiik fel, hogy Ja € [1f(S, Hamis)]. Ekkor a leggyengébb eldfel-
tétel definici6ja szerint: a € Dy gy és p(S)(a) C [Hamis| = (. Ez nyilvanvalé
ellentmondaés.

2. Indirekt: Tegyiik fel, hogy Ja € [1f(S, Q)] \ [1f(S, R)]. Ekkor a € D,g) és
p(S)(a) C [Q] és p(S)(a) € [R]. Ez viszont ellentmond annak a feltételnek,
mely szerint [Q] C [R]

3. Az allitast két részben, a mindkét irdnyd kovetkezés belatasdaval bizonyitjuk.

@ If(S,Q)NIf(S,R) = 1f(S,Q A R), ugyanis:
Legyen a € [1f(S,Q) A Lf(S,R)]. Ekkor a € [Lf(S,Q)] és a €
[Lf(S,R)], azaz a € D, S) és p(S)(a) C [Q], illetve p(S)(a) C [R].
];1;11(01“ azonban p(S)(a) C [Q]N[R] = [Q A R], azaz a € [If(S,Q A
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3.1. dbra. A leggyengébb eldfeltétel és a metszet kapcsolata

) If(S,Q ANR)=1f(S,Q) ANlf(S,R), ugyanis:
Legyen a € [If(S,Q A R)]. Ekkor a leggyengébb elfeltétel definicidja
alapjan a € D,(g) és p(S9)(a) € [Q A R]. Felhaszndlva, hogy [Q A
R| = [Q] N [R], adddik, hogy p(S)(a) C [Q] és p(S)(a) C [R], azaz
a € [lf(S,Q)] ésac [lf(S,R)], tehdta € [1f(S,Q) ALf(S,R)].

3.2. dbra. A leggyengébb eldfeltétel és az unid kapcsolata

4. Legyena € [If(S,Q)VIf(S,R)].Ekkora € [If(S,Q)] vagy a € [If(S, R)].
Ha a € [If(S,Q)], akkor — a monotonitdsi tulajdonsdg alapjan — a €
[1f(S,Q V R)]. Hasonlbéan, haa € [If(S, R)], akkor a € [If(S,Q V R)].

O

A (4) tulajdonsdg visszafelé nem igaz. p(S)(a) C [Q] U [ R]-b6l nem kovetkezik
sem p(S)(a) C [Q], sem p(S)(a) C [R]. Természetesen, ha p(.S) determinisztikus,
azaz Va € A : p(S)(a) legfeljebb egy elemii halmaz, akkor az egyenl&ség fenndll.

3.2. A feladat specifikacidja

A kovetkezS8kben bevezetjiik a feladat megaddsanak egy masik modjat, és kimondunk
egy, a gyakorlat szempontjabodl nagyon fontos tételt.
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2oz

Altalaban a feladat nem fiigg az 4llapottér osszes komponensétdl, azaz az dllapot-
tér tobb pontjdhoz is ugyanazt rendeli. Ezeket a pontokat fogjuk 0ssze egy ponttd a
paramétertér segitségével.

3.2. DEFINICIO: PARAMETERTER
Legyen F' C A x A feladat. A B halmazt a feladat paraméterterének nevezziik,
ha van olyan F} és F5 relécid, hogy

F1 - AXB,
F2 - BXA,
F = FQOFl.

Fontos észrevenni, hogy paraméterteret mindig lehet taldlni. Példdul maga a fela-
dat allapottere minden esetben vdlaszthat6é paramétertérnek gy, hogy a definiciéban
szerepld Fy relacionak az identikus leképezést, F»-nek pedig magat az F' feladatot
valasztjuk. Am az, hogy egy konkrét esetben mit is valasztunk paramétertérnek, a fel-
adattdl fiigg. Altaldban vigy valasztjuk meg a paraméterteret, hogy a kovetkezd tételt
kényelmesen tudjuk haszndlni.

3.2. TETEL: SPECIFIKACIO TETELE
Legyen F' C A x A feladat, B az F egy paramétertere, I} C A x B, Fy, C
Bx A, F = FyoIy.Legyen b € B, és definidljuk a kovetkezd éllitdsokat:

(@] = facA|(ab)eF}=F"0)
[Ry] = {a€ Al(ba)€ Fa} = Fa(b).
Ekkor ha Vb € B : @y = If(S, Rp), akkor az S program megoldja az F

feladatot.
Bizonyitas: A megoldés definicidja két pontjanak teljesiilését kell belatnunk:
1. Dr C Dy(s), ugyanis:

Legyen a € D tetsz6leges. Ekkor az F és F5 reldciok definiciéja miatt a €
DF1 és
FbeB:ac Q]

De ekkor a tétel feltétele alapjdn:
ac Q] ClLf(S, Ry)] C Dys)-

2. Va € Dp : p(S)(a) C F(a), ugyanis:

Legyen a € Dp tetsz8legesen rogzitett, b € B olyan, amelyre a € [Qy]. Ekkor
a feltétel szerint:

p(S)(a) C [Ry] = F3(b) C Fa(Fi(a)) = F(a).
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A specifikaci6 tétele csak elégséges feltétel a megolddsra, azaz nem megfordit-
hat6: lehet adni olyan feladat-program pért, ahol a program megoldja a feladatot, de
a specifikacié tétele nem teljesiil. Ez természetesen attdl is fiigg, hogy a feladatot
hogyan specifikéljuk, azaz milyen paraméterteret valasztunk, és hogyan bontjuk a fel-
adatot F és F5 relaciok kompoziciéjdra.

A késbbbiekben egy programozasi feladat megolddsakor a specifikdciobdl, tehat a
specifikacio tételének megfeleld formaban megadott feladatbél indulunk ki, és a spe-
cifikdcio tételének felhasznalasaval keressiik a megoldd programot. Mivel a specifika-
ci6 tétele nem megfordithatd, eléfordulhat, hogy ezen az dton nem taldlunk megoldd
programot. Elkeriilhet6-e ez a probléma? Azaz arra keressiik a valaszt, hogy tetszdle-
ges feladat estén megadhaté-e olyan specifikdcid, amelyre a specifikacié tétele meg-
fordithaté. Nevezziik az ilyen specifikdciot jonak.

3.2. allitas: Ha a feladat specifikdcidjanak felirdsakor ugy valasztjuk meg a paramé-
terteret és az el6-, utdfeltételeket, hogy rajuk a kovetkezo két feltétel teljesiiljon:

(1) Vbe B : [Qy] £ 0= [Ry] # 0,
(2) Vb1,b2 € B : [Qp, ] N [Qy,] =0 vagy

|—Qb1—‘ = [sz—‘ és |_Rb1—| = |—sz-|’
akkor a specifikdci6 tétele megfordithat6.

Ez az éllitas egyszertien bizonyithat6. Azt kell belatni, hogy ha S megolddsa F-
nek, akkor:

a. Vbe B : [Qb—| - Dp(S)
b. Vb€ B:Va € [Q] : p(S)(a) C [Ry].

Az a. kovetkezik abbdl, hogy (1) teljesiilése esetén Vb € B : [Qy] C Dp, ab.
pedig abbdl, hogy ha a € [Q}], akkor a € D, és a megoldés miatt

p(S)(a) € F(a) = U [Re] = [Rs],
z€B €S ac[Q.]
ugyanis (2) miatt az uni6 egy tagud, vagy minden tagja egyenld.

Tehét a 3.2 Allitas két feltételének megfeleld specifikicid jo specifikdcio. A kér-
dés mar csak az, hogy létezik-e minden feladat esetén ilyen? Ha a paramétertér az
allapottér, F; az identikus leképezés és F» = F', akkor a 3.2 4llitds mindkét feltétele
nyilvanval6an teljesiil.

3.3. A valtozé fogalma

Az eddig elmondottak alapjdn a specifikdci6 tétele még nem lenne hatékonyan hasz-
nalhatd, hiszen a paramétertér minden pontjara ellendrizniink kellene a feltételek tel-
jesiilését. Ezért bevezetjiik a valtozo6 fogalmat, amelynek a segitségével a feltételrend-
szer teljesiilése egyszertibben ellendrizhetévé valik.
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3.3. DEFINICIO: VALTOZO
Az A = ; : I A; dllapottér v; : A — A; egydimenzids projekcids fiiggvé-

nyeit vdltozoknak nevezziik.

A viltozok haszndlatdval egyszer(sithetjiik az allapottéren értelmezett allitdsok
(el6- és utdfeltételek, leggyengébb elbfeltétel) és relaciok (programfiiggvény) leirasat.

Mivel minden véltozé értelmezési tartomdnya az allapottér és értékkészlete egy
tipusértékhalmaz, egy valtozot jellemezhetiink egy tipussal, azaz beszélhetiink a val-
toz6 tipusardl.

Ha a paramétertér is direktszorzat alaki — marpedig ez gyakran igy van, ugyanis
altaldban az allapottér egy altere —, akkor a paramétertér egydimenzids projekcids
fuggvényeit paramétervdltozoknak nevezzik.

Az allapottér, illetve a paramétertér egyes komponenseihez tartozé véltozokat, il-
letve paramétervaltozdkat az adott komponens ald irjuk.

Most megvizsgaljuk, hogyan lehet a specifikicid tétele segitségével feladatokat
megfogalmazni.

Tekintsiink egy mér ismert feladatot: hatdrozzuk meg két egész szdm Osszegét!

El6szor felirjuk az allapotteret igy, mint eddig, csak kiegészitjiikk a valtozonevek
megaddsaval.

A=7Z XZ xZ
x Yy oz
Az eddigi jeloléseink alkalmazéséaval a feladat

F = {((U1,UQ,U3), (1}1,1}2,1}3)) cAx A ‘ V3 = U] + UQ}.

A specifikdcio tételének alkalmazasahoz irjuk fol a paraméterteret is:

B=7ZxZ

.'I/J yl

Majd még visszatériink arra, miért éppen igy vélasztottuk meg a paraméterteret.

Tehét az allapottér harom egész komponensbdl 4ll, melyeknek véltozéi rendre z,
y és z. A paramétertér két egész komponensbdl 4ll, az els6 komponens viltozéja x’, a
masodiké y'.

Legyen az F; relaci6 a kovetkezd:

Fl = {((Ul,UQ,U3), (bl,b2)) € Ax B | Uy = b1 és Ug = bg}7

F; pedig:
Fy = {((b17b2)7 (01,7)2,7}3)) € Bx A | v3 = by + bg}

A fentiekbdl adédik, hogy Fb o F} = F'. A paramétertér egy tetszbleges b eleméhez
tartozo eld- €s utdfeltételre:

|—Qb-| = {(Cl]_,ClQ,ag) €A|a]_ :bl és G/szg},
fRﬂ = {(a17a27a3) cAlaz=0b + bz},



3.3. A VALTOZO FOGALMA 49

amit az allapottér és a paramétertér valtozoinak felhaszndldsdval is folithatunk:

[Qb] {a€ Alz(a) =2'(b) ésy(a) = y/'(b)},
[Fy] {a€ Al z(a) =2'(b) +y'(b)}-

A fiiggvénytereknél targyaltuk, hogy a fiiggvénytér elemein a relacidk egy logi-
kai fiiggvényekbdl 4116 teret generdlnak. x,y, z egy fiiggvénytér elemei, 2’ (b), y' (b)
szintén annak tekinthetSk, A-n értelmezett konstans fiiggvények. Ezért x = /(D) és
y = y'(b) az dllapottéren értelmezett logikai fiiggvények, ahogy = = =/ (b) Ay = 3/ (b)
is az. Ebbdl kovetkezik, hogy

(@] = [z=2"(0)Ay=y ()],
[Re] = [z2=2"(b)+¢'(B)],
és mivel mindegyik fiiggvény,
Q = (@=20)ry=y'1)),
Ry = (z2=2a'(b)+y'(b)).

A jelolés egyszerisithetd, mivel nyilvanvald, hogy a paramétervaltozék argumen-
tuma b, ezek el is hagyhatdk, s6t dltaldban az sem okoz félreértést, ha az els- és uto-
feltételek indexeit elhagyjuk. Ezek a feltételek a paramétertér pontjaihoz tartoznak, és
igy a paramétervaltozok értékeitdl fiiggnek. A feladat specifikaciéja tehat:

A=7Z XxXZ xZ
T Yy oz
B=7Z xZ
x/ y/

Q:(z=a"ANy=y)

R:(z=2"+7v)

A tovébbiakban a feladatot gy definidljuk, hogy megadjuk az dllapotterét (A),
a paraméterterét (), valamint az elG- és utéfeltételét (Q, illetve R) a paramétertér
minden pontjdra, azaz paraméteresen. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a feladatot
megadtuk a specifikicié tételének megfeleld formdban, vagy ha nem okoz félreértést,
specifikéltuk a feladatot.

Egy feladatot nagyon sokféleképpen lehet specifikalni, a sok lehet6ség koziil az
egyik az, amit el6-, utdfeltétellel torténd specifikdcionak szoktak nevezni, és nagyon
hasonlit arra, amit most targyalunk. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a hasonldsag
ellenére a kett nem azonos.

Paramétertérnek dltaldban az dllapottér egy alterét szoktuk vdlasztani. Azokat a
komponenseket valogatjuk ki, amelyek értékétdl fiigg, hogy a feladat mihez mit ren-
del, amelyek paraméterezik a feladatot. Lényegében azt fogalmazzuk meg, hogy az al-
lapottér milyen tulajdonsagui pontjaibdl milyen tulajdonsagu pontokba akarunk jutni.
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A paraméterteret arra haszndljuk, hogy megadjuk, milyen 6sszefiiggés van az elérend6
és a kiindul6 allapotok kozott.

Ha egy programnak meg tudjuk hatdrozni a (paraméteres) utéfeltételhez tartozo
leggyengébb elofeltételét, akkor a specifikdcid tétele alapjan konnyen eldonthetjiik,
hogy megoldédsa-e a specifikdlt feladatnak, mds széval bebizonyithatjuk a program
helyességét. Megjegyezziik azonban, hogy legtobbszor a ,.forditott” utat fogjuk ko-
vetni, nem a program helyességét bizonyitjuk, hanem bizonyitottan helyes programot
allitunk eld.

A késdbbiekben bevezetiink majd olyan eszkozoket, amelyek segitségével a fela-
dat specifikaci6jabdl kiindulva olyan programokat készithetiink, amelyek megoldjdk
a feladatot.

A viltozokhoz kapcsoléddan bevezetiink még néhany egyszerd fogalmat, ame-
lyeknek a szemléletes jelentése eléggé nyilvanvalo.

Azt mondjuk, hogy az S program p(S) programfiiggvénye nem fiigg az éllapottér
a; : A; véltozdjatol, ha

Y,y € Dy(s) : (Vk € I\ {i} - x(k) = y(k) = p(S)(x) = p(5)(y))-
Azt mondjuk, hogy az S program a; : A; valtozéja konstans, ha
Va € A:Va € S(a) : Vk € D, : ag(i) = a(i).

Azt mondjuk, hogy az S program végrehajtdsa nem valtoztatja meg az a; : A; valto-
z0t, ha
Va € Dy : Vb € p(S)(a) : b(i) = a(i).

3.4. Példak

3.1. példa: Legyen A = {Bach, Barték, Koddly, Liszt, Mozart, Vivaldi}, S C
A x A** program.

S={ Vivaldi — (Vivaldi, Bach), Bach — (Bach, Mozart),
Bach — (Bach, Liszt, Barték), Mozart — (Mozart, Vivaldi),
Liszt — (Liszt, Barték), Koddly — (Koddly, Mozart),

Barték — (Barték, Bach, Liszt)}

Legyen tovabbd az R : A — L 4llitas:

Ve € A: R(x)= (zr magyar).
Mi lesz a fenti program R-hez tartozé leggyengébb elofeltétele?
Megoldas: Irjuk fel el6szor a program programfiiggvényét:

p(S) ={ (Vivaldi, Bach), (Bach, Mozart), (Bach,Bartdk),
(Mozart, Vivaldi), (Liszt, Barték), (Koddly, Mozart),
(Bartdk, Liszt) }
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Ezek utdn, a leggyengébb elbfeltétel definicidjat felhaszndlva:
[1f(S,R)| = {Bartdk, Liszt}, ugyanis

p(S)(Vivaldi) = {Bach} € [R]
p(S)(Kodaly) = {Mozart} Z [R]
p(S)(Bartok) = {Liszt} C [R]
p(S)(Bach) = {Mozart, Barték} Z [R)|
p(S)(Mozart) = {Vivaldi} € [R]
p(S)(Liszt) = {Barték} C [R]

3.2. példa: Legyen Hq, Hy : A — L.Igaz-e, hogy haminden S C A x A** programra
lf(S, Hl) = lf(S, HQ), akkor |—H1~‘ = [HQ-I ?

Megoldas: Felhasznélva, hogy a leggyengébb elbfeltételek minden programra meg-
egyeznek, egy alkalmas program valasztdsdval a vdlasz egyszer(ien megadhatod: ren-
delje az S program az allapottér minden eleméhez az nmagabdl 4ll6 egy hosszisagu
sorozatot. Ekkor konnyen beldthatd, hogy tetszdleges R utdfeltétel esetén:

If(S,R) = R.

Ekkor viszont
Hl = lf(S7 Hl) = lf(S7 HQ) = H27

tehdt a két feltétel megegyezik.
3.3. példa: Specifikaljuk a kovetkezd feladatot: A =L x L, F C A x A,

F={(1k),(mn) | n=késm=(INk)}
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Megoldas:
A=LxL
x Y
B=L xL
l'/ y/

Q:(z=2"Ny=1y)
R:(z=@@"Ny)Ay=1y)
3.4. példa: Legyen F' C A x A, S C A x A* program, B egy tetszSleges halmaz.

Legyenek tovabba F; C A x B és Fo C B x A olyan relaciok, hogy F' = F5 o F7,
valamint Vb € B:

’V@b—l = Fl_l(b)a
[Ry] = Fa(b).

Igaz-e, hogy havb € B : Q, = 1f(S, Ry), akkor S megoldja F'-et?

Megoldas: Prébéljuk meg a megoldds definicidjanak két pontjat beldtni. Legyen
a € Dr. Be kellene latnunk, hogy a € D) s). Nézziik meg a specifikicio tételé-
nek bizonyitdsét: ott felhaszndltuk, hogy ekkor van olyan b € B, hogy a € [Qy]. Igaz
eza Qb -re is? Sajnos — mivel Qb t 6sképpel definidltuk — ez nem feltétleniil van igy.
Probéljunk a fenti gondolatmenet alapjan ellenpéldét adni:

LegyenAA ={1},B = il,?}, F =411}, A ={(1,1),(1,2)}, F, = {(2,1)}.
Ekkor @)1 = Hamis és Q2 = Hamis, tehét az 4llitas feltételei teljesiilnek, fiiggetle-
niil a programtdl (ugyanis ,,hamisb6l minden kovetkezik™). Védlasszuk most az alabbi
programot: S = {(1,< 1,1,... >)}. Ez a program nem megoldésa a feladatnak, de
teljesiilnek rd is az 4llitas feltételei. Tehat az allitds nem igaz.

3.5. Feladatok

3.1. Legyen A ={1,2,3,4,5},5 C A x A*.

S={ (1,(1251)), (1,(14352)), (1,(132...)), (2,(21)),
(2, (24)), (3,(333333...)), (4,(41514)), (4,(431251)),
(4,(41542)), (5, (524)), (5, (534)), (5, (5234))
!

és [R] = {1,2,5}. Irja fel az [1f(S, R)] halmazt!
3.2. Mivel egyenl§ [ (S, Igaz)?
3.3. Legyen A tetszdleges dllapottér, Q; : A — L (i € N). Igaz-e, hogy ha
Vie N: Q; = Qiy1,

akkor
(Gn eN: If(S,Qn) =1f(S,(IneN: @Q,))?



3.5. FELADATOK 53

34.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

Igaz-e, hogy ha [ f(S1, R) = 1f(S2, R), akkor [f(S1 U Sy, R) = If(S1,R) V
Lf(S2, R)?

Igaz-e, hogy haVz,y € A: z € [If(S1,P({y}))] & = € [1f(S2, P({y}))].
akkor Dy (s,) = Dp(sy)?

S1,5 C A x A** programok. Igaz-e, hogy ha VH : A — L esetén
1f(S1,H) =1f(S2, H), akkor Sy ekvivalens Sy-vel?

A=N.§CNx N,

S={(a,<a--->)|a=1(mod4)}
U{(b, < b>),(b,< b,b/2>)|b=2(mod 4)}
U{(c, < ¢,2¢>) | ¢ = 3(mod 4)}
U{(d,< d,d/2 >)|d=0(mod4)},
[H] = {x e N|2|z}. [If(S, H)] =?
Adottaz A =V x V x L dllapottér (V = {1,2,3}) ésa B =V x V paramé-
tertér, tovabba az I} és F; feladatok.
F1 = {((a1)a25l)’ (blaank)) ‘ k = (a‘l > 0’2)}7
F;, specifikacidja pedig:
A=V xV xL
ay as l
B=V xV
ap  ay
Q: (ag =a} Nay = dfy)
R:(QAL=(a) > a}))

Azonosak-e az F és F>, feladatok?

Tekintsiik az alabbi két feladatot. F specifikdcidja:
A=7 x Z
T )
B =17
xl
Q:(z=2)
R:(QNz=ly-yl)

F, ={((a,b),(c,d)) |c=aAn]d|-d=c}.

Megadhat6-e valamilyen Osszefiiggés F és Fb kozott?
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3.10. Irja le szovegesen az alabbi feladatot. Legyen f : Z — Z,

A=7 x 7Z x Ny

m n l
B=7 x Z
m' n

Q:(m=m'An=n"Am<n),
R:

@nl= 3 g(0),
ahol g : Z — {0,1},

o) — { B € ma  £) < £

3.11. Igaz-e a specifikaci6 tételének megforditdsa? (Ha S megoldja F-et, akkor Vb €
B: Qv =1f(S, Ry))

3.12. Tekintsiik az alabbi feladatot:

A=NxN
k- p

B =N
k/

Q: (k=K NO<k)
R:(Q Aprim(p) AVi > 1:prim(i) — |k —i| > |k — pl|),
ahol prim : N — L és [prim] = {z € N | x primszdm}.

Mit rendel a fent specifikilt feladat az ¢ = (10,1) és a b = (9, 5) pontokhoz?
Fogalmazza meg szavakban a feladatot!

313. A= N x N x N

x Y z
B= N x N

! y/
Fl,FggAXA

Fy specifikacidja:

Q:(@=a'ny—y)
R:(x=a2'ANy=y N2 |zAY|zAVjeN: (&jAY]]) — 2|5)
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3.14.

3.15.

3.16.
3.17.
3.18.
3.19.
3.20.
3.21.
3.22.

3.23.

3.24.

Fy ={((a,b,¢),(d,e, f)) |a=désb=eés fla-bésal|f ésb|f}

Megadhat6-e valamilyen 6sszefiiggés F és Fo kozott?

Adottegy f : Z — Z fiiggvény.
A= 7 X Z x 7

m n )
B= 7Z x Z

m’ n’'
F17F2§A><A

F specifikécidja:

Q:(m=m'An=n')
R:im=m'An=n'Ai€m.n]AVje [m.i-1]: f(j) < f(HA
vj € li.n]: £(5) < f(D)
F specifikécidja:
Q:(m=m'An=n')
R:(ie[m .nAVjem .n]: f(7) < f(i)).
Azonos-e a két feladat?
Specifikdljuk a kovetkezg feladatot: A =N ésv: N — {0,1}.

FQAXA,F:{(S,SI)|5/:k§11)(k)}

Keressiik meg egy természetes szam egy osztojat.

Keressiik meg egy Osszetett természetes szam egy valddi osztdjat.
Keressiik meg egy természetes szam egy valddi osztdjat.

Keressiik meg egy természetes szdm Osszes valddi osztdjat.
Keressiik meg egy természetes szam legnagyobb primosztoéjat.
Allapitsuk meg, hany valédi osztGja van egy természetes szamnak.

Keressiik az [m..n] intervallumban az elsg olyan szdmot, amelyiknek van valédi
osztdja.

Keressiik az [m..n] intervallumban azt a szdmot, amelyiknek a legtobb valddi
osztdja van, de nem oszthat6 6-tal.

Az [m..n] intervallumban melyik szdmnak van a legtobb valddi osztéja?






4. fejezet

Kiterjesztések

7z

Az el6z06 fejezetekben bevezettiik a program €s a feladatat fogalmat, és definidltuk az
azonos allapottéren levd feladat-program parok kozott a megoldas fogalmat. A gya-
korlatban azonban éltaldban a feladat és a program kiilonboz6 allapottéren van ér-
telmezve; példaként megemlithetjiik azt az esetet, amikor egy feladat megolddsara a
programban tovédbbi véltozokat kell bevezetni, azaz a feladat dllapotterét djabb kom-
ponensekkel kell béviteni.

A tovabbiakban megvizsgiljuk, hogy mit tudunk mondani a kiilonb6zé allapot-
téren adott programok és feladatok viszonyardl a megoldds szempontjabdl, és ennek
alapjan altalanositjuk (kiterjesztjiik) a megoldds fogalmat erre az esetre is.

4.1. A feladat Kiterjesztése

Ha egy feladat éllapotterét kibdvitjiik djabb komponensekkel, mit jelentsen ez a fela-
dat vonatkozasaban? Elég kézenfekvd, hogy ebben az esetben a feladat ne tartalmaz-
zon semmiféle kikotést az ij komponensekre.

4.1. DEFINICIO: FELADAT KITERJESZTESE
Legyen a B éllapottér altere az A éllapottérnek. Az F/ C A x A relaciét az
F C B x B feladat kiterjesztésének nevezziik, ha

F'={(z,y) € Ax A| (pr(z),pre(y)) € F}.

A definiciét dgy is megfogalmazhatjuk, hogy a feladat kiterjesztése az Osszes
olyan A x A-beli pontot tartalmazza, amelynek B-re vett projekcidja benne van F-
ben.
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B’ F’ A

4.1. abra. Feladat kiterjesztése

4.2. A program Kiterjesztése

A program kiterjesztésének definicidjadban az ij komponensekre azt a kikotést tessziik,
hogy azok nem véltoznak meg a kiterjesztett programban. Ezzel azt a gyakorlati ko-
vetelményt irjuk le, hogy azok a valtozok, amelyeket a program nem hasznél, nem
valtoznak meg a program futdsa soran.

4.2. DEFINICIO: PROGRAM KITERJESZTESE
Legyen a B dllapottér altere az A dllapottérnek, és jelolje B’ a B kiegészitd
alterét A-ra. Legyen tovdbbd S program a B éllapottéren. Ekkor az S” A-beli
reldciot az S program kiterjesztésének nevezziik, haVa € A :

S'(a) ={a € A | prg(a) € S(prp(a)) ésVi € Dy, : prp/(a;) = prp(a)}.

A fenti definici6 alapjan a kiterjesztett program értékkészletében csak olyan soro-
zatok vannak, amelyek ,,parhuzamosak” valamely sorozattal az eredeti program érték-
készletébdl.

Vajon a kiterjesztés megtartja-e a program-tulajdonsdgot? Erre a kérdésre valaszol
az alabbi allitas.

4.1. allitas: Legyen a B dllapottér altere az A éllapottérnek, és jelslje B’ a B ki-
egészits alterét A-ra. Legyen tovdbbd S program a B dllapottéren, és S’ az S
kiterjesztése A-ra. Ekkor S’ program.

A bizonyitds rendkiviil egyszert, a feladatok kozott szerepel.
Két azonos éllapottéren definidlt programot ekvivalensnek neveztiink, ha a prog-
ramfliggvényiik megegyezett. Most ezt a fogalmat is altalanositjuk.
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A
!/
b A

4.2. abra. Program kiterjesztése

4.3. DEFINICIO: PROGRAMOK EKVIVALENCIAJA
Legyenek S; C Ay x A7*, So C Ay x A3* programok, B altere mind A;-nek,
mind As-nek. Azt mondjuk, hogy Sy ekvivalens S-vel B-n, ha

pra(p(51)) = pra(p(S2))-

Nyilvéanval6, hogy a definici6 valéban dltaldnositdsa az egyszeri esetnek. A defini-
ciénak egyszert kovetkezménye az is, hogy a két ekvivalens program a kozos altéren
pontosan ugyanazokat a feladatokat oldja meg.

Val6jaban attél, hogy két program ekvivalens — azaz megegyezik a programfiigg-
vényiik —, egyéb tulajdonsiagaik nagyon eltérdk lehetnek. Ilyen — nem elhanyagolhaté
— kiilonbség lehet példdul a hatékonysdgukban. Egyédltaldn nem mindegy, hogy egy
program mennyi ideig fut, és mekkora memoriara van sziiksége. A program e jellem-
z6inek vizsgélatdval azonban itt nem foglalkozunk.

A definici6kbodl kozvetleniil adédik a kovetkezd 4llitas:

4.2. dllitas: Egy program Kiterjesztése és az eredeti program az eredeti dllapottéren
ekvivalens.

4.3. Kiterjesztési tételek

Az aldbbiakban kovetkezd tételcsoport a megoldas és a kiterjesztések kozotti kapcso-
latot vizsgalja.
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Legyen A egy dllapottér, amelynek B altere. A B-n definiélt feladatok és progra-
mok megfelelGinek tekinthetjiik A-n a feladatok és programok kiterjesztéseit A-ra, az
A-n definidlt feladat megfelelGjének B-n pedig a feladat vetiiletét B-re. Az A-n defini-
alt programok esetében a B-re valo vetités kozvetleniil nem alkalmazhat6, mivel egy
program vetiilete nem biztos, hogy program, ugyanis nem biztos, hogy a sorozatok
redukéltak. Természetesen, ha S C A x A** program, akkor az

S ={(b,B) € Bx B*|3(a,a) € S:b=prp(a)és f=red(prz(a))}

mér program, és a B allapottéren S és S ekvivalens. Tehdt egy S C A x A** prog-
ramhoz mindig taldlhaté olyan S C B x B** program, amely vele ekvivalens B-n.

/ !
r F S SA

vetités ités

kitenjesztés kitenjesztés

F S

4.3. abra. Kapcsolat A és B kozott.

Ilyen médon, ahogy a 4.3. dbra is mutatja, a kiterjesztés és a vetités segitségével
kapcsolatot létesitiink az A és B éllapottereken definidlt programok kozott.

Természetesen altaldban sok olyan feladat van A-n, aminek a vetiilete F, ilyen
példaul az F kiterjesztése, de nem csak az. Tehdt a 4.3. dbrdn folfelé mutatd nyilak
injektiv megfeleltetések, a lefelé mutatok pedig sziirjektivek.

Megjegyezziik még, hogy F, vagyis egy olyan feladat, amelynek a vetiilete F',
mindig része F kiterjesztésének. Ugyanez a programok (programfiiggvények) eseté-
ben nem igaz.

Megvizsgaljuk, milyen esetekben kovetkeztethetiink az A allapottéren fennallé
megoldasbodl, ugyanerre a B allapottéren, és forditva. Ahhoz, hogy a feltételeket meg-
fogalmazhassuk, sziikségiink lesz néhany definicidra.

4.4. DEFINICIO: BOVITETT IDENTITAS
Legyen B altere A-nak, B’ a B kiegészits altere A-ra, G C A x A relacid.
A G bévitett identitds B’ felett, ha V(a,a’) € G : 3a” € A, hogy (a,a”) €
G ésprp/(a) =prp(a’) ésprp(a’) = prg(a”).
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B"

4.4, abra. Bovitett identitas

Ha egy feladat bovitett identitds, az azt jelenti, hogy a feladat ,,megengedi”, hogy
a kiegészitd altérbeli komponensek véltozatlanok maradjanak. Konny( 14tni a defini-
cidk alapjin, hogy egy feladat kiterjesztése és egy program Kkiterjesztésének a prog-
ramfiiggvénye egyarant bvitett identitas.

4.5. DEFINICIO: VETITESTARTAS
Legyen B altere A-nak, G C A x A feladat. A G vetitéstarté B felett, ha

Vai,az € Dg : (pre(ar) = pre(az)) = (pre(Glar)) = pre(G(az))).

o A

4.5. abra. Vetitéstartas

A vetitéstartas nem jelenti azt, hogy a relacié nem fiigg a kiegészitd altér kompo-
nenseitdl, hiszen mint a 4.5. dbra mutatja, két azonos vetiiletli pont képe lehet kiilon-
boz6, csak a vetiiletiik azonos. Ebben az esetben is igaz, hogy egy feladat kiterjesztése
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vetitéstartd (még a képek is megegyeznek), és a program kiterjesztése, igy a kiterjesz-
tés programfiiggvénye is vetitéstarto.

4.6. DEFINiCIO: FELKITERJESZTES
Legyen B altere A-nak, G C A x A feladat, H C B. Azt mondjuk, hogy a G
félkiterjesztés H felett, ha prgl(H ) C Dg.

BI

H B
4.6. dbra. Félkiterjesztés

A félkiterjesztés szemléletes jelentése, hogy a kiegészitd altér fell nézve az ér-
telmezési tartomanyban nincsenek ,.lyukak”. Most is igaz, hogy egy feladat kiterjesz-
tése a feladat értelmezési tartomanya folott félkiterjesztés. Ugyancsak igaz, hogy a
program kiterjesztésének programfiiggvénye az eredeti programfiiggvény értelmezési
tartomdnya folott félkiterjesztés.

Az imént bevezetett definiciok segitségével kimondhatdk azok az allitdsok, ame-
lyek a kiterjesztések €s a projekcio, valamint a megoldas kozotti kapcsolatot vizsgald
tételcsoportot alkotjdk. A jelolések a 4.3. dbranak megfelel6ek.

4.1. TETEL: KITERJESZTESI TETELEK
Legyen B altere A-nak, B’ a B kiegészit$ altere A-ra, S program B-n, F' C
B x B feladat, S, illetve F’ S-nek, illetve F-nek a kiterjesztése A-ra. Legyen
tovdbba F' C A x A olyan feladat, melyre prg(F) = F, § C A x A** pedig
olyan program, amely ekvivalens S-sel B-n. Ekkor az aldbbi allitdsok teljesiil-
nek:

(1) ha S’ megoldésa F’-nek, akkor S megoldédsa F-nek;
(2) ha S’ megolddsa F—nek, akkor S megolddsa F'-nek;
(3) ha S megoldédsa F’-nek, akkor S megolddsa F'-nek;
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(4) a. ha S megolddsa F-nek, és p(S) vetitéstart6 B felett, akkor S megol-
dasa F'-nek;
b. ha S megoldésa F-nek, és F félkiterjesztés D felett, akkor S meg-
oldasa F'-nek;

(5) ha S megolddsa F-nek, akkor S’ megoldédsa F”-nek;

(6) ha S megolddsa F'-nek, és F bévitett identitdas B’ felett és vetitéstarté B
felett, akkor S megoldédsa F'-nek;

(7) ha S megoldéasa F-nek, és p(S’ ) félkiterjesztés D felett, akkor S megol-
ddsa F'-nek.

Bizonyitas: Miel6tt sorra bizonyitandnk az egyes tételeket, vegyiik észre, hogy a (4)
tételbsl kovetkezik az els§ hdrom, hiszen S” ekvivalens S-sel B-n, és p(S’) vetités-
tartd, illetve prg(F’) = F, és F' félkiterjesztés Dp-en. Hasonlé meggondoldsok
alapjdn a (6) tételbdl is kovetkezik az (5) tétel, hiszen F’ bdvitett identitds B’ felett és
vetitéstart B felett. Elegend6 tehat a (4), (6) és (7) tételeket bizonyitani.

Tekintsiik el6szor a (4) tétel bizonyitasat: Legyen b € Dy tetszbleges. Ekkor

beDr = Ja€Dg:prpla)=>

megoldds
a€ Dp 9)

Seky. S
=" pre(a) € Dys),
tehdt Dp C Dyg), s igy a megoldds elsd kritériuménak teljesiilését bebizonyitottuk.
Tekintsiik most a mésodik kritériumot; legyen b € Dp tetszlegesen rogzitett. Ekkor

p(S)(b) = U pre(p(S)(a)),
aeprgl(b)ﬁDp(S)

Fo) = U wreF).
acprz' (b)ND

Az a. esetben, azaz ha p(S) vetitéstarts, akkor Vx,y € prg'(h) N D,g)Ta
pre(p(S)(x)) = pre(p(S)(y)). Ekkor tetszdleges a € pr'(b) N Dy esetén, mi-
vel a megoldés definiciéja miatt p(S(a)) C F(a),

p(S)(0) = pru(p(5)(a)) € pro(F(a)) S F(b).

Tehat a megoldds masodik feltétele is teljesiil.
A b. esetben, azaz ha F' félkiterjesztés, akkor prgl(b) C Dyp,azaza € pr,}l(b) N
Dy = pry'(b), és a megoldds definicidja miatt

Va € prg'(b) : p(S)(a) C F(a),
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tehat

Va € pr'(b) : pru(p(S)(a)) C pro(F(a))
= U wse®@c |J ersF@)
aEp’rgl(b) aEp’rgl(b)
= p(S)(b) € F(b),
és ezzel ebben az esetben is belattuk, hogy az .S program megoldja az F’ feladatot.
Nézziik most a (6) tétel bizonyitasat.
1. ElSszor beldtjuk, hogy Dy C Dp(gry-

Legyen a € D. Ekkor prg(a) € Dr. Felhaszndlva, hogy S megolddsa F'-nek,
pre(a) € Dps). A program kiterjesztésének definici6jabdl kovetkezik, hogy
ekkor a € Dy (gy-

2. Ezutdn megmutatjuk, hogy Va € Dy : p(S')(a) C F(a) is teljesiil.

a  p(S) a =a"
, Fe -~~~ =7
B ~ .
\\\ F A
A a//
v B
4.7. abra.

A 4.7. dbranak megfelelSen legyen a € Dy és a’ € p(S’)(a). Ekkor — felhasz-
nélva, hogy S’ az S kiterjesztése — a’-re fenndll az aldbbi tulajdonség:

pre:(a’) = prp(a)

Legyen b’ = prg(a’). Ekkor ' € p(S)(prg(a)). Mivel S megoldja F-et, adé-
dik, hogy b’ € F(prg(a)). Ekkor — mivel F vetitéstarté B felett, és F az I
projekciéja — ad6dik, hogy Ja” € F(a) : prp(a”) = b'. Felhaszndlva, hogy F
bdvitett identitas B’ felett, a’”’ € F(a), amelyre

prp(a"") = prg/(a) és pre(a”)="¥.

Ekkor viszont a’ = a'’, azaz o’ € F(a).
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Most mér csak a (7) allitas bizonyitdsa van hatra:

(1) Legyen a € Dp-. Ekkor a feladat kiterjesztésének definicija alapjan prp(a) €
Dp. Mivel p(S) félkiterjesztés D felett, a € D, ).

(2) Legyen a € Dps, a' € p(S)(a) és b = prp(a’). Ekkor b/ € p(S)(pra(a)),
hiszen p(S) a p(S) vetiilete. Mivel S megoldja F-et, adédik, hogy o' €
F(prp(a)), de a feladat kiterjesztésének definiciéja alapjan Vo € prg' (V) :
x € F'(a),igy @’ € F'(a). Tehét a megoldds masodik feltétele is teljesiil.

Ezzel a (7) allitast is bebizonyitottuk. [

4.4. A feladat Kiterjesztése és a specifikacio tétele

Emlékeztetiink a specifikdci6 tételének megfelel formdban megadott — dllapottér, pa-
ramétertér, el6- és utdfeltételek — feladatokra. Példaként felirtuk két szam Osszegét:

A=7Z XxXZ xZ
x Yy oz
B=7Z x17Z
! y/
Q:(z=2"Ny=1y)
R:(z=2"4+7Y)
Mi lesz ennek a feladatnak a kiterjesztése egy A’ = Z x Z x Z x N x L dllapottérre?
A valasz elsé pillantdsra meglepd.

A=7Z xZ xZ xNxL
T Yy zZz u v
B=7 x Z
:,Cl yl
Q:(z=a"Ny=y)
R:(z=2"4y")
Altalanossagban is igaz, hogy a feladat kiterjesztésének specifikiciéja, a kibGvitett
allapottértdl eltekintve, megegyezik az eredeti feladat specifikdcidjaval.

4.5. A paramétertér Kiterjesztése

Természetesen nemcsak az allapottér, de a paramétertér is kiterjeszthetd. A specifika-
ci6 tétele szempontjabol két esetet kiillonboztetiink meg.

Legyen B egy paramétertér és B’ egy kiterjesztése. Ha egy feladat specifikéldséra
B helyett B’-t hasznaljuk tgy, hogy az el6- és utéfeltételek nem fiiggenek a csak a
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B’-ben szerepld paramétervaltozoktdl, akkor a feladat nem véltozik, hiszen Vb € B :
W € prig (0) : ([Qu] = [Qu] és [Ry] = [Ry]).

Ellenkezd esetben a feladat is megvéltozhat. Tegyiik fel, hogy az uj feladatra tel-
jestilnek a kovetkez6 feltételek:

Vb e B:[Qu] = U [Qu]

veprg(b)

Vb€ B:Vb €prgt(b): ([Ry] # 0és [Ry] C [Ry)),

ekkor azt mondjuk, hogy az 4j feladat finomitdsa a réginek.

4.3. allitas: Ha egy [’ feladat finomitdsa egy G feladatnak, akkor /' szigoribb, mint
G.

4.6. Példak

4.1.példa: B ={1,2,3},A=B x {1,2,3}. FC Bx B. F ={(1,2),(1,3)}. Mi
az F kiterjesztettje B-re?
Megoldas: A feladat kiterjesztésének definicidja alapjén:

F={

4.2. példa: Adott az IL x L allapottéren az F' = {((I, k), (m,n)) | n = (IAk)} feladat,
ésaz A’ =1L x L x V dllapottéren (V = {1,2}) a kovetkezs program:

S ={ (iil, (iil,ih2, hi2)), (ii2, (ii2, hh1,iil)),
(ii2, (ii2,ih2, hil, hi2)), (ih1, (ih1)),
(ih2, (ih2, i1, hhl)), (hil, (hil, hh2)),
(hi2, (hi2, hil,ih1)), (hi2, (hi2, hh1, hh2)),
(hh1, (hh1,ih1)), (hh2, (hh2)) }

Megoldja-e S az F' A’-re valg kiterjesztettjét?
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Megoldas: Irjuk fel az F' A’-re val6 kiterjesztettjét:

F'={ (il iil), (il hil),  (iil,ii2),  (iil, hi2),
(ii2,ii1), (62, hil),  (ii2,42),  (ii2, hi2),
(ih1,ih1), (ih1,hhl), (ih1,ih2), (ih1,hh2),
(ih2,ih1), (ih2,hhl), (ih2,ih2), (ih2, hh2),
(hil,ihl), (hil,hhl), (hil,ih2), (hil,hh2),
(hi2,ihl), (hi2,hhl), (hi2,ih2), (hi2, hh2),
(hh1,ih1), (hh1,hh1), (hh1,ih2), (hh1,hh2),
(hh2,ih1), (hh2,hh1), (hh2,ih2), (hh2,hh2) }

Az S program programfiiggvénye:

p(S)={ (iil,hi2), (ii2,iil),  (ii2, hi2), (ihl,ihl),
(ih2,hhl), (hil,hh2), (hi2,ihl), (hi2, hh2),
(hh1,ihl), (hh2,hh2) }

A megoldas definici6ja két pontjdnak teljesiilését kell belatnunk. Dy C Dy, gy trivi-
alisan teljesiil, hiszen mindkét halmaz a teljes allapottér. Vizsgaljuk meg most, hogy
Va € Dg : p(S)(a) C F'(a) teljesiil-e!

p(S)(iil) = {hi2} C {iil, hil,ii2, hi2} = F(iil)
p(S)(i12) = {iil, hi2} C  {iil, hil,ii2, hi2} = F(ii2)
p(S)(ihl) = {ihl} C {ih1,hh1,ih2, hh2} = F(ihl)
p(S)(ih2) = {hh1} C  {ih1,hhl,ih2, hh2} = F(ih2)
p(S)(hil) = {hh2} C  {ih1, hh,ih2, hh2} = F(hil)

p(S)(hi2) = {ik1,hh2} C  {ih1,hh1,ih2, hh2} = F(hi2)
p(S)(hhl) = {ihl} C {ihl, hh1,ih2, hh2} = F(hhl)
p(S)(hh2) = {hh2} C  {ihl,hhl,ih2, hh2} = F(hh2)

Tehat az S program megoldja az F' feladat kiterjesztettjét.

4.3. példa: Igaz-e, hogy ha S C B x B, A altere B-nek, akkor

Dyra(p(s)) = Pra(Dy(s))?

Megoldas: Probaljuk meg az allitdst kétiranyu tartalmazds beldtdsdval bizonyitani.
Dpra (p(s)) S Pra (Dp(S)) :Legyena € Dy, , (p(S))- Ekkor

Jda’' € A: (a,d’) € pra(p(S))
= 3B, ) € p(S) : pra((b,v)) = (a,d’)
= b€ Dys) = pra(b) = a € pra(Dys)).
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pTA(Dp(S)) - DprA(p(S)) :Legyen a € pTA(Dp(S)). Ekkor

b€ Dy(s) :pra(b) =a
= WeB: (b V) € p(S)
= (a,pra(b)) € pra(p(S
= @ € Dyry(p(s))-

)

és ezzel az allitast bebizonyitottuk.

4.7.

4.1.

4.2

4.3.
44.

4.5.

4.6.

4.7.

Feladatok

B=NA=BxN.FCBXxB.F={(gr)|r=q+1} MiazF
kiterjesztettje A-ra?

Igaz-e, hogy ha S C A x A™* program, B altere A-nak, akkor S B-re torténd
projekcidjdnak kiterjesztése A-ra azonos S-sel?

Bizonyitsuk be, hogy egy program kiterjesztettje valéban program!

A= Ay x Ay x---x A,. Mondjunk példat olyan programra, amelynek egyetlen
valddi altérre vett projekcidja sem program. (A =N,k =1,...,n).

Legyen A altere B-nek, F C Ax A, F" C B x B, F’ az F kiterjesztettje B-re.
Igaz-e, hogy

a) ha F = pra(F"), akkor F" az F kiterjesztettje?

b) F' = prS V(F), illetve F = pry*(F) ?
Legyen F C Ax A F' C Bx B, F'" C CxC,F"” C D x D, ahol
B=AxA;,C =AxAy,D = Ax A; X Ay, éslegyen I/, F" F" az
F Xiterjesztése rendre B-re, C-re, D-re. Igaz-e, hogy F"’ az F" Kkiterjesztése

D-re? Adja meg az F” és az F" kozotti kapesolatot a projekei6 és a kiterjesztés
fogalmanak segitségével!

B és C altere A-nak. F C Ax AJFy, C Bx B,F, C C xC. Fy az F
projekcidja B-re. F' az F; kiterjesztése A-ra. Igaz-e, hogy az Fj feladat A-ra
valo kiterjesztettjének C-re vett projekcidja megegyezik Fi-vel?



5. fejezet

A megoldas fogalmanak
altalanositasa

Ebben a fejezetben a megoldas fogalmat altaldnositjuk. Eredetileg foltettiik, hogy a
program és a feladat dllapottere ,,azonos”. Ezt a kikotést fogjuk két szempontbdl is
gyengiteni.

5.1. A megoldas fogalmanak Kkiterjesztése

El6szor a kiterjesztési tételek alapjan dltaldnositjuk a megoldds fogalmat. Az élla-
potterek ,,azonossdga” helyett csak azt koveteljiik meg, hogy egy kozos allapottérre
kiterjesztve a feladatot és a programot, teljesiiljenek a megoldas feltételei.

5.1. DEFINICIO: A MEGOLDAS FOGALMANAK KITERJESZTESE
A= " AésB= _°  A.F C Ax Afeladatés S C B x B**
1el jeJ

program. Ha 1étezik C' 4llapottér, amelynek A és B is altere, és .S kiterjesztése
C-re — eredeti értelemben — megoldasa F' C'-re vald kiterjesztettjének, akkor azt
mondjuk, S — kiterjesztett értelemben — megolddsa F-nek.

Ez a definici6 az eredeti definici6 4ltaldnositdsa, hiszen A = B = C esetén vissza-
kapjuk azt.

A kiterjesztési tételekbdl, méghozza az 1-bdl és az 5-bdl azonnal adédik, hogy
a definicidban a ,létezik” sz6t ,,minden”-re cserélhetnénk. Az is nyilvanval6, hogy
,k0z0s tobbszoros” tulajdonsagi dllapottér, vagyis aminek A is és B is altere, mindig

1étezik: Ap.

X
keluJ
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Ezért a definiciét igy is megfogalmazhatjuk, hogy a C' = Ay, allapot-

X
keluJ
térre kiterjesztve a feladatot és a programot, teljesiilnek a megoldas feltételei.

A kiterjesztett megoldas fogalmanak ismeretében érdemes a kiterjesztési tételeket
djra megvizsgalni. Az 1. és 5. tétel jelentdségét a definiciondl mar targyaltuk. A 2.,
illetve 3. tétel azt jelenti, hogy ha egy program megoldédsa egy feladatnak, akkor akar
a program, akdr a feladat dllapotterén is teljesiilnek a megoldds feltételei. Ugyanez
forditva mér csak bizonyos feltételek teljesiilése esetén igaz (5., 6. tétel).

5.2. Megoldas ekvivalens allapottéren

Az ekvivalens direktszorzat definicidjanak megfeleléen megmondjuk, hogy két alla-
potteret mikor tekintiink ekvivalensnek.

5.2. DEFINICIO: EKVIVALENS ALLAPOTTER

X . o X 4
icl A; allapottér ekvivalens a B = jeJ B;
allapottérrel, ha 1étezik olyan f : I — J kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés
(bijekci6), hogy Vi € I : A; = By ;).

Azt mondjuk, hogy az A =

Azt, hogy A, B, f-re a fenti definici6 teljesiil, A L Bvel jeloljiik.
Ha két allapottér ekvivalens, akkor nemcsak az értelmezési tartomanyok, hanem
az éllapotterek kozott is 1étezik kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés:

vy B — AésWbe B:Viel:y(b)(i)=b(f(i)).

5.3. DEFINICIO: MEGOLDAS ATNEVEZESSEL
Legyenek A L B, F C Ax Afeladatés S C B x B** program. Azt mondjuk,
hogy S az f dtnevezéssel megolddsa F-nek, ha

I DrC DWOP(S)OW}*“’

2. Va € Dp:ypop(S)o 7](0_1)(61) C F(a).
A definiciéban tigy is fogalmazhattunk volna, hogy ¢ o p(S) o ,yj(;l) megolddsa

— az eredeti értelemben — F-nek. A vy o p(S) o %(0—1) relécio jelentését tigy is meg-

fogalmazhatjuk, hogy egy A-beli elemet ,dtneveziink” B-belivé, alkalmazzuk rd a
programfiiggvényt, s a kapott elemeket ,,visszanevezziik” A-belivé.

Vildgos, hogy a definici6 az eredeti dltaldnositdsa, hiszen ha A = B és f = idy,
akkor visszakapjuk az eredetit.

A kiterjesztés és az atnevezés segitségével megfogalmazhatjuk a megoldas altala-
nos definicidjat:
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5.4. DEFINICIO: AZ ALTALANOSITOTT MEGOLDAS
Legyen F' C A x A feladat és S C B x B** program. Ha létezik olyan C és D

allapottér, hogy C L D, A altere C-nek, B altere D-nek, és S Kiterjesztése D-
re atnevezéssel megolddsa F' C'-re valo kiterjesztettjének, akkor azt mondjuk, S
— dltaldnos értelemben — megolddsa F-nek.

5.3. Relacio szerinti megoldas

Nem csak dtnevezéssel és nem csak ekvivalens dllapottereket feleltethetiink meg egy-
masnak. A megoldast definidlhatjuk tetszdleges édllapottereken definidlt program és
feladat esetén is, ha az dllapottereket valahogy megfeleltetjiik egymasnak.

5.5. DEFINICIO: RELACIO SZERINTI MEGOLDAS
Legyen A és B tetszSleges allapottér, F C A x A, S C B x B** program és
v C B x A. Azt mondjuk, hogy S -~y szerint megolddsa F-nek, ha

L. Dr € D op(s)oy-1» €8
2. Ya € Dp : vy O p(S) ©vV(a) C F(a).

Emlékeztetiink arra, hogy a kompozicié és a szigord kompozicié megegyezik, ha
legaldbb az egyik reldcié fliggvény. Ezért a megoldds atnevezéssel a reldcid szerinti
megoldas specidlis esete. Igy a kovetkezd tétel arra is alkalmazhat6.

5.1. TETEL: RELACIO SZERINTI MEGOLDAS TETELE
Legyen F tetszGleges feladat, az allapottere A, egy paramétertere B, elG- és
utéfeltétele pedig Qp és Ry. Legyen S C C' x C** program és v C C x A
tetszGleges olyan reldcid, amelyre Dp C R.,. Definidljuk a kovetkez6 fiiggvé-
nyeket:

me = LQbO’VL
[R)] = [Ryonl.

Ekkorha Vb € B : Q] = If(S,R)), akkor az S program ~ szerint megoldja
az F feladatot.

Bizonyitas: A v szerinti megoldds definicidja két pontjdnak teljesiilését kell belat-
nunk.

1. Dp C D,YQP(S)@,Y(—U.
Legyen a € Dp. Ekkor 3b € B : a € [Qp]. Mivel Dp C R,

7D (a) # 0 és 7P (a) € [Q)].
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Felhaszndlva, hogy [Q]] C [1f(S, R})]:

Y (a) € Dys) és p(S)(v "V (a)) C [R]].

Mivel [R]] = [Ry o 7],

p(S) (v "P(a) € D5,

tehat
@ € Dyop(s)oy--

2. Ya € Dr: vy p(S) @7V (a) C Fl(a).
Legyen a € Dp. A bizonyitds elsd részében leirt 1épéseket folytatva: mivel
p(S)(v "M (a)) S [Ry 071,

Y((S) (v~ (a))) € [Ry] € F(a).

O

A kovetkez példdban megmutatjuk, hogy ha Q] -t gyenge igazsaghalmaz helyett
igazsdghalmazzal definidlndnk, akkor a tétel nem lenne igaz.

Legyen T' = {1,2}, F éllapottere A = T, és a paramétertér is legyen ugyanez:
B =T. Legyen F' specifikaci6ja:

(@] = {1}, [‘] = {2}
[Q] = 0, [R] = {1}

Ekkor Dp = {1} és F'(1) = {2}. Legyen E = {a, b}, C = E és
(a) = ~(b) = {1,2}.

Tegyiik fel, hogy S C C x C**, és rendelje S az éllapottere minden pontjdhoz az
onmagébdl all6 egy hosszisigu sorozatot. Ekkor

[Qioy] =0 é [Qaov] =0,
tehat

Qlo’y = lf(Sleo,y%
Q207 = If(S,Rz07).

Az viszont konnyen l4thatd, hogy
yop(8) 0+ V(1) ={1,2} £ F(1) = {2},

tehat S nem oldja meg F'-et v szerint.
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Programkonstrukciok

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogyan lehet meglevé programokbdél dj prog-
ramokat késziteni. Természetesen sokféleképpen konstrudlhatunk meglevé program-
jainkbdl 4j programokat, de most csak haromféle konstrukcids miveletet fogunk meg-
engedni: a szekvencia-, az eldgazas- és a ciklusképzést. Kés6bb megmutatjuk, hogy
ez a harom konstrukcids miivelet elegendd is a programozasi feladatok megolddsahoz.
Nemcsak definidljuk ezeket a konstrukcidkat, de megvizsgéljuk programfiiggvényii-
ket és leggyengébb elbfeltételiiket is.

6.1. Megengedett konstrukciok

Az els6 definicié arrdl szol, hogy egy programot kozvetleniil egy mdsik utdn vé-
gezziink el. A definiciéban hasznélni fogjuk a kovetkezd jelolést: legyen o € A*,
peA™,

x2(a, B) ::= red(kon(a, B)).

6.1. DEFINICIO: SZEKVENCIA
Legyenek S1, Sy C A x A** programok. Az S C A x A** reldcidt az S és Sy
szekvencidjdnak nevezziik, és (S; S2)-vel jeldljiik, ha Va € A:

S(a) = {a€eA®|ae Si(a)} U
U {xe(a,8) € A |a € Si(a) N A" és B € So(1(a))}.

Vegyiik észre, hogy ha két olyan program szekvencidjat képezziik, amelyek érték-
készlete csak véges sorozatokat tartalmaz, akkor a szekvencia is csak véges sorozato-
kat rendel az éllapottér pontjaihoz.
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6.1. dbra. Szekvencia

Hasonléan egyszerfien ellendrizhetd az is, hogy determinisztikus programok szek-
vencidja is determinisztikus reldcié (fiiggvény).

A programkonstrukciokat szerkezeti abrakkal, tgynevezett struktogramokkal
szoktuk dbrdzolni.

Legyenek S7, So programok A-n. Ekkor az S = (S7;52) szekvencia strukto-

gramja:

(5
S
So

A masodik konstrukcids lehet6ségiink az, hogy mas-mas meglevé programot hajt-
sunk végre bizonyos feltételektdl fiiggben.

6.2. DEFINICIO: ELAGAZAS
Legyenek mq, ..., 7, : A — L feltételek, S, ..., .S, programok A-n. Ekkor az
IF C Ax A** relaciét az S;-kbdl képzett, m;-k dltal meghatarozott eldgazasnak

nevezziik, és (my : S1, ..., T, : Sp)-nel jeldljiik, ha Va € A:
1P(0) = | ui(a) U un(a),
i=1
ahol Vi € [1..n]:
wi(a) = { gi(a)’ Ezl(éniezr;ﬂ;
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wola) = {é(a,ma,...)}, haVi € [l.n]:a ¢ [m];

kiilonben.

6.2. abra. Elagazas

Az eldgazds definicidjaban nem kotottiik ki, hogy a feltételek diszjunktak, tehat
az allapottér egy pontjaban tobb feltétel is igaz lehet. Ebben az esetben az eldgazis
az 0sszes olyan sorozatot hozzdrendeli ehhez a ponthoz, amelyet legaldbb egy olyan
program hozzarendel, amelynek a feltételrésze ebben a pontban igaz. Ezért ha a felté-
telek nem diszjunktak, akkor a determinisztikus programokbdl képzett elagazas lehet
nemdeterminisztikus is.

Az eldgazas definicigjat igy is felirhattuk volna:

IF = Silfrg U{la,...) € A Ja € [\ [-mi]}.

i=1 i=1

Ha csak olyan programokbdl képziink eldgazast, amelyek csak véges sorozatokat
rendelnek az allapottér minden pontjahoz, az eldgazas akkor is rendelhet valamelyik
ponthoz (azonos elemekbdl al16) végtelen sorozatot, ha a feltételek igazsdghalmazai
nem fedik le az egész allapotteret.

Megjegyezziik, hogy a definicid szerint, ha egy pontban egyik feltétel sem teljesiil,
az eldgazds ,.elszall”, ellentétben a legtobb gyakorlatban haszndlt programnyelvvel.

Legyenek Si,5,...,S5, programok, 7i,ms, ..., m, feltételek A-n. Ekkor az
IF = (71 : 81,72 : Sa,...,m, : Sp) eldgazds struktogramja:
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(17 ]
\ 1 \ T \ \ Tn
St S Sh

A harmadik konstrukciés lehetdségiink az, hogy egy meglevd programot egy felté-
teltdl fiiggben valahdnyszor egymads utdn végrehajtsunk. A ciklus definidldsahoz sziik-
ségiink van tovabbi két jelolésre: véges sok, illetve végtelen sok sorozat konkatenéci-
6janak redukdltjdra.

Legyenek o, a?,...,a" ! € A* ésa™ € A**,

xn(ah,o?,..., ") = red(kon(at,a?, ..., a™)).

Legyenek o' € A* (i € N),

Xoo(ah, a2, ...) i=red(kon(at,a?, .. .)).

6.3. DEFINICIO: CIKLUS
Legyen 7 : A — L feltétel és Sy program A-n. A DO C A x A** reléciét az
So-bol a 7 feltétellel képzett ciklusnak nevezziik, és (m, Sp)-lal jeloljik, ha

o Va¢ 7|

o VYa € [m]:

DO(a) = {a€A™|3at,...;a" € A :a=yx,(a',...,a")és
a' € Sp(a)ésVie[l.n—1]: (o' € A* és
'€ Sy(r(ah)) és 1(at) € [r]) és (a™ € A vagy
(a" e A%és(a") & [7]))} U
U {a€A®|VieN:3a' € A" :a = yoolat,a?,...) és
a' € Sp(a) ésVi e N: (o' € A* és o't € Sy(r(a)) és

(') € [7])}

Els6 rdnézésre a definicid kissé bonyolult. Nézziik meg alaposabban! A ciklusma-
got — Sy — véges sokszor alkalmazhatjuk egymads utan, mert vagy olyan pontba jutunk,
ahol a ciklusfeltétel — m — nem teljesiil (a 6.3. dbrdn az a; pont), vagy az Sy végtelen
sorozatot rendel egy ponthoz (a 6.3. dbran az a, pont). Ezeket az eseteket tartalmazza
a definicidéban az els6 halmaz. A harmadik lehet6ség (a 6.3. dbrdn az a3 pont) az, hogy
a fentiek egyike sem teljesiil, azaz az Sy végtelen sokszor alkalmazhat6 egymads utan.
Ezt az esetet tartalmazza a definicidban a masodik halmaz.

Ezek alapjan azt is megéllapithatjuk, hogy a determinisztikus programbél kép-
zett ciklus is determinisztikus lesz, ezzel ellentétben, ha egy, csak véges sorozatokat
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6.3. abra. Ciklus

rendeld programot foglalunk ciklusba, akkor a ciklus értékkészlete még tartalmazhat
végtelen sorozatot (1asd harmadik lehet8ség), azaz kétféle oka is lehet a ,,végtelen
ciklusnak”.

Megjegyezziik még, hogy a kiillonbozd programnyelvekben tobbféle ciklus is 1éte-
zik; amit most definidltunk, az az igynevezett ,,while tipusi” ciklus.

Legyen Sy program, 7 feltétel A-n. Ekkor a DO = (mr, Sy) ciklus struktogramja:

(00

T
[ %

A fentiekben leirt konstrukcidkat programokra lehet alkalmazni. De vajon progra-
mokat hoznak-e 1étre? Az alabbi tétel kimondja, hogy az el6zéekben definidlt harom
konstrukciés miivelet meglevé programokbdl valéban programokat hoz 1étre.

6.1. TETEL: A SZEKVENCIA, AZ ELAGAZAS ES A CIKLUS PROGRAM.
Legyen A tetszbleges allapottér, Sy, S1,S2,...,5, € A x A** programok,

valamint 7, 71, To, . . ., 7, : A — L feltételek A-n. Ekkor
1. S= (51;52),
2. IF = (m : S1,m2:89,...,m : Sp),
3. DO = (’R}So)

programok A-n.
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Bizonyitas: Mindhdrom konstrukcié definicijdban explicit szerepel, hogy része A x
A**-nak. A tovdbbiakban a hdrom kritérium teljesiilését vizsgdljuk meg mindhdrom
konstrukci6 esetén.

1. Legyen a € A tetsz8leges, ekkor S;(a)-nak van legaldbb egy eleme. Ha ez a
sorozat végtelen, a definici6 els6 halmaza nem iires, ha véges, 1étezik végpontja,
amihez S hozzdrendel legaldbb egy sorozatot, és ezért a definicié masodik hal-
maza nem {ires, tehdt S(a) nem iires.

Legyen o € S(a). Ekkor két eset lehetséges:

e Haa € S1(a), ebben az esetben 1 = a és o = red(«) trividlisan teljesiil,
hiszen S; program.

e Ha o = x2(al,a?) ugy, hogy o' € Si(a) és a? € Sa(r(at)). Ekkor a
X2 definiciéja miatt o redukalt. Masrészt oy = a}, tehat o; = a.

2. Legyen a € A tetsz0leges, ekkor vagy valamelyik 7; feltétel igaz a-ra,és igy
w;(a) nem iires, vagy wp(a) nem iires, tehat I F'(a) nem iires.

Legyen o € IF(a). Ekkor
o€ U wi(a).
i=0

o Tegyiik fel, hogy a € wp(a). Ekkor « = (a, a, ... ), tehit teljesiti a prog-
ram definicidjanak kritériumait.

o Tegyiik fel, hogy 3i € [1..n] : o € w;(a). Ekkor @ € S;(a), igy mivel S;
program, « teljesiti a definicidban megkivant tulajdonsdgokat.

3. Legyen a € A tetszSleges, ekkor vagy minden n € N-re teljesiil a definicié

masodik halmazanak a feltétele, vagy ha nem, akker teljesiil az els6é, azaz a két
halmaz koziil legaldbb az egyik nem iires, tehdt DO(a) nem iires.

Legyen oo € DO(a).

e Tegyiik fel, hogy a ¢ [x]. Ekkor o = (a), igy az elGirt tulajdonsdgok
trividlisan teljesiilnek.
e Tegyiik fel, hogy a € []. Ekkor hdrom eset lehetséges:
(a) ae A
Ekkor 3n € N : a = y,(at,...,a"), igy — x,, definiciéja miatt
— « redukdlt. Masrészt felhaszndlva, hogy a! € Sy(a) és a; = al,
a1 = ais teljesiil.
(b) IneN:a=yu(al,...,a")éVie[l.n—1]:a' € A*ésa, €
A®°: Ekkor a kritériumok teljesiilése az el6z6 ponttal anal6g médon
ellendrizhetd.
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(©) a=xso(alt,a?, ...):
Ekkor «v a Yo definici6ja alapjén redukalt sorozat, és a; = at = a
is teljestil.

O

6.2. A programkonstrukciok programfiiggvénye

Miutén belattuk, hogy meglevé programokbdl a programkonstrukciok segitségével uj
programokat készithetiink, vizsgaljuk meg, milyen kapcsolat van a konstrualt progra-
mok programfiiggvénye és az eredeti programok programfiiggvénye kozott.

A szekvencia a legegyszerlibb programkonstrukcid, ennek megfeleléen a prog-
ramfliggvénye is egyszertien felirhat6 a két komponensprogram programfiiggvényé-
nek segitségével. Mivel a szekvencia két program egymads utani elvégzését jelenti,
varhatd, hogy a programfiiggvénye a két komponensprogram programfiiggvényének
kompoziciéja. Azonban, mint latni fogjuk, kompozicié helyett szigord kompoziciét
kell alkalmazni.

6.2. TETEL: A SZEKVENCIA PROGRAMFUGGVENYE
Legyen A tetszGleges allapottér, S1, S2 programok A-n, S = (S7;.52). Ekkor

p(S) = p(S2) ® p(S1).

Bizonyitas: Legyen a € A tetszbleges. Ekkor
a € Dys) <= S(a) C A" <=
Si(a) C A* ésVa € S1(a) : S2(1(a)) C A* <=
a € Dp(Sl) és p(Sl)(a) - Dp(Sg) <—

@ € Dp(s;)0p(51)>

tehat:
Dp(s) = Dy(sz)op(s1)-

Legyen a € Dy s). Ekkor

(a,a’) € p(S2) © p(S1) =
e A:(a,b) € p(Sh)és (b,a’) € p(S2) <
Ja € Si(a): 36 € S2(b) : 7(a) = bés 7(0) = o <~

(a,a") € p(9).
O
Vegyiik észre, hogy a nem szigord kompozicié értelmezési tartomanyaban olyan
pont is lehet, amelyhez a szekvencia rendel végtelen sorozatot is. Nézziink erre egy
egyszerd példat: Legyen A = {1, 2},
S = {(17 <1>)7 (17 <17 2))7 (2, <2>)}a
Sy = {(17 (1,2)),(2,(2,2,... >)}
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Ekkor 1 € Dp(s,)0p(sy)- de (1,2,2,2,...) € S(1).

Mivel az eldgazdst tobb programbdl képezziik, a programfiiggvényét is csak kissé
kortilményesebben tudjuk megfogalmazni. Hiszen az, hogy egy ponthoz az eldgazas
rendel-e végtelen sorozatot, attol is fiigg, mely feltételek igazak az adott pontban. S&t,
ha egy pontban egyetlen feltétel sem igaz, akkor a komponensprogramok program-
fliggvényétdl fliggetleniil abban a pontban az eldgazds programfiiggvénye nem lesz
értelmezve. Az eldgazas programfiiggvényét adja meg a kovetkezo tétel.

6.3. TETEL: AZ ELAGAZAS PROGRAMFUGGVENYE
Legyen A tetszbleges allapottér, S, So, ..., S5, € A x A** programok, vala-
mint 7y, ma, ...,y : A — L feltételek A-n, I[F = (w1 : S1,...,m : Sy).
Ekkor

®* Dyqry ={a € Ala € Ulml|ésVie [ln]: a€[m|=ac

=1
Dy(si) -
e Ya e Dp(IF):

n

p(IF)(a) = | p(Si)|tx1(a).

i=1
Bizonyitas: Legyen a € A tetsz6leges. Ekkor

a € Dy(py <= IF(a) C A" <=
diel.n]:a€[m]és |Jwi(a) CA* =
i=1

Jie[l.n]:ac[m]ésVie[l.n]:ac[m]=acDyg,.

Legyen tovabba a € Dy,(rr). Ekkor

p(IF)(a) = U{T(Oé) | € wifa)} = Up(si)lrm ().

i=1

O

Természetesen, ha az elagazas-feltételek lefedik az egész allapotteret, akkor az a
feltétel, hogy valamelyik 7;-nek igaznak kell lennie, nyilvdnvaldan teljesiil.

A ciklus programfiiggvényét a feltételre vonatkoz6 lezart segitségével fejezziik ki.

6.4. TETEL: A CIKLUS PROGRAMFUGGVENYE
Legyen A tetszGleges dllapottér, .S program, 7 feltétel A-n, DO = (7, S). Ek-
kor
p(DO) = p(S)|r.
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Bizonyitas: Legyen a € A tetsz6leges. Ekkor

a € Dy(poy <= DO(a) C A*

(@)}, haa ¢ ];
{a€ A*|IneN:a=x,(al,...,a") és
DO(a) = al € S(a)ésVie[l.n—1]:
(a1 e S(r(a?)) és T(a?) € [7]) és
7(a™) & [7]}, . haa € [r].

a [r]vagy (AB € A : By =aésVie N: (Biy1 € p(S)(Bi) és B; € [7]))
és (BB e A*: (b1 =aésVie[l.|0] —1]:
(Bi+1 € p(S)(B:) és B; € [7]) fls 7(8) € [7] és 7(B) & Dy(s))-

a € Dy

tehdt Dy poy = DW‘ Mésrészt legyen a € Dy(po)-

e Haa ¢ 7], akkor

p(DO)(a) = {a} = p(S)|(a).
e Haa € [n], akkor p(DO)(a) =

= {r(@)ac A éIneN:a=y,(a',...,a") ésa’ € S(a) és
Vi € [l.n —1]: (it € S(r(a?)) és 7(a?) € [7]) és T(a™) & [7]}
= {7(B)| e A és P =aésVie 1.8 —1]: (Biyx1 € p(S)(B:) és
Bie[x])esr(B) & [7]} =
= {beA|FkeN:be (p(S)n)k(a)ésb ¢ [r]}
= p(9)lr(a).

O

6.3. Feladatok

6.1. A={1,2,3,4,5,6}. [m] = {1,2,3,4}. [m] = {1,3,4,5}.

Si={ 1-14 1-12... 252132 3—36
4—463 4—451 5—563 6—612 1,

So={ 1-134 1-121 2—2132... 3-—36
4—463 4—451... 5—bH632 6—61... }.

Adja meg az (S1;S2), [F(m : S1,m : Sa), DO(m1,S1) programokat és a
programfiiggvényeiket!
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6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

Legyen A= {1527374a5a6}’ |—7Tl-| = {1727374}’ |—7T21 = {2a3a4}’ [71—3] =
{1,4,6) és

S;={ 1-12... 2-23 3—3456
4—463 5—53 6—62 1,

So={ 1-12 2—24 3—3...
4—43 5—5 6—61 1

S3={ 1-12  2-2... 331
4432 5-5... 6—63... }.

Mi lesz IF(’]Tl : 51,71'2 : SQ,’]Tg : Sg),Dp(IF),p(IF)?

Legyen S; és So egy-egy program az A dllapottéren. Igaz-e, hogy S2 o 7 0 Sy
megegyezik (S7; So)-vel?

S = (57;52). Igaz-e, hogy
a) Dy(s) = [1f(S1, P(Dy(s,)))1?
b) tetszbleges R utéfeltételre: [ f((S1;S2), R) = 1f(S1,1f(S2, R))?

Van-e olyan program, amely felirhat6 szekvenciaként is, eldgazasként is, és fel-
irhat6 ciklusként is?

Igaz-e, hogy minden program felirhaté szekvenciaként is, eldgazasként is, és
felirhat6 ciklusként is?

IF = (my 2 81,...,mn : Syp). Igaz-e, hogy Dy s U (1] N Dy(s,))?

Legyen S1,955,...,8, program A-n. IF = (m : Si,...,m, : Sp). S =
S1USyU---US,. Keressiink olyan 7y, feltételeket és S) programokat, hogy
Dp(IF) = Aés Dp(s) = @!

IF = (71 : S1,..,mn 2 S,). S =81 USyU---US,. Igaz-e, hogy p(IF)
része p(S)-nek?

Igaz-e? HalF = (71'1 Sl,ﬂ'Q SQ) akkor Dp(IF) (|—7T1—| N (7’(’21 ﬁDp(Sl)
Dp(sa)) U (Ppisyy N ([ma] \ [m2])) U (Dp(syy N ([72] \ [m11))?

A=1{1,2,3,4}.

\ i=1 \ i< 2
i=2i SKIP

Milyen sorozatokat rendel S1, Sa, I F' az allapottér egyes pontjaihoz?
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6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

S = (S51;52). S1 megoldja Fi-et, és Sy megoldja Fr-t. Megoldja-e S az
a) ' = F; o F feladatot?
b) F = Fy, © F; feladatot?

S = (S51;52). S megolddsa az (F» ® F}) feladatnak.
Megoldja-e S az Fi-et, illetve Sy az F,-t?

IF = (m : S1,...,mn 2 Sp). F C A x Afeladat. Vk € [1..n] : Sj megoldja
az I|[,7 feladatot.

a) IF megoldja-e az F feladatot?

b) IF megoldja-e az F' feladatot,ham V7oV ---V 7, = Igaz?

¢) IF megoldja-e az F feladatot,ha Dp C [my Vma V-V, |?

IF = (w1 :81,...,7n : Sp). FF C A x Afeladat. [ F megoldja az F' feladatot.
Igaz-e, hogy Vk € [1..n] : Sy megoldja az F|(, feladatot?

IF = (m :S1,...,mn : Sp). Fi,..., Fr, € A x Afeladat. Vk € [1..n] : S
megoldja az F}, feladatot. Megoldja-e [F"az F' = F, U - - - U F;, feladatot?

IF = (7 :81,...,m : Sy). F C A x Afeladat. I F megoldja az F feladatot,
és [m | U---U[m,| C Dr.lgaz-e, hogy Vk € [1..n] : Sy megoldja az F'|(,;
feladatot?

IF = (m : S1,...,m : Sy). F1,...,F, C A x A feladat. Vk € [l..n] :
Dr, C [7k], és Sk megoldja az F}, feladatot. F = F; U - - - U F,,. Megoldja-e
IF az F feladatot?

Igaz-e,hogyIF1 = (71'1 : S177T2 : SQ) és IFQ = (7T1 : 51,7'(‘1/\7T2 : S1USQ,7T2 :
S2)

a) egyenl?

b) ekvivalens?

Legyen IF34 = (71'3 : 3377'(4 : S4), IF1 = (7T1 : 51,71'2 : IF34), IF2 = (7T1 :
Sy, A3+ S3,ma ATy 2 Sy). Igaz-e, hogy I'Fy és I Fy

a) egyenld?

b) ekvivalens?

F C A x A feladat. Sy program A-n. Sy megoldja F-et. Megoldja-e a
DO(m, Sp) program az F feladat 7-re vonatkozé lezartjat?

Legyen DO = (m, S). Igaz-e, hogy
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a) p(DO) C p(S)?
b) p(S) C p(DO)?
6.23. A= N() X N()

i n
S=06:=0DO( #n,IF(2i:i:=i+1, 2 fi : i:=i+2)))

(5 )

7:=0
2l 2 fi
\ | \ f
i—i+1 i = i+2

Milyen sorozatokat rendel S a (2, 4), illetve a (3, 7) ponthoz?



7. fejezet

Levezetési szabalyok

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a programkonstrukcidk és a specifikacié kapcsola-
tat.

7.1. A szekvencia levezetési szabalya

Eldszor azt fogjuk megvizsgdlni, hogy a szekvencia adott utéfeltételhez tartozé leg-
gyengébb elbfeltétele milyen kapcsolatban van az 6t alkoté programok leggyengébb
elofeltételével.

7.1. TETEL: A SZEKVENCIA LEVEZETESI SZABALYA
Legyen S = (S1;.52), és adott @, R és ' dllitds A-n. Ha

() Q=1f(5,Q") &
() Q"= 1f(52,R),

akkor Q = If(S, R).

Bizonyitas: Legyen ¢ € [Q]. Ekkor (1) miatt ¢ € Dpg,) €s p(S1)(q) € [Q"]. Mivel
(2) miatt [Ql] - Dp(s2)l qc Dp(Sz)@p(Sl) = Dp(S)-
Tovébbd (2) miatt p(S2) (p(S1)(q)) € [R], tehdt g € Lf(S, R). O

A szekvencia levezetési szabdlya és a specifikdcié tétele alapjan a kovetkezot
mondhatjuk: ha S; és S5 olyan programok, amelyekre a paramétertér minden b pont-
jdban Qp = 1f(S1,Q}) és Q) = 1f(S2, Ry) teljesiil, akkor (S7;.52) megoldja a
@y, Ry parokkal adott feladatot.

7.2. TETEL: A SZEKVENCIA LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA
Legyen S = (S1;52), és Q, R olyan éllitdsok A-n, amelyekre @ = [f(S5, R).
Ekkor 3Q’ : A — L allitds, amelyre
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7.1. dbra. A szekvencia levezetési szabdlya

(1) Q= 1f(5.Q") és
@) @ = 1f(Ss, R).

Bizonyitas: Legyen Q' = [ f(S2, R). Ekkor (2) automatikusan teljesiil. Csak (1) fenn-
allasat kell belatnunk. Ehhez indirekt médon feltessziik, hogy

Ez kétféleképpen fordulhat el6:

e q & Dys,). de ez ellentmond annak a feltételnek, mely szerint [Q] C D)5y C
D
p(S1)-

e p(S1)(q) € [1f(S2, R)]. Ekkor legyen r € p(S1)(q) \ [1f(S2, R)]. Ekkor két
eset lehetséges:

- 1 ¢ Dy(s,). Ez ellentmond annak, hogy ¢ € Dy(s,)0p(s,)-

= p(S2)(r) & [R]: Legyen s € p(Ss)(r) \ [R]. Ekkor s € p(S)(q) és
s & [R], és ez ellentmond a p(S)(q) C [R] feltételnek.

O

7.2. Az elagazas levezetési szabalya

Vizsgaljuk meg, mi a kapcsolat az eldgazas és az 6t alkoté programok adott utéfelté-
telhez tartozé leggyengébb eldfeltétele kozott.
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7.3. TETEL: AZ ELAGAZAS LEVEZETESI SZABALYA
Legyen IF = (71 : S1,...,7, : Sp), és adott @, R dllitds A-n. Ha

Q= Vm
) Vi e [11’4 : Q AT = lf(S“R),

akkor
Q= If(IF,R).

Bizonyitas: Legyen ¢ € [Q], és tegyiik fel, hogy valamelyik feltétel igaz g-ra, azaz
Ji € [1..n] : q € [m;]. Ekkor g € Dy (1), ugyanis

Vj€l.n]:q€ ;] = q€[lf(S;,R)] = q € Dys,)-

Misrészt mivel Vj € [1..n] : g € [7;] = p(S;)(¢) C [R]:

pIF)(q) = |J »(Sj)(a) € [R],
JEML..n]
q€[m;]

azazq € [If(IF,R)].O

7.2. dbra. Az eldgazas levezetési szabdlya

Felhaszndlva a specifikacio tételét és az eldgazds levezetési szabdlyat azt mondhat-
juk: Legyen adott az F' feladat specifikdcidja (A4, B, @, R). Ekkor ha minden b € B
paraméterre és minden S; programra Q, A m; = 1f(S;, Rp), és minden b paramé-
terhez van olyan 7; feltétel, amelyre @), = m;, akkor az elagazds megoldja a Qy, Ry,
parokkal specifikalt feladatot.



88 7. LEVEZETESI SZABALYOK

Hasonléan a szekvencia levezetési szabdlydhoz az eldgazds levezetési szabdlya is
megfordithatd, tehat ha egy eldgazds megold egy specifikdlt feladatot, akkor le is lehet
vezetni.

7.4. TETEL: AZ ELAGAZAS LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA
Legyen IF = (71 : S1,...,7n : Sp), és @, R olyan dllitdsok A-n, amelyekre

Q= If(IF,R).
Ekkor
M Q= Vm,
@) Vie [T..ln] . QAm = Uf(S:, R).

Bizonyitas: Ha ¢ € [Q], akkor ¢ € Dy (1), vagyis Ji € [1..n] : ¢ € [m;]. Tehat (1)
teljesiil.
Ezutan beltjuk, hogy (2) is teljesiil. Tegyiik fel indirekt médon, hogy

Ji€[Ln]: [QAm] L [Lf(Si, R)].
Legyenq € [Q A ;| \ [1f(S;, R)]. Ekkor két eset lehetséges:
® g ¢ Dys,)- Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogy ¢ € D,y(rr).
e p(Si)(q) € [R]. Ekkor
p(Si)(q) € p(IF)(q) € [R],
tehat ellentmonddsra jutottunk.

O

7.3. A ciklus levezetési szabalya

7 _ z

Az el6z6 két konstrukciéhoz hasonléan most megvizsgaljuk, milyen kapcsolat van a
ciklus és a ciklusmag leggyengébb elbfeltétele kozott.

7.5. TETEL: A CIKLUS LEVEZETESI SZABALYA
Adott P, @, R éllitds A-n, t : A — Z fiiggvény, és legyen DO = (7, Sp). Ha
1 Q= P,
(2) PA—-1 = R,
3) PAmt=1t>0,
4 PAm=1f(So,P),
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7.3. dbra. A ciklus levezetési szabalya

5) P/\?T/\t=t0=>lf(50,t<t0),

akkor
Q= 1f(DO,R).

A tétel szerint azt kellene beldtnunk, hogy:
(1) Vq € [QW iq € Dp(DO) = Dm és

(2) Yq € [Q] : p(DO)(q) C [R], azaz p(So)|7(q) C [R].

Legyen a tovadbbiakban g = p(Sp)|7. MielStt magat a levezetési szabélyt bizonyita-
nank, ennek a g relacionak latjuk be két tulajdonsagat.

1. allitas: Legyen q € [P]. Ekkor
vk € Ny : g*(q) C [P].
Bizonyitas: k szerinti teljes indukcidval:

o k=0:¢%) ={q} C [P].

e Tegyiik fel, hogy ¢*(q) C [P]. Legyen r € g*(q) tetszdleges. Ekkor két eset
lehetséges:

- r € [P A-m|.Ekkor g(r) =0 C [P].
- r € [P A|. Ekkor (4) miatt r € Dy(s,) és g(r) = p(So)(r) C [P].
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Tehét: g*T1(q) C [P].

O
2. allitds: Legyen q € [P]. Ekkor

In € Ny : g"(q) = 0.

Bizonyitas: Indirekt: tegyiik fel, hogy Vn € Ny : g"(q) # (). Ekkor Vn € Nj esetén

létezik a max t(b).
beg™(q)
Ez k = 0 esetén nyilvan igaz. Ha

m = max t(b),
bEg*(q)

akkor az el6zdek szerint Vr € g*(q) esetén két lehet&ség van:
e r € [P A —m]. Ekkor g(r) = 0.
e r € [P An]. Ekkor (5) miatt 7 € D,(g,) és Vo € g(r) : t(z) < t(r) < m.

Mivel feltettiik, hogy g"*!(q) # (), a masodik lehetSség legaldbb egy r esetén teljesiil.
Tehat a maximum minden n-re 1étezne, s6t szigorian monoton csokkenne.

Ez viszont ellentmond (3)-nak, hiszen ¢ egész értékii fiiggvény.
O
Bizonyitas: (Ciklus levezetési szabdlya) Legyen q € [Q] tetszGleges. Mivel (1) miatt
[Q] C [P], ezért q € [ P] teljesiil.

Ekkor a 2. allitas alapjan

In € Np : (p(So)|m)"(q) = 0,
azaz
VS Dp(Sg)l‘n’ = Dp(poy-

Ekkor a feltételre vonatkozé lezart definicidja alapjan:

p(DO)(q) C [~n].
Masrészt az 1. allitds miatt
p(DO)(q) C [P,

és ekkor (2) miatt
p(DO)(q) C [P A—m] C[R],

tehat
q € [lf(DO, R)].

O
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A levezetési szabdlyban szerepld P allitast a ciklus invaridns tulajdonsdganak, a ¢
fliggvényt termindlofiiggvénynek nevezziik. A P invariancidjat az (1) és (4) feltételek
biztositjak: garantéljdk, hogy az invaridns tulajdonsig a ciklusmag minden lefutdsa
elott és utan teljesiil. A termindlofiiggvény a ciklus befejez8dését biztositja: az (5)
pont alapjan a ciklusmag minden lefutdsa legalabb eggyel csokkenti a termindlofiigg-
vényt, masrészt a (3) miatt a termindléfiiggvénynek pozitivnak kell lennie. A (2) fel-
tétel garantdlja, hogy ha a ciklus befejezddik, akkor az utéfeltétel igazsdghalmazaba
jut.

A ciklus levezetési szabalyanak és a specifikacié tételének felhasznédlasaval elég-
séges feltételt adhatunk a megolddsra: ha adott a feladat specifikicidja (A, B, Q, R),
és taldlunk olyan invaridns llitast és termindl6fiiggvényt, hogy a paramétertér minden
elemére teljesiil a ciklus levezetési szabdlyanak ot feltétele, akkor a ciklus megoldja a
(Qp, Rp) parokkal definidlt feladatot.

A ciklus levezetési szabélya visszafelé nem igaz, azaz van olyan ciklus, amelyet
nem lehet levezetni. Ennek az az oka, hogy egy levezetett ciklus programfiiggvénye
mindig korlatos lezart, hiszen az allapottér minden pontjdban a termindl6fiiggvény
értéke korlatozza a ciklusmag lefutdsainak szamat.

Azonban ha egy ciklus programfiiggvénye megegyezik a ciklusmag ciklusfelté-
telre vonatkozé korlatos lezartjaval, akkor a ciklus levezethetd.

7.6. TETEL: A CIKLUS LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA
Legyen DO = (m,Sp), és @, R olyan dllitdisok A-n, amelyekre Q) =

1f(DO, R), és tegyiik fel, hogy p(DO) = p(Sy)|r. Ekkor létezik P allitds
ést: A — 7 fuggvény, amelyekre

1 Q=r,

) PA-7= R,

(3) PAm=1t>0,

@) PA7=1f(So,P),

(5) PAmAt=ty=Lf(So,t<to).

Bizonyitas: Legyen P = [ f (DO, R), és valasszuk ¢-t ugy, hogy Va € A:

t(a): 0, . . haa¢Dp(Do)ﬂf7r];
maz{i € N |p(So)'(a) N [7] #0}, ha a€ DypoyN[r].

Ekkor
(1) Q@ = 1f(DO, R) trividlisan teljesiil.

(2) Legyen a € [P A —]|. Ekkor mivel a € [If(DO,R)], p(DO)(a) C [R
Misrészt mivel a € [—7], p(DO)(a) = {a}. Tehdt a € [R], azaz [P A —7|
[R].

N
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(3) t definicidja miatt nyilvanvalo.
(4) Felhasznélva a lezart azon egyszerd tulajdonsagat, hogy
a € Dy = R(a) C Dy,
a kovetkezd eredményt kapjuk. Legyen a € [If(DO, R) A 7. Ekkor
a€Dysy & p(So)(a) C [Lf(DO.R)],

tehat
a € lf(So, P)

(5) At definici6jabdl leolvashato, hogy a ciklusmag egyszeri végrehajtasa csokkenti
a termindlofiiggvény értékét:

Legyena € [P A 7], to = t(a), b € p(Sp)(a). Ekkor ha
t(a) = maz{i € N | p(So)'(a) N [7] # 0},

akkor
t(b) < t(a),

azaz
t(b) < tg.

O

Azt, hogy a lezart és a korlatos lezart megegyezik, a ¢ definicidjaban hasznéltuk
ki: ez a feltétel garantdlja, hogy a definiciéban szerepld maximum véges.

Megjegyzés: mivel a ciklus levezetési szabalya nem megfordithat6, nem minden
ciklus vezethetd le, ez azonban nem jelent érdemi korldtozadst. Ha van egy ciklus,
amely megoldésa egy feladatnak, akkor biztosan van olyan ciklus is, amelynek a felté-
tele ugyanaz, szintén megolddsa a feladatnak, és a programfiiggvénye korlétos lezart.

A ciklus definici6jabdl latszik, hogy ha S; C So, akkor DO;(w,S;) C
DOy(m, S3), és a2.7. példa szerint DO; megoldédsa minden olyan feladatnak, amely-
nek DO, megolddsa. Tehat S; akdr determinisztikus is lehet, és akkor a lezartja
p(S1)|m-nek biztosan korlatos.

7.4. Feladatok

7.1. Tegyiik fel, hogy teljesiil a ciklus levezetési szabalyanak mind az o6t feltétele, és
@ igazsaghalmaza nem iires. Lehet-e iires a

a) [P A R] halmaz?
b) [P A =7 A R] halmaz?
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7.2

7.3.

74.

7.5.

7.6.

Tegyiik fel, hogy teljesiil a ciklus levezetési szabdlydnak mind az 6t feltétele,
és (Q A ) igazsdghalmaza nem iires. Lehet-e iires az [ f(Sp, P) és I f (DO, R)
igazsdghalmazanak metszete?

Tegyiik fel, hogy teljesiil a ciklus levezetési szabdlydnak mind az 6t feltétele.
Legyen g = p(So)|[x1 és ¢ € [P] N [7]. Igaz-e, hogy

a) Vk € No: ¢*(q) C [P]?

b) b€ g"(q) N [7] N [P] = t(b) < t(q) — k?

©) glm = p(So)|m?

d) Ik e No: k<t(q)ésg"(q) C [-n]?

Legyen S = (S1; S2) és Q, Q' és R olyan éllitdsok, amelyekre
Q = lf(Sth)le = lf(SQaR)vQ = lf(S7 R)
Lehetséges-e, hogy [Q] N [R] = 0¢és [Q] N [Q'] # 0 és [Q'] N [R] # 0?

Indokolja, ha nem, €s irjon rd példat, ha igen!

A= 7 x NO
r Yy
B= 7 x No
x/ y/
Q: (z=2"Ny=y)
R: (x=2"—y ANy=0)

So = {(({E,y),< (x,y),(x— 1,y),(x -Ly- ]-) >) | relésye N}U
{((2,0), < (2,0) >) [z € Z}
DO = {((l‘vy)’ < (.Z‘,y), (.’L‘ - 1ay)7 (.Z‘ - 17y - 1)7 (.’L‘ - Qay - 1);
(x—2,y—2),....(x—y+1,1),(z —y,1)(x —y,0) >) |
x €Zésyec Ny}
Megjegyzés: Az (x,0) parhoz 1 hossziisagd, az (x, 1) parhoz 3 hosszdsdgu, az
(z,2) parhoz 5 hosszdsdgu sorozatot rendel a program.
Tudjuk, hogy DO = (m, Sp) valamilyen 7-re. Igaz-e, hogy taldlhaté olyan P
allitas és ¢t : A — 7 fuggvény, hogy a ciklus levezetési szabdlydnak feltételei
teljesiilnek, és ha igen, adjon meg egy megfelel6 m-t, P-t és t-t!

A= 7 x Z X Z x Z x Z
k T ) a b

B=7 x Z
a b
S=(k:=5IF(a>b:z:=a—ba<b:z:=b—a)i:=i+1))

Q:(a=d Ab=V Ni€]0.1]A|a—Db| >10)
R:(a=ad ANb=b ANk-i<ux)
Bizonyitsuk be, hogy @ = [f(S, R)!






8. fejezet

Elemi programok

A 2. fejezetben a programozisi feladat kapcsdn megfogalmaztuk, hogy mindig fel-
tessziik, 1étezik a programoknak egy adott halmaza, amelyekbdl Osszerakhatjuk a
programjainkat (2.7.). Ezeket a programokat szoktuk primitiv programoknak nevezni.

Ebben a fejezetben bevezetiink néhany elméleti szempontbdl ,.egyszerli” progra-
mot. Ezeket a programokat a kdvetkezd fejezetekben gyakorta fogjuk hasznalni, ezért
megvizsgdljuk a programfiiggvényiiket és egy adott utéfeltételhez tartozé leggyen-

gébb eldfeltételiiket.

8.1. Elemi programok

8.1. DEFINICIO: ELEMI PROGRAM
Eleminek neveziink egy A éllapottéren egy .S programot, ha

Va € A: S(a) C {{a),{a,qa,a,...),{a,b) | b+#a}.

A definici6 szerint minden programhoz taldlhat6 vele ekvivalens elemi program,
csak a sorozatok kozbiilsé elemeit el kell hagyni, s igy 1ényegében, egy adott szinten
minden program elemi.

Az elemi programok koziil kivdlasztunk néhdny specidlis tulajdonsdggal rendel-
kez6t, és a tovabbiakban veliik foglalkozunk.

Az elsd ilyen program az lesz, ami nem csindl semmit.

8.2. DEFINICIO: SKIP
SKIP-nek nevezziik azt a programot, amelyre

Vae A: SKIP(a) = {{a)}.

A maésodik program a torl6dés, amelynek legfontosabb jellemzdje, hogy soha sem
termindl.
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8.3. DEFINICI0: ABORT
ABORT-tal jeloljiik azt a programot, amelyre

Va € A: ABORT(a) = {{a,a,a,...)}.

Az eddig felsorolt két elemi program valéban nagyon egyszer(, de — taldn meg-
lepé médon — mégis jelentds szerepiik van. A harmadik specidlis elemi program az
értékadas. Az el6z6eknél bonyolultabb, de sokkal fontosabb is.

Az értékadas definicidjahoz bevezetiink egy jelolést. Legyen A = Ay x --- x A,
ésVie [l.n]: F; C Ax A;. Jelsljik F = (Fy,..., F,)-nel akovetkez6 F C Ax A
relaciét: .

Dr=Dr & YaeDp:F(a)= [Xl--n] Fi(a).

8.4. DEFINICIO: ERTEKADAS
Legyen A = Ay x -+ x A, és F = (F,...,F,). Az S program dltaldnos
értékadds, haVa € A :

[ {red({a,b))| b€ F(a)}, haa€ Dp;
S(a) = { {{a,a,a,...)}, haa & Dp.

A fenti F; komponensreldcidk pontosan azt irjék le, hogy az adott értékadds mi-
ként valtoztatja meg az dllapottér egyes komponenseit.
Az éltalanos értékadason beliil specidlis eseteket kiilonboztetiink meg:

e Ha Dp = A, akkor az S programot értékkivdlasztdsnak nevezziik.
e Ha az F'relacio fiiggvény, akkor az S programot értékaddsnak nevezziik.
e Ha D C A, akkor S parcidlis értékkivdlasztds.

e Ha Dp C A és F determinisztikus (F' parcidlis fiiggvény), akkor S parcidlis
értékadds.

Az értékadast és a parcidlis értékadast a := F'(a)-val, az értékkivalasztist és a
parciélis értékkivélasztds a :€ F'(a)-val jeloljiik.

Ha egy kivételével az 6sszes F;; projekcié — azaz az értékadas az dllapottérnek csak
egy komponensét (csak egy valtozo értékét) valtoztatja meg —, akkor S-et egyszeril
értékadasnak, egyébként szimultdn értékadasnak nevezziik.

Az értékadas egy kicsit bonyolultabb, mint el6z6 két tarsa, de egy kicsit ,,érté-
kesebb" is, hiszen értékadassal minden feladat megoldhat6! A kérdés persze csupan
az, hogy az éppen adott feladat altal definilt értékadds megengedett miivelet-e. Ez-
zel a kérdéssel a késGbbiekben — a programozasi feladat megolddsa sordn — fogunk
foglalkozni.

Vizsgaljuk meg a fent definidlt specidlis elemi programok programfiiggvényeit!
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8.1. allitas:
1. p(SKIP) = id,
2. p(ABORT) =1,
3. pla:=F(a)) =F,
4. p(a :€ F(a)) = F.

A bizonyitas trivialis (a feladatok kozott szerepel).

8.2. Elemi programok leggyengébb elofeltétele

Most, hogy megvizsgaltuk a programfiiggvényeket, nézziik meg az elemi programok
adott utéfeltételhez tartozo leggyengébb eldfeltételét.

Mivel a SKIP program programfiiggvénye az identikus leképezés, egy tetsz6leges
R utéfeltételhez tartozé leggyengébb eldfeltétele:

If(SKIP,R) = R.

Hasonl6an egyszertien lathat6, hogy — mivel az ABORT program programfiigg-
vénye iires — a leggyengébb elofeltétel definicidja alapjan egy tetszSleges R utdfeltétel
esetén

lf(ABORT, R) = Hamis.

Az éltalanos értékadas leggyengébb elbfeltételét kiilon vizsgaljuk a determiniszti-
kus és nemdeterminisztikus, illetve a globdlis és a parcidlis esetben. Felhaszndlva a 3.
és a 8. allitasokat:

[1f(a:€ F(a),R)] = [Ro F].

Ha F': A — A fiiggvény, akkor R o F fiiggvény, és ezért
lf(a:=F(a),R)=RoF.

Ha F' parcidlis fiiggvény, tehat az értékadds parcidlis, akkor ennek leggyengébb el6-
feltétele:

. L [ RoF(b), habeDp;
Vbe A:lf(a:=F(a),R)(b) = { hamis, hab ¢ Dp.
Most vizsgaljuk azt a két esetet, amikor F' nemdeterminisztikus. Feltéve, hogy Dp =
A, az értékkivalasztas leggyengébb elbfeltétele

igaz, haF(b) C [R];

Vo€ A:if(a:e Fa), R)(b) = { hamis  egyébkeént.
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Ugyanez parcidlis esetben:

Vb e A:lf(a:€ F(a), R)(b) = { igaz,  haa € Dpés F(b) C [R];

hamis egyébként.

Az értékadast dltaldban valtozokkal irjuk le. Legyenek az allapottér valtozoi rendre

x1,Z2,...,T,. Ekkor az a := F(a) program jelolésére az aldbbi formulét hasznél-
hatjuk:
X1, X2y vy Ty = Fi(x1, @0, ... xn), Fo(x1, 22, ..., Tp), - o, Fu(21, 29, ..., Zp).

A gyakorlatban az esetek tobbségében F' komponenseinek nagy része projekcio, azaz
Fi(xz1,za,...,x,) = z;. Ekkor az értékadds jel6lésébdl a bal oldalrél x;-t , a jobb
oldalrél pedig F;(x1, x2, . .., x,)-t elhagyjuk. Vegyiik észre, hogy egyszerd értékadds
esetén a bal oldalon csak egy véltoz6, a jobb oldalon pedig csak egy kifejezés marad.

Jelolésiinket abban az esetben még tovabb egyszer(sithetjiik, ha az értékadas jobb
oldala (F;) nem fiigg minden véltoz6tol. Ekkor a jobb oldalon csak azokat a valtozokat
tiintetjiik fel, amelyektdl F; figg.

Nézziik meg egy egyszerii példan a fent leirtakat. Legyen az dllapottér

A=7 xL
x l
A tovédbbiakban a fentihez hasonldan az allapottér egyes komponenseihez tartozé
véltozokat a komponensek ald fogjuk irni. Legyenek az értékadds komponensei: Va =
(a1,az2) € A:

Fi(a1,a2) = a1, azaz Fy = pry, és
Fg(al,ag) = (al > 0)

Ekkor az a := F'(a) értékadés véltozékkal felirva:

z, 0=z, (z >0).

Py

A jelolés fent leirt egyszertisitéseit elvégezve az
l:=(x>0)

egyszerd értékadast kapjuk.

Ha felhasznaljuk, hogy az értékadds leggyengébb elbfeltétele Ro F', akkor egy val-
tozokkal felirt értékadas valtozokkal megadott eldfeltételét egyszeriien kiszdmithatjuk
a kompozicié képzésének megfelelden: helyettesitsiik az utéfeltételben az értékadas-
ban szerepld valtozokat az uj értékiikkel. Erre bevezetiink egy uj jelolést is: legyenek
x1,%2,...,T, rendre az dllapottér véltozoéi, ekkor

lf((Eil,...,(Eim = Fil(.’bl,...,Zl'n),...,Fim(l'l,...,fﬂn),R) =

R%iy —Fiy (T2 sTn )5y Ty < Fipy (T1500,T0)



8.3. AZ ERTEKADAS MINT FELADATSPECIFIKACIO 99

Parcialis értékadas esetén:

Uf(miyy e ymi, = F (1,00, Tn)y .oy Fy (21, .., 20), R) =
(-rlv o 71.”) c DF A R:Ei1<—F,,1 (T150sTn )y @iy —Fi (21,-.,20)

Az értékkivalasztas kicsit bonyolultabb:

lf({Eil,...,{Eim € Fil(l'l,...,.’En),...,Fim(xl,...7l'n),R) =
Henr ) € Xy By (i) 2 B et i e

Végiil a parcidlis értékkivalasztas:

lf(d?il,...,diim S Fil(l‘l,...,.In),...,Fim(.rl,...7337L),R) =
(T1,..,2,) €D AV(eiy, .- s€0,) € XTLy Fiy (@1, 20)

RTi1 —Ciq e sTipy €y

A tovéabbiakban, ha mist nem mondunk, primitiv programnak tekintjiik azokat
az — esetleg parcidlis — értékadasokat, amelyek jobb oldaldn a szokdsos aritmetikai,
logikai kifejezésekkel felirt fiiggvények allnak.

8.3. Az értékadas mint feladatspecifikacio

Az értékadas 1ényegében egy programfiiggvényével definidlt program. Kézenfekvd,
hogy ezt a programfiiggvényt feladatnak is tekinthetjilk. Egy értékadés altal definialt
feladat konnyen dtirhat6 a specifikaci6 tételének megfelel6 formara is.

Legyen z1,..., 2z, := Fi(z1,...,2n), ..., Fn(z1,...,2,) € A x A egy érték-
adds. Az A dllapotér valtozoi értelemszertien x1, . . ., zy,.

Tekintsiik a kovetkezd feladatspecifikdciot:

A=A x ... x A,

I In
B =B x...x B,

Q:(xy=24\ NNz =2))
R:(xy=F(2),...xl) N AXy=Fp(z),...20))

Nyilvanvald, hogy éppen az I’ fiiggvényt specifikaltuk.

Ha nem értékadasrdl van sz6, hanem értékkivalasztasrol, akkor az utéfeltételekben
nem =, hanem € szerepel.

A parcialis esetekben az el6feltételeket célszer( lesztkiteni az F' értelmezési tar-
tomanydra az z; € Dy, feltételek hozzavételével.
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8.4. Feladatok

8.1.

8.2

8.3.

8.4.

A={1,2,3}, B = {a,b},C = A x B. Legyen S program A-n, S = {1 —
(1),2 — (2222...),3 — (31)}.

Legyen S az S kiterjesztése C-re, M pedig olyan program C'-n, hogy M ekvi-
valens S-sel A-n.
(a) Elemi program-e S?

(b) Elemi program-e S, és biztosan elemi program-e M ?
Tekintsiik az aldbbi dllapotteret:

A=NxN

T Y
Mi az (z,y) := F(z,y), F = (F1,Fy), Fi(z,y) = vy, Fx(z,y) = z, azaz
az F(p,q) = {b € A| z(b) = ¢qésy(b) = p} értékadds R = (z < y)
utéfeltételhez tartozé leggyengébb eldfeltétele?

Legyen A tetsz0leges éllapottér. Melyek azok a feladatok az A-n, amelyeknek
megoldasa a SK I P program?

Legyen A tetszGleges allapottér. Melyek azok a feladatok az A-n, amelyeknek
megolddsa az ABORT program?



9. fejezet

A programkonstrukciok és a
kiszamithatosag

Ebben a fejezetben kis kitérot tesziink a kiszamithatésag-elmélet felé, €és megmutatjuk,
hogy az imént bevezetett harom programkonstrukci6 segitségével minden — elméleti-
leg megoldhat6 — feladatot meg tudunk oldani. Ehhez kapcsolatot 1étesitiink a kisz4-
mithat6 fiiggvények és a ,,jol konstrudlt” programok kozott, €s ezzel megmutatjuk azt
is, hogy ha egy feladat megoldhat6, akkor megoldhaté levezetéssel is.

A kiszamithatésag fogalmat dltalaban a parcidlisan rekurziv fiiggvények bevezeté-
sén keresztiil szokds megadni. Mas definicids lehet8ségekrdl, példaul a Turing-géprdl,
bizonyithat6, hogy a kiszdmithatdsdg szempontjabdl egyenértékiiek a parcidlisan re-
kurziv fiiggvényekkel.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ebben a fejezetben fiiggvény alatt mindig parcialis
fliggvényt értiink. A mindeniitt definialt fliggvényekre a totalis jelz6t hasznéljuk.

9.1. Parcialisan rekurziv fiiggvények

A kiszdmithatdsag parcidlisan rekurziv fiiggvényekre alapozott modelljében csak f €
N™ — N" tipusu fiiggvények szerepelnek. El6szor az alapfiiggvényeket definidljuk:

e suc: N—N, VreN:

suc(z) =z + 1,
e Vn eNy: cgn):N"—>N, Y(x1,...,2,) € N™

cgn)(ml,...,xn) =1,
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eVneN:Vie[l.n]: pr™:N° SN, VY(a,...,2,) €N

pri(

Xiy.ooyTp) = T

A tovédbbiakban definidlunk néhdny elemi fiiggvény-operatort:

Kompozicié. Legyen f € N™ — N" és g € N — N¥. Az f és g kompozici6ja az
alabbi fiiggvény:
gofeN™ =Nt Dyy={xeD;| flx) €Dy} ésVr € Dyoy:

(g0 f)(x) = g(f(x)).

Vegyiik észre, hogy ez az operator megegyezik az alapfogalmaknal bevezetett
relaciok kozotti kompozicidval (tulajdonképpen a szigord kompozicidval, de
fliggvények esetén ez a kettd azonos).

Direktszorzat. Legyen k € N rogzitett, és Vi € [1..k] : f; € N™ — N E fiiggvé-
nyek direktszorzata (f1, fa, ..., fr) € N™ — N" 5 xN" Dy, ) =

k
'_1sz‘ EsVr € D4y for fi)}

(1 fosos Je)(@) = (fi(2), - - s ful(2)-

Rekurzié. Legyen n rogzitett, f € N — Nés g € N"*2 — N. Az f fiiggvény g
szerinti rekurzidja o(f, g) € N*T1 — N, és

Q(fag)(xl""axnal) = f(xla"'vxn)v
olfig) @y, .. xn,k+1) = glx1,..., 20, k,0(f,9)(x1,..., 20, k)).

o(f, g) értelmezési tartomdnya azon pontok halmaza, ahonnan kiindulva a fenti
rekurzié elvégezhetd.

p-operator. Legyen f € N**1 — N. A p-operdtort erre a fiiggvényre alkalmazva
azt a u(f) € N — N fliggvényt kapjuk, amelyre D5y = {(21,...,7,) €
N*"|3y e N: f(z1,...,2n,y) =1AVi€ [l.y—1]: (21,...,20,1) € Dy},
és V(l‘l, ce ,CCn) S Du(f):

w( )z, .. xn) =min{y | f(z1,...,2n,y) = 1}

A fenti alapfiiggvények és a bevezetett operdtorok segitségével mar definidlhat6 a
parcidlis rekurziv fiiggvények halmaza.

9.1. DEFINICIO: PARCIALIS REKURZIV FUGGVENY
Az f: N™ — N"(n,m € N) fiiggvény akkor és csak akkor parcidlis rekurziv,
ha az aldbbiak egyike teljesiil:
o f az alapfiiggvények valamelyike;

o f kifejezhetd a fenti operatoroknak parcialis rekurziv fiiggvényekre tor-
ténd véges sokszori alkalmazasaval.
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9.2. A parcialis rekurziv fiiggvények Kiszamitasa

Ahhoz, hogy a fenti fliggvényeket kiszamité programokat tudjunk adni, definidlnunk
kell az ilyen fiiggvények éltal meghatdrozott feladatot. Legyen f : N — N" egy
tetsz6leges fliggvény (m, n rogzitett). Az f altal meghatarozott feladat specifikacidja:

A=N x...x N x N x...x N

1 Tm Y1 Ym
B=Nx...x N
} Ty,

Q:(x1=2)N- Nz =), N(x1,...,2m) € Dy)

R:(QAN Wiy o yn) = f(),...,20))

Feltessziik, hogy az alapfiiggvényeket kiszdmit6 programok benne vannak a meg-
engedett programok halmazdban. Ezt nyugodtan megtehetjiik, hiszen minden progra-
moz4si nyelv tartalmaz ilyen utasitdsokat.

Megmutatjuk, hogy az elemi fiiggvény-operatorok (kompozicid, direktszorzat, re-
kurzid, p-operator) kiszamithatok jol konstrualt programokkal.

Kompozicié. Legyen f € N™ — N" é g € N* — NF. Ekkor a g o f 4ltal
meghatdrozott feladat specifikicidja:

A=Nx...x N x N x...x N

T Tm (25 Yk
B=Nx...x N
'} Thn

Q:(xi=2)N-- Aoy =2, AN21,...,2Zm) € Dgoy)
R:(QA (Y1, syn) = (g0 )@, 27,))

Jeloljik z1,...,2, := f(21,..., %y )-mel azt a programot, amely kiszdmitja f-
et, és hasonléan y1,...,yr := g(z1,..., 2z, )-nel azt, amelyik kiszdmitja g-t. Tegyiik
fel, hogy ez a két program j6l konstrudlt program. Ebben az esetben a két program
szekvencidja kiszdmitja g o f-et, azaz megoldja a fent specifikdlt feladatot. Legyen @’
a masodik program R utéfeltételhez tartozé leggyengébb eldfeltétele:

Q :(QNg(z1,...,2zn) = (go f)(@h,...,20,) A(21,...,2n) € Dy)

Most vizsgaljuk meg az elsS program ezen Q' utéfeltételhez tartozé leggyengébb els-
feltételét:

Uf(z1,. o yzn = fz1, ., 2m), Q) = ( QA g(f(z1,...,2m))) =
((go )y, ...,z )N f(z1,...,2m) € Dg A(21,...,Zm) € Dy)

Konnyen lathatd, hogy ez a leggyengébb elbfeltétel kovetkezik QQ-bdl, és igy a szek-
vencia levezetési szabdlydnak és a specifikdcié tételének alkalmazasaval belattuk,
hogy a
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Z1yeey2n = f(T1,.. ., Tm)

Y1y Yk = g(21, -+, 2n)

program megoldja a fent specifikalt feladatot, azaz kiszamitja f és g kompozicidjat.

Direktszorzat. Legyen k € N rogzitett, és Vi € [1..k] : f; € N™ — N"i. Ekkor az
e fiiggvények direktszorzata dltal meghatarozott feladat specifikicidja:

A=Nx...x N x N x..x N x...x N x...x N

I Im Y11 Yin, Yk Yk,
B=Nx...x N
2 T

Q: (1 =2\ N ANty =27, AN21,. .., Zm) € Dy, 1)
R:(QA (W11 ¥iny)se oo Wkt Uk ) = (1o fr) (@, h20,))

Tegyiik fel, hogy a komponensfiiggvények kiszamithaték jol konstrudlt prog-
rammal. Jelolje yiy, ..., ¥i,, = fi(®1,...,7y,) az i-edik figgvényt (1 < i < k)
kiszamit6 programot. Ekkor ezeknek a programoknak a szekvencidja megoldja a fenti
feladatot. Legyen Q) a k-adik program R utéfeltételhez tartozd leggyengébb eldfel-
tétele:

Qk : (Q A ((ylla s 7y1n1)7 ceey (yk—ll; e ayk—lnk,l)a fk’(xlv cee 7xnl)) =

(froo- o fo)@h, o zl) A (1, .-, @m) € Dyy)
Tovébbd minden ¢ € [1..k — 1] esetén jelolje Q; az i-edik program ;4 1-hez tartozé
leggyengébb eldfeltételét. Konnyen lathatd, hogy az értékadds leggyengébb eldfelté-
telére vonatkozé szabalyt alkalmazva:

Q1:(QAN (i1, s@m)y ooy fr(@r, o oyxm)) = (f1y oy fr) (@, oo 2l )N
(@1, &m) €Dy A A(x1,...,Zm) € Dy,)

Ha most Q-t és (Q1-et Osszehasonlitjuk, észrevehetjiik, hogy megegyeznek. A szek-
vencia levezetési szabdlya és a specifikdcid tétele alapjan az

y117"'ay1n1 = fl(xlv"'am’m)

yklﬂ"'uyknk = fk(xla"wxm)

program megoldésa a fent specifikalt feladatnak, azaz kiszdmitja (f1,. .., fx)-t.

Rekurzié. Legyen n rogzitett, f € N* — Nés g € N**2 — N. Tegyiik fel,
hogy mindketten kiszamithatok j6l konstrudlt programokkal. Az f fiiggvény g szerinti
rekurziéja altal meghatarozott feladat specifikacidja:
A=Nx...x N xN
T Tn+1 Yy
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B=Nx...x N
) Thg1

Q : (581 = 1‘/1 JANRERWAN Tpntl = J?fu_,'_l A (Il, R ,1‘n+1) S Dg(f,g))

R:(QNy=o(f.9)(,...,2011))

Jelolje az f-et és a g-t kiszdmité programot y = f(z1,...,x,), illetve y :=
g(z1,...,Tnt2). Oldjuk meg a feladatot egy olyan ciklussal, amelynek invaridns tu-
lajdonsaga:

P (Q Nk € [1"xn+1] A Y= Q(fa g)(xlh s 71‘;13 k))

A ciklus levezetési szabélyat vizsgdlva azt talaljuk, hogy @Q-bdl nem kovetkezik P.
Ezért adunk egy olyan Q' feltételt, amelybSl mar kovetkezik P, és adunk egy prog-
ramot, amely Q-bdl Q’-be jut (igy a megoldéprogram egy szekvencia lesz, amelynek
masodik része egy ciklus). Legyen Q' az aldbbi:

Q:(QNk=1ANy=f(z1,...,2,))

Ezak,y =1, f(x1,...,x,) szimultdn értékaddssal elérhetS. Az értékadds leg-
gyengébb elbfeltételére vonatkozo szabély felhasznalasaval konnyen lathat6, hogy az
kovetkezik QQ-bdl.

A ciklus levezetési szabdlydnak masodik pontja alapjan a ciklusfeltétel k # x,, 11
lesz.

A harmadik pontnak megfelel6en vélasszuk a t = x,,41 — k kifejezést terminal6-
fliggvénynek.

Az 6todik pont azt irja le, hogy az imént definialt termindléfiiggvény értékének a
ciklusmagban csokkennie kell. Ez elérhetd a &k eggyel val6 novelésével.

A négyes pont kielégitéséhez vizsgaljuk meg, mi lesz a leggyengébb eldfeltétele a
k-t noveld értékaddsnak a P-re vonatkozdan.

Q"=1f(k:=k+1,P) = (QANk+1€[l.zpii] A
y:Q(fag)(Illa~'-ax:L7k+1))

Most mdr — a szekvencia levezetési szabdlya alapjdn — csak egy olyan programot kell
taldlnunk, amelyre P A (k # xp11) = Lf(S,Q"). Ez a program a rekurzié definicié-
jadhoz illeszkedGen épp y := g(x1, ..., Zn, k,y) lesz.

Igy a szekvencia és a ciklus levezetési szabdlya, valamint a specifikicié tétele
garantdlja, hogy a

k7y:: 1?f($17"'a-rn)
k # xni1
Y= g(xlv"'axnvkvy)
k=k+1

program megoldja a o( f, g) dltal meghatdrozott feladatot, azaz kiszdmitja f g szerinti
rekurziéjat.
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p-operator. Legyen f € N"T! — N, és tegyiik fel, hogy f kiszdmithaté egyszerii
értékaddssal vagy jol konstrudlt programmal. Tekintsiik a p(f) dltal meghatdrozott
feladatot:

A=N x...x N x N

T Tn Yy
B=Nx...x N
'y s,

Q:(ml:x'l/\~~~/\xn:x’n/\(xl,...,xm_l)GDM(f))
R:(QAy=p(f)(=,...,27))

Jelolje z := f(x1,...,%n, Tny1) az f-et kiszdmité programot. Oldjuk meg a fel-
adatot egy olyan ciklussal, melynek invaridnsa:

P:(QAz=f(x1,...,Zn,y) AVi € [ly—1]: f(21,...,2n,1) # 1)

Azinvaridns a z,y := f(x1,..., Ty, 1), 1 szimultdn értékadéssal teljesithetd. Egy-
szer(ien belathat6, hogy ennek a programnak a P-re vonatkozo leggyengébb eldfelté-
tele,

If(z,y:= f(z1,..., 20, 1), ; P) = (QA f(x1,...,20,1) = f(x1,...,2p,1)
AV e 1.1 =1]: f(ay,...,2n, 1) £ 1)

kovetkezik QQ-bol. A ciklus levezetési szabdlyanak masodik pontja alapjan a ciklusfel-
tétel z # 1 lesz.

A feladat el6feltétele garantdlja, hogy van olyan m € N szdm, amelyre
f(z1,...,z,,m) = 1 fenndll. Legyen N egy ilyen tulajdonsdgd, rogzitett termé-
szetes szdm. Ennek az értéknek a segitségével definidlhatjuk a terminaldfiiggvényt:
t = N — y. Ez kielégiti a levezetési szabaly harmadik pontjat.

Az 6todik pont megkivanja, hogy a termindléfiiggvény a ciklusmag lefutdsa sordn
csokkenjen. Ezt elérhetjiik y eggyel val6 novelésével.

A negyedik pont teljesitéséhez legyen Q" ennek a novelésnek a P-re vonatkozd
leggyengébb elbfeltétele:

Q:(QAz=flxr, ., xpy+ DAVIE [Ly —1]: f(z1,. .0, 1) # 1)

Most mér csak taldlnunk kell egy programot a P A (z # 1) és @' dllitdsok kozé. A
z:= f(x1,...,Tn,y + 1) értékaddsra teljesiil, hogy

PA(z#1)=1f(z:= f(z1,..., 20,y +1),Q").

A specifikécio tétele, valamint a ciklus és a szekvencia levezetési szabdlya garantalja,
hogy a
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z,y:= flx1,...,2p,1),1
z#1
z:= f(z1,...,Tn,y + 1)
yi=y+1

program megoldja a u( f) dltal meghatdrozott feladatot, azaz kiszdmitja u( f)-et.

Kovetkezmény. Az el6z6ekben megmutattuk, hogy ha az alapfiiggvények kiszamit-
hatdk, akkor a beldliik — a parcidlis rekurziv fiiggvényeknél megengedett — operatorok-
kal felépitett fiiggvények is kiszamithatok j6l konstruélt programokkal. Ennek alapjan
kimondhatjuk az aldbbi tételt:

9.1. TETEL: STRUKTURALT PROGRAMOZAS ES KISZAMITHATOSAG
Minden kiszdmithat6 fiiggvény kiszdmithat6 egy jol konstrudlt programmal.

9.3. Relaciok

Forditsuk most figyelmiinket a rel4ciék felé. Ahhoz, hogy a relacidk kiszamithatosagat
megvizsgalhassuk, definidlnunk kell a kiszamithaté relacié fogalmat.

9.2. DEFINICIO: REKURZIVAN FELSOROLHATO RELACIO
Legyen R C N* x NF tetsz6leges reldcié. R akkor és csak akkor rekurzivan
felsorolhatd, ha van olyan f € N?* — N parcidlis rekurziv fiiggvény, amelynek
értelmezési tartoméanydra: Dy = R.

A kiszdmithat6sdg-elmélethez igazodva a tovabbiakban csak rekurzivan felsorol-
hato reldcidkkal fogunk foglalkozni. Ahhoz, hogy megmutassuk, minden kiszdmithaté
(rekurzivan felsorolhat6) feladat — emlékezziink, hogy minden feladat egy relaci6 —
megoldhat6 strukturalt programmal, el6szor megadjuk a rekurzivan felsorolhat6 rela-
ciok egy masik jellemzését.

9.2. TETEL: KLEENE [1936]
Ha R egy tetsz6leges relacid, akkor az alabbi harom allitds ekvivalens:
(1) R rekurzivan felsorolhatd.
(2) R egy f parcidlis rekurziv fliggvény értékkészlete.
(3) R = 0 vagy R egy o rekurziv fiiggvény értékkészlete.
Ennek a tételnek a bizonyitdsa konstruktiv, azaz megadja mind f, mind pedig ¢

felépitését. Mi ezt a ¢ fiiggvényt fogjuk hasznélni a kiszdmithat6 feladatunk megol-
déprogramjaban.
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Legyen ' C N*¥ x N* egy rekurzivan felsorolhaté reldcié, és jeldlje o az el6z6
tétel konstrukcidjaval kapott (totdlis) rekurziv fiiggvényt. Specifikaljuk a feladatot az
alabbi médon:

A = NF x NF
xz Yy
B = N
m/

Q:(x=2"Nzx €Dp)

R:(QA(2,y) € F)
Ez a feladat megoldhat6 egy olyan ciklussal, amelynek invaridns tulajdonséiga:

P (QANieNA(z,y) = (i)
A ciklus levezetési szabdlyanak felhasznalasaval konnyen beldthat6, hogy az aldbbi
program megolddsa a fenti feladatnak:

i,(Z,y) = 1790(1)
z#
(z,y) == p(i+1)
i:=1+1

A bizonyitasban a termindl6fiiggvény megadasandl ugyanazt a technikat alkalmaz-
zuk, mint a p-operatorndl.
Ezzel az el6zd6leg fiiggvényekre vonatkoz6 tételiinket dltalanosithatjuk reldcidkra:

9.3. TETEL: STRUKTURALT PROGRAMOZAS ES KISZAMITHATO RELACIOK
Minden kiszdmithat6 relacié kiszamithaté egy jol konstrudlt programmal.

Megjegyezzik, hogy ezek az eredmények kiterjeszthetk a relative kiszamithatd
fiiggvények (ugyanezen operatorokkal egy tetszdleges alaphalmazbdl képzett fliggvé-
nyek) vagy a parcidlis rekurziv funkciondlok halmazara is [Odi 98].



10. fejezet

A tipus

Az éllapottér definicidjaban szerepld halmazokat tipusértékhalmazoknak neveztiik, és
csak annyit mondtunk réluk, hogy legfeljebb megszdmlalhatdak.

A tovéabbiakban arrdl lesz sz, hogy ezek a halmazok hogyan jonnek létre, milyen
kozos tulajdonsag jellemzd az elemeikre.

10.1. A tipusspecifikacio

El6szor bevezetiink egy olyan fogalmat, amelyet arra haszndlhatunk, hogy pontosan
leirjuk a kovetelményeinket egy tipusértékhalmazzal és a rajta végezhetd miiveletek-
kel szemben.

10.1. DEFINICIO: TiPUSSPECIFIKACIO
A T, = (H,I,F) hdrmast tipusspecifikdcionak nevezzik, ha teljesiilnek rd a
kovetkezd feltételek:

1. H az alaphalmaz,
2. Iy : H — L a specifikdcids invaridns,
3. Tr ={(T,z) | « € [ 15|} atipusértékhalmaz,
4. F={Fy, Fs,..., F,} atipusmiiveletek specifikdcidja, ahol
Vie[ln]: F; C A x Ay, Aj = Agy X - x Ay, gy,
hogy 3j € [1.n] : A;;, = Tr .
Az alaphalmaz és az invaridns tulajdonsig segitségével azt fogalmazzuk meg,
hogy mi az a halmaz, T, amelynek elemeivel foglalkozni akarunk, mig a felada-

tok halmazaval azt irjuk le, hogy ezekkel az elemekkel milyen miiveletek végezhetk
el.
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Az allapottér definicidjaban szerepld tipusértékhalmazok mind ilyen tipusspecifi-
kacidban vannak definidlva. Az allapottér egy komponensét egy program csak a tipus-
miiveleteken keresztiil véltoztathatja meg.

10.2. A tipus

Vizsgaljuk meg, hogy a tipusspecifikdcidban leirt kovetelményeket hogyan valdsitjuk
meg.

10.2. DEFINiCIO: TIPUS
AT = (p,1,S) harmast tipusnak nevezziik, ha az alébbi feltételek teljesiilnek
ra:
1. o C E* x T areprezenticids fiiggvény (relacio),
T a tipusértékhalmaz,
FE az elemi tipusértékhalmaz,
2. I : E* — L tipusinvarians,
3. S={51,59,...,Sm}, ahol
Vi € [L.m] : S; C B; x B;* program, B; = B;, x --- x B;, ugy,
hogy 3j € [1.m;] : By, = E*és Aj € [l.m;|: By, =T. /

A tipus elsd két komponense az absztrakt tipusértékek reprezentdciéjat irja le, mig
a programhalmaz a tipusmiveletek implementaciéjat tartalmazza. Az elemi tipusér-
tékhalmaz lehet egy tetszéleges masik tipus tipusértékhalmaza vagy egy, valamilyen
mdédon definidt, legfeljebb megszdmlalhaté halmaz.

Elemi tipusnak neveziink egy 7 = (o, I, S) tipust, ha T' = E, és o|r] = Idg.

Meg kell még adnunk, hogy egy tipus mikor felel meg a tipusspecifikdcionak, azaz
mikor teljesiti a specifikdcidban leirt kovetelményeket.

Legyen a tovdbbiakban 7, = (H,I;,F), T = (o,I,S), F € F,és S € S,
FCAxA A=A x---xA,,SCBxB"™, B=DB; x--x By

Legyen A altere C-nek és B altere D-nek.

Azt mondjuk, hogya C = Cy X -+ x C. és D = Dq x --- x D, éllapotterek
illeszkednek, ha
E*, haC;=Tr;
C;  kiilonben.

Ebben az esetben legyen ay C D x C reldci6 a kovetkezd:
Vd € D :vy(d) = 71(d1) x 72(d2) x ... X - (dy),
ahol Vi € [17’} 1y C D; x C; és

| o, haC;=Tr;
7= ddp, kiilonben.

Vie[l.r]: D; = {
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Vegyiik észre, hogy a ~ tulajdonképpen a g egyfajta kiterjesztése tobb komponensti,
de egymadshoz illeszkedd allapotterek esetére.

a

Qm(l) '

=k

ol

10.1. dbra. A p-n keresztiili megoldas illeszked6 allapotterek kozott

10.3. DEFINICIO: MEGOLDAS o-N KERESZTUL
Azt mondjuk, hogy az S C B x B** program a p-n keresztiil megoldja az
F C A x A feladatot, ha vannak olyan C' és D illeszkedd terek, amelynek
altere A, illetve B, hogy S’ 7 szerint megolddsa F’-nek, ahol v C D x C' a
fenti értelemben definidlt leképezés, S’ az S kiterjesztése D-re, I’ pedig az F'
kiterjesztése C'-re.

A kiterjesztési tételek szerint, ha vannak a definiciénak megfeleld illeszkedd terek,
akkor mindegyik ilyen.

10.4. DEFINICIO: MEGFELELES
Egy 7 = (o, 1,S) tipus megfelel a T, = (H, I,,F) tipusspecifikiciénak, ha

1. o([1N) = T7,
2. VF € F:35 € S: S ap-nkeresztiil megoldja F-et.

Természetesen egy tipusspecifikdcionak tobb kiilonbozd tipus is megfelelhet. Ek-
kor az, hogy melyiket vélasztjuk, a reprezenticié és a miiveletek implementacidinak
tovébbi tulajdonsigaitdl — ilyen példdul a reprezentdcié memoriaigénye vagy az imp-
lementacidk miiveletigénye — fiigg. Ez a dontés mindig a megoldand6 programozasi
feladat fiiggvénye.
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10.3. A tipusspecifikacio tétele

A tipusspecifikécio és a tipus fogalmanak bevezetésével tulajdonképpen a feladat fo-
galmat 4ltalanositottuk, mig a megfeleltetés a megoldds fogalmanak volt egyfajta 4l-
taldnositdsa. A specifikédcio6 tétele a megolddsra adott elégséges feltételt. Most a o-n
keresztiili megoldasra adunk egy hasonl6 feltételt.

10.1. TETEL: TIPUSSPECIFIKACIO TETELE
Legyen 7, = (H,I,F) és 7 = (o,1,S) adott tipusspecifikdcié és tipus, és
tegyiik fel, hogy a reprezentacié helyes, azaz o([I]) = T7. Legyen tovabba
F e F, az F éllapottere A, egy paramétertere B, els- és utdfeltétele pedig Q5
és Ry. Legyen S € S, és tegyiik fel, hogy .S allapottere illeszkedik F' allapotte-
réhez. Definidljuk a kovetkezd allitdsokat:

[Q)1 = [Qvon],
[R)] = [Ryonl],

ahol v a program és a feladat dllapottere kozotti, a o-n keresztiili megoldas
definiciéjdban szerepld leképezés. Ekkor ha Vb € B : Q) = 1f(S, R}), akkor
az S program a g-n keresztiil megoldja az F' feladatot.

Bizonyitas: A reldci6 szerinti megoldas tétele miatt csak azt kell beldtnunk hogy
Dr C R, teljesill. Ez pedig nyilvanvald, mivel foltettiik, hogy o([I]) = T'r.
O

Az, hogy a fenti tétel feltételei kozott kikotottiik, hogy a program allapottere illesz-
kedik a feladat allapotteréhez, tulajdonképpen elhagyhat6. Ekkor a tétel a feladat és
a program olyan kiterjesztéseire mondhato ki, amelyek allapotterei illeszkednek egy-
mashoz (pontosan ugy, ahogy a megfeleltetést definidltuk nem illeszkedd allapotterek
kozott).

10.4. Absztrakt tipus

Ebben a részben a megfelelés fogalmanak 4ltalanositasaval foglalkozunk. El6szor de-
finidljuk az ekvivalens feladat fogalmat. Ez az 5. fejezet alapjan eléggé kézenfekvd.
Az 5.2.-ben bevezetett jeloléseket haszndljuk.

10.5. DEFINICIO: FELADATOK EKVIVALENCIAJA
Az I} C A x Aésaz Iy, C B x B feladatot ekvivalensnek nevezziik, és

Fy Fy-vel jeloljiik,ha A L B és y;(Fy) = Fr.

Most megadjuk két tipusspecifikicié ekvivalencidjanak definiciéjat. Két tipusspe-
cifikaciot ekvivalensnek neveziink, ha Iényegében csak a nevilkben kiilonboznek,
azaz:
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10.6. DEFINICIO: TIPUSSPECIFIKACIOK EKVIVALENCIAJA
ATy = (Hy, I, Fy) és aTyy = (Ha, 15y, ) tipusspecifikdcio ekvivalens,
ha [I;, | = [ILs,], és létezik £ : Fy — Ty bijekcid, hogy VE € Fy : E(F) ~
F2=Ti ahol
FT = [(pT2=T yT2=T) | (2,9) € F}, ahol

22T = {(i,a”2=T1) | (i,a) € x}, ahol

a72<—’2'1 _ (7—176)7 haa = (7-236);
1 a kiilonben.

Ezutdn a megfelelés fogalmat altalanositjuk.

10.7. DEFINICIO: MEGFELELES ALTALANOSITASA
Azt mondjuk, hogy a 7 = (o, I,S) tipus — éltaldnos értelemben — megfelel a
7. = (H, I, F) tipusspecifikdciénak, ha létezik olyan ekvivalens tipusspecifi-
kécio, amelynek az eredeti értelemben megfelel.

A tipusértékhalmazokat, mint parok halmazait definidltuk. A fenti definicié értel-
mében azonban, a megfelelés szempontjabol, az elsé6 komponensnek — a névnek —
nincs jelentdsége, ezért azzal a tovabbiakban nem is foglalkozunk.

A programfiiggvény dltaldnositdsaként definidlhatjuk az absztrakt tipust:

10.8. DEFINICIO: ABSZTRAKT TIPUS
Legyen7 = (p,1,S) egy tipus. Ap(7) = (p(0), p(S))-t T absztrakt tipusdnak
nevezzik, ha

1. Ve € B* : p(0)(¢) = ol (),
2. p(S) = {p(S) | S € S}.

A programokhoz hasonléan a 73 = (o1, 11,S1) ésa 7y = (02,12, Ss) tipust ekvi-
valensnek nevezziik, ha p(77) = p(72). Az elnevezés azért indokolt, mert a megfelelés
szempontjdbodl az ekvivalens tipusok egyformak.

10.5. Példak

10.1. példa: A tipusértékek halmaza legyen a magyar dbécé maganhangzdi: { a, 4,
e, é,1,1,0,0,0,06,u, 1,1, G }. Szeretnénk tudni, hogy egy adott maganhangzénak
melyik a (rovid, illetve hosszi) parja. Legyen egy olyan tipusmiiveletiink, amely erre
a kérdésre valaszt tud adni. Az elemi tipusértékek halmaza legyen a { 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14 } halmaz. Adjunk tipusspecifikaciét, és készitsiink el egy
olyan tipust, amely megfelel a specifikdcionak!

Megoldais: irjuk fel eldszor a tipusspecifikdciét! Legyen a maganhangzok halmaza
MGH. Ekkor

7, = (MGH, Igaz,{F}),ahol F C Tr x Tr,
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F= " {(4d),@a),(¢),(&e) 10,11, (o,0),
(6, 0), (6, 6), (8, 6), (u, 6), (4, v, (i, G), (4, i) }.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy T elemeit az egyszeriség kedvéért (7, z) helyett
x-el jeloltiik. Tovabbiakban is ezt a megoldast fogjuk alkalmazni. Adjuk meg a tipust!
T = (o,1,{S}),ahol p C E* x MGH,

o= {((0), ), ((14), 4), ((1), e), ((13), &), ((2), 1),
((12). 1, ((3). 0), ({11), 6), ((4). 8). ((10), 6),

Vo c E*:
[ igaz,  hala]=1ésaq #T;
H(a) = { hamis  egyébként.

S g E* x (E*)**,

S = (@), red(((i),(14—14)))) | i€ E } U
U {(a,{a,a,...)) | |af # 1}

Az, hogy a most megadott tipus megfelel a fenti tipusspecifikacidnak, konnyen lat-
haté: a reprezentdcio helyessége a p és az I definici6jabdl leolvashatd, mig az, hogy
az S program a p-n keresztiil megoldja az F' feladatot, a program egyszer(i hozzaren-
delésébdl és a o ,,tritkkkds” megvalasztiasdbol latszik.

Természetesen masmilyen reprezentaciés fliggvényt is meg lehet adni, de ekkor
meg kell valtoztatnunk a tipusinvaridnst és a programot is.

10.2. példa: Specifikdlja azt a tipust, melynek értékei a [0..127] halmaz részhalmazai,
tipusmiiveletei pedig két részhalmaz metszetének és unidjanak képzése, illetve an-
nak megdllapitdsa, hogy egy elem eleme-e egy részhalmaznak. Adjon meg egy tipust,
amely megfelel a specifikdciénak! (Az elemi értékek halmaza: {0, 1}, a programokat
elég a programfiiggvényiikkel megadni.)
Megoldas: 7, = (H, I,,F), ahol

H = p([0..127]),

I, = Igaz,

F = {F ms F, uy F, 6}7

és A, =T xT xT,F,, CA, X A,
F., ={((a,b,¢),(p,q,7)) | p=aésqg=bésr=anNb};
A, =T xTxT,F, CA, XAy,

Fu:{((a,b,C),(p,(LT‘)) \pzaéSquéST:an};
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A =T x[0.127] x L, F, C A, x A,
F,={((h,e,]), (W, e, I")) |h=hése=¢"ésl' = (e€h)}.

Adjunk a fenti specifikdciénak megfeleld tipust! 7 = (o,1,S), és o C E* x p(N),
Yo € E* :
ofa) = {{i | aipr =11}

I:F*—>LVae E*:

[ dgaz,  ha|a| =128;
o) = { hamis egyébként.
S = {Sm, Su,Sec}, és By, = E* x E* x E*, S,,, C By, X By, program:

p(Sm) = {((@.B,7),(,8,7)) [ae[léBe[l]ésy €[lésa=aé
B=pésVie[l.128]: 7 = oy - B}

B,=FE*x E*x E* S, C B, x B, program:

p(Sy) = {(a,B,7),(,3,7) |aec[llésBe[llés~ €[l]ésa=aés
B=p3éVie[l.128] : v =a; + B — i - Bi};

B, =FE* x[0..127] x L, S, C B, x B, program:

p(Se) = {((a, z, 1), (& 2", 1")) |ae[[lésa=aésx=1"és1 = (apr1 = 1)}

Vajon megfelel a most leirt tipus a fenti tipusspecifikdciénak? A reprezentécio helyes,
ugyanis a pontosan 128 hosszu sorozatokat a reprezentdcios fiiggvény éppen a kivant
részhalmazokba képezi le, azaz

Vizsgéljuk meg a programok és a feladatok viszonyat. Vegyiik észre, hogy a prog-
ramok allapotterei illeszkednek a megfeleld feladat allapotteréhez, tehat felirhaté ko-
zottiik a y relacio.

T =€y €y € )
Yoo = Q)i €y €y
Ye = (Q| ek idjo..127); 1dL).

Ezek felhasznéldsaval a p-n keresztiili megoldas egyszertien ad6dik a reprezentacids
fliggvény és a programfiiggvények szemantikdjabol.
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10.3. példa: Legyen 7, = (H, I,,TF) egy tipusspecifikdcié, F = {F'}. Legyenek 7; =
(01,11,S1) és To = (02, I2,Ss) tipusok, melyekre: S; = {S1},S2 = {S2},01 =
02, [Il] = [12}, és SQ g Sl.
Igaz-e, hogy ha 77 megfelel 7;-nek, akkor 75 is?
Megoldas: A reprezentacio helyessége o1 = 02 és [I1] = [I2] miatt trividlisan teljesiil,
hiszen ekkor:

02([I2]) = o1([11]) = [Ls).

Azt kell tehat megvizsgalnunk, hogy vajon az S program megoldja-e az F' feladatot
a po-n keresztiil. Mivel a programok éllapottere kozos, feltehetjiilk, hogy a progra-
mok 4llapottere és a feladat allapottere egymdasnak megfeleltethetd, hiszen ellenkezd
esetben mindkét megoldas-vizsgalatnal a feladatnak ugyanazt a kiterjesztését kellene
hasznalnunk, és igy az eredeti feladatot ezzel a kiterjesztéssel helyettesitve az aldbbi
gondolatmenet végigvihetd.

Mivel So C 51, a két program programfiiggvényére teljesiil a kovetkezd:

7. Dp(51) g Dp(52)7
ii. Ya € Dps,) : p(S2)(a) C p(S1)(a).

Jeloljiik most is y-val a program és a feladat 4llapottere kozotti, a megfeleltetésben
definidlt leképezést. Konnyen lathatd, hogy az 7. tulajdonsdg miatt

Dyop(snyor & Dyop(sa)oy-n-
Masrészt mivel az S; program megoldja F-et a o-n keresztiil,
Dr € Dyop(sion-n

is teljesiil. A fenti két allitas alapjan

DF g ’D,YGP(SQ)@,Y(—U .

Hasznaljuk fel a masodik tulajdonsédgot is! Az i¢. tulajdonsag miatt igaz az alabbi
allitas is:

Va € Dyopisiyoy-n 7 @ p(S2) @4V (a) €y o p(S1) ©v " (a).
Ekkor viszont, mivel az Sy program — a p-n keresztiil — megoldasa a feladatnak, telje-

siil, hogy

Va € Dp 1y ©p(S1) ©+ " (a) C F(a),
és ezért

Va € Dr : v @ p(S2) © 4V (a) € F(a),

azaz az So program is megoldja az F' feladatot a o-n keresztiil, tehat a 75 tipus is
megfelel a specifikdcidénak.
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10.6. Feladatok

10.1. Adjunk tipusspecifikacidt, reprezentacios fiiggvényt, tipust (amely megfelel a
specifikdcionak). A lehetséges értékek: [0..99999]. A miiveletek: a kovetkezs és

v 2

az el6z6 100000 szerinti maradékkal. Az elemi értékek a decimalis szdmjegyek:
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Mutassa meg, hogy a tipus megfelel a tipusspecifika-
ciénak!

10.2. £ =1{0,1,2},T ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0},F = {F'}.
F={((a,b,c),(d,e, ) |Fk€Z: f+k-10=a+b}
Készitsen egy olyan tipust, amely megfelel a specifikdciénak!
10.3. Legyen 751 = (H1, Is1,F1), Tso = (Ha, Iso, Fa) két tipusspecifikécio.
1. allitds: Minden 7 tipusra: 7 megfelel 7;,-nek < 7 megfelel 74,-nek.
2. dllitas: [Is1] = [Iso] és Fy = TFo.
Ekvivalens-e a két 4llitas?

10.4. Adotta 7, = (H, I, F) tipusspecifikdcio, tovabb4 adottak a 77 = (01, 11,S1),
T = (02, I2,Ss) tipusok. Tegyiik fel, hogy [I1] = [I2],S1 = S2 és 01([11]) =
02([12]), és Va € E* 1 go(a) C p1(), valamint 7; feleljen meg 7;-nek!

Igaz-e, hogy 75 is megfelel 7;-nek?

10.5. Legyen 7, = (H,I,,F) egy tipusspecifikicié, 7; = (01,11,S1),T2 =
(Q27IQ,SQ). Legyen [IQ] Q [Il],Sl = SQ és Ql([ll]) = QQ([IQD, és VOZ S
E*: pa(a) = p1(a), valamint 77 feleljen meg 7;-nek.

Igaz-e, hogy 75 is megfelel 7;-nek?
10.6. Legyen 75 = (T, Is,F) a kovetkezs tipusspecifikdcio:

IS == Igaz,T2 == No,]F == {Fl,FQ}.
F specifikicidja:

A= T
xT
B=T
.T/
Q:(z =2

R:(3z€Z: ab =8 2+m226s0 <19 <8)

F;, specifikicidja:
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A= T x T x L
T y l

B= T x T
x/ y/

Q:(@=a"Ny=y)
R:(l=@=y) Ne=a"rNy=1Y)

T =(01,8),F=1{0,1,2,3,4,5,6,7},
| 4

Ve e E*: ole) ={(T, > (e; - 8'6‘_2)}
i=1

a) 1) = { igaZ,_ ha |e| Z 1és(e; =0=le|] =1);
hamis egyébként.
b)
16 ={ ks cavenn:
S1 C (E*) x (B*)**

z

Ve e E*: Si(e) ={a € (E*)*| |a| =|e|és
Vie[l.al]: o] =|a] —i+16és
Vie 2. all: Vje M |al] o, =ai1,,,)}

Sy C(E* X EB* x L) x (B* x E* x L)**
Ve,de E*: VlelL:

Sa(e,d,l) ={p € (B* x E* x L) x (E* x E* x L)**|
18] = minje], |d]) + 1 és
Vi€ [2..|10]] : Bi = (ee,dd,ll) és
= (Vj€[li—1]: ee; =dd;)és
lee| =i —16és|dd] =i—16és
Viel.i—1]: (eej—j = €le|—j+1 €8 dd;_; = d‘d‘,j+1)}

Irja le szavakkal az Fy, F; feladatot, a o reldciét és az S, Sy programfiiggvé-
nyét! Megfelel-e a tipus a specifikdcidnak az a), illetve a b) esetben?

10.7. Adjunk tipusspecifikdciot, reprezentcids fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdcionak)! A tipusértékek: a sikvektorok halmaza, a mi-
veletek: két vektor Osszeaddsa, valamint annak eldontése, hogy két vektor
szdmszorosa-e egymasnak.

10.8. Adjunk tipusspecifikdciot, reprezentacids fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdcionak)! A tipusértékek: a térvektorok halmaza, a mfive-
letek: két vektor kivondsa, valamint egy vektornak egy szdmmal val6 szorzasa.
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10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

Adjunk tipusspecifikdcidt, reprezentcids fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdcidnak) a komplex szamok tipusdra, ahol a miiveletek két
komplex szdm Osszeaddsa és egy komplex szam képzetes részének meghataro-
zasa.

Adjunk tipusspecifikaciot, reprezentaciés fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdciénak) a komplex szamok tipusdra, ahol a miveletek két
komplex szam Osszeszorzdsa és egy komplex szdm n-dik (n € N) hatvanyanak
meghatdrozdsa.

Adjunk tipusspecifikicidt, reprezentacids fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikacionak). A tipusértékek a korlemezek halmaza, a miivele-
tek: egy korlemez eltoldsa és annak eldontése, hogy egy sikbeli pont rajta van-e
a korlemezen.

Adjunk tipusspecifikaciét, reprezentaciés fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdcionak). A tipusértékek: a gombok halmaza, a miiveletek:
egy gomb eltoldsa és annak eldontése, hogy egy térbeli pont benne van-e a
gdmbben.

Adjunk tipusspecifikicidt, reprezentdcids fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikdciénak). A tipusértékek: a négyzetek halmaza, a miivele-
tek: egy négyzet eltoldsa, egy négyzet méretének megvaltoztatisa, egy négyzet
teriiletének kiszamitdsa és annak eldontése, hogy egy sikbeli pont rajta van-e a
négyzeten.

Adjunk tipusspecifikdcidt, reprezentdcids fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specifikicionak). A tipusértékek: a kockdk halmaza, a miiveletek:
egy kocka eltoldsa, egy kocka méretének megvaltoztatdsa, egy kocka térfogata-
nak kiszamitdsa és annak eldontése, hogy egy térbeli pont benne van-e a kocka-
ban.






11. fejezet

Tipuskonstrukciok

Azzal mar foglalkoztunk, hogy milyen lehet6ségeink vannak meglevd programokbdl
djak készitésére. A tovabbiakban azt fogjuk megvizsgélni, hogyan hasznalhatunk fel
meglévd tipusokat 1j tipusok 1étrehozasara. Ezeket a médszereket tipuskonstrukcids
modszereknek, az dltaluk megkaphat6 tipusokat tipuskonstrukcidknak nevezziik.

A legkézenfekvsbb lehet6ség 1j tipus 1étrehozdséara, hogy egy adott tipus miivele-
teinek halmazt megvéltoztatjuk, 4j miveletet vesziink hozza, elhagyunk bel6le, meg-
valtoztatunk meglevd miveletet. Ez egy egyszerii és nagyon gyakran alkalmazott el-
jérés.

A masik, egy kicsit bonyolultabb lehet6ség az invaridns tulajdonsag megvéltozta-
tdsa. Az invaridns sziikitése konnyen kezelhetd és jol haszndlhat6 lehetdség.

A harmadik lehet6ség a reprezentécios fiiggvény megvaltoztatisa. Ez is egy fontos
lehetdség. A tovdbbiakban ennek altaldnosabb esetével fogunk foglalkozni, meglevd
reprezentacios fiiggvényekbdl allitunk eld djakat.

11.1. A megengedett konstrukciok

Természetesen sokféle lehetéségiink van meglevd reprezentécios fiiggvényekbdl djat
csindlni, de mi a tovdbbiakban csak harom specidlis konstrukciéval foglalkozunk: a
direktszorzattal, az uniéval és az iteralttal. Ezeket fogjuk megengedett tipuskonstruk-
ci6knak nevezni.

Az elsé tipuskonstrukciés médszer, amivel megismerkediink, a direktszorzat. Le-
gyenek 7; = (9;,1;,S;) (i = 1,2,...,n) tipusok, és jelsljik Ty, Ts, ..., T,-nel a
nekik megfelel$ tipusértékhalmazokat, F, Es, ..., E,-nel pedig a hozzajuk tartozd
elemi tipusértékhalmazokat, és vezessik be az £ = Ey UE; U ---UE, és B =
Ty x Ty x --- x T, jelolést.
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11.1. DEFINICIO: DIREKTSZORZAT
AT = (p,1,S) tipus direktszorzataaT; ;75 , ..., 7T, tipusoknak, ha

0= pp oYp
ahol o C B x T, 1p C E* x B és

Yo = {(e,b) e E* x B|Vi€[l.n]:3e; € E : (e4,b;) € 0; és
e =kon(e1,...,en)}
A direktszorzat értékhalmazéra bevezetjik a T = (11, T5, . .., T,,) jelolést.

Ha @5 kolcsonosen egyértelm leképezés, akkor a direktszorzatot rekord tipus-
nak nevezziik. A direktszorzat-tipusok éltaldban rekordok, de nem mindig. Példdul
tekintsiik a raciondlis szdmok halmazanak egy lehetséges reprezenticidjat:

B=7ZxZ,pp CBxQ:

((z,y),1) € pp ==y #0ést =x/y

Egyszertien lathat6, hogy a fent definidlt g reldcié a raciondlis szdmok halmazat
reprezentdlja, de nem kdlcsondsen egyértelmd.

11.1. 4bra. Direktszorzat konstrukcio

Nagyon fontos tovdbbd, hogy az 1j tipusértékhalmazt (") ne keverjiik 6ssze a koz-
biilsd direktszorzattal (B), hiszen egy adott B és T kozott nagyon sokféle oo leké-
pezés megadhatd, és az Uj tipus szempontjdbdl egyaltaldin nem mindegy, hogy ezek
koziill melyiket valasztjuk.

Tekintsiik példdul a komplex egészek (a + bi,a,b € Z alaki szdmok) halmazat.
Legyen tovabbd B =Z X Z,x,y € Z, és

QODl((xay» = T +yi,
@Dz((xay)) = y+uzi
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A két pp kozotti kiilonbség elsdsorban akkor vélik szignifikdnssa, ha példaul a komp-
lex egészek kozotti szorzdsmiiveletet kell implementdlnunk a szdmpdarok szintjén, hi-
szen ekkor az elsé és a masodik komponens értékét az

(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

formula alapjan kiilonb6z6 médon kell kiszamitani.

A kovetkezd mddszer, amivel régi tipusokbdl tdjakat hozhatunk 1étre, az unié. Le-
gyenek 7; = (0, 1;,S;) (i = 1,2,...,n) tipusok, ésjelolje Ty, Ty, . . ., T, ahozzdjuk
tartozé tipusértékhalmazokat, illetve F, Es, .. ., E,, a nekik megfelel6 elemi tipusér-
tékhalmazokat. Vezessiik be tovaibbaaz K = EF1 UEsU--- UK, és B =T UTy U
-+ UT, jeloléseket.

11.2. DEFINICIO: UNIO
Azt mondjuk, hogy a 7 = (p, I,S) tipus unidjaa T, , T3, ..., T, tipusoknak,
ha
0 = Yy o Yy,
ahol oy C B x T,y C E* X B és

Yy ={(e,b) e E* x B|3i€[l.n]: (g,b) € 0;}.
Az unié értékhalmazanak jelolése: T = (T1;Ts; ... ; Th).

Itt is kiilon elnevezést adtunk annak az esetnek, amikor a g leképezés kolcsono-
sen egyértelmt, ekkor az uniét egyesitésnek nevezzik.

11.2. abra. Unid konstrukcid

Ebben az esetben is nagyon fontos, hogy mindig megkiilonboztessiik a konstrukcio
kozbiils6 szintjén levs uniét (B) az j tipusértékhalmaztol (T°).

A harmadik megengedett tipuskonstrukcids miivelet az iterdlt, amellyel egy meg-
levé tipusbdl alkothatunk dj tipust. Legyen 7o = (00, Io, So) tipus, Tp a neki megfe-
lel6 tipusértékhalmaz, E a 7 tipus elemi tipusértékhalmaza és B = Tj;.



124 11. TIPUSKONSTRUKCIOK

11.3. DEFINiCIO: ITERALT
Azt mondjuk, hogy a 7 = (o, 1,S) tipus iferdltja a Ty tipusnak, ha

0= 3013,
ahol o5 C B x T, 9y C E* x Tf és

Yy = {(e,b) € B* x B|Jey,...,ep € E" : (g4,b;) € 0o és
€:k0n(81,...,6|b‘)}.

Az iteralt tipusértékhalmazanak jelolése: T = it(Tp).

Az iterélt tipuskonstrukciénak harom specidlis esetét kiilonboztetjiik meg aszerint,
hogy a @5 leképezésre milyen feltételek teljesiilnek.

e Ha a @5 leképezés kolcsondsen egyértelmii, akkor sorozat tipuskonstrukciorol
beszéliink, és tipusértékhalmazéat T = seq(7Tp)-1al jelsljiik.

e Ha
(Oé,t), (/Bat) Cpymac perm(ﬁ),

akkor az iteralt konstrukcidt kombindcio tipusnak nevezziik. A kombinéci6 ér-
tékhalmazanak jelolése: T = com(Tp).

e Ha
|| 18]

(o, 1), (B,1) € 3 = U{al} = U{ﬁz}a
i=1 i=1
akkor halmaz tipuskonstrukcidrdl beszéliink. A halmaz tipus értékhalmazdnak
jelolése: T' = set(Tp).

Természetesen az imént felsorolt harom eset csak specidlis formdja az iteraltkép-
zésnek; 1étezik olyan iterdlt is, amely egyik fenti kritériumot sem teljesiti.

A programokhoz hasonl6an, ha mast nem mondunk, primitiv tipusnak fogjuk te-
kinteni azokat az elemi tipusokat, amiknek a tipusértékhalmaza a természetes szamok,
az egész szamok, a logikai értékek vagy a karakterek.

11.2. Szelektorfiiggvények

Az el6z6ekben definidlt tipuskonstrukcidkra most bevezetiink néhdny olyan fiiggvényt
és jelolést, amelyek leegyszertsitik a rdjuk vonatkoz6 allitasok, programok megfogal-
maz4asat.

LegyenT = (11,75, ...,T,) rekord. A <p(©_1) fiiggvény komponenseit a 7' rekord
szelektorfiiggvényeinek vagy roviden szelektorainak nevezziik. ha A fenti rekordnak
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11.3. abra. Iteralt konstrukcid

tehdt pontosan n darab szelektora van, és ha s;-vel jeloljiik az i-edik szelektort, akkor
s; T — T;, és

YVt e T : pp(s1(t),s2(t),...,sn(t) =1.
Tehat a szelektorfiiggvényeket arra haszndlhatjuk, hogy lekérdezziik a rekord egyes
mezdinek (komponenseinek) az értékét. A szelektorokat bele szoktuk irni a tipusér-
tékhalmaz jelolésébe; a fenti esetben a szelektorokkal felirt jelolés:

T=1(s1:T1,82 :To,...,8,:Tp).

A rekordtipushoz hasonldan az egyesitéshez is bevezetiink szelektorfiiggvényeket.
Mivel az unié esetében a kozbiilsé szinten a tipusértékhalmazok unidja szerepel, igy
nincs értelme komponensrdl beszélni. Hogyan definidljuk ez esetben a szelektorokat?
Azt fogjdk visszaadni, hogy egy adott T-beli elemet melyik eredeti tipusértékhalmaz
egy eleméhez rendelte hozza a g fiiggvény.

Legyen T' = (T1;Ts;...;Ty) egyesités tipus, s; : T — L (i = 1,...,n). Azt
mondjuk, hogy az s; logikai fiiggvények a T' egyesités szelektorai, ha Vi € [1..n] :

VteT:
sith) = (e M eT).

A rekordtipushoz hasonlé médon az egyesités szelektorait is bele szoktuk {rni az uj
tipusértékhalmaz jelolésébe. A szelektorokkal felirt tipusértékhalmaz jelolése:

T=(s1:T1;80 :To;...58,:Th).

Az iterélt tipuskonstrukcidk koziil a sorozathoz definidlunk szelektorfiiggvényt.
A sorozattipusban a kozbiilsé szinten Tp-beli sorozat szerepel, a szelektor ennek a
sorozatnak a tagjait adja vissza.

Formélisan: Legyen T" = seq(Tp). Az s : T x N — Ty parcidlis fiiggvény a T
szelektorfiiggvénye, haVt € T : Vi € [1..|gp({1)(t)|]:

s(t,7) = o5V (8)s.
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A sorozat szelektordt nem szoktuk kiilon elnevezni, helyette indexelést alkalmazunk,
azaz a t; = s(t,1) jelolést haszndljuk.

11.3. Az iteralt specifikacios fiiggvényei

7z

Ha az iterdlt tipus az el6z6ekben bevezetett hdrom specidlis osztdly valamelyikébe
tartozik, akkor tovabbi fliggvényeket definidlunk hozza.
Legyen T = it(Tp), (o, t) € 7, és tegyiik fel, hogy az iterdlt sorozat, kombindcié
vagy halmaz. Ekkor dom : T — Ny,
|, ha T = seq(Ty) vagy T = com(Tp);
dom(t) = |ex]
om(t) | U{as}, haT = set(Tp).
i=1

A dom fiiggvény tehat a t elemeinek szamat adja meg. A fiiggvény jol definialt,
ugyanis felhasznalva a sorozat, kombinacié és halmaz tipus definiciéjat, konnyen lat-
hatd, hogy a fiiggvényérték fiiggetlen az « valasztasatol.

A tovabbiakban a sorozattipussal fogunk foglalkozni. Ahol kiilon nem jeloljiik, ott

T = seq(To), (o, t) € w3, a = (a1, Q2,... Q).
e Nem iires sorozat elsé és utolso eleme: lov € T — Ty, hiv € T — Ty,
lov(t) = ag;

hi?)(t) = Oé|a‘.

e Sorozat kiterjesztése a sorozat elején vagy végén (legyen e € Ty): loext : T x
To — T, hiext : T x Ty — T,

loext(t,e) = pz(kon((e),a));
hiext(t,e) = @z(kon(a, (e))).

e Nem iires sorozat elsd vagy utolsé elemének elhagydsdval kapott sorozat:
loremeT — T, hiremeT —T,

lorem(t) = 5((a2,...,qq)));
hirem(t) = <p3(<a1,...,a‘a|_1>).

11.4. A fiiggvénytipus
A gyakorlatban nagyon fontos szerepet jatszik egy specidlis rekordtipus. Legyen H

egy tetszbleges (megszamlalhat6) halmaz, amelyen van egy rakovetkezési reldcid. Je-
I6]jiik ezt a rakovetkezési relaciot succ-cal, és inverzére vezessiik be a pred jelolést.
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11.4. DEFINiCIO: FUGGVENYTIPUS
Legyen F egy tetsz0leges tipus értékhalmaza. Ekkor az F' = (H, seq(F)) re-
kordot fiiggvénytipusnak nevezzik, és F' = fun(H, E)-vel jeloljiik.

A fiiggvénytipusra is bevezetiink néhédny fontos specifikicids fiiggvényt. A tovab-
biakban legyen F' = fun(H, E), ((h,t), f) € ¢o. Ekkor

e dom : F — Ny,
dom(f) = dom(t).

e lob: FF— H,
lob(f) = h.
o hib: F — H,
hib(f) = succ®™H=1(p).
e love F — FE,
lov(f) = lov(t).
e hive F — E,

hiv(f) = hiv(t).

loext, hiext : ' x E — F,

loext(f,e) = wo(pred(h),loext(t,e));
hiext(f,e) = @o(h,hiext(t,e)).

lorem, hirem € F — F,

lorem(f) = o(succ(h),lorem(t));
hirem(f) = @o(h,hirem(t)).

A sorozathoz hasonléan a fiiggvénytipusra is bevezetiink egy szelekcids parcid-
lis fiiggvényt. Tekintsiik a fentiekben haszndlt f-et. Ekkor sy € H — E, Dy, =
{succ’(lob(f)) |0 <i < dom(f)},éshag € Ds,, g = succ®(lob(f)), akkor
s7(9) = tr+1-

A fliggvénytipus szelektorfiiggvényét nem szoktuk kiilon elnevezni, helyette a mate-
matikdban — a fiiggvény helyettesitési értékének jelolésére — hasznalt zardjeles hivat-
kozést hasznéljuk, vagy egyszerlien indexeliink, azaz
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A fiiggvénytipus elnevezés azt a szemléletes képet tiikkrozi, hogy egy fiiggvénytipu-
su érték felfoghat6 egy H — E tipusu parcidlis fiiggvénynek, amelynek értelmezési
tartomanya a ,,lob-tol a hib-ig tart”, értékeit pedig a sorozatkomponens tartalmazza.

Az el6bbiekben bevezetett dom, lov, hiv, lob, hib fiiggvényeket kiterjeszthetjiik
az egész allapottérre is: kompondljuk a megfeleld valtozéval. Tehat ha példaul x egy
sorozat tipusu valtozo, akkor dom o x egy, az egész allapottéren értelmezett fiiggvény.
Az ilyenfajta fiiggvénykompozicidkra bevezetiink egy djabb jelolést: ha ¢ a fenti fiigg-
vények valamelyike, és x a neki megfeleld tipusi véltozd, akkor a t o x helyett x.t-t
frunk.

11.5. A tipuskonstrukciok tipusmiiveletei

A tipuskonstrukciok eddigi targyaldsabol még hidnyzik valami: nem beszéltiink még
a konstrudlt tipusok miiveleteir6l. Az el6bb felsorolt specidlis esetekhez — az imént
definidlt fiiggvények segitségével — bevezetiink néhdny tipusmiiveletet.

A tovdbbiakban megengedett feltételnek fogjuk nevezni azokat az A — L éllita-
sokat, amelyek lehetnek eldgazds vagy ciklus feltételei.

Legyen T = (s1 : T1,...,8, : Tp) rekord, t : T, t; : T; (i € [1..n]). Mivel ¢
az allapottér valtozdja, t kompondlhaté a szelektorfiiggvényekkel, és igy az dllapotté-
ren értelmezett fliggvényeket kapunk. Az s; o t fiiggvénykompoziciét a tovdbbiakban
t.s;-vel fogjuk jelolni. Egy rekord tipusndl a szelektorfiiggvény hasznélatit megenge-
dettnek tekintjiik.

Ezenkiviil bevezetjiik a t.s; := t; jelolést is. Ezen azt a ¢ := ¢’ értékadadst értjiik,
amelyben t'.s; = t;, és t’ minden mds komponense megegyezik ¢ megfelelé kompo-
nensével.

A fenti tipusmiiveletek arra adnak lehetdséget, hogy egy rekord ,,mezdinek" az
értékét lekérdezhessiik, illetve megvaltoztathassuk. A fent definidlt miiveletben zavard
lehet, hogy egy fiiggvénynek (t.s;) ,,adunk értéket". Ezért fontos megjegyezni, hogy
ez csupan egy jelolése az értékadasnak.

Legyen T = (s1 : Th;...58, : Tp) egyesités, t : T, t; : T; (i € [1..n]). Ekkor
a rekord tipusndl bevezetett jelolést az egyesités esetén is bevezetjiik, t.s;-n az s; o t
kompoziciét értjiik, és megengedett fiiggvénynek tekintjiik.

Ezen kiviil megengedett miivelet a t := ¢y (¢;) értékadés. Ennek az értékaddsnak
a jelolését leegyszer(sitjiik, a tovdbbiakban ¢ := t; alakban fogjuk haszndlni.

A fenti értékaddst bizonyos ésszer( korlatozasok bevezetésével ,,megfordithatjuk".
Igy kapjuk a kovetkez parcidlis értékadast: ¢; := t. Ez az értékadds csak akkor vé-
gezhet6 el, ha t.s; igaz.

A sorozat tipuskonstrukcié nagyon gyakori, és sokféle miivelet definidlhat6 vele
kapcsolatban. Attdl fiiggden, hogy melyeket tekintjik megvalésitottnak, kiilonb6zé
konstrukciékrdl beszéliink. Most el6bb megadunk néhany lehetséges miiveletet, majd
a sorozattipusokat osztalyokba soroljuk a megengedett miiveleteik alapjan.
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Legyen a tovdbbiakban T' = seq(E), t : T, e : E. Ekkor az iménti szelektorokhoz
hasonl6an bevezetjiik az alabbi jeloléseket:
domot — t.dom
lovot — tlov
hivot — t.hiv

Természetesen t.lov és t.hiv csak parcidlis fiiggvények. Ezenkiviil az aldbbi (esetleg
parcidlis) értékaddsokra a kovetkezd jeloléseket fogjuk haszndlni:

t:=lorem(t) — t:lorem
t .= hirem(t) — t: hirem
t :=loext(t,e) — t:loext(e)
t := hiext(t,e) — t: hiext(e)
e, t :=lov(t),lorem(t) — e, t: lopop

e,t := hiv(t), hirem(t) — e, t: hipop

A bevezetett jelolések elso latasra zavarba ejtdnek téinhetnek, hiszen ugyanazt a kulcs-
szOt a bal oldalon fiiggvényként, a jobb oldalon pedig a miivelet neveként hasznaljuk.
Lényeges ezért megjegyezni, hogy a jobb oldalon taldlhaté miiveletek csak a bal oldali
értékadas egyszer(sits jelolései.

Attol fiiggden, hogy a fent definidlt miiveletek koziil melyeket tekintjiik megenge-
dettnek, kiilonb6z6 konstrukciokrol beszéliink.

Legyen T' = seq(E). Ekkor a T'

o szekvencidlis input fdjl, ha csak a lopop a megengedett miivelet;

o szekvencidlis output fdjl, ha csak a hiext a megengedett miivelet;

e verem, ha a megengedett miiveletek a loext €s a lopop, vagy a hiext és a hipop;
e sor, ha a megengedett miiveletek a hiext és a lopop, vagy a loext és a hipop.

Ahhoz, hogy a szekvencialis input fjl a lopop miivelettel hasznalhaté6 legyen, tud-
nunk kell, hogy mikor olvastuk ki az utolsé elemet a f4jlbol. Ezt a probléméit dgy
szoktuk megoldani, hogy bevezetiink egy extremalis elemet, és kikotjiik, hogy a f4jl-
ban ez az utols6 elem (tehat még az iires fajl is tartalmazza). Ez a technika val6sul
meg azokban az operdcids rendszerekben, ahol a szovegfajlok végét fajlvége (EOF)
karakter jelzi.

Mivel a lopop miivelet bizonyos esetekben kényelmetlen lehet — gondoljunk arra,
amikor nehézkes extremalis elemet taldlni —, bevezetiink egy masik olvasémiiveletet
is. Haszndljuk az olvasds sikerességének jelzésére a {norm, abnorm} halmaz ele-
meit. Ekkor az sz, dx, x : read miiveleten az aldbbi szimultan értékadast értjiik:

norm, lov(zx),lorem(z), hadom(x) # 0;

sz, dx,x : read = { abnorm, dz, T, ha dom(z) = 0.



130 11. TIPUSKONSTRUKCIOK

Ha egy szekvenciilis fajlra a read mtivelet van megengedve, akkor nincs sziikség
extremadlis elemre, helyette az sx véltozo értéke alapjin lehet eldonteni, hogy végére
értiink-e a fajlnak.

Legyen F' = fun(H,E), f: F,e: E, i : H. Ekkor a sorozat tipushoz hasonléan
bevezetjiik az alabbi jeloléseket:

domo f — f.dom
lovof — flov
hivof — f.hiv
lobof — f.dob
hibo f —  f.hib

A fenti fiiggvényeken kiviil a fiiggvénytipus szelektorfiiggvényét, f(i)-t is megenge-
dettnek tekintjiik. A rekord tipusnal bevezetett szelektorra (mezére) vonatkozo érték-
adédsnak jelen esetben is van megfelelGje: az f(i) := e parciélis értékadds. Az érték-
adds azért parciélis, mert csak akkor végezhetG el, ha f.lob < i < f.hib. Ekkor a fenti
jelolésen azt az f := f’ értékaddst értjiik, amelyre:

#'.10b = f.lob és f'.hib = f.hibés f(i) = e és
Vj € [f.lob..f.hib] 1 § £ i — f'(§) = f(5).

A sorozatokra bevezetett kiterjesztd és elhagy6 miiveleteket fiiggvény tipusra is defi-
nidljuk:

=lorem(f) — f:lorem
f = hirem(f) — f: hirem

= loext(f,e) — [ :loext(e)
f = hiext(f,e) — f: hiext(e)

Ha ezen utolsé csoportban felsorolt miiveleteket egy fiiggvénytipusra nem en-
gedjiik meg, akkor egy specidlis fiiggvénytipushoz, a vektorhoz jutunk. Az altala-
nos fiiggvénytipustdl megkiilonboztetendd a vektortipusra kiilon jelolést vezetiink be:
V =wvekt(H, E).



12. fejezet

Programozasi tételek
(Levezetés)

El6szor néhany egyszer( feladatra keresiink megoldéprogramot. Ezek a feladatok két
szempontbodl is fontosak szdmunkra. Egyrészt sok olyan konkrét feladat van, ame-
lyeknek ezek dltalanositasai, igy megoldasuk lehetdséget ad sok konkrét (konkrétabb)
feladat megolddsara is; ezért nevezziik ket programozasi tételeknek. Masrészt meg-
oldasukon keresztiil megmutatjuk, hogyan lehet megoldéprogramot levezetni. Ezutan
néhany Osszetettebb tételt vezetiink le. Végiil a tételek egy fontos csoportjaval, speci-
alis tulajdonsagu fiiggvények helyettesitési értékének kiszamitisaval foglalkozunk.

Ebben a fejezetben a feladatok megfogalmazasaban haszndljuk a kovetkezd ki-
jelentést: adott az f : X — Y fiiggvény. Ezen azt fogjuk érteni, hogy a feladat A
allapotterének van egy olyan H altere, amin az X — Y fiiggvényeket definidljuk, és
a H altér véltozéit egy-egy megfeleld paramétervaltozdval az eld- és utdfeltételben
rogzitjiik.

12.1. Programozasi tételek intervallumon

A kovetkez§ tételeknek sok kozos vondsa van. Mindegyik arrél sz6l, hogy egy [m..n]
intervallumon teljesiil egy ¢ tulajdonsag. A ¢ az intervallumon kiviil az allapottér

P

szdmos mds komponensétdl is fiigghet.

A=7Z X7 x ...
B=7 x7Z x ...
m'

Q:(m=m'An=n"Am* <n)
R:

(QAp(m,n,...))
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Az el6feltételben m*m—1 vagy m, attdl fiiggden, hogy a feladatnak van-e értelme
iires intervallum esetén, vagy nincs.

Az ilyen feladatokat ciklussal oldhatjuk meg. Invaridns tulajdonsdgnak azt valaszt-
juk, hogy ¢ nem az egész [m..n] intervallumra, hanem csak egy [m..k] részére teljesiil,

P

ezért az allapotteret kibdvitjiik egy dj egész komponenssel (k), és kiterjesztjiik a fel-
adatot az 1j allapottérre. Természetesen a kiterjesztésnek csak elvi jelentdsége van,
hiszen a kiterjesztett feladat specifikdcidja formdlisan csak az dllapottérben kiilonbo-
zik az eredetitdl. Tehat az invaridns tulajdonsag:

P=(QANEkem"..n]ANp(m,k,...))
Ez az invarians tulajdonsag azért megfeleld mert:

1. A ciklusfeltételt k # n-nek vdlasztva P A -7 = R, azaz teljesiil a ciklus
levezetési szabdlydnak a 2. feltétele.

2. A levezetési szabaly els6 feltétele altaldban nem teljesiil, de konnyen tudunk
olyan Q’-t vélasztani, amib8]l mar kovetkezik P, és konnyd eljutni Q-bdl Q’-be.
Ez a Q' rendszerint az iires, illetve néha az egy hossziisagu intervallum esete,
azaz

Q =QANk=m"Np(m,k,...)).
3. Még terminélofiiggvényt kell vélasztani, ilyen esetekben kézenfekvd vélasztas:

t=(n—k),hiszenigy PAm = ¢ > 0.

4. Most mér a csak kovetkezd két feltételnek kell teljestilnie:
Q= lf(Sl,Q/) s PATANt=1)=> lf(So,P/\t < to).

Altalanossdgban még annyit mondhatunk, hogy a méasodik esetben kézenfekvé,
hogy Sp-t szekvencia formdban keressiik. Egyszertien beldthat6, hogy a szek-
vencia masodik tagjaként alkalmazott

k=k+1

értékadas csokkenti a termindlofiiggvény értékét. Azért, hogy az invaridns tu-
lajdonsdg is teljesiiljon, a szekvencia kozbiils6 tulajdonsdga

Q" =(If(k:=k+1,P)At=1ty) = (Pk‘_’“‘Irl At =tg)
lesz, mivel igy
Q"= (If(k:=k+1,PAt<ty))=(P" " An—k—1<t)

val6ban teljestil.
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A specifikacio tétele értelmében, ha S és S5 olyan programok, hogy Vb € B-re, vagy
masképpen fogalmazva, a paramétervaltozok értékétdl fiiggetlentil

Q= 1f(51,Q)

PAmAt=ty=1f(S2,Q" Nt =tp)
teljesiil, akkor a megoldéprogram séméja:

Q

Q &
k#n
PATAt =1t
S2 "
Q
k=k+1
R PAt <ty

12.1.1. Osszegzés

Legyen adott az f : Z — Z fiiggvény. Feladatunk az, hogy egy adott [m..n] C Z
intervallumban 0sszegezziik az f fiiggvény értékeit. Specifikaljuk eldszor a feladatot.

A=7 x7Z x Z
m n S
B=7 x Z

m
Q:(m=m'An=n"Am<n+1)
R:(@QAs= 3 f()

Ebben az esetben

igy az invarians tulajdonség:

P= Q/\kE[m—l..n]/\ssz(j) ’

a Q' allitas:



134 12. PROGRAMOZASI TETELEK (LEVEZETES)

Most még keresniink kell egy olyan programot, ami Q-bdl Q’-be jut. A k,s :=
m — 1, 0 értékadds megfelel ennek a kritériumnak, hiszen

Q=I1f(k,s:=m—-10,Q)=(QAm—-1=m—-1A0=0)=Q.

Mar nincs mds dolgunk, mint taldlni egy olyan programot, ami P A w At = ty-bdl
Q" -be jut, ahol

Q' = (P At=t))=|QAk+1em—1Ln]As=D fli)At=t

Nézziik meg, hogy mi nem teljesiil Q”’-ben: mivel k € [m — 1..n] (P) és k # n (7),
k+1 € [m—1..n] fenndll. s értéke viszont nem j6, mert P szerint csak k-ig tartalmazza
f értékeinek 6sszegét, Q" szerint pedig mar k+ 1-ig kell. A fenti meggondolés alapjan
tehét s novelése f(k + 1)-gyel j6 lesz, azaz:

PArAt=to=1f(s:=s+ f(k+1),Q") =

= (Q/\k+1€[m1..n]/\s+f(k+l)éilf(i)/\tto).

A fenti levezetés alapjan kimondhat6 az aldbbi tétel:

Tétel: Az aldbbi, struktogram formdban megadott program megoldasa a fent specifi-
kélt feladatnak:

Q k,s:=m—1,0
/
Q k#n
PATAt =1
si=s+ f(k+1) 0"
k=k+1
R PAt <ty

12.1.2. Szamlalas

Legyen [3 egy, az egész szaimokon értelmezett logikai fiiggvény. A feladat az, hogy
szdmoljuk meg, hdny helyen igaz 3 az [m..n] C Z intervallumban.

A=7 x7Z x Ny

m n d
B=7 x Z
m  n

Q:(m=m'An=n"Am<n+1)
R:(@Ad= 3 x(00)

A fenti specifikdcidban x : L. — {0, 1}, amelyre x(igaz) = 1 és x(hamis) = 0.
A feladat megolddsa anal6g az 6sszegzés tételénél leirtakkal:
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e(m,n,d)=[d= Z x(B()) ]

Jj=m
az invaridns tulajdonsag:

k

P=(Qrkelm—1alad=> x(8()) |,

j=m
a Q' allitas:
Q' =QNk=m—-1Ad=0).

A Q-b6l Q'-be juté program a k, d := m — 1, 0 értékadds, mivel
Q=1flk,di=m—-1,0,Q)=(QAm—-1=m—-1A0=0)=Q.

k+1
Q' = (QAk+1e[m—l..n]AdzZx(ﬂ(i))AtZt(J)

Most is azt kell megvizsgélni, hogy P A m At = to-bol kovetkezik-e Q. Ha
-6(k + 1), akkor kovetkezik, mig B(k + 1) esetén — az 6sszegzéshez hasonléan —
meg kell novelniink d értékét. Ezért a P A m At = to-bdl QQ”-be juté program az
IF(B(k+1):d:=d+1,-8(k+1): SKIP) elagazas lesz, ugyanis az eldgazis
levezetési szabélyat alkalmazva:

PArAt=toANBk+1) = If(d:=d+1,Q"),
PATAt=toA-B(k+1) = If(SKIP,Q")

miatt PA 7w At =ty = Lf(IF,Q") teljesiil.

A fenti meggondolasok alapjin nyilvdnval$ az aldbbi tétel:

Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifi-
kalt feladatnak:

< kyd:=m—1,0
Ql
k#n
P t=t
) Bk + 1) AmAt=to
di=d+1 | SKIP o
k=k+1

R PAt <ty
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12.1.3. Maximumkeresés

Legyen H egy tetszdleges rendezett halmaz és f : Z — H egy adott fiiggvény. Fel-
adatunk az, hogy egy adott [m..n] C Z intervallumban keressiik meg az f fiiggvény
maximumat és egy olyan helyét, ahol ezt a maximumértéket felveszi.

A=7Z xXZxZx H
m n 1 mazx
B=7Z x1Z
m'n
Q:(m=m'"An=n"Am<n)
R:(QAi€[m.n)Amaz = f(i) AYj € [m..n|: f(§) < f(3))
Az eldbbiekkel ellentétben ebben a specifikdcioban nem engedtiik meg az tires
intervallumot. Ennek oka rendkiviil egyszer: iires intervallumon nincs értelme meg-
kérdezni, hogy hol van a maximum. Most

w(m,n,i,maz) = (i € [m..n] Amaz = f(i) AVj € [m..n] : f(j) < f(i)).
Tehat az invaridns tulajdonsig:
P=(QAke[m.n]Ai€[m.k]Amax = f(i) AV] € [m..k]: f(5) < f(@)),

Q =(QANk=mAi=mAmaz = f(m)),

és S1 ai, k,max ;= m,m, f(m) értékadés. A
Q'=(QANk+1e[m.n]Ai€[m.k+1 Amaz = f(i)A
Vi€ [mok+1]: f(5) < f(i) At =to).
A PAmAt=1ty-bol Q"-be juté program itt is egy eldgazds lesz: IF(f(k+1) >
max :i,max :=k+1, f(k+1); f(k+1) < max : SKIP), ugyanis

ParAt=toNf(k+1)>=max = If(i,maz:=k+1,f(k+1),Q"),
PATAt=toA f(k+1) <=max = If(SKIP,Q")
miatt PA T At =ty = If(IF,Q") teljesiil.

Tétel: Az aldbbi, struktogram formdban megadott program megoldasa a fent specifi-
kalt feladatnak:

Q/ i, k,mazx := m,m, f(m)
@ k#n
PATAt =1
\ f(E+1) > max \ flk+1) <max
i,max :=k+1, f(k+1) SKIP Q"
k=k+1

R PAt <ty
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12.1.4. Feltételes maximumkeresés

Legyen H egy tetsz6leges rendezett halmaz és f : Z — H egy adott fiiggvény.
Legyen (3 egy, az egész szamokon értelmezett logikai fiiggvény. Hatarozzuk meg a
[8] N [m..n] halmaz felett az f fiiggvény maximumadt és a halmaz egy olyan elemét,
amelyen f a maximumértékét felveszi.

A=7 xZ xZ x H xL
m n i max l

B=7Z xZ

m n

Q:(m=m'"An=n"Am<n+1)
R:(QAl=(Fiem.n]:BE)Al— (i€[m.n]ABE) Amax = f(i)A
Vj € [m.n]: B(j) — f(j) < f(i)))
Itt Gjra megengedhetd az iires intervallum, és ekkor az a valasz, hogy az interval-
lumban nincs 3 tulajdonsagui elem.
A levezetés az el6z6ekhez hasonldan:
P=(QANkem—1n]Al= (i€ [m.k]:BG0) ANl — (ic[m.k]ABEA
max = f(i) ANVj € [m..k] : B(5) — f(5) < (7))
Q' =(QANk=m—1AIl= hamis)

Q'=Q@QNk+1em—-1.n]Al=(Fie[m.k+1]:6(()A
l— (i €[m.k+1]ABGE) Amaz = f(i) A
Vj € [m.k+1]: B(j) — f(4) < f(i))

P A7 és Q" 6sszehasonlitdsdval 14that6, hogy hdrom f6 lehet8ség van:

e —((k + 1): ekkor SKIP;

e B(k + 1) A —l: ez az els6 ( tulajdonsdgd elem, tehdt [, i, max := igaz,k +
L f(k+1);

e (B(k + 1) A l: ekkor a maximumkeresésnél megismert két eset lehetséges:

- f(k+1) > max: ekkor i, max := k + 1, f(k + 1),

- f(k+1) < maz: ekkor SKIP.
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Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifi-
kalt feladatnak:

k,l:=m — 1, hamis

k#n
\ﬂﬁ(k:+1)\ B(k+1) A=l \ Bk+1)Al
\f(k+ 1) > max\f(k—i- 1) < max
SKIP l,i,max := i,mazx = SKIP
igaz, k+1,f(E+1) | k41, f(k+1)

k=k+1

12.1.5. Linearis keresés

Legyen 3 : Z — L adott fiiggvény és [m..n] egy intervallum. Keressiikk meg az els6
olyan helyet az [m..n] intervallumban, ahol 3 igaz értéket vesz fel, ha egydltaldn van
ilyen hely.

A=7Z x7Z xZ x L

m n 7 l
B=7 x Z
m n

Q:m=m'"An=n"Am<n+1)
R:(QANl=(3j€[m.n]:B))ANl— (i€ [m.n]ABEA
Vj € [m.i—1]:=5(j)))

A ciklus invaridns tulajdonsaga:
P=(QANie[m—-1n]Al=(3j€[m.d:0(4)) AVjeE[m.i—1]:-06(j)),
Q' =(QANi=m—1AI1l=hamis),
Q'=QANi+1em—1nAl=3j€ [m.i+1]:5(j)

AYj € [m..i] : 26(j) At =tg),
és igy a ciklusmag elsé fele az [ := (i + 1) értékadas lesz.

Tétel: Az aldbbi, struktogram formdban megadott program megoldasa a fent specifi-

kélt feladatnak:

Q i, :=m — 1, hamis
Q/
R E X
- PATAt =1
l:=p0>G+1) 0"
1:=1+1

R PAt <ty
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Megjegyzés: ezt a programozasi tételt linedris keresés 2.8 véltozatnak is nevezziik.

12.2. Tételek ,.feltételig” valtozata

A tovédbbiakban hasznéljuk a kovetkezd jelolést. Legyen d : Z — L és m € Z. Tegyiik
fel, hogy 3i > m : 0(4). Jeloljiik a(m, d)-val az els6 olyan egész szdmot, amely nem
kisebb, mint m, és igaz rd a J, azaz

a(m,d) s==min{x € Z|xz>mési(z)}.

Az el6z6 rész tételeit fogalmazzuk meg most kicsit mas formaban. A ¢ teljesti-
1ését most nem egy [m..n| intervallumon, hanem m-t8l az elsd ¢ tulajdonsédgu helyig
koveteljiik meg.

A=7 x ...
m ...

B=7 x ...
m/

Q:(m=m'AJi>m:@))

R:(QANp(m,a(m,d)...))

A megoldas most is egy ciklus lesz. Az dllapotteret egy egész és egy logikai kom-
ponenssel terjesztjiik ki, legyenek a megfelel6 valtozok k és v. A ciklus invaridns
tulajdonsaga pedig az, hogy k > m — 1, a ¢ m-t6l k-ig teljesiil, v annak megfelelGen
igaz vagy hamis, hogy k-ra ¢ igaz-e, és végiil még azt is megkdoveteljiik, hogy £ el6tt
nincs ¢ tulajdonsagi hely, azaz

P=(QANk>m—1A@o(m,k,...) A

v=73i€[m.k|:00)AVY] e [m.k—1]:-0(5)).
A ciklusfeltétel: —v, mivel v A P esetén k = «(m, d) ezértv A P = R.
Ebben az esetben Q’-nek vélaszthato:

Q' =QANk=m—1ANp(m,k,...)A-).

A termindléfiiggvény a kovetkezo: az el6feltétel miatt 1étezik olyan N egész szdm,
ami nagyobb m-nél, és igaz rd §, ezért legyen

t=(N—k)),

ami P A —v esetén biztosan pozitiv.
Most is szekvenciaként hatdrozzuk meg a ciklusmagot. A szekvencia masodik fele
legyen
kyv:=k+1,0k+1)
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Q" = (1 (k0 1= b+ 1,8(k + 1), P) At = t) = PF—RH1o=d0+D fg g

Mivel
Prektlo=dt) — (QAk+1>m—1A@(mk+1,...) A
0(k+1)=73i€[m..k+1]:6() AV] € [m..k] : =6(j)),
ha P A7 At = tg teljesiil, akkor Q)" teljesiiléséhez mdr csak az kell, hogy ¢(m, k +
1,...) is igaz legyen.
Tehdt, kibGvitve a paraméterteret is egy k' egész €s egy v’ logikai komponenssel,
madr csak a kovetkezd két programot keressiik:

Q= 1f(51,Q")

PArAk=KANv=v =1f(Ss,p(mk+1,... )ANk=k Av=1").

Tehat a megoldéprogram sémdja:

Q S,
Q - ,
ATNAL =1
S5 ™ 0
Q//
kEov:=k+1,6Kk4+1)
R PAt<ty

Megjegyzés: az invaridns tulajdonsdgban v = 3i € [m..k] : §(¢) helyett azért nem
irhaté v = d(k), mert k = m — 1 is lehet, és §(k — 1)-r6l nem tudunk semmit.

12.2.1. Osszegzés feltételig

Legyenek adottak az f : Z — Z és § : Z — L fiiggvények. Tegyiik fel, hogy 1étezik
i > m, amire ¢ igaz. Feladatunk az, hogy az adott m-t6l az elsd olyan i-ig, amelyre §
igaz, Osszegezziik az f fiiggvény értékeit. Specifikaljuk elGszor a feladatot.

A=7 x Z
m s

B=17
m/

Q:(m=m'AJj>m:6(j))
a(m,d)

Ri@rs= % f()
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Ebben az esetben tehat
p(myis)=[s=>_f(i)].
j=m

vagyis ugyanaz mint az intervallumos 6sszegzésnél volt, ezért Sp-nek valaszthatjuk a
k,s,v:=m—1,0, hamis értékadast és S3-nek ugyanazt, mint amit az intervallumos
Osszegzésnél: s := s+ f(k +1).

Tehat kimondhat6 a kovetkezd tétel:
Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megolddsa a fent specifi-
kalt feladatnak:

Q k,s,v:=m — 1,0, hamis PATA

Q' v t=ty
s:=s+ f(k+1) Q"

kovi=k+1,060k+1) PooA

R t <t

12.2.2. Szamlalas feltételig

Legyenek (3 és § az egész szamokon értelmezett logikai fiiggvények. Tegyiik fel, hogy
létezik ¢ > m, amelyre § igaz. A feladat az, hogy szdmoljuk meg, hany helyen igaz 3
az m-t0l az elsS olyan i-ig, amire ¢ igaz.

A=17 x NO
m d
B=17
m/
Q:(m=m'AJFi>m:5@))
a(m,d)

R:(QANd= Z:Zm x(8(4)))

A feladat megolddsa analdg az dsszegzés tételénél leirtakkal.
Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megolddsa a fent specifi-
kélt feladatnak:

g/ k,d,v:=m —1,0, hamis PATA
v t=1g
\ Bk +1)
di=d+1 | SKIP Q"
kovi=Fk+1,60k+1) P A

R t <to
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12.2.3. Maximumkeresés feltételig

Legyen H egy tetsz6leges rendezett halmaz és f : Z — H egy adott fliggvény és § az
egész szdmokon értelmezett logikai fliggvény. Tegyiik fel, hogy 1étezik ¢ > m, amire
0 igaz. Feladatunk az, hogy az m-t0l az elsG olyan i-ig, amelyre § igaz, keressiik meg
az f fiiggvény maximumat és egy olyan helyét, ahol ezt a maximumértéket felveszi.

A=7 xZ x H
m ) max
B=17Z

m/

Q:(m=m'AJj>m:6(j))
R:(QAi€ [m.a(m,0)] Amaz = f(i) AVj € [m..a(m,d)]: f(§) < f())

Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifi-
kalt feladatnak:

Q i, k,maz,v :=m,m, f(m),5(m) PATA
Q - t=to
\ f(k+1) > max \ flk+1) <max
i,maz =k +1, f(k+1) SKIP Q"
kyvi=k+1,0(k+1) PooA
R t<tp

12.2.4. Feltételes maximumkeresés feltételig

Legyen H egy tetsz6leges rendezett halmaz és f : Z — H egy adott fiiggvény. Le-
gyenek (3 és § az egész szdmokon értelmezett logikai fliggvények. Hatarozzuk meg
a [B] N [m..a(m, §)] halmaz felett, ha az nem iires, az f fiiggvény maximumadt és a
halmaz egy olyan elemét, amelyen f a maximumértékét felveszi.

A=7Z xZx H xL
m ) max l
B=17

m/

Q:(m=m'A3j>m:46(j))
R:(QAl= (€ [m.a(m,d)]:BGE)AL— (i €[m.a(m,d)]ABE)A
max = f(i) ANVj € [m.a(m,d)] : B(5) — (f(§) < f(D))))
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Tétel: Az aldbbi, struktogram formdban megadott program megoldasa a fent specifi-
kalt feladatnak:

k,l,v:=m — 1, hamis, hamis

-
\—ﬂ(k%—l)\ Bk+ 1) A=l \ Blk+1) Al
\f(k:+ 1) > max\f(k:—f— 1) < maz
SKIP l,i,max := i,max = SKIP
igaz,k+ 1, f(k+1)| k+1, f(k + 1)

kv:=k+1,0(k+1)

12.2.5. Linearis keresés

Most egy kicsit eltériink az dltalanos sématdl, és tobb specidlis esetet vizsgdlunk meg.
Legyen 3 : Z — L adott tulajdonsig. Az elsd feladat az, hogy keressiik meg azt
a legkisebb [ tulajdonsdgu egész szdmot, amely nem kisebb, mint az adott m € Z
szam, feltéve, hogy van ilyen.

A=7Z x7Z
m 7

B = Z
m/

Q:(m=m'A3j>m:B()))

R:(QANi>mApB>E)AY)E [m..i—1]:=6()))

A feladatot ciklussal oldjuk meg. Az invaridnshoz gyengitjiik az utéfeltételt, el-
hagyjuk bel&le 3(i)-t:

P=(QAi>mAVYj€[m.i—1]:-06(j))

D Q=(QANi=m)

2) m=-0(i)

3) Legyen N > m tetsz8legesen rogzitett olyan szdm, amelyre 3(N) igaz (ilyen
az el6feltétel miatt 1étezik). Ekkor t = N — i.

5) Az := 1+ 1 értékadas csokkenti a terminalSfiiggvény értékét.

4) PAm=1f(i:==i+1,P)
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Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent specifi-
kalt feladatnak:

Q -
Q/ 7:=m
ﬁ (Z) PAT
\ ii=i41
R P

A fenti program csak akkor megoldésa a feladatnak, ha a 3 tulajdonsdg megenge-
dett feltétel. Ha ez nem igy van, akkor masik megoldast kell keresniink. Valasszuk az
alabbi invaridnst (a feladat marad ugyanaz!):

P=QANi>m—1ANj€m.a—1]:-6()Al=3T5 € [m.1]:5())
Ekkor:

D Q=(@QANi=m—1AIl=hamis)

2) =+l

3) Legyen N > m tetsz8legesen rogzitett olyan szdm, amelyre 3(IN) igaz (ilyen
az elGfeltétel miatt 1étezik). Ekkort = N — i.

5) Az := 1+ 1 értékadas csokkenti a termindlofiiggvény értékét.

4) A ciklusmag szekvencia lesz, melynek kozbiilsé feltétele:
Q'=@QNi+1>m—1AN(je[m.i]:=8()Al=3j€ [m.i+1]:5(j)),
és igy a ciklusmag elsé fele az [ := 3(i + 1) értékadds lesz.

Tétel: Ekkor az aldbbi program is megolddsa a specifikalt feladatnak.

Q/ i,l:=m — 1, hamis
Q -
- PAT
l:=p0>G+1) 0"
1i=1+1
R P

Legyenek adottak a y,d : Z — L és az m egész szam. Jeloljik [-val a v V 6-t,
és tegyiik fel, hogy létezik j > m, hogy 3(j). Keressiik meg a legelsG ¢ > m : v(i)
elemet (ha van olyan), amely el6tt (m-t6l kezdve) nem voltigaz §! Ennek a véltozatnak
madr a specifikicidja is més lesz, hiszen a feladat is megvéltozott.

A=7Z x7Z x L
m ) Uu
B =7
m/
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Q:(m=m'ANTj>m:B(5))
R:(QANu=3j>m:v(j) AVk € [m..j — 1] : =6(k))A
u— (1 >mAY(i)AVj € [m.i—1]:=8(5)))
A feladatot megold6 ciklus invaridnsa:
P=QANi>m—1Au=(3j€[m.i]:v({) Av= (35 € [m..i] : §(§))A
Vj € [m.i—1]:=5(j))
Ekkor:
D Q =(QANi=m—1Au= hamis Av = hamis)
2) m=—-uAN-w

3) Legyen N > m tetsz8legesen rogzitett olyan szdm, amelyre 5(NV) igaz (ilyen
az elbfeltétel miatt 1étezik). Ekkor ¢t = N — 4.

5) Az := 1+ 1 értékadds csokkenti a termindlofiiggvény értékét.
4) A ciklusmag szekvencia lesz, melynek kozbiilsg feltétele (If (i := i + 1, P)):

Q"=QANi+1>m—1Au=3j€[m.i+1]:v())A
v=(3j € m.i+1]:6(4))AVjE[m.i]:=8() ANt =ty),

és igy a ciklusmag elsé fele az u, v := (i + 1), d(i + 1) értékadds lesz.

Tétel: Az aldbbi, struktogram formdban megadott program megolddsa a fent specifi-
kélt feladatnak:

QI i,u,v :=m — 1, hamis, hamis | PATA
@ —u A —w t=to
i . Q//
u,v:=v(i+1),0(i+ 1)
i=it1 PoA
R t<tg

Megjegyzés: A linedris keresés fenti hdrom valtozatat rendre a linedris keresés 1.,
2., 3. viéltozatdnak is szoktuk nevezni.

12.2.6. Tételek masképpen

A fejezetben szerepld tételeket kimondhattuk volna kicsit mds formaban, formakban
is. Ezzel a tételek kiilonféle valtozatat kaphatjuk. Nézziink néhany példat!

Eddig a ,.feltételes” tételeinket igy fogalmaztuk meg, hogy ¢ teljesiilését m-t6l
az els6 o tulajdonsdgu helyig koveteljiik meg, ezt a § tulajdonsagu helyet is beleértve.
Kimondhatnank Gket gy is, hogy ¢ teljesiilését m-t6l csak a =6 tulajdonsagi helyekre
koveteljitk meg.
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Legyen m* most m + 1 vagy m, attdl fiiggéen, hogy van, vagy nincs értelme a
feladatnak az iires intervallumon. Tegyiik fel, hogy 3¢ > m* : (), és legyen

a'(m, ) i=min{r €Z|xz>m*ésd(z+1)}.

A

[
S NS N

B X ...

!/

Q:(m=m'AJi>m*:6(1))

R:(QAp(m,a'(m,d)...))

A megoldds nagyon hasonl6 lesz az el6z6hoz, csak az invaridns tulajdonsagban
[m..k] helyett [m..k + 1] szerepel,

P=@QANE>m*—1ANp(m,k,...) A

v=3i€[m*..k+1]:0(¢) AVj € [m*..k] : =6(j)),
és Q’-ben pedig —w helyett v = §(k),

Qi =QANk=m"—1Npmk,...)ANv=35k+1)).

Innen kezdve a levezetés teljesen azonos médon megy, és a megolddprogram sé-
méja:

Q 5
!/
Q —
PATAt =ty
Sa
Q//
kow:i=k+1,6(k+2)
R PAt <ty
ahol S} specifikdcidja
Q = 1f(S1, Q")
ami azt jelenti, hogy a konkrét tételekbe ...,v := ..., hamis helyett ... v :=

.., 0(m) keriil.

Egy masik lehetdség valtozatokra: az ebben és az el6z részben szerepld progra-
mozisi tételeket megfogalmazhattuk volna dltaldnosabban is.

A fiiggvényeket értelmezhetjilk az egészek helyett egy tetszdleges, olyan halma-
zon, amelynek minden elemének van rdkovetkezSje (succ) és megeldzGje (pred). Ez
semmi kiilonos problémdt nem okoz, csak x + 1 helyett succ(z)-et, z — 1 helyett
pred(z)-et kell irni.

Kicsit bonyolultabb a helyzet, ha csak azt tessziik fel, hogy a halmaz barmelyik
elemébdl megkaphatjuk barmelyik elemét a succ vagy a pred véges sokszori alkal-
mazésaval, ami egyébként sokszor el6fordul6 eset a gyakorlatban. A megoldas ebben
az esetben hasonld, a P és a Q' médositdsdval dj S; programot specifikdlunk.
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12.3. Programozasi tételek halmazon

Az intervallumon értelmezett fliggvényekre vonatkoz6 tételeket megfogalmazhatjuk
altalanosabban is.

Legyenek a fliggvények tetsz6leges véges halmazon értelmezve, és tegyiik fel,
hogy el tudjuk donteni errdl a halmazrol, hogy iires-e, ha nem iires, ki tudjuk valasztani
egy elemét, és végiil egy elemet, amely benne van, el tudunk hagyni beldle.

Azaz legyen az éllapottérnek egy olyan H komponense, amelynek az elemei az F/
halmaz véges részhalmazai. Az E szintén komponense az allapottérnek. A megfeleld
valtozok legyenek h és e; a h # () megengedett feltétel és az e :€ hilletve h := h\{e}
megengedett programok. Ezekkel a programokkal kapcsolatban emlékeztetiink arra,
hogy ha R feltétel nem fiigg e-t6l, akkor [f(e :€ h,e € hAR) = h # 0 AR, és
tetszGleges R feltétel esetén If(h := h \ {e}, R) = RM\{e},

A feladatok sémdja ebben az esetben:

A=H x E x ...
h e
B=H x ...
nooo
Q: (h=n(Ah#0)
R:(p(,...))
Megjegyzés: a (Ah # () részre akkor van sziikség, ha a feladatnak nincs értelme
iires halmaz esetén (maximumkeresés).
A feladatot most is ciklussal oldjuk meg. Az invaridns tulajdonsag
P=(hChAph \h,...)),
a ciklusfeltétel: h # 0,
a termindlg fiiggvény: |h|,
Q =Mh=n0Np@®,...)).

A megold6 program sémdja:

Q S
Q/
h#0
PATAt =1
e:€h Q"
So
Q///
h:=h\{e
R \{} PAt <ty

AQ"=(eehANPATAt=1t)e:€ hutdn teljesiil, h := h \ {e} csokkenti
a termindlé fiiggvény értékét, ezért a szokdsos médon Q" = (Ph"\ek At = ¢).
Tehdt a @, Q' parral specifikalt Sy és a Q”, Q" pérral specifikdlt Sy programok meg-
hatdrozdsa van hétra.

Nézziik a konkrét tételeket!
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1. Osszegzés

©(g,8) = <s => f(w)>

reg

2. Szamlalas

3. Maximumkeresés

©(g,i,mazx) = (i € A Amax = f(i) A\Vz € g: f(x) < max)

(&)

e:€h

i,max := e, f(e)

=)

f(e) > max \ fle) < max
i,maz := e, f(e) SKIP

4. Feltételes maximumkeresés

©(g,l,i,maz) = (I =3z € g: B(z)A
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l—(Gegn[f]lAmaz = f(i) AVx € gN|[F]: f(z) < max))

’ l := hamsis ‘
C5)
50 | s@n | 5(e) 1
fle) > max \ fle) < mazx
SKIP l,i,max := i,max = SKIP
igaz,e, f(e) e, f(e)

5. ,,Linedris keresés”
Ebben az esetben
olg,l,e)=(1=Fz €g:p(x)A
l— (e €gAple))

és a ciklusfeltétel ismédosul. Most a b # O A =l a célszer(i valasztds, hiszen
P A (h =0V 1)-bdl is kovetkezik R.

| I := hamis |
)
| L= f(e) |

Megjegyzés: Ez a tétel a linedris keresés 2.8 megfelel§jének tekinthetd, azzal az
eltéréssel, hogy nem beszélhetiink az elsG (3 tulajdonsagi elemrdl, mivel nem
tételeztiik fel a halmazrdl a rendezettséget.

12.4. Bonyolultabb feladatok

Ebben a részben néhdny kevésbé egyszeri tételt vezetiink le els6sorban azért, hogy
megmutassuk, Osszetettebb feladatok esetén is haszndlhaté a levezetés, masrészt az
igy kapott tételek is elég fontosak.

12.4.1. Logaritmikus keresés

Legyen H egy olyan halmaz, amin értelmezve van egy rendezési relacio. Legyen f :
Z — "H monoton noveked§ fiiggvény. A feladat az, hogy dontsiik el az f fiiggvényrdl,
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az adott [m..n] C Z intervallumon felveszi-e a h € H adott értéket, és ha igen, akkor
adjuk meg az intervallum egy olyan pontjat, ahol a fiiggvényérték h.

A=7Z xX7Z xH xZ x L

m o n h i l
B=7 x7Z xH
m n KN

Q:m=m'An=n"Ah=WNAm<n+1AVkje[m.n]:
(k<j) — (f(k) < f(5)))

R:(QAl=3jem.n]: f(j)=h)ANl— (i € [m..n]A f(i) =h))

A monotonitdst felhaszndlva az intervallumot mindkét végérdl sziikitjiik az inva-
ridnsban:

P=(QA[u.v] C[m.n]AYj € m.n]\ [u.v]: f()#hA

l— (i € [u..v] A f(i) = h))

Ekkor:

) Q@ =(QANu=mAv=nAl=hamis)
)y r=—-lANu<wv

3) Informélisan fogalmazva jeldlje ¢ a még megvizsgdlandd elemek szamat. Ezt
egy esetszétvalasztassal adhatjuk meg:

;= v—u+1, ha-l;
1 0, hal.

4) A ciklusmag legyen egy szekvencia, melynek kozbiilsé feltétele:

Q" =(Q A u..v] C [m.n] AVj € [m.n]\ [u.v]: f(§) ZhA
SlA (3 € [u..v]))

Ekkor a szekvencia elss fele lehetne az i :€ [u..v] értékkivélasztds. Hatékony-
sdgi szempontokat is figyelembe véve azonban vélasszuk az intervallum ko-
z6ps6 elemét: i := [(u + v)/2]. A ciklusmag mésodik felében hdrom eset
lehetséges:

- f(i) < h: ekkor az u := i + 1 értékadds az invaridnst megtartja;

— f(4) = h: ekkor megtaldltuk a keresett elemet, tehét | := igaz;

— f(4) > h:ekkor a v := ¢ — 1 értékadds az invaridnst megtartja.

5) Egyszeriien ellendrizhetd, hogy a fenti eldgazds mindharom 4ga csokkenti a
terminal6fiiggvényt.
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Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldésa a fent specifi-
kalt feladatnak:

QI u, v, :=m,n, |
Q —lANu <o
= [(ut0)/2] PATAE=to
Co<n | fo=n | fon |©
u:=1+1 l:=7 vi=1—1
R P/\t<t0

12.4.2. Visszalépéses keresés

Legyen N € N, és N > 1. Legyenek U; (i € [1..N]) tetszSleges véges, legaldbb
kételemi halmazok (1 < 0; = |U;| < 00). U = Uy X - -+ x Up.

Legyen p : U — L, amely felbonthaté o; : U — L (i € [0..N]) tulajdonsdgok
sorozatdra az aldbbi médon:

1. 00 = igaz;

2. Vi€ [0.N—1]:Yu € U : giy1(u) — 0;(u);

3. Vie [L.N]:Yu,v € U: (Vj € [1..4] : uj = v;) — 0i(u) = 0;(v);
4. 0 =on.

A feladat annak eldontése, hogy 1étezik-e olyan elem U-ban, amelyre teljesiil a o
feltétel, és ha igen, adjunk meg egy ilyen elemet.

A=U xL

U l
B = {1}
Q: Igaz

R:(l=welU:pw)ANl— (ueUA ou)))

Szdmozzuk meg U elemeit a kovetkez6 médon. Minden U; halmaz elemeit sza-
mozzuk meg nulldtél o; — 1-ig. Ezutdn U minden u eleméhez van egy (i1,...,iN)
rendezett N-es, amelyre u = (u;,, ..., u;y ), ahol 0 < iy < o01,...,0<iy < opn.E
megszdmozas egy lexikografikus rendezést definidl U-n.

Legyen N' = [0..01 — 1] x --+ x [0..05 — 1]. Ekkor a fenti megszdmozds egy
bijekcidt Iétesit N és U kozott. Jelolje ezt az N — U leképezést .

Vegyiik észre, hogy az N halmaz elemei felfoghat6k vegyes alapu szamrendszer-
ben felirt szamként is. Ez alapjan egy v € N N-es szdmértéke:
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A bevezetett jelolésekkel a feladatot djra specifikdljuk, és most mar megkovetel-
hetjiik azt is, hogy ha 1étezik keresett tulajdonsagi elem, akkor az elsé ilyet adjuk
meg:

A=N xL
v l

B = {x}

Q: Igaz

R:(l=3peN:o(p(u)A
I — (o(pw)) AV e N = f(p) < f(v) — —olp(p)))

Ha nem haszndljuk ki a p specidlis tulajdonsédgait, akkor a fenti feladat megoldhat6
linedris kereséssel, a [0..|]A/| — 1] intervallumon. Vizsgéljuk meg, hogyan hasznélhat-
nénk ki p specialitdsdt! Nevezetesen azt, hogy a ¢ 3. tulajdonsdga miatt, ha o;(p(v))
igaz, 0;1+1((v)) pedig hamis, akkor minden olyan v/ € A/ -re, amelynek els6 7 + 1
komponense megegyezik v els§ i + 1 komponensével, ;1 (¢ (v')) is hamis lesz.

Legyeneg = (0,...,0) € N ésVi € [1..N] : g; € N olyan, hogy Vj € [1..N] \
{i} : i, = 0és¢e;; = 1. Nyilvanvalo, hogy f(eo) = 0, f(en) = 1 ésVj € [1..N] :
f({:‘l) = Ql

Egészitsiik ki a v-t egy ,tulcsorduldsbittel”, amelynek 1 értéke azt jelzi, hogy v
értéke mar nem novelhetd.

Terjessziik ki az f fiiggvényt az aldbbi médon:

f:{0,1} x N — N,

f(Vo»V) = Vo*Qo+Zui-Qi, ahol:
i=1

N
QO = H gj.
j=1

Ezeket a jeldléseket haszndlva definidljuk az 6sszeadds miveletét két A/ -beli elem
kozott.
l// _|_ VN — l//// — f(l//) + f(V”) — f(VO, l////)

Most mar megfogalmazhatunk egy egyszer(, de fontos allitast, ami alapjan kihasznal-
hatjuk a megoldas sordn g specidlis voltat.
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12.1. allitds: Legyen v € N, valamilyen ¢ € [1..N]-re —0;(p(v)), és Vj € [i +
1.N] : v; = 0. Ekkor Vp-re, ami nagyobb, mint v, és kisebb, mint v + ¢;,
—0i(p(1))-

A kovetkezbkben a vegyes alapu szdmrendszerbeli szamot tipusnak tekintve defi-
nidlunk két tipusmiiveletet is, a fenti allitast is figyelembe véve.

Az els6 miivelet v megndvelése ¢,,-mel.

Anb'?)el = N X NO X {O, 1}

v m Vo
Bn(')'vel =N x I\IO
vooom

Qnivet : W=V Am=m'Am’ € [1.N]AVi € [m' +1.N]:v; =0)
Rusver : (v, V) =V + £ Am € [0..m/] A
Vie[m+1.N]:v; =0Avy, #0)

A megoldas egy ciklus, amelynek invaridns tulajdonsaga:
Prsver : (f(V) +v0 % Qm = f(V') + Qs Am € [0.m] A

Vie[m+1.N]:vy; =0AVi€[l.m—1]:v; =)
Ciklusfeltétel: vy # 0 A m # 0, és a termindlofiiggvény: vg + m.
Ekkor a megoldéprogram:

novel (v, v, m)

vy =1
V07é0/\m7§0

\ Vm:O'm*l

m, Vpy, i =m — 1,0 ‘yo,um =0,y +1

Definidljuk a mésik miveletet is, amely amellett, hogy o(¢(v))-t eldonti, azt a
legkisebb indexet is megadja, amelyre g;((v)) hamis.

Akeres = N X I\IO x L

v m l
Bkcrcs = N X NO
v m

Qreres : W=V Am=m' Am’ € [1.N] A om—1(p(¥)))
Rieres : (v =0 ANl = 0(p(v)) A
=l — (m € [m'.N] A 0m—1(¢(v)) A =om(e(v))A
I —m=N))

Ennek a feladatnak a levezetése majdnem azonos a linedris keresésével.
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keres(v,m,l)

m,l:=m —1,igaz
IAmMm#N

L= omi1(e(v))

m:=m-++1

Megjegyezzik, hogy az utéfeltétel utolsé sora esetiinkben folosleges, de a vissza-
1épéses szamlalasnal majd épitiink ra.

Mindezek birtokdban mar egyszer(i lesz a megoldoprogram levezetése. Legyen az
invaridns tulajdonsag:

P=(VueN:0< f(0,u) < fro,v) — =o(p(p) Al = o(p(v)A
—l— (o =1V m € [L.N]A=om(p(¥)) A om-1(p(¥))A
Viem+1.N]:v =0))

A ciklusfeltétel és a terminaldfiiggvény kézenfekvé modon adddik: =l A vy = 0
N
és [ o5 — f(vo,v).
j=1

Az invaridns tulajdonsag teljesiilését a
Q/:(VZE()/\Z/O:O/\

L= 0(p(20)) A =L = (m € [L.-N] A =0m(9(1)) A om-1(2(1))))
garantdlja.

Q'-t egy szekvenciaval érjiik el, amelynek a kozbiilsd tulajdonsdga
QRQI=Ww=egA=0Am=1).

A Q"-b8l kovetkezik Qperes, €zért a szekvencia masodik tagjanak a keres(v, m,1)-t
vélasztva teljesiil Rgeres, amibdl pedig kovetkezik Q. Természetesen a szekvencia
elsé tagjanak a v, vy, m := €¢, 0, 1 értékadast valasztjuk.

A ciklusmag levezetése is egyszerli. P A w-b6l kdvetkezik Q) 50e1, €Z€rt a ciklus-
mag els6 felének novel (vg, v, m)-t valasztva igaz lesz Ry, syper, SOt P-t és a 12.1. 4lli-
tast figyelembe véve az is igaz, hogy Vu € N : 0 < f(0, 1) < f(vo,v) — —o(p(p)).
Abban az esetben, ha vy = 1 is igaz, P is teljesiil. Ha vy # 1, akkor még

-l = o(e(v)) A

Al — (g =1Vm € [1.N]A=0m(e®)) A om-1(e(V)) A
Viem+1.N]:vy; =0)
teljesiilésérdl kell gondoskodni, de ehhez Rj.,.s mar elég lenne, az pedig igaz lesz
keres(v, m,1) utdn, mert Qgeres igaz volt.

Mivel novel (vg, v, m) nyilvdn csokkenti a termindl6fiiggvény értékét, a kovetkezs

program megolddsa a feladatnak:
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v, vy, m = €g,0,1

keres(v,m,l)

—lAYy =0

novel (v, v, m)

\ V():O
keres(v,m,1) ‘ SKIP

12.4.3. Visszalépéses szamlalas

A visszalépéses kereséshez hasonldan tobb visszalépéses technikat alkalmazé algorit-
mus is levezethet8, példaul a visszalépéses szamlalas.

A:NXNO
v d

B = {x}

Q:Ilgaz

R (a=, 2 ole)

A feladat megolddsa most is egy ciklus lesz, amelynek az invaridns tulajdonsaga

by
P=(d= A
( 1 < (vo,v) o(p(p))

(vo=1Vme[1.N]Agm-1(p®)) AVi € [m+1.N]:v; =0)).

Az invaridns masodik sora garantdlja a 12.1. allitds alkalmazhatésdgat. Most az
invarians teljestilését egy szimultan értékadassal érhetjiik el: v, vy, m, d := €9, 0, 1, 0.

A ciklusfeltétel vy = 0 lesz. A termindlofiiggvény ugyanaz, mint a visszalépéses
keresésnél.

Az invaridns tulajdonsdgbdl kovetkezik Qreres, €zért keres(v, m, 1) utdn Rieres

. b3 = .
igaz lesz. Ha —I, akkor < 1< (v, ) o(p(w)) = 1< (vo,v) g(gp(u))), egyéb-
ként < < (ZVO)V) olp(m) +1= _ (ijo,y) o(p(n))

Végiil, a novel (vy, v, m) megtartja az invaridns tulajdonsédgot a 12.1. dllitds miatt,
és csokkenti a termindldfiiggvény értékét. Megjegyezziik, hogy itt hasznaltuk ki azt,
hogy a keresési feladatban o(¢(v))) esetén is meghatdroztuk, mi legyen m értéke.
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v, vy, m,d :=eg,0,1,0

VOZO

keres(v,m,1)
l
\
di=d+1 | SKIP

novel(vy, v, m)

12.5. Fiiggvényérték kiszamitasa

A tovabbiakban bizonyos specidlis fiiggvények helyettesitési értékének kiszamitisa-
val fogunk foglalkozni. Tegyiik fel, hogy van egy f : X — Y fiiggvényiink, ahol X
és Y tetszOleges halmazok. A feladat specifikdciéja tehat:
A=XxY
z Y
B=X

.T/

Q:(x=2a)

R:(y=f(a))

Természetesen az y := f(x) értékadds megolddsa a feladatnak. Ha ez az érték-
adds nem megengedett program, és semmi mast nem tudunk a fiiggvényrél, akkor a

megoldéprogram eldallitdsardl sem tudunk mondani semmit. Ezért az elkovetkezdk-
ben tovébbi feltételezésekkel fogunk élni.

12.5.1. Fiiggvénykompozicioval adott fiiggvény Kiszamitasa

Tegyiik fel, hogy f =hog,aholg: X — Zés h:Z — Y figgvények.

s

Ekkor a feladat megolddsa egy szekvencia lesz. Kibdvitjiik az dllapotteret egy
djabb (Z tipusi) komponenssel, melynek valtozéja legyen z. A szekvencia kozbiilsé
feltétele legyen

Q" : (z=g(a')).
Tétel: A kompozici6 helyettesitési értékét kiszamito program:

z = g(x)
y = h(z)
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12.5.2. Esetszétvalasztassal adott fiiggvény kiszamitasa

Legyenek 71, ma, ..., m, : X — L feltételek és g1, g2,...,9, : X — Y fiiggvények,
és tegyiik fel, hogy a m; feltételek lefedik az X halmazt. Legyen f : X — Y a
kovetkezo:

g1(z), ham(z);

o(x), ham(x);
flay= | 2 TR

.gn (2), ila T ().

Az eldgazds elsd feltétele f definicidja miatt teljesiil. Az y := g;(x) értékadédsok
garantdljak a mdsodik teljesiilését is.
Tétel: Az esetszétvélasztdssal adott fliggvény értékét kiszdmol6 program:

m(x) \ ma(x) N ()
y = g1(z) y:=g2(x) e Y = gn(x)

12.5.3. Rekurziv formulaval adott fiiggvény kiszamitasa

Legyen H egy tetszbleges halmaz, k > 0 egy egész szam, tovabbd F' : Z x H* — H
fuggvény, to,t—1,...,t_kr1 € H rogzitett, €s definidljuk az f € Z — H parcidlis
fliggvényt az aldbbi mddon:

f(m) = to,
f(m - 1) = t—l;
flm—k+1) = t_pi;

tovabba Vi > m:
fG+1)=F@GE+1,f¢@),....fli —k+1)).

Feladatunk az, hogy meghatarozzuk az f fiiggvény n > m helyen felvett értékét.
A=7Z xZ x HxHXx...x H

m n Y to t_kt1
B=7 x7Z xHx...x H
m' oty .t

Q:m=m'An=n"An>mAtg=1t4 A Nt_p11 =t'—k+1)
R:

(@Ny = f(n))
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Ez a feladat is a fejezet elején targyalt intervallumos feladatok kozé tartozik. Le-
vezetése ennek megfelelen ugyandgy torténik. A ciklus invaridns tulajdonsédga, a Q’
ésaQ":

P=@niem.n]Ay=f(i),y-1=fE-1D A Ay_pp1=f(i—k+1)),

Q=QNi=mANy=toANy_1=t_1 N ANY_p41 =t_p41),

Q=@QnNi+1lemn]Ay=fli+1)Ay_1=fE)A...

ANy—i1 = f(i =k +2)).

Azi,y,y_1,., Y_gr1 := 0,%0,t_1,..,t_gy1 szimultdn értékadds Q-bol Q’-be jut,
és P N\ m-bol kovetkezik

lf(ya Y—15 - Y—k+1 = F‘(Z +Ly, .., y—k:-l—l)’ Yy y—k+2)7 QN)’

Varidns fiiggvénynek n — i-t vdlasztva az 1 := ¢ + 1 értékadas csokkenti azt.
Tétel: Az alabbi struktogrammal adott program megoldésa a specifikalt feladatnak:

U Yy Y1y ooy Ykt 1 2= My by b1y oy gt
YyY—15-Y—k+1 = F(’L + 13 Y, '“vykarl)vya "7y7k+2)
1:=1+1

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban k nagyon sokszor egyenld eggyel, ezért erre
az esetre kiilon is felirjuk a megoldéprogramot.

i,y = m,tg
y:=F@+1,y)
1:=1+4+1

12.5.4. Elemenként feldolgozhato fiiggvény

A tovédbbiakban legyenek H; és Hs tetszbleges halmazok, X és Y pedig az aldbbi
formaban felirhat6é halmazok:

X = Xix..xX,,
Y = Yix..xY,,

ahol Vi € [1.n] : X; = {z € p(Hy) : |z| < oo}, azaz §F(Hy) ésVi € [1.m] : Y¥; =
{y € p(H2) : |y| < oo}, azaz F(Hz). Amint az a fenti leirdsbdl kideriil, az X az
0sszes olyan halmaz n-est tartalmazza, amelyeknek minden komponense az adott H;
halmaz véges részhalmaza. Hasonl6an, az Y elemei pedig az olyan halmaz m-esek,
amelyek H-beli véges részhalmazokbdl allnak.
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12.1. DEFINICIO: TELJESEN DISZJUNKT FELBONTAS
Azt mondjuk, hogy Z,Z € X teljesen diszjunkt felbontdsa x € X -nek, ha

i) Vie [1TL} X =7 Uii és
i) Vi,jel.n]:z,NT; =0.
Vegyiik észre, hogy ha X egydimenzids, akkor a teljesen diszjunkt felbontds meg-

egyezik a diszjunkt felbontdssal, de tobbdimenzids esetben a teljesen diszjunkt fel-
bontas egy joval er6sebb feltételt jelent.

12.2. DEFINICIO: ELEMENKENT FELDOLGOZHATO FUGGVENY
Legyen f : X — Y. Ha minden # € X minden T, 7 teljesen diszjunkt felbon-
tasara

akkor f -et elemenként feldolgozhatonak nevezziik.
Példa: Legyen H egy tetszbleges halmaz, X1 = Xo =Y = {z € p(H) : |z| < oo},
f:XixXe =Y, f((x1,22)) = x1Uxs. Ekkor f elemenként feldolgozhatd, ugyanis

tekintsiik az (x1, o) halmazpér egy tetszéleges (x1,x2), (x1,22) teljesen diszjunkt
felbontasat. Ekkor a teljesen diszjunkt felbontas definiciéja alapjan:

T Uil = T, T2 UEQ = X9
T1NTy = 0, T2NTy = 0
Tl N fg = (Z), fz n Tl = (Z)

Vizsgaljuk most meg az elemenként feldolgozhatdsag két kritériumat:

1. f((xl,ﬂjg)) U f((:l?l,fﬂg)) = (fl Ufg) U (%1 U%Q) = (fl U%l) U (EQ U%Q) =
z1 Uzg = f((21,22)),

2. f((z1,22)) N f((w1,22)) = (FT1 UT2) N (T1 UT2) = (F1 NT1) U (T1 NT2) U
(T2 NT1) U (T2N7T2) = 0.
Tehat a — kétvaltozds — unid elemenként feldolgozhat6 fiiggvény.
A kovetkezd tételt gyakran fogjuk haszndlni arra, hogy elemenként feldolgozhatd
fliggvényt definidljunk.
12.1. TETEL: ELEGSEGES FELTETEL ELEMENKENTI FELDOLGOZHATOSAGRA
Legyen X = X7 X .. x X,,, Y = Y] X .. xY,,,, X; =F(Hy) i€ [l.n]és
Y, =§(Hs) i€ [l.m].
Az f: X — Y fiiggvény elemenként feldolgozhaté ha

Vielml: fi(ar,. . z) = | filsile),... sn(e)

ecxiU---Uxy
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Va,bex1U---Uxp,a#b:

Vje [l.m]: fi(s1(a),...,sn(a)) N fi(s1(D),...,sn(b)) =0,
ahol

Vi € [1--71]181'(@):{ ?e} ﬁiiiﬁ

Bizonyitas: A tétel egyszeriien kdvetkezik abbdl, hogy ha 7, T teljesen diszjunkt fel-
bontasa x-nek, akkor

(ZT1U---UTZp)U (@ U---UTp) =21 U--- Uz,

(TU---UZ,) N (T U---UTy,) = 0.

O

A tovédbbiakban az elemenként feldolgozhat6 fiiggvények helyettesitési értékének
kiszdmitasaval fogunk foglalkozni.

Miel6tt belekezdenénk a feladat specifikdldsdba és megolddsaba, bevezetiink két
olyan, halmazokra vonatkozé parcidlis értékaddst, amelyeket aztdn a megoldéprogra-
mokban primitiv miiveletnek tekintiink.

e Legyen H egy tetszGleges halmaz, és definidljuk az fG € F(H)x H— §(H)
parcidlis fliggvényt:

fr(h,e) =hU{e} hae ¢ h.
e Ugyanezt a jelolést haszndljuk akkor is, ha f~ € §(H) x §(H) — §(H) és

fx(h,g)=hUg, hahng=0.

e Hasonldan, legyen H egy tetszSleges halmaz, és definidljuk az f~ € §(H) x
H — §(H) parcidlis fiiggvényt:

f~(h,e) =h\ {e}, hae € h.
e Ebben az esetben is, ha fo~ € F(H) x F(H) — §(H) parcidlis fuggvény:
f=(h,g) = h\ g, hag Ch.

A fenti fiiggvényeket Kiszdmitd h := f(h, ), illetve h := f~(h,x) parcidlis

értékaddsokat a tovédbbiakban h := h U z-szel és h := h ~ z-szel fogjuk jelolni.
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Egyvaltozos egyértékii eset

El6szor vizsgéljuk meg azt az esetet, amikor mind X, mind Y egykomponensti, azaz
m = 1ésn = 1. Ekkor az f fiiggvény egy halmazhoz egy masik halmazt rendel.

A=X xY
x Y
B=X

x/

Q:(z=21)
R:(y=f(z))
Oldjuk meg a feladatot ciklussal: az invaridnsban azt fogalmazzuk meg, hogy az

halmaz a még feldolgozandé elemeket, az y halmaz pedig a mar feldolgozott elemek
f szerinti képeinek unidjat tartalmazza, azaz

P=(yuf()=f@)rynflz)=0).

Vizsgéljuk meg a ciklus levezetési szabdlydnak feltételeit:

1) Q-bdl az y = 0 fennélldsa esetén kdvetkezik P, ezért a ciklus elé az y := ()
értékadas keriil.

2) Azinvaridnsbol f(z) = () esetén kovetkezik az utéfeltétel, am ez j6 eséllyel nem
egy megengedett feltétel (hiszen éppen f-et akarjuk kiszamitani). Vegyiik észre
azonban, hogy f elemenkénti feldolgozhatésdga miatt = = () esetén f(z) = D is
teljesiil (az tires halmaznak két iires halmaz egy teljesen diszjunkt felbontasa).
Tehat a ciklusfeltétel: 7 = (z # 0).

3) Ha (a ciklusfeltétel szerint) x nem iires, akkor termindl6fiiggvénynek valaszt-
haté x szdmosséga, azaz t = |z|.

5) x szamossagat ugy tudjuk csokkenteni, ha elhagyunk belSle egy — benne levd —
elemet. Ezt megtehetjiik az imént bevezetett parcidlis értékaddssal: x := = ~ e.

4) Trjuk fel a fenti parcidlis értékadds P-re vonatkozd leggyengébb eléfeltételét:
Q":(yu fla\{e}) = f@) Ay flz\{e}) =0reecx)

J6l 14thatd, hogy ez P A m-b6l nem kovetkezik. Vegyiik azonban észre, hogy ha
e egy x-beli elem, akkor {e} és x \ {e} x-nek egy teljesen diszjunkt felbontdsa,
tehdt f elemenkénti feldolgozhatésdga miatt:

f{eHu f(z\{e}) = f(z)
fep)nflz\{e}) = 0

fgyazy:=yU f ({e}) értékadds mar majdnem elegendd, hiszen
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Ify:=y U f({e}),Q") = (U f{e})Uf(z\{e}) = () A(yU f({e})N
fz\{e}) =0ArneeEu).

Ezt a feltételt 6sszevetve P A m-vel lathatd, hogy mér csak az e € x allitast kell
teljesiteniink. Ezt viszont megtehetjiikk az e :€ x értékkivélasztassal, amelynek

a fenti allitasra vonatkozé leggyengébb el6feltétele P A .

Tétel: Ekkor a kovetkezd program megolddsa a specifikélt feladatnak:

Q/ "
@ x#0D
e.ex
y=yU f({e})
r:=rx=e
R

Bizonyitas: A tétel a fenti levezetésbdl kovetkezik.

Kétvaltozos egyértékii eset

Legyen f : X xY — Z (X,Y, Z C §(H) elemenként feldolgozhaté fiiggvény.

A=X xY x Z

x Y z
B=XxY
g y/

Q:(x=a"Ay=1)
R:(z=[f(=y)

PATA
t=to

Q//l
Q/l

P A
t <t

Tétel: Ekkor a kovetkezd program megolddsa a specifikélt feladatnak:

z:=10
TE£DVYy#£D
e:€(zUy)
\ ecxNeédy \ ecxNecy \ e¢xNe€y
zi=20f({e},0) |2:=2U0f({e}.{e}) | 2:=2U0f(0 {e})
ri=xz~e ri=x~e yi=y~e
yi=y~e

Bizonyitas: A tétel az egyvaltozos esettel analég mdédon levezethetd, ha invaridns
tulajdonsdgnak az aldbbi allitast:
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P=(zUf(z,y) = f@"y) Az flz,y) =0 A
@ \z)Ny=0A(@ \y)Nz=0),
termindl6fiiggvénynek pedig t = |x U y|-t vdlasztjuk. O

Egyvaltozos kétértékii eset

Legyenf X =Y xZ (vaaZ c &(H)7fl X — Kf2 X — Z?f = (flan))
elemenként feldolgozhaté fiiggvény.

A=X xY x Z
T y z

B=X
:L,/
Q:(xz=2a)

R:(y= fi(z")Az= fa(z)))
Tétel: Ekkor az aldbbi program megoldasa a specifikalt feladatnak:

y,z:=0,0
T #£0

eex

y.z:=y U fi{e}), 2 U fa({e})

r.=rx=e

Bizonyitas: A tétel levezetése az egyértékii esettdl csak az invaridns tulajdonsig meg-
vélasztasdban tér el:

P:(yUfi(z) = fil@) Ay fi(z) =0 A
zU fa(x) = fo(a') Az fo(x) = 0)

A termindl6fiiggvény marad, és a levezetés 1épései is megegyeznek. []

Altalanos valtozat

Legyenek n,m rogzitett természetes szamok, f : X3 x -+ x X, — Y3 X -+ X
Y, (X;,Y; € §(H), (i € [1.n],j € [1..m])) elemenként feldolgozhaté fiiggvény,
éslegyenek az f; : X1 x --- x X,, =Y, (j € [1..m]) fiiggvények az f komponens-
filggvényei, azaz f = (f1,..., fm)-

A=X; x .. x X, xYV1 x...xY,

Z1 Tn Y1 Ym,
B=X; x...x X,
/

!
T T
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Q: (=24 N Nxp=2))
Tétel: Ekkor az alabbi program megoldésa a specifikalt feladatnak:

Yl Ym =0, ..., 0

n

Uazi#0

v Viel:e€cax; AVie[l.n]\I:egu;

yl?"'?ym =

1 D fl(sl(e)a o ~75n<6))7 e Ym G fm(sl(e)v LR Sn(e))

Viel :x;:=x;,~¢

ahol I C [1..n] és I # (),

Vi € [1..n] : si(e) = { éf}a Ezz ; -1;,

Az elagazas ,,againak” szama 2" — 1.

Bizonyitas: A tétel az alabbi invaridns tulajdonsdggal és termindl6fiiggvénnyel kony-
nyen levezethetd.

P:(Vje[lom]:(y; U fi(z1,...,20) = fi(ah,...,2)A
y; O fi(wr, . mn) =0 AV k€ [Ln] : (24 \ 2:) Nay = 0))

n
U zi
=1

t=

Megjegyzés: a fenti programozisi tétetlekbdl kovetkezik, hogy a 12.1 tétel felté-
tele nemcsak elégséges, de sziikséges feltétele is az elemenkénti feldolgozhatésdgnak.

12.6. Feladatok

12.1. Adott egy f : Z — Z fiiggvény. Hatarozzuk meg, hogy a fiiggvény melyik két
pontban veszi fel a maximumat és a minimumadt az [m..n| intervallumban!

12.2. Hatdrozzuk meg az x és az y természetes szamok legnagyobb k&zos osztdjat!

12.3. Hatdrozzuk meg az x és az y természetes szamok legkisebb kozos tobbszorosét!
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12.4.

12.5.
12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

12.10.

12.11.

12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

12.16.

12.17.

12.18.

Hatdrozzuk meg —a hatvdnyozas miiveletének haszndlata nélkiil — az = szdm
n-edik hatvanyét!

Dontsiik el, hogy a k természetes szam osztja-e az = természetes szamot!
Dontsiik el, hogy az x természetes szam primszam-e!

Adottak az x és y vektorok (x.dom = y.dom ). Képezzik azx +yésazx —y
vektorok skaldris szorzatat!

Hatdrozzuk meg az = vektor elemeinek Osszegét tigy, hogy a pdratlan indexd
elemek a negéltjukkal szerepeljenek az 6sszegzésben!

Adott egy egész szamokbdl 4116 vektor és két egész szam. Allapitsuk meg, hogy
a két szam el6fordul-e a vektorban, és ha igen, akkor melyik el6bb!

Adott az egész szamokat tartalmazé = vektor. Permutdljuk a vektor elemeit
(helyben!) gy, hogy a vektor egy eleme a monoton rendezés szerinti helyére
keriiljon, azaz ne el6zze meg 6t ndla nagyobb elem, és utdna ne legyen nila
kisebb!

Adott az x négyzetes matrix. Hatdrozzuk meg az alsé haromszog elemeinek
Osszegét!

Adott az x négyzetes matrix. Tikrozzik (transzpondljuk) a mellékatl6jara hely-
ben (azaz az eredmény x-ben keletkezzen)!

Adott az x négyzetes matrix. Tiikrozziik (transzpondljuk) a f64tldjara helyben
(azaz az eredmény x-ben keletkezzen)!

Adott az x vektor. Szamitsuk ki a b vektor (b.dom < x.dom ) elemeinek értékét
ugy, hogy b i-edik eleme az elsé 7 darab x-beli elem Gsszege legyen!

Adottak az n és k szdmok. Szdmitsuk ki (}) értékét!

Az x egész szamokbol 4116 vektor egy decimdlis szdm szdmjegyeit tartalmazza
helyi érték szerint csokkend sorrendben. Szamitsuk ki az dbrazolt szam értékét!

Adott egy természetes szdm. Az x egészértékd vektorban allitsuk eld a szdm
szamjegyeit helyi érték szerint csokkend sorrendben, és adjuk meg azt is, hogy
a szam hany szamjegybdl 4ll!

Az x egész szamokbol 4ll6 vektor egy decimdlis szdm szdmjegyeit tartalmazza
helyi érték szerint csokkend sorrendben. Allitsuk el$ z-ben az eredetinél eggyel
nagyobb szam ugyanilyen abrazolasit, illetve mondjuk meg, ha tdlcsordulas
volt!
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12.19.

12.20.

12.21.

12.22.

12.23.

12.24.

12.25.

12.26.

12.27.

Az x egész szamokbol 4116 vektor egy decimdlis szdm szdmjegyeit tartalmazza
helyiérték szerint csokkend sorrendben. Allitsuk el6 z-ben az eredetinél eggyel
kisebb szdm ugyanilyen dbrdzolasat, illetve mondjuk meg, ha alulcsordulas
volt!

Az azonos értelmezési tartomanyu x és y vektorok egy-egy x.dom jegy( deci-
malis szdm szdmjegyeit tartalmazzak. A kisebb indexeken vannak 10 magasabb
hatvadnyainak egyiitthatéi. Képezziik a z vektorban a szdmok 0sszegét, illetve
allapitsuk meg, hogy keletkezett-e tilcsordulds!

Adott az x vektor, melynek elemei k2-es szamrendszerbeli szamjegyek. Allitsuk
el6 az igy reprezentalt szam k-s szamrendszerbeli jegyeit az y vektorban (a szam
magasabb helyi értékeit a vektor alacsonyabb indexi helyein taldljuk)!

Adott az z vektor, melynek elemei k-s szamrendszerbeli szamjegyek. Allitsuk
el6 az igy reprezentdlt szim k2-es szamrendszerbeli jegyeit az y vektorban (a
szam magasabb helyi értékeit a vektor alacsonyabb indexd helyein taldljuk)!

Egy vektor egy egész szamot reprezentdl igy, hogy a vektor minden eleme a
szam egy decimadlis szdmjegyét tartalmazza. Csokkentsiik ezt a szdimot egy adott
helyi értéken egy 0 — —9 kozotti értékkel!

Hatdrozzuk meg az x természetes szdm decimdlis alakja szdmjegyeinek szamét!

Hatdrozzuk meg az z természetes szdm decimdlis alakja szdmjegyeinek Ossze-
gét!

Adott egy egész szamokbdl 4ll6 vektor. Rendezziik a vektor elemeit (helyben)
csokkend sorrendbe!

Adott az = és b vektor tigy, hogy b az x indexeibdl veszi fel elemeit. Az x vektor
minden b;-edik elemének helyére frjunk nullat!



13. fejezet

Transzformaciok

Ebben a fejezetben azzal fogunk foglalkozni, hogyan lehet a programozasi tételeket
konkrét feladatok esetében alkalmazni.

El6szor egy olyan feladatot néziink meg, amelynek latszélag semmi koze a prog-
ramozéshoz: oldjuk meg az 22 — 5z + 6 = 0 egyenletet. Az egyik lehetSség az,
hogy valamilyen gondolatmenettel (gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés vagy
teljes négyzetté alakitds) (z — 3)(x — 2) = 0 alakra hozzuk, és azutdn megoldjuk az
x—3 = 0ésaz x — 2 = 0 egyenleteket. Vagyis az eredeti feladat helyett két ma-
sik, de egyszertibb feladatot kell megoldani. Pontosan ez a levezetés 1ényege is. Ezt a

mddszert alkalmaztuk az el6z6 fejezetben.

7 z

A misik lehet6ség az, hogy megoldjuk a kovetkezd dltalanos feladatot: az? +bx +
¢ = 0. Belatjuk azt a tételt, hogy ha a # 0, akkor a gyokoket a kozismert gyokképlettel
kapjuk meg:

—b+Vb% — dac
2a

Ezutan alkalmazzuk a tételt: a képletben a helyébe 1-et, b helyébe —5-6t és c helyébe
6-ot helyettesitve megkapjuk a gyokoket. A programozasban ezt a modszert nevezziik
visszavezetésnek.

A madsodfoki egyenlet gyokképletét gyakran alkalmazhatjuk nem mdsodfoki
egyenletek megoldésa esetén is, példdul legyen a megoldandé egyenlet: 4 —5z2+4 =
0. Az 22 = y helyettesitést alkalmazva y-ra kapunk egy masodfoki egyenletet, amit
megoldva mér csak az 22 = 1 és 22 = 4 egyenleteket kell megoldanunk. Azt mond-
hatjuk, hogy egy transzformdcio segitségével oldottuk meg a feladatot.

A tovabbiakban el6szor a visszavezetéssel foglalkozunk.
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13.1. Visszavezetés

A legegyszertibb esetben a megoldandé feladat és a programozasi tételek allapottere
azonos, legfeljebb a jelolésben kiilonbozik, és atjelolés utdn az eld- és utéfeltételek
is megegyeznek. Ekkor a megoldéprogramot is egyszer( 4tjeloléssel kapjuk meg. Ez
az eset azonban elég ritka, erre szoritkozva a visszavezetés haszndlhat6sdga nagyon
korlatozott lenne.

Emlékeztetiink azonban arra, hogy a megoldds 5.1. definicidja szerint a feladat és a
program allapottere kiilonbozd is lehet; masrészt felhasznalhatjuk azt az 6sszefiiggést,
hogy egy szigortibb feladat megolddsa egyben megolddsa a gyengébb feladatnak is,
lasd a 2.1. 4llitast.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha a tétel utdfeltétele szigoribb, mint a feladaté, vagy
ha a tétel allapotterében szerepelnek olyan komponesek, amelyek a feladatéban nem
(a kiterjesztés 4.1. definicidja szerint a tétel ebben az esetben is szigoribb), akkor a
tétel programja, esetleges atjelolés utan, megoldasa lesz a feladatnak. Ilyen esetekben
mondjuk azt, hogy szigoritdssal vezetiink vissza.

Ha a feladat allapottere tartalmaz olyan komponenseket, amelyek nincsenek benne
a tétel allapotterében, igy a 4.2. definicid szerint a tétel megoldéprogramja nem val-
toztatja meg Oket, az ilyen valtozéknak a feladat el6- és utéfeltételében egy-egy pa-
ramétervaltozéval rogzitettnek kell lennitik. Az ilyen valtozokat a visszavezetés para-
métereinek nevezziik, és rendszerint a tétel ,,adott fliggvényeit” hatdrozzdk meg.

El6fordul, hogy a tétel feladatdnak értelmezési tartomdnya sziikebb, mint a meg-
oldand¢ feladaté, ebben az esetben egy feltérel segitségével lesziikitjiik az értelmezési
tartomdnyt. Valdjaban itt levezetési 1épést alkalmazunk, a feladat megolddsa egy el-
dgazas, ha a feltétel teljesiil, a megoldoprogram a tétel programja, egyébként vagy mas
tételt, vagy levezetést alkalmazunk.

13.2. Egyszeri programtranszformaciok

A kovetkez6 transzformaciok segitségével olyan, az eredetivel ekvivalens programot
hozunk létre, amely valamilyen szempontbdl elényosebb szamunkra, mint az eredeti.
A szempont alapvetSen kétféle lehet. Az egyik: a transzformalt program megengedett
programkonstrukcié, mig az eredeti nem az. Gyakran fordul eld, hogy visszaveze-
téssel nem megengedett programot kapunk. A mdsik szempont is a visszavezetéshez
kapcsolddik: sokszor a visszavezetéssel kapott program nagyon iigyetlen, és a transz-
forméciéval ezen javitunk.

Nem megengedett feltétel kitranszformalasa elagazasbol. Legyen S C A x
A S = IF(m : S1,...,mn : Sn)y A = A1 x ... x A,,. Konstrudljuk az
S’ C A’ x A”*" programot az aldbbi médon:
A=A x...x A, xL x ... x L
ai am ll ln
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byl i=m(ar, ey @),y ooy mp(an, oy am)

IF(ll . S17~-~7ln . Sn)

Ekkor az S’ program ekvivalens S-sel A-n.

Nem megengedett ciklusfeltétel kitranszformalasa. Legyen S C A x A™* S =
DO(7m : Sp), A = Ay x ... x Ap,. Konstrudljuk az S’ C A’ x A”™" programot az
alabbi médon:

A=A x...x A, xL

aq Um l

Li=m(ay,...,am)
l
So

li=mn(a1, ..., am)

Ekkor az S’ program ekvivalens S-sel A-n.

Szimultan értékadas helyettesitése egyszerii értékadasokkal. Legyen S C A X
A** a kovetkez6 szimultan értékadds:

A:Alx...xAm
5]

al QA
A1y ey m 1= fl(ala (33} am)a EE) fm(ala cee am) ‘

Konstrudljuk az §’ C A’ x A" programot az aldbbi médon:

A=A x ... x A, x A1 x ... x A,

ay Am, bl bm

@

bl = fl(al, ceey am)

bm = fm(ala ey am)

ay = b1

A = bm
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Ekkor az S’ program ekvivalens S-sel A-n.

Szekvencia sorrendjének felcserélése. Ha S1o = (S7;52),S21 = (S2;51), és az
allapottér azon komponenseit, amelyekt6l az S; fiigg, Sa nem valtoztatja meg, és vi-
szont, akkor S75 ekvivalens So1-gyel.

S12 ] Sa1 j
Sl 52
SQ Sl

Ciklusmagbeli szekvencia sorrendjének felcserélése. Legyen S = DO(w : Sp),
So = (i := i + 1;So1), és tegyiik fel, hogy az i konstans Sp;-ben. Legyen tovabba
S/ _ (S()lw—z-&-l;i =+ 1)

@J
T Y
ii=i+1 St

So1 1 =1+1

Ekkor S ekvivalens S’-vel.

Fiiggvény helyettesitése valtozéoval. Legyen S C Ax A**, A= Ay X ... X A, és
legyen f egy, az A;, x ... x A;, altér felett definidlt fiiggvény, melynek értékkészlete
H. Tegyiik fel tovabba, hogy az a;,, ..., a;, valtozék konstansok S-ben, és készitsiik
elaz S’ C A’ x A”™" programot az aldbbi médon:

A=A x...x A, x H

a am z

Z = f(aila "'aa’ik)

GF (@i tiy )2

Ekkor S’ ekvivalens S-sel A-n.

Rekurzivan definialt fiiggvény helyettesitése. Legyen H egy tetszGleges halmaz,
k > 0 egy egész szdm, tovabba F : Z x H* — H fiiggvény, to,t_1,...,t_p41 € H
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rogzitett, és definidljuk az f € Z — H parcialis fiiggvényt az aldbbi médon:

f(m) = to,
f(mi 1) = t—la
fm—k+1) = t_j41,

tovabba Vi > m:
fG+1)=F@+1,f@),..fi—k+1)).

Tekintsiik az alabbi S programot:

So
i=i+1

ahol 7 mind Sp-ban, mind S;-ben konstans, Sp-ban hivatkozds torténik f(i + 1) érté-
kére, S1-ban legfeljebb f(i)-re és m = i # n(A...). Ekkor S ekvivalens az aldbbi
programmal:

7;7 Ry R—1y ey R—k+1 = M, tht—la "7t—k+1
S
m
Ry RB—1y ey Bkl i= F(Z + 1a f(Z)v ey f(Z —k+ 1))7 Ry ooy Bek4-2
Sof(i+1)‘7z
1:=1+1

Mindegyik esetben egyszertien belathat6 a programfiiggvények azonossiga.

13.3. Tipustranszformaciok

Tipustranszformdciorol akkor beszélhetiink, ha az éllapottér bizonyos komponenseit
valami kapcsolddo tipusra cseréljiik.

A programozasi tételek — és dltaldban véve a (feladat, megoldéprogram) parok —
az aldbbiakban bemutatdsra keriil§ transzformacidkon keresztiil dltalanosithatdk, ha
az allapotterek kozotti transzformacié tulajdonképpen tipustranszformécié. Ekkor az
abréan l4that6 valamely tipuson megoldott program egyszeri szabdlyok segitségével
atvihetd egy kapcsol6do tipusra.



172

13. TRANSZFORMACIOK

fiiggvény

N

halmaz

/

fuggvénytfpus <—> gorozat

/

vektor

input fajl

13.1. abra. Tipusok kozotti kapcsolatok

A programozasi tételek atirasa mas tipusra.

Az aldbbi sémdk a programozasi té-

telek tipusok kozotti transzformdacidjakor elvégzendd helyettesitéseket definidljak. A
transzformécio ugy torténik, hogy az elsd tipus adott miiveletét a masodik tipus meg-

felel6 (azonos sorban levd) miiveletére cseréljiik.

Induljunk el az intervallumon értelmezett fiiggvényektol. A fiiggvénytipusra valo
attérés 1ényegében nem igényel transzformdaciét, hiszen az f : func(Z, H) értéke egy
[lob(f)..hib(f)] intervallumon értelmezett Z — H fiiggvény. Ha olyan programrdl
van sz6, ahol a fiiggvény rogzitett — a tételeink ilyenek —, akkor egyuttal vektorra is

transzformaltunk.

¢ Intervallum felett definialt fiiggvényrdl sorozatra

Az s : seq(H) sorozat is tekinthetd az [1..dom(s)] intervallumon értelmezett
7, — H figgvénynek, de a miiveletek kozott nem szerepel az indexelés. Ezért
nem is minden programunk irhaté at sorozatra. Tegyiik fol, hogy egy program-
ban mindig csak az f (i + 1)-re hivatkozunk, ahol f az [m..n] intervallumon ér-

7z

telmezett fiiggvény. Az els6 hivatkozast megel6zen ¢ := m — 1, utdna pedig az
i := ¢ + 1 programok kivételével minden mds programban 7 konstans. Ha ezek
a feltételek teljesiilnek, akkor garantalhaté a kovetkezd invaridns tulajdonsag:
s =< f(i 4+ 1),..., f(n) >. Azaz a kovetkez§ helyettesitéssel transzformal-

hatjuk a programot:

t:=m—1
Fi+1)
t:=1+1

a.dom # 0
f(a.lov)

a: lorem

Példa (szamlalas tétele):
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k,d:=m—1,0 d:=0
kE#n a.dom # 0
\ Bk +1) \ B(a.lov)
di=d+1 | SKIP di=d+1 | SKIP
k=k+1 a : lorem

e Sorozatrél szekvencialis input fajlra (dz, x : lopop vagy sy, dy,y : read)

A két tipus kozotti megfeleltetés: ha az a sorozat nem iires, akkor megegyezik
a loext(x,dx) és loext(y, dy) sorozatokkal, mig iires sorozat esetén az x és y

sorozatokkal.
dx,x : lopop sy,dy,y : read
a.lov dx dy
a:lorem dx,x : lopop sy,dy,y : read
a.dom # 0 dx # extr sy = norm

A transzformélt program egy plusz lopop (vagy read) miivelettel kezdddik,
ezért ezt a transzformaciot eldreolvasdsi technikdnak nevezziik.

Példa (szamlalas tétele):

sy,dy,y : read
d:=0 d:=0
a.dom # 0 sy = norm
\ B(a.lov) \ B(dy)
di=d+1 | SKIP di=d+1 | SKIP
a:lorem sy, dy,y : read

¢ Halmazrol sorozatra (egy input halmaz/sorozat esetén)

A két tipus kozotti megfeleltetés: az a és b sorozatok tagjai felsoroljak az x és y
halmazok elemeit.
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yi= bim )
r#( a.dom # 0
e€x
e a.lov
y U b : hiext
T~ a : lorem

A fenti megfeleltetést alkalmazhatjuk az elemenkénti feldolgozas esetén is, fel-
téve az f fuggvényrdl, hogy egy egyelemii halmazhoz egyelem( halmazt ren-
del hozz4a. Ez viszonylag ritkén teljesiil, az azonban mar nagyon gyakori, hogy
legfelebb egyelemii a kép. Ebben az esetben b : hiext helyébe egy elagazis,
IF(d=0:SKIP,d#0: (b: hiext(d))) keril.

Megjegyezziik, hogy az e :€ x mfivelet helyett az e := a.lov értékadast is irhat-
tuk volna, ami szintén szigoritast jelent az eredeti értékkivalasztashoz képest.

Példa (egyvéltozos egyértékii elemenkénti feldolgozds):

y:=10 b:=()
x £ a.dom # 0
e€x b : hiext(f({a.lov}))
vi=y0 f(le) @ lorem
Ti=x~e

Az elézdekben targyalt el6reolvasdsi technika segitségével megkaphatjuk a
szekvencidlis f4jlra vonatkoz6 valtozatot is.

Példa (egyvaltozoés egyértékii elemenkénti feldolgozas):

b= ()

e Sorozatrol vektorra

A transzformdciét az akadélyozza, hogy a vektor értelmezési tartomanyat nem
véltoztathatjuk meg. Ezt a problémat konnyen kezelhetjiik input sorozat esetén,

b= () sx,dz,x : read
a.dom # 0 ST = norm
e = a.lov e:=dx
b : hiext(f({e})) b: hiext(f({e}))
a: lorem sx,dx,x : read
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de az output sorozat esetében a transzformdcié csak akkor hajthat6 végre, ha
foltessziik, hogy a sorozat elemeinek szdma nem haladja meg a vektor értelme-
z¢€si tartomanyanak szamossagat.

Feleltessiik meg az x (és y) sorozatnak az (u, i) (illetve (v, j)) part, ahol u, v
vektorok és ¢, j nemnegativ egészek, oly médon, hogy ¢ az x (illetve j az y) so-

rozat elemeinek szdma, és az elemei az u vektor wy jop, - - - , Uy 1ob+i—1 (illetve
a v vektor vy, jop, - - -, Uy.lob+i—1) elemeivel egyeznek meg.
x.dom # 0 i1#0
x.lov U lob+i—1
z : lorem 1:=i—1
y = hiext(d) Vplobtj,J =d,j+1
Y i=<> j=0

Példa (egyvaltozos egyértékii elemenkénti feldolgozas):

Y =<> 7j=0
x.dom # 0 1#0
y « hiext(f({z.lov})) Vy.tobtgs J = f({Uutobri-1}),J+1
xz : lorem i:=1—1

o Halmazokroél sorozatokra

Kettd (tobb) input halmaz a targyalt tételek kozott a két(tobb)valtozds elemen-
kénti feldolgozas esetében fordul eld. A kétvaltozds elemenkénti feldolgozasnal
az okozhat gondot, hogy el kell tudnunk donteni, egy adott elem melyik sorozat-
ban van benne. Ezért feltessziik, hogy a sorozatok novekvéen rendezettek, mert
igy mindkét sorozat legelsé eleme a legkisebb, és ha ezek koziil a kisebbiket
valasztjuk, akkor a tartalmazds egyszertien eldonthetd. Egyébként a transzfor-
macio tobbi része megegyezik az egyvéltozds esetnél leirtakkal (itt is sziikséges,
hogy a fiiggvényérték legfeljebb egyelemii legyen). Természetesen az elem ki-
vélasztasa itt is elhagyhato, hiszen a lov mivelet a sorozatnak mindig ugyanazt
az elemét adja vissza.
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c:=()
a.dom # 0V b.dom # 0

(a.dom #0ANbdom #0A| (a.dom #O0Abdom #OA| a.dom #0Abdom #0A
a.lov < b.lov) V b.dom = 0| a.lov > b.lov) V a.dom =0 a.lov = b.lov
¢ : hiext(f({a.lov},0)) ¢ : hiext(f(0,{b.lov})) c : hiext(f({a.lov},
a: lorem b: lorem {b.lov}))
a:lorem
b:lorem

A teljesség kedvéért bemutatjuk a szekvencidlis fajlokra vonatkoz6 véaltozatot
is, alkalmazva az elGreolvasdsi technikat:

sx,dx,x : read

sy,dy,y : read
ci= ()

sTr = norm V sy = norm

sy = abnormV sx = abnormV sx = syA
st =syANdzr <dy sx = sy ANdx > dy dr = dy
¢ : hiext(f({dz},0)) ¢ : hiext(f(0,{dy})) c : hiext(f({dz}, {dy}))
sx,dx,x : read sy,dy,y : read sx,dx,x : read
sy, dy,y : read

Megjegyezziik, hogy a feltételekben azért irhattunk sx = norm A sy = norm
helyett sz = sy-t, mert a ciklusfeltétel szerint nem lehet mindkettd abnorm.

13.4. Allapottér-transzformacié

Az aldbbiakban egy olyan példat mutatunk be, amelyben az allapottér-transzformacié
nem egyszer( tipustranszformacié. A feladatot gy fogjuk megoldani, hogy eredeti 4l-
lapottér helyett egy 4j (absztrakt) allapotteret valasztunk, azon megoldjuk a feladatot,
majd a megoldasban szereplé mtiveleteket megvaldsitjuk az eredeti téren.

13.4.1. Szekvencialis megfelelo

Egy feladat megolddsa sordn sokszor szembesiiliink azzal a problémadval, hogy kiilon-
boz6 tipusértékhalmazokba esé értékek kozotti kapesolatot kell lefirnunk, vagy ilyen
értékeket kell 6sszehasonlitanunk. Erre leggyakrabban akkor keriil sor, ha valamilyen
allapottér-transzformaciét végziink, és meg kell adnunk az eredeti és az absztrakt tér
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kozotti kapesolatot. Az ilyen megfeleltetések formalis megadasa dltaldban elég nehéz-
kes. A szekvencidlis megfelelé fogalmanak felhasznéldsdval azonban ezek a kapcsola-
tok is egyszertibben {rhatdk fel.

Legyenek E1, Es, ..., E, elemi tipusok. Legyen
E=|JE éF={E E,... E,}
i=1

Tegyiik fel, hogy a 7 tipus reprezentacids fiiggvényére igazak az alabbi megszorita-
sok:

e 9 CE*xT,
e o kolcsonosen egyértelmi (bijektiv),

e o megengedett tipuskonstrukcié (azaz direktszorzat, uni6 és iteralt konstrukci-
6kbal épiil fel).

Legyen tovdbbd B = {Bj, Ba, ..., By} az dgynevezett bdzishalmaz, ahol B; (i =
1,...,m) tetszGleges tipusértékhalmaz. Ekkor a t € T elem B bézisra vonatkoztatott
szekvencidlis megfeleldje:

(t), haT € B;
O, haT ¢ BAT € F;
seq(t|B) =< R(t|B), haT ¢ BAT ¢ F és T rekord;

E(t|B), haT ¢ BAT ¢ F ésT egyesités;
S(t|B), haT ¢ BAT ¢ F és T sorozat,

ahol
R(t|B) = kon(seq(t.s1|B),...,seq(t.sg|B));
E(tIB) = seq(p,'(1)|B);
S(t|B) = kon(seq(t1|B),..., seq(tdom(t) |B)).

)

A jelolés egyszerisitése végett, ha a bazis egyelem, akkor a bizishalmaz helyett az
elem is frhat6, azaz B = {B; } esetén

seq(t|By) == seq(t|B).
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Tekintsiik a kovetkezd példat:

T = seq(R),
R = (nev:NEV,szul:SZUL),
NEV = seq(CHAR),
SZUL = (hely: HELY,ido: DATUM),
HELY = seq(CHAR),
DATUM = (ev:EV,ho: HO,nap: NAP),
EV = Ny,
HO = Ny,
NAP = N,.

Legyen F = {CHAR,Ny}, t € T. Ekkor

seq(t{NEV) a t sorozatbeli rekordok név részeinek sorozata
(e NEV*),

seq(t|CHAR) a t sorozatbeli rekordok név részének és sziile-
tési hely részének egymds utin fiizésével kapott
karaktersorozat;

seq(t{HELY,EVY}) a t sorozatbeli rekordok sziiletési hely és év ré-
szének egymads utan fiizésével kapott sorozat (€
(HELY U EV)*);

seq(seq(t(|{NEV)|CHAR) at sorozatbeli rekordok név részeibdl képzett ka-
raktersorozat;

seq(t|Z) iires sorozat.

13.4.2. Példa allapottér-transzformaciora

Tegyiik fel, hogy van egy karakterekbdl allé szekvencidlis fajlunk, ami egy szoveget
tartalmaz. A feladat az, hogy szdmoljuk meg, hdny olyan csupa betiibdl all6 rész van
a szovegben, amelynek hossza nagyobb, mint egy megadott k érték!

Igy elsd ranézésre a feladat nem vezethetd vissza egyetlen ismert programozési
tételre sem. A feladatot ezért igy transzformaljuk, hogy bevezetiink egy 1j allapotte-
ret. Tegyiik fel, hogy a szovegfajl helyett egy olyan fajlunk van, amelyben szavak —
betilikbdl 4ll6 sorozat — és elvalasztd részek — csupa nem beti karakterbdl 4116 sorozat
— vannak. Azaz az eredeti dllapottér:

A= X x N, X = file(CH),
T d
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és az 1j allapottér:

A'= F x N, F = file(SZO;ELVR),
f d
SZO = seqt (BETU),  ELVR = seqt (NBETU),

ahol BETU jelenti a betd, és NBETU a nem betii karakterek halmazat. Az F-re még
egy invaridns tulajdonsagot is folirunk. Két egymast kovetd elem tipusa nem lehet
azonos, vagyis

Ir(2) = (Vi € [1..dom(2) — 1] : 2,.820 # z;,1.5Z0).

Mi a kapcsolat a két allapottér kozott? Természetesen az, hogy « és f ugyanazok-
bdl a karakterekbdl 4ll, és a sorrendjiik is azonos. Ezt fejezi ki az, hogy

seq(x|{BETUNBETU}) = seq(f|{BETU,NBETUY}).

Most médr meg tudnank fogalmazni, hogy a szavak hosszait akarjuk meghatdrozni,
de ehhez az elvalaszt6 részekre nincs is sziikség, ezért azokat el is hagyjuk.

A"= G x N, G = file(SZ0),
g d

és az f és g kozotti kapcsolat
seq(fI{SZ0}) = seq(g|{SZ0}).

Mivel nekiink nem a szavakra, hanem csak a hosszukra van sziikségiink, tovabb
transzformaljuk az allapotteret.

A= H x N H= file(N)
hod

és a g és h kozotti kapcsolat
dom(h) = dom(g) és Vi € [1..dom(g)] : h; = dom(g;).

Tehét a feladat specifikédcidja:

A=H xN
h d
B=H
1
Q:(h=h)
dom(h)

Ri(d= 3 x(hi>F)

Ez a feladat visszavezethet$ a szamlélas tételének szekvencidlis fajlra felirt valto-
zatdra:
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open(h)

sh,dh,h : read

d:=0

sh = norm

dh > k
\

d:=d+1

SKIP

sh,dh,h : read

Hatra van még az absztrakt open és read miiveletek megvaldsitasa.

Az absztrakt h fajlnak pontosan akkor van még eleme, ha az eredeti = fajlban van
még karakter. Ezért van sziikség az open miiveletre, amely arra hivatott, hogy bizto-
sitsa a read mivelet elején megkivant invaridns tulajdonsagot: vagy sr = abnorm
vagy dz a kovetkezd sz6 els6 karakterét tartalmazza. Ezen invaridns tulajdonsdg se-
gitségével a read miveletben konnyen el lehet donteni, hogy lesz-e visszaadott érték,

vagy madr az absztrakt fajl is kitiriilt.

Az absztrakt fajlok kezelésének 4ltaldban is ez a technikdja: egy open miivelettel
biztositjuk a read elején megkivant invaridns tulajdonsdgot, és gondoskodunk réla,
hogy a read miivelet ezt az invaridns tulajdonsagot megtartsa. Az absztrakt read min-
dig egy eldgazds a read definicidjanak megfelelGen.

Nézziik tehat az absztrakt miiveletek megval6sitasat az eredeti allapottéren: ezek,
mint lathatd, szintén programozasi tételek egyszerti alkalmazasai:

open(h)]

sx,dr,x : read

sz = norm A dx € NBETU

sx,dxr,x : read

sh,dh, h : read]

ST = norm

sh := norm

dh:=0
sz = norm A dx ¢ NBETU
dh :=dh+1

sr,dr,r : read

sz = norm A dx € NBETU

sr,dx,x : read

sh := abnorm
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13.5. Programinverzio

13.5.1. Egyvaltozoés eset

Legyenek C, D, E és F tetszGleges tipusok. Legyen tovabbd X = seq(F) ésY =
seq(F), valamint f; : C — X, fo : X — Y és f3: Y — D fiiggvények.
Tekintsiik az aldbbi specifikdcidval adott feladatot:

A=C x D
c d
B=C
c/
Q:(c=¢)

R:(d=fz0 fao fi(c))

Tegyiik fel, hogy az f; fiiggvény értékét kiszdmité program az alabbi alakban
irhato fel:

A=C x X
c T
B=C
C/
Q:(e=0)
R:(x= fi(c))
511(0)
T =<>
512((), 6)
x : hiext(e)
513(6)

Ha az 511, S12 és S13 programok végrehajtdsa nem valtoztatja meg az x valtozd
értékét, akkor a fenti programot elemenként elddllito programnak nevezziik.

Hasonléan, tegyiik fel, hogy az f5 fiiggvény értékét kiszamité program pedig az
alabbi formdban irhat¢ fel:

A=Y x D
Y d
B=Y

/

Y
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Q:(y=1v)
R:(d=f3(y))
S31(d)
y.dom # 0
S3a(d, y.lov)
y : lorem
S33(d)

Ha az S31, S3o és Ss3 programok végrehajtdsa nem véltoztatja meg az y valtozé
értékét, akkor a fenti programot elemenként felhaszndlo programnak nevezziik.

Tegyiik fel tovabba, hogy az f, fiiggvény elemenként feldolgozhatd, €s minden
egyelemii halmazra a fliggvényérték egyelemii. Ekkor a fiiggvénykompozicié helyet-
tesitési értékének kiszdmitdsdra vonatkozd programozdasi tétel alapjan a feladat meg-
oldhat6 a fenti elemenként el6allitd, egy elemenként feldolgozo és az imént bemutatott
elemenként felhaszndlé program szekvencidjaként.

A feladatra azonban egy hatékonyabb megoldast is adhatunk a kovetkezd
program-transzformacidval, melyet programinverzionak hivunk. A kozbiilsé két so-
rozat tipust kihagyjuk, és a harom ciklust egybeirjuk az alabbi médon:

S11(a)
S31(d)
Si2(a, e)
e = fa({e})
S32(d, €)
Si3(a)
S33(d)

13.5.2. Kétvaltozos eset

Legyenek Al, A%, B, C és D tetszSleges tipusok. Legyen tovabbd X = seq(B) és
Y = seq(C), valamint f : A' — X, f2 : A2 - X, fo : X x X — Y és
f3 Y — D figgvények.

Tekintsiik az alabbi specifikdcidval adott feladatot:

A=A x A2 x D
al a? d
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B = A' x A?

! /
al CLQ

Q: (a' =a'' Aa? =a?)
R:

(d= fyo fo(fl(a"), f2(a®)))

Legyenek az f| és f1 fiiggvényeket kiszamit6 elemenként el6allité programok az
alabbiak:

Sti(a) St1(a?)
! i=<> 2 =<>
mt 72
Siy(at,el) Sty(a’, e?)
xt ¢ hiext(el) 22 ¢ hiext(e?)
Sts(a') St5(a?)

2 sorozatok rendezettek.

és tegyiik fel, hogy az elé4llitott ' és

Legyen f3, mint kordbban, elemenként felhaszndlé prgrammal kiszdmitott fiigg-
vény. Tegyiik fel, hogy f> egy olyan kétvaltozos, egyértékl elemenként feldolgozhatd
fuiggvény, amely minden olyan halmazparhoz, amelynek tagjai legfeljebb egy elemet
tartalmaznak, egy egyelemi halmazt rendel hozza.

Ekkor a fiiggvénykompozicié helyettesitési értékének kiszdmitdsara vonatkozo
programozasi tétel alapjan a feladat megoldhat6 a fenti két elemenként el6allits, a
kétvéltozos, egyértékii elemenként feldolgozo és az fs-at kiszamité elemenként fel-
haszndlé program szekvencidjaként. Vajon ebben az esetben is Osszeinvertdlhatéak a
fenti programok?

A vélasz természetesen: igen, de a megoldas itt nem olyan egyszerd, mint az egy-
valtozds esetben volt. A probléma a szekvencidlis fajloknal felmeriilttel analég: az
elemet el6dllité program (S%, illetve ST) az egyes elemeket ugyaniigy szolgéltatja,
mint ha fajlbol olvasndnk Sket: csak akkor nézhetjilkk meg a kovetkezd elemet, ha le-
generdltatjuk. Ez sugallja azt a megoldést, hogy az x' és z? sorozatokat tekintsiik
absztrakt fajloknak az elemenként feldolgozasban. Az elemenként felhasznalé prog-
ram beinvertaldsa nem okoz gondot, ugyantigy torténik, mint az egyvaltozés esetben.
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open(zl), open(z?)
szl dzl, 2! : read, sx?,dx?, z2 : read
S31 (d)
sz! = norm V sz? = norm
sz? = abnorm V (sz! = sz? szl = sx? szl = abnorm V (sz! = sx?
A dxt < dz?) A dzl = dz? Adzt > dx?)
e = f2({dz'},0) e = fa({dz'}, {dz?}) e = f2(0, {dz?})
szl dxl, ! : read szl dzt, z! : read sx2,dx?, 22 : read
sx2, dx?, 22 : read
Ssa(d, e)
Sis(al)
S3(a?)
Sgg(d)
ahol az absztrakt fajl mtiveleteinek megval6sitasai:
open(xl)] open(z?)
| Sl (a") | | St (a?) |
[s;vl, dzt 2t - read} [s:vQ, dz?, 22 : readj
l l
71'1 71'2
51'1 = norm Sl'l = abnorm 81'2 = norm 81'2 = abnorm
5%2((117(11'1) 5%2((127(11'2)

13.6. Példak

13.1. példa: Keressiik meg az f : Z — Z fiiggvény olyan értékeinek a maximumat
az [a, b] intervallumon (és egy hely indexét), ahol az argumentum és a hozzd tartozé

érték paritasa azonos!

Megoldas:
A= 7 x Z x Z x Z
a b ) max
B= 7 x Z
a v

Q:(a=d Ab=V ANa<b+1)
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R:(QAl=(Fieclab]:2i+ f(@) ANl — (i €la..b] A2]i+ f(i) A max =
f@) NG € [a.b] = (25 + f(7)) = (f() < f(4))))

A specifikdcié nagyon hasonlé a feltételes maximumkeresés programozasi tételé-
hez. Az eltéréseket az aldbbi tdblazattal foglalhatjuk Ossze:

feladat feltételes maximumkeresés
a — m
b > n
2i+ f(i) < B(i)

Az olyan feladatokat, amelyek specifikdcidja csak dtnevezéseket tesz egy mar is-
mert programozasi tétel specifikacidjahoz képest, rermészetes visszavezetéssel oldhat-
juk meg. Az emlitett dtnevezés érintheti a tétel valtozéinak neveit, az dltalanos ki-
fejezéseket (pl. 3(i)-t) vagy az utéfeltétel dllandé értéki kifejezéseit. Ismert progra-
mozasi tételeknek tekintjiik a programozdsi tételek kiilonb6zd atirdsait (pl. vektorra,
sorozatra, input féjlra).

Amennyiben a specifikdcidkat ily médon sikeriill egy alakra hoznunk, akkor az
atnevezéseket a programozasi tétel mar ismert programjan elvégezve megkapjuk a
kitlizott feladatot az 5.3 definicié értelmében megoldd programot.

k,l:=a—1,hamis
k#b
2 1 1 2 1 1
2 Mk +1+ f(k+1)) |(k + /::J;(’H‘ ) | 2I(k+ j\‘lf(k‘F )
fE+1) |f(k+1)
L L > mazx < maz
SKIP i, max =
igaz,k+ 1, f(k+1) i mam —
k+1, f(k+1) SEIP
k=k+1

13.2. példa: Adjunk meg egy, az n és 2n természetes szamok kozé esd primszamot!

Megoldas:
A= N x N
n p
= N

nl

B
Q:(n=n'A3Fj € [n.2n]:prim(j))
R:(Q Ap€ [n.2n] A prim(7))
A linedris keresés 1. valtozatanak specifikdciéja hasonld. Lassuk, hogy az aldbbi
atnevezések utan milyen kiilonbségek maradnak!
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feladat linedris keresés 1.0
n — m
P = i

prim(i) 8(3)

Kiilonbség, hogy az eléfeltételiink szigortbb, hiszen a j futéindexnek nem csupan
n folott, hanem 2n alatt kell lennie. (Megjegyezziik, hogy a specifikacio elbfeltétele
az dltalanossagot nem szoritja meg, ugyanis minden n természetes szam esetén létezik
egy prim n és 2n kozott (Csebisev-tétel).

A linedris keresés 1. utofeltételének behelyettesités utani alakja:

R = (Q Ap>nAprim(p) AVj € [n..p— 1] : ~prim(5))

Ez az utéfeltétel biztositja az R feltételt a Csebisev-tétel miatt. Hiszen, ha p-nek
olyannak kell lennie, hogy p — 1-ig ne legyen prim n-t6l, és p prim, akkor p biztosan
nem nagyobb mint 2n. Ugyanakkor az R nem koveteli meg, hogy p — 1-ig minden
szam n-tdl kezdve Osszetett legyen, ezért a két feltétel kozott egyenldség nem, csupan
kovetkezés 4ll fenn (R’ = R).

Tehat a tétel szigorubb, mint a feladatunk, ezért szigoritdssal vezetiink vissza.

pi=n
—prim(p)
p=p+1

13.3. példa: Allapitsuk meg, hogy van-e az f : Z — Z fiiggvény értékei kozott paros
szdm az [m..n| intervallumban!

Megoldas:
A= 7Z x Z x L
m n l

B= 7Z x Z
m’ n’
Q:(n=n"Am=m"Am<n+1)

R:(QA1=(3j € [m.n]:2/f(j)))

A linedris keresés 2.8 specifikdci6ja hasonlé. Lassuk, hogy az alabbi megfeleltetés

utdn milyen kiilonbségek maradnak:
feladat linedris keresés 2.8
270 — B)

A kiilonbség az, hogy az i-t, azaz azt a komponenst, ami mutatnd a megtalalt paros
elem helyét, az allapotteriink nem is tartalmazza. Ez a kiilonbség persze indukélja az
utéfeltétel Osszes olyan tagjanak kiesését is, amely i-re tett kikotést.

Ebben az esetben a feladatunk kiterjesztésénél a tétel nyilvan szigoribb, igy szi-
goritassal vezetiink vissza. A tétel programja az 5.4 definici6 értelmében megoldasa a
feladatnak.
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Ezt a visszavezetést nevezhetjiik alteres visszavezetésnek is, hiszen a feladatunk
allapottere altere a programozasi tétel dllapotterének. . Amikor a programozasi tétel
allapotterének egy eredménykomponensét (tehat az eldfeltételben nem szerepel, de az
utéfeltétel tesz ra kikotést) nem taldljuk meg a feladat dllapotterében (és igy termé-
szetesen az utofeltételében sem), akkor az alteres visszavezetés dltaldnositott esetérol
beszéliink.

i,l:=m — 1, hamis

SlANT#En
=20/ + 1))
t:=1+1

13.4. példa: Hatarozzuk meg az n természetes szam osztdinak a szamat!

Megoldas:
A= N x Ny
n d
B= N
nl
Q:(n=n)
R:(QnNd= le(iln))

A specifikdcié nagyon hasonlé a szdmldlds programozasi tételéhez. Az eltéréseket
az alabbi tdblazattal foglalhatjuk Ossze:

feladat szamlalas
1 > m
iln = B)

Els6 ranézésre itt is csak az a probléma, hogy bovebb a tétel dllapotere. Most azon-
ban nem alkalmazhatjuk a ,kiterjesztés, szigoritds” receptet, mert nem csak az alla-
potterek és az utéfeltételek kiilonboznek, hanem a paraméterterek és az el6feltételek
is.

A specifikico tétele, illetve annak megfordithatésdga alapjan, ha egy ,,jol” speci-
kalt feladat paraméterterét sztkitjiik, akkor kapunk egy 1j feladatot, aminek megol-
désa lesz az eredeti feladatot megold6 program. Esetiinkben a megszamlalas tételébdl
a kovetkez§ feladatot kapjuk:

A= N x N x Ny

m n d
= {1} x N
m' n'

(m=1An=n"A1<n-+1)

B
Q: A
R:(@nd=3 x(iln))
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Ha a megoldand6 feladatunkat kiterjesztjik az A = {1} x N x Ny dllapot-
m n d
térre alkalmazhatjuk a 2.2 allitast.

A fenti tulajdonsaggal rendelkezd visszavezetést is alteres visszavezetésnek, azon
beliil konstanssal helyettesitésnek nevezziik.

Ellenérizni sziikséges, hogy a konstans érték, amellyel m-et helyettesitettiik,
teljesiti-e a szamlalds elfeltételének ra vonatkoz6 nem trividlis részét (m < n+1) =
(1<n+1)(neN)y).

Ezekkel a megjegyzésekkel most mar felirhatjuk a megoldéprogramot:

k,d:=0,0
k#n
k+1ln
d:=d+1 SKIP
k:=k+1

13.5. példa: Keressiik meg az [m..n] intervallumban azt a legkisebb & szdmot, amelyre
p és k relativ primek!

Megoldas:
A= N x N x N x L x N

m n k l P
B= N x N x N

m' n' %
Q:(n=n"Am=m'"Am<n+1Ap=yp)
R:(QANl=(3j€[m.n]:lnko(p,j)=1) ANl — (k € [a..b] A Inko(p, k) =1 A
Vi € [m..k — 1] : Inko(p, j) # 1))

A specifikacié nagyon hasonl6 a linedris keresés 2.8 programozasi tételéhez. Az
eltéréseket az aldbbi tablazattal foglalhatjuk Ossze:

feladat linearis keresés 2.8
k — )
Inko(p,i) =1 <« B(1)

Ez a visszavezetés paraméteres visszavezetés, mert az allapottér b&vebb, és a he-
lyettesits tdbldzatban a 3(4) helyettesitésekor fel is haszndljuk ezt a plusz komponenst.
Ugyanakkor a bevezetett p az el6feltétel szerint adott érték( és a program sordn nem

véltozik (az utéfeltételben is szerepel rejtve a p = p').
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k,l:=m — 1, hamis
-INE#n
l:= (Inko(p,k+1)=1)
k:=k+1

13.6. példa: Allapitsuk meg, hogy van-e az f fiiggvény értékei kozott olyan szam,
amely k-hoz relativ prim!

Megoldas:

f:lm,n] =N

A= Z x Z x L x N
a b l k

B
a b K

Q:(a=d Ab=VANa<b+1ANEk=F)

R:(QAIl=(3j €la.b]:inko(k,j)=1))

Ezt a linedris keresés 2.8 tételre vezethetjiik vissza, azonban a visszavezetés 4ltald-
nositott alteres, hiszen nem vagyunk kivancsiak a keresés altal visszaadott fiiggvény-
argumentumra, amellyel a fliggvényérték relativ prim k-hoz. Ugyanakkor a visszave-
zetés paraméteres is k paraméter szerint.

A helyettesitések:
feladat linedaris keresés 2.8
a > m
b — n
Inko(k,i)=1 < B8(7)
i, :=a—1,hamis
“lNi#Db
l:=(Inko(k,i+1)=1)
ti=1+1

13.7. példa: Adott a kezdGpontja szerint nvekvé sorrendben a szdmegyenes N darab
intervalluma. Allapitsuk meg, hogy a k szam hany intervallumba esik bele.
Megoldas:
Iv=(ah:Z,fh:7Z)
II1J(i) = (Zah <i.fh+ 1)
V = wvekt([1..N], Iv)
A=V x Z x N(]
v k d
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B=V x Z
v K
Q:(v=vANk=FK AVie[l.N —1]:v[i].ah <v[i+ 1].ah)
R:(QNd= g: x(v[il.ah < k < v[i].fh))
i=1

i=
A specifikdci6 nagyon hasonl6 a szamlalds programozdsi tételéhez. Az eltéréseket
az alabbi tdbldzattal foglalhatjuk Ossze:

feladat szamlalas
1 — m
N — n
vlz].ah <k <wvl[z].fh < B(x)
i > k

A visszavezetés paraméteres a k szerint, tovabba a szamldlds programozasi tétele
nem koveteli meg a bemend vektor valamilyen rendezettségét, tehét a feladat el6fel-
tétele ersebb, mint a tételé, igy szigoritunk.

id = 0,0
it N
v[i + 1].ah < k <wfi +1].fh
d:=d+1 SKIP
1:=1+1

13.8. példa: Dontsiik el a monoton ndvekedd f fiiggvényrdl a szigord értelemben vett
monotonitast!
Megoldas:
f:lm.n] —Z
A= 7Z x Z x Z
m l
= Z X
m/

I NS

B
Q:m=m'"An=n"Am<n+1AVie[m.n—-1]: f(@) < f(i+1))
R:(QANl=Miemmn—1]:fi) < f(i+1)=(QA~l=(3ie[m.n-1]:
f(@) = fi+1)))

Ha az utéfeltétel masodik alakjat vessziik figyelembe, akkor a specifikdcié hasonlit
a linedris keresés 2.8 specifikdcidjahoz, par apro eltéréstdl eltekintve. Ilyen eltérés
(a tdblazatban 6sszefoglalhatokon kiviil), hogy a tétel ¢ dllapottér-komponense a mi
specifikdcionkban nem szerepel, illetve az, hogy a tétel nem kovetelné meg a vizsgalt
fiiggvény monotonitasat. Tehat egyrészrdl ¢ szerint altalanositott alteres, masrészrél —
az elofeltételek kiillonbozdsége miatt — szigoritdsos ez a visszavezetés.
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feladat linearis keresés 2.8
=G+ B(3)
=l — l
n—1 “— n

Az n-nek n — 1-gyel val6 helyettesitése esetén az eldfeltétel csak akkor teljesiil,
ha m < n, ezért a visszavezetéshez erre a kiegészits feltételre is sziikség van.

A visszavezetés paraméteres a k szerint, tovabba a szamlalas programozasi tétele
nem koveteli meg a bemend vektor valamilyen rendezettségét, tehit a feladat el6fel-
tétele ersebb, mint a tételé, igy a visszavezetés egyben szigoritott is.

1,7l :=m — 1, hamis

——=lNi#n—1
—li=fE4+1) > f(i +2)
ti=1+1

Ezzel a struktogrammal tobb probléma is van. A legnagyobb az, hogy szerepelnek
benne nem definialt értékaddsok. Hiszen az értékadas definicidjakor a jelolésben csak
azt engedtiik meg, hogy a bal oldalon véltozonevek alljanak. Itt azonban egy kifejezés,
nevezetesen a —/ dll, ahol [ mar valtozonév. Egyszerd meggondoldsok alapjan azonban
lathatjuk, hogy az ilyen tipusu értékaddsok 4tirhat6k érvényessé, ha ,,mindkét oldalt
még egyszer tagadjuk”, majd a kialakult ——/ formulak helyére egyszertien csak [-et
irunk. Ezzel az utols6 1épéssel a struktogram masik folosleges alaku kifejezését, a
benne szereplé ——l részt is kikiiszoboltiik.

igy

i,l:=m—1,igaz
INi#n—1
Li=fl+1)< f(i+2)
1:=1+1

13.9. példa: Keressiink az [a..b] intervallumban ikerprimeket! Feltehetjiik, hogy a >
2.
Megoldas:
A= N x N x L x N
a b l P
B=7 x Z
a b
Q:(a=d Ab=VANa<b+1ANa>2)
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R:(QANl=(3€a.b—2]: (prim(:) A prim(i +2))) Al — (p € [a..b — 2] A
prim(p) A prim(p + 2)))

A specifikéci6 hasonlit a linedris keresés 2.8 specifikdcidjdhoz, par apré eltérést6l
eltekintve. Ezeket foglalja 6ssze a tdblazat:

feladat linedaris keresés 2.8
prim(i) A prim(i +2) < 6(7)
P o i
a > m
b—2 — n

Az utolsd helyettesités esetében az elofeltétel csak akkor igaz, haa < b — 1, ezért
ezt fel kell tenniink.

A visszavezetés szigoritott, hiszen az el6feltétel az intervallumok tekintetében szi-
gortibb a feladatban, mig az utéfeltétel gyengébb a feladatban, mint a tételben (mi
nem koveteljilk meg, hogy az els6 ikerprimet taldlja meg a program).

p,l:=a—1,hamis
“IANp#b—2
[ :=prim(p + 1) A prim(p + 3)

p=p+1

A megolddsban szerepl§ ! := prim(p + 1) A prim(p + 3) értékaddst egy uj fel-
adatként is megfogalmazhatjuk: dllapitsuk meg egy p szdmrdl, hogy & maga és a ndla
kettével nagyobb szdm prim-e! Ez a feladat az eredeti allapottér egy alterén specifi-
kalhat6:

A =1L x N
l p
B'= N
p/

Q :(p=p' Np>2)
R :(@QNT=(¥ie2p—1]:(=(ip) A =(i[(p+2)) =(QA-l=(Fie
[2.p = 1] : (ilp Vi|(p +2))))

Ez visszavezethet$ a linedris keresés 2.8-ra. A visszavezetés az alteres visszave-
zetés mindkét esetével OsszeegyeztethetS (hiszen az intervallum kezdetét konstanssal
helyettesitettiik, ugyanakkor a tétel ¢ eredménykomponensét nem hasznaltuk a speci-
fikacidban). A visszavezetés altalanos is, mivel mi a 2 konstanssal mint az intervallum
elejével és a p — 1 > 2 kifejezéssel mint az intervallum végével az iires intervallum
feldolgozasat kizartuk az el6feltételben, igy az szigortbb a tétel elfeltételénél.
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feladat linearis keresés 2.8
ipVilp+2) < B(1)
=l — l
2 > m
p—1 — n

@::prl’m(p) /\prl’m(p+2D
I

i,l:=1,1gaz
INi#£p—1

Li==(i+1)p A=+ 1)|(p+2)
t:=1+1

Tehét a megoldast igy is frhatjuk:

p,l:=a—1,hamis

“lIANpF#£b—2

i,l:=1,igaz
INi#p—1

Lim (i + DI(p+1) A (i + DI(p+3)
ti=1+1

p=p+1

z 2z

A késdbbiekben ezt a helyettesitést nem fogjuk elvégezni, hiszen semmi 4j infor-
macidt nem ad, s6t sok esetben a konkrét programnyelven torténé kédolast is megne-
hezitheti.

13.10. példa: Keressiik meg az f : Z — 7Z fiiggvény értékei kozott a k szam p-edik
el6forduldsat az [a..b] intervallumban!
Megoldas:

A feladat megfogalmazdsdhoz definidlunk egy g € Z — Ny parcidlis fiiggvényt,
ahol g(i) azt adja meg, hogy hdnyszor vette fel az f fiiggvény a k értéket az [a..i]
intervallumban.

gla—1)=0,Vicla—1..b—-1]:

[ gl), baf+1) £k
9@+U{§@+L ha f(i +1) = k.
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A= 7 x Z x Z x N x Z x L
a b k P i l
B= 7Z x Z x Z x N
a y k' p/
Q:(a=d ANb=bANa<b+1ANE=kK Ap=Yp)
R:(QANl=3jecla.b:9())=p) Al = (i€fa.b]ANg(i)=pA f(i)=k))
feladat linedaris keresés 2.8
a > m
b — n
g(i)=p < B(i)

i,l :=a—1,hamis
“INT#D

L= (g(i+1) #p)
1:=1+1

Felhasznalva a rekurziv fiiggvény valtozéval val6 helyettesitésének programtransz-
formdaciés médszerét g-re:

Ha ismerjiik az eldgazassal definialt fiiggvény kiszamitdsanak programozasi téte-
1ét, akkor ebbdl megkaphatjuk a megoldéprogramot, ha azt F'-re alkalmazzuk:
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z:=0

i,l:=a—1,hamis
SlANT#D
fi+1)=k
z:=z+1 z := z(< SKIP)
l:=(z#p)
1:=1+1

13.11. példa: Keressiik meg az [m..n] intervallumban f : Z — Z figgvény egy olyan
értékét, amely egyenld a kozvetlen szomszédai atlagaval!

Megoldas
A= 7Z x Z x L x Z
m n l )

B

Q=(m=m'An=n"Am<n+1)

R=@QAl= (3 e€m+ln-1: (f(j) = LG A (i e
[m+1,n — 1] A f(i) = LE=DFI0ED)

A linedris keresés 2.8 specifikdcidja hasonld. Lassuk, hogy az aldbbi dtnevezés
utdn milyen kiilonbségek maradnak:

feladat linearis keresés 2.8
m—+1 — m
n—1 > n

fli) = f(l—l);f(l-i-l) N B(i)

Az elso két helyettesités esetében a tétel eldfeltétele csak akkor igaz, ha m < n,
ezért ezt fel kell tenniink.

A visszavezetés dltalanositott, hiszen nem koveteljiik meg, hogy az elsé ilyen spe-
cialis tulajdonsdgu elemet taldljuk meg.

i, 1 :=m, hamis

“INi#En—1
Li=(f(i+1) = f(i)+£(i+2))
ti=1+1
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13.7. Feladatok

A feladatokban szerepld fliggvények (ha mas nincs kikotve) egész szamok egy inter-
valluman vannak értelmezve és egész értékiek.

13.1.

13.2.
13.3.
13.4.

13.5.
13.6.
13.7.

13.8.

13.9.

13.10.
13.11.
13.12.
13.13.

13.14.
13.15.
13.16.

13.17.

Hatarozzuk meg az f fiiggvény azon pozitiv értékeinek a szamat, amelyek koz-
vetleniil egy negativ érték utdn allnak!

Allapitsuk meg, hogy az n természetes szamnak van-e paratlan valédi osztéja!
Hatarozzuk meg az n természetes szam legkisebb paratlan oszt6jat!

Adottak az z és y vektorok, ahol y elemei az z indexei koziil valok. Keressiik
meg az x vektornak az y-ban megjeldlt elemei koziil a legnagyobbat!

Adjuk meg, hdny olyan elem van az = vektorban, amely kisebb az indexénél!
Hatarozzuk meg az n természetes szam legkisebb egyszeres oszt6jat!

Adottak az azonos értelmezési tartomanyd f és g fiiggvények. Az f értékei
egészek, g pedig csak a 0, 1 értékeket veszi fel. Hatdrozzuk meg azoknak a paros
f-értékeknek a szamat, amelyek olyan poziciéban vannak, ahol a g fiiggvény
értéke 1!

Keressiik meg azt a helyet, ahol az f fiiggvény értékének decimalis alakjaban
az egyesek helyén a legnagyobb szamjegy 4ll!

Az x vektor egy szdveget tartalmaz. Allapitsuk meg, hogy visszafelé olvasva a
szoveg ugyanaz-e!

Adott egy graf a csticsmétrixaval. Allapitsuk meg a k-adik cstics fokszamat!
Hatarozzuk meg az f fiiggvény legnagyobb k-val oszthaté értékét!
Hatdrozzuk meg az n természetes szam valddi paros osztdinak szdmat!

Hatdrozzuk meg az f fiiggvény lokélis minimumai koziil a legnagyobbat! (Egy
érték akkor lokalis minimum, ha mindkét szomszédjanal kisebb.)

Adjuk meg az f fiiggvény egy k-val oszthat6 értékéhez tartozé argumentumat!
Hatérozzuk meg az f fiiggvénynek a k-nal kisebb legnagyobb értékét!

Adott a kozéppontjaval és a sugaraval a sikon egy kor, és tovabbi N darab pont.
Keressiink egy olyan pontot, amely a korbe esik!

Hatdrozzuk meg az f fiiggvénynek az [a, b] intervallumba es§ legnagyobb érté-
két!
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13.18.

13.19.

13.20.

13.21.

13.22.

13.23.

13.24.

13.25.

13.26.

13.27.

13.28.

13.29.

13.30.

13.31.

13.32.
13.33.

Hatédrozzuk meg az f fiiggvény azon értékeinek a szdmat, amelyek vagy az [a, b]
vagy a [c, d] intervallumba esnek!

Hatarozzuk meg az f fiiggvénynek azt a legnagyobb értékét, amely k-val osztva
1-et ad maradékul!

Adjuk meg az f fiiggvénynek azt az érté€két, amely mod N a legnagyobb!

Adottak az azonos értelmezési tartomdnyu f és g fiiggvények. Az (f(7), g(7))
szampdérok egy-egy sikbeli pont koordinitdi. Szdmoljuk meg, hogy a pontok
koziil hdny esik az (xo, yo) kozéppontd, r sugard korbe!

Keressiik meg az f fliggvénynek az elsé n-nél kisebb vagy 0 értékét!

Adottak az x és y vektorok, valamint a k£ szdm. Az y vektor az x indexeinek egy
részhalmazdat tartalmazza. Szamoljuk meg, hany olyan k-val oszthaté elem van
z-ben, amelynek indexe megtaldlhat6 y-ban!

Adott az z vektorban egy szoveg. Allapitsuk meg, hogy a szoveg tartalmaz-e
magédnhangzot!

Keressiik meg az f fiiggvény egy olyan értékét, amely beleesik az [a,b] és a
[¢, d] intervallumba is!

Az x vektor egy szoveget tartalmaz. Szamoljuk meg, hany maganhangzé van a
szovegben!

Allapitsuk meg, hol van a monoton névekeds f fiiggvényben a legnagyobb ug-
rés, azaz az f(k) — f(k — 1) érték mely k-ra maximélis!

Hatdrozzuk meg az f fiiggvény legnagyobb paros értékéhez tartoz6 argumentu-
mot!

Keressiink az « vektorban két olyan szomszédos elemet, amelyek szorzata ne-
gativ!

Adottak az [m, n] intervallumon értelmezett f és g fiiggvények. Allapitsuk meg,
hany egész koordinataji pont esik a fiiggvényértékek kozé!

Adottak az x és b vektorok. ,,Fektessiik™ b-t az x vektorra folyamatosan egymas
utan, ahanyszor csak lehet, és szamoljuk meg, hany helyen egyeznek az egymads
feletti értékek!

Adott az n természetes szdm. Hatdrozzuk meg n egy valddi osztdjat!

Adjuk meg az f fliggvénynek azt az értékét, amelynek szomszédai atlagatdl
val6 eltérése a legnagyobb!
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13.34.
13.35.

13.36.

13.37.

13.38.
13.39.

13.40.

13.41.
13.42.

13.43.

13.44.

13.45.

13.46.

13.47.
13.48.
13.49.

13.50.

13.51.

Keressiink az x vektorban egy olyan elemet, amely oszthat6 az indexével!

Adott az x matrix, amelynek elemei sorfolytonosan névekvé sorozatot alkotnak.
Keressiik meg a matrixban az n értéket!

Adott egy x vektor, amely szineket tartalmaz sotétedS sorrendben ( szineken
értelmezve van egy ugynevezett sotétségi relacid, amely teljes rendezés). Ke-
ressitk meg az x vektorban a vilagoskéket!

Adott a sikon N darab pont. Keressiik meg az origé6tdl legtavolabb esd pontot!
Adjuk meg az f fiiggvény utolsé pozitiv értékének argumentumét!

Adott az = vektor, amelynek elemei nulldk és egyesek. Szdmoljuk meg, hany-
szor fordul el6 a vektorban a *0101’ szakasz!

Allapitsuk meg, hogy van-e az f fiiggvény értékei kozott olyan szam, amely
k-hoz relativ prim!

Hatédrozzuk meg az n természetes szam legkisebb valédi nem prim osztéjat!

Adottak az f és g monoton nové fiiggvények, valamint a &k szdm. Allapitsuk
meg, taldlhaté-e olyan ¢ és j argumentum, amelyre f (i) + g(j) = k!

Adjuk meg az x matrix egy olyan sordnak indexét, amely nem tartalmaz pozitiv
elemet!

Allapitsuk meg, hogy a b vektorban levé szoveg eléfordul-e a karakteres x vek-
torban!

Adott az injektiv f fiiggvény. Adjuk meg egy helyet, amelyet legaldbb egy olyan
megel6z, ahol a fiiggvényérték nagyobb!

Hatarozzuk meg az elsé helyet, ahol az f fiiggvény olyan értéket, vesz fel, ame-
lyet legalabb kétszer vesz fel!

Keressiik meg az  métrixnak azt a sordt, amelynek minden eleme 1!
Adjuk meg, hany primszdm van az [a, b] intervallumban!

Hatdrozzuk meg az n-nél kisebb, n-hez relativ prim természetes szdmok sza-
mat!

Adott két egybevagd 2n-szog. Mindkettd oldalait véletlenszertien kékre vagy
pirosra festettiik. Helyezziik egymadsra a két sokszoget ugy, hogy a lehetd leg-
tobb helyen legyenek azonos szinii oldalak egymdson!

Szamoljuk meg az f : [m,n] x [m,n] — Z fiiggvény nulla értékeit!
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13.52.

13.53.

13.54.

13.55.

13.56.

13.57.

13.58.

13.59.

13.60.

13.61.

13.62.

13.63.

13.64.

13.65.

Szamoljuk meg, hogy az x matrixban hany olyan sor van, amely csak egyetlen
nullatdl kiilonbozo elemet tartalmaz!

Allapitsuk meg, melyik az f fiiggvény leggyakrabban felvett értéke!

Hatdrozzuk meg az f fiiggvénynek azt az értékét, amelyet a legtobb nala na-
gyobb elem el6z meg!

Keressiik meg a négyzetes x matrixnak azt az oszlopat, amelyben a fédiagonélis
feletti elemek Gsszege a legnagyobb!

Hatarozzuk meg a négyzetes x matrixnak a fédiagonalis alatti legnagyobb ele-
mét!

Szamoljuk meg, hogy az x matrixnak hdny olyan sora van, amely csak egy
nullatdl kiilonbozo elemet tartalmaz!

Adott a sik N pontja. Allapitsuk meg, melyik a két legtdvolabbi pont!

Egy sakkbajnoksdg végeredményét egy x négyzetes matrixban taroltuk, ahol az
i-edik sorban a j-edik elem az i-edik jatékos és a j-edik jatékos kozti mérk&zés
eredményét jelenti az i-edik jatékos szempontjdbdl ( x; ; értéke 0, ha j nyert;
2, ha 7 nyert; 1, ha a jatékosok dontetlenben egyeztek meg). Keressiik meg a
bajnoksdg (egyik) gydztesét (gydztes az, akinek a legtobb pontja van)!

Adott egy f : [a,b] — Z fiiggvény. E fiiggvény értelmezési tartomdnyénak egy
i pontjat a fiiggvény csdcsdnak nevezziik, ha Vj € [i+1,b] : f(j) < f(i).
Adjuk meg, hany cstcsa van f-nek!

Keressiik meg az x négyzetes matrixnak azt a fédiagonalissal parhuzamos atlé-
jat, amelyben az elemek Osszege a legnagyobb!

Adott a0, 1 értékeket felvevs f fliggvény. Keressiik meg a fiiggvény értelmezési
tartomdnydnak azt az elemét, amely a leghosszabb egyes-értéksorozat kezdete!

Allapitsuk meg, van-e negativ szam az f fiiggvényértékeinek (kezd§) rész-
letosszegei kozott!

Egy fiiggvény értelmezési tartomdnydnak azt a szakaszit, amelyhez tartoz6 ér-
tékek negativok tgy, hogy a szakaszt jobbrol és balrél nemnegativ érték vagy
az értelmezési tartomany vége hatdrolja, a fiiggvény negativ szigetének nevez-
zikk. Adjuk meg az f fuggvény értelmezési tartomdnyédban a negativ szigetek
szamét!

Adjunk meg egy olyan k szdmot, amelyre az n természetes szdm bindris alak-
janak k-adik helyi értékén 1-es 4ll!
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13.66.

13.67.

13.68.

13.69.

13.70.

13.71.

13.72.

13.73.

13.74.

13.75.

13.76.

13.77.

13.78.

Adjuk meg az f fiiggvény értelmezési tartomanyédnak azt a leghosszabb szaka-
szat, amelyen belill az értékek novekvéek!

Allapitsuk meg, hogy az = szdm bindrisan felirt alakjiban hany darab 1-es sze-
repel!

Adott az x vektor, amelynek elemei karakterek. A vektor szavakat tartalmaz,
amiket egy-egy vesszé valaszt el egymastdl. Adjuk meg a leghosszabb szénak
a kezdGindexét!

Egy f : [a,b] — Z fiiggvény értelmezési tartomdnydnak azon szakaszét, mely-
nek két végpontja a fiiggvény lokélis minimumhelye dgy, hogy a végpontok
kozotti elemek nem azok, a fiiggvény egy hegyének nevezziik. Adjuk meg a
legszélesebb hegy kezd6pontjat!

Egy vektornak azt a szakaszdt, amely csupa negativ elemet tartalmaz gy, hogy
a szakaszt jobbrdl és balrél nemnegativ elem vagy a vektor vége hatarolja, a
vektor negativ szigetének nevezziik. Adjuk meg az x vektor legnagyobb negativ
szigetének kezddindexét!

Egy mizeumban az i-dik 6rdban z; latogatd érkezik és y; latogaté megy el.
Melyik 6raban volt a legtobb latogatd a mizeumban?

Adott az egész szamok egy vektora és két egész szdam. Allapitsuk meg, hogy a
két adott szdm el6fordul-e a vektorban; és ha igen, akkor melyik el6bb!

Helyezziink el n darab vezért egy n x n méretli sakktablan ugy, hogy egyik
vezér se timadjon mdésikat!

Hényféleképpen helyezhetiink el n darab vezért egy n x n méretli sakktablan
ugy, hogy egyik vezér se timadjon masikat?

Legfeljebb hany vezért lehet egy n x n méretli térikus sakktdblan elhelyezni
ugy, hogy egyik vezér se timadjon masikat?

Adott n fid és ugyanennyi lany. Egy = logikai matrixban tdroljuk a fitk és 14-
nyok kozotti szimpdtidt (ez egy szimmetrikus reldcid) a kovetkezSképpen: z; ;
igaz, ha az i-edik fid és a j-edik ldny szimpatizdl egymadssal, hamis, ha nem
szimpatizdlnak egymadssal. A feladat az, hogy ha lehet, akkor pérositsuk (hdza-
sitsuk) 0ssze Sket tigy, hogy minden parban a felek szimpatizaljanak!

Adott egy n x m méretii sakktdbla (i, j) mezején egy huszdr. Végig lehet-e
vezetni a tdblan igy, hogy minden mez6re 1ép, de csak egyszer, és minden 1épése
szabdlyos (huszarlépés)?

Hanyféleképpen lehet n forintot kifizetni m kiilonb6zé cimletli pénzbdl?
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13.79.

13.80.

13.81.

13.82.

13.83.

13.84.

13.85.

13.86.

Hanyféleképpen lehet n forintot kifizetni m kiilonbdz8 cimletl pénzbdl, ha leg-
feljebb dy, ds, . . ., d,,, hasznélhat6 fel?

Adott a természetes szamok egy .S véges részhalmaza. Kivalaszthat6-e ebbdl n
darab elem gy, hogy az dsszegiik m legyen?

Az x szekvencidlis f4jl (megengedett miivelet az sz, dx, x : read) egy véllalat
dolgoz6irdl a kovetkezd adatokat tartalmazza:

e a dolgozd azonositd szdma;

e vezetd beosztasban van-€;

e legmagasabb iskolai végzettsége.
Vilasszuk ki a v sorozatba azoknak a dolgozdknak az adatait, akik vezetd beosz-

tasban vannak, a z sorozatba azoknak az azonositoit, akik vezetd beosztasban
vannak és nem érettségiztek!

Az z szekvencidlis f4jl (megengedett mivelet az sz, dx, x : read) foldrengések
adatait tartalmazza. Egy elem a kovetkez6kbdl all:

e az észlelés helyének koordinatai;

e arengés erbssége;

e arengés idGtartama;

e a foldrész azonositéja;

o arengést eldre jelezték-e.

Valasszuk ki a ¢ sorozatba az elére nem jelzett foldrengések észlelési helyeit, a
z sorozatba pedig a 20 masodpercnél hosszabb foldrengések adatait!

Adott a keresztnevek és a virdgnevek féjlja, mindketté dbécésorrendben ren-
dezett (megengedett miivelet az sz, dx,x : read). Hatdrozzuk meg azokat a
keresztneveket, amelyek nem virdgnevek!

Adott egy egész szamokat tartalmazo6 fajl. Ha a fajl tartalmaz pozitiv elemet,
akkor keressiik meg a legnagyobbat, kiilonben a legkisebbet!

Egy fajlban (megengedett miivelet a [opop extremélis elemmel) adottak az
egyes kaktuszfajtakrol a (név, 6shaza, viragszin, méret) adatok. Véalogassuk ki
egy fajlba a mexikoi, egy masikba a piros virdgu kaktuszokat!

Adott egy féjlban (megengedett miivelet az sz,dx,z : read) egy OTP-
nyilvantartas (név, 0sszeg) parok alakjaban. Adjuk meg annak a nevét, akinek
nincs tartozésa, de a legkisebb a betétdllomanya (ha van ilyen)!
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13.87.

13.88.

13.89.

Az zx szekvencidlis fajl egész szdmokat tartalmaz (megengedett miivelet az
sx,dx, x : read). Keressiink a fajlban lokdlis maximumot, vagyis olyan értéket,
amely mindkét kdzvetlen szomszédjanal nagyobb!

Adott az x vektor és az y szekvencidlis fajl, amelynek elemei egyarant pozitiv
egész szamok. z-ben és y-ban egy szdm legfeljebb egyszer fordul el8, és mind-
ketté novekvden rendezett. Az y egy olyan szekvencidlis f4jl, amelyre csak a
lopop miivelet megengedett, és a f4jl végét egy negativ szam jelzi. Allitsuk el
a rendezett z sorozatot, ami x és y elemeit tartalmazza!

Adottak az = szekvencidlis fijlban (megengedett miivelet az sx, dz, z : read)
egy évfolyam hallgatéinak adatai. Egy elem a hallgatd nevét, csoportszamat és
tiz db osztlyzatot (a nulla azt jeloli, hogy az osztalyzat hidnyzik) tartalmaz. A
fajl a csoportszamok szerint novekvden rendezett. Allitsuk el8 az y sorozatot,
ami a hallgatok nevét, csoportszamat és 4tlagat tartalmazza!



14. fejezet

Absztrakcios stratégia

A programozdasi feladatok megoldédsa sordn mindig valamilyen absztrakcids eljarast
kovetiink, ami a megoldas sordn lehet végig azonos, de 1épésenként véltozhat is. A
kiilonb6z6 programozasi modszereket az jellemzi, hogy dontéen milyen absztrakcids
stratégidra épitenek.

Az el6z0 részben mutattunk egy egyszerli példat az dllapotér-transzformaciéra. Az
allapottér-transzformdaciora épild stratégidkat adatabsztrakcios stratégianak is nevez-
ziik, hiszen az allapotér az adatok absztrakcidja.

Most ezt a feladatot djra megoldjuk, de egészen mds gondolatmenettel. Nem az
allapoteret alakitjuk at, hanem az eredeti dllapottéren definidlunk olyan fiiggvényeket,
amelyek segitségével az utéfeltétel kényelmesen felirhatd, és konnyebben kezelhetd
feladathoz jutunk. Ebben az esetben fiiggvényabsztrakciorol beszéliink.

Tehat a feladat a kovetkez6: Tegyiik fel, hogy van egy karakterekbdl 4ll6 szekven-
cidlis fajlunk, ami egy szoveget tartalmaz. Szamoljuk meg, hogy hdny olyan csupa
betiikbdl 4ll6 rész van a szovegben, amelynek hossza nagyobb, mint egy megadott &k
érték!

Legyen x egy karakterekbdl 4ll6 sorozat. Definidljuk a kovetkezd parcidlis fiigg-
vényt:

f(0) =02¢és

Vi € [0..dom(x) — 1] :

. f(i)+1, haz;y, € BETU;
1) = :
Fi+1) { 0, ha ziy1 & BETU.

Az f fiiggvény azt adja meg, hogy az 7 helyen hanyadik betiije van egy megszaki-
tas nélkiili betiisorozatnak az z-ben. Ezért a feladat specifikicidja:
A=X x N ha X = file(CH),
x d
B =

x
'
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dom(z")

R:(k=KnNd= ;0 x(f(i) = k))

Erre a feladatra alkalmazva a megszamlélas tételének szekvencidlis fajlra vonat-
koz6 valtozatat és a rekurziv fliggvény helyettesitése valtozdval transzformdaciot kap-
juk a kovetkezé megoldd programot.

sx,dxr,x : read
z:=0
d:=0
sT = norm
\ dx € BETU
z=z4+1 ‘ z=0
\ z=k
d=d+1 \ SKIP
st,dr, T : read

A kovetkez&kben egy Osszetettebb feladaton mutatjuk meg e két alapvet6 stratégia
Osszehasonlitdsat.

14.1. Az idoszeriisités definicioja

El6szor néhdny, a sorozatok (szevencidlis fajlok) estén gyakran hasznalt jelolést, fo-
galmat vezetiinkbe. Legyen = egy sorozat. {x} jeloli a sorozat elemeinek halmazat,

azaz
dom(x)

{2y = |J fai).
i=1
Gyakran haszndlunk olyan sorozatot, amelynek kulcsa van. Ez azt jelenti, hogy
S = seq(X),ahol X = (k: K,d : D) és K egy rendezett halmaz. K akulcsok, D az
adatrészek lehetséges értékeinek halmaza. Legyen s € S, ekkor {s.k} az s kulcsainak

halmaza, azaz
dom(s)

{sk}= ] {sik}.
i=1
Azt mondjuk, hogy az s € S sorozat kulcs szerint rendezett, ha
Vi € [1..dom(s) — 1] : s;.k < si41.k.

Ha S minden eleme kulcs szerint rendezett, akkor S kulcs szerint rendezett sorozat
tipus.
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Ha az s € S sorozat minden elemének kulcsa kiilonbozik, azaz
Vi, j € [1..dom(s)] : i # j = s;.k # sj.k,

akkor azt mondjuk, hogy s egyértelmii kulcsii sorozat. Ha S minden eleme egyértelmd
kulcsd, akkor S egyértelmii kulcsu sorozat tipus.
Legyen S egyértelmi kulcst sorozat tipus. Definidljuk a kovetkezd K :€ Sx K —
X parcidlis fliggvényt:
(s,q) € Dk & q € {s.k}

K(s,q) € {s} és K(s,q).k = q.

Most 14ssuk az id6szertsités feladatdt. Induljunk ki egy olyan adatf4jlbdl, amely-
ben azonos tipusu elemek taldlhatéak. Ezt a féjlt torzsfdjlnak fogjuk nevezni. Legyen
az elemek tipusa E, ekkor

T = seq(E).

Legyen adott tovabba egy olyan f4jl, amely transzformacidk sorozatat tartalmazza. Ezt
a fajlt fogjuk mddositdfdjinak nevezni. Legyen F = {f | f : T — T}, ekkor

M = seq(F).

A feladat az, hogy id6szertsitsiik a torzsfajlt a médositéfajlban leirt transzformaciok-
kal. Jelolje T az idGszerdsités transzformdaciot. Ekkor Y : T'x M — T és

T(t7 m) = Mdom(m) © "~ ©0M20 ml(t)

Ahhoz, hogy a feladatra megolddst adjunk, ez a lefrds még til dltaldnos, ezért
tovébbi kikotéseket tesziink a fajlokra.

1. Az idGszerisités kulcsos.

Legyen E = (k: K,d: D)és F = (k: K,v : V), ahol K kulcs része; D a
torzsrekord adat része; V pedig az elvégzendd transzforméciot definidlé tipus.
Feltessziik még, hogy mind a t6zsf4jl, mind a mddositéfajl a kulcs (k) szerint
rendezett.

2. A torzsfijl a kulcs szerint egyértelmd.

3. A transzformadci6 csak a kovetkezd haromféle (torlés, besziirds, javitds) lehet:

Vo= (tr:Wysbe : Wa; jav : Ws);
W1 = {O&},
W2 == (d : D),

Ws = (¢9:G), aholG=seq(H),H={y|~v:D — D}.
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Hatra van még annak a lefrdsa, hogy hogyan hatnak a fenti transzforméaciok a

torzsfajlra. Mivel a torzsfajl kulcs szerint egyértelm( és rendezett, elég csak azt
megadni, hogy milyen elemekbdl 4ll.

Harom esetet kiilonboztetiink meg attdl fiiggden, hogy a transzformdcio torlés,
besziras vagy javitas.

(a) m;.tr, azaz m; torlés:

_ {e|ectések #m;k}, ham;ke{tk};
{mi()} = { {t} kiilonben.

(b) m;.be, azaz m; beszuras:

{t} U {(m;.k,m;.v.d)}, ham;k & {t.k};
{mit} = { {t} kiilonben.

(¢) m;.jav, azaz m; javités:

{e|eetések #m;k}U
{m» t} = {(mzk7 mi'ngM(mi'g) O ha mzk < {tk}
iy omlgl(’C(t,mzk)d))}’
(1) kiilonben.

4. A javitas mivelet csere.

Ez azt jelenti, hogy dom(m;.g) = 1 és m;.g1 konstans. Ebben az esetben a

A feladat specifikdci6ja tehat:

A=T x M xT
to m t
B=Tx M
ty, m
Q : (to =ti Am =m' ésazl..x pontok teljesiilnek)
R: (t="Y(t5,m))

Ha a fenti specifikdciéban x = 3, akkor kozonséges, ha x = 4, akkor egyszeri
idGszertisitésrol beszéliink.
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14.2. Idoszeriisités egyértelmii modositofajllal

A tovéabbiakban az egyszerti idészertisitéssel fogunk foglalkozni. Kozonséges id6sze-
rlisités esetére csak utalni fogunk.

A feladatot harom irdnybdl is megprébaljuk megoldani: visszavezetjiik halmazok
unidjra, egyvaltozds egyértékd; illetve kétvaltozos egyértékli elemenkénti feldolgo-
zasra.

14.2.1. Visszavezetés halmazok unidjara

Ez a megoldés Dijkstra konyvében [Dij 76] taldlhaté. Az alapgondolat az, hogy a ¢
elemei vagy olyanok, hogy a kulcsuk ¢y-ban is kulcs vagy olyanok, hogy a kulcsuk
m-ben is kulcs. Tehdt {t} = z Uy, ahol z = {e € {t} | e.k € {to.k} ésy = {e €
{t} | e.k € {m.k}.

L A=T xT xT

A transzformalt feladat tehat a kovetkezd: . Y .
B=TxT
x/ y/
Q:(z=2"Ny=1y)
R:(t=xzUy)

Idézziik fel az unio programjat:

t:=10
r#OVy#0
e:€(zVUy)

\ eczhNedy \ e¢drhNecy \ ecrhecy
t:=tUe t:=tUe t:=tUe
ri=x~e yi=y~e ri=z~e

yi=y~e

Most mar csak a fenti programot kell transzformélni az eredeti dllapottérre.

T#OVYy#0 — tg#£DVvm#£D
e:€(zUy) — ek:€ ({to.k}U{m.k})
eecx — eke{tyk}
ecy — eke{mk}
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Jeloljiik g-val az e.k kulcsot, ekkor a megfeleld program:

t:=10
toADVm#0
q:€ ({to-k} U {m.k})
\¢ € {to-k} Nq ¢ {m.k} X € {to.k} Ng e {m.k} \9 & {to.k} Ng e {m.k}

S Sa S3

Vizsgaljuk meg most, hogy mit kell tenni az eldgazas egyes dgaiban:

1. Ha a g kulcs csak a ¢ eredeti térzsfdjlban szerepelt, akkor a K(¢, ¢) elemre nem
vonatkozott médositds, véltoztatas nélkiil kell kiirni az j torzsfajlba.

(5]

t:=1tUK(to,q)
to :=to ~ K(to,q)

2. Ha a ¢q kulcsérték mind az eredeti torzsfdjlban, mind pedig a médositéfdjlban
szerepelt, akkor a torlés €s a javitds miiveletek végezhetSk el. Ebben az dgban a
q kulcst elemet mindkét £4j1bdl el kell hagyni.

(&)

K(m,q).tr \IC(m,q).be
SKIP [ HIBA | 4 _ 0 (4 K(m.q)d)

—
o)
—~
3
)
~
<
Q
<

3. Ha a k kulcs csak a médositéfajlban szerepelt, akkor csak a besziirds mtiveletet
lehet elvégezni, €s a ¢ kulcst elemet ki kell torélni a médositéfajlbol.

s
K(m, q).tr \K(m,q).ja

HIBA =t 0 g, K(m, q).d) HIBA

—
A
—~
3
)
~—
S
[§)
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Ha a programnak hibajelzést is kell adnia, akkor azt a fenti struktogramokban
HIBA-val jelzett helyeken kell megtennie. Térjiink most vissza az eredeti feladatra,
ahol halmazok helyett szekvencidlis fajlok szerepelnek. Legyen az input fajlokon a
read miivelet értelmezve. Ekkor a program az aldbbiak szerint alakul:

sto, dto, to : read; sm,dm,m : read

=0

st = norm V sm = norm

(sto = sm A dto.k < dm.k) stg = sm A (sto = sm A dtg.k > dm.k)

Vsm = abnorm dtg.k = dm.k Vstg = abnorm

t : hiext(dto) S5 S3

sto, dto, to : read

ahol

S;]

SKIP HIBA t: hiext(dm.k,dm.d)

sto, dtg, to : read

sm,dm,m : read

S5 )
dm.t \ dm.b \ dm.j
HIBA t : hiext(dm.k,dm.d) HIBA

sm,dm,m : read

14.2.2. Visszavezetés egyvaltozos elemenkénti feldolgozasra

Allapottér-transzforméciét alkalmazunk. Legyen X = seq(Y)ésY = (k : K,d :
D' v:V"),ahol D' = DU {"iires” } és V! =V U {"iires” }.
Legyen 2 € X és {x.k} = {to.k} U {m.k}.

) o "dires”, ha x;.k & {to.k};
vie [1xdom] .xl'd - { ’C(to,l‘i.k).d, ha Q?i.k S {to.k}.

o "dires”, ha x;.k ¢ {m.k};
v = K(m,z;.k)v, hax;.ke€ {m.k}.
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Legyen f: X — T.
fl@)= | f({e})és

ec{z}

(e.k,e.d), haew="dures";

"lires”, ha e.v.tr A e.d = "tires”,

(e.k,e.v.d), haewbeAed="tures”,
f{e}) =< Viires”, ha e.v.jav A e.d ="iires”;

"ires”, ha e.v.tr A e.d # "tires”,

(e.k,e.d), haew.beAe.d#"ures”,

(e.k,ev.d), haewv.javAe.d#"ires”.

A specifikacio:
A=XxT
T t
B=X

.T/

Q:(z=2)
R:(t=f(x)

A halmazokra felirt megoldéprogram:

0
0
e:cx
ed#"ures” N | ed=#"ures” N | ed="ures’” A

\ e.v = "lures” \ e.v = "lres” \ e.v = "lures”

d:= (e.k,e.d) So S

t:
x

N

ahol

e.tr e.jav
\ Y

HIBA d:= (e.k,e.v.d) HIBA
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e.tr \ e.be \ e.jav
d:=0 HIBA d:= (e.k,e.g(e.d))

Térjiink vissza most az eredeti allapottérre:

| oy | = | tAOVm#A0 |
| € | = [a:€ ({tok} U{mk})]
’ e.d # Viires” Aew = "iires” ‘ = ’ q € {to.k} Ng ¢ {m.k} ‘
’ e.d ="lres” Ne.w # "ires” ‘ = ’ q ¢ {to.k} Ng e {m.k} ‘
[ ed#ires” New# Vires” | = ] q € {to.k} Aq e {mk} \
| Ti=xc~e | = [aetort | aetonrt] ag ok}
Na ¢ {mk})\Ag € {mk} Ag € {mk}

to ==ty ~ to ==ty ~ m:i=m ~
K(to,q) K(to,q) K(m, q)
m:=m =~

K(m, q)

Hasznéljuk fel azt a tényt, hogy a d := f({e}) értékaddst kiszdmit6 programok-

ban és az x := x ~ e értékadads megfelel§jében szerepld elagazasok feltételrendszere

megegyezik, tovabbd a f := ¢ U d értékadast csak azokba az agakba irjuk bele, ame-
lyekben d # ). Ekkor ugyanazt a programot kapjuk, mint az elsé megoldédsban.

14.2.3. Visszavezetés kétvaltozos elemenkénti feldolgozasra

A feladat megolddsdnak taldn legegyszerlibb moédja az, ha kétvaltozos egyértékli —
hibakezelés esetén kétértékii — elemenkénti feldolgozasra vezetjiik vissza, gy, hogy
az elemeket a kulcsukkal azonositjuk. Tekintsiik a feladat eredeti specifikacidjat.

Ha a médositéfajl kules szerint egyértelm, akkor az idGszer(sités fiiggvénye (1)
a kulcsokra nézve elemenként feldolgozhaté. A kulcsértékekre felirt fiiggvény:

T({q},0) = {K(to, )}

0, ha K(m, q).tr;
T(Qr{q}) = {(qv,C(m7Q)'d)}v ha ,C(m7Q)'be§
0, ha K(m, q).jav.
0, ha KC(m, q).tr;
T({q}, {d}) = {K(to,a)}, ha K(m, q).be;
{(¢,K(m,q).9(K(to,q).d))}, haK(m,q).jav.
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Ha ezt a fenti fiiggvényt behelyettesitjiikk a kétvéaltozds elemenkénti feldolgozds
tételébe, akkor ugyanahhoz a megoldéprogramhoz jutunk — csak sokkal révidebb tton
—, mint az elsé megoldasban.

A harom megoldast 6sszehasonlitva, két észrevételt tehetiink. Meglepd médon ha-
rom latszélag teljesen kiilonb6z8 megoldasi stratégidval ugyanahhoz a programhoz
jutottunk. Valéjdban az eredmény nem annyira meglepd, hiszen tudjuk, hogy az unié
kétvéltozos elemenkénti feldolgozas.

A masik észrevételiink az, hogy minél erSsebb tételt alkalmazunk, anndl egysze-
rtibben jutunk el a megold6programhoz.

14.3. Idoészeriisités nem egyértelmii modositofajllal

Vajon miben valtozik a feladat, ha a médosit6f4jl kulcs szerint nem egyértelmd? Eb-
ben az esetben a feladat nem elemenként feldolgozhatd, hiszen az elemek nem tekint-
heték azonosnak a kulcsukkal. Erre a problémara kétféle megoldasi médot is meg-
vizsgélunk: az egyik jellemz&en adatabsztrakcios a masik elsédlegesen fiiggvényab-
sztrakcios megkozelités.

14.3.1. Megoldas adatabsztrakciéval

Mint az el6bb mar emlitettiik, ha a médosité f4jl kulcs szerint nem egyértelmd, akkor
a feladat nem elemenként feldolgozhat6. Prébéljuk meg azzd tenni. Ehhez arra van
sziikség, hogy a modositoféjlt kulcs szerint egyértelmiivé tegyiik. Ezt egy allapottér-
transzformdacié segitségével konnyen elérhetjiik, ugyanis csak annyit kell tenniink,
hogy az azonos kulcsi médositérekordokat egy tij rekordba fogjuk dssze. gy az dj

mddositérekord a kovetkez6képpen fog kinézni:
(kulcs, transzformdciosorozat)

Az dllapottér transzformdciét két 1épésben adjuk meg. Legyen Z = seg(U), ahol
U = seq(F).

A =T xZxT
to z t
A z-re teljesiil, hogy Vi € [1..dom(2)] : Vj € [l..dom(z;)—1] : z;;. K = 2;,_, . K,
z egyértelm kulcsu, és a kapcsolat m és z kozott: seq(m|F) = seq(z|F).
Legyen S = seq(V);és F' = (k: K,s: S) és X = seq(F").

A =TxXxT
to x t
x kulcs szerint egyértelmd, {z. K} = {z. K} és seq(z|V) = seq(z|V).
Ezzel a médositéfajllal tehdt eljutottunk a kétvéltozos egyértéki (hibaféjl hasz-
nalata esetén kétértékii) elemenkénti feldolgozashoz. Az egyetlen kiilonbség csak az,
hogy az adott transzformacidsorozat végrehajtdsat meg kell valdsitanunk az eredeti
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allapottéren. Ehhez sziikségiink lesz az "iires” szimbdlumra, amely értéket hozza-
vessziik az adat rész tipusdhoz: D' = D U {"iires” }. Az, hogy egy torzsrekord adat-
része ”ures”, azt jelenti, hogy a rekordot nem kell kifrni az eredményfajlba.

Az elemenként feldolgozhat6 fliggvénylink:

T({q},0) = {K(to,d)}
T(0,{q}) {(q,K(z,q).5("iires”))}
T({q} {a}) = {(a,K(x,q).5(K(to,q).d))}

A transzformaciésorozat elvégzése csak a transzformacidk megfeleld sorrendje esetén
lehetséges. Ha egy transzformdcidsorozat egy tagjat nem lehet elvégezni, akkor azt a
sorozatbdl ki kell hagyni (esetleg hibat kell jelezni). Ezzel az Y fiiggvény egyértel-
miien definialt.

Irjuk fel tehét a fenti megfontoldsok alapjdn a kétvaltozés elemenkénti feldolgozas
programjat a megfeleld behelyettesitésekkel:

t:=0

sto, dto, to : read

sr,dx,x : read

sto = norm V sx = norm

s = abnorm V (sx = sto sT = stg A sto = abnorm V (sz = sto
Adto.k < dz.k) \ dz.k = dto.k Adz.k < dto.k)
t : hiext(dto) ak :=dx.k ak = dx.k
sto, dto, to : read ad := dz.s(dto.d) ad := dx.s("ires”)
t - HIEXT(ad, ak) t - HIEXT (ad, ak)
sto, dto, to : read sr,dx,x : read
sx,dx,x : read

Definidlnunk kell még, hogy mit jelent a fenti struktogramban a transzformdacio-
sorozat elvégzése. Ehhez bevezetjiik az f : Ng — D’ rekurzivan definiélt fliggvényt:

dx.s(p) = f(dx.v.dom),

ahol

fli+1) = drvsi(f(0)).
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A fenti definicidban szerepld dx.v; ;1 mivelet elvégzésén az aldbbi fiiggvényértékeket
értjiik. Legyen d € D’, ekkor:

"iires”, ha dx.s;11.t Ad # "iires”;
d, hadx.s;y1.t ANd ="1res”;
d, hadz.s;y1.b Nd # "tires”;

dz.siv1(d) = dzr.siy1.d, hadz.s;;11.bANd="tires”;

dz.s;+1.d, hadz.s;41.5 Nd+#"ures”;
d, hadx.s;y1.5 ANd ="1res”.

Az f fiiggvényt kiszamité — a médositassorozatot elvégzd — program:

ad := dz.s(p)
ad:=p
dz.s.dom # 0
\ dzx.s.lov.t \ dzx.s.lov.b \ dx.slov.j
ad = "tures” / ad = "ures” / ad = "ures”
HIBA| ad :="iires” | ad := du.s.lov.d |[HIBA|HIBA| ad := dx.s.lov.d
dz.s : lorem

Mivel az aktudlis adat értéke lehet "ires” is, a hiext miivelet helyett az alabbi
programot hasznaljuk:

t: HIEXT (ak, ad)
l

ad # "ures”

t : hiext((ak, ad)) | SKIP

Térjiink most vissza az eredeti allapottérre. Ekkor a f6program:
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t:=0

sto, dto, to : read

sm,dm, m : read

sto = norm V sm = norm

sm = abnorm V (sm = sto sm = sto A sto = abnorm V (sm = sto
\ A dto.k < dm.k) dm.k = dto.k A dm.k < dto.k)
t : hiext(dto) ak :=dm.k ak = dm.k
sto, dto, to : read ad := TR(dto.d, ak) ad = TR("ures”, ak)
t: HIEXT (ad, ak) t: HIEXT (ad, ak)
sto, dto, to : read

Az ad := TR(p, ak) a mdr kordbban definidlt rekurziv fiiggvényt kiszamit6 prog-
ram megvaldsitdsa az eredeti allapottéren:

ad := TR(p, ak)
ad :=p
sm = norm A ak = dm.k
dm.t \ dm.b \ dm.j
ad = "ures” / ad = "ures” / ad = "ures”

HIBA\ ad = "iires” | ad:= dm.d \HIBA HIBA\ ad = dm.d

sm,dm,m : read

14.3.2. Megoldas fiiggvényabsztrakciéval

Egy adott feladat megolddsat mindig elkeriilhetetleniil befolydsolja a specifikdcid
moédja. A fiiggvényabsztrakcid 1ényege abban rejlik, hogy a megoldast egy alkalmasan
vélasztott fliggvény helyettesitési értékének kiszdmitasara vezetjiik vissza.

s 2

Kulcsok egyértelmiisitése. A gyakorlatban sokszor taldlkozhatunk olyan féjlokkal,
amelyek rekordjaiban van valamilyen kulcsmez8, ami szerint a fjl rendezett, de a fajl
mégsem egyértelmi kulcs szerint és igy a kulcsmezdre vonatkoztatva nem elemenként
feldolgozhaté. A kovetkez8kben egy olyan technikat fogunk bemutatni, amelyben egy
4j kulcsot definidlunk a féjlra, és ezen 1j kulcs szerint a fajl mar egyértelmd.

Tegyiik fel, hogy a f4jl U = (k : K,z : Z) tipusu rekordokbdl éll. Az j kulcsot
ugy kapjuk, hogy az egymas utdn levé azonos kulcsokat megsorszamozzuk. Legyen
tehit V = (h: H,z : Z),ahol H = (k : K,s : N). Legyen tovdbbd g : seq(U) —
seq(V):
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1. g(u).dom = u.dom
2. g(u);.s =16s Vi€ [l.u.dom — 1]

| e ha u;.k # uiq1.k;
9(U>z+1~5 = { g(u)zs +1, haw;.k =uy.k.

3. Vi € [1..u.dom)]:

g(u)zk = ui.k és g(u)i,z = U;.2.

Ekkor tetsz8leges u € seq(U) esetén — feltéve, hogy u a k kulcs szerint rendezett —
g(u) a h kulcs szerint rendezett és egyértelmd.

Természetesen a fenti megszdmoz4st dltaldban csak az absztrakci6 lefrdsdra hasz-
ndljuk, és csak ritkan fordul eld, hogy a g fiiggvény altal definialt absztrakciét meg is
val6sitjuk.

Megoldas extremalis elemmel. Induljunk ki egy olyan absztrakt fajlb6l, mint ami-
lyet az egyvaltozds elemenkénti feldolgozasra vald visszavezetésben hasznaltunk. Ter-
mészetesen, mivel most a médositéfajl nem egyértelmi kulcs szerint, az X absztrakt
fajl definicidja kissé médosul: ha egy kulcs mindkét fajlban szerepel, akkor a torzs-
rekordot az elsé rd vonatkozé médositérekorddal vonjuk dssze, és az esetlegesen eld-
fordul6 tovadbbi azonos kulcsi médositérekordokbdl pedig egy-egy olyan absztrakt
rekordot képeziink, amelynek adat része " iires”.

Ez az absztrakci6 az imént bemutatott egyértelm(sitd leképezésen keresztiil imp-
licit médon irhatd le: legyen tgp € T, m € M és x € X. Ekkor

{g(x).h} = {g(to).h} U{g(m).h} U{(extr, 1)},

és Vi € [1..x.dom]:

st = { B Gl

Figeljilk meg, hogy ez a megoldas egy a gyakorlatban sokszor hasznos eszkozt
haszndl, az utolsé utdni elem bevezetését (read extremalis elemmel).
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A jobb attekinthet6ség érdekében a fiiggvényt most komponensenként fogjuk fel-
irni. f : NO — T x K' x D/, f = (fl,fg,fg) :

f0) = (), ures”,”iires”)

fl( )7 hafz(')—xprl kv
(f2(i) # wip1.k A f3(i) = "lres”);
hiext(f1(i), (f2(2), f3(2))), ha fa(i) # xiy1.k A f3(i) # "iires”.

G4 ) {
Fali+1) { f2(0),  ha fa(i) = wisa s
-4

Tit1- k ha f2() ;é I¢+1.k.

zit1.0(fs()),  ha fa(i) = iga.k;

f3(i+1) Ziv1.0(xip1.d), ha fo(i) # zisr k.

Ezt a fiiggvényt haszndlva a feladat specifikacidja:

A=XxT
T t
B=X
:LJ
Q:(x=2a")
R: (t = fi(a'.dom))

Ez a feladat visszavezethetd a f4jlra felirt rekurzivan megadott fiiggvény helyette-
sitési értékének kiszamitasara:

open(x)
sx,dr, : read

t,ak,ad := (), ires”,” iires”

ST = norm

\ ak = dz.k /

ad = "1iires”

ad:=dr.v(ad) | SKIP | t: hiext(ak, ad)
ak :=dx.k

ad := dz.v(dz.d)

sr,dx,x : read

Az x absztrakt fajl miiveleteinek megvalésitasa:
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sr,dr,x : read]
dx.k = extr y
sSx 1= Sx 1= norm
abnorm sm = norm V sto = norm

sm = abnorm V sto = abnorm V

(sm = sto sm = stg A (sm = sto
Ndiok <dmk) | diok =dmk |\ Adio k> dm.)
da.k = dto.k da.k == dm.k da.k == dm.k da.k =
dz.d := dto.d dz.d := dto.d dz.d :="ures” extr
dx.v :="ures” dx.v:=dm.w dx.v:=dm.v

sto, dto, to : read sto, dto,to : read | sm,dm,m : read

sm,dm,m : read

open(x)]

sm,dm,m : read
Sto, dto, to : read
dx.k :="ires”

A transzformacio elvégzésének megvaldsitisara az x absztrakt f4jlt hasznaljuk:

ad = dx.v(p)}
dx.v ="ures”
\ dz.v.t dx.v.b \ dz.v.j
ad::p \ p:”ilres” / p:”’l.J:T’ES” / p:nuresﬂ
HIBA| ad:="tres” |ad:=dzxv.d|HIBA |HIBA ad = dx.v.d
ad := ad :=p|ad:=
77,L'L7,,€S77 77&,,46877

A fenti megoldasi médokat 6sszehasonlitva lathatd, hogy minél magasabb abszt-
rakcids szintli fogalmakat haszndlunk, anndl egyszerilibben tudjuk kezelni a feladatot.
Nagyon sok esetben az adat- és fliggvényabsztrakci6 is alkalmazhaté egy feladat
megoldasakor, s6t mint azt az iménti példa mutatja, a ketté kombinacidja is egy lehet-

séges tt.
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Megoldas fiiggvénykompoziciéval. Olyan megoldast is adhatunk a feladatra,
amelynek a specifikicigjaban az utéfeltétel egy kompozicidval adott fiiggvény kisz4a-
mitdsa, ahol a kompozicié egy rekurziv médon megadott fiiggvénybdl és egy eset-
szétvalasztassal definidlt figgvénybdl all. Ebben az esetben nincs sziikség utolsé utani
elemre.

sl

=X

1,/

Q:(z=2a)
R: (t = HIEXT(f1(2'.dom), (fo(a'.dom), f3(z'.dom)))),

ahol f: Ng — T x K x D',

f(0) = (), ires”, iires”)
(f1(), f2(i), Tiv1.0(f3(4))), hawiy1.k = fa(i);

FEHD =0 (hieat(f1(0), (f(i), f3(0))),

xiJrl.k, {L‘i+1.’l)($i+1.d)) ha ,’Ei+1.k‘ 75 f2 (’L),

és HIEXT : T x (K x D) — T,

hiext(t, (k,d)), had # "ires”;

HIEXT(t, k,d) = { t, had ="1ures”.

P

Az f fiiggvény kezdGértékének definicidjaban szereplé £ X T R kulcsérték tetszéleges
olyan kulcsérték lehet, amely egyik fajlban sem fordul eld.

Mivel az utéfeltétel fiiggvénykompozicidval adott, a megoldds egy szekvencia
lesz, amelynek els6 része az f, masodik része pedig a HIEXT fiiggvényt szamitja
ki. Az f fiiggvény egyes komponenseinek rendre a t, ak, ad valtozok felelnek meg.
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open(x)
sx,dxr,x : read
t,ak,ad := (),” tires”, " iires”
sx = norm
\ ak = dx.k
ad := dz.v(ad) t : hiext(ak,ad)
ad := dz.v(dz.d)
ak :=dx.k
st,dxr, : read
t: HIEXT (ak,ad)
Az z absztrakt f4jl miiveleteinek megvaldsitasa:
sm = norm V stg = norm
ST = norm ST =
sm = abnorm V (sm = stg sm = stg A sto = abnorm V (sm = sto| gbnorm
Ndtok <dmk) | dtok = dm.k A dto.k > dm.k)
dz.k = dto.k dx.k := dm.k dx.k := dm.k
dx.d := dto.d dx.d := dto.d dx.d .= "ures”
dx.v :="lres” dz.v :=dm.v dz.v :=dm.v
sto, dto, to : read sto, dto, to : read sm,dm, m : read
sm,dm,m : read
open(os)]
sm,dm,m : read
sto, dtg, to : read
Az ad := dzx.v(p) transzformdcié elvégzésének megvaldsitdsa ugyanaz, mint az

elébb.
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14.4. Feladatok

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

14.5.

14.6.

14.7.

Adott az egész szamokat tartalmazé x vektor. Valogassuk ki az y sorozatba a
vektor pozitiv elemeit!

Adott két vektorban egy angol-latin sz6tdr: az egyik vektor i-edik eleme tartal-
mazza a masik vektor ¢-edik elemének a jelentését. Valasszuk ki egy vektorba
azokat az angol szavakat, amelyek szdalakja nem egyezik meg a latin megfele-
18jével.

Adott egy x sorozat, ami egy vallalat dolgozdinak adataibdl all. Egy dolgozérdl
a kovetkez6 adatokat tudjuk:

® azonositd szam;

e sziiletési adatok (idd, hely, anyja neve);
e lakcim;

e iskolai végzettség;

e a munkaviszony kezdete;

e beosztas;

o fizetés.

Adott még az y sorozat, amely azonositdkat tartalmaz. Mindkét sorozat az azo-
nosité szam szerint rendezett. Adjuk meg a z sorozatban azoknak a dolgozéknak
az adatait, akiknek az azonosit6ja szerepel y-ban, és a munkaviszonyuk kezdete
egy adott évnél régebbi!

Az x sorozat egy szoveget tartalmaz. Tomoritsiik a szoveget igy, hogy minde-
niitt, ahol tobb sz6koz van egymads mellett, csak egy sz6kozt hagyjunk meg!

Adott egy szoveg, ami mondatokbdl 4ll, és a mondatok végén pont van. Médo-
sitsuk a szoveget uigy, hogy minden mondat végét jelz6 pontot pontosvesszdre
cseréliink! A mondatokban lehetnek idézetek, és az idézetek is tartalmazhatnak
idézeteket tetszéleges mélységben (az idézetet egy kezd6 idézdjel vezeti be és
egy zar6 idézgjel jelzi a végét). Azok a pontok, amelyek egy idézet belsejében
vannak, nem jelentik a mondat végét! Feltessziik, hogy a szovegben az idézdje-
lek kiegyensulyozottak.

Adott az x sorozat, amely egy szoveget tartalmaz. Mdsoljuk at x-et a z sorozatba
ugy, hogy a kerek zardjelek kozé irt szoveget elhagyjuk! (A zaréjelekkel egyiitt.)

Egy szekvencialis fajl (megengedett miivelet az sx, dx, x : read) szoveget tar-
talmaz, melyben a szavakat sz6k6zok (esetleg tobb szokoz) valasztjdk el. Sza-
moljuk meg, hdny 5 jelnél rovidebb sz6 van a szovegben!
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14.8.

14.9.

14.10.

14.11.

14.12.

14.13.

14.14.

Adott egy szekvencidlis f4jl (megengedett mivelet az sx, dx, x : read), ami egy
bank tranzakcidit tartalmazza: egy ligyfél adatait tartalmaz6 rekord utdn olyan
rekordok kovetkeznek, amelyek az iigyfél tranzakcidit irjik le.

o Ugyfél = (Azonosité, Szdmla dsszege)

e Tranzakci6 = (Kivét-betét, Osszeg)

Allitsuk el6 azt a f4jlt, ami az tigyfeleknek a bankban levd pillanatnyi 6sszegeit
tartalmazza tigyfél tipusu rekordokban!

Adott egy karakterekbdl 4ll6 szekvencidlis fajl (megengedett mivelet az
sz, dz, r : read). Szamoljuk meg, hogy a szoveg hany sz6bdl all, ha a 12 jelnél
hosszabb szavakat két szénak tekintjiik! (A szavakat tetszéleges szdmu sz6koz
vélaszthatja el.)

Adott az x szekvencidlis fjl (megengedett miivelet az sz, dz, = : read), amely
egy szoveget tartalmaz. Allapitsuk meg, hdny olyan sz6 van a szovegben, amely
tartalmaz ,,R” betiit!

Adott az = szekvencidlis fajl, melynek elemei egy vezetéknevet és egy kereszt-
nevet tartalmaznak. A féjl a keresztnevek szerint rendezett. Gy{ijtsiik ki a fajlbdl
a kiillonboz6 keresztneveket €s azt, hogy hanyszor szerepelnek!

Az x sorozat egy szoveget tartalmaz, ahol a szavakat egy vagy tobb sz6koz
vélasztja el. Szamoljuk meg, hogy a sorozatban hany k bet{inél hosszabb sz6
van!

Adott egy évfolyam-nyilvantartds névsor szerint a kovetkezd adatokkal: név,
csoportszdm, atlag. Félévenként mddositjdk a nyilvantartdst, ekkor az aldbbi
véltozdsok torténhetnek:

e johetnek 1j hallgaték az évfolyamra;

e elmehetnek hallgatok (torolni kell a nyilvantartds-bol);

e viltozhat a hallgaté 4tlaga;

e megvdltozhat a hallgat6 csoportszdma.
A valtozasok is névsor szerint rendezett fijlban vannak. Végezziik el az adatok
frissitését.

Végezziik el egy aruhaz osztdlyain kint 1év6 arukészlet nyilvantartdsanak napi
frissitését. Az adatbazisban az arukrol nyilvan van tartva, melyik osztalyon aru-
sitjdk, mi a neve, mennyi az dra, s hany db van belble a boltban. A nyilvadn-
tartds osztdlyok szerint, azon beliil &runév szerint rendezett. Egy mddosit6fdjl
tartalmazza ugyanigy rendezve a napi fogydast, egy masik az 0j szallitmanyt, egy
harmadik pedig az arvaltozasokat.
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14.15.

14.16.

Adott egy raktdrnyilvantartds (dru, mennyiség) adatokkal, névsor szerint ren-
dezve. Minden nap érkezik harom f4;jl:

e a gyart6tol: szallitds; melyik &rubdl mennyit hozott;

e a boltbdl: igénylés; melyik drubdl mennyit rendel a bolt;

o afonoktdl: selejtezés; csak druneveket tartalmaz, amiket tor6lni kell a nyil-

vantartasbol.

Végezziik el az adatok médositasat. Ha nincs annyi dru, amennyit a bolt igényel,
akkor ezt jelezziik, de amennyit lehet, adjunk ki a boltnak. Ha egy dru mennyi-
sége O-ra csokken, akkor toroljiik ki a nyilvantartdsbol. Ha a gyart6 olyan drut
hoz, amilyen még nincs, azt fel kell venni a nyilvantartasba.

Adott a virdgokrol egy nyilvantartds (virdgnév, szin, magassdg) adatokkal, vi-
ragnév szerint novekvden rendezve egy x fajlban. Adott tovdbba harom ugyan-
ilyen szerkezetli médosit6féjl (a, b, c). Végezziik el az x fjl frissitését a kovet-
kezdk szerint:

e Ha egy virdg benne van a-ban, akkor szirjuk be x-be.

e Ha egy virdg benne van b-ben, akkor médositsuk x-et a b-beli rekorddal.

e Ha egy virdg benne van c-ben, akkor toroljiik z-bdl.

Ha egy rekord az a, b, c fajlok koziil tobben is benne van, akkor a médositasokat
a fenti sorrendben kell elvégezni(el&szor a, majd b és c).






15. fejezet

Megoldasok

15.1. Alapfogalmak

1. Jelolje A az m elemi és B az n elem( halmazt.

a) AN B lehet iires is, legaldbb nulla, legfeljebb min{n, m} eleme van.
b) AU B-nek legaldbb max{n, m}, legfeljebb n + m eleme van.
¢) A x B-nek minden esetben n - m eleme van.

d) A\ B-nek legaldbb max{0, m — n}, legfeljebb m eleme van.

2. a) Két részre bontjuk a bizonyitast, egy balrél jobbra és egy jobbrdl balra
irdnyra.
— : Egyrészt minden H reldcidra teljesiil, hogy (1) H C Dy x Ry.
Masrészt (z,y) € Dy xRy esetén x € Dy = 3b € B :
(z,b) € H, valamint y € Ry = Ja € A : (a,y) € H, igy a
bizonyitandé dllitds bal oldaldn szerepld feltétel szerint (x,y) € H.
Ezzel beldttuk, hogy (2) Dy x Ry C H.

(1)-bdl és (2)-bdl kovetkezik, hogy H = Dy X Ry. Tehdat K = Dy
és L = Ry valasztassal készen is vagyunk.

<=: Legyen K C A, L C B, H= K x L. Ha (a,b), (¢,d) € H, akkor
a,c € Késb,de L = (a,d) € K x L = H.Ezzel ezt az irdnyt is
belattuk.

b) Ha H # (), akkor nyilvdnvald, hogy K = Dy és L = Ry.
Ha H = (), akkor K = () vagy L = (), a masik pedig tetsz8leges.
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3. RY(B)={a€Dr|R(a) C B} =Dg

4‘ H = {(17 1)7 (1’ 2)7 (17 3)’ (27 1)7 (2a 2)7 (3a 1)}
Mivel R determinisztikus, az inverzkép és az 6skép megegyezik,

R(_l)(H) = R_l(H) = {(17 1), (2, 1)}

5. RC (NxN)x(ZxZ)é Dr=NxN.
V(u,v) € NxN: R((u,v)) = {(u+v,v), (u—v,v)}.

RCV(H) (u,v) € NXN | {(u+v,v),(u—v,0)} N H # 0} =
(u,v) e NxN| (u+v,v) € H vagy (u —v,v) € H} =

{
{
{(u,v) e NxN| (u+wv,v € Nésu+ 2v < 5) vagy
{
{

(u—v,veNésu<bh)} =
(u,v) e NXN|u+2v <5vagy (u>vésu<b)} =
(1,1),(2,1),(3,1),(3,2),(4,1), (4, 2), (4,3)}

{

{(u,v) e NxN| (u+wv,v) € Hés (u—v,v) € H} =
={(u,v) e NxN| (u+v,v € Nésu+2v < 5)és
(u—v,veNésu<bH)} =

{

{

6. Mivel R determinisztikus, az inverzkép és az 6skép megegyezik,
REYV(H) = R7YH) = {(u,v) € NxN| f(u,v) +v < 5}.
7. R~1(B\Q) azon pontok halmaza, amelyekbél biztosan B\ Q-ba jutunk, vagyis

Dpr-bdl azokat a pontokat hagyjuk el, amelyekbdl eljuthatunk (Q-ba:

RYB\Q)={aeDr|R(a)CB\Q}=
=Dr\{a€ A|R(a)NQ # 0} = Dr \ REV(Q).

Mivel D C Aés R1(Q) € R-D(Q),

Dr\ RD(Q) CA\RED(Q) C A\ RTYQ),
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Tehit R~ (B\ Q) C A\ R-1(Q).

A forditott irdnyu tartalmazas azonban nem all fenn, ugyanis példdul D C A
eseténVa € A\ Dr:a€ A\ R7(Q),dea ¢ R~Y(B\ Q).

8. Ha létezik olyan a € Dpg, amelyre R(a) valddi részhalmaza az értékkész-
letnek, akkor R(a) 6sképe a € R™1(R(a)) miatt biztosan nem iires. Tehét
Va € Dgr : R(a) = Rpg feltétel sziikséges, és nyilvanvalGan elégséges is.
Pontosan azok a relacidok lesznek megfelelSek, amelyekre ez teljesiil.

Példaul: R = {(1,1)}, R = {(1,1), (1,2)}, R = {(1, 1), (1,2), (2, 1), (2,2)}.

9. F ={(a,b) | baz a-nak valddi osztdja}, G = {(a,b) | b az a-nak fele}.

a) G o F egy természetes szamhoz az dsszes pdros valodi osztdjanak felét
rendeli:

GoF ={(a,b) € NxN|2blaés2b+#a}.

b) G © F' egy olyan természetes szdmhoz, amelynek minden valodi osztdja
pdros, azok felét rendeli:

GoF={2%2Y|kleNyésl<k—2}
¢) F(=1 o G- egy természetes szdmhoz a kétszeresének valodi tobbszo-

rseit rendeli. Mivel az 1.5. példa alapjan F(—1) o G(-1) = (G o F)(= 1),
az a) pont felhasznéldsdval:

FED 0 GED = (Go F)D = {(b,a) € Nx N | 2bja és 2b # a}.
d) FYG YY) = F({aeN|2aés & € {1,2}}) =

= F7({2,4)) = {a € Dr | F(a)  {2,4}} =
={ae€Dr | {beN|blaésb#1ésb+#a} C{2,4}} ={4,8}.

van valodi osztoja  minden valodi osztdja benne
van a {2,4} halmazban

e) Aza) pont alapjan (G'o F)~*(Y’) azon természetes szimok halmaza, ame-
lyeknek van pdros valédi osztoja, és minden pdros valodi osztojuk fele
benne van az Y = {1,2} halmazban. Tehdt olyan kerténél nagyobb pd-
ros szdmok halmaza, amelyeknek minden pdros valddi osztdja benne van

a {2,4} halmazban.
(GoF)"1(Y)={aeN|2laésa>2és
{beN|2/bésblaésb#a} C{2,4}} =
= {4,8} U {2p | pprim}.
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10.

11.

12.

13.

f) Az a) pont alapjan (G o F)(~1 egy természetes szamhoz a kétszeresének
valédi tobbszoroseit rendeli:

(GoF)=Y ={(b,a) € Nx N | 2b|aés 2b # a}.

Mivel f fiiggvény, [f] = | f] ={1,2,3,5}.
[foR]={2,4}, |foR] ={1,2,3,4}.

Nem igaz, ugyanis az 1.5. példa alapjan:

QYo R = (RoQ)™V # (RO Q)Y.
Megjegyzés: Mivel R® Q C Ro @, ezért (RO Q)1 € Q=D o R,
A kompozicidk definiciéjabdl adédik, hogy Daear € Dgor, valamint Va €

Daor : Go F(a) = G(F(a)) ésVa € Dgor : G© F(a) = G(F(a)). Ezeket
felhasznalva:

(GoF)"Y(Y)=1{a € Dgor | G(F(a)) CY} D
D{a€Dgor |G(F(a)) CY}=(GoF)"LY).

Mivel az 1.6. példa alapjén (GO F)~1(Y) = F~1(G71(Y)), ebbdl azt kapjuk,
hogy:

(GoF)"'(Y) 2 FTHGH(Y)).

A forditott irdnyu tartalmazds azonban nem 4ll fenn, ugyanis példaul a 15.1.

dbran (G o F)~1({1,2}) = {1},de F~1(G71({1,2})) = F~1({1}) = 0.
Ha G vagy F fiiggvény, akkor G o F' = G ©® F miatt:

(GoF)"Y)=(GoF)"'(Y)=F G (Y)).
Egyik irdny tartalmazds sem 4ll fenn. Egyrészt a 15.1. dbrin G © F = () =
(GoF)) =0,de F-Y 0 GEY = {(1,1),(2,1)}, tehit:
FEY oG ¢ (Go F)ED,

Tovébbd a 15.2. dbrén (G © F)(=Y = {(1,1),(1,2)}, de F-D o G-V = 0,
tehat:
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) 5
F G
A B C

15.1. abra. Ellenpélda

Beh

15.2. abra. Ellenpélda
(GoF)ED ¢ FEY o =D,

Ha G vagy F fiiggvény, akkor G o F' = G ® F, és felhasznélva, hogy az 1.5.
példa alapjan (G o F)(=1 = F(=1) o G(=1:

(GO F)=) = (Go F)=D = F(=D) 6 g1 > F(=1) o G-,

A forditott irdny1 tartalmazds azonban ilyenkor sem 4ll fenn (1d. 15.2. dbra).

14. Definici6 szerint Dgor C Dgor.

15. HaVb € Rr NDy : f(b) = hamis, akkor minden a pontra f o R(a)
{hamis}, tehat [fo R] = [ fo R] = 0.

Példaul: f = Hamis, R tetszGleges.

16. Igaz, ugyanis felhasznilva, hogy az 1.5. példa alapjin (G o F)(—1
FED o gD,
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(RED)2 = RED o RED = (Ro R)(EY = (R,

17. Nem igaz. Tekintsiik példdul a 15.3. dbrat, és legyen H = {1,2}. Ekkor

ugyanis:

RN (R™Y(H))=R'({1}) =0, de (R*)"'(H) = {1}.

) 3
R R
A A A

15.3. ébra. Ellenpélda

Megjegyzés: R~ (R~ (H)) C (R?)~!(H) azonban teljesiil (Id. 12. feladat).

18. Q egy pdros természetes szdmhoz a primosztéit rendeli, igy Q1) egy prim-
szdmhoz annak pdros tobbszoroseit rendeli:

QY = {(b,a) € Nx N | 2|aés b|a és b prim}.

a) P egy természetes szamhoz a valodi osztoit rendeli.
— @ o P egy pdros dsszetett szdmhoz a pdros valodi osztéinak primosz-

toit rendeli:
QoP={(a,c) eNxN|FbeN:blaésb#1ésb#aés
2|b és c|b és c prim}.

— a € Dgep-hez kell, hogy a-nak legyen valédi osztéja, tovabba
P(a) C D¢ miatt az 6sszes valédi osztéjdnak parosnak kell lennie,
ezért a-nak nem lehet paratlan primtényezdje. igy:

QoP={(2%2)|keNék>2}

b) P egy természetes szamhoz az osztdit rendeli.
- QoP={(a,c) e NxN|3beN:blaés2|bésc|béscprim} =
= {(a,c¢) € NxN| 2|aés cla és c prim} = Q.
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- a € Dgep-hez P(a) C Dg-nak teljesiilnie kell, vagyis a dsszes osz-
téjanak pdrosnak kellene lennie, de mivel az 1 minden természetes
szamnak oszt6ja, ez nyilvan nem teljesiilhet. Tehat:

QoP=0.

19. a) Definicié szerint igaz.
b) Definici6 szerint igaz.
c) Az a) pont alapjan elég belatni, hogy Dgoxy = Dgon-
D: Dgon 2 Dgen definicid szerint teljesiil.

C: a€Dgoy < b€ B:(a,b) € Hésb € Dg. Viszont |H(a)| =
1 miatt ilyenkor H(a) = {b} C Dg = a € Dgon-

d) Definici6 szerint igaz.

20. Mindkét kompozicié asszociativ.

a) (Fo@G)o
{(ad)GAXD|EIb€B (a,b) € Hés (b,d) € FoG}*
—{(a,d) e AxD|3beB:3ceC:(ab)ec HE

(bc)eGes(cd)eF}_
{(a,d) e AxD[3ceC:(a,c) € GoHés(c,d) € F} =
H).

Fo(Go
G)oOH=
{(a,d) € AxD|3beB:(a,b) € Hés (bd) € FOGés
H(a) € Droc} =
{(a,d) € AxD|3Fbe B:3ceC:(a,b) € Hés (b,c) € G és
(¢,d) € Fés H(a) C Dpog és G(b) C Dr}.

b) (F

|I®

(
Tovibbd, felhaszndlva, hogy Va € Do : G © H(a) = G(H(a)):

Fo(GoOH)=
={(a,d) e AxD|3ceC:(a,c) e GO HEés(c,d)eFés
Go H(a) CDr} =
={(a,d) e AxD|3FbeB:3ceC:(a,b) € Hés(bc)e Gés
(c,d) € F és H(a) C Dg és G(H(a)) C Dr}.

Tehat csak azt kell belatnunk, hogy a két megjelolt kifejezés ekvivalens:
H(a) - DF@G’ és G(b) C Dp <—
H(a) C D¢ és G(H(a)) C Dr és G(b) C Dy <—
H(a) C Dg és G(H(a)) C Dp.
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Ugyanis (a,b) € H = b € H(a), tehit a G(H(a)) C Dp feltételbsl
G(b) C D kovetkezik.

21. a) Egyik irdnyud kovetkeztetés sem teljesiil:
= Legyen A ={1,2},Q = {(1L, )}, R = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)},
S = {(1,1),(2,2)}. Ekkor ugyanis Q=Y = {(1,1)}, R = 0 és
S =1{(1,2),(2,1)}. tehat:
QOR=0CS, de QY o8={21)}¢R
< Legyen A = {1 2} Q@ = {1 R = {11
Ekkor ugyanis Q1 = {(1,1)}, B = {(1,2),(2,1), (
§={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, tehd:
QOoR={1,1)}¢5, de Q-YVo5=0CR.

b) Nem-szigord kompozicié esetén az allitds igaz, mindkét irdnyd kovetkez-
tetés teljestil:
— : Tegyiik fel, hogy Q o R C S, és legyen (z, z) € Q(~1) o §. Ekkor:

2) € QU «—

és (v,
¢5¢(2) (z,9) €Q.

Ezek utdn tegyiik fel indirekt médon, hogy (z,z) ¢ R = (2,2) € R
és (2) (z,y) € Q miatt (z,y) € Q o R, amibdl a feltétel miatt kovet-
kezik, hogy (x,y) € S, ami ellentmond az (1) éllitdsnak. Tehdt:

QoRCS — QVoSCR.

JyeAd:(z,y)es
yeAd:(1)(zy)

< Tegyiik fel, hogy Q-1 o S C R, és legyen (z,z) € Q o R. Ekkor
Jy e A:(1)(z,y) € Rés (2) (y,2) € Q. Ezek utén tegyiik fel
indirekt modon, hogy (z,z2) ¢ S = (,2) € Sés(2) (y,2) €Q
miatt (z,y) € QY = (z,y) € Q=Y o 5, amibél a feltétel miatt
kovetkezik, hogy (x,y) € R, ami ellentmond az (1) allitdsnak. Tehdt:

QoRCS «— QYoSCR.

22. a) Igaz, ugyanis:

(a,c) E RO Q —
dbe B:(a,b) €Q é(bc)eRésQ(a)gDR:>
b e B:(a,b) € Qés (bc) e SésQa) C Dy —
¢)

( €eSOQ.
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Tehit RO Q C S © Q.

b) Nem igaz, ugyanis példdul a 15.4. és a 15.5. dbrdan Q ©® R = {(1,1)}, de
QoS =0

R Q
154.4bra. Q ® R

]

S Q
155.4bra. Q © S

23. a) R={(a,b) e NxN|b=avagyb=2a},Dr=N.
Q ={(a,b) e NxN|2aésb= 5}, Dy = {a € N|2|a}.
b) R* ={(a,b) e NxN | eNy:b=2"-aésl <k}, Dp. =N.

©) QoR={(a,b) e NxN| (2 faésb=a)vagy (2laésb € {a,2})} =
={(a,b) e NxN|b=avagyb= 2},

Door = N.
d QOR={(a,b) c NxN|2]aés (b=avagyb= 3)},
DQ@R = {CL eN | 2|a}

24. a) Igaz, ugyanis:

Dgor={ac A|TbeB:(a,b) e Fésbe Dgés F(a) CDg} =
={a € Dr | F(a) CDg} = F YDg).
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

b) Nem igaz, ugyanis:

Dgor ={a€ A|FbeB:(a,b)c FésbeDg} =
={a€Dp|F(a)NDg # 0} = F=Y(Dg).

Dp ={aeNg|a#1ésanemprim}
Mivel a nulldnak minden természetes szam oszt6ja, P a nulldhoz az Osszes
egynél nagyobb természetes szaimot hozzarendeli.

a) Dy =No, P={(1,1)} U{(a,b) € No x Ny | ba és b prim}.
b) D= =Dp \ {0} = N, tehit:

P=P\{(0,b) | beNo} = {(1,1)} U{(a,b) € Nx N|b|aés b prim}.

Rlr = {(1.1),(2,2)} U{(2¥,2) | k,l € Nésl < k},
Rlr = Rl = idy\ ().

Legyen R C A x A olyan, hogy Dr = A, ekkor ugyanis R = R=10,és legyen
m = Hamis,igy Rln =0 = R|r =idy = Dy =Dr=A

Megjegyzés: Ha R = id 4, akkor nem csak az értelmezési tartomdnyok egyez-
nek meg, hanem R|m = R is teljesiil (1d. 1.10. példa).

RC Ax A, Dr = R_l(DR) <= Va € Dp : R(CL) C Dg, tehat a Dy-beli
pontokbdl indulva biztosan nem jutunk ki Dx-bél. Igy:

DﬁZDEZA\DR, EZR:’LCZA\DR

Dy = No,

Rla) = {0}, haa=3kvagya=3k+1(keNyp);
YT {2}, haa=3k+2(keN).

D==No\ {3k + 1|k € No}, VaEDE:R(a)zﬁ(a).

a) [P;] minden eleme dsszetett szim = [P;| C Dp = R|P, = R|p,7.
Tovabba mivel g Osszetett szam, g egy pozitiv egész kitevss hatvanyanak
legnagyobb valddi osztdja nem lehet ¢ hatvénya, vagyis Va € Dgp, :

R|Py(a) = R(a) ¢ Dpp,- Tehdt DTR] = N.
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b) Ha g primszém, akkor k > 1 esetén R(¢*) = {¢*~1}, de R(q) = (), mivel
g-nak nincs valddi osztéja. Vagyis:

k—1 kg
q , haa=¢q"ék>1,
Ripa) = { 107 ez e

Tehat DTPq = N\ |—Pq-‘

3. R=F = {(3,3),(5,5)}.

32.
| {a-3}, ha ¢ > 2 és pdratlan;
Rim(a) _{ {3k|keN}, haa=1.

{6k |k €Ny}, haa=1,;
R|m(a) = R|w(a) =< {a—3}, ha a > 2 és pdratlan;
{a}, ha a péros.

33. a) Definici6 szerint igaz.
b) Definici6 szerint igaz.
c) Belathato, hogy igaz, de a bizonyitds nem egyszerd.

d) Beldthat6, hogy igaz, de a bizonyitds nem egyszerd.

34. Vx €[] : R|n(z) = {x —1},aholz — 1 ¢ [~7]. fgme: Dﬁ: Np.

== 3= _ | {a}, ha a pdratlan, vagy a = 0;
Rir(a) = Rlr(a) = { {a —1}, haa > 0é&spdros.

Megjegyzés: Vegyik észre, hogy a feladatban szerepld R C Ny x Ny kikotés

miatt R(0) # {—1}, hanem R(0) = (), vagyis 0 ¢ Dg. Fontos tehat, hogy

egy relacié megaddsdhoz mindig hozzatartozik az is, hogy milyen direktszorzat

részhalmaza.

35. Jelolje « az m hosszisagu és (5 az n hosszisagu sorozatot.

a) kon(red(a),red(f)) legaldbb 2, legfeljebb n + m hosszisdgi. Kivéve ha
valamelyik vagy mindkét sorozat iires, ugyanis ilyenkor nyilvan lehet 1,
illetve 0 hosszisagu is.
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b) red(kon(c, 3)) legaldbb 1, legfeljebb n+m hosszisdgi. Kivéve ha mind-
két sorozat iires, ugyanis ilyenkor nyilvan 0 hosszis4gu.

36. Definici6 szerint igaz.

37. Nem igaz, ugyanis példaul egy csupa kiilonbozd elembdl 4ll6 sorozat vetiilete
allhat akar csupa azonos elembdl is.

Legyen példdul A = Ny x Ny, ahol N; =N (i = 1,2) és

Q= < (17 1); (17 2)3 (173) >

Ekkor ugyanis red(«) = «, viszont:

pra, (@) = (1,1,1) = red(pr, (@) = (1),

38. a) prp(a)= ((1,1),(1,1),(1,1),(4,1),(4,5),(4,5), (4,5),
(14,5), (14,19), (14,19), (14,19),...)

b) red(pry(a)) = ((1,1),(4,1),(4,5),(14,5),(14,19),...)

15.2. A programozas alapfogalmai

| PRV p(S) = {((P, Q)7 (@7 @)7 (@ﬂ Q)a (97 (I))a (Fv \Il)v (Fﬂ Q)}
b) S megoldja F'-et, ugyanis teljesiilnek a megoldas feltételei:
- Dp ={9,0} C{®,0,I'} = Dyg).

- p(9)(®) = {9} 12,0} = F(®),
p(5)(0) ={0,0,2} C {0,9,} = F(0).

NN

2. Egyik éllitas sem teljesiil.

a) c)d) Nem igaz, ugyanis a megoldds definicidjadban szereplé6 Ya € Dp
p(S)(a) C F(a) feltétel megengedi, hogy p(S) egy adott @ € D ponthoz
kevesebb pontot rendeljen, mint F'. Tehat attdl, hogy F' nem determinisz-
tikus, .S és p(.S) még lehet az.

Legyen példdaul A = {1,2}, és

F = {(1a1)7(172)}’
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b) e) Nem igaz, ugyanis a megoldas feltételei semmit sem kovetelnek meg a
programnak a Dp-en kiviili pontokban valé viselkedésérél. Azokban a
pontokban lehet S és p(S) nemdeterminisztikus akkor is, ha F' minden
pontban determinisztikus.

Legyen példdul A = {1,2}, és

Fo= A1)},
S = {1, (1)), (2,(2)),(2,(2,1))}.

f) Ellenpélda:
S = {1 (1)), (1,{1,2,1)),(2,(2)),(2,(2,2,...))}

3. Igaz, ugyanis Dg = A miatt:

Dp(S) = {a S DS | S(a) - A*} = Sil(A*)

4. A megoldas két feltételének teljesiilését kell belatnunk:

qGDF:>S(q)§A* <~ DFgDp(S),

q€Dp=p(S)(q) CF(q) <= VqeDr:p(S)(q) C Flg)
Tehét a feladatban megfogalmazott feltétel nem csupan elégséges, hanem a
megoldds definicijanak egy ekvivalens atfogalmazdsa: egy a € Dy pontban
pontosan azt koveteljiik meg, hogy egyrészt legyen ott értelmezve a prog-
ram programfiiggvénye: S(a) C A*, masrészt pedig, hogy p(S)(a) C F(a)
teljesiiljon.

5. Nem azonosak. Dp, = Dp,, de F> C F}, tehit I, szigortibb, mint F;. Ugyanis
F5-ben azt is megkotjiik, hogy az elsé komponens ne véltozzon.

Példaul: ((4,1),(2,2)) € F1, de ((4,1),(2,2)) ¢ Fb.

6. Igaz, ugyanis a 2.3. példa alapjan belathatjuk a megoldas két feltételének telje-
stilését:

1. Mivel S7 és Ss is megoldja F'-et, Dp C Dysy) €s Dr C Dys,), tehét:
Dr € Dp(s1) N Dy(sz) = Dp(siuss)-
ii. Ya € Dp : p(S1)(a) C F(a) és p(S2)(a) C F(a), tehdt:
p(S1 U S3)(a) = p(S1)(a) Up(S2)(a) € F(a).
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7. Legyen X = {1,2,3,4,5,6,7,8}, H = X x X, az dllapottér pedig A =

9.

H x H x H, ahol mindegyik H komponens egy-egy bdbu helyzetét hatdrozza
meg a sakktdblan.

Ezek utdn az F' relacié megadhat6 az alabbi formdban:

F= {((alaa2aa)7 <b17b27b)) €EAxA | bl = a1 és b2 = a2 és
utésben(ai,az,b)},

ahol az iitésben(ay, az, b) feltétellel azt adjuk meg, hogy a b pozicié az ay és
as pozicidn 1évd bastya iitésében alljon:

titésben(ay, aq,b) = iitésben((x1,y1), (x2,y2), (x,y)) =

x =x1 ésmin{y1,y2} <y < mazx{yr,y2}, hazs = xo;
=< y=y1 ésmin{xy,x2} < x < max{xi,z2}, hay; =yo;
(r=x16sy=1yo) vagy (r =ax2ésy =7y1) egyébként.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ha a megadott b pozicié megegyezik valame-
lyik béstya poziciéjaval (b = a; vagy b = as), illetve ha a két bastya pozicidja
megegyezik (a1 = az), akkor az iitésben(ay, as,b) feltétel nem teljesiil.

. Igaz, ugyanis egy a € A pont esetén:

S(a) L A* <= a¢Dysy = a¢Dp,
p(S)(a) € F(a) — a¢Dp.

Mivel a megoldds definicidja szerint @ € Dy esetén a € Dy(g) és p(S)(a) C
F(a) is teljesiil.

a) Nem igaz. Legyen ugyanis A = {1,2}, F = {(1,1)}, S pedig olyan
program, amelyre p(S) = {(1,1),(1,2)}. Ekkor Dpp = Dp = {1},
viszont .S nyilvan nem oldja meg F-et.

b) Igaz. Ha S megoldja F-et, akkor Dpp = Dp, ugyanis:

: FP:Fﬁp(S) = Drp C Dp.

: Legyen a € Dp. Ekkor mivel S megoldja F-et, a € Dy €s
p(S)(a) C F(a), tehét (1) 3(a,b) € p(S), amelyre p(S)(a) C F(a)
miatt nyilvan (2) (a,b) € F is teljesiil. Igy (1) és (2) miatt (a,b) €
Fnp(S)=FP,tehita € Dpp.

U 1N
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15.3. Specifikacio

1. p(S) = {(2v 1)7 (214)7 (47 1)a (47 2)7 (4a 4)’ (574)} = ”f(sa Rﬂ = 0.

2. [1f(S,1gaz)] = {a € Dy | p(S)(a) C [Igaz| = A} = Dps), tehit:

1f(S,Igaz) = P(Dpys))-

3. Allitds:
(1) FneN:If(S,Qn) = If(S,(IneN:Qy,)),

viszont:
(2) (AneN:If(S,Qn) <= If(S,(In e N:Q,)).

Bizonyitds:
El6szor is értelmezniink kell a feladatban szerepld két logikai fiiggvényt,

amit konnyebbé tehet, ha a (3n € N : ...) kifejezéseket (\/, o - ..) alakban
irjuk fel:

- ’7371 € N: lf(Sa Qn)—l = [\/nEN lf(S’ Qnﬂ = UnEN ’Vlf(Sv Qﬂ)—l

Tehat (3n € N : [f(S, Q)y)) igazsdghalmazaban olyan a pontok vannak,
amelyekre 1étezik olyan Q.,, hogy a € [1f(S, Qn)], azaz a-bol p(S) sze-
rint biztosan [Q,, ]-ba jutunk.

= [1f(S,(Fn € N: Qu))| = [1f(S, Vyyen @n) -
Tehdt [ f(S, (In € N : Q),,)) igazsdghalmazédban olyan a pontok vannak,
amelyekbdl p(S) szerint biztosan [/, . Q@n ] = U,,cn[@n ]-ba jutunk.

Ezek utan a fenti két allitast bizonyithatjuk a kovetkez6képpen:

(1): Legyen a € [In € N : [f(S,Qn)], ekkor a fentiek alapjan Im € N :
a € [1f(S,Qm)]. Mivel Q,,, = /oy Qn trividlisan teljesiil, az [ f mo-
notonitdsa miatt [ f (.S, Q) = 1f(S,V, ey @n), tehdt a € [1f(S, Q)]
= a € [1f (S, Vyen @n)] = [1f(S,(In € N: Qn))]. lgy:

GneN:If(S,Q,)) = If(S,(Fn eN:Qy,)).
Megjegyzés: A bizonyitas soran nem haszndltukkiaVi € N: Q; = Q41
feltételt, igy az (1) dllitds tetszleges Q; : A — L (i € N) fiiggvé-

nyekre teljesiil. Ezért tekinthetd az [f tulajdonsdgai kozott kimondott
(4) 1f(S,Q) VIf(S,R) = If(S,Q V R) dllitds megszamlalhatéan sok



240

15. MEGOLDASOK

fliggvényre vonatkoz6 éltaldnositdsdnak. (Véges sok fiiggvényre az ere-
deti 4llitds alapjan nyilvdnvaldan teljesiil.) Ezek alapjan kimondhatjuk,
hogy tetszGleges I véges vagy megszdmldlhaté halmaz és Q; : A — L
(i € I) fiiggvények esetén:

Vier Lf(S,Qi) = Lf(S, Ve Qi)-

(2): Legyen A =N, [Q;] ={z eN|z<i} ({€N),tehdtVi e N: Q; =
Q;11 nyilvén teljesiil. Legyen S olyan program amelyre p(S)(1) = N.
Ekkor 1 € [If(S,(3n € N : @Q,))], ugyanis 1 € D,g) és p(S)(1)
[Gn € N: Qn] = Upen[@n] = N. Viszont #in € N : 1 E [1f(S,Qn)]
hiszen minden n € N esetén [Q,, ] véges (n elemii) halmaz, de p(S)(1) =
N, igy p(S)(1) € [Q,]. Tehat:

(In e N:1f(S,Qn)) < If(S,(IneN:Qy,)).

Megjegyzés: A feladat egyfajta folytonossdgi tulajdonsidgot fogalmaz meg az
I f-re, amely az analizisb6l ismert atviteli elvvel analég. Arrél van sz6 ugyan-
is, hogy ha Vn € N : Q, = Q1 teljesiil, akkor \/, . @, tekinthetS ezen
@, feltételek hatarértékének, és igy a feladatban azt vizsgdljuk, hogy az egyes
Qn-ekre kapott [ f (S, Q,,) fiiggvényértékek hatarértéke (\/,, . 1f(S, Qr)) meg-
egyezik-e a Q,,-ek hatdrértékében felvett fliggvényértékkel (1f(S, Ve @n))-
Rogzitett S esetén ugyanis az [ f egy feltételekhez feltételeket rendeld fiigg-
vénynek tekinthetd.

N

Azonban a fentiekben bizonyitott (2) 4llitds alapjén ez a folytonossagi tulajdon-
sdg nem teljesiil. Fontos megjegyezniink viszont, hogy ez azon milott, hogy
a modelliinkben megengediink olyan programokat is, amelyek programfiigg-
vénye korlatlanul nemdeterminisztikus, azaz 1étezik legalabb egy olyan pont,
amelyhez végtelen sok kiilonb6zd pontot rendel. Ha ezt nem engednénk meg,
illetve ha csak véges sok @), esetén vizsgdlndnk, akkor a feladatban szerepl6
tulajdonsdag teljesiilne.

. Igaz, ugyanis a 2.3. példa alapjén:

[1f(S1U Sa, R)| = {a € Dy(s,us,) | p(S1US2)(a) C [R]} =
= {a € Dps,) N Dp(sy) | p(S1)(a) Up(S2)(a) C [R]} =
={ac Alac€Dyg, ésp(Si)(a) C [R]és
a € Dp(s,) €s p(S2)(a) C [R]} =
= [If(S1,R)IN Uf(Sz, R)] = [1f(S1,R) N1f(S2,R)]

Es mivel feltettiik, hogy [ f(S1, R) = 1f(Sa, R),

Lf(S1US2, R) = 1f(S1, R) ANLf(S2, R) = 1f(S1, R) V Lf(S2, R).
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5. Nem igaz, ugyanis a feladatban szerepl§ feltétel azzal ekvivalens, hogy:

Vy € A:p(S1)~ ({y}) = p(S2) " ({y}).

Tehat p(S1) és p(Sz) reldcidk szerint csak a pontonként vett Gsképekrdl tudjuk,
hogy megegyeznek, amibdl nem kovetkezik, hogy Dy, (s,) = Dps,). Tekintsiik
példdul a 15.6. dbrit.

Megjegyzés: Ha barmely halmaz &sképe megegyezik a két programfiiggvény
szerint, akkor a programok ekvivalensek (1d. kovetkez6 feladat).

[ |
T

p(S1) p(S2)
A A A A

15.6. dbra. Ellenpélda

6. Igaz.

— Dy(s,) = Dp(s,). ugyanis H = Igaz vélasztdssal:
Dy(sy) = [1f(S1,1gaz)] = [1f(S2,1gaz)| = Dps,)-

— Minden a € D5,y = Dys,) esetén p(S1)(a) = p(Sz2)(a), ugyanis
[H1] = p(S1)(a), illetve [Ha| = p(S2)(a) vélasztassal adédik a kol-
csonos tartalmazds:

a € [Lf(Sy, H1)] = [1f(S2, H1)] = p(S2) " (p(S1)(a)) =
p(52)(a) € p(S1)(a),

és hasonl6an:

a € [1f(S2, Ha)] = [1f(S1, Ha)] = p(S1) ™ (p(S2)(a)) =
p(S1)(a) € p(S2)(a).

7. [If(S,H)] ={z € N| 2z =3 (mod 4) vagy x = 0 (mod 4)}
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8.

10.

11.

Nem azonosak. D, = Dp,, de F» C F1, tehat I, szigortibb, mint F;. Ugyanis
F5-ben azt is megkotjiik, hogy az elsé két komponens ne véltozzon.

Példaul: (a,b) = ((2,1, hamis), (1,3,igaz)) esetén (a,b) € Fy, de (a,b) ¢
Fs.

. Legyen a € N. Ekkor egyrészt:

Fl((a2’b)) = {(a27a)1 (a2’ _a)} 7¢— {(a2va)} = F2((a2’b))’

madsrészt pedig:
Fi((=a?,b)) =0 2 {(=a®,—a)} = Fa((—a?,b)).

Tehat F1 7@ FQ és F2 SZ Fl.

Viszont Dp, € Dp, és Ya € Dp, : Fy(a) C Fi(a), tehit Fy szigoribb,
mint F}.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a feladatban adott specifikaci6 a 3.2. 4llitds ér-
telmében nem jo specifikdcio, ugyanis a @ el6feltételbSl nem tudjuk leolvasni a
feladat értelmezési tartomanyét, ezért nem létezik olyan program, amely teljesi-
tené a specifikacio tételének feltételeit. Ezt tigy kertilhetnénk el, ha a ) eléfel-
tételben kikotnénk, hogy « > 0. (Ilyen kérdésekkel részletesebben a 11. és 18.
feladatok kapcsan foglalkozunk.)

Az m és n véltozok egy intervallumot hatdroznak meg, és ¢ € [m..n] esetén
g(i) = 1 pontosan akkor teljesiil, ha i az f fiiggvény egy maximumbhelye az
[m..n] intervallumon, egyébként pedig ¢(i) = 0. Tehét a feladat az, hogy adjuk
meg az f fiiggvény [m..n] intervallumon vett maximumhelyeinek szamat.

A specifikdci6 tételének kimonddasakor is hangsulyoztuk, hogy a tétel altala-
ban nem megfordithatd, és a 3.2. allitdsban megfogalmaztuk a jo specifikdci-
ora vonatkozé kritériumokat. Az aldbbiakban arra mutatunk példat, hogy ilyen
feltételekre valéban sziikség van, vagyis ha ezek nem teljesiilnek, a tétel nem
feltétleniil megfordithat6.

Legegyszeriibben olyan ellenpéldat adhatunk, ahol 1étezik olyan b € B para-
métertérbeli pont, amelyre [Qy] # 0, de [ Ry | = 0. Ekkor ugyanis nem létezik
olyan program, amely teljesitené a specifikdcid tételének feltételeit, hiszen egy
ilyen b € B pontra tetszSleges S program esetén (az [ f (1) tulajdonsdgit fel-
hasznélva):
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[LF(S, Ry)] = [1F(S, Hamis)] = 0.

Tehdt [Qp] # 0 miatt [Qy] € [1f(S, Ry)], vagyis Q, = 1f(S, Ry) nem

teljestl.

Tekintsiik példdul a 15.7. dbrit. Legyen A = {1,2}, B = {o,0}, F1 =
{(1,0),(2,8)}, F» = {(a, 1)}, F = {(1,1)}. Ekkor nyilvan teljesiil, hogy:

F1 QAXB, FQQBXA és F:FQOFl.
Legyen S olyan program, amelyre p(S) = F'. Ekkor S megoldja F-et, viszont:

[Qs] ={2} & 0=1[1(S,Rp)], tehdt Qz + Lf(S, Rp).

A B A

15.7. abra. Ellenpélda

Altalaban azonban az ilyen specifikdcidkat — éppen ezért — keriilni szoktuk,
olyan F} és F relacidkat adunk meg, amelyekre Ry, C Dp,. Viszont ek-
kor sem teljesiil minden esetben a specifikacié tételének megforditasa, ugyanis
a kiilonb6z6 b € B pontokhoz tartozé [ Q| halmazok nem feltétleniil diszjunk-
tak.

Tekintsiik példdul a 15.8. dbrit. Legyen A = {1,2,3}, B = {«a,8}, Fi =

{(1a Oé), (2,04), (25 ﬁ)? (3a6)}7 F2 - {(O{, 1)) (ﬁv 2)} Ekkor F - F2 o Fl -
{(1,1),(2,1),(2,2),(3,2)}, és S legyen olyan program, amelyre p(S) = F,
tehdt S nyilvan megoldja F'-et, viszont:

Qa # 1f(S5,Ra) € Qp # Lf(S, Rp).

Tehat a paramétertér egyetlen pontjdban sem teljesiil a specifikdcié tételének
feltétele, de az S program megoldja az F' feladatot.
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12.

13.

14.

15.8. dbra. Ellenpélda

A feladat az, hogy adjuk meg a k pozitiv egészhez legkozelebb esé (egyik) prim-
szdmot. F' egy (k,q) parhoz olyan (k, p) part rendel, amelyre p primszdm, és
nem létezik k-hoz p-nél kozelebb esé prim (p nem minden esetben egyértelmi).
Ezek alapjan:

F((10,1)) = {(10,11)} és F((9,5)) = {(9,7),(9,11)}.

Dr, = Dp, és Fy C Fy, tehdt Fy szigoribb, mint F,. Ugyanis F egy (a,b,c)
ponthoz olyan (a, b, d) pontot rendel, amelyre d az a és b legkisebb kozos tobb-
szérose, Iy pedig olyan (a, b, ¢) pontokat, amelyekre e az a és b szdmoknak egy
a szorzatukndl nem nagyobb koz0s tobbszorose.

Példaul: F(4,6,1) = {(4,6,12)},
F5(4,6,1) = {(4,6,12), (4,6,24)}.

Nem azonosak. Dy, = Dp, és Fy C Fj, tehat I szigoribb, mint F5. Két
fontos kiilonbség is van a feladatok kozott, ugyanis Fi-ben az f fiiggvénynek
az [m..n] intervallumon vett elsé maximumhelyét keressiik gy, hogy az elsé
két véltozo (az intervallum hatdrai) ne véltozzon, F>-ben pedig az [m..n] inter-
vallumon vett valamelyik maximumbhelyet keressiik és az elsé két komponens is
megvaltozhat.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a feladatban adott két specifikacié a 3.2. 4llitas
értelmében nem jo specifikdcio, ugyanis a () elGfeltételbdl nem tudjuk leolvasni
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15.

16.

17.

a feladat értelmezé€si tartomanyét, ezért nem létezik olyan program, amely telje-
sitené a specifikdci6 tételének feltételeit. Ezt mindkét esetben tgy keriilhetnénk
el, ha a @) elofeltételben kikotnénk, hogy m < n. (Ilyen kérdésekkel részlete-
sebben a 11. és 18. feladatok kapcsan foglalkozunk.)

A feladat szovegesen megfogalmazva az, hogy osszegezzikk av : N — {0,1}
fiilggvényt az [1..n] intervallumon. Vegyiik észre, hogy az éllapottérnek egyet-
len komponense van, amelynek értékétdl nem fiigg a feladat, vagyis minden
ponthoz ugyanazt rendeli. (Az n szdm ugyanis nem az allapottér egyik kompo-
nensében adott, hanem a v fliggvényhez hasonléan rogzitett.) Tehat nincsenek
olyan komponensek, amelyek paraméterezik a feladatot, ezért most nem az élla-
pottér egy alterét valasztjuk paramétertérnek, hanem egy tetszbleges egyelemi
halmazt, és az F} reldcié minden dllapottérbeli ponthoz hozzarendeli ezt az ele-
met.

A= N
s
B = {x}
Q : Igaz
R:(s= 3 v(k))
k=1
A= N x N
n d
B = N
n/
Q: (n=n)
R : (QAdn)
A= N x N
n d
B = N
n/

Q:(n=n"ANJaeN:(anNa#1Na#n))
R:(QAdnANd#1ANd#n)
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18. A feladat szovege alapjan kozvetleniil az alabbi specifikdcié adédik:

A= N x N
n d
B = N
n/
Q:(n=n))
R: (QANdinANd#1ANd#n)

Azonban vegyiik észre, hogy a fenti specifikdcioban nem foglalkoztunk azzal,
hogy nem minden természetes szdmnak létezik valédi osztéja. Igy olyan Fy és
F, relacidkat kaptunk, amelyekre az ' = F, o I feladat értelmezési tarto-
mdnya nem egyezik meg F; értelmezési tartomédnydval (Dp C Dp,), tehit a
Q el&feltételbdl nem tudjuk leolvasni a feladat értelmezési tartomédnyat. Vagyis
ez a specifikdcié nem teljesiti a 3.2. llitdsban megfolgalmazott kritériumokat,
nem jo specifikdcio. Léteznek ugyanis olyan b € B paramétertérbeli pontok (a
nem Osszetett szamok), amelyekre [Qp] # 0, de [Ry]| = 0, ezért nem létezik
olyan program, amely teljesitené a specifikécio tételének feltételeit. Hiszen min-
den ilyen b € B pontra tetszGleges S program esetén (az [f (1) tulajdonsdgét
felhasznalva):

[L£(S, Ry)] = [Lf(S, Hamis)] = 0.

Tehét [Q,] # 0 miatt Q, = 1f(S, Rp). Ezért az ilyen specifikdciokat nyilvan
keriilni fogjuk.

Erre jelen esetben is, mint ahogy altaldban, két megoldds kindlkozik. Az egyik
az, hogy mar eleve kikotjiik az eléfeltételben, hogy csak Osszetett természetes
szamokra van értelmezve a feladat. Ekkor pontosan ugyanazt a specifikaciot és
szovegesen megfogalmazva is ugyanazt a feladatot kapjuk, mint az el6z6 fel-
adatban. Vegyiik észre, hogy ez a specifikdcié ugyanazt az F' = F5 o F reldciét
hatdrozza meg, mint az els6ként felirt valtozat (habar F; nem ugyanaz), de a
specifikacié tételének alkalmazdsa szempontjabdl nagyon lényeges kiilonbség
van a kettd kozott.

A madsik megoldés, hogy atfogalmazzuk a feladatot igy, hogy minden termé-
szetes szamra értelmezhetd legyen: dontsiik el egy természetes szamrol, hogy
van-e val6di osztdja, és ha van, akkor adjunk meg egyet. Ekkor az allapotteret is
bdviteniink kell egy logikai komponenssel, és nyilvan egy teljesen eltérd speci-
fikaciot kapunk, teljesen mds programok oldjdk meg ezt a feladatot, mint az

el6zbeket.
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A= N xL x N
n l d
B = N
n/
Q: (=)

R : (QAl = (Fa € N: (ajnAa # 1Aa # n))Al — (dnAd # 1Ad # n))

19. A= NXx H
n h

B N

~

n

Ahol H = {X € p(N) | |X| < oo} = F(N), azaz N véges részhalmazai-
nak halmaza. H bevezetése azért sziikséges, mert p(N) nem megszdmldlhaté
halmaz, ezért definici6 szerint nem szerepelhet dllapottér komponenseként.

Q:(n=n)
R: (QANh={deN|dnAd#1Nd#n})

Megjegyzés: Ebben a feladatban nem okoznak gondot a nem Osszetett szamok,

ugyanis azoknak is ugyandgy létezik a valddi osztéik halmaza, nevezetesen az
tires halmaz.

20. A = x N
p

B

N
n
= N
n/
Q:(n=n"An#1l)
R : (Q Ap|n Aprim(p) AVq € N: ((gin A prim(q)) — q < p))

A természetes szamok koziil egyediil az 1-nek nincs primosztéja, ezért azt az
eléfeltételben kizartuk.

21. A= N x Ny
n s

B =N

n/
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22,

23.

R:(QAs= nz_:l oszto(k,m))
k=2

Ahol oszto : Nx N — {0,1},

1, hak|n;
oszto(k,n) = { 0 kuléLben.

Megjegyzés: Ebben a feladatban sem okoznak gondot a nem Osszetett szamok,
azok valédi osztéinak szama nulla.

Az [m..n] egész intervallumot minden esetben gy értjiik, hogy n —m + 1
eleme van, tehdt iires intervallumot pontosan akkor kapunk, ha a végpontja
eggyel kisebb a kezd@pontjandl, azaz n = m — 1. Ezért egy [m..n] interval-

lum megaddsanal megkotjiikk, hogy m < n + 1, illetve ha az intervallum nem
lehet iires, akkor m < n.

Mivel nem minden intervallumba esik Osszetett szam, ezért be kell vezetniink
egy logikai valtozot, és a feladatot az aldbbi pontosabb megfogalmazds szerint
kell értelmezniink: adjuk meg, hogy az [m..n] intervallumban taldlhaté-e olyan
szam, amelynek van valddi osztdja, és ha igen, akkor adjuk meg az elsé ilyet.

A= N x N x L x N
m n l 7
B = N x N
m’ n’

Q:(m=m'An=n"Am<n+1)
R: (QANl=(3je[m.n]:B)ANl— (i€[m.n]ABENA
Vj € [m.i—1]: =8(j)))

Ahol :N—= L, [f] ={aeN|3FbeN:blaésb+#16ésb+#a}, vagyis 8(a)
pontosan azon a € N szamokra lesz igaz, amelyeknek van val6di osztdja.

Megjegyzés: Ez a feladat a 12. fejezetben megfogalmazott linedris keresés egy
konkrét esete.

vz

Az el6z6 feladathoz hasonldan itt is sziikségiink lesz egy logikai véltozoéra is,
és pontositanunk kell a feladatot, ugyanis nem minden intervallumban van 6-tal
nem oszthaté szam.
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24,

A= N x N x L x N
m n l )
B = N x N
m/ n’

Q:(m=m'An=n"Am<n+1)
R:(QANl=Fjem.n]:6 fj)ANl— (i €[m.n]A6 fin
Vj € [m.n]: (6 fi — f(j) < f(©)))

Ahol az f : N — Ny fiiggvény egy természetes szdm valddi osztdinak szamat
adja meg:

n—1
fln) = Z oszto(k,n),
k=2
ahol oszto : Nx N — {0,1},

1, hak|n;
0  kiilonben.

oszto(k,n) = {

Az el6z6 két feladattal ellentétben most nem engedjik meg az iires inter-
vallumot, kikétjiik, hogy m < n.

A= N x N x N
m n )

B = N x N
m’ n'

Q:(m=m'An=n"Am<n)
R: (QANi€m.n|AYjem.n]: f(j) < f@{)

7.z

Ahol f az el6z06 feladatban definidlt fiiggvény.

15.4. Kiterjesztés

1. F/={((¢g,a),(r,b)) e AxA|r=q+1}

2. Nem igaz. Legyen példdul A = {1,2} x{a,b}, B ={1,2}, S C A x A**,
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5.

pre(9)' ={ ((1,a),((1,0),(2,a))), ((1,0),((1,
( (( ) b

Megjegyzés: Vegyik észre, hogy egy program projekcidja nem is feltétleniil
program (1d. 4. feladat).

. Legyen B altere az A dllapottérnek, S C B x B** program, S’ az S kiterjesz-

tettje A-ra. Ekkor nyilvdn S” C A x A**, tehdt azt kell beldtnunk, hogy teljesiil
a program definicidjaban szerepld harom feltétel.

i. S’ definici6jdbol adédik, hogy Va € A : S'(a) # 0, tehat Dgr = A.

ii. Legyena € Rgy = Ja € A : (a,) € ' = (prp(a),prp(a)) € S.
Mivel S program, prp(a) = red(prp(a)), tehit o = red(a), ugyanis
Vi € Dy, : prp(a;) = prp/(a) miatt az « sorozat két tagja pontosan
akkor lesz azonos, ha a prp(«) sorozat megfelels tagjai azonosak.

iti. Legyen a € A é a € S'(a). Ekkor (prg(a),prp(a)) € S =

lpre(a)| # 0és prg(a); = pre(a). Tehdt |a] # 0, pre(ay) = pra(a)
és prp/(a1) = prp/(a), vagyis a; = a.

. Legyen S olyan program, amelyre:

S((1,1,...,1)) = {((1,1,1,...,1), (
(2,2,...,2,1), (

Legyen B az A egy valddi altere. Ekkor 1étezik olyan k € [1..n|, amelyre Ay
nem szerepel a B komponensei kozott, igy prp(S) az (1,1,...,1) € B pont-
hoz egy olyan véges sorozatot rendel, amelynek a k. és (k + 1). tagja azonos,
tehat nem lehet redukalt.

a) Nem igaz. Ha F' = pra(F"), akkor F” C F'. F’ a legbGvebb ilyen
tulajdonsagu reldcid, hiszen minden olyan rendezett part tartalmaz, amely-
nek vetiilete F'-beli.

b) Mivel a projekci6 fiiggvény, pry ) (F) = pr;(F).



15.5. PROGRAMKONSTRUKCIOK 251

prfq_l)(F) :pT’Zl(F) = {93 € DprA |P7'A(17) S F} =
={(a,b) € Bx B|pra((a,b)) € F} =F'

Megjegyzés: Jelolésben éltalaban nem kiilonboztetjik meg a pry : B —
Aésapry: Bx B — Ax A figgvényt, de itt nyilvan az utdbbirdl van
sz6, ezért Dy, = B x B. Tovédbba mivel pr4 () egy A-beli elemet jeldl,
nem pedig egy egyelemii halmazt, az 6skép definiciéjaban € jelet kell ir-
nunk a C helyett.

6. A kiterjesztés definici6jabol adédik, hogy:

F {((a,a1),(b,b1)) € Bx B|(a,b) € F'},
F" = {((a,as). (b)) € Cx C | (a.b) € F},
F" = {((aaalaGQ)a (bv blabQ)) €DxD | (a7b) € F}

Jelolje F° az F" kiterjesztését D-re. Ekkor F'° C D x D,

{((aa a13a2)5 (b7 b1762)) | C( ((a a17a2) (b7 blabQ))) € FN} =
{((a,a1,a2), (b,b1,b2)) | ((a,a2), (b,b2)) € F"'} =
{((a7a11a2)a (bv blva)) | ((L, ) S F} =F",

Tehét belattuk, hogy F'"’ az F" kiterjesztése D-re.

Mivel F’ és F"" A-ra vett projekcibja F, ezért F"' az F' A-ra vett projekcidjanak
kiterjesztése C'-re, és hasonléan F” az F"' A-ra vett projekcidjdnak kiterjesztése
B-re.

Nem igaz. Tekintsiik példdul a 15.9. dbrdt. Legyen A = B x C, B = {1,2},
C=A{a},F,={(1,2)} = F={(1,0),(2,0)} = F1 = {(a, @)}. Ekkor:

FI ={((1,0),(1,0)), (1, 0), (2,2)), ((2, ), (1, ), ((2, @), (2 )},
pTc(F{) = {(171)’(1’2) (2, )’(2 2)} # {(172)

15.5. Programkonstrukciok

1.

a) (S1;9) = { 1— 1463, 1—1451..., 1—12...,
25 2132132..., 3 —361..., 4 — 4636,
4 — 45134, 445121, 5 — 5636,
6 — 612132... }

p((Sl; 52)) = {(47 1)7 (43 4)7 (47 6)a (576)}
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Iy

b)

c)

Fy

15.9. abra. Ellenpélda

IF(7T1251,7T2152):

={ 1- 14, 1—-12..., 2 — 2132,

3 — 36, 4 — 463, 4 — 451 U
U{ 1-— 134, 1 — 121, 3 — 36,

4 — 463, 4 —451..., 5 — 5632 U
Uu{ 6—-6... } =
={ 1- 14, 1—12..., 1 — 134,

1 — 121, 2 — 2132, 3 — 36,

4 — 463, 4 — 451, 4 —451...,

5 —5632, 6—6... }

p(IF) = {(272)’(376)7(5’2>}

Vezessiink be néhdny jelolést, hogy konnyebben le tudjuk irni a ciklust.
Ha egy sorozat valamely részsorozata folott egy vonds szerepel, akkor az
jelentse azt, hogy ott a megfeleld részsorozat véges sokszori ismétlésével
kapott 6sszes sorozat allhat. Tehit a — « 3y az aldbbi halmazt jeloli:

{(a, kon(a,w,v)) | In € N:w = kon(p*, 3?,...,") és
Vic[ln]: 3 =8}

Ha pedig egy sorozat valamely részsorozata folott — jel szerepel, akkor
az jelentse a megfeleld rész végtelen sokszor torténd ismétlésével kapott
sorozatot. Tehat:

afi ... = kon(a,B,8,0,...).

Ezen jeloléseket hasznalva:
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DO = { 1— 14636, 1—12..., 1 — 14514636,
_ — —
1—14512..., 1—1451..., 2—213...,
3 — 36, 4 — 4636, 4 — 4514636,
4—-7512..., 4—451... } U
u{ 5-5, 6—6 I3

Megjegyzés: Ebben a feladatban a programokban szerepld (a, {a, b, ¢, . .. )) péa-
rokat az egyszerliség kedvéért a — abc. .. alakban adtuk meg.

2. IF(7T1 . Sl,ﬂ'g . SQ,7T3 : Sg) =

={ 1—-12..., 1-12 2 — 23, 2 — 24,
3 — 3456, 3—3..., 4—463, 4 — 43,
4 — 432, 5—5..., 6—063... 1,

DP(IF) = {274}’ p(IF) = {(Qa?’)’ (274)a (472)7 (473)}

s

Megjegyzés: Az el6z6 feladathoz hasonléan a programban szerepld (a, (a, b, ¢, ... ))
parokat itt is a — abc. .. alakban adtuk meg.

3. Nem igaz. Ugyanis egy a € A pont esetén Sz o 7 o S1(a) = S2(7(S1(a))),
tehdt Rs,0r05, C Ry, viszont Rg,.s,) € Rs,. (Példdul minden R, -beli
végtelen sorozat definici6 szerint benne van R g,;s,)-ben is.)

Ugy is gondolkozhatunk, hogy amikor képezziik a 7 o S; kompoziciét, akkor
az S altal az allapottér egyes pontjaihoz rendelt sorozatokbdl csak a véges so-
rozatok végpontjai maradnak meg, a végtelen sorozatokat és a véges sorozatok
tobbi tagjat elveszitjiik. Viszont a szekvencia definicija szerint az Rg, -beli
sorozatok minden tagjdra sziikségiink van, tehdt S2 o 7 0 S7 nem egyezhet meg

(S1;.52)-vel.
Legyen példaul A = {a, b},

Sl = {(a7<aab>)>(ba<b7b> >)}’
Sy = {(a,(a)), (b, (b))}.
Ekkor ugyanis:
(S1; S2) = {(a,(a,0)), (b, (b,b,...))} = 51,
SporoS1 = {(a, (b))}
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Tehdt So o 70 Sy # (S1;52), s6t egyik irdnyu tartalmazds sem 4ll fenn.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy S o 7 0 51 nem is program.

4. a) Igaz, ugyanis felhaszndlva a definiciokbdl egyszerlien adédé Dgor =
F~1(Dg) dsszefiiggést:

Dy(sy = Dp(sa)op(sy) = P(S1) ™ (Dp(sy)) = [1F(S1, P(Dy(sy)))]-

b) Igaz, ugyanis egyrészt:

”f(Slvlf(Sm R)ﬂ =
={a € Dys,) | p(S1)(a) C [Uf(S2, R)|} =
={a € Dy(sy) | p(S1)(a) C{b € Dys,) [ p(S2)(0) C [R)]}} =
= {a € Dy(s,) [ p(S1)(a) C Dy(s,) €s p(S2)(p(S1)(a)) € [R)]}-

Misrészt pedig felhasznalva, hogy Door = F~1(Dg) és Va € Daor -
G o F(a) =G(F(a)):
[1f((51;82),R)| =
= {a € Dy(sy)ep(s:) | P(S2) © p(S1)(a) C [R]} =
= {a € p(51) " (Dp(sy)) | p(S2)(p(S1)(a)) € [R]} =
={a € Dys,) | p(S1)(a) € Dy(s,) €s p(S2)(p(S1)(a)) C [R]}.

5. Legyen A egy tetszSleges dllapottér, és a 8. fejezet definicidival 6sszhangban
vezessilk be a SKIP és az ABORT jeloléseket két specidlis programra:

SKIP
ABORT

{(a,{a)) € Ax A** | a € A},
{(a,{a,a,...)) € Ax A*™ | a € A}.

A SKIP és az ABORT program is felirhaté mindhdrom programkonstrukcié
segitségével. Legyen S tetszSleges program, 7 tetszSleges feltétel. Ekkor:

SKIP = (SKIP;SKIP)
SKIP = IF(Igaz: SKIP) = IF(r: SKIP,~r : SKIP)
SKIP = DO(Hamis, S)

ABORT = (ABORT;S) = (SKIP; ABORT)

ABORT = IF(Igaz: ABORT) = IF(r: ABORT,—n : ABORT)
ABORT = IF(Hamis : S)

ABORT = DO(Igaz,SKIP)
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6. Ciklusként nem irhat6 fel minden program, csak szekvenciaként és eldgazds-
ként. Legyen S egy tetsz6leges allapottéren adott program. Ekkor az el6z6 fel-
adatban bevezetett jelolésekkel:

a) S=(SKIP;S)=(S;SKIP)
b) S=IF(Igaz:8S)=IF(m:S-m:S5) (rtetszbleges feltétel)
¢) Legyen példdul A = {a, b},

S = {(a7 <a>)7 (a” <a7b>)’ (b, <b>>}

S nem irhat6 fel ciklusként. Tegyiik fel ugyanis indirekt médon, hogy 1é-
tezik olyan 7 feltétel és Sy program, amelyekre S = DO(, Sp). Ekkor:

- a¢[r] = So(a) = {(a)},
- a€fn] = VaeSyla)NA*:7(a) ¢ [7] = (a) ¢ So(a).
Mivel S programra egyik sem teljesiil, S # DO(m, Sp).

7. Nem igaz. |J ([mx] N Dps,)) azon a pontokat tartalmazza, amelyekre van

k=1
olyan dga az elagazasnak, amelynek a feltétele igaz a-ban, és a megfelels Sy
program biztosan termindl a-bol indulva. Ezzel szemben D)1 ry-ben csak olyan
a pontok szerepelnek, amelyekre legalabb egy feltétel teljesiil, és minden olyan
Sk program, amelyhez tartoz6 feltétel igaz, biztosan termindl a-bél.
Ha a € Dy(rp), akkor nyilvan 3k € [1.n] : a € [m] ésa € Dyg,), tehit
Dyiiry € U ([7r] N Dys,y)- A forditott irdny tartalmazds azonban nem 4ll
k_

=1
fenn. Legyen példaul A = {1,2}, [m] = {1,2}, [m2] = {1},

S1 = {(1»
Sy = {(17< >

2
Ekkor Dy,(rpy = {2}, viszont |J ([m] N Dps,)) = {1,2}.
k=1

8. Dys = 0 <— S1US3U---US, minden ponthoz rendel végtelen
sorozatot.

Dpiry=A <<= Ay feltételek lefedik a teljes dllapotteret, €s minden
S, program az a € [, ] pontokhoz csak véges
sorozatot rendel.

Példaul: m = Hamis, S; = ABORT,
7 = Igaz, Sy =SKIP (k€ ][2.n]),
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ahol SKIP és ABORT a 8. fejezetben bevezetett programok.

9. Nem igaz, egyik irdnyu tartalmazas sem all fenn. Egyrészt az el6z6 feladatban
lattuk, hogy D, rry € Dp(s). tehdt p(IF) ¢ p(S). Masrészt legyen példaul
Sk = SKIP, m;, = Hamis (k € [1..n]), ahol SKIP a 8. fejezetben beve-
zetett program. Ekkor nyilvan p(IF) = 0, de p(S) = p(SKIP) = ida, tehat
p(S) ¢ p(IF).

10. Igaz, ugyanis:

Dp(IF) = {a cA | a € {71’1—| U [WQ] ésa € [Wl] —a € Dp(Sl) és
a € |_’7T2~| — a c Dp(Sg)} =
={acA|(ac[m]ésac [m]ésacDys,)ésac Dys,)) vagy
(a€[m]ésad[ma]ésac Dyg,) vagy
(a g [m]ésac[ma]ésacDysg,)t=
= ([m] N [m2] N Dp(sy) N Dy(syy) U (([ma] \ [m2]) N Dpsyy) U
U ((Tr2] \ [m1]) N Dy(s,))-

11. Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezet definicidira.

S = {(1,(1,2)),(2,(2,4)),(3,(3,3,...)),(4,(4,4,... )}
Sy = {(1’<1>)?(27<2>)a(37<3>)’(4’<4>)}
TF = {(1,(1,2)),(1,(1)),(2,(2)),(3,(3,3,...)), (4,(4,4,...))}

12. a) Mivel a szekvencia programfiiggvénye a két komponensprogram prog-
ramfiiggvényének szigori kompozicidja (p(S) = p(S2) ®p(S1)), F pedig
a két feladat kompozicidja, ezért D C D)) nem mindig teljesiil, S nem
feltétleniil oldja meg F'-et.

Tekintsiik példdul a 15.10. dbrit. Legyen A = {1, 2},

Fy = {(17 1)7 (172)}» = {(17 1)}’
S1=A{(1,(1)),(1,(1,2)),(2,(2,2,...))},
Sz ={(1,(1)),(2,(2,2,...))}.
Ekkor p(S1) = Fy és p(S3) = F», tehdt S7 megoldja F}-et, So megoldja
F5-t, viszont:
§ = (81:92) = {(1, (1)), (1 (1.2,..)). (2, (2. ),
F=FoF ={(1,1)}
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15.10. abra. Ellenpélda

Tehdt p(S) = 0, igy S nem oldja meg F-et.

b) Mivel itt F' a két feladat szigorii kompozicidja, S megoldja F-et.
Tudjuk, hogy 51 megoldja F;-et, So; megoldja Fb-t, tehat:

(1) DFI - D;D(Sl) (3) DFz c Dp(S2)
(2)Va € Dp, : p(S1)(a) C Fi(a) (4)Va € Dg, : p(S2)(a) C Fyr(a)

Ezeket felhaszndlva ldssuk be a megoldés két feltételének teljesiilését:

i- Dror, € Dp(sy)op(s:)s
it. Ya € DFz@Fl Ip(Sg) @p(S’l)(a) CF e Fl(a).

. Legyen a € Dp,oF, . Ekkor felhasznélva a definiciokbdl egyszeriien
ad6d6 Doy = HH(Dg) dsszefiiggést:
a € Dp,or, = F{ ' (DR,) <
a € Dr, és Fy(a) C Dp, =1)0)
a € Dy(s,) és Fi(a) € Dyg,) =3
a € Dy(s,) és p(S1)(a) C Dys,) <=
a € p($1)" (Pp(s;) = Dp(smyon(s):
Tehat belattuk, hogy Dp C Dp( 9)-

ii. Legyen a € Dp,qr rogzitett. Ekkor a fentiek alapjan (5) a € Dp,
és (6) Fyi(a) C Dp,. Felhasznélva, hogy Va € Dgon : G© H(a) =
G(H(a)):

p(S2) © p(S1)(a) = ( 2)(p(S1)(a)) O3
C p(S2)(Fi(a)) €O Fy(Fi(a) = F, © Fi(a).

Tehat beldttuk, hogy Va € Dp : p(S)(a) C F(a).
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13. Egyik sem teljesiil. Tekintsiik példdul a 15.11. dbrdt. Legyen A = {1, 2, 3},

15.11. 4bra. Ellenpélda

Ekkor p(S2) ® p(S1) = Fo @ F1 = {(1,1)}, tehdt S megoldja F» ©® F;-et,
viszont p(S1) = p(S2) = {(1,1)}, tehdt S; nem oldja meg Fi-et, és So nem
oldja meg F5-t.

14.  a) Nem, ugyanis ha Dp ¢ [\/ m] = | [7;], akkor létezik olyan a € Dp
i=1

i= i=1

pont, amelyre a ¢ J [m;], tehdt a ¢ Dy;py = Dp € Dp1p).
i=1

Legyen példdul F' = ida, mp, = Hamis, S tetsz8leges (k € [1..n]).
Ekkor VE € [1..n] esetén F|(.,1 = 0, tehdt tetszGleges Sj, program meg-
oldja, viszont Vk € [1..n] : m, = Hamis miatt nyilvan p(IF) = (), tehét
I F nem oldja meg F-et.
b) Ez kovetkezik a ¢) pontbdl, ugyanis itt [ V mo V - -+ V m, | = A.
c) Igen. Tudjuk, hogy Vk € [1..n] esetén Sy, megoldja az F'|[,1-t, tehat:
(1) Vk € [ln] :Dr N [7‘(‘]{| - Dp(Sk)’
(2) Vk € [l.n]:Va € Dp N [1i] : p(Sk)(a) C Flir(a) = F(a).
Ezeket felhaszndlva lassuk be a megoldas két feltételének teljesiilését.
1. Legyen a € Dp. Ekkor egyrészt a feladatban szerepl6 feltétel miatt
n n
ac [V m] = U/ m]| masrészt Vk € [1..n] esetén ha a € [my],
i=1

=1
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akkor (1) miatt a € D)g,), tehdt a € Dy(; ). Ezzel belattuk, hogy
Dp C Dy(rF)-

1. Legyen a € D rogzitett. Ekkor a € Dy(; ), tehat:

pIF)(a) = kglp(sk)lfm(a) = U p(Sk)(a).

ke[l..n], a€[m]

Mivel minden k € [1..n] és a € [m;] esetén (2) miatt p(Si)(a) C
F(a), ezen halmazok tnidja is része F'(a)-nak. Ezzel beldttuk, hogy
Va € Dp : p(IF)(a) C F(a).

15. Igaz. Tudjuk, hogy I F megoldja F'-et, tehat:

(1) Dr CDpury <= Yae€Dp: (ac U[m]ésVke[l.n]:
i=1

(a S 7|_7Tk~| — a c Dp(Sk)) ),
(2) Ya € D : p(IF)(a) C F(a).

Legyen k € [1..n] rogzitett, és ldssuk be, hogy Sj. megoldja F|,1-t.

i. Dpy;,.; = Dr N [mk] C Dy(s,), ugyanis minden a € Dy N [ ] esetén
(1) miatt a € Dp(S'k,)-

ii. Legyen a € Dp N [my | rogzitett. Ekkor (1) miatt a € D) és (2) miatt:
p(IF)(@) = U p(Si)lma(e) € Fla).
Mivel a € [my |, F|ir,1(a) = F(a) és p(Sk)|[r.(a) = p(Sk)(a). Tehat:

p(Sk)(a) = p(Sk)lm,1(a) € p(IF)(a) € F(a) = Flr,1(a).

Ezzel belattuk, hogy Va € Dpy | : p(Sk)(a) € Flz,1(a).

Ekkor Sj megoldja Fi-t (k € [1..n]), viszont p(IF) = 0, tehat I F' nyilvan
nem oldjameg az F' = Fy U...U F,, # () feladatot.
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17.

18.

19.

20.

Igaz, ugyanis ez a feladat specidlis esete a 15. feladatnak, amelyrdl beléttuk,
hogy igaz. Itt meg van adva egy plusz feltétel, de azt nem kell kihaszndlnunk a
bizonyitashoz.

Nem, tekintsiik példdul a 16. feladatban adott ellenpéldit. Megjegyezziik
azonban, hogy a Vk € [l.n| : D, = [my]| szigoribb feltétel mellett belat-
hatd, hogy I F' megoldja F'-et.

Egyenl6ek, tehat ekvivalensek is. Tekintsiik a struktogramjukat:

IF1 IFQ
T T2 T T N\ T2 To
S1 So S1 S1US;y So

Az eldgazas definicidja szerint Va € A esetén:

d mephed
a), aaec |m 13
IF5(a) = 5’? a)U S3(a), haac€ |_7Tj/\7T2-|; = IFi(a)

{{a,a,...)}, haa¢ [m Vma].

Nem egyenl6ek és nem is ekvivalensek. Tekintsiik a struktogramjukat:

(T ()

™ T2 S T2 N\ T3 To N\ Ty

T3 T4
Sl Sl SB S4
Ss Sy

Els6 rdnézésre azonosnak tlinnek, de nem azok. Olyan a € A pontok estén
kiilonbozhetnek, amelyekre a € [m1], @ € [m2],de a ¢ [m3] és a ¢ [m4].
Ekkor ugyanis IF34(a) = {{(a,a,...)}, IFi(a) = Si(a) U IF34(a) =
Si(a)U{{a,a,...)}, viszont I F5(a) = S1(a).

Legyen példaul S; = S5 = Sy = SKIP, ahol SKIP a 8. fejezetben beveze-
tett program, 7;-k pedig olyan feltételek, amelyekre Ja € [ Ama A3 ATy ].
Ekkor ugyanis a ¢ D), de a € Dy(rp,). Tehdt I Fy és IF> nem egyenld és
nem is ekvivalens.
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21. Igen. Tudjuk, hogy Sy megoldja F'-et, tehat:

(1) Dr C Dy(sy),
(2) Ya € Dp : p(So)(a) C F(a).

Ezeket felhasznélva lassuk be a megoldas két feltételének teljesiilését:

i. Dz € DPuoo) = Py

ii. Va € Dz :p(DO)(a) = p(Sp)|m(a) C Fln(a).

Mishogy fogalmazva azt kell beldtnunk, hogy egy a € A pont esetén ha
a € Dy, akkor egyrészt a € Dore , mésrészt p(Sp)|m(a) C F|r(a). Bont-

suk a bizonyitdst hdrom részre: (a € [7] ésa ¢ Dr) vagy (a € [7] ésa € D)
vagy pedig a ¢ [7].

— Haa € [7] ésa ¢ Dp, akkor a € Dp|,, F|m(a) = {a}, tehita ¢ Depr

— Legyen a € [7] és a € Dr, és tegyiik fel, hogy a € Dg— Fir . Ekkor nem
létezik olyan végtelen sorozat, amelynek tagjait a-bdl indulva F'|r relacié
egymds utdni alkalmazdsaival kapjuk. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy F'|x
egymdsi utdni alkalmazdsaival nem juthatunk [7]| \ Dp-be, tehét amig
nem jutunk ki Dp|, = [7]-bdl, addig biztosan Dp-ben maradunk, ezért
(1) és (2) miatt minden igy kapott  pontra x € D, g,) és p(So)(x) C
F(z). Vagyis a-bdl indulva p(Sp)|m egymds utdni alkalmazdsaival csak
olyan sorozatokat kaphatunk, amelyeket F'|7 szerint is megkapunk. Ebb6l
pedig a € DTlTF miatt kovetkezik, hogy egyrészt a € DW, masrészt

p(So)lr(a) C Flr(a).
— Haa ¢ [r], akkor nyilvdn a € Dy 7 € a € Dygsis, 6s Fln(a) =
p(So)|m(a) = {a}.

Ezzel minden a € A pontra belattuk, hogy ha a € D— Fim akkor @ € D—5~— I és

p(So)|7(a) € Fln(a), tehat a DO(r, Sy) program megoldja az F|r feladatot.

22. Haszndljuk a 8. fejezetben bevezetett SKIP és ABORT programokat.

a) Nem igaz. Legyen példaul S = ABORT és m = Hamis. Ekkor ugyanis
DO(r,S) = SKIP, tehit:

p(DO) =ids & 0= p(S).

b) Nem igaz. Legyen példaul S = SKIP és m = Igaz. Ekkor ugyanis
DO(m,S) = ABORT, tehat:
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p(DO) =0 2 ida = p(S).

23. Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezet definicidira.

S((2,4)) = {{(2,4),(0,4), (1,4), (3,4),(5,4), (7.4), (9,4),...) }
S [063,7),(0,7), (1,7),(3,7), (5,7, (7,7)) }

15.6. Levezetési szabalyok

1. Legyen DO(m, Sp) ciklus, amelyre teljesiilnek a ciklus levezetési szabélydnak
feltételei, tehat:

(1) Q= P,
PA-m= R,

P AT = 1f(So, P),
P/\’/T/\t:t():>lf(50,t<t0).

a) Nem. Tegyiik fel ugyanis indirekt médon, hogy [P A R] = (). Ekkor (2)
miatt nyilvan [P A =] = 0, vagyis (6) [P] C [«], és mivel [Q] # 0,
(1) miatt [ P] # 0. Legyen a € [ P], ekkor (6) miatt a € [7] és (3) miatt
t(a) > 0. Tovabbid (4) és (5) feltételekbdl adbdik, hogy a € [1f(So, P)]
ésa € [1f(So,t < t(a))], tehdt biztosan létezik olyan b € p(Sp)(a) pont,
amelyre b € [P] és ¢(b) < t(a). Viszont (6) miatt ekkor b € [], igy (3)
miatt t(b) > 0. Vagyis beléttuk, hogy Va € [P] : 3b € [P] : 0 < t(b) <
t(a). Mivel azonban g € [P], a fentiek alapjan Jo € [P]>® : a1 = ¢
ésVi € N: 0 < t(ay1) < t(ay). Tehdt a t(o;) értékek egy természetes
szamokbdl 4ll6 szigordan monoton csokkend végtelen sorozatot alkotnak,
ami nyilvén ellentmondés. Ezzel beléttuk, hogy [ P A R] nem lehet iires.

b) Nem, ugyanis (2) miatt [P A -7 A R| = [P A - |, amelyrdl pedig az a)
pontban beléttuk, hogy nem lehet iires.

2. Nem. Legyen ugyanis DO(m, Sp) ciklus, amelyre teljesiilnek a ciklus levezetési
szabdlydnak (1) — (5) feltételei. Ekkor a tétel alapjan ) = [f(DO, R), tehit:

[QAm] € [Q] S [Lf(DO,R)].
Tovabba:

[QAax] €D [PAR] €@ [1f(So, P)].



15.6. LEVEZETESI SZABALYOK 263

fey [Q A 7] C [If(So, P)] N [If(DO, R)], és mivel [Q A 7] nem iires,
[1f(So, P)] N[lf(DO, R)] sem lehet iires.

3. Legyen DO(m, Sp) ciklus, amelyre teljesiilnek a ciklus levezetési szabdlydnak
(1) - (b) feltételei.

a) Igaz, ugyanis a ciklus levezetési szabalyanak bizonyitdsa el6tt kimondott
1. allitasbodl kovetkezik.

b) Igaz. Lassuk be k szerinti teljes indukcidval.

~Hak = 0,akkorb € ¢°(¢) N[ N[P] = {q} = b=q=
t(b) =t(¢q) — 0.

— Tegyiik fel, hogy Vb € g*(q) N [7] N [P] : t(b) < t(q) — k. és
legyen ¢ € g"tl(g) N [l N [P] = 3b € ¢*(q) : ¢ € g(b).
Ekkor az a) pont alapjdn b € [P], tovdabbd b € [, ugyanis
kiilonben g(b) = p(So)|fx1(b) iires lenne. Tehdt az indukcids fel-
tevés alapjan t(b) < t(q) — k, tovdbba az (5) feltételbsl adddik, hogy
b e [1f(So,t < t(b))], tehdt Vo € p(So)(b) : t(x) < t(b). Mivel
azonban ¢ € g(b) = p(Sy)(b), ezért t(c) < t(b) < t(q) — k, igy
t(c) <t(q) — (k+1).

Ezzel az 4llitast beldttuk.

¢) Igaz, ugyanis:

glm = (p(So0)[ =) |m = p(So)|1x) Vidr\p, s, = P(So)l|m

d) Igaz. El6szor is vegyiik észre, hogy ha valamilyen k € Ny-ra g¥(q) C
[—m] teljesiil, akkor (k + 1)-re is teljesiil, ugyanis Dy, C [7| miatt
"t (q) = g(g*(q)) = 0. Tehdt ha létezik ilyen k < t(q), akkor k = t(q)
is ilyen.

Legyen tehdt k = t(q), és tegyiik fel indirekt médon, hogy ¢g*(q) € [~
= 3z € ¢*(q) N [r]. Ekkor az a) pont alapjan z € [P] is teljesiil,
igy a b) pont miatt t(z) < t(¢) — k = 0. Viszont z € [P]| N [x], ezért
(3) miatt ¢(z) > 0, igy ellentmonddsra jutottunk. Ezzel beldttuk, hogy
9" (q) € [-].

4. Igen. Legyen példaul A = {1,2}, [Q] = {1}, [Q'] = {1,2}, [R] = {2},
S1 =52 ={(1,(1,2)),(2,(2))}. Ekkor ugyanis S = S; = Ss, tehit:

Q1 = {1} < {12} = [if(5,Q)1
Q1 = {12} < {12} = [If(S2,R)],
QT = {1} < {12} = [Iif(S,R)].
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Viszont [Q] N [R] =0, [Q1N[Q"] = {1} # 0 és [Q'] N [R] = {2} # 0.

. Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezetben szerepeld definicidkra és 4lli-

tasokra. Az Sy a definici6ja alapjan megegyezik az aldbbi struktogrammal
megadott programmal:

r:=x—1
SKIP
y=y—1

Tehat a DO program az alabbi struktogrammal adhaté meg:

m
y=>1 y=0
ri=z—1
SKIP
y=y-1

A feladat szovegesen megfogalmazva az, hogy az = és az y valtozd értékét
csokkentsiik az y értékével. Az Sy program pedig minden ciklusiterdciéban az
x és az y értékét eggyel csokkenti, tehat a ciklusinvaridnsban azt kell megfogal-
maznunk, hogy az x és az y az eredeti értékéhez képest ugyanannyival csokkent,
vagyis:

P=FzeN:(z=2"-zANy=19y —2)).

Igy ciklusfeltételnek m = (y # 0) megfeleld lesz, ugyanis ekkor nyilvén teljesiil
a ciklus levezetési szabdlyanak (2) pontja. Tovdbbd mivel y értéke 7 teljesii-
Iése esetén pozitiv, és minden iterdciéban csokken, ¢ = y megfeleld terminald
fuggvény.

Ezek utdn a szekvencia és az eldgazas levezetési szabdlydnak felhasznéldsaval
a 12. fejezetben szerepld levezetések soran alkalmazott médszerekkel forma-
lisan is beldthatd, hogy erre a DO programra a fent megadott P, 7 és ¢ esetén
teljesiilnek a ciklus levezetési szabalydnak feltételei.

Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezetben szerepeld definicidkra és allita-
sokra. Az S = (S1; (S2; S3)) program struktogramja:
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SI: k:5
a>b a<b
SQI
r:=a—>b r:=b—a
532 =144+ 1

Vezessiink be egy Q' és egy Q" koztes feltételt:

Q =(Qrk=5).
Q' =1f(S3,R) =Ri“"*'=(a=d ANb=VAk-(i+1)<2)

Ekkor a 12. fejezetben szerepld levezetések sordn alkalmazott médszerekkel be-
lathatd, hogy (1) Q@ = 1f(S1,Q"), (2) Q' = 1f(S2,Q"), tovdbba Q" definici-
6jabol adédik, hogy (3) Q" = 1f(Ss, R). Ekkor a szekvencia levezetési szaba-
lya alapjan a (2) és (3) allitdsokbdl kovetkezik, hogy (4) Q' = 1f((S2;S3), R),
valamint az (1) és (4) 4llitdsokbol kovetkezik, hogy:

Q@ = 1f((S1;(52:53)), R) = Lf(S, R).

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ebben a feladatban a levezetési szabélyokat
helyességbizonyitdsra hasznéltuk, azaz egy mar meglév6 programrdl bizonyi-
tottuk be, hogy megold egy adott feladatot. Azonban a 12. fejezetben bemutatott
levezetési mddszer sordn nem ezt az utat kovetjiik, hanem a feladatbdl (annak
specifikdcigjabdl) kiindulva, azt a levezetési szabédlyok mentén részfeladatokra
bontva éllitunk el6 egy eleve helyes megold6 programot.

15.7. Elemi programok

1. a) Definici6 szerint igen.

b) A kiterjesztés definici6jabdl adédik, hogy S; elemi program, de M nem
feltétleniil. Legyen példaul M C C' x C** olyan program, amelyre:

M((2,0)) = {{(2.a),(2,b),(2,a),(2,0),(2,a),...) } é
M((z,9)) = Si1((2,y)), ha (z,y) # (2, a).

Ekkor pra(M) = S is teljesiil, nem csak az, hogy M ekvivalens S-sel
A-n, viszont M nyilvdn nem elemi program.

2. If(x,y == F(z,y),R) = lf(x,y =y, z,0 <y)=(z <y)" VW " =y<
xZ.
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3. Legyen F olyan feladat A-n, amelyet a SKIP program megold. Ekkor
p(SKIP) = ids miatt Dp C A, ésVa € Dp : ida(a) = {a} C F(a).
Tehdt a SKIP program pontosan azokat a feladatokat oldja meg, amelyekre
idp, C F.

4. Mivel p(ABORT) = 0, ezért Dr C Dyaporr) csak F = () esetén teljesiil,
tehat az ABORT program csak az F' = () feladatot oldja meg.

15.8. Tipus

1. Legyen 7, = (H, I, F), ahol

H = 1]0..99999],
I, = Igaz,
F = {F,F.}.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy mindegyik feladatban a 10.1. és 10.2. példak-
hoz hasonléan Tr elemeit az egyszertiség kedvéért (7, x) helyett x-szel jelsl-
jiik, és T helyett T-t frunk, igy 7' = [I;] C H. Jelen esetben T = H =
[0..99999].

A =T, F, C Ay x Ay,

Fy, ={(a,a’) | ' = fi(a)},
ahol f, : T — T,

[ x+1, hawz #99999;
fi(x) = { 0, ha z = 99999.

Ae:T’FegAeXAea

Fe={(a,d") [ d" = fe(a)},

ahol fo : T — T,

| x—-1, hax#0;
fe(x)_{99999, haz = 0.

Adjunk a tipusspecifikdcionak megfeleld tipust. A feladat szovege alapjan ado-
dik, hogy reprezentéljuk a tipusértékeket a 10-es szdmrendszerbeli alakjukkal,
mint decimalis szdmjegyek sorozatdval, amire két kézenfekvd megoldas kindl-
kozik. Az egyik az, hogy legfeljebb 6t hosszlisdgu sorozatokat engediink meg, és
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megkotjiik, hogy nulldval csak akkor kezd6dhetnek, ha egy hossziak, a masik
pedig az, hogy a sorozatok mindig pontosan 6t hossziak. Ekkor egyes esetek-
ben hosszabb reprezentdl$ sorozatokat kapunk, viszont az I invaridns felirdsa
és a miiveletek megvaldsitdsa egyszeriibb, ezért ezt az utat valasztjuk.

Legyen tehdt 7 = (p,I,S),ahol E =[0..9], [ : E* — L,
[1] ={a € B [[a] =5}

o CE*xT,Vae E*:

o(a) = {g(a)},
ahol g : E* — T,Ya € E* -
g(a) = f:llai -10lel=7,
S = {Sk, S}, ahol By, = E* és S, C By, x B;* olyan program, amelyre:
p(Sk) ={(a, &) [ e [T]és o € [I]és g(a') = fr(g(@))};

B. = E*és S, C B, x B}* olyan program, amelyre:

p(Se) = {(a, o) [a e [Tl és o' € [T] és g(a') = fe(g(@))}.

Ekkor ez a tipus megfelel a fenti tipusspecifikdcionak, ugyanis egyrészt o defini-
cidja alapjdn nyilvanvald, hogy a reprezentdcié helyes (o([I]) = T'), masrészt
a programfiiggvények és a reprezentdcids fliiggvény megaddsidbol egyszeriien
adddik, hogy a programok p-n keresztiil megoldjak a megfeleld feladatokat.

2. Vegyiik észre, hogy az I’ feladat nem mads, mint az 6sszeadds 10 szerinti mara-
dékkal. Legyen 7 = (p,I,S), ahol S = {S}. Az el6z6 feladathoz hasonléan
az els§ gondolatunk itt is az lehetne, hogy mivel E = {0, 1,2}, reprezentdljuk
a tipusértékeket a 3-as szaimrendszerbeli alakjukkal.

Ekkor o C E* xT,Va € E* :
o(a) ={g(a)},
aholg: E* — T,Va € E* :

|

g(a) = Z 7R 3‘0‘|*i .
i=1
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Azonban igy azt az [ : E* — L tipusinvaridnst kapnank, amelyre:
[M={a€E*||a|=3éa; <1és(a1=1= ay =a3=0)}.

Es nyilvan a miivelet megval6sitdsa is viszonylag bonyolult lenne.

Prébaljunk meg inkdbb olyan reprezentaciot adni, amely mellett konnyebben
tudjuk megfogalmazni a miveletet a reprezentalé sorozatokon, mint az elsé
esetben. Vegyiik észre, hogy semmi sem koveteli meg, hogy 3-as szdmrendszer-
ben vald reprezentdciéban gondolkozzunk. Sokkal egyszer(ibb reprezentdciot
kapunk akkor, ha az E elemei koziil csak az egyiket (példdul az 1-et) haszndlva
egy T-beli elemet egyszertien az értékével megegyezd hosszisdgu sorozattal
reprezentalunk, tehat o C E* x T, Va € E* :

o(a) = {laf};
I:FE*— 1L,
[I]={ac E*||a| <10ésVie [l.]a|] : a; = 1}.

Ekkor ugyanis a mtivelet megvaldsitdsa sokkal egyszer(ibbé valik. Legyen B =
E* x E* x E* és S C B x B** olyan program, amelyre:

p(S) ={((e, 3,7), (&, 8",7)) [ € [I] és B € [T] és ' €

a=adé =70 6és|Y|

[I] és
h(

lad, 181)}

ahol A : NQ X NO — No,

h(a,b) = a—+b, haa+ b < 10;
"7 a+b—10, haa+b>10.

Vegyiik észre, hogy sehol nem haszndltuk ki, hogy a sorozatok minden tagja
azonos, tehdt a tipusinvaridnsbdl a Vi € [1..|af] : a; = 1 kikotés el is hagy-
haté. Ekkor olyan reprezentaciét kapndnk, amely nem kolcsondsen egyértelmdi,

ugyanis ol 1 hem determinisztikus, ez azonban nem okoz gondot.

A miivelet megvaldsitdsa még ennél is egyszeriibbé valna akkor, ha gy médo-
sitandnk a reprezentdciot, hogy egy a € T elemet nem feltétleniil az értékével
megegyezd hossziisagu sorozattal reprezentilunk, hanem egy tetszbleges olyan
sorozattal, amely hosszanak tizzel val6 osztasi maradéka megegyezik a-val, te-
hito C E* xT,Va € E* :

o(a) = {az || 10-zel val6 osztdsi maradéka}.
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Ekkor ugyanis I a fentiek alapjan valaszthat6 akdr Igaz-nak is, és a miivelet
egyszerlien két sorozat konkatendcidjdval megvaldsithatd. Azonban ilyenkor
ol [ (=1) nem determinisztikus, sGt korlatlanul nem determinisztikus! Rdadasul
a miiveletiink is olyan, hogy tobbszor alkalmazva mindig egyre hosszabb soro-
zatokat eredményez, ezért egy ilyen reprezentacié a gyakorlatban nem haszndl-
haté.

6. A tipusértékhalmaz a természetes szimok halmaza, amelyre az aldbbi két fela-
datot fogalmaztuk meg:

Fy : adjuk meg egy természetes szdm 8-cal val6 osztdsi maradékat;
F5 : dontsiik el két természetes szamrol, hogy azonosak-e.

Egy természetes szdmot a 8-as szdmrendszerbeli alakjdval reprezentdlunk.
Mindkét esetben megkotjiik, hogy egy reprezentdlé sorozat legaldbb egy
hosszisagu és az a) esetben még azt is, hogy nulldval csak akkor kezdédhet, ha
egy hosszisagu (vagyis ha a nullat reprezentdlja). Tehat a b) esetben a reprezen-

(=D

taciénk nem kolcsonosen egyértelm, ugyanis o| 7 nem determinisztikus.

Az S; program egy e € E* elemhez olyan sorozatot rendel, amelynek tagjai e
utolsé valahdny tagjt tartalmazzdk, mégpedig minden tag eggyel kevesebbet,
mint az el6z6, igy a sorozat utolsé tagja az e utolsé tagjabdl alkotott sorozat
lesz. Példaul:

S1((4,1,7,3)) = {({4,1,7,3),(1,7,3),(7,3),(3) ) }.

Tehdt p(S1) egy e € E* elemhez az utolsé tagjabdl alkotott sorozatot rendeli,
amely nyilvédn az e 4ltal reprezentdlt szdmnak a 8-cal val6 osztdsi maradékat
reprezentalja.

Az S5 program egy (e,d,l) € E* x E* x L elemhez olyan sorozatot rendel,
amelynek (ee, dd, ll) tagjaiban ee és dd mindig eggyel hosszabb kezdGszelete
e-nek, illetve d-nek, és [l pedig azt adja meg, hogy ee és dd megegyezik-e,
egészen addig, amig valamelyik sorozatnak a végére nem ériink. Péld4ul:

SQ((<4a17773>a<4a17773a2>7h)) = { < (<471>773>7<4a1,77372>ah)’
((4),(4),12),
((4,1),(4,1),4),
((4,1,7),(4,1,7),14),
((4,1,7,3),(4,1,7,3),4) ) }

Tehat p(Ss) egy (e,d,l) € FE*XxE*xL elemhez olyan (¢/,d',l') €
E* x E* x L elemet rendel, amelyre ¢’ és d’ azonos hosszisdgd kezdGszelete
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10.

e-nek, illetve d-nek, gy hogy e = €’ és d = d’ koziil legaldbb az egyik teljesiil,
I’ pedig azt adja meg, hogy €’ és d’ megegyezik-e.

Ezek alapjan lathat, hogy a reprezentéci6 az a) és a b) esetben egyarant helyes,
tovabba hogy S; mindkét esetben megoldja Fi-et o-n keresztiil. Azonban a fenti
példabdl is latszik, hogy S nem oldja meg Fb-t p-n keresztiil, ugyanis egy-
részt p(S2) nem minden esetben tartja meg mindkét sorozatot (csak ha azonos
hossziisaguak), és olyankor is i gaz valaszt ad, amikor a két sorozat nem egyezik
meg, csak az egyik kezddszelete a masiknak. Tehdt a tipus egyik esetben sem
felel meg a specifikdcionak.

. A tovédbbiakban az egyes feladatok kapcsdn csak azt vizsgaljuk meg, hogy

milyen reprezenticiét érdemes vélasztani, ez alapjan mar a 10. fejezetben
szerepld példakhoz és az el6z6 feladatokhoz hasonl6an megadhaté a tipusspe-
cifikacio és a tipus.

Ebben a feladatban a legtermészetesebb reprezenticié az, hogy a sikvektorokat
valamilyen bézisban vett koordinétdikkal irjuk le. Ekkor a sziikséges miiveletek
konnyen megvaldsithatok. Tehat ha példaul a tipusértékeink egy rogzitett bazis-
ban vett egész koordinatdjui vektorok, akkor E lehet az egész szdmok halmaza,
és 1igy minden vektort le tudunk irni egy kettd hosszisagu sorozattal.

27z

. Az el6z6 feladathoz hasonléan a térvektorokat is reprezentdlhatjuk egy rogzitett

bazisban vett koordinataikkal (harom hosszisagu sorozatokkal), és igy nyilvan
a miiveletek is egyszertien megval6sithatok.

. Ebben a feladatban egy komplex szdmot az algebrai alakjdnak (z = a + ib)

megfeleléen érdemes reprezentdlni, ekkor ugyanis az 0sszeadds és a képzetes
rész meghatdrozds egyszerlien megvaldsithatd. Ha példdul csak a Gauss-egé-
szekkel foglalkozunk (vagyis azon komplex szamokkal, amelyeknek a val6s és
a képzetes része is egész szam), akkor I = Z valasztdssal minden tipusértéket
reprezentdlhatunk egy kettd hosszisagu sorozattal.

Ebben a feladatban a tipusértékeink ugyanigy komplex szdmok, mint az
el6zdben, viszont mas miiveleteket kell megvaldsitanunk. A szorzds az el6zé
feladatban szerepld reprezenticié esetén is konnyen megval6sithato, viszont a
természetes kitevojli hatvanyozas sokkal egyszerlibb abban az esetben, ha egy
komplex szdmot nem az algebrai, hanem a trigonometrikus alakjadnak megfele-
16en reprezentalunk. Ekkor ugyanis egy z = r(cosp + i sinp) komplex szdm
n. hatvdnya (n € N): 2™ = r"(cos(ny) + i sin(ny)). Tehat feltéve, hogy van
egy olyan tipusunk, amelyben egy a val6s szdmok halmazat ,.elég stirin” lefedd
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szdmhalmazt a szokdsos aritmetikai miiveletekkel megvaldsitottunk, akkor ezt
a tipusértékhalmazt vélasztva E-nek, egy komplex szdmot reprezentdlhatunk a
trigonometrikus alakjanak megfeleléen egy kettd hossziisdgui sorozattal, amely-
nek az egyik tagja a komplex szdm abszolutértékét hatdrozza meg, tehat arrdl
meg kell kotniink, hogy nemnegativ.

Megjegyzés: Emlékeztetiink arra, hogy egy allapottér komponensei definicié
szerint legfeljebb megszamlalhat6ak lehetnek, igy a komplex, illetve a valés
szamok halmaza nem szerepelhet tipusértékhalmazként.
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15.9. Levezetés

1.

Specifikdcio:
A= 7Z X Z X Z X Z
m n l b
B= 7Z x Z
m' n'

Q:(m=m'An=n"Am<n)
R:(QAbe[m.m]AlLEm.n]AVi€E[m.n]: f(b)> fi)> f(1))

A specifikdciébdl kiolvashatd, hogy nem engedjilk meg az iires intervallumon
valé futtatast, illetve az eredményt az allapottér két valtozéja (b és [, jelentése
rendre legnagyobb, legkisebb index) szolgéltatja.

Megoldds:
A feladatot az intervallumokon megadott programozasi tételeknél hasznalt mé-
don oldjuk meg, el6szor megadjuk a ¢ fiiggvényt.

w(m,n,b,l,be,le) = (b € Im.n] Al € [m.n] A f(l) =le A f(b) = be A
Vi € [m..n] : be > f(i) > le)

Ezzel a p-vel igazabdl a feladat egy szigoritdsat oldjuk meg, ami azt is megadja,
hogy mik a fiiggvény értékek a szoban 1év6 pontokban.

Ennek megfeleléen a szigoritott utdfeltétel, az invaridns tulajdonsdg és a @',
illetve Q" 4llitds:

R=(QAbe[m.n]ANle[m.n]A f(l)=leA f(b) =be AVi € [m..n]:
be > [(i) = le)
P=(@QAkemmn]Abe[m.k]ANlem.k]Af(l)=1leN f(b) =beA
Vi € [m..k] : be > f(i) > le)

Q' =(Q@ANk=mAb=mAl=mAle=be= f(m))
Q'=QANk+1emnAbem.k+1]Ale[m.k+1]A f(l) =leAN
fb)=be AViec |m.k+1]:be> f(i) >le Nt =tp)

St a k,b,l be,le ;== m,m,m, f(m), f(m) értékadds. De vajon mi lehet So?
A megoldas természetesen egy eldgazds lesz, aminek a P A m A t = {9 =
1f(S2, Q") kévetelményt kell teljesitenie.

o

fk+1)<le f(k+1) > be le < f(k+1) <be
Lile:=k+1,f(k+1)|bbe:=k+1,f(k+1) SKIP

Vizsgaljuk meg ezt az eldgazast!
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1P/\7T/\tt0:><\n/7r-)
f(k+1)<le\/f(k:+1)Zbevlegf(k+1)gbe@(f(kJrl)gle\/
1

flk+1)>bevie< flk+1)A(f(k+1) <leV f(k+1)>beVbe>
f(k+1)) & igaz. Es igazra minden kovetkezik.

2Vie[ln]: PATANt=to Am = 1f(S;,Q")

@ f(k+1)<le:
Q@NANkemmn—1Abe [m.klANle[m.E]ANf()=1le
be AVi € [m..k] :be > f(i) >le Nt =1ty A f(k+1) <le)
=
lf(l,le == k+ 1, f(k + 1), Q”) = Q@ ANk+1¢e[mmn] ANb €
m.k+1 Ak+1 € mk+1 A fk+1) =k+1A f(b)
be AVi€ [m..k+1]:be> f(i) > f(k+1) At =1p))

Vie[m..k]:be> f(i)> f(k+1)Af (k+1)> f(k+1)

A f(b)

Vv

(b) f(k -+ 1) > be: Hasonléan

(©) le < f(k+1) < be:
Q@QANkemmn—1Abe [m.k] Al e [m.k]Af(l)=len f(b) =
be AVi € [m..k]:be > f(i) >leNt=tg ANle < f(k+1) < be)
=
If(SKIP,Q"Y=(QANk+1€[m.n]Abe[m.k+1]AlE [m.k+
A fl)=1len f(b)=be AViem.k+1]:be> f(i) >le Nt =

Vi€[m..k]:be> f(i)>leAbe> f(k+1)>le

to)
v
k? b7 l7 be) le = m7 m7 m? f(m)? f(m)
k#mn
flk+1)<le flk+1)>be le < f(k+1) <be

Lile:=k+1,f(k+1)pbe:=k+1,f(k+1) SKIP

k:=k+1
2.
Specifikdcio:

A= N x N x N
T Y a
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B= N x N
l,/ y/
Q:(x=a"ANy=1Y)
R:(Q A a=Inko(z,y))
Megoldds:
A megoldas egy ciklus, melynek az invaridnsa:
P=(QAac[l.x] Abe[l.y] Alnko(a,b) = Inko(z,y))

Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

A szokésos médon bevezetjiik az ij Q” dllapotot, amire mar teljesiil ez az dllitds,
tovdbbd megadjuk azt az S; programot is, amivel Q = [ f(S1,Q’).

Q' =QNa=zNb=y)
Slz(a,b::az,y)

22PAN—-71=R
Ez a feltétel keziinkbe adja a ciklusfeltételt, hiszen P és R 0sszehasonlitdsabol
—m-re a = b adddik (hiszen az a = b = Inko(a, b) csak igy teljesiilhet). Tehdt

m = (a#b).

a,b:=ux,y

a#b

3. PATm=1t>0
Jelen esetben ez: Q A a € [1.z] A b € [L.y] A Inko(a,b) = Inko(z,y) =
t > 0. Tehdt ¢ := a + b egy megfelel6 terminalfiiggvény.

5.P/\7T/\t=t0:>lf(SQ,t<t0)
Ellenérizziik, hogy a kovetkezd program biztositja ezt a tulajdonsagot:

o

a<b
b:=b—a a:=a—2>
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5/1P/\7T/\tt0:><v ’/Ti>

i=1

Ez nyilvan teljesiil (s6t az is igaz, hogy a teljes dllapotteret leirjuk).
512.Vi € [1n] PATAt=tg AT = lf(SZ,t < to)

@ a<b:PArAa+b=ty=lf(bi=b—at<to)=a+b—a=b<
to+/(hiszen a > 0)

) a>b:PATAa+b=ty=Ifla=a—bt<ty)=a—b+b=a<
to+/(hiszen b > 0)

4.P A= 1f (So, P)

A mi esetiinkben:

Q@ Na € [l.x] ANb € [1l.y] A lnko(a,b) = Inko(z,y) N a # b) R
Lf(So, P)

41.PAT= (\n/m)¢

i=1
42.¥ie l.n]: PAm Am = 1f(S;, P)

@ a<b:PArAa<b=lf(b:=b—a,P)
(Q ANa€e[l.x]) Abe[l.y] Alnko(a,b) = Inko(z,y) N a <b)
2
Ifb:=b—a,P)=(QANa€[l.x] Ab—a € [l.y] Alnko(a,b—a) =
Inko(z, y))v/

) a>b:PATAa>b=l1f(a:=a—b,P)
(Q Nae[l.x]) Abe[l.y] Alnko(a,b) = Inko(z,y) N a >b)
2
Ifla:=a—-b,P)=(QANa—-be[l.x] Abe[l.y] Alnko(a—b,b) =
Inko(x, y))v/

Ezen kovetkezések felismeréséhez sziikséges az aldbbi tétel:

Inko(z,y) = q = Inko(z —y,z) =q, hax > y.

Bizonyitas:

C:={ceN:clzncly} =VeeC:Fk,ne N:kc=xAnc=yAk>
nA(k—nlc=x—y)=VeelC:clx—y

Ugyanakkor D = {d e N:d|z A d|z —y} = Ve e C:d|y

TehitC =D = {e € N: e|z A e|y A e|z — y}. De ha a kozos oszték halmaza
pontosan egyenld (és véges), akkor a maximalis elem (az Inko) is egyezik. Ezzel
a tételt megmutattuk.
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a,b:=ux,y
a#b
a<b
b:=b—a a:=a—">

Specifikdcio:
A= N x N x N
x Y a
B= N x N
:L,/ y/

Q:(z=a"Ny=y)

R:(Q A a=lkkt(x,y))

A specifikdciobdl kiolvashatd, hogy az eredményt az dllapottér a valtozéja szol-
galtatja.

Megoldds:

A specifikdaciénak megfelel6 megoldd program egy szekvenciabdl fog allni,
aminek els6 fele a mar ismertett legkisebb k6zos 0szté szamitéd algoritmus (2.
feladat). Ennek utéfeltételét nevezziik R’-nek:

R = (Q A a=lInko(z,y))

Nézziik most a szekvencia levezetési szabalyat:
(Q@=1f(So, R') N R = 1f(S1, R)) = (Q = Lf((S0; 51), R))

A feltétel rész els felét a 2. feladat bizonyitdsa igazolja, tehdt mi csak R’ =
1f(S1, R) dllitdst bizonyitjuk S7 := (a := Z£) programra.

a

If(S1,R) = (@ N %2 = lkkt(x,y)), ahol a = Inko(z,y) (figyelembe véve

R’-t). Tehdt a matematikdbdl jol ismert tételre (Ikkt(x,y) = m) jutot-
tunk.
a,b:=x,y
a#b
a<b
b:=b—a a:=a—-">
a:="




15.9. LEVEZETES 277

e 1. megoldas

Specifikdcio:
A= 7Z x N x Z

x n r
B= 7Z x N

! n'
Q:(z=2"An=n"An#£0)
R:(QAT=2")
Megoldds:

Most keressiik meg a specifikdciénak megfelel6 megoldé programot! A
megoldast ugy sejtjiik, hogy egy ciklussal taldlhatjuk meg. Nos, mi legyen
ennek a ciklusnak az invariansa?
P=(QAke[l.n]Ar=2aF)

Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q' =QNk=1Ar=n1x)
Q =PésQ=lfk,ri=1,2,Q)=QANl=1ANz=24Q.

22.PAN—-7T1=R
P és R 6sszehasonlitdsabol —-re k = n adédik. Tehdt 7 = (k # n).
k,r:=1x
k#n

3.PAm=1t>0
Jelenesetbenez: Q Ak € [l.n—1] Ar=zF = ¢ > 0. Tehdtt :==n—k
egy megfelel6 terminalofiiggvény.

4/5. PNt ANt =1y :>lf(So,P/\t< to)

A megoldist egy szekvencia adja, amely kozbiils6 dllapotdnak az [ f (k :=
k+1,P) At =t dllitast valasztjuk.
Q=QNk+1e[ln]Ar=a =z . 2F At =1))

Ebbe az allapotba P A t = ty-b6l az r := x - r értékaddssal juthatunk,

ugyanis P szerint r = 2*.

Q/\ke[1..n71]/\r:xk/\t:t0:7>lf(r::x~r,Q”):Q/\
k+le[ln]jAa-r=x 28 At =1ty
Q/\k+1€[1..n]/\r:x]”l:x~x’“/\n—k:t0:?>lf(k =
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E+1L,P)At<ty=QAk+1€[ln] Ar=aFt=2z.28A
Tlfkfl<t0\/

k,r:=1,z
k#n
rie=x-r
k=k+1
e 2. megoldas
Specifikdcio:
A= 7Z x N x Z
X n T
B= Z x N
x’ n'
Q:(x=2"An=n"An#0)
R:(QAr=2z")
Megoldds:
Az els6 megoldastdl csupan a 4./5. pontban tériink el. Az 4j ciklusmag:
2-k<n
kir:=2-k,r-r kr=k+1r -z

Az, hogy ez az eldgazds csokkenti a termindld fiiggvény értékét trivialitas.

4. P N7 =1f(So,P)
41. PN = (\n/ 71'1-)

=1

A fenti formé4ju egyszertsitett eldgazasokndl ez mindig igaz, hiszen a ma-
sodik feltétel igazabdl az elsé pontos negdltja, igy az allapottér Gsszes
pontjdban igaz kett&jiik valamelyike.

42.¥ie[l.n]: PAw A= 1f(S;, P)

(@) k-2<n:
QAkG[1..n71]/\T:zk/\k'2§n27>Q/\2~k€[1..n]/\
ror =2k =gk 2k

b) k-2>n:
Q/\ke[1..n—1]/\rzxk/\k~2>n$Q/\k+1e[1..n]/\
rox =zl =gk 2/
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k,r:=1x
k#n
2. k<n
kor:=2-kr-r kr=k+1,r-x

Figyeljik meg, hogy ebben a mdsodik megolddsban ugyanahhoz a ciklu-
sinvaridnshoz irtunk egy mashogy miik6dé ciklusmagot.

e 3. megoldis

Specifikdcio:
A= 7Z x N x Z x Z
x n r b
B= 7Z x N
x’ n'
Q:(x=2"An=n"An#0)
R:(QAr=2za")
Megoldds:

P=(QAke[0.n] Az =r-bF)
Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q' =QANk=nAb=zAr=1)
Q = PésQ=If(k,br:=n210)=Q.

2.PAN—-1=R

P és R osszehasonlitdsabol —m-re k = 0 adddik. Tehdt 7 = (k # 0).
(Megjegyzés: jelenleg b = 1-re is gondolhatnank, de az a feladat késGbbi
részté tekintve nem lenne célszerd.)

k,b,r :=n,x,1
k#0
Sy

3. PAT=t>0

Jelenesetbenez: Q A k € [L.n] A 2™ =r-bF = ¢ > 0. Tehdt ¢ := k egy
megfelel6 terminalofiiggvény.

5.P/\7T/\t:t0:>lf(5(),t<t0)

Mivel ¢t = k, a megoldas csak k csokkentése lehet. Nézziik az alabbi struk-
togramot Ss-ként:
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2|k
k,b:=k/2,b-b k,ri=k—1,r-b

Annak bizonyitdsat, hogy ez az eldgazas mindig csokkenti k értékét, az
olvaséra bizom.

4. P N7 =1f(So,P)
Ezen allitas igazoldsdhoz az eldgazas levezetési szabalyanak feltételeit kell
ellendrizniink:
41.P N7 = (\/ wi)
i=1

2

o 2

A fenti formdjd egyszerdsitett eldgazdsokndl ez mindig igaz, hiszen a ma-
sodik feltétel igazabdl az els6é pontos negaltja, igy az éallapottér Osszes
pontjaban igaz kettdjiik valamelyike.

42.Vie [l.n]: PA w7 Am; = 1f(S;, P)

(@) 2|k:
QNke [1..n]/\x”zr—bk/\2|k:?>Q/\k/2€ [0.n] A 2™ =
v (b-b)*/2/

(b) —(2[k):
QAkelm]Aa =r-b"A=Q2k) = QAk—1€[0.n] A
" =r-b- by

k.br:=n,z,1
kE#0
2|k
k,b:=k/2,b-b k,ri=k—1,r-b

Specifikdcio:
V = vekt(H,Z)
A=V x V x Z

x Yy r
B=V x V

! y/
Q:(x=2a" ANy=y Axz.dom=y.dom)
R:(QA

z.dom—1

r= Z (msucci(w.lob) + Ysucei (y.lob)) : (xsucc"'(m.lob) — Ysuced (y.lob)))

=0
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Megoldds:
A megoldo ciklus invaridnsa:

P=(Q Ak € [0..x.dom)]
k—1

AN Z (xsucc"'(a;.lob) + ysucd(y.lob)) ’ (xsucci(w.lob) - ysuccj(y.lob)))
=0

Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:

.Q=P

Q=QANk=0A7=0)
Lithat6, hogy Q' = P és Q = If(k,r:=0,0,Q") = Q.

2.PN—-T1=R
m = (k # x.dom).

A program eddig igy néz ki:

k,r:=0,0
k # x.dom
S5

3. PATm=t>0
Jelen esetben ez: (Q Ak € [0.xz.dom — 1] Ar=---)=1>0,tehdta
t = x.dom — k fiiggvény egy megfeleld terminalofiiggvény.

4/5. PANmT ANt =1y :>lf(So,P/\t<t0)

Szekvencia legyen az S, kozbiilsé allapot:

Q'=(1f(k:=k+1,P)At=ty) =(QANk+1€][0.xz.dom] A
k

AT = Z (zsucci(z.lob) +ysuccj(y.lob)) : (xsucci(x.lob) ~Ysuccd (y.lob))) ANt = tO)
=0

lf(P AT ANt =tg,r =1+ (xsucck'(z.lob) + ysucc"(y.lob)) ’ (xsucck(m.lob) -
?
Ysueck (y.lob))) = Q//\/

Q' =(f(k:i=k+1,P) ANt =ty = 1f(k:=k+1,PAt<ty)=1f(k:=
k+1,P)ALf(k:=k+1,t < to))y/

x.dom—k—1<tg
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k,r:=0,0
k # x.dom

ro=r+ ('rsucck(m.lob) T Ysucek (y.lob)) ’ ('rsucck(w.lob) — Ysucck (y.lob))

k=k+1

Megjegyzés: ha nem tekintjilk megengedett miiveletnek a programban a succ
valamelyik hatvdnydra val6 hivatkozést, akkor a kérdéses fiiggvényeket helyet-
tesithetjiik valtozéval, ekkor az alabbi programot kapjuk:

xi, yi, 1, k := pred(z.lob), pred(y.lob), 0,0
k # x.dom

ri=r+ (xsucc(.m') + ysucc(yi)) : (xS’chc(xi) - ysucc(yi))

k,xi,yi ==k + 1, succ(xi), suce(yi)

Tovdbbd, ha a vektort (kevésbé dltaldnos médon) vekt(Z,7Z) alaktnak kép-
zeljiik, akkor a succ’(x.lob) kifejezéshez hasonlé formuldk 6sszeaddsra, azaz
x.lob + ¢ alakira egyszertisodnek:

k,r:=0,0
k # xz.dom

T =14+ (Zz.00b+k + Yy.lob+k)"
'(xx.lobJrk - yy.lobJrk)

ki=k+1

Specifikdcio:
V =vekt(Z,Z)

r
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Megoldds:
A megoldashoz tartoz6 ciklusinvaridns:

k
P= (Q ANk € [zlob—1.z.hibf Ar= 5 (=1)"- zz>
i=z.lob
Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q =QANk=zlob—1A7T=0)
Q = PéQ=I1f(k,r:=xlob—1,0,Q") =Q.

2.PN—-7m=R
m = (k # x.hib).

k,r:=2x.lob—1,0

k # x.hib
S
3 PATm=t>0 ,
Jelen esetben ez: (Q A k € [x.lob—1.x.hib—1] Ar=---) =t > 0, tehat
a termindl6 fuggvény: ¢ := x.hib — k. Ez a fiiggvény P A 7 esetén nyilvan

pozitiv.

4/5. PNt ANt =1y =>lf(So,P/\t<tQ)

A megoldast szekvenciaként keressiik, aminek masodik utasitasaként a k :=
k + 1 tlinik praktikusnak, igy a Q" feltételt az [f(k := k+ 1,P) At = tg
alakban frjuk fel:

k1 4
Q' = (Q ANk+1€[zlob—1l.x.hib) Ar= > (=1)-z;ANt= to)
i=x.lob

Q"-tpedig az Sy == (r:=7r+ (=1)F . z4,1) értékaddssal érjiik el a szek-
vencia elsd részében.

k
PATAt=ty=(QAkE[wlob—1.z.hib—1]Ar= > (=1)ta;At=
i=x.lob
to) = 1f(S21,Q") = (Q A k+1 € [wlob—1..z.hib] A v+ (—=1)F+1.qp ) =
k41 ‘
Z (71)7' cxy Nt = to)\/
i=x.lob

Q" =1f(k=k+1,P) At =ty Lf(k:=k+1,PAt<ty)=(If(k:=
k+1,P)/\lf(]€ Z:k+17t<t0))\/
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k,r:=ux.lob—1,0
k # x.hib
ri= 1+ (C)F )
k=k+1
Specifikdcio:
V = vekt(Z,Z)
A=V x Z x Z x L x L x {1,2} x Z
v z1 29 1y lo r rsz

B=V x Z x Z

v 4 zh
Q:(v=vANz1 =2 Nza =25 N 29 # 21)
R:(QAYie[1.2]:1l; = (3j € [vlob.v.hib] : z; =v;) N (lh Nl2) — (r =
1leogz) <glz) ANl A-l) =>r=1AIxAN=l) >r=2A(1V
ly) — rsz = z,), ahol
Dy = {x € Z|F € [vlob.v.hib] : v; = z},Vo € Dy : g(x) = ¢, ha
i € [v.lob.v.hib] Nv; =x AVj € [vlob.i—1]:v; #x
Informalisan: g(x)x els§ eléforduldsdnak indexét adja meg a vektorban. A spe-
cifikdci6 tehét azt irja le, hogy a két logikai valtozo kiilon-kiilon mutatja a prog-
ram lefutdsa végén, hogy el6fordulnak-e az adott egész szamok. Ha mindkett6
el6fordul, akkor a kordbban el6forduld szamot tartalmazza rsz és a hozza tar-
tozé ,,indexet” r. Amennyiben csak az egyik szam fordul el6, akkor az rsz ezt
a szamot, mig az r az ,,indexét” tartalmazza.

Megoldds:

Hasznéljuk az intervallumon megadott programozasi tételeknél megismert
modszert azzal a megjegyzéssel, hogy most m — 1, n szerepét v.lob — 1,v.hid
fogja atvenni.

o(m,n, z1, 22,11, 1o, ryrsz) = (Vi € [1.2] : [; = (35 € [m,n] : z; = vj) A
(ll AN lg) — (7“ =1« g(zl) < g(Zg)) AN (ll AN ﬁlg) —r=1A (12 A\ ﬁll) —
r=2A (1 Vi) —rsz=z)

Ennek felhasznélasaval:

R =(Q A ¢(v.lob,v.hib, z1, 22,11, la,1,152))

P=(Q ANk € [vlob—1.v.hib] A p(v.lobk,...)) = (Q A k € [v.lob —
1L.v.hib) ANVi e [1.2] : l; = (3 € [vlob.k] : z; = vj) A (L ANlg) — (r =
1o glz) <glz) ANl A-l) >r=1AIxAN=l) >r=2A(1V
lo) = rsz=2z)

Q' =(QANEk=uwvlob—1A pvlobk,.)) =(QANk=vlob—1ANIl =
hamis A la = hamis)
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Q'=(f(k=k+1L,P)ANt=ty)=(QANk+1€[viob—1.v.hib] AVie
1.2]:L=3j€vlob.k+1]:2z,=v;)) AN(li ANl2) = (r=1<g(z) <
9(22))/\(11/\_‘ZQ)HT':1/\(12/\_‘11)*>71:2/\(ll\/12)*)7"82::
ZT/\t:to)

A kezdeti értékadas k, 11,1 := v.lob — 1, hamis, hamis.

k,ly,ls :=v.lob — 1, hamis, hamis
k # v.hib
k=k+1

A ciklus mag els6 részprogramjanak (a ciklusvaltozé novelése elétt) egy olyan
S5 eldgazdsnak kell lennie, ami teljesiti P A m A t = tg = 1f(S2, Q") feltételt.

Technikai okokbdl a szokdsos stuktogram formatdl eltériink:

e [1 Aly, akkor SKIP,

® 21 # Vpy1 A 22 # Uk41, akkor SKIP,

o —ly A —ly A vgy1 = 21, akkor g, ry sz == igaz, 1, 21,
e —ly A lg A vgy1 = 2o, akkor lo, 7, rs2 1= igaz, 2, 2o,
o —ly Nl N\ vg41 = 21, akkor I := igaz,

e —ly Nl A vpy1 # 21, akkor SK TP,

o —ly Al N\ vp41 = 29, akkor ls := igaz,

e —ly ANl A Vg1 # 2o, akkor SKTP.

I.PATAt=ty)= \/71'1)

i=1
A feltételek kozos diszjunkcidjanak mindig igaz.
2.Vie[l.n] : PATANt=to Am; = 1f(S;,Q")

(@ Iy ANlg

Q ANk € vlob—1.vhib—1] AVie [1.2] : I; = (Fj € [v.lob..k] :
zi=v) AN(LiANl) = (r=1eg(z1) <g(22)) A(l1 Aly) =1 =
1/\(l2/\_\ll)—>7“:2/\(l1VZQ)HTSZ:ZT)/\(ll/\lg)/\t:to
S Uf(SKIP,Q") = (Q A k+1 € [v.lob— 1.v.hib] A Vi € [1..2] :
li=3j€wlobk+1:zi=v) AN(lLANly) = (r=1g(=n) <
9(22))/\(11Aﬁlg)HTil/\(lg/\_'ll)HTZQ/\(ll\/lg)ﬂ
rsz =z Nt =10)y/
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(b) 21 # Vi1 N 22 F# V41
Q Nk € vlob—1.vhib—1] AVi € [1.2] : |; = (3j € [v.lob..k] :
Zi = ’Uj) A (ll A lg) — (T’ =1« g(Zl) < 9(22)) A\ (ll AN _‘12) —r =
TN AlL) > 1r=2A{1 Vi) =18z =2.)A21 % Vky1 N\ 22 #
Vg+1 At =10
S UF(SKIP,Q") = (Q A k+ 1 € [v.lob— 1..v.hib] A Vi € [1..2] :
li=35€plobk+1]:z;=v;)) AN(lh Nlz) = (r=1 < g(z1)
g(Zg))/\(ll/\—\lg)—>7“:1/\(lg/\_\ll)—>’l“:2/\(l1\/l2)—>
18z =z, Nt =1tg)\/

©) ~li A=l ANV =21
Q Nk e vlob—1.vhib—1] AVi € [1.2] : |; = (3] € [v.lob..k] :
zi=v)) AN(lL Ale) = (r=1eg(z1) < g(22) AL A-lp) =71 =
1/\(l2/\ﬂll)—>r—2/\(ll\/l2)—>7"82—z)/\vk+1—21/\—|ll/\
-l At =ty
- lf(ly,ryrsz :==1igaz,1,21,Q") = (Q Nk + 1 € [v.lob — 1..v.hib] A
igaz = (3j € [v.lob.k+1]: 21 =v;) ANlo = (3j € [v.lob..k+1] : 20 =
vj) A (igaz AN la) — (1 =1 g(z1) < g(22)) A (igaz A —l) = 1 =
1A (I A—igaz) = 1 =2 A (igaz Vip) — 21 =21 ANt =1)/

(d) =l A=l Avgyr = 22
hasonléan

€ —liNlaoANvgg1 =21

Q ANk € [vlob—1.v.hib—1] AVi e [1.2] : 1
zi=vj) A(l1 ANl2) = (r=1 < g(z1) < g(z2)
IA(Ia A=) = r=2A(1 Vi) — rsz =2,
—l At =t

- If(ly :=igaz, Q") = (Q N k+1 € [vlob— 1..v.hib] A igaz =
(35 € [vlob.k+1]: 21 =vj) ANlp = (3j € [v.lob..k+ 1] : z0 = vj) A
(igaz Nlg) — (r =1« g(z1) < g(22)) A (igaz A =le) = r=1A
(Il A —igaz) —r =2 A (igaz V1) = rsz=z. Nt =tg)y/

) ~li ANy AN # 21
Q Nk e vlob—1.vhib—1] AVi € [1.2] : 1; = (Elj € [v.lob..k] :
zi =v;) ANl ANla) = (r=1og(z1) <g(z2)) AL A=lz) =1 =
]./\(l2/\‘|ll)—>T:2/\(ll\/ZQ)—>7”SZ—Z7«)/\ #’l]kJrl/\lQ/\
-l ANt =ty
S If(SKIP,Q") = (Q A k+1 € [vlob— 1.v.hib] A Vi € [1..2] :
li=03j€vlob.k+1:zi=v;)) AL ANla) = (r=1<g(=n) <
9(2’2))/\([1/\_'12)%7”:1/\(lg/\"ll)HT’:2/\(l1\/lg)ﬂ
rsz =z Nt =10)y/

P = (Hj € [v.lob..k] :
)/\( A=lg) =1 =
)/\Zl—’UkJ,_l/\lQ/\

(@) —la ANli ANvgyr = 22
hasonléan, mint (e).
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(h) —\lg A l1 A Vk+1 7& Z92
hasonléan, mint (f).

10.

El6szor egy kicsit egyszeriibb feladatot oldunk meg: a vektor egy konkrét ele-
mét vissziik a helyére.

Megjegyzés: Ezt a feladatot és elsé megoldasat eredetileg Hoare vezette be, a
gyorsrendezés részeként. O az aldbbi megoldast adta (aminek helyességét azon-
ban nem bizonyitjuk, csak egy allapottér magyardzé tabldzattal szolgdlunk):

A | arendezendd vektor

i | balrél 1épkedd mutatd

j | jobbrdl lépkedd mutatd (a végén mutatja a pivot elem Uj indexét)
p | avektor als6 indexe, egyben a pivot elem indexe

r | avektor fels6 indexe

x,i,7 = Alpl,p+ 1,7

i<j

Al <z ni<j

i:=1+1

Aljlzzni<j

j=j—1

1< ]

Alil, Alj] == Alj], Al
Qhji=i+1,j—1
Aljl, Alp] := Alp], Alj]

SKIP

Mi egy mdsik megolddst, nevezetesen Lomu megolddsit vessziik alaposan
szemiigyre. Ez annyiban is eltér Hoare megoldadsatél, hogy az elsé helyett az
utolso elemet teszi helyre.

Specifikdcio:
A=V x Z
z 1
V =vekt(Z,Z)
B=V
x/

Q:(x=2a)
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R: (z € perm(z’) A i € [x.lob..x.hib] A z[i] = &’ .hiv A Vk € [z.lob..i—1] :
xr < AV € [i+ 1.x.hib] : xx > x;)

x € perm(z’) azt irja le, hogy az x vektor elemei ugyanazok, mint az x’-é,
csupan a sorrend;jiik kiilonbozik.

Megoldds:

A megoldast konnyedén (egy megengedett szimultan értékaddssal elérhetnénk),
ha mér teljesiilne R’ dllapot:

R = (z € perm(z') N i € [x.lob— 1..x.hib — 1] A z.hiv = 2’ .hiv A Vk €
[x.lob..1] : xp < z.hiv AVE € [i + 1.x.hib — 1] : x> x.hiv)

Tiizzik ki tehdt Gj utéfeltételnek R’-t és ha oda eljutunk, akkor a szekvencia
levezetési szabdlyat alkalmazzuk majd a meglév programra és az R-be vezetod
i, Tip1, ¢.hiv == 1+ 1, x.hiv, 2,41 értékadasra, hogy a teljes megoldd progra-
mot kapjuk.

Most irjuk fel az Gj utéfeltételhez elvezet§ ciklus invaridnsét: P = (z €
perm(x’) A j € [x.lob..x.hib] A i € [x.lob—1..j — 1] A z.hiv = 2’ .hiv A
Vk € [z.lob..q] : x) < z.hiv AVE € [i + 1.5 — 1] : m > x.hiv)
Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:

.Q=P

Q' =(QANi=zlob—1Aj=uzlob)
Lathat6, hogy Q' = P és Q = 1f(i,j := w.lob — 1,2.10b,Q") = Q.

2.PAN-m=R
Ebbdl a pontbdl kapjuk meg a ciklusfeltételt, hiszen P és R’ dsszehasonlitdsa-
b6l —r-re z.hib = j adddik. Tehdt m = (j # x.hid).

1,7 = x.lob — 1, x.lob
j # x.hib

i, Tiv1, c.hiv =1+ 1, x.hiv, ;41

3. PAT=1t>0

Jelen esetben ez: j € [z.lob..x.hib— 1] A --- =t > 0. Tehdt t := x.hib — j
egy megfelel termindlofiiggvény.

4. P N7 =1f(So, P)

Nézziik az alabbi struktogramot Sy-ként:
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xz; < x.hiv

1,], Ti41,T5 1=

. . =7+ 1
1+ 1,5+ 125,241 J=at

Annak bizonyitasat, hogy ez az eldgazds mindig noveli j érté€két (és igy csok-
kenti a termindl6 fliggvényt), az olvaséra bizom.

4. P N7 =1f(So,P)
Ezen 4llitds igazoldsdhoz az eldgazds levezetési szabdlydnak feltételeit kell el-
lendrizniink:

4N.PAT = (\:}1 m—)¢

?

42.¥i e [l.n]: PAxm Am = 1f(S;, P)

(a)

(b)

x; < x.hiv:
x € perm(a’) A j € [z.dob.x.hib—1] A i € [xzlob— 1.5 —1] A
z.hiv = &’ .hiv A VE € [zlob..i] : x < z.hiv AVk € [i+1..j — 1]

x> z.hiv A x5 < x.hiv
9
=

If(@, j,ig1,zj =i+ 1,5+ 1, 25,241, P) = (y € perm(z’) A j+
1 € [y.lob..y.hib] A i+ 1 € [ylob— 1..4] A y.hiv = 2’ hiv A Vk €
[y.lob..i + 1] : yp < y.hiv AVEk € [i + 2..5] : yx > y.hiv, ahol y.hib =
x.hib A y.lob = x.lob A Yh € [z.lob,x.hib] \ {i + 1,7} : yn = zn A
Yitr1 = T3 NY; = Tiy1. v/

x; > x.hiv:

x € perm(x’) A j € [z.dob.x.hib—1] A i € [zlob—1.j—1] A
x.hiv = 2’ .hiv AVk € [x.lob..i] : zp < zhiv AVEk € i +1..5 —1] :
xp > x.hiv A x5 > x.hiv

2

lfG:=7+1,P) = (x € perm(z’) N j+ 1 € [zlob.x.hib] N i €
[x.lob — 1..4] A z.hiv = &' .hiv AVE € [x.lob..q] : z < z.hiv A VK €
[+ 1..7] s zp > x.hiv)y/

Ezzel megkaptuk a szakmdban helyrevisznek becézett feladat megoldasat (ez
volt a mi egyszer(sitett feladatunk).



290 15. MEGOLDASOK

helyrem'sz)

1,7 = z.lob—1,z.lob
j # x.hib

z; < x.hiv

2], Tit1, L5 1=

. . =7+ 1
Z+1,j+1,$j,l‘i+1 J ]+

1, Tig1, v.hiv =1+ 1, z.hiv, ;41

Am nekiink az volt a feladatunk, hogy egy adott elemet vigyiink a helyére. Egé-
szitsiik ki a specifikdciét ennek megfelel6en:
A=V x Z x Z

T n 7
V =vekt(Z,Z)
B= 7 x Z

x’ n'

Q:(x=2"An=n' An € [z.lob..x.hib])
R:(n=n Az eperm(z’) ANie€ [zlob.x.hib) ANz, =z, \NVk €
[z.lob.i— 1]z, < x; AVE € [i + L.z hid] : xp > ;)

A szekvencia levezetési szabdlydval bizonyithatd, hogy ezt a feladatot az aldbbi
program oldja meg:

Ty, x.hiv = x.hiv, x,

1,7 := x.lob—1,x.lob
j # x.hib

z; < x.hiv

1], Li41,Tj 1=

t+ 1,7+ 1, 25,2541 Ji=gtl

1, Tip1,T.hiv =1+ 1, x.hiv, x4

A most megismert algoritmus legnagyobb jelentdsége, hogy a jelenleg ismert
leggyorsabb (és egyben ,leghdbortosabb”) rendezd algoritmus szerves része.
Az érdekesség kedvéért itt kozoljiik egy olyan verzidjat ennek a rendezének,
ami a modell kereteibe igazabdl (példdul a rekurzié miatt) nem illik, de intuiti-
ven megérthetd. A rendezd mély targyaldsat az Algoritmusok és adatszerkeze-
tek cimi targy keretei kozott hallgathatjuk meg.
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11.

@elyrevisz(x, i,p, TD

[
iaj =D lap

JFT

l‘jgl‘r

1,0 Ti41, L5 1=

. . =7+ 1
1+ 1,7+ 1, 25,2541 J=a+

5,1, Tr =1+ 1,20, T4

@yorsrendezés(x, D, TD
|

p<r

helyrevisz(x,i,p,r)

gyorsrendezés(xz,p,i — 1)

p:=1+1

Specifikdcio:
M = vekt(Z,vekt(Z,Z)), invaridnsa: I(z) = (Vi € [z.lob, z.hib] : x;.lob =
x.lob A x;.hib = x.hib)

A= M x Z
t T
B= M
t/
Q:(t=1)

t.hib 4
R: (Q AT = Z Z t?])

i=t.lob j=t.lob

Megoldds:
A megoldo ciklus invaridnsa:

pP= <Q Ak € [tdob—1.thib] Av = i Z ti])

Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q' =QANEk=tlob—1Ar=0)
Lathatd, hogy Q' = P és Q = If (k,r :=t.lob—1,0,Q") = Q.
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22PN—-7T=R
P és R 6sszehasonlitdsabol —mr-re k = t.hib adédik. Tehdt m = (k # t.hib).

k,r:=tlob—1,0

k # t.hib
3. PATm=t>0 )
Jelen esetben ez: (Q A k € [t.lob — 1..t.hib— 1] Ar = --+) = t > 0, tehdt
a terminald fiiggvény: ¢ := t.hib — k. Ez a fiiggvény P A 7 esetén nyilvan

pozitiv.

4/5. PNt ANt =1 :>lf(So,P/\t<t0)
Ezt a pontot a szokdsos alaku ciklusmaggal biztositjuk, ami egy szekvencia. A
szekvencia masodik utasitdsa a ciklusvaltozét noveli.

Q'=(Iflk:=k+1,P)At=ty) =
k+1 i
QAk+1€e(tlob—1.thiblAr= 3 3 ti]) At =t
i=t.lob j=t.lob

A szekvencia elsG része a P A m At = tg = 1f(So1, Q") feltételt kell telje-
sitse! Nézziik kozelebbrdl ezt a feltételt (501 et egyelore SKIP-nek tekintve):

(Q Ak € [tlob—1.t.hib—1] Ar= Z Z tij | ANt=to S

i=t.lob j=t.lob

k+1 i
QANE+1€[tlob—1.thibf Ar= 3 3 ty;|At=tge
i=t.lob j=t.lob
k i k+1
S | QANE+ 1€ [tlob—1..t.hib] Ar = ( Yo tig)+ > tey | A
i=t.lob j=t.lob j=t.lob

t=1tp

So1 nem lehet egyetlen értékadas, mert akkor a nem megengedett szummat kel-
lene hasznélni a jobb oldaldn. A P A m A t = to és a Q" dllapot dsszekoté-
sére egy ciklus alkalmas. Az invaridnsét dgy kapjuk, hogy a Q”’-ben a masodik
szumma hataskorét csokkentjiik:
=@nNk+1c€ [t.lob — 1..t.hib] A g € [tlob— 1.k +1] A r =
( Z >t + > b1y At =to)
i=t.lob j=t.lob j=t.lob

A belso ciklus levezetéséhez sziikséges tovabbi allapotok:
Q" =(QANk+1€tlob—1.t.hib) A g=tlob—1A
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16.

T:(Zk: XZ: tij)/\t:to),

i=t.lob j=t.lob

Q" = (QAk+1€[tlob— 1.t.hib] A g+1 € [tdob— 1,k +1] A
(2 % )+ Sty
t.lob=1j=t.lob j=t.lob
Q k,r:=tlob—1,0
Q k # t.hib
g:=tlob—1 PAm
g#k+1 Q"
re=1 gy P A
g=9g+1 Q"
ki=k+1 Q"

R

V =wvekt(Z,{0,1,---,9})

A feladat megoldasa sordn haszndlni fogjuk a kovetkezd két fiiggvényt:

z.dom—1
f@)w= ¥ wanip-i-10° (VzeV)
i=0
-1
g9(z,0) 2= Ty tobsi—i—1 - 107 (Ve e V : VL € [0, z.dom])
i=0

T =

Az f fiiggvény egy vektorban dbrazolt szam értékét szamitja ki, mig g ugyan-
ezt teszi, de csak az elsé [ szamjegyet veszi figyelembe. Vegyiik észre, hogy

g(x, z.dom) = f(x).

Specifikdcio:
A=V x Ny

T d
B=V

:L,/
Q:(z=2a)
R:(QANd= f(x))
Megoldds:

P=(QANkel0,z.dom]| Nd=g(z,k))
Q' =(QANkE=0Ad=0)
Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P
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20.

Q= 1f(k,d:=0,0,Q)=Q.

2.PAN—-7T=R
P és R 6sszehasonlitdsabdl —~m-re k = x.dom adédik. Tehdt 7 = (k # x.dom).

k,d:=0,0
k # x.dom

3.PAm=t>0
t := x.dom — k vélasztassal ez az allitds trividlisan teljesiil.

4/5.PANm ANt =1ty =1f(So, P ANt <tp)

Egy szekvencidval, aminek kozbiilsé feltétele:

Q' =(Uf(k =k+1,P)ANt=1t) =(QANk+1¢€]0,z.dom] ANd=
glx, k+1) ANt =tg)

Ez azért j6 valasztas, mert ebbdl az allapotbdl a k := k + 1 utasitdssal eljutha-
tunk P At < typ-ba.

A szekvencia levezetési szabdlya szerint sziikséges P A m A t = tg =
1f(S1,Q") allitast pedig az S; = (d := d - 10 + X4 10p+k) programmal tel-
jesithetjiik, hiszen:

(PATAt=ty)=(QAke€[0,xz.dom —1] ANd=g(x,k) ANt =tp)

S 1F(S1,Q") = (Q ANk+1 € [0,z.dom] A d-10+ 24 sopsr = gz, k+1) A
t=tg)\/.

k—1 ‘
Ugyanis, g(z, k) - 10 + 2 10616 = (D Taiobtk—i—1 - 10") - 10 + Z5 10p1% =
i=0
k . k .
(X Zatobrk—i1071) 10424 1ob44-10° = (X Tptop4k—i-10%) = g(z, k+1).
i=1 i=0
k,d:=0,0
k # x.dom
d:=d-10+ Ty lob+k
ki=k+1
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V =wvekt(Z,{0,1,---,9})

A feladat megoldasa sordn haszndlni fogjuk a kovetkezd két fiiggvényt:

x.dom—1
f@)e= X aenip—i-10° (Vz eV)
1=0
-1
9(x,1) == 37 @y pip—i - 10° (Vz € V : Vi € [0, z.dom])
=0

Az f figgvény egy vektorban abrazolt szam értékét szamitja ki, mig g ugyanezt
teszi, de csak az utolsé [ szamjegyet veszi figyelembe.

Ha z és y azonos értelmezési tartoményd vektorok, akkor x & y vektoron egy
olyan az emlitettekkel azonos értelmezési tartomdnyu vektort fogunk érteni,
amelynek minden eleme a két vektor megfeleld elemének Osszege. Formalisan:
Vi € [x.lob, x.hib] : (x B y); = z; + Y-
Specifikdcio:
A=V x V. x V x Z x L

T Y z k c
B=V x V

x/ ,y/
Q:(x=2a"ANy=y Az.dom=y.dom = z.dom A x.hib = y.hib = z.hib)
R:(QA f(z@y) =109 x(c) + f(2))
Megoldds:
Vegyiik észre, hogy f(w) = g(w, w.dom) minden w vektorra. Ezt kihaszdlva a
ciklusinvaridns:

P=(QAke0.x.dom] A glx®y,k) =105 x(c) + g(2,k))

Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q' =(Q ANo=hamis ANk =0)
Léthat6, hogy Q' = P és Q = [f (0, k := hamis,0,Q’) = Q.

2.PAN-1=R
Ez a feltétel keziinkbe adja a ciklusfeltételt, hiszen P és R 0sszehasonlitdsabdl
—m-re k = x.dom adédik. Tehét m = (k # x.dom).

¢,k := hamis,0
k # x.dom
So
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3. PATm=t>0
t := x.dom — k vélasztassal ez az allités trividlisan teljestil.

4/5. PNt ANt =1y =>lf(So,P/\t<t0)

A ciklusmagot egy olyan szekvenciaként irjuk fel ismét, amiben a masodik uta-
sitds csupédn a ciklusvdltozé novelésérsl gondoskodik, és igy a Q" kozbiilsd
allitas a kovetkezé:

Q' =1lf(k =k+1,P) ANt =t = (Q AN k+1 € [0.xz.dom] A
gz @y, k+1) =101 x(c) + g(z,k+ 1) At =tg)

Ebbdl az dllapotbdl a k := k + 1 utasitas eljut P A t < tg-ba.

A nehezebb kérdés az, hogy a ciklusmag elején fenndllo P A m A t = 19
allapotb6l milyen programmal jutunk el Q”-be. Ennek megolddsdhoz nézziik
meg, hogy hogyan irhaté fel g(w, j + 1) valamilyen értelmes j esetén:

j+1-1 ) j—1 . )
gw,j+1)= > Zpniv—i- 10" = > Tg piv—i - 10° + T4 pip—; - 107
i=0 i=0

= g(w, J) + Tgpip—j - 107

Ezt hasznéljuk fel Q' egy ujabb alakjdnak felirdsdhoz:
Q" = (QANk+1¢[0.xdom] A glx ®y, k) + = S Yuayniv—k - 10° =
10k+1. X(C) + g(Z, k) + 2 hib—k * 108 At = to)

Igy mar felismehetd, hogy az aldbbi programmal kell elérni P A 7-b6l Q”'-t:

c
C, Zx.hib—k = C, Zx.hib—k =

1+ 2z niv—k + Yy.niv—x > 10, Ty hib—k T Yy.hiv—k = 10,

1+ @z nib—k + Yy.niv—k mod 10 Zg.hib—k t Yy.hib—k mod 10

P=(QAkel0.x.dom] A g(z @y, k) =10% - x(c) + g(2,k))

Hiszen:
n

I.PAT= (\/ m—)Nyilvén teljesiil.

i=1
2.Vi € []...’n]ZP/\7T/\t:t0/\7Ti:>lf(Si7Q//)
(a) c:P/\7r/\t:t0/\c:?>(Q/\k+1€[O..x.dom}/\g(z@y,k)—kz@

Yohiv—k - 108 = 1081 (1 + 2y piv—k + Yz hiv—k > 10) + g(2, k) +
(1 + Ty nib—k + Yaniv—k mod 10) - 108 A ¢ =tg)y/
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26.

(b) ~¢:PATA—c=> (Q AN Ek+1 € [0.z.dom] A g(x®y, k) +2DYs.hib—k-
105 = 10540 X (a0 piv i + Yanivk > 10) + g(2, k) + (zonip—k +
Yo niv—x mod 10) - 10F At = 1)/

Q ¢, k := hamis, 0
Q' k # x.dom
c PAx
Cy Zg.hib—k ‘= Cy Zy.hib—k =

1+ %o niv—k + Yy.niv—x = 10, | Tz piv—k + Yy.niv—x > 10,
1+ Ty hib—k + Yy.hib—k Mmod 10| Tz nip—k + Yy.hib—k mod 10

k:=k+1 Q"
R
Specifikdcio:
V =wvekt(Z,2)
A=V
x
B=V

l'/

Q: (x =2a' ANdom(x) #0)
R : (z € perm(z’) A x csokkenGen rendezett)

Definialjuk a csokkenden rendezett fogalmat: x vektor adott k indexéig csokke-
néen rendezett, ha (Vi € [x.lob.k — 1] : x; > xi41) A (Vi € [k + 1..z.hib] :
x> x;). Tovdbba z vektor csokkenden rendezett, ha x x.hib-ig csdkkenGen
rendezett. A definiciokbol kovetkezik, hogy x vektor csokkenden rendezett ak-
kor is, ha z z.hib—1-ig csokkenden rendezett. Ezért mostantdl ezt értjiik ezalatt.
Minden « vektor legyen definici6 szerint x.lob — 1-ig cs6kkenden rendezett.

Megoldds:
P = (z € perm(z) AN k € J[zlob — l.x.hib — 1] A
x k-ig csokkenGen rendezett)

Ellendrizziik le a ciklus feltételeit:
.Q=P

Q =(QANk=uxlob—1)

Q' = P (hiszen x x.lob — 1-ig mindig csékkenGen rendezett)

ésQ=If(k:=xzlob—1,Q") = Q.
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22PN—-7T=R
Ez a feltétel adja a ciklusfeltételt, —m-re k = x.hib — 1 adédik. Tehdt 7 = (k #
x.hib — 1).

k:=x.lob—1
k # x.hib—1

3. PATm=t>0 )

Jelen esetben ez: (Q A k € [x.lob — 1.x.hib—2] A --+) = t > 0, tehdt
a termindld figgvény: ¢ := x.hib — k. Ez a fiiggvény P A 7 esetén nyilvan
pozitiv.

4/5. PNt ANt =1 :>lf(So,P/\t<f0)

A ciklusmagban szerepl6 szekvencia kozbiilsé Q" dllapota legyen a kovetkezd:
Q'=1f(k=k+1L,P)ANt=1ty= (z € perm(z’) Nk+1 € [x.lob—
l.xz.hib — 1) Az k + 1-ig csokkenen rendezett A t = tg)

Milyen programmal juthatunk el a Q" éllapotba P A m A t = tq allapotbdl?
Egy olyan szekvencidval, aminek elsé fele megkeresi a vektor hatra 16v6 részé-
bdl a maximadlis értékii elemet, a masodik fele pedig felcseréli ezt a k + 1-edik
elemmel.

Tehit Q" = (x € perm(z’) N k+ 1 € [zlob — l.xz.hib — 1] A
x  k-ig csokkenGen rendezett A t = to A i € [k + l.x.hib] A V) €
[k + 1.x.hib] : z; < wx;)). Vegyiik észre, hogy QQ"'-ben szerepls i azontiil,
hogy a legnagyobb elem indexe a vektor k + 1 mogotti részében, egy olyan
elem indexe is, ami a csokkenden rendezettség definicidja szerint sziikségesze-
rien kisebb, mint barmelyik elem a vektor k el6tti részében. Ezért igaz az az
allitds, hogy Q" = lf (xp41, i = x4, Thoy1, Q).

Mar csak azt az Spyo programot kell megtalalnunk, amivel P A w# A t = tg =
Q"". Ez a maximumkereséshez nagyon hasonlé (de vektorrészleten miikodd)
program, aminek levezetése a maximumkeresés programozasi tételének leveze-
tése ismeretében trividlis, ezért itt csak a stuktogramot kozoljiik a kész program
részeként:
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Q k:=uz.lob—1

Q k # x.hib—1

t,j,mar:=k+1,k+1, 2541 PAm
j # x.hib
Tjy1 > max
t,mar:=j+ 1,z SKIP
ji=j+1

Th41, Ti = Ti, Tht 1 Q"
k=k+1 Q"
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15.10. Visszavezetés

1.
A=17 x Z x Ny
m n d
B=7 x7Z
m  n
Q: (m=m'An=n"Am<n+1)
R:(@nd= 3 x0<sGASG-1<0)
j=m+

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: m <n ‘ Paraméter: - | Szigoritas: -
Megfeleltetés: —
m o~ m4l i,d:=m,0
— n i FEn
i — i 0< fE+1)Af(i)<0
d — d _ d:=d+1 | SKIP
B() «— 0<fHNFG-1)<0 i=i+1
2.
A=NxL
n l
B=N
n/
Q: (n=m)

R (@AI=3j€Rn—1]: (24 Aj[mA
"\U—=(e[2,n—1A(2tiNi]|n))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: ha van, keressiik meg, melyik az

Megfteleltetés: - -
m o~ 9 1,0 := 1, hamis
n «— n-—1 —INE#Fn—1
I« 1 l:'=21i+1Ai+1]|n)
1o i=i+1

BG) — @2tiAjln)

3.

A=NxNxL
n i 1

B=N
n/

Q:(n:n’/\2<n)

oo (QN=3€Rn—1:@FiAj|n)A
"\U—=(e2n—1AQRtini|n)AVj€[2,i—1]:(2]jViTn))

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
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Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
Megfeleltetés:
m — 2
n «— n—1
I« 1
T o— 1
BU) < @tingln)
4.
V =wekt(Z,7Z)

A=V xVx Z XZ
r Yy mar 1
B=VxV
.,L,/ y/
Q'(arzc’/\yzy’/\

i,l := 1, hamis

—“INi#Fn—1
l:=02ti+1Ai+1|n)

t:=1+1

Vj € [y.lob, y.hib] : y; € [z.lob,x.hib) A0 < x.dom A0 < y.dom)
R : (QNi € [y.lob,y.hib] A max = x,, ANVj € [y.lob,y.hib] : z,,, < max)

1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: -

Megfeleltetés:
m  «— y.lob
n <« y.hib
mar <«— mazx
T — 1
kE — k
a<b «— a<b
5.
V =wekt(Z,7)
A=V x Np
x d
B=V
x/
Q: (z=2)
v.hib
R : <Q/\d: _ Zz bx(xj <j)>
j=v.lo

1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: ‘ Szigoritas: -

Paraméter: x,y ‘ Szigoritas: -

maz,i, k= xy, ,.,,y.l0b,y.lob

k # y.hib
maxgxykﬂ
mam,i::xykﬂ,k—i—ll SKIP
k=k+1
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Megfeleltetés:
m <« v.lob
n <« v.hib
T — 1
d «— d
B() « x; <]
6.
V =wvekt(Z,7)
A=NxN
n )
B=N
n/
Q (n =n'AN2< n)
R

Feltétel: -
Megfteleltetés:
m

T

l
B()

X 7L
m n d
Z 7. x
m n

X

O & » A
I

Feltétel: -
Megfeleltetés:
m — m
— N
i o— i
d «— d
B — 2

i,d :=v.lob—1,0
i # v.hib
Tig1 <t+1
d:=d+1 | SKIP
t=1+1

: (Q/\Q <iNi|nAIER AV E2i—1]: (jJ(n\/i | 3))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.
Paraméter: -

1,1 := 1, hamis

-l

l=it1l|nAit1]

_n_
141

1:=1+1

: m:m’/\nzn’/\mgn—i—l)
R (@nd= 3 x@176)7gt) =)

1. Visszavezetés: szamlalas
Paraméter: -

i,d:=m—1,0

1#n

2 fli+ ) Aglit1) =1

di=d+1

| SKIP

FORYOES

1:=14+1
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8.
A=7 x7Z x L
m n I
B=7 x Z
m  n
Q : (mzm’/\nzn’/\mSn—Fl)

R : (QAie[m,n]AVje[m,n]: f(j)mod 10 < f(i) mod 10)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: adjuk meg a szdmjegy értékét is
Megfteleltetés:
m o« m mazx, i,k := f(m) mod 10, m, m
maxi : ;nax max < f(k+ 1) mod 10
E o— k max,i::f(k—i—l)mole,k—Fl|SK[P
a<b «— a<bd k=k+1
f(G) < f(j) mod 10
9.
V =wekt(Z,C)
A=V xL
x 1
B=V
x/
Q : (x=2a
R: (QANl=Vje[0,xz.dom —1]: Ty iop+j = xx_hib_j)

1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: ‘ Szigoritas: adjuk meg az elsé eltérés helyét is
Megfeleltetés: - -
m o— 0 i,l:=—1,igaz
n «— xz.dom —1 INi# x.dom —1
I — =l l:= Ty 1obt+i+1 = Tz hib—i—1
o Q=i+ 1
B(J) — Taiobtj F Ta.hiv—;
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10.
NNM = vekt(Z,V)
V =wvekt(Z,7)
Innyp(z) = Vi € [z.lob, z.hib] : (z;.dom = x.dom A x;.lob = x.lob)

A=NNM x N x Z

t kE d
B=NNM x N
t/ K

Q : (t:t’/\k:k’/\kﬁt.dom/\kgt.dom)

t.hib
R : (Q/\dz Z tk7j>

j=t.lob
1. Visszavezetés: 0sszegzés

Felt: - | Paraméter: ¢, k ‘ Szigoritas: -
Megfeleltetés: -
m — tlob i,d :=t.lob—1,0
n «— thib i # t.hib
d «— d d5:d+tk7i+1
1o i=i+1
fG) = th
11.
A=7Z xZ xNxLx Z XxZ
m n k I max i
B=7 x7Z xN
m n K
Q : (m m’/\n:n’/\k:k’/\mgnJrU

QAl=3j€[mn]:k[fH)N
R : l_)(ie[m,n]/\maxf(i)/\k|f(i)/\>
Vj € m,n]: k| f(j)— f(j) < max
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés
Feltétel: - | Paraméter: k | Szigoritds: -
Megfteleltetés:
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m «— m n «— n I «— 1
max < max i o— q kK «— p
a<b « a<b|f(U) < fOU)[BU) < k[f0U)
l,p:=hamis,m — 1
p#n
k{flp+1) k| flp+1) Al k| flp+1)Al
l,i,max := maz < f(p+1)
KIP .
S igaz,p+1, f(p+1) i,maz::p+1,f(p+1)|SKIP
p=p+1
12
A:NXNO
n d
B=N
nl
Q (n:n’)

n—1
R (@nd="S x@linsn)
j=2
1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: -
me—2|n—n-1|i—i|ld—d|pH)—2[jrj|n

13
A=7 xZ xLxZx Z
m n l i maz
B=7 xZ
m  n

Q:(m:m’/\n:n’/\qulgnfl)

— 9 L fU) < fG=DA
QAl=3j€em+1,n 1]'(f(j)<f(j+1') )/\

R : . ie[m—i—l,n—l}/\max:f(i)/\(;E;;ifgz_’_}g/\)/\
. L ((FO<FGEDAN L
Vjiem+1,n 1]'<f(j)<f(j+1) ) f(4) < mazx

1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: -

Szigoritas: -
m «— m+1 n «— n-—1 | «—
max < mar T o— 1 k

l
k
a<b — a<b | fG) — fG) |BG) < <§Z
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14.
A=7 X7 x 7 x . XZ
m n k 1 i
B=7Z X7 x Z
m n kK
Q:(mzm’An:n’/\mSn—l—l/\k:k’)

R: (QAl=3j€lmn]:k|fG)AL— (i€ [m,n] Ak| ()
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: k ‘ Szigoritas: elsd ilyen argumentumot keressiik meg
m«—m n<—n‘l<—l‘1<—2‘ﬁ(3)‘_k|f(])
15
A=7Z XZ xZxLx Z XZ
m n k I maxr i
B=7Z X7 x Z
m' n K
Q:(mzm’An:n’/\mSn—l—l/\k:k’)
QANl=3j € m,n]: f(j) <kn
R :

I — (ie [m’”]/\m%“:f(i)/\f(i)<k/\>
Vj € [m,n]: f(j) <k — f(j) < max

1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: k | Szigoritds: -

m «— m n «— n I« 1

max <« max T — 1 k «— p
a<b — a<b|f() < [fO)[BG) < [fU) <k
16.
V =wekt(Z, P)

P=(z:2,y:7)

A=V XPxZxLxZ
v ¢ r 1l i
B=V xPxZ
,U/ Cl 7,,1
Q:(v=vAc=dAr=r")
R Q Al =3j € [v.lob,v.hib] : (vj.x —c.x)? + (vj.y — cy)? < rPA
\U— (z € [v.lob,v.hib] A (v;.x — c.x)? + (vi.y — cy)? < T2)
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: v, c, r ‘ Szigorités: az elsé ilyen pontot keressiik meg

m—wv.dob | n—wv.hib | l—1|i—i]|B(j)— (vjr—cz)*+ (v;.y —cy)* <r?
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17.
A=7Z XZ XL xXZxLx 7Z X7
m nmn a b | max i
B=7Z XZ xX7Z X Z
m n ad b
Q:(mzm’/\n:n’/\m§n+1/\a:a’/\b:b’)
QAL=3j € [mmn]:a< f(j)<bA
R : i € [m,n] Amazx = f(i) ANa < f(i) < DA

- (w € [m.n] s a < f(7) <b— £(j) gm)
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: a, b ‘ Szigoritas: -
m «— m n «— n I «— 1
mar <« mazx i — 1 — k
1§§b — a<b|fQ) < fOU)[BU) <« a<f(G)<b

A=7Z XZ XZ xXZ xZ x Z x Ny

m n a b ¢ d p
B=7 XZ XZXZxZx Z

m' n a b d
Q:(m:m’/\n:n’/\m§n—i—l/\a:a’/\b:b’/\c:c’/\d:d')

R (QAp— by x(aéf(j)ébwéf(j)éd)>

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: a, b, c,d ‘ Szigoritas: -
mem|ne—n|i—i|d—p|pJ)—a<f(i)<bVve<f(j)<d
19.

A=7Z XZ xZ xLx Z X1Z
m n k I max i
B=7 X7 X Z
m n K
Q:(mzm’/\nzn’/\mﬁn+l/\kzk’)
QAl=3jem,n]: k| f(j)— 1A
R : l_)(ie[m,n]Ama:c—f(i)/\k|f(i)1/\)
Viem,n]: k| f(G)—1— f(§) <max
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: k | Szigoritds: -
m — m n «— n I — 1
max <« max i o— 1 k «— k
a<b — a<b|f(G) <« fO)|BG) < kIf()-1
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20.

A=7 xX7Z X Z x 7Z X7
m n N max i

B=7 X7 x Z

m/ n/ N/
Q:(mzm’/\n:n’/\mgn/\N:N’)
Iy QN € [m,n] Amazx = f(i)A

" \Vj € [m,n]: f(j) mod N < maxr mod N

1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: N ‘ Szigoritas: -
m—m n—n max < mazx
7 — 1 k—k|a<b<—amod N <bmod N
fG) < 10G)
21

7 X 7 X 7 X7 x Ny
n xy Yo T d
Z

=7 X
m
= X 7 XU X7

A
B=7 x
mn oz, oy, T
Q:(m:m’/\n:n’/\mgn-i-l/\mo:xf)/\yozy(’)/\r:r')
R:(QAd—zzx«ﬂﬁx@?Hﬂﬁngra)

j=m

1. Visszavezetés: szamlalas

/

Feltétel: - | Paraméter: zq, yo, 7 ‘ Szigoritas: -
mem | nen|i—i|ded|B()— (f) —20)®+ (9(j) = y0)* < r?
22,

A=7Z xXZxZ xZxL
a b n 1 l
B=7Z X7 x Z
a b n
Q : (a:a’Ab:b’/\aSb/\n:n’)
QAl=3j€[a,b]: (f(j) =0Af(j) <n)A
R : 1 <i€ [a,b) A (f(3)) =0A f(i) <n)A )
Vi€ la,i— 1] (f(j) # 0V f(j) = n)
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: n | Szigoritds: -
mealneb|lel|i—i|BG) — (G =0AF()<n)
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23.
V =wekt(Z,7)

A=V xV x Z x Ny
r y k d
B=V XV XxZ

/ /

oy K

fr=2 Ny=y ANk =K AVj € [ylob,y.hib] : y; € [x.lob, x.hib]A
@: Va,b € [y.lob,y.hib] : (y, = yp — a = b) )
y.hib
R:Qnd= > x(k|zy)
j=y.lob
1. Visszavezetés: szdmlalds
Feltétel: - ‘ Paraméter: x, vy, z ‘ Szigoritas: -

m —y.lob | n—y.hib | i—i|d—d|B(j) —k]|xy,

24,
V =wekt(Z,C)
A=V xL

x 1
B=V

.’L‘l
Q: (z=2)

R : (QAl=3j € [x.lob,x.hib] : z; € [’a’,’e’,’i’,’o’,’u’])
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - ‘ Paraméter: x ‘ Szigoritas: keressiik az els6 maganhangzé helyét is

942 %A% %30 000 9]

m<—x.lob‘n<—x.hib‘l<—l‘i&i‘ﬂ(j%—xje[a,e,l,o,u

25
A=7Z XZ XZXZLXZXxZxLxZ
m n a b ¢ d 1 7
B=7Z X7Z XZXZX7ZXxX17Z
m n add b o d
Q:(m:m’/\n:n’/\mSnJrl/\a:a’/\b:b’/\c:c’/\d:d’)

Iy QAl=3Fjem,n]:a< f(H) <bAc< f(j) <dA
l—=(iemnAha< f(i) <bAc< f(i) <d)
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: a, b, c,d ‘ Szigoritas: elsd ilyen elemet keressiik meg
mem|nen|l—l|i—i|pB()—a<fj)<bAc< f(j)<d
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26.
V =wekt(Z,C)
A=V x NO

T d
B=V

x/
Q : (:c = x’)

x.hib
R:[(Qnrd= Y x(zjela)e’ i’ o uw))
j=z.lob
1. Visszavezetés: szdmlalds
Feltétel: - | Paraméter: = | Szigoritds: -

m «— z.lob ‘ n « x.hib ‘ 11 ‘ d+—d ‘ B(j) —xj €a’)e i) o u]

27.
A=7 X7 X7
m n k
B=7 x7Z
m  n
Q: (m=m'An=n"Am+1<n)
R: (QAke[m+1,nAVje[m+1n]:f()—fG—-1) < f(k) - fk—-1))

1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: mondjuk meg a kiilonbség mértékét is
m<«—m+1 n < mn | maxr < mazx
i — k k—pla<b—a<bd

fG) =G - fG -1

A Z
n
B=7 xZ
m  n

Q : (m:m’/\n:n’/\mgn—i—l)
. (QAzaje[m,n}:ﬂf(j)A )

L= (i€ mn] A2 f(E)AV) € [mn] 2| F(G) — £() < £(2))
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: a legnagyobb értéket is adjuk meg
m «— m n «— n I« 1
maxr < max i — 1 kE «— k

a<b «— a<b|f(j) <« f0G)]|BG) < 2]f0U)
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29.
V =wekt(Z,7)
A=V xNxL
) l
B=V
x/
Q: (z=1)

=z
R ( Al =13j € [z.lob,x.hib— 1] : zjzj11 < O/\)
" \!— (i € [zlob,x.hib — 1] A zjzi41 < 0)
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: 0 < x.dom | Paraméter: = | Szigoritds: elss ilyet keressiik meg
m «— x.lob ‘ n «— x.hib —1 B(j) — zjxj41 <0

l<—l‘i<—i

30.
A=7 X7 X7
m n d
B=7 x Z
m  n
Q (m:m’/\n:n’/\mgn—i—l)

R (QAdjjimfo)g(m)

1. Visszavezetés: 0sszegzés

Feltétel: - | Paraméter: - ‘ Szigoritas: -
mem | nen|ded|i—i| fG)—|f() - g0)
31.
V =wekt(Z,Z)
A=V xV x Ny
x b d
B=VxV
Y

Q: (z=2"Ab=V)
x.dom—1
R : (Q Nd = Z X (Tz.10b+5 = bb.lob+j mod b‘dom))

7=0
1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -

m—0|n—adom—1|i—i|d—d]|B(j) Toiob+j = bb.tob+j mod b.dom
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32.
A=NxNxL
n it 1
B=N
n/
Q: (n=n)
R:(QAl=3Fje2n—-1:j[nAl—(ic[2,n—1Ai|n))

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigorités: legkisebb valddi osztot keressiik
me—2|ne—n-1[l—1]|i—i|p{)—jln

33.

g(x) _ ‘f(@ . f(x—l);f(x-&-l)’

Q : (mzm’/\nzn’/\m—l—lfn—l)
R:(QAie[m+1n—1]AVje[m+1n—1]:g(j) < g(i))
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: adjuk meg az eltérés mértékét is
me—m-+1|n<—n—-1| mazr <+ mazx
71— 1 k—k a<b—a<b
f(G) < 90)
34.
V =wvekt(Z,7)
A=V xNxL
z 1
B=V
x/
Q: (z=2a)
R : (QAl=13j€ [wlob,x.hib]:j|x; Nl — (i € [x.lob,x.hib] Ni | x;))

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: x ‘ Szigoritas: elsd ilyen elemet keressiik meg
m < x.lob ‘ n < x.hib ‘ l—1 ‘ i ‘ B() —jlxj
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35.
V =vekt(Z,vekt(Z,7))

t:.d =t 1.domA
Iy (t) = [V € [tdob, t.hib — 1] | 7700 T FFECOTRN S 10k = ty 100D
tj.ZOb = tj+1.lOb

g(i) =t.lob+ L*J h(i) = t.lob + i mod t; jop.dom

tt.10b.dom

A=V xZxL
tn I
B=V x Z
t'n
0 - t=t An=n'At.dom > 0A >
“\Vj €0, z.dom - 2y gop-dom — 2] i g5y ni) < tg(i1).m(j+1)

QANI=3dj¢€ [O,m.dom “ Ty.jop-dom — ” : tg(j),h(j) =nA
I — (i €[0,z.dom - @y 10p-dom — 1] At g(iy niiy = 1)
1. Visszavezetés: logaritmikus keresés

R :

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
m « 0 n <« x.dom- Ty p.dom —1 T o— 1
k «— n U — u v o— v
Il «— |l |la<b <« a<bd f(]) — tg(j),h(j)
u,v,l :=0,z.dom -z, 10p.-dom — 1, hamis
-lVu<wo
e
Lg(i),h(i) <N Lg(i),n(i) =N Lg(i),h(i) > 1
u:=1+1 l :=1igaz vi=4i—1
36.

V =wvekt(Z,S,)

A=V xNxL
) l
B=V
x/
Q: (z=2)

R Q ANl =13j € [x.lob, z.hib] : x; = "vildgoskék’ A
I — (i € [x.lob, x.hib] A x; = *vildgoskék’)
1. Visszavezetés: logaritmikus keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -

m <« xz.lob n <« x.hib T — 1
k «— ‘’vilagoskék’ U — u v o— v
I — 1 a<b — a=<b|fj) <« =z
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37.
V =wekt(Z, P)
P=(z:2,y:7)
A=V xP
vop
B=V
,U/
Q: (v=1)
R Q N € [vlob,v.hib] Ap = v;A
“\Vj € [v.lob,v.hib] : vj.2? +v;.y* < p.a? + p.y?
1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: - ‘ Paraméter: v ‘ Szigoritas: keressiik a vektorban elfoglalt helyet
m «— v.lob | n «— v.hib max < p
i1 k—k a<b—az®+ay?®<bz?+by?
f(G) < v
38.
A=7 xXZ xLxZ
m n 1l 1
B=7 X Z
m  n
Q (mzm’/\nzn’/\mﬁn—kl)

R QAl=3j€m,n]:0< f(HA
U= (i e[mn]A0< fi)AVj € [m,i—1]:0> f(j))
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8. alt. valtozat
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
m<«—n
suce(i) «—i:=1i+1

n<«—m 1

pred(i) —i:=i—1]B(j) <0< f(j)

39.
V =vekt(Z,{0,1})
A=V x Ng

T d
B=V

x/

t.hib—3 = = 0OA
R:(Qrd="% x(mﬂ e ))

1. Visszavezetés: szamlalas
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Feltétel: 3 < t.dom ‘ Paraméter: x ‘ Szigoritas: -

Ti =Ty = 0A
m—tlob | n—thib—3 |i—i|d—d|BG) — 7 I
Tjpr =43 =1
40.
A=7Z X Z xZ xLx1Z
m n k 1 )
=7 X 7Z X 7
m' n K

: m:m//\n:n’/\mgn—l—l/\k:k’)
QANl=3j€[m,n]:rprim(f(j), kANl — (i € [m,n]A rprim(f(i),k))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: elsé ilyen értéket keressiik meg
Megfeleltetés:
mesm i,l:=m — 1, hamis
n — n
[ «— 1 -INT#n
_i — 1 ' _ [l =rprim(f(i + 1), k:]
B(j) « rprim(f(j5),k —
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8. =t

Feltétel: - | Paraméter: k ‘ Szigoritas: hol lesz ,,nem relativ prim”
Megfeleltetés: y )
gm — 9 [l = Tpmm(lf(z +1), k)]
= k i, 1 = 1,igaz
Lo INii £k
Lo : li=ii+ 11 f(i+1)Vii+ 11k
BG) — JlIfE+D) NG|k i A
41. =11+ 1
A=7 xZ xL
n i 1
B=7
nl

Q : (nzn’/\?ﬁn)
QAl=3j€2,n—1]:(F | nA-prim(j)) A
R : (z € [2,n—1] A (i | n A —prim(i)) /\>
| — . ) . L
Vi€ [2,i—1]: (j{nVprim(j))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: - ‘ Szigoritas: -
me—2|ne—n—1|l—1]i—il|pBG)—G|nA-prim(j))
2. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: 7, n ‘ Szigorités: hol lesz ,,nem prim”
me2|n—i|l—l|i—il|p@{)—it+l|nAjlit+l
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Z XL XLXLXLXTLXxLxL

m n a b k 1+ 3 1

7 X7 X7T X1xX L

m' n add VK
zm’/\n:n’/\mSn—l—l/\a:a’/\b:b’/\k:k’)
(QAl=3p€[m,n]:3q€la,b]: f(p)+g(q) = kA

U= (i € m.n] Aj € a,b] A £(3) +9(j) = k)

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: a,b, k ‘ Szigoritas: elsd ilyet talaljuk meg
m<«—m n%n‘l<—l‘i<—z"ﬁ(p)%ﬂqe[a,b]:f(p)—l—g(q):k
2. Visszavezetés: logaritmikus keresés
Feltétel: - ‘ Paraméter: a,b, 7,k | Szigoritds: -
m — a n <« b T —
k «— k U — u Vv o— v
I — 1l la<b « a<b|f(G) <« [fi+1)+g90)

43.
V =vekt(Z,vekt(Z,7))
g:VxZ—-L
g(t,j) =Vk e [tj.lob, tJth] itk < 0
A=V xLxZ
t 1 d
B=V
t/
Q: (t=*)

R : (QAl=3j € [tlob,t.hib] : g(t,j) Nl — (i € [t.lob,t.hib] /\g(t,i)))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: ¢ | Szigoritds: -
Megfteleltetés: 1,0 :=t.lob—1, hamis
m « tlob Ui+ thib
n <« thib -
I — 1 l::g(t,z—&—l)]
T — 1 =141

B (] ) — g (t7 J )
2. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: t,7 | Szigoritas: -
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l:=g(t,i+ 1)]
[

Megfeleltetés: - :
m  — tiy1.lob 19,0 :=t;y1.l0b — 1,igaz
I = -~ l:i=1%i11,411 <0
o i =it 1
B) < tix1;>0
44.
V =wvekt(Z,C)

g:VxVxZ—-L
g(x,b,j) =Vk € [0,b.dom — 1] : ®j1k = bp.1ob+k

A=V xV xL
T b l

B=VxV
b

Q : (x =2’ ANb=b Ab.dom < x.dom)
R : (Q Al =3j € [x.lob,x.hib — b.dom)] : g(x,b,j))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - ‘ Paraméter: z, b ‘ Szigoritas: adjuk meg az els6 el6fordulds helyét
Megfeleltetés:
moo— x.izo'?) b i, :=x.lob— 1, hamis
noT b b dom =l \i # a.hib — b.dom
I« 1
i e (1:= g(a,b,i + 1))
BG) < g(x.b,j) i=i+1
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - ‘ Paraméter: x,b,7 | Szigoritas: - l:=g(z,bi+1)
Megfeleltetés: 1 :
m «— 0 ii,l:= —1,igaz
n. « bdom—1 I Aii # b.dom — 1
Lo [ S
i e i . z+1.-.‘rn+1‘ : b.lob+ii+1
8G) — Tit14 + Dhtobsj =1+ 1
45,
g:Z—1L
9(j) =3k € [m,j—1]: f(j) < f(k)
A=7 X Z XL xXZ
m n 1 1
B=7 X7
m
Q: (m=m'An=n"Am<n+1)
R: (QAl=3j€[mmn]:g(j)Al— (i € [m,n]Ag(i)))
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1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigorités: elsd ilyen értéket adjuk meg
mem|nen|lel]i—il|BQ)—g()
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: elsd ilyen értéket keressiik
mem|n—i|l—l|i—il|pB()—fli+1)<f()
46.
g:Zx7Z—1L

gU,n) =3k €[j+1,n]: f(4) = f(k)

A=7Z xZ xLxZ
m n l 7
B=7 x Z
m/ /
Q : (m:m’An:n’/\mSn—l—l)

Iy QAl=3j€mn—1]:g(,n)A
"\l = (i€ [m,n—1]Ag(i,n) AVj € [m,i—1] : ~g(j,n))
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: o < n | Paraméter: - | Szigoritds: -
mem |ne—n—1[1—1]|i—il|B()—g(jn)
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: ¢, n ‘ Szigoritas: adjuk meg, hol fordul el6 az elem masodszor
me—i+2|n—nl|l—l|i—iil|p()— fli+1)=f()

47.
M = vekt(Z,vekt(Z,Z))
g: MxZ—1L
g(x,j) =Vk € [x;.lob,x;.hib] : t; ), =1

A=MxZ x L
T i1
B=M
1,/
Q : x:x')

R : (QN1l=13j € [zlob,x.hib] : g(x,j) ANl — (i € [x.lob, x.hib] A g(z,7)))
1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: x ‘ Szigoritas: elsd ilyen sort keressiik meg
m—x.lob | n—x.hib |l —1|i—il| B(j)— g(x,j)
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: x,¢ ‘ Szigoritéas: adjuk meg, hol lesz el6szor nem 1
m <— .’ﬂi_._l.lOb ‘ n <« .TH_thb ‘ | — =l ‘ 1 1 ‘ ﬂ(j) — Xj41,5 7é 1
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48.
A=7 x7 x Ny
a b d
B=7Z X Z
a b

Q: (a=dAb=bNa<b+1)
b

R (@nd= % i)
j=a

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: -
Megfeleltetés:

m «— a

n < b

T o— 1

d «— d
B(j) < prim(j)

2. Nem megengedett eldgazasfeltétel kitranszforméldsa

l:=prim(i+1)

3. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: -

Megfeleltetés:
m «— 2
n o — 1
I «— -l
i — i
BG) < Jli+1
49.
A=N x Ny
n d
B=N
n/
Q: (n=n
n—1
R (@nd="S x(primG.n))
j=2
1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -

i,d:=a—1,0

i £Db

prim(i + 1)

d:=d+1| SKIP

i:=1+1

i,d:=a—1,0

i £b
1:=prim(i+1)]
!

=d+ 1] SKIP
i:=14+1

Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: hol lesz ,,nem prim”

l:=prim(i+1)

1,1 :=1,igaz

IER

li=di+1fi+1

=14+ 1
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me—2|n—n-1|i—i|d—d]|pB(j)— rprim(j,n)
2. Nem megengedett eldgazasfeltétel kitranszforméldsa
L:=rprim(i+ 1,n)
3. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: ¢, n ‘ Szigoritas: hol lesz el&szor ,,nem relativ prim”
me—2|n—i+l|l—-l|i—il|B()—jli+1Aj|n

50.
V =wvekt(Z,S,)
g: VxVxN-—=N

a.dom

g((l, b?]) = kz X (a((j—i-k—l) mod a.dom)+1 — bk)
=1

A=V xV x Ny

a b 1
B=VxV
a v

Q: (a=d ANb=V Nalob=blob=1A1<adom =b.dom)
R : (QAi € [a.lob,a.hib] AVj € [a.lob,a.hib] : g(a,b,j) < g(a,b,i))
1. Visszavezetés: maximum Keresés

Feltétel: - | Paraméter: a,b | Szigoritds: mondjuk meg, hany helyen egyeznek meg
Megfteleltetés:
m — a.lob mazx, i,k := g(a,b,a.lob), a.lob, a.lob
n <« a.hib k % a.hib
maa; : ;nax maz < g(a,b, k+ 1)
E o k masc,i::g(a,b,k—l—l),k—l—ll SKIP
a<b «— a<bd k=k+1
fG) < gla,b,j)
2. Fuggvény helyettesitése valtozoval
d:=g(a,b,j)

3. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: a,b,j | Szigoritds: -
m«— 0 ‘ n «— a.dom — 1 ‘ i il ‘ d—d ‘ B(J) < a((j+i—1) mod a.dom)+1 = bj
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d = g(a, b, alob) d:= g(a,b, )

max, 1, k := d,a.lob, a.lob
k # a.hib ii,d:=—1,0

d:= g(a,b,k+1)j 11 # a.dom — 1

maz < d A((j+ii) mod a.dom)+1 = Dii+1
maz,i:=d,k+1 | SKIP d:=d+1 SKIP
k:=k+1 =14+ 1

51.
g:ZLXLXL—ZL

g(m7nvj) = k:i X(f(jv k) = 0)

A= X 7 XL
m n d
B=7Z x7Z
m'
Q : mzm’/\nzn’/\mﬁn—!—l)
R : (Q/\d= 2 g(mm,j))
Jj=m
1. Visszavezetés: 0sszegzés
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
mem|nen|ded|i—i|f(j)—glmn,j)

2. Fiiggvény helyettesitése véltozéval (z := g(m,n,i + 1))
3. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: m,n,i | Szigoritds: -
mem |ne—n|i—ii|d—z|p(j) — f(i+14)=0
52.
V = vekt(Z,vekt(Z,7))
g:VXZ—-Z
ti hib
gt j)= > x(tjk#0))
k=tj 10
A=V x No
t d
B=V
t/
Q: (t=t)
t.hib
R : (QAd: ‘ ;l bx(g(t,j) = 1)>
J=t.to

1. Visszavezetés: szamlalas
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Feltétel: - | Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: -

m —tlob | n«—thib | i—i|d—d|B(j)—g(tj) =1
2. Fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(t,i + 1))
3. Visszavezetés: szamldlas

Feltétel: - | Paraméter: ¢, ‘ Szigoritas: -

m <— ti_;,_l.l()b ‘ n <« tH_lhlb ‘ 1< 1% ‘ d+«— z ‘ ﬂ(]) — ti+17j # 0

53.
g:LXLXL—Z

g(jymyn) = E X (k) = £(7))

A

B

Q : (m:m’/\n:n’/\mgn)

R : (Q A Ji € [m,n] : max = g(i,m,n) AVj € [m,n]: g(j,m,n) < max)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: adjuk meg, hol veszi fel ezt az értéket
m—m n<«—n | maxr — max
7 —1 k—k|la<b—a<bd

f(G) = g(j,m,n)
2. Fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(k + 1, m,n))
3. Visszavezetés: szamldlas

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
mem|nen|i—ii|dez|B0)— fG) = Flk+1)
54.
g:2LX7—7Z

g(m,j) = ; V(G) < F(R))

A=7 X 7Z X7
m n 1
B=7 X7
m  n
Q : m:m’/\n:n’/\mgn)
R : (QAi€[m,n]AYj e [m,n]:g(m,j) < g(m,i))
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: adjuk meg, hany elem el6zi meg
m<—m n<—mn max <— max
i — 1 k—k|la<b—a<bd

f(G) = g(m, j)
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2. Fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(m, k + 1))
3. Visszavezetés: szdmlalas
Feltétel: - | Paraméter: k,m | SZlgorltas -
m<—m‘n<—k‘z<—zz‘d<—z‘ﬁ ) — flk+1) < f(4)
55.
M =wvekt(Z,V) V =wekt(Z,7)
IM(J?) =Vi € [x.lob, x.hib] : (x;.dom = x.dom A x;.lob = x.lob)
: M x Z — L

(t7]) Zm =t. lob

A=Mx Z XxZ
t maxr 1

B=M
tl
Q: (t=t)

R : (Q Ai € [tlob,t.hib] A max = g(t,i) AVj € [t.lob,t.hib] : g(t,j) < max)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: ¢ | Szigoritds: -
m «— t.lob n <« t.hib | max «— mazx
11 k—k a<b—a<b
1) < g(t.4) 2= gt tob)
mazx, i,k = g(t,t.lob),t.lob,t.lob maz, i, k := Z’t_'lOb’t'IOb
%o 2 Lhib k # t.hib
max < g(t,k+1) z:=g(t.k+1)
maz,i:=g(t,k+1),k+1 I SKIP max < z
k=k+1 max,i:=z,k+ 1| SKIP
k=k+1

2. Fiiggvény helyettesitése valtozdval
z:=g(t,k+1)

3. Visszavezetés: 0sszegzés

Felt: - | Paraméter: ¢, k ‘ Szigoritas: - z:=g(t,k+ 1)]
Megfeleltetés: - T
m <« t.lob 1,z = t.lob—1,0
n «— k W #k
d = =z Z 1= 2+ i1 k1
Lo i =i+ 1
fG) — tjrs
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56.
M = vekt(Z,V)
V =wvekt(Z,7)
In(z) = Vi € [x.lob, z.hib] : (z;.dom = xz.dom A x;.lob = x.lob)
g: MXxXZ—7
g(t,j) = max {t,, jlm € [j + 1, t.hib]}

A=Mx Z
t max
B=M
t/
Q: (t=t)

R Q A Ji € [tlob,t.hib — 1] : max = g(t,9)A
Vj € [t.lob,t.hib — 1] : g(t,j) < mazx
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: adjuk meg, melyik sorban van
m «— t.lob n«—t.hib—1| mar — max

7 — 1 k—k a<b+—a<bd
£G) <= gt 4)
2. Fiiggvény helyettesitése valtozéval (y := g(t, k + 1))
3. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: - | Paraméter: k, ¢ ‘ Szigoritas: adjuk meg e helyét is

m«—k+2 | n«thib max «— y
1 11 k—kk |a<b—a<b
FU) = thir
57.
V = wvekt(Z,vekt(Z,7))
g:VXZ—7Z

. tj_ i
g(t,7) = 220200, x (ke #0))

A=V x No
t d
B=V
tl
Q: (t=t)
t.hib
R : (QAd: > x(g(t,7) =1)>
j=t.lob

1. Visszavezetés: szamlalds

Feltétel: - | Paraméter: ¢ ‘ Szigoritas: -

m— tlob | n«—thib | i—i|d—d|B(j)—g(tj)=1
2. Fuggvény helyettesitése valtozoval (z:=g(t,i+1))
3. Visszavezetés: szamldlas
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Feltétel: - | Paraméter: ¢, ‘ Szigoritas: -
m «— t;y1.lob ‘ n « tiy1.hib ‘ 1 11 ‘ d— z ‘ B(j) —tix1; #0

58.
V = vekt(Z, P)
P= (x Z,y:7)
E= @-PqP)
g VXZ—T
h:PxP—7
g(v,j) =m € [v.lob,v.hib] : (Vg € [v.lob,v.hib] : h(vj,vy) < h(vj,vm))
hp,q) = (px — q.x)* + (py — q.y)?
A=V x FE
v max
B=V
,U/
Q: (v="1)

~(Q AT € [vlob,v.hib] : max = (vi,vg(m))/\
Vj € [v.lob,v.hib] : (vj, Vg j)) < Mmax
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - ‘ Paraméter: v ‘ Szigoritds: adjuk meg a vektorban elfoglalt helyet is
m «— v.lob n «— v.hib max < max

11 k—k a < b+ h(a.p,a.q) < h(b.p,b.q)
f(]) — (vjavg(v,j))

2. Fliggvény helyettesitése valtozdval
= (vk-i-l? vg(v,k+1))

max, i, k 1= (Vu.lob, Vg(uv,v.l0b) )s V-l0b, v.l0b [ := (Vv.10b, Ug(v,v.lob))]
k # v.hib mazx,i, k := z,t.lob,t.lob
h(mazx.p,maz.q) < k # v.hib
B((Vkt1, Vg(o k1))-Ps (V415 Vg0 k41))-9) [2 = (st Ug(v,k+1))]
max,t = (Uk+1vvg(v,k+1))vk +1| SKIP maz < hizp, 2.q)
ki=k+1 max,i:=z,k+ 1| SKIP
3. Visszavezetés: maximum keresés k:=k+1
Feltétel: - ‘ Paraméter: v, k ‘ Szigoritas: keressiik a vektorban elfoglalt helyet is

Megfeleltetés:
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[z = (Vg1 Ug(u,kJrl))]

m <« wv.lob 1
n <« wv.hib B
mar < = z, 10, kk := (Vk41, Uy 10b), v.l0b, v.l0b
Lo Kk £ v.hib
k — kk
a<b «— h(ap,a.q) <h(bp,b.q) h(z.p,z.q) <
) = (ep1v;) h((k+1, Vek+1)-Ps (V415 Okk41)-9)
Z,ii = (’Uk+1,’l)kk+1),]€k+1 SKIP
59, kk :=kk+1
M = vekt(Z,V)
V =wvekt(Z,Z)
In(x) = Vi € [x.lob, x.hib] : (x;.dom = x.dom A x;.lob = x.lob)
g: MXZ—7

. t.hib
g(tvj) = k,:lt.lob tj,k

A=MXZ
t 1
B=M
t/
Q: (t=")

R : (QNi € [tlob,t.hib] AVj € [t.lob,t.hib] : g(t,j) < g(t,1))
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: ¢ ‘ Szigoritds: mondjuk meg, hdny pontja van a nyertesnek

Megfeleltetés:
m. HO‘b max, i,k := g(t,t.lob), t.lob, t.lob
max <« max
P e maz < g(t,k+1)
E o~ & maz,i:=g(t,k+1),k+1 | SKIP

a<b «— a<d k:=k+1

fG) = g(td)
2. Fiiggvény helyettesitése valtozdval

z:=g(t,k+1)

3. Visszavezetés: 0sszegzés

Felt: - | Paraméter: ¢, k ‘ Szigoritas: -
Megfeleltetés: _
m <« tlob S g(f, k+1)
"o t.hib i,z == t.lob— 1,0
— z — ,
t.hib
P e i - 7: tz
f(]) - tk+1,j zi=z k+1,3i+1
i =141+ 1
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60.
g:Zx7Z—L
g(b,i) =Vj € [(i+1),b] : f() < f(9)

A=7 x7 x Ny

a b d
B=7 x7Z
a v

Q : (a:a’/\b:b'/\agb—l—l)
b
R (QAd— ;x@(b,j»)

1. Visszavezetés: szdmlalds
Feltétel: - | Paraméter: - ‘ Szigoritas: -
me—a|ne—bli—ild—d|pG) — g7)
2. Fuggvény helyettesitése valtozdval

l:=g(b,i+1)
3. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: i, b | Szigoritds: adjuk meg, hol tér el elSszor

me—i+2 | ne—b|lel|i—iil|B()— fG) > fi+1)

61.
M = vekt(Z,V)
V =wekt(Z,7)
Iy (x) = Vi € [x.lob, x.hib] : (x;.dom = x.dom A x;.lob = x.lob)
MxZx7—L
, haj+k <0Vitdom < j+k;

g :
. 0
g(t,j,k) = .
tedobtjtk,tlob+j, ha0<j—+k <t.dom.

A=Mx Z XZ
t maxr 1

B=M
t/
Q: (t=1)
t.dom—1
QANi€[—tdom+ 1,t.dom—1]Amaz= >, gt i,p)A
. =0

R t.dom—1 ?

Vj € [-t.dom + 1, t.dom—1]: > g¢g(t,j,p) < mazx

p=0

1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
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m «— —t.dom + 1 n « t.dom —1 | max < max
11 k—k a<b—a<b
) t.dom—1 )
fG) = X 9(tj,p)
p=0
t.dom—1
max, i, k:= >, g(t,—t.dom+1,p),—t.dom + 1,—t.dom + 1
p=0
k # t.dom — 1
t.dom—1
max < Y, g(t,k+1,p)
p=0
t.dom—1
maz,i:= > gt k+1,p),k+1 SKIP
p=0
k:=k+1
t.dom—1

2. Fiiggvény helyettesitése valtozoval (z := > 0" " g(t, 4, p))
3. Visszavezetés: 0sszegzés

Felt: - | Paraméter: - | Szigoritas: ¢, k p— :
Megfeleltetés: [Z =2 0 g(tajap)}
m <« 0 !
= —1,0
n < tdom—1 b, :
d — = p % tdom —1
i — p 0<tlob+k+1+p+1<t.dom
fG) — glt,k+1,7) 22 1= i lob+k+1+p+1,tlob+k+1 | 22 :=0
z:=z+2zz
p=p+1

4. Figgvény helyettesitése valtozéval

zz:=g(t,k+1,p+1)
5. Visszavezetés: esetszétvalasztissal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szdmolésa (zz := g(t,k+ 1,p+ 1))
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62.
g:Z— (NgxZxL)
g(m —1) = (0,m — 1, hamis)

(1,7 + 1,igaz), haf(i+1)=1Ag(i)1 =0;
9+ 1) = { (g(i) + 1,902, g(0)s), ha f(i+1) =1 A gD > 0
A=7Z xZ xLxZ
m n l 7
B=7 x 7
m  n
Q (m:m’/\n:n’/\mgn)

n . (@A1=3j€lmnl: f(7)=1A
"\l = (@€ [m,n]AVj € [m,n]:g(i) < g(i))
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritis: Adjuk meg mekkora a leghosszabb sorozat
Megfeleltetés:
m — m-—1 (max,i,1),j,k:=gm—1),m—1,m—1
n o« n
) k#n
max — (maz,i,l) -
i — ] (max,z,l)l Sg(k—i_l)l
E o k (max,i,l),j::g(k;+1),k;+1| SKIP
(Z,Sb — a1§b1 kE=k+1
fG) = 90)
2. Rekurziv figgvény helyettesitése valtozoval
z=g(k+1) z = (0,m — 1, hamis)
(max,i,1),j,k :=2z,m—1m-—1
k#mn
z:=g(k+1)]
mar < z1
(max,i,l),j =z k+1 ISKIP
k:=k+1

3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal definialt fliggvény helyettesitési értékének a ki-
szamitasa
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. z:= (0,m — 1, hamis)
z:=g(+1) - -
(max,i,1), 5,k :=2z,m—1,m—1
k#mn
flk+1)=1A flE+1)=1A &
]_ =
z1 =0 z1 >0 f( + ) 0
z:=(1,k+1,igaz)| 2 :=21+1 z1:=0
maxr < 21
(max,i,1),j =z k+1 | SKIP
k=k+1
63.
g : Z— Ny
glm—1)=0
gl +1) = g(i) + f(i+ 1)
A=7 x7Z x L
m n 1
B=7 X7
m  n

Q : (m:m’/\n:n’/\mgn)
R : (Q/\l:3j€ [m,n]:g(y) <0)
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: adjuk meg, hol lesz el6szor negativ
mem|ne—n|l—l|i—i|p@j)—g@)<0
2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozdval
z:=g(i+1)
64.
g Z— Ny
gm—1)=0
) 1)+ 1, haf(¢+1) <O0;
s 1) {90) fli+1)
0, haf(i+1)>0.
A=7 x7Z x Ny
m n d
B=7Z xZ
m'  n
Q (m:m’/\n:n’/\mgn)

1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: -

Szigoritas: -
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mem|nenlici|d—d|BG)—g()=1

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozdval
z:=g(i+1)

3. Visszavezetés: Esetszétvdalasztassal definialt

fiiggvény helyettesitési értékének a kiszamitdsa —2=0
| d,i:=0,m—1
z:=g(i+1) N
i7d;:m—1,0 Z?én
I fi+1)<0
: z:=241[2:=0
gli+1)=1 = z=1
d:=d+1]| SKIP d:=d+ 1| SKIP
=01 =il
65.
g : NO - (N07N0)
9(0)=(0,n)
12N ha2 (i)
9(i+1): g(i)2 ;
o,T), ha2 | g(i).
A=NxN
nok
B=N
n/
Q: (n=n
R: (QAg(k) =1)

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: -
me 1| lel]i—k]|B() —g(in=1
2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(k + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztdssal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szdmitédsa (z := g(k + 1))

z:=(0,n)
k,l:=0,hamis k,l:=0, hamis
-l -l
Li=gk+1)i=1 | 212
py—— BTy BT
l:=2=1
k=k+1

66.
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g(m) = (1,m,m)
gli+1) = {@@1 190020 +1), ha f(i) < £+ 1);
(1,i+1,i+1), ha f(i) > f(i +1).
A=7 x7Z x P
m n 1
B=7 X Z
m' n

Q : (mzm’/\n:n’/\mgn)
R : (QAi.a,ibe[m,n] Nia=g(ib)s AVE € [m,n]: g(k); < g(i-b)1)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - ‘ Paraméter: - ‘ Szigoritds: adjuk meg a leghosszabb szakasz hosszat
me—m—1|n«<n| max— (max,iq,ip

17— 1 k—k a<b—a <b
f(G) —90)

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(k + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztdssal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szdmitdsa (z := g(k + 1))

67.
g NO — (No,No)
9(0) = (0,x)
14=) a2 f gli)es
gi+1)= @ .
07922>7 ha2|g(7’)2
A=N x Ng
T d
B=N
x/
Q: (z=2a
[logan]
R : (QAd: _Zl x(g(jh:l))
j=

1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
me—1|n—/Jlogn] |i—i|d—d|pU)—g(lhr=1
2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(i + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztdssal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szdmitdsa (z := g(i + 1))
68.
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V =wekt(Z,C)
g:7Z— (Ngx17Z)
g(x.lob—1) = (0, x.l0b)

y 2 h . — 2,
g<i+1): (072.4' )7 ‘ ATi41 ,5’7
(9(2)1+179(Z)2)7 hax; 1 #°,.
A=V XZ
T 1
B=V
!
Q: (z=2)

R : (QAi € [x.lob,x.hib] AVj € [x.lob, x.hib] : g(j)1 < g(i)1)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - ‘ Paraméter: x ‘ Szigoritas: adjuk meg, mekkora a leghosszabb sz6
Megfteleltetés:

m «— w.lob—1 (max, i), 7,k := g(x.lob—1),x.lob— 1,2.lob — 1
noo whib k # .hib

- §max’ ) (maz,i)1 < g(k+ 1),
E o k (maz,1),7 :=g(k+1),k+1 | SKIP

a<b «— a3 <b k=k+1

fG) = 90)

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(k + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal definidlt fliggvény helyettesitési értékének a ki-

szdmitdsa (z := g(k + 1)) z:= (0, z.lob)
z = g(z.lob— 1) (max,1),j,k = z,z.lob—1,2.lob — 1
(max,t),7,k = z,x.lob— 1, z.lob — 1 k # x.hib
k # x.hib Tip1 ="
z:=g(k+1) z:=(0,i+ 2) | z1: =2 +1
mazr < 21 maxr < 21
(maz,i),j=2k+1 | SKIP (maz,i),j =2 k+1 | SKIP
k=k+1 ki=k+1
69.

g:7Z— (NgxZ) ga)=1(0,a)

(0.1 (fE+1) < f@A)ANfE+1) < f(i+2)

. it 1), : A+ 1 #Db)

g(i+1)= (o(is 4+ 1. g6i)0) haqu+nzf@vfu+nzfu+m)
g™ 5 9%%2), V(i+1=0)
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A=7Z X7 X Z
a b 1
B=7Zx1Z
a b

Q:(a=d Ab=bANa<b+]1)
R : (Q/\i € [a,b] AVj € [a,b] : g(§)1 < g(i)l)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritds: adjuk meg, mekkora a legszélesebb hegy
Megfeleltetés:
m — a
n «— b (maz,i),i,k := g(a),a,a
max «— (mazx,i) k#b
1 — 1
E — k (max,i)1 < glk+ 1)1
a<b — a<bh (max,i),1 :=
fG) — () (k+1.k+1 | SKIP
pe A A g )
2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozoval E— k1
z:=g(k+1) '

3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szamitdsa (z := g(k + 1))

z:=(0,a)
(maz,i),j,k = z,a,a
k#£b
i+ 1) < Fn Fi+1) > f)v
fli+1) < fi+2)A fl+1) > fi+2)V
i+1#Db i+1=0b
z:=(0,k+1) z1: =2 +1
maxr < z1
(max,i),j:=z,k+1 SKIP
k=k+1
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70.

V =wekt(Z,7)

g:Z— (NgxZxL)
g(x.lob—1) = (0,z.lob — 1, hamis)

gli+1) = {(9(1)1 +1,9(i)2,igaz), hawz;;; <O0;

(0, 1+ 279(’6)3), haxi+1 > 0.

A=V xLxZ

x 1 3
B=V

x/
Q: (z=2)
R Q ANl =13j € [x.lob,x.hib] : x; < OA

"\l — (i € [x.lob, x.hib] AVj € [x.lob,x.hib] : g(5)1 < g(i)1)

1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: x ‘ Szigoritas: adjuk meg mekkora a leghosszabb sorozat
m «— x.lob—1 | n «— x.hib | mazx — (max, i,%)
1 j k—k a<b—a <bh
f@G) —90)

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(k + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztdssal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szdmitasa (z := g(k + 1))

A=7Z XZ XZ
a b i
B=7x17Z
a v
Q : a:a’/\b:b'/\aSbJrl)
R : EQ/\i €la—1,b]AVjea—1,0]:9(j) < g(i)
1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: - J] Paraméter; - ‘ Szigoritds: adjuk meg a latogatok szamadt is

m <+ a— n<«<—b| maxr — max
11 k—k|la<b—a<b
() < g9(d)

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(k + 1))
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72.
V =wvekt(Z,Z)
g:7Z—(ZxLxL)
g(t.lob — 1) = (0, hamis, hamis)
(0, hamis, hamis), ha—g(i)a Atip1 ZaNtip1 b
gli+1) = (tix1,igaz, hamis), ha—g(i)s A (tix1 =aV t;41 =)
(9(3)1,igaz, hamis), hamy
(9(9)1,1g9az,igaz), egyébként
= (g(D)2 A (tigr = g(i)1 V (tig1 #aNtigr #b))) Agli)s

A=V XZXZXx7ZxL
t a b k 1

B=V XZXZ
' d UV
Q: (a=dAb=VUNt=1)
R (QAZ—EI]E[tlobthzb] g(j)sA >
"\l = (3j € [tlob,t.hib] : (9(j)s Nk = g(j)1))

1. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: - | Szigoritas: -
m—tlob | n«thib |l —1]i—ilpB(G) —g()s
2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozéval (z := g(i + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztdssal definidlt fiiggvény helyettesitési értékének a ki-
szdmitdsa (z := g(i + 1))

k,l1,1ls := 0, hamis, hamis

1,1 :=t.lob— 1, hamis

~INi # thib
Al A (tiJrl Zal| —la A (tiJr]_ =a [laA=lgNtig1 =kV | I3Vie ANtip1 # kA
Ntit1 =+ b) Vg1 = b) tit1 *aV tit1 7é b) tir1=aVitig = b)
k,h,lg = k,ll,lg = k‘,ll,lz = k,ll,lg =
0, hamis, hamis|t;11,1gaz, hamis k,igaz, hamis k,igaz,igaz
l:= lg
1 =1+1
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73.
00 = igaz
Vi€ [1,4] : (z; € [1,n]A
0i =3x1, ... x5) , ,
VEel,j—1]:z; #xp ANx; £i—k # )
Q= 0On

N=x{1...n}
A=NxLxN
n l T
B=N
n/
Q : n:n’)

R: (QALl=3yeN :o(p(y) Al — (olp(x))))

1. Visszavezetés: visszalépéses keresés

Feltétel: - ‘ Paraméter: n ‘ Szigoritds: Az els6 ilyen értéket adjuk meg
Megfeleltetés:

V; — T ‘ 0; —n ‘ p«— I1d
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: x | Szigoritds: - l:= gm+1(:r)]
Megfteleltetés:
m — 1 i,1:=0,igaz
n < m INT#m
é : ;l = Tm+1 75 Ti+1 A\ Tm+41 +
. Im + 1 —j| # @i
B() — Tmy1 =5V —
xm+1:|:|m+1—j\:xj Z::Z+1
74.
00 = igaz

;=3 A Vj e [1,4): (z € [1,n]A
0i = (-’1317...71'1)- Vke[17j—1}1.%‘j7éxk/\xjj:i_k.7éxk)

A
B
Q : (n=n'ANz.dom =nAz.lob=1)
R ANd= 3 :o(e(p)
< (vo,v)
1. Visszavezetés: visszalépéses szamlalas
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Feltétel: -
Megfeleltetés:
v; «— U; ‘ 0; <—1n ‘ p«— Id
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: v ‘ Szigoritas: Adjuk meg a helyét is
m—1|nem|leal|i—ilB(j)—vm1=0VmyE|m+1—jl=v,

Paraméter: n ‘ Szigoritas: -

76.
0o = igaz
0i =31, ..., x;): (Vi€ [L,i] i tju, AVEE[1,5— 1] : xj # x)
0 = Ot.dom
N=x{1...n}

NNM = vekt(Z,vekt(Z,1L))
Innym(x) =Vi € [x.lob, x.hib] : (x;.dom = x.dom A x;.lob = x.lob)

V =wvekt(Z,7)
A=NNMxL xV

t I =z
B=NNM

t

Q : (t=tAw.lob=tlob=1Ax.dom =t.dom =n)
R (QAL=3yeN: olo(y) Al — (o(p()))
1. Visszavezetés: visszalépéses keresés
Feltétel: - | Paraméter: t ‘ Szigoritas: Az elsd ilyen értéket adjuk meg
Megfeleltetés:
Vi — T ‘ 0; «— t.dom ‘ p«— 1Id
2. Visszavezetés: linedris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: x, t ‘ Szigoritas: Adjuk meg a helyét is
me1|ne—m|l—=l|i—i|B(j)— tmitan, VIms1 =5

82.

H=(z:N,y:N)
T=(h:H,e:N;t:N, fazon:N,j: L)

F = file(T)

A= F x seq(H) x seq(T)
x t z

B= F

Q:(z =)

R:(t= fi(a") Nz = fo(a))
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ahol f; és f> elemenként feldolgozhatd, és egy-egy elemet feldolgozé valtoza-
taik:
eecT

[ {e.h}, ha-e.y;
filted) _{ 0 egyébkent.

hae.t > 20;

{e},
fa({e}) = { 0 egyébként.

Tehat ez egy egyvaltozos kétértéki elemenkénti feldolgozas.

z=<>

ti=<>

sx,dr, : read

ST = norm
—dx.j
t : hiext(dx.h) SKIP
dx.t > 20
z : hiext(dx) SKIP
sr,dr,x : read

F = file(N)
= F x F x F
k v z
B= F x F
K v’
Q:(k=Fk ANv=1v" AFK novekvs A v' ndvekvd)
R:(z= f(k,v)

ahol f elemenként feldolgozhato, és egy elemet feldolgozé valtozata:
f({e},0) = {e}

f(0,{e}) =0

f({e}, {e}) =0

Tehat ez egy kétvaltozos egyértékii elemenkénti feldolgozas. Méghozza (a fel-
adat betfizését haszndlva és fjlokra atirva) az alabbi:
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84.

z=<>

sk,dk,k : read

sv,dv,v : read

sk = norm V sv = norm

sv # norm V
(sk = norm A

sk = norm A
SU = norm N\

sk # norm Vv
(sk = norm A

sV = norm N dk = dv sv = norm A
dk < dv) dk > dv)
z : hiext(dk) sk, dk, k : read
sv,dv,v : read
sk,dk,k : read sv,dv,v : read

Tekintsiik az alébbi fiiggvényt: H = {0,1} x Ng X Z, f : Z — H

_ (1,%,1’),
f(z) = { (0, —z, ),

B
Q:(x=2a Na'.dom>1)
R

haz > 0;
haz <O0.

(Fi € [1..2/.dom] : f(z}) = mazx AVj € [l..2'.dom)] : f(x;-)émax)

ahol az H tipuson értelmezett rendezés a <, oly médon, hogy az elsé kompo-
nenst veszi figyelembe leger6sebben, a masodikat ,.kevésbé”. A keresett szamot
mazx 3. komponense tartalmazza. Latva ezt az utédfeltételt, megprébalhatjuk a
feladatot maximumkeresésre visszavezetni, ehhez el6szor irjuk fel a maximum-

keresést sorozatokra:

maz = f(x.lov)

x.dom # 0

f(z.lov)>mazx

maz = f(x.lov)

SKIP

x : lorem
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Innen mér egyszer(ibb az étirds fajlra. Tudjuk, hogy az x nem lires, ezért két el6-
olvasést is végezhetiink. Valamint alkalmazzuk < kiszdmitdsdnak modjat, majd
helyettesitsiik f(dx)-et valtozéval (ekkor z-t mar rekordnak is tekinthetjiik):

sx,dxr,r : read

maz = f(dx)

sx,dr, : read

ST = norm

f(dz).1 > maz.1V f(dx).l =maz.1 A f(dr).2 > max.2

max := f(dx) SKIP
sx,dx,x : read
sr,dx,x : read
dr >0
z = (1,dz,dx) z = (0, —dx, dx)
maz = z
sx,dr,r : read
sT = norm
dr >0
z:=(1,dx,dx) z:= (0, —dz, dx)

z.1>max.1V z.1 =mazx.1 A 2.2 > max.2

max = z SKIP
sx,dx,x : read
8s.
K=m:N,0:0,v:V,m: M)
F = file(K)
A= F x F x F
x y z
B= F
.’L‘/
Q:(x=2a")
R:(y= fi(x") Nz = fo(a))
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Egyvaltozds kétértékl elemenkénti feldolgozasrdl van szd, ahol a két elemen-
ként feldolgozhaté fiiggvény egy-egy elemet feldolgozé véltozatai:

fife)) = { 0, ha e.o # *mexiké’; Fale) = { 0, ha e.v # ’piros’;

{e}, hae.o="mexik¢’. {e}, hae.v = "piros’.

A megoldéprogram:

Y,z =<>,<>

dx,x : lopop

dx # extr

dzr.o = ‘mexikd’

y : hiext(dr) SKIP

dx.v = ’piros’

z : hiext(dx) SKIP

dx,x : lopop

87.

NEV = seq(Ch)
F = file((nev: NEV,0:7Z))
A= F x NEV x L

x n l
B= F
l,L,/
Q:(x=2a")
R:(l=(3i€[l.a’.dom]:zt.0o>0)ANl— (Fie€[l.a.dom]: (zf.o>0A
n = xjnev AVj € [l.a’.dom] : (2.0 > 0 — z}.0 < x%.0)))

Feltételes maximumkeresésre vezethetd vissza a feladat.
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| := hamis
sx,dr, : read
ST = norm
dr.o <0 dr.0 20 dr.o>0ANI1
A =l
l,max := dr.o > mazx dr.o < mazx
SKIP igaz, dx.o max = dx.o
SKIP
n := dx.nev n := dx.nev
sr,dr,x : read
88.
F = file(Z)
V = vekt(Z,N)
S = seq(Z)
A=V x F x §
T y z
B:V x F
x/ y/

Q:(x=2" Ny=1y Az’ novekvs A y' novekvd A Vj € [y .lob,y . hib— 1] :
y; >0 A y'hiv <0)
R=(z=f(K")

ahol f elemenként feldolgozhatd, és egy elemet feldolgozé valtozata:
f({e},0) = {e}

f(0{e}) = {e}

f({e} {e}) = {e}

Tehat ez egy kétvaltozos egyértékii elemenkénti feldolgozas.
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z=<>

dy,y : lopop

k:=uxz.lob—1

dy >0V k # x.hib

dy <0V
(dy > 0 A k # a.hib
A zlk 4+ 1] < dy)

dy >0 Ak # .hib
Nzlk+1] =dy

k= x.hib VvV
(k # 2.hib A dy > 0
A zlk + 1] > dy)

z : hiext(xz[k + 1])

z : hiext(x[k + 1))

k:=k+1

k:=k+1

z : hiext(dy)

dy,y : lopop

dy,y : lopop

Megjegyzés: a kozépss dgba z : hiext(dy) is irhat6.
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15.11. Absztrakcios stratégia

1.

Legyen
V = vekt(Z,7)
S = seq(Z)
A=V x 8
T Y
B=V
1,/
Q:(x=2a")
Ry = ()

Tekintsiik a vektor elemeit csupa kiilonbozének. Ezt megtehetjiik, hiszen min-
den eleme helyettesithetd egy (index, elem) parral. Legyen

f@)="U e éSf({e}):{ ?;}’ ha e < 0;

hae > 0.
ec{z}

A 12.1 tétel alapjan f elemenként feldolgozhaté fiiggvény, igy az egyvaltozos
elemenkénti feldolgozds vektorra és az esetszétvalasztassal definidlt fiiggvény
kiszamitasanak tételét felhaszndlva:

y:=()
1 := x.dom
1#0

Lz lob+i—1 > 0

Y hiext(xx,lob+i_1) SKIP

1 =1—1

Legyen S = seq(D),T = seq(AZON), D = (azon : AZON,sza :
SZA,lc: LC,iv : IV, kezd : N,beoszt : BEOSZT, fiz : N),

A= S x T x N x S
T Y ev z

Transzformaljuk az dllapotteret:
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A= 8 x § x N x S8
x u ev z
B= S x S x N
x' u ev’

Az y és az u kozotti kapesolat:dom(u) = dom(y), és Vi € [l..dom(u)] :
u;.azon = y;.azon. Az u; tobbi része megegyezik az x u;.azon azonositoju
elemének tobbi részével, ha van ilyen elem, barmi lehet egyébként.
Q:(ev=ev’ Nx=a" ANu=1u A novekvd(z) A novekvs(u'))
R:(ev=ev Az=f(a! u))

ahol névekvd(z') = Vi € [1..dom(z')] : xj.azon < xj, ;.azon.

Az f fiiggvény definicidja:

flz,u) = U f(s1(e), s2(e)), ahol
ec{z}U{u}
s1(e) = { {e}, haee {z};

_ [ {e}, haeefu}; |
0, hae & {z}, s2(e) = { 1] s

. haed{u}
f({e},0) =0,
f(0,{e}) =0,
{e}, hae.kezd < ev;
f({e} {e}) = { 0 egyébkent.

Az egyszerliség kedvéért a ddtumokat egy évszdmnak tekintjiikk (azaz egy ter-
mészetes szimnak), €s a hénapokat, napokat nem taroljuk.

Tehat ez egy kétvaltozos egyértéki elemenkénti feldolgozas.

z:= ()
x.dom # 0V u.dom # 0

u.dom =0V z.dom =0V

(u.dom # 0 A @.dom 7 0 A (x.dom # 0 A

x.dom # 0 A u.dom 7 0 A u.dom # 0 A
z.lov.azon =

z.lov.azon <
u.lov.azon)

z.lov.azon >

u.lov.azon
u.lov.azon)

x.lov.kezd < ev

z : hiext(x.lov)|SKIP

x : lorem

u : lorem
xz : lorem

y : lorem
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Mivel az u elemeinek csak az azonosito részei szerepelnek a programban, azok
pedig éppen y elemei, az u.lov.azon < y.lov helyettesitéssel kapjuk a megoldd
programot az eredeti allapottéren.

Els6 megoldas
Legyen X = seq(Ch), és az éllapottér
A= X x X .

€ Y

Transzformaljuk az allapotteret.

Legyen U = seq(S), S = (CW; H),Ch/ = Ch\{” "} és H = seq™({" "}),
azaz H sz6kozok nem iires sorozatai, €s U-ra legyen igaz a kovetkezd invarians
tulajdonsag:

Iy (u) = Vi € [1..dom(u) — 1] : u;.H # u;y1.H, azaz u nem sz6koz karakte-
rek és sz0ko6z sorozatok sorozata.

A=U x X

u Yy
Az x és az u kozétti kapesolat: seq(x|Ch) = seq(u|Ch).
Transzformdljuk tovabb az éllapotteret. Legyen T = file(Ch).

A'=T x X
t Y
B"=T
tl

At és az u kozotti kapesolat: dom(t) = dom(u) és

. . !
Vi € [1..dom(t)] : t; = { Zfz” , hau;.Ch’,

s ha UzH
Ekkor a feladat:
Q:(t=1)
R:(y=t)

Ha valdban 1étezne egy ilyen ¢ fdjl, akkor a feladat egy egyszer(i elemenkénti
feldolgozds lenne az identikus leképezéssel, mint elemenként feldolgozhaté
fuggvénnyel. Folirjuk az absztrakt masol6 programot és az absztrakt ¢ fjl m-
veleteit.
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open(t)
st,dt,t : read
y =
st
y : hiext(dt)
st,dt,t : read
x.dom # 0
st := norm
dt := x.lov
dt="7" st := abnorm
x.dom £O0 N zlov=""
x :lorem
x : lorem

Az open(t) program ebben az esetben nem csindl semmit, azaz Skip.
Misodik megoldas

Legyen X = seq(Ch). Definidljuk a kovetkez6 fiiggvényt: f € Ng x X —
X x L,

£(0) = (), hamis)
(hiext(f(i)1,xit1), hamis), hazigq #77;
f(l + 1) = (hzea‘t(f(z)l, in+1),iga2)7 ha Tig1 = ” 9 éS _‘f(l)g,
f(), hazi i =" 7 és (i)

Ezutdn a feladat specifikacidja:

A= X x X .
x Yy
B= X
Q:(x=1)
R: (y= f(dom(z'))1)
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A megoldéprgram a rekurziv formuldval adott fiiggvény helyettesitési értékérol

sz016 tétel alapjin:

y,l:= (), hamis

x.dom # 0
\ xlov #77 \ zlov="" A=l \ xlov="" Al
y : hiext(z.lov) y : hiext(z.lov) Skip
:= hamis l:=1gaz
x : lorem

Els6 megoldas

Legyen F' = file(Ch), és az dllapottér

A= F x fﬂo
T d

Transzformaljuk az dllapotteret, vezessiik be a "sz6" és az "elvélaszto rész" fo-
galmét. Ch/ = Ch\{" 7}, SZ0 = seqt(Ch'), ELV = seq™({" ”}). Legyen

S =(SZO; ELV) és U = seq(S), a mér ismert invaridns tulajdonsdggal:

Iy(u) =Vi € [1..dom(u) — 1] : 4;.SZ0 # u;41.5Z0.

Ekkor az dj allapottér
A= U x fﬂo
U d

és az x és az u kozotti kapesolat seq(x|Ch) = seq(u|Ch) lesz.

Mivel az elvélaszt6 részekre nincs sziikségiink, az 4llapottér tjabb transzforma-

lasaval el is hagyjuk azokat,

A"=V x Ny ,ahol V = seq(SZ0) és seq(u|SZ0O) = seq(v|SZO).

v d

Végiil, mivel csak a szavak hosszdra van sziikségiink, legyen Y = file(N),

azaz

A" =Y x Ny ésdom(y) = dom(v)ésVi e [1..dom(y)] : y; = dom(v;).

Y d
B=Y
y/
Q:(y=1v)
dom(y')
R:(d= ; (y; >5))

A megold6 program megszadmlalas (absztrakt) szekvencidlis fajlra.
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open(y)

sy, dy,y : read
d:=

sy = norm

dy <5
d:=d+1 SKIP
sy, dy,y : read

Az absztrakt f4jl miiveletei:

open(y)

sx,dx,x : read

st =norm ANdx=""

sr,dz,x : read

sy,dy,y : read

ST = norm

sy 1= norm

dy:=0

st =norm ANdx #7"7

dy :=dy+1 sy = abnorm

sx,dxr,x : read

st =normANdxr=""

st,dxr, : read

Maisodik megoldas

Fiiggvényabsztrakciét haszndlunk utolsé utdni elemmel. Legyen y =
kon(z, (extr)), ChE = Ch U {extr} és F = file(ChE).
A= F x N()

Y d
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B= F
y/
Q:(y=1v)
R: (d = f(dom(y'))1), ahol
f(0) = (0,0) és
(f(i)1, f(i)2+1), hayi € CK;
f(Z+1) = (f(’t)l + 1,0), ha y;+1 & Ch' és0 < f(Z)Q < 9;
f(@), ha y;y1 & Ch' és f(i)2 = 0 vagy f(i)2 > 5.
Alkalmazva a rekurziv fiiggvény tételt absztrakt szekvencidlis fajlra:
open(y)
sy, dy,y : read
d,h:=0,0
sy = norm
dy € Ch’ dy & Ch/A dy & Ch/A
\ \ h>0Ah<5 \ (h=0Vh>5)
h:=h+1 d,h:=d+1,0 Skip
sy,dy,y : read

Az y absztrakt f4jl miiveletei:

)

sx,dxr,x : read

dy = 7N

sy, dy,y : rea@

dy # extr

sy = norm

sx = norm
sy := abnorm
dy = dx
dy := extr
sx,dxr,x : read
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El6szor definialjuk a feladatban szerepld tipusokat.
U = (azon : AZON, 0ssz : Z)

T = (tipus : {kivét, betét}, 0ssz : N)
Y=(u:U;t:T)

F = file(Y)
F' = file(U)
A= F x F'
x z
B: F
x/

Q:(x=2a" A (2" lovu V' .dom =0))

Az el6feltételben szereplS z’.lov.u. mivel R egy egyesités, azt fejezi ki, hogy a
bemeneti fijl elsd rekordja iigyfél rekord kell, hogy legyen.

Els6 megoldas

Miel6tt az utéfeltételt felirnank, transzformaljuk az dllapotteret. Legyen V' =
(u:U,s:8),ahol S = seq(T) és H = seq(V).
A= H x F
h z
Az x és a h kozotti kapesolat: seq(z|{U, T}) = seq(h|{U,T}).
Tovabb transzformadlva az dllapotteret,
A= F' x F'
t z
A h és at kozotti kapcsolat:

dom(t) = dom(h) és Vi € [1..dom(t)] : t;.azon = h;.azon és

h;.s.dom
t;.0852 = h;.u.088z + Z e(h;.s;.tipus)h;.s;.08sz, ahol
j=1

. | =1, hah;.s;.tipus = kivét;
e(hi-s; tipus) = { 1, hah.s;.tipus = betét.

Ezen az allapotéren a feladat mar nagyon egyszerd, egy identikus egyvaltozos-
egyértékli elemenkénti feldolgozas.
A= F' x F'
4 z
B// — F/
t/
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Q" (t=1)
R":(z=1)

open(t)

st,dt,t : read

2= )

st = norm

z : hiext(dt)

st,dt, t

:read

A t absztrakt fijlra vonatkoz6 olvasis lényegében egy rekurziv fiiggvény
(6sszeg) helyettesitési értékének kiszamitdsa.

st,dt,t : Tea@

ST = norm
st := norm
dt :=dx

sx,dxr,x : read

ST

= norm A dx.t

dx.tipus = betét

dt.ossz :=

dt.ossz + dx.ossz

dt.ossz :=

dt.ossz — dx.ossz

sr,dx,x : read

st := abnorm

@)

sr,dx,x : read

Ez a program garantdlja, hogy dz = hy.u mert foltettiik, hogy x tigyfél rekord-

dal kezdddik.
Maisodik megoldas
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Fiiggvényabsztrakcidt haszndlunk utolsé utdni elemmel.
Legyen y = kon(x, ((extr,0))).
A= F x F
Y z
= F

/

B
Y
Q:(y=9y Ny'lovu)
R: (2= f(dom(y))),
ahol az f fiiggvény definicidja:
f(0) = ((),”ures”,0) és

fli+1) =

(hiext(f(i)1, (f(i)2, f(i)3), Yitr1.a200, Y;t1.0882),

(f(D)1,Yixr1-a20n, Yyi11.088%),

(f(@)1, f(i)2, f(i)3 + e(yir1-tipus)yit1.5),

. -1
e(Yit1.tipus) = { 1

ha Yi+1-U
és f(i)2 # "ures”;
ha y;+1.u
és f(i)e = "tres”;

ha y;+1.t, ahol

,  hawy;yi.tipus = kivét;
, ha y;y1.tipus = betét.

Alkalmazva a rekurziv fiiggvény tételt absztrakt szekvencidlis fajlra:

open(y)

sy,dy,y : read

z,a,s:= (), ires”,0

sy = norm

\ dy.u A a # "ires”

\ dy.u A a = "1ires”

dy.t
\ Yy

z : hiext(a, s)
5=

)

dy.azon, dy.ossz

a,s:=

dy.azon, dy.ossz

\ dy.tipus = kivét

§i=S §i=S

—dy.ossz| +dy.ossz

sy,dy,y : read

Az y absztrakt f4jl miiveletei:
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)

sx,dr, : read

dy = "ures”

sy, dy,y : read)

dy # extr

sy = norm

sx = norm
sy := abnorm
dy = dx
dy = extr
sx,dr, : read

9.
Specifikdcio:
F = file(Ch)
A= F x No
T d
B= F
l,/
Q: (=21

A feladat megolddsai nagyon hasonléak a 7. feladat megoldasaihoz.
Els6 megoldas

A feladatot adatabsztrakciéval oldjuk meg, az absztrakt fajl természetes sza-
mokbdl all, amelyek a konkrét f4jl sz6hosszainak felelnek meg.

Legyen SZO = seqt(BETU), ELV = seqt(BETU),E = (SZO; BETU) és

S = seq(E).
open(tD

sx,dr, : read

st =normANdx=""

sx,dx,x : read
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st,dt,t : rea@

ST = norm

st :=

norm

dt :=1

sr,dx,x : read

st =norm ANdx #7"7

dt :=dt+1

sx,dx,x : read

ST = norm

N

ANdr =

sx,dx,x : read

st := abnorm

Ezzel az absztrakt f4jllal a feladat mér egyszerlien visszavezethetd egy 6sszeg-
zésre (ahol aszerint a fliggvény szerint Osszegziink, ami csak 12-nél nagyobb

argumentumra 2, egyébként 1).
F' = file(N)

A= F' x No

t d

F/

t/

Q:(t=1)

t'.hib
R:(d= Y [f(t)

i=t’.lob

B =

2, hae>12;
1 egyébként

d:=0

open(t)

st,dt,t : read

st = norm

dt > 12

d:=d+2

d:=d+1

st,dt,t : read
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Misodik megoldas

F = file(Ch).
A= F x NO
d

[

(

y=1y)
(d

B
Q: y
R: f(dom(y'))1), ahol

f(0) = (0,0) és

(f(i)y +1, f(i)2+1), hay 1 € BETU és
(f(i)2 = 0 vagy f(i)2 = 12);

fli+1) =< (f()1,0), hay;1 ¢ BETU;
(f(i)l, f(l)g + 1), hay;11 € BETU és
F@)s # 0&s f(i)2 # 12.
Alkalmazva a rekurziv fiiggvény tételt szekvencialis fajlra:
sy, dy,y : read
d,h:=0,0
sy = norm
dy € BETUN dy € BETUV dy ¢ BETU
\ (h=0Vh=12) \ h#0Ah#12 \
d,h:=d+1,h+1 h:=h+1 h:=0
sy,dy,y : read
10.
Els6 megoldas
Specifikdcio:
F = file(Ch)
A= F x No
x d
Transzformdljuk az éllapotteret. Legyen Y = file(L) és
A=Y x NQ
Y d

A kapcsolat x és y kozott: dom(y) = dom(z) és

Vi € [1..dom(y)] : y; = (z; = "R").
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B'=Y

dom(y")

Q:ly=y)R:(d= ; x(¥i))

A megold6program szamlalds:

open(y)

sy, dy,y : read
d:=0
sy = norm
dy
d:=d+1 SKIP

sy, dy,y : read

Az y absztrakt f4jl miiveletei:

sy, dy,y : read

ST = norm

Sy ‘= norm

dy := hamis

st =norm ANdx #7"7

dy:=dyVder="R" st := abnorm

sx,dx,x : read

9N

sr =norm A dr =

sx,dr,x : read

open(y)

sr,dr, : read

st =normANdrx=""

sx,dx,x : read
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Misodik megoldas
F = file(Ch).
A= F x NO
d

~ <

<

)

B=
Q:(y=y
R: (d= f(dom(y'))1), ahol

£(0) =(0,0) és

(f@r+1, ()2 +1), hayiy ="R"és f(i)2 = 0;
fi+1) =< (f(i)1,0), ha y;11 &’BET[{;
£0), ha y, 1 € BETU és f(i)2 # 0.

Alkalmazva a rekurziv fiiggvény tételt szekvencidlis fajlra:

sy,dy,y : read
d,h:=0,0
sy = norm
dy ="R’A dy & BETU dy € BETUA
h=0 d "R’V h+#0
dh:=d+1,h+1 h:=0 Skip
sy,dy,y : read
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