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El0szo

A konyv az ELTE programtervez matematikus szakanak I/2. savjdban a Szdmito-
gépes rendszerek tantargy, valamint az Informatikai Doktori Iskoldban a Pdrhuza-
mos és osztott algoritmusok elemzése tantargy keretében tartott el6addsok anyagat
tartalmazza.

A konyv hat fejezetbdl (Bevezetés, Pdrhuzamos gép, Rdcs, Kocka, Szinkroni-
zdlt hdlozat, Hagyomdnyos és elektronikus irodalom) és hét tovabbi részbdl (Jeld-
lések, Angol szakkifejezések, Magyar szakkifejezések, Irodalomjegyzék, Lelohely-
Jjegyvzék, Névmutato, Tdrgymutato) all.

A masodik fejezetet Horvdth Zoltan, a harmadikat [Sziics/1.4sz16, a negyediket

Pccsy Gabor, a konyv tobbi részét Kasa Zoltan lektoralta. Fothi Akos sokat segitett
a konyv felépitésének és stilusdnak kialakitdsaban.

Koszonom a konyv lektorainak a sok hasznos észrevételt. Lényeges segit-
séget jelentett, hogy a lektorok nem csak a sajat résziiket nézték at. Kollégdim
koziil készonom Balogh| Addm (ELTE), Dézsa Géabor (SZTAKI), Fdbian Maria
(ELTE), [Eéthi Akos?LTE), Miletics Edit (Széchenyi Istvdn Egyetem), Pethd
Attila (Debreceni Egyetem), Rét Anna (Mfiszaki Konyvkiadé), [Scharnitzky Vik-
torné (ELTE), Sima Dezs6 (BMF), Simon/ Péter (ELTE) és Szili Laszl6 (ELTE) ja-
vaslatait. A kordbbi valtozatok alapjdn vizsgdz6 hallgatok kéziil pedig Baldzs/ Ga-
bor (ELTE), Baksa Kldra (ELTE), Dévai Gergely (ELTE), Hajdu Tamés (ELTE),
Hegyessy| Tamds (ELTE), Hermann Péter (ELTE), Kapinya|Judit (ELTE), Kovécs
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Péter (ELTE), Metyk6 Bedta (ELTE) ésSzalai Réobert (ELTE) segitettek.

A kdnyv é@ Kornél rajzolta. A konyv kézirata a HIZIEX kiadvdny-
szerkesztdvel késziilt, amelyet az elmult években fejlesztettiink ki /Belényesi| Vik-
torral. Az irodalomjegyzéket|Ivanyi Anna tette é16vé.

A péarhuzamos algoritmu@akirodalma nagyon gyorsan fejlédik. Ezért a
konyvet az ELTE IK

http://elek.int.elte.hu/

cimen 1év6 Elektronikus Konyvtdrdban folyamatosan karbantartjuk — beleértve a
kiilfoldi és hazai hivatkozdsok aktudlis listajat is (hiperszoveg formdjaban, igy a
honlap ldtogat6i kattintdssal kozvetleniil elérhetik az idézett miivek szerzdinek
honlapjat, és olyan elektronikus kdnyvtarakat, ahonnan az idézett cikkek letdlthe-
ték).

Az egyes szovegrészek aldhiizdsa azt jelzi (itt az elészoban, az irodalomjegy-
z€kben és a lelbhelyjegyzékben), hogy a PDF és HTML véltozatban a cimek €l-
nek, a PS véltozatban pedig kék szinnel ki vannak emelve.

Kérem a konyv Olvaséit, hogy észrevételeiket €s javaslataikat irjdk meg a

tony @compalg.elte.hu

cimre. Kiilondsen kdszéndm a témadval kapcsolatos 0j feladatokat.

Budapest, 2005. aprilis 26.

Ivényi Antal
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1. Bevezetés

A szamitégépes feladatmegoldas természetes és hagyomanyos vildga a soros adat-
Jeldolgozds. A kiilonbozé alkalmazdsi teriiletek nagy teljesitményigényének és
kornyezetlink parhuzamos jellegének hatdsdra azonban rohamosan fejlédik a par-

huzamos feldolgozas is.

Parhuzamos adatfeldolgozas. Egy feladat pdrhuzamos megolddsa ugyantgy
3 1€pésbdl 4ll, mint a soros megoldds. Elészér meg kell érteni és pontosan meg
kell fogalmazni a feladatot — ez a 1épés hasonld a soros feldolgozds els6 1épé-
séhez. Mivel a soros adatfeldolgozds szamadra ismert feladatokat oldunk meg, a
problémdk megértése — az eddigi tapasztalatok szerint — az olvasék tobbsége (pél-
d4ul harmadéves programtervezd és informatika szakos hallgaték) szdmara nem
jelent gondot.

A midsodik 1épésben vilasztunk egy ismert architekturit (esetleg terveziink
egy Ujat) és ahhoz ferveziink egy megolddsi algoritmust. Ez vagy 4j algoritmus,
vagy egy soros algoritmus parhuzamositott valtozata. Konyviink targya a parhu-
zamos adatfeldolgozédsnak ez a része, azaz a pdrhuzamos algoritmusok tervezése
és elemzése.

Végiil a harmadik 1épésben az algoritmust a meglévd programozdsi modsze-
rek valamelyikével pdrhuzamos program formdjdban megvaldsitjuk (itt is széba

jon 4j programozdsi médszer alkalmazdsa).
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Parhuzamos algoritmusok. Ha egy feladatot egyiittm{ikdd8 processzorok se-
gitségével oldunk meg, akkor a szdmfitdsi idS rendszerint csokken, mivel bizonyos
miiveletek egyidejlileg elvégezhetdk. Ennek a csokkenésnek az ara a nagyobb be-
ruhdzdsigény és az elvégzendd munka mennyiségének novekedése.

A péarhuzamos algoritmusokat kiilénb6zd szempontok szerint szoktdk osztd-
lyozni.

Az egyik szempont a processzorok miikodésének idozitése. Eszerint vannak
Osszehangoltan dolgozd, Un. szinkronizdlt processzorok €s egymastdl fiiggetleniil
dolgozé, Gn. aszinkron processzorok. Emellett vannak hibrid megoldadsok, ahol a
processzorok részben dsszehangoltan dolgoznak.

Egy mdsik osztilyozdsi szempont az egylittm{ikddd processzorok kozétti in-
forméciocsere mddja, azaz a kommunikdcios modell. Ez az informicidcsere tor-
ténhet a kdz0s memdria segitségével és/vagy lizenetek kiildésével és fogadasaval.

Fontos a rendszer megbizhatdsdgdval kapcsolatos felfogasunk: hibdtlan m{i-
kodést tételeziink fel vagy megengediink bizonyos tipusu hibdkat (péld4ul a pro-
cesszorok vagy az adatdtviteli vonalak meghibasoddsat).

Lényeges az az architektiira, amelyre algoritmusainkat tervezziik. A masodik
fejezetben roviden attekintjiik a parhuzamos szdmitégépek f&bb tipusait, az elem-
zésekhez azonban a szdmfitdsi modelleknek nevezett absztrakt gépeket hasznéljuk.

A péarhuzamos algoritmusok koziil csak a szinkronizdlt modelleken megva-
l6sithatokat targyaljuk. Ekozben feltételezziik, hogy a processzorok, adatatviteli
vonalak, k6z6s €s sajit memoria — azaz a rendszer minden eleme — megbizhatéan

miikodnek.

ElGismeretek. A tirgyalt anyag nagy része az informatikai képzés alapvets
kurzusait (adatszerkezetek, algoritmusok, analizis, diszkrét matematika, progra-
moz4s) sikeresen elvégzd hallgatdk szdmadra érthetd. A véletlenitett algoritmusok
elemzése a binomidlis eloszlas néhany tulajdonsigan alapul, ezért ezekben az al-

fejezetekben a val6szintiségszamitdsi ismeretekre is timaszkodunk. Ezeket a ré-
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szeket a cimekben és a tartalomjegyzékben csillaggal (x) jeloltiik. A feladatok
egy részének megolddsdhoz hasznosak az operdcidkutatdssal, optimalizdldssal és

szimuldcidval kapcsolatos ismeretek.

A fejezetek egymasra épiilése. Bir helyenként felhaszndlunk a konyv ko-
rdbbi részeiben bemutatott algoritmusokat, a bevezetd elsé fejezet elolvasdsa utan
a tobbi fejezet egymastdl fiiggetleniil is érthets. Ha azonban az Olvasét példdul a
konvex burok hiperkockdn valé meghatarozasa érdekli, célszer(i a pdirhuzamos gé-
pen €s a rdcson alkalmazott algoritmusokkal is megismerkedni (a tartalomjegyzék

€s a tdrgymutaté segit a visszalapozdsban).

Tartalom. A konyv hat fejezetbdl és hét tovabbi részbdl 4ll.

Az els6 fejezetben (Bevezetés) el6készitjiik a tovdbbi anyagot: megadjuk az
alapvetd meghatdrozdsokat, ismertetjiik a felhasznélt szdmitdsi modelleket és psze-
udokddot, foglalkozunk a rekurziv algoritmusokkal és a rekurziv egyenletekkel, a
véletlenitett algoritmusokkal, az alsé korlatokkal és az anomalidval.

A tovabbi négy fejezetben pdrhuzamos algoritmusokat ismertetiink €s elem-
ziink — az algoritmusok megvalositdsara hasznalt szamitdsi modellek (és az azok
alapjaul szolgdlé architektirdk) szerint csoportositva: a szinkronizalt processzo-
rok kapcsolatdt parhuzamos kozvetlen hozzaférésti gépek (Pdrhuzamos gép), ra-
csok (Rdcs), kockak (Kocka) és tetszbleges grafok (Szinkron hdlozat) segitségével
adjuk meg.

A hatodik fejezetben (Hagyomdnyos és elektronikus irodalom) a konyv ird-

sdhoz felhaszndlt és az egyes témadk részletesebb megisme- réséhez ajanlott —
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nyomtatott €s elektronikus formdban, magyar és idegen nyelveken hozzaférhet6 —

dokumentumok tartalmét és lel6helyi adatait foglaljuk 6ssze.

Moédszertan. A konyv felépitésével és az alkalmazott tipografiai eszkézokkel
igyekeztlink megkdnnyiteni az anyag megértését. A szovegben gyakran alkalmaz-
tunk magyardzattal elldtott dbrdkat és példakat. Az egyes fejezetek végén gyakor-
latok és feladatok vannak. A gyakorlatok a fejezet anyagdnak jobb megértését se-
gitik el6 és az anyag ismeretében rendszerint gyorsan megoldhaték. A feladatok
megoldasa 6néllé gondolkoddst és esetenként tobb matematikai ismeretet igényel.

Az algoritmusok elemzését nem tortiilk meg hivatkozasokkal, viszont a hato-
dik fejezetben t€émakordnként dsszefoglaltuk az elsésorban ajanlott szakkdnyvek
és cikkek adatait, és alternativ megolddsokra is utaltunk.

A konyv végén Osszefoglaltuk az alkalmazott jeldléseket (Jelolések), és meg-
adtuk az angol szakkifejezések (Angol szakkifejezések) magyar, valamint a ma-
gyar szakkifejezések (Magyar szakkifejezések) angol megfelel§jét. A bizonyita-
sok végét m, a példak végét & jelzi. A definicibkban az 4j fogalom nevét délt be-
tiikkel {rtuk. A definicidkra a & jellel is felhivtuk a figyelmet. A sorszdmozott kép-
letek tordelésénél az Olvasok kényelmét szolgdld amerikai stilust kovettiik (azaz
minden reldcigjel Gj sorba keriil — az ilyen képletek sorfolytonosan olvasandok).
Mivel a vesszének gyakran van a szovegben nyelvtani szerepe, a szimokban tize-
despontot haszndlunk.

Az irodalomjegyzékben egylitt adjuk meg a hazai és kiilfoldi forrdsokat. Az
idegen nyelvii szakirodalombdl csak a klasszikus és a viszonylag friss mveket
soroljuk fel. A magyar nyelvi{i anyag 0sszedllitdsa sordn — az algoritmusok elem-
zésével foglalkozd miiveket tekintve — teljességre torekedtiink. Az elektronikus
formdban elérhetd dokumentumokndl megadtuk a hdlézati cimet is. Minden do-
kumentumndl feltlintettiik azoknak a szovegrészeknek az azonositéjdt, amelyek-
bdl hivatkozds van az adott dokumentumra (pl. 2.7. a megfeleld alfejezetre, 113

pedig az irodalomjegyzék 113-as sorszami elemében 1évo hivatkozdsra utal).
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A névmutaté a kényvben eléforduld neveket tartalmazza — teljességre tore-
kedve.

A targymutatéban délt szdmok jelzik az egyes fogalmak definidldsanak he-
lyét. Az el6forduldsi helyek felsoroldsandl megelégedtiink a 1ényegesnek tartott

helyekre val6 utalassal.

1.1. Alapfogalmak

A parhuzamos algoritmusok tdrgyaldsa a soros algoritmusokra épiil, ezért a szo-
kasos fogalmak mellett a soros algoritmusokkal kapcsolatos definicidkat is meg-
adjuk.

Az algoritmusok elemzése — a helyesség bizony{tdsa mellett — a végrehajtas-
hoz sziikséges er6forrdsok (ez szamitdégépen megvalodsitott algoritmus esetében
lehet processzoridd, memoriakapacitds — szdmitdsi modellen futé algoritmus ese-
tében pedig memoriarekesz, kommunikdciods iizenet, miiveleti 1€pés) mennyiségé-
nek meghatdrozasét is jelenti. Gyakran nem tudjuk vagy nem akarjuk az igényelt
er6forrds mennyiségét pontosan megadni. llyenkor megelégsziink az igény nagy-
sagrendjének jellemzésével.

Ennek a jellemzésnek a j6l bevalt eszkozei az 2, O, O, o és w jeldlések. Mi-
vel az igények altaldban nemnegativak, ezért az aldbbi meghatdrozasokban min-
deniitt feltessziik, hogy az f és g fliggvények a pozitiv egészek halmazan vannak
értelmezve, az f(n) és g(n) fiiggvényértékek pedig nemnegativ valés szdmok.

Az O jeldléssel aszimptotikus felsd, az Q jeldléssel aszimptotikus alsé korld-
tot tudunk adni, mig a © jeldléssel pontosan meg tudjuk adni a vizsgélt fliggvény
aszimptotikus viselkedését.

O(g(n)) (ejtsd: nagy ords) (&) azon f(n) fliggvények halmazit jelenti, ame-

lyekhez 1éteznek olyan ¢ pozitiv val6s és ng pozitiv egész dllanddk, hogy

han > ng, akkor f(n) < cg(n). (1.1)
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Q(g(m)) (ejtsd: nagy omega) (&) azon f(n) figgvények halmazat jelenti, ame-

lyekhez 1éteznek olyan ¢ pozitiv val6s és ng pozitiv egész dllanddk, hogy

han > ng, akkor f(n) > cg(n). (1.2)

B(g(n)) (ejtsd: nagy teta) (%) azon f(n) fliggvények halmazat jelenti, ame-

lyekhez 1éteznek olyan pozitiv valés c1, ¢p €s pozitiv egész ng dllanddk, hogy

ha n > ngy, akkor c1g(n) < f(n) < crg(n). (1.3)

Az elemzésekben arra toreksziink, hogy O tipusu becsléseket adjunk, amihez
azonos argumentumfiiggvényt tartalmazé O €s Q tipusi becslésekre van sziikség.
Ha egy becslésben hangsulyozni akarjuk, hogy a becslés nem éles, akkor hasznos
a0 ésawjeldlés.

o(g(n)) (ejtsd: kis ordo) (%) azon f(n) fiiggvények halmazat jelenti, melyekre
teljesiil, hogy minden pozitiv valds ¢ dllandéhoz megadhaté egy pozitiv egész ng
ugy, hogy

han > ngy, akkor f(n) < cg(n). (1.4)

w(g(n)) (ejtsd: kis omega) (%) azon f(n) fiiggvények halmazit jelenti, me-
lyekre teljesiil, hogy minden pozitiv valés ¢ 4llandéhoz megadhaté egy pozitiv
egész ng ugy, hogy

han > ng, akkor f(n) > cg(n). (1.5)

Ha f(n) = o(g(n)), akkor

lim M =0, (1.6)
n—o0 g(n)

és ha f(n) = w(g(n)), akkor
lim M = oo (1.7)

)
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Az 1.1. tdbldzatban 6sszefoglaltuk a fiiggvények novekedésével kapcsolatban
leggyakrabban hasznélt jeloléseket €s kifejezéseket. A tdbldzatban szerepld korlé-
tok tetszbleges er&forrassal kapcsolatban haszndlhatok — elemzéseinkben azonban

elsésorban 1épésszamokra vonatkoznak.

1.1. tablazat. Fiiggvények novekedésének leggyakoribb korlatai

Sorszam | Novekedési korlat képlettel | Korlat tipusa szdval
1 (1) konstans
2 O(g* n) majdnem konstans
3 o(lgn) szublogaritmikus
4 Ogn) logaritmikus
5 01g®" n) polilogaritmikus
6 w(lgn) szuperlogaritmikus
7 o(n) szublinedris
8 B(n) linearis
9 w(n) szuperlinedris
10 On?) négyzetes
11 O(n?) kobos
12 o(n®M) szubpolinomidlis
13 Om°W) polinomidlis
14 w(n®h) szuperpolinomidlis

A tablazatban a szub kifejezést kisebb, a szuper kifejezést pedig nagyobb ér-
telemben hasznéltuk. Erdemes megemliteni, hogy szokds a kisebb vagy egyenld,
illetve a nagyobb vagy egyenld értelmi haszndlat is.

A konyvben a szuperpolinomidlis kifejezés szinonimdjaként fogjuk hasznalni
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az exponencidlis (&) jelzét. Ezzel az exponencidlis lépésszdmot (%) a matematikd-
ban szokdsosndl tdgabban definidltuk: ha egy algoritmus 1épésszama feliilr6l nem

korlatozhat6 polinommal, akkor exponencidlisnak nevezziik.

1.2. Hatékonysagi mértékek

Az algoritmusok elemzése sordn az igényelt er6forrdsok mennyiségét abszoliit és
relativ mennyiségekkel jellemezziik.

Ezeknek a mennyiségeknek a célszerli megvilasztisa attdl is fligg, hogy az
algoritmus konkrét vagy absztrakt gépen (szamitdsi modellen) fut.

Jeloljik W(n, n, A)-vel, illetve W(n, rr, p, P)-vel azoknak a 1épéseknek a szi-
mat, amelyekkel a & problémat az A soros, illetve a P parhuzamos algoritmus
— (utébbi p processzort felhasznélva) — n méretii feladatokra legrosszabb esetben
megoldja.

Hasonléképpen jeldljiikk B(n, mr, A)-vel, illetve B(n,n, p, P)-vel azoknak a 1é-
péseknek a szdmdat, amelyekkel a 7 problémét az A soros, illetve a P parhuza-
mos algoritmus (utébbi p processzort felhasznédlva) —n méretd feladatokra legjobb
esetben megoldja.

Jeloljik N(n,n)-vel, illetve N(n,n, p)-vel azoknak a lépéseknek a szdmat,
amelyekre az n méretl m feladat megolddsdhoz mindenképpen sziiksége van bar-
mely soros, illetve barmely parhuzamos algoritmusnak — utébbinak akkor, ha leg-
feljebb p processzort vehet igénybe.

Tegyiik fel, hogy minden n-re adott a 7 feladat n méret konkrét el6forduldsa-
inak D(m, n) eloszldsfiiggvénye. Ekkor legyen E(n, mr, A), illetve E(n, m, p, P) an-
nak az idének a varhat6 értéke, amennyi alatt a 7 problémat n méret(i feladatokra
megoldja az A soros, illetve a $ parhuzamos algoritmus — utébbi p processzort
felhasznélva.

A tankdnyvekben az elemzések sordn gyakori az a feltételezés, hogy az azo-



1.2. Hatékonysagi mértékek 23

nos méretli bemenetek el6forduldsi valdszintisége azonos. Ilyenkor drlagos (%)
1épésszamrdl beszéliink, amit A(n, A)-val jeloliink.

A W,B,N, E és A jellemz6k fliggnek attdl a szamitdsi modelltdl is, amelyen
az algoritmust megvalésitjuk. Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, az algoritmus
egylttal a szamitdsi modellt is egyértelmiien meghatdrozza.

Amennyiben a szévegkornyezet alapjan egyértelm, hogy melyik probléma-
rél van sz6, akkor a jelolésekbdl n-t elhagyjuk.

Ezek kozott a jellemzdk kozott érvényesek az

Nn) < Bn,A) (1.8)
< En,A) (1.9)
< Wn,A) (1.10)

egyenlbtlenségek. Hasonl6képpen a parhuzamos algoritmusok jellemzé adataira

az
Nn,p) < B(n,P,p) (1.11)
< En,P,p) (1.12)
< Wn,P,p) (1.13)

egyenlbtlenségek teljesiilnek. Az atlagos 1€pésszdmra pedig a

B(n,A) < A, A (1.14)
< Wn,A), (1.15)
illetve
B(n,P,py < An,P,p) (1.16)
< WP, p) (1.17)

all fenn.
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Hangsidlyozzuk, hogy ezek a jeldlések nem csak 1épésszamra, hanem az al-
goritmusok més jellemzdire — példdul memoriaigény, kiildott iizenetek szdma — is
alkalmazhatok.

Ezutan relativ jellemzoket, igynevezett hatékonysdgi mértékeket definidlunk.

A relativ 1épésszdm azt mutatja, hdnyszor kisebb a parhuzamos algoritmus
1épésszdma a soros algoritmus l1€pésszamandl.

A P péarhuzamos algoritmusnak az A soros algoritmusra vonatkozé relativ

lépésszdma (%)
W(n, A)

W, p,P)

Ha a relativ 1épésszdm egyenesen aranyos a felhasznalt processzorok szdma-

gn, A, P) = (1.18)

val, akkor linedris relativ 1épésszamrol beszéliink. Ha a P parhuzamos és az A

soros algoritmusra
W(n, A)

W(n, p,P)

akkor P A-ra vonatkozé relativ 1épésszdma linedris (&).

= 0O(p), (1.19)

Ha a P parhuzamos és az A soros algoritmusra

Wn,A)
W(TP,P) = o(p), (1.20)

akkor P A-ra vonatkozé relativ 1épésszdma szublinedris (%).
Ha a P parhuzamos és az A soros algoritmusra

Wn,A)
W p. ) w(p), (L.21)

akkor P A-ra vonatkozé relativ 1épésszdma szuperlinedris (%).

A péarhuzamos algoritmusok esetében fontos jellemzé az m(n, p, P) munka
(%), amit a 1épésszam €s a processzorszam szorzatdval definidlunk. Akkor is ez
a szokdsos definicid, ha a processzorok egy része csak a 1épésszdm egy részében
dolgozik:

m(n, p,P) = pWn, p,P). (1.22)
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Erdemes hangsilyozni, hogy — kiilonosen az aszinkron algoritmusok esetében
— a ténylegesen elvégzett 1épések szdma lényegesen kevesebb lehet, mint amit a
fenti (1.22)) képlet szerint kapunk.

Egy P parhuzamos algoritmusnak az ugyanazon problémat megoldd soros
algoritmusra vonatkozé h(n, p, P, A) hatékonysdga (%) a két algoritmus munké-

janak hanyadosa:
W(n,A)

pW(n, p.P)
Abban a természetes esetben, amikor a pdrhuzamos algoritmus munkdja leg-

h(n, p, P, A) = (1.23)

alabb akkora, mint a soros algoritmusé, a hatékonysdg nulla és egy kozotti érték —
és a viszonylag nagy érték a kedvez8.
Kozponti fogalom a parhuzamos algoritmusok elemzésével kapcsolatban a

munkahatékonysdg. Ha a P parhuzamos és A soros algoritmusra
pWn, p,P) = O(W(n, A)), (1.24)

akkor P A-ra nézve munkahatékony (%).
Ez a meghatérozis egyenértéki a

W(n, p,P)
% - 0(1) (1.25)
egyenlSség el6irdsaval. Eszerint egy parhuzamos algoritmus csak akkor munkaha-
tékony, ha 6sszes munkdja nagysigrendileg nem nagyobb, mint a soros algoritmus
munk4ja.

Egy parhuzamos algoritmus akkor és csak akkor munkahatékony, ha a relativ
lépésszama linedris. Egy munkahatékony parhuzamos algoritmus hatékonysdga
().

Ha egy algoritmus egy feladat megolddsdhoz adott er6forrasbél csak O(N(n))

mennyiséget haszndl fel, akkor az algoritmust az adott erdforrdsra, szimitdsi mo-

dellre (és processzorszamra) nézve aszimptotikusan optimdlisnak (%) nevezziik.
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Ha egy A (P) algoritmus egy feladat megolddsdhoz adott er6forrdsbél a be-
menet minden lehetséges n > 1 mérete esetében csak az okvetleniil sziikséges

N(n, A) —illetve (N(n, p, A)) — mennyiséget haszndlja fel, azaz
W, A) = N(n, A), (1.26)

illetve

W, p,P)=N@n, p,P), (1.27)

akkor az algoritmust az adott er6forrdsra (€s az adott szdmitdsi modellre) nézve
abszoliit optimdlisnak (%) nevezziik és azt mondjuk, hogy a vizsgdlt feladat pontos
bonyolultsdga N(n) (N(n, p)) (%).

Két algoritmus 6sszehasonlitdsakor a
W(n, A) = O(W(n, B)) (1.28)

esetben azt mondjuk, hogy a A és B algoritmus 1épésszamanak novekedési sebes-
sége aszimptotikusan azonos nagysdgrendii (%).

Amikor két algoritmus 1épésszamdt (példdul a legrosszabb esetben) dsszeha-
sonlitjuk, akkor gyakran taldlunk olyan véltasi helyeket, melyeknél kisebb méreti
bemenetekre az egyik, mig nagyobb méretli bemenetekre a mésik algoritmus 1é-
pésszdma kedvez8bb. A formdlis definicid a kdvetkezd: ha a pozitiv egész helye-
ken értelmezett f(n) és g(n) figgvényekre, valamint a v > 0 pozitiv egész szamra

teljesiil, hogy
L f) =g
2. (fv=-D-gv-D)(f(v+ D -glv+1) <0,

akkor a v szdmot az f(n) és g(n) figgvények vdltdsi helyének (%) nevezziik.

L.z

Példaul két métrix szorzatdnak a definici6 alapjdn torténd és a Strassen-algoritmussal

torténd kiszadmitasat osszehasonlitva (ldsd példaul Cormen, Leiserson, Rivest és

Stein tobbszor idézett Gj konyvét) azt kapjuk, hogy kis matrixok esetén a hagyo-
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manyos modszer, mig nagy matrixok esetén a Strassen-algoritmus az elénydsebb

— egy vdltasi hely van, melynek értéke koriilbeliil 20.

1.3. Pszeudokod

Az algoritmusok formadlis lefrdsara a kdvetkezd, a Pascal és a C++ nyelvek ele-
meibdl dsszedllitott pszeudokddot hasznaljuk.

1. Az algoritmus blokkszerkezetét elsésorban a tagolas tiikrozi. Ezt a megol-
dast a programozdasi nyelvekben is haszndljdk — bar a haszndlat szabdlyai nyelven-

ként véltoznak. A pszeudokddot 1ényegesen egyszerisiti és attekinthetSbbé teszi

— értelmezése tapasztalataink szerint nem okoz gondot.

2. A viltozdk neve bettivel kezdddik. A viltozok tipusat kiilon nem deklaral-
juk, mert az a kornyezetbdl latszik. Egyszer( adattipusok (mint egész, lebegépon-

tos, karakter, logikai stb.) fognak szerepelni.

3. A viltozok értékado utasitdsokkal kapnak értéket:

(vdltozonév) = (kifejezés)

4. Két logikai érték van, a true és a false. Ezek a logikai értékek az and (A),

or (V) és a not (—) logikai operdtorokkal, valamint a <, <, =, > és > reldciés

operatorokkal 4llithatok eld.

5. A tobbdimenziés tombok elemei szogletes zardjelek kozé tett indexekkel
érhet6k el, példaul A[i, j]. Az indexek nulldtdl kezdédnek. A tdmb egy részére az

indextartomany megadasaval hivatkozhatunk: példaul A[3 : n].

6. A kovetkezd két ciklusszervezd utasitast alkalmazzuk: while és for.

A while ciklus alakja a kovetkezd:
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while (feltétel)
(1. utasitds)

(2. utasitds)

{u. utasitds)
Amig a (feltétel) true, az u (u > 1) utasitds végrehajtodik. Amikor a (feltétel)

false lesz, kilépiink a ciklusbol.
A for ciklus alakja a kovetkezd:
for (ciklusvdltozo) = (kezdd érték) to (befejezd érték)
(1. utasitds)

(2. utasitds)

{u. utasitds)
Ha példaul a ciklusvaltozo6 i, a kezd6érték k és a befejezé érték b, akkor az u

utasitas egymads utan végrehajtédik azi =k, k+ 1, ..., b értékekre.
7. A feltételes utasités lehetséges alakjai:
if (feltétel)
then
(1. utasitds)

(2. utasitds)

{u. utasitds)
vagy
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if (feltetel)

then
(1. utasitds)
(2. utasitds)
(u. utasitds)
else

(1. utasitds)

(2. utasitds)

(v. utasitds)
8. A bevitel/kivitel a read és write utasitasokkal torténik. Pontos formdjuk

szamitasi modellenként valtozo.

9. Egyetlen eljaras van, amely fejbdl és torzsbdl all. A fej
(ELIARAS NEVE)({paraméterlista)) (eljdras tipusa)
Szdmitdsi modell: (szdmitdsi modell)
Bemenet: {bemend adatok leirdsa)
Kimenet: (kimend adatok leirdsa)

Az eljéras tipusa lehet soros eljdrds, soros rekurziv eljdrds, pdrhuzamos eljd-
rds és pdrhuzamos rekurziv eljdrds.

Az eljardsok todrzse sorszamozott utasitdsokbol 4ll. Az utolsé utasitast kivéve
az egyes utasitdsok végét a kovetkezd sorszam, a torzs végét a tagolds jelzi.

Ezek a szdmozott utasitdsok gyakran az algoritmus nagy (tbb 1épésbdl 4116)
részét tikkrozik. Ilyenkor az elemzésben ezeket a részeket szakasznak vagy fézis-

nak nevezziik. Mds esetekben tobb szdmozott 1épést egyiitt neveziink az algorit-
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mus szakaszdnak vagy fdzisdnak.

10. A soros eljarasok hivasanak alakja:

call (ELIARAS NEVE){(paraméterek listdja))

A soros és a parhuzamos eljardsok esetén egyardnt ezt a hivé utasitast hasz-
néljuk.

11. A megjegyzések a > jellel kezd6dnek és az adott sor végéig tartanak.

12. A parhuzamossdgot egy p-processzoros PRAM vagy lanc esetében a ko-

vetkezSképpen 1rjuk le:

P;in parallelfor 1<i<p
(1. utasitds)

(2. utasitds)

(u. utasitds)

Egy k-dimenzids rics esetében a hasonld utasitis a
Pi i, imparallel for 1 <ij <my, ..., 1 <i <my

sorral kezdédik.
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1.4. Szamitasi modellek

Az algoritmusokat absztrakt vagy konkrét gépeken hajthatjuk végre. Ebben az al-
fejezetben el6szor réviden bemutatjuk a parhuzamos szamitégépek fébb tipusait,
azutin az absztrakt gépek koziil a pArhuzamos kdzvetlen hozzaférést gépekkel és

a halézatokkal foglalkozunk.

1.4.1. Szamitogépek

Az elmdlt évtizedekben sok kiilonbozé parhuzamos szdmitégépet épitettek, €s
szamos probalkozas tortént rendszerezésiikre.
Flynn 1972-ben az utasitdsdram és az adatdram alapjan 4 csoportot kiilonboz-

tetett meg:

e SISD (Simple Instruction Strem — Simple Data Strem);
SIMD (Simple Instruction Strem — Multiple Data Strem);
MISD (Multiple Instruction Strem — Single Data Strem);
MIMD (Multiple Instruction Strem — Multiple Data Strem).

Eszerint a SISD a klasszikus soros, Neumann-elvii szamit6gép. A SIMD ti-
pust szdmitégépben 1épésenként egyféle miivelet hajtédik végre, de az egyszerre
tobb adaton. Az ILLIAC-IV szadmit6gép példa erre a tipusra.

A MISD tipust gépben egy adaton egyszerre tobbféle miivelet hajtédik végre.
A cs6vezeték-elvl szamitoégépek példak erre a tipusra.

A legtobb parhuzamos szdmitégép a MIMD tipushoz tartozik: ebben az eset-

ben tébb processzor dolgozik pirhuzamosan, és rendszerint kiillénb6z6 adatokkal.

1.4.2. Parhuzamos gépek

A péarhuzamos szamitdsi modellek alapja a soros szamitdsokhoz széles korben

hasznalt RAM (random access machine = kdzvetlen hozzdférésii gép) éltalano-
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sitdsa, a PRAM (parallel random access machine = pdrhuzamos kdzvetlen hoz-

zdférésii gép) (%), p szinkronizaltan dolgozé processzorral (Py, P2, ..., Pp) €s
az M[1], M[2], ..., M[m] rekeszekbdl all6 kdzos memdridval, ahogy azt az

1.1. d4bra mutatja (az 4brdn a memoriarekeszeknek csak az indexét tiintettiik fel). A
modell szerint minden processzor rendelkezik sajdt memdridval: a P; processzor
esetében ez az M[i, 1], M[i,2], ..., M[i,m] rekeszekbdl 4ll. Nem jelent meg-
szorftdst, hogy a kozds memdria ¢s a sajat memoridk méretét ugyanigy jeloltiik
(szokds ezeket a memoridkat végtelen méretlinek is tekinteni). Feltessziik, hogy a

rekeszek tetsz6leges egész szam tdroldsara alkalmasak.

‘ 1 ‘2‘3‘4‘ ‘m‘ k6z6s memoria

e ° processzorok

1.1. abra. Parhuzamos kozvetlen hozzaférésti gép (PRAM)

A parhuzamos kozvetlen hozzaférésti gép helyett rendszerint a révidebb pdr-
huzamos gép kifejezést fogjuk hasznalni.

Tipusok frds/olvasds alapjdn:

o EREW (Exclusive Read — Exclusive Write: kizarélagos olvasds — kizaréla-
gos {rés)

e ERCW (Exclusive Read — Concurrent Write)

e CREW (Concurrent Read — Exclusive Write)

e CRCW (Concurrent Read — Concurrent Write)

Ugyanabba a memériarekeszbe egyidejlileg csak irds vagy olvasds van meg-
engedve.
Az 1.2. dbra (a) része arra példa, hogy minden rekeszbdl legfeljebb egy pro-

cesszor olvas (ER), a (b) részében minden rekeszbe legfeljebb egy processzor ir
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koz6s memoria koz6s memoria
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k6z6s memoria k6z6s memoria
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1.2. abra. Szamitasi modellek tipusa az irds és olvasas tulajdonsdgai alap-

. s

jan

(EW), a (c) részében tobb processzor olvas parhuzamosan (CR), végiil a (d) ré-
szében tobb processzor ir egyidejlileg ugyanabba a rekeszbe (CW).
Ha t&bb processzor irhat egyidejlleg (ERCW vagy CRCW), akkor t&bb eset

van: az iras

o kozos (#): a processzorok csak a kdzos, azonos értéket frhatjak;

o tetszbleges (%): nem tudjuk, melyik processzor beirdsa marad meg a rekesz-

ben, vagy esetleg a befrdsoktdl fliggetlen érték;
e prioritdsos (#): a legnagyobb prioritdsd processzor ir;

o kombindlt (%): az egyes processzorok altal beirt értékek valamilyen fiigg-

vénye keriil a memériarekeszbe.



34 1. Bevezetés

A kovetkez6 példdkban a parhuzamos olvasdst, pdrhuzamos irést, illetve egy
logikai érték parhuzamos kiszdmitdsit mutatjuk be.
El6szor egy 4-processzoros gépben minden processzor a kozos M[1] rekesz-

b6l olvas.

1.1. példa. 4 processzor parhuzamosan olvas

PArRHUZAMOSAN-OLVAS(M[1]) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: CREW PRAM
Bemenet: A[1] (egy elem( témb)

Kimenet: M[i, 1] (processzorok sajat memoridi elsé rekeszeinek kdzos tartalma)

01 P;in parallel for 1 <i<4

02 M[i, 1] :=read A[1]
'y

Ebben az esetben mind a 4 processzor sajat memdoridjanak elsd rekeszébe be-
keriil az A[1] tombelem.
A kovetkezd példdban egy 16-processzoros gépben minden processzor a ko-

70s A[1] rekeszbe fr.

1.2. példa. 16 processzor parhuzamosan ir

PARHUZAMOSAN-TR(M[1]) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: k6z6s ERCW PRAM

Bemenet: M[1 : 16, 1] (16 elem{i tdmb)

Kimenet: A[1] (tomb egy eleme)

01 P;in parallelfor 1 <i< 16
02 A[1] := write M[i, 1]
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L)

Ebben az esetben a 16 processzor pairhuzamosan beirja az A[1] tombelembe
sajat memoridja elsd rekeszének tartalmat.

Legyenaz A[1 : 16]tomb A[1],..., A[n] elemeiben tarolt n bit logikai 6sszege
(diszjunkcidja) A[0] = A[1] V A[2] V -+ V A[n].

Ekkor a kovetkez6 ERCW algoritmus O(1) id6ben dolgozik.

1.3. példa. Logikai 6sszeg kiszamitasa n processzoron

LoaIikAI-6sszeap(p, A, A[0]) (pdrhuzamos eljdrds)
Szdmitdsi modell: ERCW PRAM
Bemenet: p (valtozok szama) és

All..p] (a vdltozokat tartalmazd tomb)

Kimenet: A[0] (a bemend véltozok logikai 6sszege)

01 A[0]:=0

02 P;in parallelfor 1 <i<p

03 if Ali] =1

04 then

05 A[0] := Ali]

1.4. tétel. (Logikai dsszeadds miivelet elvégzése.) A 1.OGIKAI-OSSZE- AD algoritmus

az n-bites V miiveletet egy ERCW PRAM-en O(1) lépés alatt elvégzi.

Most a parhuzamos gépek néhany mennyiségi tulajdonsagat mutatjuk be.
Feltessziik, hogy egy p-processzoros gép birmely 1épése szimuldlhat6 egy
soros processzor p 1épésével (vannak olyan valédi gépek, amelyekre ez a feltétel

nem teljesiil). Ebb6l adédik a kdvetkez6 allitas.
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1.5. tétel. (Brent tétele.) Ha egy feladatot a P pdrhuzamos algoritmus p pro-
cesszoron t lépésben old meg, ekozben az i-edik (i = 1, 2,...,t) lépésben x;

miiveletet végez, akkor ez a feladat g < p processzoron megoldhato

T+

f} (1.29)
p

lépésben, ahol
!
x= Z x;. (1.30)
i=1

Ebbdl a tételbd] adodik a kovetkezd egyszerd allitds.

1.6. kvetkezmény. (Lassulds.) Ha egy P pdrhuzamos algoritmus egy p-processzoros
gépen t lépést tesz, akkor minden q < p processzort tartalmazo gépen végrehajt-

haté 0(%’) lépésben.

Bizonyitas. A p-processzoros G gépen futé P parhuzamos algoritmus minden
1épése szimuldlhaté egy g-processzoros G gépen, legfeljebb (%’1 1épést végezve.

Ezért a H szimul4cits 1épésszdma legfeljebb Tl'g'l, és igy H munkdja legfeljebb

qt{ﬂ < pt+ql (131)
= O(ph). (1.32)
®

A kovetkezd 3 allitds az elérhetd relativ 1épésszam mértékével kapcsolatos.

1.7. tétel. (Amdahl térvénye a maximdlis relativ lépésszdamrol.) Ha egy n fela-
dat megolddsdnak nem pdrhuzamosithato hdanyada s(r), akkor egy p-processzoros

PRAM-on elérhetd gyqx (7, s, p) legnagyobb relativ lépésszdm

8max(T, 8, p) = = - (1.33)
s+ T
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1.8. tétel. (Gustafson torvénye a maximdlis relativ lépésszdmroly Ha egy m fel-
adat megolddsdnak nem pdrhuzamosithato hdnyada s, akkor egy p-processzoros

PRAM-on elérhetd guax(m, s, p) legnagyobb relativ lépésszdm

s + p(l —s)
gmax(®$,p) = R (1.34)
= s+ p(l-ys). (1.35)

Amdahl és Gustafson tételének bizonyitdsat meghagyjuk gyakorlatnak.
Amdahl szerint s reciproka korldtot szab az elérhetd relativ 1épésszamnak,
mig Gustafson szerint a relat{v 1épésszdm a processzorszammal ardnyosan novel-

hetd.

1.9. tétel. (Van-e p-nél nagyobb relativ lépésszdm?) A p processzorszdmndl na-

gyobb relativ lépésszdm nem érhetd el.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy m problémara W(n, A) a legjobb ismert soros
végrehajtdsi id6. Ha van olyan ¥ parhuzamos algoritmus, melynek relativ 1¢-
pésszama p-nél nagyobb, akkor pW(n, P, p) < W(n, A). Mivel egy p-processzoros
gép egy 1épésének szimuldlasa az 1-processzoros gépen legfeljebb p 1épést igé-
nyel, ezért £ munkdja sorosan szimuldlhaté legfeljebb pW(n, P, p) id6 alatt, ami
feltételiink szerint kisebb, mint W(n, A). Ez ellentmond annak, hogy A a © meg-

olddsdra ismert legjobb soros algoritmus. o

1.4.3. Halozatok

A szdmitdsi modellek mésik tipusédt a hdlézatok adjdk. Ezekben a processzorok
nem a kodzds memoridn keresztiil érintkeznek, hanem adatatviteli vonalakon ke-
resztiil, amelyek jol szemléltethetSk grafok segitségével. A processzor és a csucs
szavakat szinonimaként hasznaljuk — 4ltaldban a szdvegkornyezethez jobban il-

leszked6t valasztva.
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Ez a tény egyattal ad egy j6 szempontot a hilézatok osztidlyozasara: sikba
rajzolhat6 és sikba nem rajzolhat6 haldzatokat kiillonboztetiink meg.
A grafelmélet ismert eredménye, hogy minden véges graf abrazolhat6 a 3-

dimenzi6s euklideszi térben. Ezt beldthatjuk példdul dgy, hogy a G = (V, E) véges

graf V; (i =1, 2, ...,|V]) csicsét az x-y sik (i, 0) pontjdba rajzoljuk, majd a sikot
az x-tengely koriil rendre elforgatjuk j% (Gj=1,2,...|V|-1)fokkal. Az igy
kapott §; (j = 1, 2, ..., |V| = 1) sikokban rendre a V; csicsot a nila nagyobb

index{ csicsokkal dsszekotd éleket rajzoljuk meg.

A rovidség kedvéért a sikba rajzolhato grafokat sikgrdfoknak, a sikba nem
rajzolhat6é grifokat pedig térgrdfoknak fogjuk nevezni. Ennek megfeleléen be-
szélhetiink sikhdlozatrol () és térhdlozatrol (&).

A legismertebb hal6zatok koziil a sikhalézatokhoz tartozik példdul a csillag,
fa, lanc, gyfird, négyzet és a henger.

A p-processzoros csillagban (#) kitiintetett szerepe van a P; processzornak:
ez van minden tovabbi processzorral dsszekotve. Az|1.3. dbra egy 9-processzoros

csillagot mutat.

1.3. abra. 9-processzoros csillag

Egy d-szintes (teljes) bindris fiban p = 24 1 processzor van: Py, P2, ..., Pp.
Az adatszerkezetekkel kapcsolatos terminoldgia szerint a P processzort gyokér-

nek, a P,_12, Pp-1)/241, .., Pp processzorokat levélnek, a tobbi processzort
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belsd processzornak nevezziik. Ha P; nem levél, akkor dssze van kotve a gyere-
keinek nevezett Py; €s P41 processzorokkal. Ha P; nem a gyokér, akkor Ossze
van kotve a sziil6jének nevezett P| > processzorral. A negyedik fejezetben 16v6
4.8. dbra egy 3-szintes bindris fa hdlézatot dbrdzol. Hasonl6képpen lehetne m-daris

fakat és nem teljes fakat is definidlni.

A p-processzoros gy(ris halézatot a negyedik fejezetben ismertetjiik. A4.4. dbra

s

egy 6-processzoros gyfirfit mutat.

A térhélézatok koziil megemlitjiik a k-dimenzids racsot, kockat, téruszt, pira-
mist, pillangét, permuticids hdlézatot, de Bruijn-halézatot és a hiperkockat.

A k-dimenzids (k > 1) rdcs egy olyan my Xmy X- - - Xmy (my, mo, ..., my > 2)
méretl hdld, amelynek minden egyes metszéspontjdban van egy processzor. Az
élek a kommunik4ciés vonalak, melyek kétirdnydak. A rdcs minden processzorit

megcimkézziik egy (i1, 12, ... 1) k-assal — erre a processzorra a P;,_; jeloléssel

hivatkozunk.

Minden processzor egy RAM, amely rendelkezik sajdt (helyil) memoéridval. A
Py,
rekeszekbdl all.

Minden processzor végre tud hajtani egyetlen 1épésben olyan alapvetd mfi-

i, processzor sajait memoridja az M[iy, ..., i, 1], Mli1,... i, 2], ..., M[i1,

veleteket, mint az 6sszeadds, kivonds, szorzds, Osszehasonlitds, sajat memoria el-
érése és gy tovdbb. A processzorok miikodése szinkron médon torténik, azaz
minden processzor egy globdlis 6ra litemére egyszerre hajtja végre az aktudlis
feladatat.

A legegyszeriibb rics a k = 1 értékhez tartozé lanc alakd récs (rdviden ldnc)
().

Egy 6-processzoros lanc 14that6 a harmadik fejezetben 1év63.1. dbrdn. Ha egy
lanc Py és P, processzordt 8sszekotjiik, akkor gyf(r(it kapunk.

Ha k = 2, akkor téglalapot (téglalap alakd racsot) kapunk. Ha most m; =

my = 4/p, akkor a X a méretli négyzetet kapunk. Egy 4 X 4 méretdi négyzet lathat6

...,ik,m]
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a harmadik fejezetben 1év& 3.2, abran.

A lanc és a négyzet a sikhdlézatokhoz tartoznak.

Ha egy rdcsot tovabbi élekkel kiegészitiink, akkor dsszetett racsot kapunk.

Ha egy ldncban a Py és P, processzorokat dsszekotjiik, akkor gyiirtit kapunk,
amely mér csak két dimenziéban dbrdzolhat6é A negyedik fejezetben 1évd 4.4. dbra
egy 6-processzoros ldncot dbrazol.

Ha egy téglalapban a sorok elsé (j = 1) és utols6é (j = my) elemeit Ossze-
kotjiik, akkor az ugyancsak 2-dimenzids hengert kapjuk. Az|1.4. dbra egy 4 x 4

méret{ hengert dbrazol.

1.4. abra. 4 x 4 méretd henger

Az ILLIAC-IV megépiilt vdltozata olyan 2-dimenzids rdcsbdl szarmaztathatd,
amelyben m; = mp = 8 és a P; j processzor szomszédai rendre a P; j_1, P ji1 Pit1,j, Pi-1,js
ahol az indexek (mod 8) értend6k. Az ILLIAC-IV architektirdjdnak abrazolasa-
hoz mar harom dimenzidra van sziikség.

Ha k = 3 és my = mp = mj3, akkor tégldt kapunk. Ha ennek a hdlézatnak a
3 mérete azonos, akkor kockdnak nevezziik. A harmadik fejezetben 1év6 3.3. dbra
egy 2 X 2 x 2 méret{i kockat (&) dbrazol.

A torusz (%) példdul ugy szdrmaztathaté egy 2-dimenzids rdcsbodl, hogy a

bels6 élek mellett az egyes sorok elsd €s utolsé processzorait, valamint az egyes

oszlopok elsd és utolsé oszlopait is 8sszekotjiik. A negyedik fejezetben 16v6 4.6. dbra



1.4. Szamitasi modellek 41

egy 5 X 5 méret téruszt mutat.

Egy d-szintes piramis (&) i-edik (1 < i < d) szintjén 497! processzor van,
amelyek az|1.5. dbra szerint vannak 6sszekotve. Eszerint a piramis i-edik szintje
egy 297129 méret(i rdcs. A piramis az egyes szinteken 1évG processzorok szamat

tekintve hasonl6 a terndris fadhoz, azonban a fa azonos szinten 1évé processzorai

kozott nines kapesolat.

1.5. abra. 3-szintes piramis

A d-dimenzids pillangd halézat (d + 1)2¢ processzorbdl all, amelyek d + 1

— egyenként 27 processzort tartalmazé — sorban vannak elrendezve, ahogy azt a
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sz

negyedik fejezetben 16v6 4.2. dbra mutatja. A (d+1)x2¢ méret(i pillangé kifejezést
is haszndlni fogjuk.
Természetes architektira a teljes hdlozat (%), amelyben minden processzor

par 0ssze van kotve. Egy teljes hdlézatot dbrdzol az/1.6. dbra.
a j B | C

1.6. abra. 6-processzoros teljes haldzat

A (d, k)-paraméter(i de Bruijn-hdlézat (%) d* processzort tartalmaz, amelyek
a d betlis {0,1,...,d — 1} dbécé feletti k hosszisagl szavakkal cimezhetok. Az
aiay . ..a nevil processzorbdl az apas . . . axg cimi processzorokba vezet irdnyi-
tott él — ahol g az dbécé tetszbleges eleme. Eszerint minden processzorbdl d €l
indul, és minden processzorban d él végz6dik. Az[1.7. dbra egy (2,3)-paraméter
de Bruijn-hélézatot mutat. Az dbra alapjin ez 2-dimenzios.

A d-dimenziés permutdcios hdlozatban a processzorok a d-bettis {0, 1,...,d—
1} 4bécé elemeinek kiilonbdzd permuticidival cimezhet6k. Ezért a hilézatban
p = d! processzor van. A P; processzor pontosan azokkal a processzorokkal van
Osszekotve, amelyek cimkéje elballithaté ugy, hogy P; cimkéjében az elsé betiit a
j-edik (2 < j < d) betlivel cseréljiik ki. A1.8. dbra egy 4-paraméterd permutdcios
halézatot dbrdzol. Ebben minden processzor fokszdma d—1 = 3 és a processzorok
szdma 4! = 24,

A d-dimenziés hiperkockdban 2¢ processzor van, amelyek d hosszdsdgt bi-
ndris sorozatokkal cimezhet6k. Minden P; processzor pontosan azokkal a pro-

cesszorokkal van dsszekotve, amelyek cime pontosan egy bitben tér el P; cimétél.
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1.7. abra. 2 x 3 paraméterii de Bruijn-hdlézat

A 3-dimenziés hiperkockdban a 0,1,0 csuics szomszédjai az 1,1,0, 0,0,0 és a 0,1,1
cimi csicsok. Mivel a 2 x 2 X 2 méreti kocka egyuttal 3-dimenzids hiperkocka is,
a negyedik fejezetben 1év513.3. 4bra egyittal egy 3-dimenzids hiperkockdt is be-
mutat. Az ugyancsak a negyedik fejezetben 1évs 4.1. dbra pedig egy 4-dimenzids
hiperkockat mutat.

A d-dimenzids rdcsok, permuticids hdlézatok és hiperkockdk természetes mé-
don elképzelhetdk és dbrazolhatok d dimenzidban. A kordbban emlitett tétel sze-
rint ugyanakkor tetsz&legesen nagy d esetében is dbrazolhaték a 3-dimenzidés euk-
lideszi térben ugy, hogy az élek ne metsszék egymdst.

A halézatok jellemzésére sokféle adatot haszndlnak. Ha a H hélézatot H =
(V, E) formdban, a csucsok €s élek halmazdval adjuk meg, akkor természetes adat
a processzorok |V| (&) és az adatdtviteli vonalak |E| (%) szdma.

Az adatdtviteli vonalak lehetnek egyirdnyudak és kétiranydak. Az eddigi pél-
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o= OO Felle
CC

1. sor

200 ) C

N

3. sor

1.8. abra. 24-processzoros permutaciés halozat

dak koziil csak a de Bruijn-halézat tartalmazott egyiranyu éleket (ezért a haldzatot
irdnyitott graffal dbrdzoljuk), mig a tobbi esetben kétirdnyu éleket tételeztiink fel.

Tovabbi jellemz6 a csticsok maximdlis (%), minimdlis (%) és dtlagos fokszdma,
(%) a cstcsok maximdlis (%), minimdlis (&) és dtlagos tdvolsdga (%).

A csicsok maximadlis tdvolsdgét a halézat dtmérdjének (&) nevezik.

Haegy H = (V, E) 6sszefliggd haldzat csicsait X és ¥ halmazra osztjuk, akkor
a halézat adott felbontdshoz tartozo vdgdsi szdma (%) a legkisebb olyan élhalmaz
elemszdma, amellyel a hdlézat elveszti dsszefiigghségét.

Halo6zatok felezési szdma () azon élek minimalis szdma, amelyek eltavolita-
séval a halézat két azonos részre bonthatd. Ha egy hélézat processzorainak szdma
paros (p = 2k), akkor a halézat biztosan felbonthaté két azonos részre (példdul
két, egyenként k izoldlt csticsot tartalmazé haldzatra). Ha p = 2k + 1, akkor a hé-
16zat nem bonthat6 két azonos részre. Ha +/p pdros, akkor egy +/p X +/p méretii

rdcs vdgasi szdma +/p.
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Az 1.2. tdbldzat az ismertetett halézatok néhany alapvet6 adatat tartalmazza.
A tabldzat Paraméter oszlopdban p a processzorszdmot jeldli. d a fa és a piramis
esetében a szintek szdmat, permutdcids halézat, de Bruijn hdl6zat és hiperkocka

esetében a dimenziot jeloli. Négyzet és kocka esetében az oldalhosszisag a para-

méter.

1.2. tablazat. Hal6zatok mennyiségi jellemzi
Haélozat Paraméter | Cstcsszdm | Elszam Atmér6
Lanc p p p—1 p—1
Gylirl p p p 41
Csillag p p p—1 1
Fa d 29 -1 2d -2 2d -2
Négyzet a=+p |a& 2dd—-1) | 2d -2
Kocka a=*+\p |a 2(a-1a? | 3a-3
Piramis d 4L 2d 242
Permutaciés | d d? 2d latt
De Bruijn | d 24 24+l d
Hiperkocka | d 24 d24! d

1.5. Rekurzio

Az algoritmusok megaddsdnak gyakran alkalmazott médja az, hogy a végrehajtds
sordn — véltoz6 paraméterekkel — Gjra és tjra alkalmazzuk magat az algoritmust.
Egy algoritmusnak 6nmaga segitségével valé megaddsat rekurzionak, az igy meg-

adott algoritmust pedig rekurziv algoritmusnak nevezziik.
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Példaként oldjunk meg egy népszerti, 1883-bdl szarmazd, Hanoi hires tornya-
irél sz616 feladatot, melyben korongok és 3 rud szerepel. Brahma tornya 64 —
kozepén lyukas — arany korongbdl all, melyet Brahma egy gyémant ridra tett. A
korongok mérete alulrdl felfelé csokken. Az 1.9, dbra a kiindulé helyzetet mu-
tatja 5 koronggal, melyek az A ridon vannak. A B és C rudakon kezdetben nincs

korong.

1.9. abra. Hanoi tornyai 3 riddal és 5 koronggal

A Vilag teremtésével egyidejlileg Brahma megbizott szerzeteseket azzal, hogy
az egyik ridon 1év6 korongokat helyezzék at egy masik ridra — egy harmadik rad
felhasznéldsdval. A szerzetesek munkéjanak egy 1épése egy korong dthelyezése
egyik rddrdl egy mdsik rddra — azzal a megszoritdssal, hogy korongot csak iires
rddra vagy ndla nagyobb korongra szabad helyezni. A torténet szerint amikor a
szerzetesek végeznek a munkéval, a torony 6sszeomlik és vége a vildgnak.

Mennyi idénk van hétra, ha a szerzetesek a lehetd legkevesebb 1épésben el-
végzik a munkat — és egy 1épés egy mdsodpercig tart.

Jeloljiik fx(n)-nel az n korong dthelyezéséhez sziikséges 1épések szdmit egy

K korong-athelyez algoritmus esetében. Minden K algoritmusra igaz, hogy

Sk = 1. (1.36)

n korongot csak gy tudunk dthelyezni, hogy elébb a felsé n — 1 korongot at-
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helyezziik egy mdsik ridra, ezutdn a legalsé korongot dthelyezziik, és végiil az
n — 1 kisebb korongot rdhelyezziik a legnagyobb korongra. Eszerint minden K

algoritmusra

Jxk(m) = 2fg(n—1)+ 1. (1.37)

Az ehhez hasonld egyenleteket — amelyekben egy fiiggvény adott helyen fel-
vett értékét mds helyen vagy helyeken felvett értékei segitségével adjuk meg —
rekurziv egyenletnek (%) nevezzik.

Tegyiik fel, hogy a szerzetesek a kdvetkez rekurziv program szerint dolgoz-
nak, melyben az AtneLYEz(k, végez) eljaras feladata az, hogy a k nev( ridon 1évé

legfels6 korongot dthelyezze a végez nevi radra.

HanNor1-TorNYAI(n, k, segit, végez, 1épés) soros rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: specidlis
Bemenet: n (a korongok szdma)

Kimenet: lépés (1€pésszam n korong dthelyezése sordn)

01 lépés =0
02 if n = 1 then

03 call Arneryez(k, végez)

04 lépés = lépés + 1

05 else

06 call Hanoi-tornyal(n — 1, &k, végez, segit, [épés)
07 call Aruervez(k, végez)

08 lépés = lépés + 1

09 call Hanor-TorNyAl(n — 1, segit, k, végez, [épés)

Eszerint a szerzetesek eldszor — fs (1) 1épés alatt — atrakjak a legkisebb ko-
rongot a B rddra, majd — fs.(2) = 2f5.(1) + 1 = 3 1épés alatt — atrakjak a két
legkisebb korongot a C ridra, majd — fs.(3) = 2f5.(2) + 1 1épés alatt — atrakjdk a
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harom legkisebb korongot a B rudra és igy tovabb. Ebbol kovetkezik, hogy

Jsz(m) = 2fs:(n = 1). (1.38)

Mivel a szerzetesek minden részfeladatot a lehetd legkevesebb 1épésben meg-
oldanak, algoritmusuk optimdlis. Médszeriik 1épésszamat egyszertien f(n)-nel je-

16lve a kovetkezd kezdeti feltételt (&) és rekurziv egyenletet kapjuk:

f(h=1 (1.39)

han > 2, akkor f(n) = 2f(n—1) + 1. (1.40)

Fiiggvényeknek kezdeti feltétel (vagy feltételek) és rekurziv egyenlet segitsé-
gével torténd megadasat rekurzionak (&) nevezziik. Eszerint a rekurzié szét kétféle
—egymadssal Osszefiiggh — jelentéssel haszndljuk.

Teljes indukcidval €s a rekurzidtétellel (lasd példaul Halmos kényvét) bebi-

zonyfthatjuk, hogy ennek a rekurziv egyenletnek a megoldéasa az

fn)=2"-1 (1.41)
fliggvény.
Eszerint a vildg élettartama

264 — 1 médsodperc ~ 1.8447 x 10" mésodperc (1.42)

~ 3.0745x 10" perc (1.43)

~ 5.1242 x 107 éra (1.44)

~ 2.1351 x 10" nap (1.45)

~ 5.8495x 10! év. (1.46)

Tehat a korongok atrakdsa a szerzeteseknek koriilbelill 6tszdz millidrd évig

tart. Eszerint még akkor is sok idénk lenne hatra a vildg végéig, ha a szerzetesek
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4,6 milliard évvel ezelbtt (amikor a geolégusok szerint a Fold és a vildgegyetem
az §srobbandssal 1étrejott) kezdték volna el a korongok 4trakdsét.

Ez a példa tobb szempontbdl nagyon érdekes.

Mutatja, hogy — legaldbbis bizonyos esetekben — elemi eszkozokkel meg tud-
juk hatdrozni a rekurziv algoritmusok 1épésszadmat.

Tegyiik fel, hogy sok szerzetes dolgozik a korongok atrakdsan, €s s szerzetes
1
s

fel tudjak egymds kozott osztani. Ekkor az algoritmus futasi ideje az

mdr < mésodperc alatt dtrak egy korongot, vagy pedig a 1épéseket egyenletesen

2"~ 1

f(n,s) = (1.47)

értékre csokken. Ezzel elvben tetsz8leges kicsire csokkenthetd az dtrakasi idS. De
hogyan tud a sok szerzetes hozzaférni a korongokhoz?

A kérdés ravilagit arra, hogy egy feladat részfeladatokra bontdsanak lehet&sé-
geit gyakran korldtozzdk a feladat sajatossédgai.

Ha példaul megengedjiik, hogy a szerzetesek felemeljék a felsé n—1 korongot
és a legalso6t korcikkekre vdgva dthelyezzék, akkor megfeleld szami szerzetes
esetében linedris (vagy akdr konstans) futdsi idejl algoritmust kaphatunk. Ezzel a
megkdzelitéssel a kdnyvben nem foglalkozunk: a pdrhuzamos processzorok csak
olyan mfiiveleteket végezhetnek, amelyet a soros is végre tudott hajtani.

Masik kérdés, mit ériink azzal, ha a gyakorlatilag végtelen 1épésszamot pél-
daul szazad vagy ezred részére csokkentjiik? Ez a kérdés pedig arra vildgit r4,
hogy a sokprocesszoros rendszerek és parhuzamos algoritmusok lehetdségei is
korlatozottak.

A feladat megolddsa azt is mutatja, hogy ha csak a 1épésszdmra van sziik-
ségiink, az (1.41) képletet levezetve €s alkalmazva nagyon gyorsan meg tudjuk

mondani.
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1.6. Véletlenitett algoritmusok (x)

A véletlenitett algoritmusok bizonyos helyzetekben tobb dontés koziil valasztanak
— ezek valdszinlisége pontosan adott.

Két tipusuk van. A Las Vegas algoritmusok mindig helyes eredményt adnak —
futési idejiik azonban nem &4lland6, hanem egy valdszinfiségi véltozoval jellemez-
hetb.

A Monte Carlo algoritmusok adhatnak hibds eredményt is.

A Las Vegas algoritmusok futdsi ideje tdg hatdrok kozott véltozhat, mig a
Monte Carlo algoritmusoké viszonylag allandé.

A véletlenitett algoritmusokat tekinthetjiik algoritmushalmaznak. Adott be-
menet esetében bizonyos algoritmusok futhatnak sokdig vagy adhatnak hibas va-
laszt. A tervezés célja, hogy az ilyen rossz (&) algoritmusok hdnyada kicsi legyen.
Ha meg tudjuk mutatni, hogy bdrmilyen bemenetre az algoritmusoknak legaldbb
1 — € hianyada (ahol a pozitiv € elég kicsi) gyors (illetve helyes eredményt ad),
akkor a halmazbdl véletleniil vdlasztott algoritmusra igaz, hogy legaldbb 1 — €
valészintiséggel gyors (helyes eredményt ad). Ekkor e-t hibavaldsziniiségnek (%)
nevezziik.

Az aldbbi definicidkban a d,v és g fiiggvények a pozitiv egészek halmazan
vannak értelmezve, a d(n), v(n) és g(n) fliggvényértékek pedig nemnegativ valds
szdmok.

Egy D determinisztikus algoritmusnak adott er6forrasbol d(n) egységre van
sziiksége, mig a V véletlenitett algoritmusnak v(n) egységre — ahol v(n) valészi-
niiségi valtozo.

Egy n-t8] fiiggd € esemény nagy valdsziniiséggel (%) bekovetkezik, ha tet-
szbleges a értékre a bekovetkezés valdszinfisége legalabb 1 — n™®. Az @ szamot
valosziniiségi paraméternek (%) nevezziik.

5(g(n)) (ejtsd: nagy valosziniiséggel nagy ords) (%) azon v(n) fiiggvények
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halmazt jelenti, amelyekhez 1étezik olyan ¢ pozitiv dlland6, hogy tetszbleges o

esetében nagy valdszintiséggel teljesiil

Plv(n) < cagn)] = 1 - i (1.48)

noz

1.6.1. Egyenlotlenségek

Ebben a részben olyan egyenl6tlenségeket adunk meg, amelyek azt jellemzik,
hogy a valészinliségi valtozok ritkan térnek el 1ényegesen a varhat6 értékiiktdl.
Ezek az egyenl6tlenségek majd hasznosak lesznek a véletlenitett algoritmu-

sok véarhat6 viselkedésének elemzése soran.

1.10. lemma. (Markov-egyenldtlenség.) Ha X nemnegativ valdsziniiségi vdltozo,

melynek vdrhato értéke u, akkor

PIX >x] <

. (1.49)

==

A Bernoulli kisérletnek (&%) 2 lehetséges eredménye van: p valdszintiséggel si-
keres, 1—p val6szintiséggel sikertelen a kisérlet. Ha X jeldli azt, hogy » kisérletbd]

hany sikeres, akkor X eloszldsa binomidlis:
PIX =i] = (’;)p"a _ (1.50)

1.11. lemma. (Csernov-egyenldtlenségek.) Ha X (n, p) paraméterii binomidlis el-

oszldsi valosziniségi vdltozo és m > np egész szdm, akkor

m
PIX > m] < (@) e (1.51)
m
Tovdbbd minden 0 < € < 1 szdmra
PIX < [(1 - e)pn]] < e <12 (1.52)

PX > [(1 + &npl] < e <"P13 | (1.53)
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1.6.2. Példak

Ebben a pontban két példdt mutatunk véletlenitett algoritmusra.

1.12. példa. Ismétlodo tombelem meghatarozasa

Tegyiik fel, hogy n péros, az A[1 : n] tomb elemei kozott az 1,2,...,5 + 1
szdmok egyike 7-szor fordul el, a tobbi szdm pedig egyszer.

Hatérozzuk meg a tobbszor el6fordulé elemet.

Barmely determinisztikus algoritmusnak legrosszabb esetben legaldbb 7 + 2
1épésre van sziiksége. Ugyanis barmely determinisztikus algoritmushoz megad-
hat6 tigy a bemenet, hogy az els6 5 + 1 vizsgilt elem kiilénb6zd legyen.

Most megadunk egy Las Vegas algoritmust, amely legrosszabb esetben O(lg )
ideig fut. Az algoritmus bemenete egy n szdm €s egy n-elemii A tomb, kimenete

az egyik ismételt elem indexe.

ISMETELT-ELEM(A, n, ismételr) soros eljdrds
Szdmitdsi modell: RAM
Bemenet: n pozitiv egész (az elemek szdma) €s

Al : n] (a vizsgalandé elemek)

Kimenet: ismételt (az egyik ismételt elem indexe)

01 L :=true

02 while L

03 i := VELETLEN(n)

04 J := VELETLEN(n)

05 >1i,je{l, 2,...,n}, véletlen egész szamok
06 if i # j A (ali] = a[j]) then

07 ismételt 1= i

08 L := false
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Ebben az algoritmusban felhaszndljuk a VELETLEN(n) eljardst, amely minden
hivdsakor a [1 : ] intervallumbdl vett egyenletes eloszlast, véletlen egész szdmot
ad kimenetként.

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus futdsi ideje O(Ign). A while ciklus
barmely végrehajtdsa sikeres, ha i az 5 azonos elem valamelyikének indexe és j
egy tble kiilonbozé helyen 1€v6 azonos elem indexe. Ennek az eseménynek a P

val6szin /ll/SégC
nen
5(5 B 1)

P= 7>

(1.54)

n
ami n > 10 esetében kisebb, mint % Tehat annak valészintisége, hogy az algorit-
mus egy adott 1épésben nem fejezddik be, %—nél kisebb.

Ezért annak valészintisége, hogy az algoritmus 10 1€pés alatt nem fejez6dik
be, (%)1O—nél kisebb, ami kisebb 0.1074-nél. Ezért az algoritmus 10 1épés alatt leg-
alabb 0.8926 valészintiséggel befejezddik. Annak valdszintisége, hogy 100 1épés
alatt sem fejez&dik be, kisebb (£)!%°-ndl, ami pedig kisebb 2.04 » 10710-nél.

Altaldban annak az e eseménynek a valészintisége, hogy az algoritmus az els6

calgn (ahol a ¢ konstans rogzitett érték) Iépésben nem fejezédik be,

4 calgn
Ple] < (g) , (1.55)
és
1 4 calgn
ha ¢ > —, akkor (—) <n“ (1.56)

Tehat az algoritmus legaldbb 1 — n™ valészinliséggel befejezddik legfeljebb

1
ez (1.57)
lg 7
1épésben. Mivel minden iterdcié O(1) ideig tart, ezért az algoritmus futdsi ideje

valéban 5(lg n).
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Mivel algoritmusunk mindig helyes eredményt ad, ezért Las Vegas tipusu.
Megmutattuk, hogy nagy val6dszintiséggel gyorsan befejezddik.

Ha példaul kétmilli6 elemiink van, akkor barmely 9 determinisztikus algo-
ritmushoz megadhatunk olyan bemenetet, amelyre 9 legaldbb egymillié 1€pést
végez, Az ISMETELT-ELEM algoritmusnak viszont barmely bemenetre — nagy valé-
szinliséggel — legfeljebb szaz 1épésre van sziiksége.

Ugyanakkor az ISMETELT-ELEM algoritmus — igaz, csak kis valdszinfiséggel —
egymilliénal lényegesen tobb 1épést is végezhet.

Az adott problémat masképp is megoldhatjuk: el6szor rendeziink, azutan line-
drisan keresiink — ekkor Q(n) idére van sziikség. Vagy harmas csoportokra osztjuk

a tombodt — ekkor O(n) a 1épésszam. '

1.13. példa. Pénzérme ismételt feldobasa

Dobjunk fel egy szabdlyos pénzérmét ezerszer. Mekkora annak valészinisége,
hogy legaldbb hatszdzszor fejet dobunk?

A Markov-egyenl6tlenség szerint legfeljebb 5/6.

Az (1.53) képletet, azaz a harmadik Csernov-egyenl6tlenséget is alkalmazhat-
juk az n = 1000, p = 1/2, € = 0.2 értékekkel. Eszerint

PIX > 600] < ¢ 02700/ (1.58)

e 203 (1.59)

< 0.001273. (1.60)

Meghagyjuk gyakorlatnak az ennél pontosabb becslést. o

1.7. Also korlatok

Az algoritmusok elemzése sordn szdmos korabbi tankonyv szerz6i (a mult sza-

zad hetvenes és a nyolcvanas éveiben) megelégedtek azzal, hogy tobbé-kevésbé
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pontos felsd korlatokat adtak az adott algoritmus altal igényelt er6forrdsok legna-
gyobb és dtlagos mennyiségére.

Ezeknek a becsléseknek a pontossdga azonban gyakran homdlyban maradt.
Pedig e nélkiil megvalaszolatlan marad az a fontos kérdés, hogy érdemes-e jobb
algoritmust keresni.

Kiilonosen fontos az er6forrasigény pontos ismerete a pAirhuzamos algoritmu-
sok vizsgdlata sordn, hiszen e nélkiil nem tudjuk eldénteni, hogy adott pdrhuzamos
algoritmus munkahatékony-e.

A munkahatékonysdg bizonyitdsdhoz a parhuzamos algoritmus igényét feliil-
r6l, a feladat jellegébdl fakado6 igényt pedig alulrdl kell becsiilniink.

A munkahatékonysdg cafoladsdhoz pedig elég egy j6 soros algoritmus igényé-
nek feliilr8l, a parhuzamos algoritmus igényének pedig alulrdl valé becslése.

Ebben az alfejezetben olyan mdédszereket mutatunk be, melyek segitségével
alsé korlatokat bizonyithatunk. Ez az alfejezet bevezet6 jellegli. A késGbbiekben
a szdmitdsi modellekhez és problémdkhoz kapcsolddva tovdbbi alsé korldtokat

adunk meg.

1.7.1. Egyszert szamolas

Tegylik fel, hogy adott egy n méreti L[1 : ] lista és feladatunk a lista legnagyobb
elemének megkeresése ugy, hogy elempdrok dsszehasonlitdsa a megengedett m-
velet.

Ha A(n)-nel jeldljilk az A keres$ algoritmus 4ltal elvégzett 6sszehasonlitdsok

szdmat, akkor tetszbleges A dsszehasonlitds alapd algoritmusra teljesiil, hogy

A(n) > N (1.61)
n
> H (1.62)

Megmutatjuk, hogy ennél t&bb is igaz.
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Az egyszerliség kedvéért tegylik fel, hogy a lista kiillonb&z6 elemeket tartal-
maz. Amikor egy A Osszehasonlitis alapd algoritmus Osszehasonlitja az X és ¥
elemet, akkor az X > Y esetben azt mondjuk, hogy X megnyerte az dsszehason-
litast — ellenkezd esetben pedig azt mondjuk, hogy X elvesztette az 6sszehason-
litast. Teh4t minden 6sszehasonlitds egy vereséget eredményez. Mivel mindazon
elemeknek, amelyek nem a legnagyobbak, legaldbb egy Osszehasonlitdst el kell

vesziteniiik, ezért n elem legnagyobbikdanak meghatdrozdsdhoz
By(n)>n-1 (1.63)

Osszehasonlitisra van sziikség.

Ennek szigort bizonyitdsdhoz tegyiik fel, A ugy fejezi be a keresést, hogy az
L[1 : n] lista két kiilonboz6 eleme, példdul L[i] és L[], egyetlen 8sszehasonlitdst
sem veszitettek el. Feltehetjiik, hogy A az L[{] elemet adta meg legnagyobbként.
Most tekintsiik azt az L’[1 : n] bemend listat, amely csak annyiban kiilénbo-
zik az el6z6tdl, hogy abban L’[j] nagyobb, mint L[j]. Mivel A 6sszehasonlités
alapu, ezért ugyanolyan Gsszehasonlitdsokat végez L és L’ esetében. Ez kovetke-
zik abbdl, hogy kiilonbség legfeljebb akkor fordulhatna el6, amikor L'[ ] is részt
vesz az Osszehasonlitdsban. L[j] azonban minden Osszehasonlitdst megnyert és
L’[j] > L[j]. Tehat az A algoritmusnak ismét az L'[i] = L[{] elemet kell a legna-
gyobbnak nyilvanitania, ami ellentmondas.

Példdul az aldbbi kozismert program nemcsak legjobb, hanem legrosszabb
esetben is n — 1 Osszehasonlitdssal meghatdrozza az L[1 : n] lista maximadlis ele-
mét.

Max(n, L[1 : n], legnagyobb) soros eljdrds
Szdmitdsi modell: RAM

Bemenet: n (az elemek szdma) és L[1 : n] (n hosszisagi,kiillonb6zd ele-
meket tartalmazé lista)

Kimenet: legnagyobb (a bemeneti lista egyik maximalis eleme)
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01 legnagyobb := L[1] > kezdeti érték bedllitdsa
02 fori:=2ton

03 if L[i] > legnagyobb then

04 legnagyobb := L[i]

05 > legnagyobb frissitése

Tehat beldttuk, hogy Max az &sszehasonlitds alapi maximumkeresést a fela-
dat megoldasdhoz okvetlentiil sziikséges szdmu Osszehasonlitdssal megoldja.
Azokat az algoritmusokat, amelyekre a legjobb és a legrosszabb 1épésszam

megegyezik, azaz amelyekre

W(n) = B(n), (1.64)

stabilnak (&) nevezziik. Megdllapitdsainkat a kovetkezOképpen Osszegezhetjiik.

1.14. tétel. Max abszoliit optimdlis.) Ha kiilonbdzd elemeket tartalmazo, n hosszii-
sdgu lista maximdlis elemét 0sszehasonlitds alapi algoritmussal hatdrozzuk meg,
akkor ennek a problémdnak az idébonyolultsdga legjobb, legrosszabb és dtlagos

esetben is n — 1. A feladat megolddsdra Max abszoliit optimdlis algoritmus.

Erdemes megemliteni, hogy a pontos bonyolultsdgot csak nagyon ritkdn tudjuk

meghatdrozni.

1.7.2. Leszamlalas

A leszamlalasi médszereket leggyakrabban az dtlagos jellemz6k meghatdrozasara
haszndljuk. Minden I bemenethez hozzirendeliink egy a(7) jellemzd adatot, majd
leszamlaljuk, hogy mennyi lesz ezen jellemzé adatok dsszege az Gsszes lehetséges

bemenetre nézve.
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Tekintsiik példdul azt a feladatot, hogy az 1, 2, ..., n szdmok kiillonb6z6 per-
muticio6it kell rendezniink gy, hogy a permutdcidban szomszédos elemek ssze-
hasonlitdsa (és egyuttal cseréje) a felhasznalhaté miivelet. Minden / permutacio-
hoz a(I)-ként hozzarendeljiik a benne 1év6 inverziok szamét és leszamlaljuk, hogy

Osszesen hdny inverzié van a permuticiékban.

1.15. tétel. Ha A egy kiilonbozd elemekbdl dllé sorozatot a szomszédos elemek
osszehasonlitdsdval rendezd algoritmus, akkor

nn—-1)

N(n,A) >
(n, A) )

(1.65)

Bizonyitas. Ha n = 1, akkor igaz az 4llitas.

Ha n > 2, akkor rendeljiik minden permuticiéhoz az inverzér , azaz azt a so-
rozatot, amelyben az elemek forditott sorrendben kovetkeznek. Mivel tetszbleges
i és jindexre (1 < i, j < n)igaz, hogy az i-edik és a j-edik elem az egymdashoz
rendelt permutdcidk koziil pontosan az egyikben van inverzidban, ezért minden
parra igaz, hogy benniik egyiittesen annyi inverzi6é van, ahdny pér (kiilon-kiilén),

azaz (g) Ezért n elem permutdcidéiban 6sszesen

()

inverzié van. Ha ezt a szdmot elosztjuk n elem permutdcidinak szdmdval, meg-

kapjuk a kivant alsé korlatot. ]

1.7.3. Dontési fak

Egy dontési fa (&) segitségével modellezhetjiik az 6sszes dontést, amelyet egy de-
terminisztikus algoritmus végezhet. Egy adott bemenethez tartozé dontések meg-
adnak egy irdnyitott utat a dontési fa gyokerétdl valamelyik leveléig, amely meg-

adja az algoritmusnak az adott bemenethez tartozé kimenetét. A dontési fa csak
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azokat a csucsokat tartalmazza, amelyekbe legaldbb egy bemenet esetében elju-
tunk. A belsé cstiicsok megfelelnek az algoritmus dontéseinek és az ahhoz tartozé
alapmiiveleteknek (mint példdul két elem Osszehasonlitdsa vagy egy matrix két
elemének Osszeszorzasa). Mivel minden bels6 csticshoz legaldbb egy elvégzendd
mivelet tartozik, ezért a fa magassdga alsé korlat N(n, A)-ra.
Hasonl6képpen a levelek dtlagos szintje (%) alsé korlat A(n, A)-ra.
Bizonyitds nélkiil idéziink néhdny kozismert eredményt, amelyek példdul don-

tési fak segitségével igazolhatok.

1.16. tétel. (Also korldt a bindris keresés lépésszdmdra.) Ha BINARI- SAN-KERES a

rendezett sorozatban bindrisan keresd algoritmus, akkor minden pozitiv n szdmra
N(n, BINARISAN-KERES) > [Ign] + 1. (1.67)

1.17. tétel. (Alsé korldt az dsszehasonlitds alapii rendezd algoritmusok lépésszdmdra.)

Ha OsszEHASONLIT dsszehasonlitds alapii rendezd algoritmus, akkor

N(n, OsszenasonLit) > [lgn!] (1.68)

(\

I
nlgn+%+0(l). (1.69)

1.7.4. Tanacsadoi érvelés

Ennél a médszernél Ggy jutunk also korldthoz, hogy dinamikusan olyan bemene-
tet allitunk eld, amely az algoritmust lehetdleg nagyszami miivelet elvégzésére
kényszeriti.

Ez a médszer olyan jatékhoz hasonlit, amelyben egy tandcsadonak feltett kér-
désekkel juthatunk informdaci6hoz, és a tandcsadé arra torekszik, hogy a vélaszai-
val minél kevesebb informdciét adjon.

A W(n, A) lépésszdm also becsléséhez Ggy jutunk, hogy 6sszeszamoljuk, hany

miiveletet kellett az adott bemenetre a vizsgélt algoritmusnak elvégeznie.
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1.7.5. Informacioelméleti érvelés

Ez a médszer azon alapul, hogy az egy miivelettel nyerhetd informaciéra felsd,
a feladat megoldédsdhoz sziikséges informécié mennyiségére pedig alsé korlétot
adunk. Ha példdul egy dsszehasonlitds lehetséges eredményei true és false, akkor
n Osszehasonlitdssal legfeljebb 2" lehetdséget tudunk megkiilonboztetni. Mivel
egy n elemet rendez8, sszehasonlitds alapd algoritmusnak n! lehet6séget kell

megkiilonboztetnie, ezzel a médszerrel is bizonyithatjuk all.17. tételt.

1.7.6. Grafelméleti érvelés

Mivel a hélézatokat rendszerint grafokkal modellezziik, ezért természetes, hogy
az alsé korlatok bizonyitidsdban is gyakran szerepelnek grafok.

Erre a késSbbiek soran tobb példat is mutatunk.

1.8. Anomalia

A szamitégépes rendszerekben anomdlidnak nevezzik azt a jelenséget, amikor
egy feladat megoldasdhoz tébb erdforrdst felhaszndlva rosszabb eredményt ka-
punk.

Négy konkrét példat emlitiink. Az egyik a virtudlis memdria lapjait parhuza-
mosan hasznilé FIFO (First In — First Out) lapcserélési algoritmussal, a masik
a processzorok litemezésére haszndlt LisTAsAN-UTEMEZ algoritmussal, a harmadik
az dtfedéses memoéridju szamitdgépekben foly6 parhuzamos programvégrehajtis-
sal, végiil a negyedik a PARH-KORLATOZ-SZETVALASZT optimalizdcids algoritmussal

kapcsolatos.
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1.8.1. Lapcsere

Legyenek m, M, n és p pozitiv egészek (1 < m < M < n < o), k nemnegativ
egész, A = {ay,ay,...,a,} egy véges dbécé. Ak az A feletti, k hosszisdgui, A* pedig
az A feletti véges szavak halmaza.

Legyen m egy kis, M pedig egy nagy szamitogép fizikai memdridjaban 1évd
lapkeretek szdma, n a hattérmemoridban 1évo lapok szdma (mindkét szdmitogép-
ben), A a lapok halmaza.

A lapcserélési algoritmusokat automatakként kezeljiik, melyekre m és M a

memoria mérete, A a bemend jelek halmaza, ¥ = A U {€} a kimend jelek halmaza.

Ezek az automatdk a bemend jelek R = (r,72,...,r,) vagy R = (r1,72, ... ) so-
rozatat dolgozzik fel. Az S, (r =1, 2, ...,) memdriadllapot a ¢ id6pontban (azaz

az r; bemend jel feldolgozdsa utdn) a memdoridban tdrolt bemend jelek halmaza.
A lapcserélési algoritmusok So = {} iires memoridval kezdik a feldolgozast. Egy
konkrét P lapcserélési algoritmust a P = (Qp, qo, gp) hdrmassal definidlunk, ahol
QOp a vezérld jelek halmaza, go € Qp a kezdeti vezérld jel, gp az dllapot-dtmenet
figgvény, S’ az Gj memériaallapot, ¢° az Gj allapot és y a kimend jel, S a régi
memoriadllapot, g a régi vezérldallapot és x a bemen6 jel.

Az F = FIFO (First In First Out) algoritmus definicidja: gg = () és

(S,q,6), haxesS,
gr(S,q,x) = (S U {x},q,e), hax¢sS, S| <m, (1.70)
S Ni{yi}Uix},g”,y1), hax¢Sés|S|=m,

ahol g = (y1,y2, - ¥0)s @ = V1,725 -+ Vi X) €8 G = (02, V3, -+, YmsX)-

A laphibdknak (a memériadllapot véltozdsainak) a szamat fp(R, m)-vel jeldl-
juk. Anomdlidnak (%) nevezziik azt a jelenséget, amikor M > m és fp(R, M) >
Sfp(R, m). Ekkor az fp(R, M)/ fp(R, m) hanyados az anomdlia mértéke (&).

A P algoritmus hatékonysagat az Ep(R, m) lapozdsi sebességgel () jellemez-
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ziik, amit R = (r1,7,...,7,) véges hivatkozdsi sorozatra az
R,
EpR.m) = 22EM) (1.71)
p

R = (r1, 1, ...) végtelen hivatkozasi sorozatra pedig a
fp(Ry, m)

Ep(R,m) = lilfninf . (1.72)
modon definidlunk, ahol R, = (1,72, ..., 1¢).
Legyen | < m <nés C = (1,2,...,n)" egy végtelen ciklikus hivatkozasi

sorozat. EKkor Epjp(C,m) = 1.

Ha végrehajtjuk a R = (1,2,3,4,1,2,5,1,2,3.4,5) hivatkozasi sorozatot, akkor
m = 3 esetében 9, m = 4 esetében pedig 10 laphibdt kapunk, igy frrro (R, M)/ frrro (R, m) =
10/9.

Bélady, Nelson és Shedler a kovetkezé sziikséges és elégséges feltételt adtak

az anomalia 1étezésére.

1.18. tétel. Akkor és csak akkor létezik olyan hivatkozdsi sorozat, amelyre a FIFO

lapcserélési algoritmus anomdlidt okoz, ham < M < 2m — 1.
Az anomalia mértékével kapcsolatban pedig a kdvetkezt bizonyftottdk.

1.19. tétel. Ha m < M < 2m — 1, akkor tetszbleges € > O szdmhoz létezik olyan
R = (r1,r2,...,rp) hivatkozdsi sorozat, amelyre
R.M
IrFoR M), (1.73)
fFIFo(R,m)
Bélddy, Nelson és Shedler a kovetkez6t sejtették.

1.20. sejtés. Tetszbleges R hivatkozdsi sorozatra és M > m > 1 memdriaméretekre

R.M
friFoR. M) <5

< 1.74
TFIFOR,m) (17
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Ezt a sejtést cafolja Fornai Péter és Ivanyi Antal kdvetkezd tétele, amely sze-

rint az anomadlia mértéke tetszSlegesen nagy lehet.

1.21. tétel. Tetszdlegesen nagy L szdmhoz megadhaték olyan m, M és R paramé-

terek, melyekre
JFIFO(R, M)

1.75
JFIFOR. m) (17

1.8.2. Utemezés

Tegylik fel, hogy n programot akarunk végrehajtani egy p-processzoros lancon. A
végrehajtdsnak figyelembe kell vennie a programok kozotti megel6zési reldciot.
A processzorok mohdk, és a végrehajtds egy adott L lista szerint torténik.

E. G. Coffman jr. 1976-ban leirta, hogy a p processzorszim cstkkenése, az
egyes programok végrehajtdsdhoz sziikséges 1épések 1; szdmanak csokkenése, a
megelbz€si korlatozdsok enyhitése és a lista véltoztatdsa kiilon is anomadliat okoz-
hat.

Legyen a programok végrehajtdsdnak Iépésszama 7, a megelzési relacid <,
a lista L és a programok kozos listds végrehajtdsdhoz sziikséges 1€pések szdma
p azonos processzorbdl allé lancon w(p, L, <, 7). Az L’ lista, <’C< megel6zési
reldcié, v < 1 1épésszam vektor és p’ > p processzorszam esetén a 1épésszam
legyen ' (p’, L', <’, 7).

Az anomadlia mértékét ezittal a relativ 1€pésszdmmal jellemezziik.

1.22. tétel. (Utemezési korldt.) Az el6bbi feltételek esetében

’

w
0<—<1+
w m’

m-—1

(1.76)

7~ z

A korlét pontossagit jellemzi a kovetkezd allitas.

1.23. tétel. (Utemezési korldt élessége.) A relativ sebességre adott korldt azm, t, <
és L paraméterek mindegyikének vdltozdsdra nézve (kiilon-kiilon is) aszimptotiku-

san éles.
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1.8.3. Parhuzamos feldolgozas atfedéses memoriaval

Népszer(i formaban fogalmazzuk meg az dtfedéses memoridja szamitdgépek mii-

kodését modellezd parhuzamos algoritmust. A Ty, T4, ... T, torpék n kiilonbozé
fajtdji gombocot féznek. Ezeket az egyszeriiség kedvéérta 0, 1, ..., n szdmokkal

jeloljik. Mindegyik torpe végtelen gombdesorozatot allit eld.

Ezeket a gombdcokat O 6ridsok eszik meg — ahol az f paraméter azt mutatja,
hogy az adott 6rids az egyes gombocfajtdkbodl legfeljebb hanyat ehet meg egy
falatban.

Az Oy oridsa kovetkezSképpen eszik. Elsd falatdhoz a Ty torpe sorozatdnak
elejérdl a lehetd legtobb gombdcot kivilasztja (de egy-egy fajtdbol legfeljebb f
darabot). Ezt a falatot még a T4, ..., T, torpék sorozatdnak elejérdl kiegésziti —
az f korlatot betartva.

A tovébbi falatokat hasonl6an 4llitja dssze.

Legyen hi(f), ha(f),... valoszinlségi véltozok sorozata, melyben a h;(f)
elem az 6rids i-edik harapdsdban 1év6 gombécok szdma. Ekkor az Oy 6rids S ¢
gombocevési sebességét () az

-
S = lim M(L) (1.77)

—o00 t

hatarértékkel definidljuk.
Konnyen beldthatd, hogy ha 1 < f < g, akkor a gombdcevési sebességekre
fennall
f<S¢g<fn, g<8§,<gn, (1.78)

a két 6rids relativ gombocevési sebességére pedig

f_Sr_fn

. (1.79)
gn S, g

Most megmutatjuk, hogy a kis drids gombdcevési sebessége akdrhanyszor

nagyobb lehet, mint a nagy dridsé.
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124.tétel. Har > 1, n > 3, g > f > 1, akkor léteznek olyan gombdcsorozatok,

amelyekre egyrészt

Sg 8
— == 1.80
TR (1.80)
mdsrészt S
g _ 81
£ =S (1.81)
Sp f

Bizonyitas. A természetes korlatokat megadé (1.79) egyenlGtlenségben szerepl6

alsé korlat élességének beldtdsdhoz tekintsiik az

122+ (1.82)

és
/123 ... n) (1.83)

sorozatokat.
A fels6 korlat élességét a

123+ 1 (1.84)

és
V1321723 . )t (1.85)
sorozatok , megevésével” lathatjuk be. |

Az als6 korldt élessége azt fejezi ki, hogy a kis orids ehet sokkal keveseb-
bet — ami természetes. Az n novelésével tetsz6legesen naggya tehetd fels6 korlat

élessége azonban erds anomdlia.

1.8.4. Az anomalia elkeriilése

Az anomdliat dltaldban igyekeznek elkeriilni.
A lapcserélésnél példéul az elkeriilés elégséges feltétele az, ha a cserélési al-
goritmus rendelkezik a verem tulajdonsdggal (%): ha ugyanazt a hivatkozasi soro-

zatot m és m+ 1 méretli memoridja gépen futtatjuk, akkor minden hivatkozds utdn
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igaz az, hogy a nagyobb memdria mindazokat a lapokat tartalmazza, amelyeket a
kisebb tartalmaz.
A vizsgilt litemezési feladatndl elegendd az, ha nem koveteljilk meg az iite-

mez6 algoritmustol a lista alkalmazasat.

1.8.5. Parhuzamos korlatozas és szétvalasztas

A korldtozds és szétvdlasztds gyakran alkalmazott optimalizdciés moédszer.

A modszer alkalmazdsa sordn olyan x = (x1,xp, ..., x,) vektort keresiink,
amely minimalizdl egy f(x) fliggvényt — figyelembe véve korldtozdsok K halma-
zat. A korlatozdsok lehetnek explicitek vagy implicitek. Az implicit korldtozdsok
az x; értékek kapcsolatat jellemzik, példaul

n

Z aix; < b, (1.86)

i=1
alx% —arxixo + agxg =6. (1.87)

Az explicit korldtozdsok az x; értékekre adnak korlatokat, péld4ul
x; €{0,1},x; > 0. (1.88)

Az explicit korlatozéasokat kielégitd vektorok alkotjak a megolddsi teret. Ezek
a vektorok rendszerint egy fét alkotnak, melyeket megolddsi fanak (%) neveziink.
A fa gyokerétdl bizonyos levelekhez vezetd utak a megoldési tér egy elemét ha-
tarozzdk meg. Az ilyen csicsokat megengedett megoldds csiicsnak (%) nevezzik.
Egy ilyen cstics koltsége (&) az f fliggvény értéke az adott csicsban. Az optima-
lizélas célja a minimdlis koltségii (%) csics meghatdrozdsa.
Az éllapotfa minden N cstucsdhoz hozzdrendeljiik az f,;,(N) = min{ f(Q)|Q megengedett megoldas az N csucs
(ha nincs ilyenQ, akkor f;,i, (V) = 00). értéket.
A tovabbiakban az LCBB (least-cost branch-and-bound) korlatozé-szétvalasztd

médszerrel foglalkozunk, melyben a kévetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezé g()
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heurisztikus fiiggvényt alkalmazzuk:

(T1) g(N) < finin(N) az dllapottér minden N csicséra.
(T2) g(N) = f(N) a vélaszcsticsokra.

(T3) g(N) = oo a megengedett megoldasokra.

(T4) g(N) > g(P), ha N a P cstcs gyereke.

g()-tkorldtozd fiiggvénynek (&) nevezziik. LCBB az allapottérhez tartozé csu-
csokat allit elé — g( ) felhasznaldsdval. Az olyan el&allitott csticsot, amelynek
gyerekeit még nem Allitottuk elS, és megengedett megolddsokhoz vezethet, él6
csticsnak nevezzik. Az €16 csticsok listdjat karbantartjuk — rendszerint kupacként.
LCBB minden iterdcids lépésben kivédlaszt egy N €16 csicsot, amelynek g( ) értéke
minimalis. Ezt a csticsot aktudlis E-csiicsnak (%) nevezzilk. Ha N valasz csucs,
akkor minimadlis koltségli valasz cstcs. Ha N nem vélasz cstcs, akkor eldallitjuk
a gyerekeit. Azokat a gyerekeket, amelyek nem vezethetnek minimadlis koltségi
valaszhoz, eldobjuk (ezeket a csticsokat bizonyos heurisztikdval valasztjuk ki). A
megmaradé gyerekeket hozzdadjuk az €16 csucsokhoz.

Az LLCBB médszer tobbféleképpen parhuzamosithaté. Az egyik lehetdség,
hogy minden iterdcids 1€pésben tobb E-cstcs is kiterjeszthetd.

Ha a processzorok szdma p, g = min{p, él6 csticsok szdma} csticsot vilasz-
tunk, mint E-csicsot (azt a g €16 csicsot, melyekre a legkisebb a g( ) fliggvény
értéke). Legyen gyin €zen csicsok g( ) értékeinek minimuma. Ha ezen E-cstcsok
barmelyike vélaszcstcs, és a g( )-értéke g, akkor az a cstics minimadlis koltségli
valaszcsucs. Egyébként mind a ¢ csticsot kiterjesztjilk (minden processzor egy
csucsot terjeszt ki), &s gyerekeit hozzdadjuk az €16 csucsok listdjdhoz. g darab E-
csics minden ilyen kiterjesztése a parhuzamos LCBB egy iterdcidja. Adott I-re és

g-re jeloljiik I(p)-vel a p processzor esetében sziikséges iterdcidk szdmat. Ekkor

természetesnek latszanak I(p) kovetkez6 tulajdonsagai:

(I1) ha p1 < pa, akkor I(p1) > I(p2);
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Ip1) - p2
@) 7o < o

(I1) szerint a processzorok szdmdnak névelésekor nem nbhet az iterdcidk
szdma.

(I2) szerint a teljesitmény nem lehet nagyobb, mint a felhaszndlt er6forrasok
mennyisége.

Lai és Sahni 1984-ben megmutattik, hogy egyik tulajdonsdg sincs biztositva
—még akkor sem, ha g( ) eleget tesz a (T1)-(T4) korlatozasoknak.

1.9. Gyakorlatok

1-1. Az A és B parhuzamos algoritmusok megoldjak a kivalasztasi feladatot.
Az A algoritmus 1% processzort haszndl és a 1épésszdma O(n%>). A B algo-
ritmus n processzort haszndl és a Iépésszdma O(Ign). Hatdrozzuk meg az el-
végzett munkdt, a relativ 1épésszdmot €s a hatékonysdgot mindkét algoritmusra.

Munkahatékonyak-e ezek az algoritmusok?

1-2. Elemezziik a kdvetkez6 két allitdst.
a) Az A algoritmus lépésszdma legaldbb O(n?).
b) Mivel az A algoritmus 1épésszdma O(n?), a B algoritmus 1épésszdma pedig

O(nlgn), ezért a B algoritmus a hatékonyabb.

1-3. terjessziik ki a véltasi hely definiciéjat nem egész v értékekre és parhuzamos

algoritmusokra.

1-4. Becsiiljiik meg annak valészinfiségét, hogy egy szabdlyos pénzérmét ezerszer
feldobva legalabb hatszazszor dobunk fejet. Utmutatds. A Pr[X = 600] valészi-
niliséget a Stirling-képlettel, a Pr[X = 601],..., Pr[X = 1000] valészintiségeket

pedig geometriai sorral becsiiljik.

1-5. Egészitsiik ki a hdl6zatok adatait tartalmazé 1.2. tdblazatot tovabbi adatokkal

és halézatokkal.
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1.10. Feladatok

1-1. Variaciék O-ra és Q-ra
Az Q és O kiilonbozd definiciéi ismertek. Az egyikre a 3 (olvasd: omega végte-
len) jellést haszndljuk. Azt mondjuk, hogy f(n) :5 (g(n)), ha létezik ¢ pozitiv

valés dlland6 ugy, hogy f(n) > cg(n) > 0 teljesiil végtelen sok egész n-re.

a. Egy fliggvényt aszimptotikusan nemnegativnak neveziink, ha minden elég nagy
n-re nemnegativ. Mutassuk meg, hogy barmely két aszimptotikusan nemnega-
tiv f(n) és g(n) figgvény esetében vagy f(n) = O(g(m), vagy f(n) =Q (g(n)).
vagy mindkettd teljesiil, ha azonban 5 helyett Q-t haszndlunk, akkor nem igaz

az allitas.

b. Mik a lehetséges el6nyei €s hatrdnyai annak, ha a programok futési idejének

jellemzésére a—t haszndlunk Q helyett?

Néhany szerzd a O-t is kissé masképp definiélja; haszndljuk az O’ jelolést erre
az alternativ definicidra. Azt mondjuk, hogy f(n) = O’(g(n)) akkor és csak
akkor, ha |f(n)] = O(g(n)).

¢. Ismert, hogy f(n) = O(g(n)) akkor és csak akkor teljesiil, ha f(n) = Q(g(n)) és
f(m) = O(g(n)). Mit mondhatunk, ha Q helyett 3 szerepel?

Szokdsos a O-n (olvasd: gyenge ordd) szimbdlumot a logaritmikus tényezdk
elhanyagoldsdval kapott O-jeldlésre haszndlni. Azt mondjuk, hogy 0 (g(n)) =
f(n), ha léteznek olyan ¢ pozitiv valds, k és ny pozitiv egész dllandék gy,

hogy, ha n > ng, akkor 0 < f(n) < cg(n) lgk(n).

d. Definidljuk hasonlé6 médon Q-t és O-t. Bizonyitsuk be a c. részben kimondott

allitds ennek megfelels viltozatat.

1-2. A relativ 1épésszam koratai
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a.

b.

C.

Bizonyitsuk be Amdahl és Gustafson torvényét.
Magyardzzuk meg, hogy a két tdrvény kozotti ellentmond4s latszélagos.

A gyakorlatban milyen korl4tai vannak a relativ 1épésszdmnak?

1-3. Hanoi tomyai altalanosan

Altaldnositsuk a Hanoi tornyaira vonatkozéan kapott eredményt.

Mit mondhatunk a [épésszdmrél akkor, ha négy rudat haszndlhatunk?
Mit mondhatunk a Iépésszamrél akkor, ha 2 + k (k > 1) rudat haszndlhatunk?

Mit mondhatunk a 1épésszamrol akkor, ha korldtozzuk a rudak kozotti mozga-
t4s lehetSségeit, példdul az A ridrdl a B ridra és a B ridrdl az A rddra nem

szabad korongot dthelyezni?

Mit mondhatunk a [épésszamrdl akkor, ha s szerzetes parhuzamosan dolgoz-
hat? Feltételezziik, hogy minden 1épésben minden ridrdl legfeljebb egy koron-
got szabad elvenni és minden radra legfeljebb egy korongot szabad rahelyezni,

tovabbd minden szerzetes legfeljebb egy korongot mozgathat?

Mit mondhatunk a 1épésszamrdl akkor, ha az s szerzetes parhuzamos munk4-
jat paraméteresen értelmezziik: az m-parhuzamos olvasas jelentse azt, hogy a
szerzetesek egy 1épésben rudanként legfeljebb az m legfelsd koronghoz férnek
hozz4; az m-parhuzamos irds pedig jelentse azt, hogy minden korongra kiilon

legfeljebb m korongot helyezhetnek egyidejtileg.

1-4. Anomalia

Tervezziink egy algoritmust (és valositsuk is meg), amely azt bizonyitja, hogy egy

adott feladatot g > p processzoron megoldani tovabb tart, mint p > 1 processzo-

ron.
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1-5. Parhuzamossaggal a himévért és dicsoségért
1997-ben Andrew Beale dallasi bankar 50 ezer dollar dfjat tlizott ki annak, aki

bizonyitja vagy cafolja sejtését. Eszerint ha
al + b’ =, (1.89)

akkor az a, b és ¢ szdmoknak van egynél nagyobb kdzos osztdja (az egyenletben
mind a hat betd egész szdmot jelent és a kitevdk értéke legaldbb harom).

Hogyan hasznélhat6k fel a parhuzamos algoritmusok a dij megszerzésére?

1-6. Rangsomolas

Tekintsiik az 0sszehasonlitds alapi rendezés kovetkezd dltaldnositdsét. n elemet
— példaul n sportolét — paronként 6sszehasonlitunk, és a gydztesnek 1 pontot, a
vesztesnek pedig 0 pontot adunk. Legyen p; az i-edik jatékos pontszdma (gy6zel-

meinek szdma).

a. Tervezziink parhuzamos algoritmust, amely adott q= g1, g2, ..., g, sorozatrél
eldénti, hogy lehet-e az el6bb leirt verseny pontsorozata. Utmutatds. Hasznal-
juk fel Landau tételét, amely szerint q akkor és csak akkor lehet pontsorozat,

ha a kovetkez6 két feltétel mindegyike teljesiil:

: k
}:%z(J (hal<k<n) (1.90)

i=1

Z:qi:(;). (1.91)

b. Oldjuk meg a feladatot akkor, ha minden Osszehasonlitdsnal k > 1 pontot osz-
tunk ki az Osszehasonlitott sportolok kézott, és a k pont minden lehetséges
moédon feloszthaté (azzal a megszoritdssal, hogy mindkét jatékosra a kapott

pontok szdma nemnegativ egész).
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b. Oldjuk meg a feladatot akkor, ha minden Osszehasonlitasndl k (1 < a <k <
b) pontot osztunk ki az dsszehasonlitott sportolok kozott, — a k pont minden
lehetséges médon feloszthatéd (azzal a megszoritdssal, hogy mindkét jatékosra

a kapott pontok szdma nemnegativ egész), az a és b szdmok pozitiv egészek.
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2.1. Alapvetéo médszerek

Ebben az alfejezetben két, a feladatok parhuzamos megolddsdban gyakran hasz-
nalt médszert mutatunk be. Az asszociativ miiveletek gyors elvégzését a prefixek
szdmitdsdra, a mutatéugrast pedig a listarangsoroldsi feladat megolddsdra hasz-

naljuk fel.

2.1.1. Prefixszamitas

Legyen X egy alaphalmaz, melyen definidltuk a @ bindris asszociativ operdtort
(»). Feltessziik, hogy a miivelet egy 1épéssel elvégezhets és a X halmaz zért erre
a miiveletre nézve.

Egy @ bindris operator asszociativ (&) a X alaphalmazon, ha minden x,y,z €

esetében teljesiil
(xey)®2)=(x® (D). (2.1)

Legyenek az X = x1, x2, ..., X, sorozat elemei a X alaphalmaz elemei. Ekkor
a prefixszdmitds bemend adatai az X sorozat elemei, a prefixszdmitdsi feladat (%)
pedigaz xi, x1®x2, ..., X1 ®X2®x3D...Dx, elemek (&) meghatdrozdsa. Ezeket
a meghatdrozand6 elemeket prefixeknek hivjuk.

Erdemes megjegyezni, hogy més teriileteken inkabb az X sorozat x1, X2, .. ., ¢

kezd&sorozatait hivjik prefixeknek.
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2.1. példa. Asszociativ miiveletek. Ha X az egészek halmaza, & az 6sszeadds és a
bemend adatok sorozata a 3, -5, 8, 2, 5, 4, akkor a prefixek 3, -2, 6, 8, 13, 17. Ha az
dbécé és a bemend adatok ugyanazok, de a miivelet a szorzds, akkor a kimend ada-
tok (prefixek) 3, —15, —120, —240, —1200, —4800. Ha a miivelet a minimum (ez is
asszociativ), akkor a prefixek 3, -5, -5, -5, -5, —5. Az utols6 prefix megegyezik

a bemend szamok legkisebbikével. o

A prefixszamitds sorosan megoldhat6é O(p) 1épéssel. Barmely A soros algorit-
musnak N(p, A) = Q(n) 1épésre sziiksége van. Vannak olyan padrhuzamos algorit-
musok, amelyek kiilénb6z6 parhuzamos modelleken megoldjdk a munkahatékony
prefixszamitast.

El8sz6r a CREW-prREFIX CREW PRAM algoritmust mutatjuk be, amely p pro-
cesszoron O(lg p) 1épéssel szdmitja ki a prefixeket.

Azutan az EREW-preFIX algoritmus kovetkezik, amelynek menynyiségi jel-
lemz®&i hasonl6ak az el6z6 algoritmuséhoz, azonban EREW PRAM szamitdsi mo-
dellen is végrehajthaté.

Ezekkel az algoritmusokkal a prefixszdmitdst a soros megoldds ®(p) 1épéssza-
mdndl [ényegesen gyorsabban meg tudjuk oldani, de sok az elvégzett munka.

Ezért is érdekes a Harékony-PrRerix CREW PRAM algoritmus, amely [é]
processzort haszndl és O(lg p) 1épést tesz. Ennek elvégzett munkdja csak O(p),
ezért a hatékonysdga O(1) és az algoritmus munkahatékony. Ennek az algorit-

n

musnak a gyorsitasa ®(lg_n)'

s

A tovdbbiakban — a jelolések egyszerisitése érdekében — a [é-l tipusu kife-
jezések helyett dltaldban csak ﬁ—t frunk.

Az algoritmusok tervezéséhez az oszd meg és uralkodj elvet alkalmazzuk. A
bemend adatok legyenek X = x1, x2, ..., x),. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil

feltehetd, hogy p a 2 egész kitevjli hatvanya.
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2.1.1.1. Prefixszamitas CREW PRAM modellen

El6szor egy p-processzoros algoritmust mutatunk be, melynek 1épésszama O(lg p).

CREW-pPREFIX(p, X, Y) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: PRAM
Bemenet: p (a bemend sorozat hossza) és
X[1: p] = x1, x2,...,%p (p hosszisdgi sorozat)
Kimenet: Y[1 : p] = y1, y2, ..., yp (n hosszusdgu sorozat, amelynek

elemei a prefixek)

01 if p = 1 then

02 V1= X1

03 if p > 1 then

04 Az els6 g processzor rekurzivan kiszdmfitja az
X1, X2, ..., Xp/2-hoz tartozé prefixeket — legyenek
ezek y1,y2,...,yp/2 (ezek adjdk az végeredmény
elsd felét). Ugyanakkor a tobbi processzor
rekurzivan kiszdmitja az x,/2+1, Xp/242, . . ., Xp-hez
tartozo prefixeket — legyenek ezek
Vp/2+15Yp[2425 5 Yp-

05 A processzorok masik fele parhuzamosan kiolvassa
a globdlis memoriabol yp 2-t €s az
Vp/2 ® Ypj2+1>Yp/2 ® Ypja42, - - Ypj2 ® yp prefixeket

P

szdmitva el64llitja a végeredmény masik felét.

2.2. példa. 8 elem prefixeinek szamitasa 8 processzoron
Legyen n = 8 és p = 8. A prefixszdmitds bemens adatai 12, 3, 6, 8, 11, 4,

5 és 7, az asszociativ miivelet az Osszeadds. Az elsd szakaszban az elsé 4 pro-
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cesszor 12, 3, 6, 8 bemenethez a 12, 15, 21, 29 prefixeket szdmolja ki. A masik 4
processzor pedig a 11, 4, 5, 7 bemenethez szamolja ki a 11, 15, 20, 27 prefixeket.
A masodik szakaszban az els6 4 processzor nem dolgozik, a masodik 4 pedig
29-et ad minden prefixhez és a 40, 44, 49, 56 eredményt kapja. o
Mi ennek az algoritmusnak a 7'(p) 1épésigénye? Az elsd 1€pés T (%) ideig, a
mésodik pedig O(1) ideig tart. Ezért a kdvetkez rekurziét kapjuk:

1) =1(%

T(1) = 1. 2.3)

) + 0(1), 2.2)

Ennek a rekurziv egyenletnek a megoldasa 7'(p) = O(lg p).

2.3. tétel. A CREW-preFIX algoritmus p CREW PRAM processzoron O(log p) lé-

pésben szdmitja ki p elem prefixeit.

Ez az algoritmus nem munkahatékony, mivel ®(plg p) munkit végez, és is-

mert olyan soros algoritmus, amely O(p) 1épést tesz. Munkahatékony algoritmust

P _
lgp

re, mikdzben a [épésszdm nagysédgrendje ugyanaz marad. A processzorszdmot gy

kaphatunk példdul Ggy, ha a felhaszndlt processzorok szdmat lecsdkkentjiik
csokkentjiik, hogy a bemenet méretét csokkentjiik ﬁ—re, alkalmazzuk az el6z6

algoritmust, majd végiil minden prefixet kiszdimolunk.

2.1.1.2. Prefixszamitas EREW PRAM modellen

A kovetkez$ algoritmusban a parhuzamos irés helyett elég a soros irds lehetSsége.
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EREW-prerFIX(p, X, Y) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: EREW PRAM
Bemenet: p (a bemens sorozat hossza) és X[0 : p] = xg, x1, X2,
.., Xp (p hosszlisdgi sorozat)
Kimenet: Y[1 : p] = y1, ¥2, ..., yp (p hossziisagu sorozat, melynek

clemei a prefixek)

01 P;inparallelfor i =1,2,...,p

02 Y[i] = X[i — 1] ® X[i]

03 k:=2

04 while k < p

05 P; in parallel for

06 Yli] :=Y[i - k] ® Y[i]
07 k=k+k

2.4. tétel. Az EREW-preFiX algoritmus p EREW PRAM processzoron ®log p lé-

pésben szdamitja ki p elem prefixeit.

Bizonyitas. A 1épésszam nagysdgrendjét az hatdrozza meg, hanyszor hajtédik

végre a hetedik utasitas. [

2.1.1.3. Prefixszamitas munkahatékonyan

HATEKONY-PREFIX(p, X, Y) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: CREW PRAM

Bemenet: p (a bemend sorozat hossza) és X[1 : p] = x1, x2,..., X,
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(p hosszusdgua sorozat)
Kimenet: Y[1 : p] = y1, y2,..., ¥p (p hosszisdgu sorozat, melynek

elemei a prefixek)

01 P;processzor (i =1,2,..., 1ng) rekurzivan szdmolja a hozzdren-
delt lg p darab X(i=1)1g p+1> X(i=1)1g p+25 - - - » Xilgp elem preﬁxeit.
Legyen az eredmény z(i—1)1g p+1, 2(i—1)1g p+2> - - - » Zilg p-

02 Osszesen 1ng processzor egyiitt alkalmazza a CREW-PREFIX

. p .
algoritmust a ap darab elem, zig 5, 221¢ p» Z31g p> - - - » » Zp Prefixeinek

szamitdsara. Legyen az eredmény wig », W2 1g p» W3lg ps -+ - » Wp.
03 Minden processzor aktualizalja az els6 1épésben kiszamolt

P
T lgp

W(i-1)1g p D 2i-1)1g p+1> W(i-1)1g p D 2(i-1)1g p+2>

értéket: a P; processzor (i = 2,3,. ) kiszdmolja a

W1y 1g p D Zitg p prefixeket, majd az els6 processzor

valtoztatas nélkiil kiadja a z;, 2, . . ., 215 prefixeket.

Az algoritmus lépésszama logaritmikus. Ennek belatasat megkdnnyiti a ko-

vetkez6 két képlet:
ilgp
Givgpk = ». X (k=1,2, ..., 1gp) 2.4)
Jj=(-1)1g p+1
és
i
Wilgp = ) Zjlgp (i=1,2,...,), (2.5)
=1

ahol az Osszegzés a megfeleld asszociativ miivelet segitségével torténik.

2.5. tétel. (Pdrhuzamos prefixszdmitds O(lg p) lépéssel.) HATEKONY- KONYPREFIX

P

Tep CREW PRAM processzoron O(1g p) lépéssel szamitja ki p elem prefixeit.



2.1. Alapveté modszerek 79

Bizonyitas. Az algoritmus az elsé szakasza O(lg p) ideig, a mdsodik szakasza
O(lg 1ng) = O(lg p) 1épésig tart. Végiil a harmadik szakasz ugyancsak O(lg p)
1épést igényel.

]

A tételbdl kovetkezik, hogy a HATEKONY-PREFIX algoritmus munkahatékony.

2.6. példa. 16 elem osszeadasa

Legyen 16 elemiink: 5, 12, 8,6,3,9, 11,12, 1, 5,6, 7, 10, 4, 3, 5. Az asszoci-
ativ mivelet az 6sszeadas. Ekkor lgn = 4. Ekkor az els6 parhuzamos 1épésben a
processzorok 4-4 elem prefixeit szdmoljdk. A misodik 1épésben a helyi 6sszegek-
bdl globdlis osszegeket szamolunk, majd azokkal a harmadik 1épésben frissitjiik a

helyi eredményeket. A szdmitds menetét mutatja a2.1. dbra. o

2.1.2. Tomb elemeinek rangsorolasa

A tombrangsoroldsi probléma (%) bemend adata egy p elem( tombben dbrdzolt
lista: minden elem tartalmazza jobboldali szomszédjanak az indexét (és esetle-
ges tovabbi adatokat). A feladat az elemek rangjdnak (%) (jobboldali szomszédai
szdmdnak) meghatdrozdsa.

Mivel az adatokra nincs sziikség a megolddshoz, feltessziik, hogy az elemek
csak a szomszéd indexét tartalmazzdk. A jobbszélsé elem index mez&je nulla. Az

indexet a tovdbbiakban mutaténak hivjuk.

2.7. példa. Tombrangsorolas bemend adatai

Legyen A[1 : 6] a2.2. 4bra felsd sordban bemutatott tdmb. Ekkor az A[1]
elem jobboldali szomszédja A[5], A[2] jobboldali szomszédja A[4]. A[4] az utolsé
elem, ezért rangja 0. A[2] rangja 1, mivel csak A[4] van t6le jobbra. A[5] rangja

3, mivel az A[3], A[2] és A[4] elemek vannak t6le jobbra. Az elemek sorrendjét
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1. processzor 2. processzor 3. processzor 4. processzor
51286 | | 390012 | | 1567 | | 10435 |
l 1. 1épés

| 5.17,2531 | | 3,12,2335 | | 1,6,12,19 | |10,14,17,22 |

v,
31,35,19,22

l 2. Iépés

31,06,85,107

7

\ 5,17,25,31 \ \ 3,12,23,35 \ \ 1,6,\12,19 \ 10:1\:,17,22

l 3. 1épés

\ 5,17,25,31 \ \34,43,54,66\ \67,72,78,85\ p5,99,102,107\

2.1. abra. 16 elem prefixeinek szamitasa a HATEKONY-PREFIX algoritmussal

(balrdl jobbra haladva) mutatja az dbra alsé része. o

A tombrangsorolés sorosan elvégezhetd linedris 1épésszdmmal. El6szor meg-
hatarozzuk a tomb fejét (&) —az egyetlen olyan i értéket (1 < i < p), melyre A[j] #
i teljesiil minden 1 < j < n értékre. Legyen A[i] a tomb feje. A fejt6l kiindulva
pasztizzuk a tombot és az elemekhez rendre hozzarendeljik a p,p - 1,...,1,0

rangokat.
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A[l] A[2] A[3] A[4] A[5] A[6]

G0 =us) =)= =i

2.2, abra. Tombrangsorolasi probléma bemend adatai és a megfelel6 tomb

Ebben a részben két parhuzamos algoritmust ismertetiink. Az egyik a DET-
RANGSOROL, amely egy p-processzoros EREW PRAM O(lg p) 1épésszdmmal, a
madsik a VEL-RANGSOROL, amely egy lgip—processzoros véletlenitett EREW PRAM

algoritmus O(lg p) 1épésszammal. Mindkettd relativ sebessége G)(lg—n). Az els6

O  _ 1
O(plgp) ®(1gp

algoritmus munkahatékony, az els6 viszont nem az.

algoritmus hatékonysdga ), mig a médsodiké O(1). Ezért a masodik

2.1.2.1. Determinisztikus tombrangsorolas

Ezekben az algoritmusokban az egyik alapvet6 otlet a mutatougrds. DET-RANGSOROL
szerint el8szor mindegyik elem a jobboldali szomszédjanak indexét tartalmazza,
és ennek megfelelden a rangja — a jobboldali szomszédjahoz viszonyitva — 1 (ki-
vétel a lista utols6 eleme, melynek rangja 0. Ezt a kezdeti dllapotot mutatja a
2.3| 4bra elsd sora.

Ezutian moédositjuk a csicsokat gy, hogy mindegyik a jobboldali szomszéd-
janak a jobboldali szomszédjara mutasson (ha nincs, akkor a lista végére). Ezt
tiikkrozi a 2.3, 4bra mésodik sora.

Ha p processzorunk van, akkor ez O(1) [épéssel elvégezhetd.

Most minden csics (kivéve az utolsét) olyan csicsra mutat, amelyik eredeti-
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Lo [3T1] [T i [oTi]r] oesesstors
Toleo[2[s] (ia[o]2]3] o-1
eloTools] FLELO[E[E] -
SeloTolaTo] (FTELOT3]E] o3

2.3. abra. A DeT-RENDEZ algoritmus miikdodése a 2.6. példa adataival

leg 2 tdvolsdgra volt. A mutatéugras kovetkez6 1épésében a csticsok olyan csiicsra
mutatnak, amelyek eredetileg 4 tdvolsdgra voltak t&liik (ha ilyen csics nincs, ak-
kor a lista végére) — amint azt az dbra harmadik sora mutatja.

A kovetkezd [épésben a csticsok (pontosabban a mutato résziik) a 8 tdvolsdga
szomszédra mutatnak (ha van ilyen — ha nincs, akkor a lista végére), az 2.3 dbra
utolsé sora szerint.

Minden csiics minden lépésben informéaciét gyjt arrdl, hany csics van kozte
és azon csucs kozott, amelyre most mutat. Ehhez kezdetben legyen a csticsok rang
mezbjében 1 — kivéve a jobboldali csicsot, melyre ez az érték legyen 0. Legyen
rangli] és szomsz[i] az i csucs rang, illetve szomszéd mezdje. A mutatéugras so-
rén rangli]-t altaldban rangli] + rang[szomsz[i]]-re médositjuk — kivéve azokat
a csucsokat, melyekre szomsz[i] = 0. Ezutdn szomsz[i]-t gy mddositjuk, hogy

szomsz[szomsz[i]]-re mutasson. A teljes DET-RENDEZ algoritmus a kovetkezd.

DET-RANGSOROL(SZOMmsz[1 : p], rang[1 : p]) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: EREW PRAM

Bemenet: szomsz[1 : p] (az elemek jobboldali szomszédainak indexei)
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Kimenet: rang[1 : p] (az elemek rangjai)

01 P;in parallel fori:=1ton

02 if szomsz[i] = O then

03 rangli] :=0

04 else

05 rangli] :=1

06 fori:=1to[lgn]

07 P;in parallelfor 1 <i<n

08 if szomsz[i] # O then

09 rangli] := rangli] + rang[szomsz[i]]
10 szomsz[i] := szomsz[szomsz[i]]

A 2.3. dbra mutatja, hogyan miikodik DET-RANGSOROL a 2.6. példa adataival.

Kezdetben minden csucs rangja 1, kivéve a 4. csiicsot. Amikor g = 1, akkor
példdul az 1. csucs rang mezdjét kettbre valtoztatjuk, mert jobboldali szomszéd-
janak (ez az 5. csdcs) rangja 1. Az 1. csics szomsz mezdjét az 5. csucs szomszéd-

janak indexére, azaz 3-ra valtoztatjuk.

2.8. tétel. A DeT-RANGSOROL algoritmus egy EREW PRAM modellen O(lg p) lé-

pésben hatdrozza meg egy p elemii tomb elemeinek rangjdt.

Mivel a A DET-RANGSOROL algoritmus p Ig p munkat végez, ezért nem munka-
hatékony.

A listarangsoroldsi probléma megfelel a lista prefix Osszege szdmitdsanak,
ahol minden csics silya 1, kivéve a jobboldalit, melynek silya 0. A DET-RENDEZ
algoritmus konnyen médosithaté Ggy, hogy kiszamitsa egy lista prefixeit — a pro-

cesszorszamra és a 1épésszdmra vonatkozé hasonl6 korlatokkal.
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2.1.2.2. Véletlenitett listarangsorolas (x)

Most egy munkahatékony véletlen listarendez6 algoritmus kovetkezik. Minden
processzor lg p cstics rangjat szdmolja. A P; processzort az A[(i—1)1g p+1], A[(i—
1)1g p+2],...,Alilg p] csicsokhoz rendeljiik. Az algoritmus meneteket hajt végre.
Minden menetben kivdlasztja és kiemeli (%) a csucsok egy részét. Amikor egy
csicsot kiemeliink, akkor a rd vonatkoz6 informéciét taroljuk gy, hogy késébb a
rangjat meg tudjuk hatdrozni. Ha mdr csak 2 cstcs marad, a listarendezési prob-
léma egyszerlien megoldhatd. A kovetkez6 menetben a kiemelt csticsokat beemel-
jiik.

Amikor egy cstcsot beemeliink (%), akkor a helyes rangjét is meghatdrozzuk.
A beemelés sorrendje a kiemelési sorrend forditottja. A KiemeL algoritmus a ko-

vetkezd.

KieMEL(p) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: EREW PRAM
Bemenet: p (a rangsorolandé elemek szdma) és A[1 : p]

(a rangsoroland6 elemeket tartalmazé tdmb)

Kimenet: rang[1 : p] (az elemek rangjai)

01 Lancoljuk a listat kettésen. Legyen az A[i] cstics bal oldali
szomszédja bal_szomsz[i], jobboldali szomszédja
Jjobb_szomsz[i] csicsok rang mezdit kezdetben igy adjuk meg:
(H—=>0l—=1l—=[l-[l-=[1]—-[01].

02 while A megmaradé csticsok szdma legalabb 3

03 P; in parallel for 1 <i < 1ng

megvizsgalja a kovetkez6 hozzitartoz6 kiemeletlen
csucsot (legyen ez x). Ezutan feldob egy kétoldald

érmét. Ha az eredmény irds, akkor P; tétlen
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marad a menet hatralévé részében. A kdvetkezd

menetben ismét megprébdlja x-et kiemelni. Masrészt,

ha a dobds eredménye fej, akkor P; megvizsgélja,

vajon a jobboldali szomszédjit vizsgilta-e a megfeleld
processzor. Ha a megfelel$ processzor vizsgdlta és a
dobdsdnak eredménye ugyancsak fej, akkor P; feladja

és a fokozat hatralévd részében tétlen marad. Ha nem, akkor P;
kiemeli x-et.

04 Amikor egy x csticsot kiemeliink, taroljuk a
fokozatszamot, valamint a bal_szomszéd mutatot és
rang|bal_szomsz| x]]-et. Az utébbi ebben a pillanatban
a bal_szomsz és x kozOtti csiicsok szamat tartalmazza. P;
a rang|bal_szomsz|x]] := rang[bal_szomsz| x]|] + rang|x]
értékaddst is elvégzi. P; végiil bedllitja a
jobb_szomsz[bal_szomsz|[x]] := jobb_szomsz[x]

és bal_szomsz[jobb_szomsz[x]] := bal_szomsz| x| értékeket.

A kettds lancolds p processzorral O(1) 1épéssel elvégezhetd. A P; processzor-
hoz az A[i] (1 < i < p) csticsokat rendeljiik. Egy 1épésben P; a szomsz[i] me-
moériarekeszbe ir igy, hogy a kovetkezé 1é€pésben az Al szomsz[i]] csiccsal dssze-
kapcsolt processzor ismerni fogja baloldali szomszédjat. A lassuldsi lemma segit-
ségével beldthatd, hogy lgln processzoron p elem kett8s lancoldsa lg p 1épésben
elvégezhetd.

A csicsok beemelése (1dsd 2.4L dbra) ugyancsak fokozatokban torténik. Ami-
kor az x csucsot beemeljiik, helyes rangjat igy hatdrozzuk meg: ha kiemelésekor a
bal_szomsz|x] mutatét taroltuk, akkor x rangjat dgy kapjuk, hogy bal_szomsz[x]
aktudlis rangjdbdl levonjuk azt a rangot, amit x kiemelésekor tdroltunk. A muta-

tokat ugyancsak aktualizdljuk, figyelembe véve azt a tényt, hogy x-et mar bee-
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meltiik. Ezt mutatja a ??. dbra, amelyen a csticsoknak csak a jobboldali mutatdja

szerepel.

1 1 1 1 1 0

l kiemelés

A T

2 1 1 2 1 0

l rangok rekurzi{v keresése

//—\ //—\

5 1 3 2 1 0
l beemelés

5 4 3 2 1 0

SENE

A * kiemelt csomépontokat jeldl.

2.4. abra. A csucsok kiemelése és beemelése

Most megmutatjuk, hogy a kiemelések s osszes szama O(lg p). Ha egy cstcsot
a i-edik fokozatban kiemeliink, akkor a (2s — i + 1). fokozatban fogjuk beemelni.
Igy az algoritmus szerkezete a kovetkez8. Az 1,2,...,s fokozatokban egymas
utdn kiemeljiik a csticsokat. Az s fokozatban az addigra megmaradt 2 cstcs egyi-
két kiemeljiik. Az (s + 1)-edik fokozatban beemeljiik az s fokozatban kiemelt
csucsot. Az (s + 2)-edik fokozatban az s = 1 fokozatban kiemelt csicsot emeljiik
be és igy tovdbb. Az utolsé fokozat utdn az eredeti lista minden csicsdnak rangjat
tudjuk.

Mivel P; minden fokozatban csak egy csucsot vizsgdl, ezért a hozz4 tartozé



2.2, Kivdlasztds 87

csucsok koziil legfeljebb egyet emeliink ki. Az is minden esetben fenndll, hogy a
lista szomszédos cstcsait egyszerre nem emeljiik ki: ugyanis a fej utdn egy pro-
cesszor csak akkor prébdlja kiemelni a vélasztott csiicsot, ha a jobboldali szom-
széd processzor nem fe j-et dobott. Ezért a processzorok fokozatonként csak O(1)
1épést igényelnek.

Az algoritmus lépésszamahoz csak s-et kell meghatdrozni. Ehhez megbecsiil-
juk a fokozatonként kiemelt csicsok szdmét. Minden P; processzorra igaz, hogy
a kivalasztott x csicsot legaldbb }L valészintiséggel kiemeli: ugyanis P; % valé-
szinliséggel dob fej-et, és legaldbb % annak a valdszinfisége, hogy x jobboldali
szomszédjat (legyen ez a csucs y) nem vélasztjuk ki, vagy kivalasztjuk ugyan, de
y processzora {rast dob.

Minden processzor 1g p csiccesal kezdi az algoritmust és minden fokozatban
legaldbb le annak valészintisége, hogy kiemeliink egy cstdcsot. Ezért s varhaté
értéke legfeljebb 41g p. Most alkalmazzuk az (1.51) Csernov-egyenl&tlenséget,
amely p darab g-paraméteri Bernoulli-kisérlet esetében minden 0 < € < 1 szdmra

igaz. A 12alg p és % paraméterekkel az € = % esetben azt kapjuk, hogy
P(s<12algp)>1-p™@ (2.6)

minden a > 1 értékre. Tehat belattuk a kovetkezd tételt.

2.9. tétel. (Lista rendezése O(lg p) lépéssel.) A KieMEL algoritmus egy p hosszii-
sdgu lista rangsoroldsdt O (lgip) EREW PRAM processzoron O(1g p) lépéssel el-

végezi.

2.2. Kivalasztas

Adott n > 2 kules és egy i (1 < i < n) egész szdm. A feladat az i-edik legkisebb

kules kivdlasztdsa. Mivel a kivdlasztdshoz minden elemet meg kell vizsgdlni,
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ezért N(n) = Q(n). Erre a feladatra ismert olyan A soros algoritmus, amelyikre
W(n, A) = O(n), tehit A aszimptotikusan optimadlis.

Ehhez hasonl6 a keresési feladat, amelyben azt kell eldonteni, hogy adott elem
el6fordul-e a vizsgdlt sorozatban — és ha igen, milyen indexszel. Ennél a feladat-
ndl tagad6 vélasz is lehetséges és egy elemrdl tulajdonsdgai alapjan eldonthetd,
megfelel-e a keresési feladatnak.

El6szor 3 specidlis esetet vizsgdlunk, majd egy munkahatékony véletlenitett

algoritmust ismertetiink.

2.2.1. Kivalasztas n’> processzoron

Legyen i = n, azaz a legnagyobb kulcsot keressiik. Ez a feladat a kdvetkez6
NEGYZETES-KERES algoritmussal n2 CRCW processzoron O(1) 1épéssel elvégez-

hetb.

NEGYZETES-KIVALASZT(K, y) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: CRCW PRAM
Bemenet: ki, ko, ..., k, (n kiilonbo6zd kulcs)

Kimenet: y (a maximadlis kulcs értéke)

01 if n = 1 then

02 yi=Xx

03 P;; inparallelfor 1 <i,j<n

kiszamitja a x;; = k; < k; értéket.

04 Az n? processzort n csoportba (G1, ..., G,) osztjuk tgy, hogy a
G; csoportbaa P; 1, ..., P;, processzorok keriiljenek. Mindegyik
csoport logikai or miiveletet végez az x;1, ..., Xin
logikai véltozékkal.

05 Ha a G; csoport szamitasi eredménye a 4. 1épésben false, akkor a

csoport P;; processzora megadja (v = k;)-t kimenetként.
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Legyenek a bemend adatok ki, .. ., k,. Az 0sszehasonlitdsokat pdrhuzamosan
végezzik a P;; (1 < i, j < n) processzorokon gy, hogy P;; az x;; = (k; < k;)
logikai értéket szamitja ki. Feltehetjiik, hogy a kulcsok kiilonbozéek. Ha mégse,
k; helyett a (k;, i) part alkalmazva kiillonb6z6vé tehetdk: ehhez minden kulcshoz
egy (g n)-bites szamot kell hozzdadni. Ekkor egyetlen olyan kulcs van, amelyikre
minden Osszehasonlitds eredménye false. Ez a kulcs egy logikai or mfivelettel

azonosithato.

2.10. tétel. (Kivdlasztds O(1) lépéssel.) n kulcs kiziil a maximdlis O(1) lépéssel
meghatdrozhaté n> CRCW kizos PRAM processzoron.

Bizonyitas. Az els6 és a harmadik szakasz egységnyi ideig tart. A médsodik sza-

kasz O(1) 1épéssel elvégezhetd. [

Ennek az algoritmusnak a relativ sebessége @(n). Az elvégzett munka @(n?).

Q(n)

o0 = @(%). Tehat az algoritmus nem munkaoptimalis.

Ezért a hatékonysdg

2.2.2. Kivalasztas p processzoron

Most megmutatjuk, hogy a maximadlis elem p k&z6s CRCW processzoron O(Ig Ig p)
1épéssel meghatdrozhatd. A technika az oszd meg és uralkodj. Az egyszerliség
kedvéért feltessziik, hogy p négyzetszam.

Legyenek a bemend adatok X = ki, ko, ..., k,. Legyen az algoritmusunk 1é-
pésszama T(p). A bemend adatokat +/p = a csoportra osztjuk ugy, hogy minden
csoportban a elem legyen. Minden csoporthoz rendeljiink g processzort — ekkor
a csoportok maximélis eleme pdrhuzamosan szdmithatd. Mivel csoportonként g
elem és ugyanannyi processzor van, a csoport maximalis eleme 7'(a) 1épéssel meg-

hatdrozhat6. Legyenek M, M, ..., M, a csoportok maximdlis elemei. Ezek ma-
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ximuma lesz az algoritmus kimenete. Mivel most csak g elemiink van, az dsszes
processzort alkalmazhatjuk.

A kovetkez6 CRCW algoritmus O(lg 1g p) 1€pést tesz.

GYOKOS-KERES(X, ) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: CRCW PRAM
Bemenet: ki, ka, ..., k, (p kiilonbozb kulcs)

Kimenet: y (a maximadlis kulcs értéke)

01 if p =1 then

02 yi=Xx

03 Osszuk a bemenetet /p = a részre (K1, K», ..., K;) 4gy, hogy
K; a kii—1)a+1, K(i-1)a+2, - - - » kiq €lemeket tartal-
mazza. Hasonl6képpen csoportositsuk a procesz-
szorokat gy, hogy a P; (1 <i < a) csoportba a
Pi-1)a+1, P(i-1)a+2, - - - » Piq processzorok
tartozzanak A P; csoport rekurzivan
meghatdrozza a K; csoport maximalis elemét.

04 Ha a csoportok maximalis elemei M1, M>, ..., M,, ezek
maximumét hatdrozzuk meg az el6z6
NEGYZETES-KERES algoritmussal

és ez lesz az eredmény.

2.11. tétel. (Kivdlasztds O(1glg p) lépéssel.) A GYOKOS-KERES algoritmus p kozds
CRCW PRAM processzoron O(1glg p) lépéssel meghatdrozza p kulcs koziil a leg-
nagyobbat.
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Bizonyitas. Ennek az algoritmusnak az els6 1épése T'(+/p), mdsodik 1épése O(1)

ideig tart. Ezért T (p) kielégiti a
T(p)=T(\p)+0(1) 2.7

rekurziv egyenletet, melynek megoldasa O(Iglg p). [

A GYOKOS-KERES algoritmus ¢sszes munkdja O(p lglg p), ezért hatékonysdga

)
O(plglgp)

= @)(lg llgp)’ igy ez az algoritmus sem munkahatékony.

2.2.3. Kivalasztas egész szamok kozott

Legyen a feladat ismét n kulcs maximumanak meghatdrozdsa. Ha a kulcsok egyet-
len bitbdl dllnak, akkor a maximum keresése visszavezethet6 a logikai VAGY m-
veletre és ezért O(1) lépéssel meghatdrozhatd. EbboSl adédik a kérdés: mekkora
intervallumban lehetnek a kulcsok ahhoz, hogy p processzoron konstans 1épéssel
meg tudjuk hatdrozni a maximaélis elemet?

Legyen c¢ adott konstans, a kulcsok pedig legyenek a [0, n¢] intervallumban.
Ekkor a kulcsok legfeljebb clgn bites bindris szdmok. Az egyszer(iség kedvéért
feltessziik, hogy pontosan ennyi bitesek (a szimok elejére sziikség esetén nulldkat
irunk).

A kovetkez6 CRCW algoritmus O(1) 1épést tesz.

Az alapotlet az, hogy a szdmok by, by, . . ., by, bitjeit lgz—" hossziisdgu részekre
(%) bontjuk. Az i-edik ré€sz a b(_1)+1, bi-1)+2, - - - » bi-1)+qg )2 biteket tartalmazza,
a részek szdma 2c.

Ezt a helyzetet mutatja a 2.5, dbra: el6szor az dbra elsd oszlopdban 1€v bitek

alapjan keressiik a maximadlis kulcsot.

EGESZET-KIVALASZT(X, V) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: CRCW PRAM

Bemenet: X = ki, ky, ..., k, (nkiillonb6z6 kulcs — egész szamok)
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| | |
| | |
Ign 1. ! Ign 1. ! ! lgn 1.
> bit : =5 bit : e o o : 5 bit
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| | |

2.5. abra. Maximalis egész szam kivalasztasa

Kimenet: y (a maximadlis kulcs értéke)

01 fori:=1to2c

02 Hatdrozzuk meg a megmaradt kulcsok maximumat i-edik
résziik alapjdn. Legyen a maximum M.

03 Hagyjuk el azokat a kulcsokat, melyek i-edik része
kisebb, mint M.

04 Az y kimenet legyen a megmaradt kulcsok egyike.

2.12. tétel. (Kivdlasztds egész szdmok koziil.) Ha a kulcsok a [0, n°] intervallum-
bol vett egész szamok, akkor p kulcs koziil a maximdlis O(1) lépéssel meghatdroz-

haté p CRCW PRAM processzoron tetszbleges ¢ konstans esetében.
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Bizonyitas. Tegyik fel, hogy a kulcsok maximumat a lgT" legfontosabb bit alapjan

hatarozzuk meg.

Legyen az elsd részben a maximum M. Ekkor azok a kulcsok, melyek leg-
fontosabb bitjei nem M-et adnak, biztosan nem maximadlisak. Ezt az alaplépést
megismételjiik 2c-szer, azaz minden 1ng bitre pontosan egyszer. Legaldbb egy
kulcs megmarad az utolsé 1€pés utdn is — az lesz az eredmény. Az utolsé rész
lehet rgvidebb, mint 22 bit.

Ha egy kulcs legfeljebb lgTn—bites, akkor az értéke legfeljebb n — 1. Ezért
az EGESZET-KIVALASZT els6 1épésében a [0, v/n — 1] intervallumba esd egész kul-
csok maximumat kell meghatdrozni. Rendeljiink minden kulcshoz egy processzort
és haszndljunk /n kozoés memoriarekeszt (M1, My, ..., M Vi-1)» melyek tartalma
kezdetben —co. Egy pdrhuzamos 1épésben a P; processzor k;-t ir az My, memo-
riarekeszbe. Ezutidn az n kulcs maximuma a +/n memdriarekesz tartalmabdl n

processzorral a 2.9. tétel alapjan konstans id6 alatt meghatarozhaté. [

2.2.4. Az altalanos Kivalasztasi feladat megoldasa 12/ 1g n

Processzoron

Tegylik fel, hogy az X = ky, ko, ..., k, sorozat kiilonb6zé kulcsokat tartalmaz és
az i-edik legkisebb kulcsot akarjuk kivalasztani. Legyen most az x; kulcs rangja
(%) eggyel nagyobb, mint a ndla kisebb kulcsok szdma (ez a definici6 eggyel na-
gyobb értéket ad, mint a kordbban haszndlt).

Ezt arangot a 2-5. gyakorlat szerint @ CREW PRAM processzoron barmely
kulcsra O(lg n) 1épésben meg tudjuk hatdrozni.

Ha gﬂ processzorunk van, akkor azokat C;, C»,..., C, csoportokba oszt-

hatjuk tgy, hogy minden csoportban processzor legyen. A C; (1 < j < n)

n
Ten
csoport O(lg n) 1épésben meghatdrozza a k; kulcs rangjat X-ben. Annak a csoport-

nak egyik processzora, amelyik az i rangot hatdrozta meg, adja a kimenetet. Az
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igy kapott algoritmus neve legyen ALT-KIVALASZT

2.13. tétel. (Altaldnos kivdlasztds.) Az ALT-KIVALASZT algoritmus = processzoron
g fan P

n kiilonbozd kulcs koziil ©(1g n) lépésben meghatdrozza az i-edik legkisebbet.

Nem nehéz beldtni, hogy az ALr-KIVALASZT algoritmus munkdja On?), tehat

ez az algoritmus sem munkahatékony.

2.2.5. Munkahatékony véletlenitett algoritmus (x)

n
logn

Ebben a pontban k6z6s CRCW processzort alkalmazunk arra, hogy O(lg n)
lépésben megoldjuk az i-edik legkisebb elem kivélasztdsat.

A VEL-K1VALASZT algoritmus a bemend kulcsok X = &y, ko, ..., k, sorozatdbdl
kivélaszt egy n'~¢ méret(i S mintdt és S két elemét elvélaszté elemként. Péld4ul
€ = 0.6 megfeleld érték.

Legyen e; és e, a két elvdlaszto elem. Az elvdlaszté elemek olyanok lesznek,
hogy a kivédlasztand6 elem nagy val6szintiséggel a két elvilaszté elem kozé fog
esni. Tovabba X-nek az elvalaszté elemek kozé kevés eleme esik: O(n{1+9/2 \Vn).

Ha mar kivalasztottuk a két elvalaszté elemet, X-et az X; = {x € X|x < e1},
Xo = {x € Xle; < x < er}és Xa = {x € X|x > e} diszjunkt részekre bontjuk. A
felbontds sordn meghatarozzuk az egyes részek elemszdmat. Ha |X;| < i < [X3| +
|X>|, akkor a kivdlasztand6 elem X, eleme. Ebben az esetben tovdbb megylink,
mig ellenkezd esetben djra kezdjiik.

A mintavételezési és kikiiszobolési miveleteket addig ismételjitk, amig el
nem érjiikk, hogy a megmaradé kulcsok szdma legfeljebb n*# legyen. Ezutdn a
megmaradé kulcsok koziil az ALr-kivALaszr algoritmus segitségével végezziik el
a kivalasztést.

Az algoritmus pszeudokddja a kovetkezd. A pszeudokddban a N munkaval-

tozé az €16 kulcsok szdmat adja meg. Kezdetben legyen N = n és minden kulcs
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legyen él6 (#). Minden processzorra Ign kulcs jut. A 3. és 6. lépésekben a kon-

centrdci6 azt jelenti, hogy a megfelel6 kulcsokat dsszegyjtjiik és a kozds memo-

ria egymast kovetd rekeszeiben helyezziik el 6ket.

VEL-KIVALASZT(X, i, ¥, 1)

Szdmitdsi modell: k6z6s CRCW PRAM

Bemenet: X = ki, ka, ..., kp (p kiilonb6zd kulcs)

Kimenet: y (az i-edik legkisebb kulcs értéke)

01 N:=n
02 €:=0.6
03 while N > n°
04 Minden €16 kulcs 1% valészintiséggel keriil az M mintdba.
05 P; parallel for 1 < j < lé—’n
P; meghatdrozza a minta g méretét €s
azt minden processzorhoz eljuttatja. Ha
nem teljesiil 0.5N'€ < ¢ < 1.5N'¢,
akkor folytatja a 01-es 1épésnél.
06 Koncentriljuk és rendezziik a mintdban 1év6 kulcsokat.
07 Legyen e; az M minta L;—g] —d+/qlgN és ey a minta
L%J +d \/m rangd eleme, ahol d egy V3a-nl
nagyobb dllandé. Szorjuk e és ey értékét
minden processzorhoz.
08 Szamoljuk meg a [e1, ep] intervallumba esé €16 kulcsok 7,

valamint az e;-nél kisebb kulcsok K szamat. Minden
processzorhoz juttassuk el ezt a két szamot. Ha
i¢(I,1+K)vagyl# (N+92yN,

akkor folytassuk az 1-es 1épéssel — egyébként hagyjuk el

az e;-nél kisebb és az er-nél

pdrhuzamos eljdrds
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nagyobb kulcsokat és legyeni :=i— K és N := 1.
09 Koncentriljuk és rendezziik a mintdban 1év6 kulcsokat.

Hatédrozzuk meg y értékét.

Nevezziik fokozatnak (%) a while ciklus egyszeri lefutdsat. A mintdk szdma
minden fokozatban N és N™¢ paraméterekkel rendelkezd binomidlis eloszlasu.
Ezért a mintdkban 1év6 kulcsok szamanak varhat6 értéke N €. A Csernov-egyenl&tlenség
segitségével beldthatd, hogy
M| = ON'™) 2.8)

Legyen M egy m elem{i minta, amelyet egy n elemi X halmazbdl éllitot-
tunk el8. Legyen kivdlaszt(j, M) az M minta j-edik legkisebb eleme és r; =

rang(kivdlaszt(j, M), X). Bizonyit4s nélkiil emlitjiik a kdvetkez6 lemmat.

2.14. lemma. Minden « szdamra

Pliri— 2> VBa—"— | <n 2.9)
T m Vimfign

7 2

Ennek a lemmaénak a segitségével bizonyithat6 a kdvetkezd 4llitas.

2.15. tétel. A VEL-KIVALASZT algoritmus 1é_ln processzoron O(Ign) lépésben kivd-

lasztia n kiilonbozd kulcs koziil az i-edik legkisebbet.

Ebbdl a tételbdl és a kivdlasztds linedris 1épésigényébdl kdvetkezik, hogy a

VEL-KIVALASZT algoritmus nagy valészinliséggel munkahatékony.

2.3. Osszefésiilés

Adott 2 csokkendleg (vagy novekvbleg) rendezett sorozat, melyek egylitt p ele-
met tartalmaznak. A feladat ennek a sorozatnak egy csokkend (vagy novekve)

sorozattd valo rendezése.
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Ez a feladat egy soros processzoron O(p) 1épéssel megoldhaté. Mivel leg-
rosszabb esetben minden elemet meg kell vizsgdlni és a helyére kell tenni, ezért a

feladat megolddsanak 1épésszamigénye Q(p).

2.3.1. Logaritmikus ideji algoritmus

Legyen X1 = k1,ka, ... km €8s Xo = kips1, k2, - - - kom @ két bemend sorozat. Az
egyszerliség kedvéért legyen m 2 hatvanya és a kulcsok kiilonbozzenek.

Az dsszefésiiléshez elég az 6sszes kules rangjanak kiszdmitdsa. Ha a rangokat
ismerjiik, akkor p = 2m processzoron egy lépésben beirhatjuk az i rangt kulcsot

az i-edik memoriarekeszbe.

2.16. tétel. A LoG-0sszerEsUL algoritmus két m hosszisdgi kulcssorozator O(1g m)

lépéssel osszefésiil 2m CREW PRAM processzoron.

Bizonyitas. A k kulcs rangja legyen r]l (r,%) Xi-ben (X5-ben). Ha k = k; € X, ak-
kor legyen r,i = j. Ha egy kiilon & processzort rendeliink k-hoz, akkor az bindris
kivalasztassal O(lg m) 1épéssel meghatdrozza azon X»-beli elemek g szdmat, ame-
lyek kisebbek, mint k. Ha g ismert, akkor & kiszdmithatja k (X; U X5)-beli rangjat:
ez j + g lesz. Ha k X,-hoz tartozik, hasonléképpen jarhatunk el.

Osszegezve: ha elemenként egy, azaz dsszesen 2m processzorunk van, akkor
két m hosszisdgu rendezett sorozat O(lg m) 1épéssel Osszefésiilhetd. Az ezt meg-

0ldé algoritmus neve LoG-0sSZEFESUL. |

Ez az algoritmus nem munkahatékony.

2.3.2. Paratlan-paros osszefésiilo algoritmus

Ez az algoritmus a klasszikus oszd meg és uralkodj elvet alkalmazza.
Legyen X| = ki, ko, ..., ki €s Xo = ki1, kint2, - - -, ko @ két bemend sorozat.

Az egyszeriiség kedvéért legyen m kettd hatvanya €s a kulcsok legyenek kiilon-
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bodzdek.

PARATLAN-PAROS-OSSZEFESUL(X 1, X»,Y) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: EREW PRAM
Bemenet: X, és X, (két rendezett sorozat)

Kimenet: Y (az 0sszefésiilt sorozat)

01 if m = 1 then
Fésiiljiik 6ssze a sorozatokat egyetlen
Osszehasonlitdssal.

02 if m > 1 then Bontsuk fel X;-et s X»-t paros €s paratlan
részre, azaz legyen X "=k ks ket
és Xf” =ko, ka,. .., kn.
Hasonléképpen bontsuk fel Xo-t is X5 és
XJ" részekre.

03 Rekurzivan fésiiljiik dssze Xf "t és Xf "t
m processzoron. Legyen az eredmény
L =11,b,...,1,. Ugyanakkor fésiiljiik 0ssze
Xf "_tés Xé’ "_t masik m processzoron: az
eredmény legyen Ly = Lyi1, lnso, - - - bom.

04 Fésiiljiik 6ssze az Ly, Ly sorozatokat, azaz legyen
L=1U,lp, b lna2s ool o,

05 Hasonlitsuk 6ssze az (l;,.i, Liv1) (i=1,2,...,
m — 1) parokat és sziikség esetén cseréljitk

fel 6ket. Az eredmény lesz a kimen® sorozat.

2.17. példa. Kétszer nyolc szam osszefésiilése
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Legyen X; =2,5,8,11,13,16,21,25és X, =4,9, 12, 18, 23,27,31,34. A

16 szdm rendezését mutatja a kovetkez6 2.6l dbra. o

X1 =2,5,8,11,13,16,21,25 X, =4,9,12,18,23,27,31,34

pn ps pn ps
Xl Xl X2 X2

2,8,13,21 5,11,16,25  4,12,23,31 9,18,27,34

Osszefésiilés

Osszefésiilés

L, =2,4,8,12,13,21,23,31 L, =5,9,11,16,18,25,27,34

Osszekeverés

L=2,54972811,12,16,13,18,21,25,23,27,31,34
[ R W R W A A A4 A
l Osszehasonlitds és csere

2,4,5,8,9,11,12,13,16, 18,21,23,25,27,31,34

2.6. abra. 16 szam rendezése a PARATLAN-PAROS-0OSSZEFESUL algoritmussal

2.18. tétel. (Osszefésiilés O(lgm) lépéssel.) A PARATLAN-PAROS- OSSZEFESUL algo-
ritmus két m hossziusdgi kulcssorozatot O(lgm) lépéssel osszefésiil 2m EREW

PRAM processzoron.

Bizonyitas. Legyen az algoritmus 1épésszama M(n). Az 1. 1épés O(1) ideig tart.

A 2. 1épés 7 ideig tart. Innen az

M(m) = M(g) +0(1) (2.10)
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rekurziv egyenl6séget kapjuk, melynek megoldasa M(m) = O(lgm). ]

Az 6sszefésiilé algoritmusok helyessége a nulla-egy elv (%) segitségével bizo-
nyithatd.

Egy 6sszehasonlitds alapt rendezd algoritmus egyszerii (%), ha az 6sszehason-
litandé elemek sorozata eldre meg van hatarozva (ekkor a kovetkezé dsszehason-
lit4s elemei nem fiiggnek a mostani eredménytdl).

Formdlisan ez azt jelenti, hogy adott az 6sszehasonlitandé elemparok indexe-

inek (i19 j1)9 (i29 j2)9 st (lma ]m) sorozata.

2.19. tétel. (Nulla-egy elv.) Ha egy egyszerii dsszehasonlitdsos rendezd algoritmus
helyesen rendez egy n hosszisdgu nulla-egy sorozatot, akkor tetszéleges kulcsok-

bdl dllé n hossziisdgii sorozatot is helyesen rendez.

Bizonyitas. Legyen A egy egyszert dsszehasonlitdsos (novekvoleg) rendezd al-
goritmus €s legyen S egy olyan kulcssorozat, melyet az adott algoritmus rosszul
rendez. Ekkor a rosszul rendezett S sorozatban van olyan kulcs, amely az i-edik
(1 £i <n—-1)helyen van annak ellenére, hogy S-ben legaldbb i nila kisebb elem
van.

Legyen k S legels6 (legkisebb indexfi) ilyen kulcsa. A bemend sorozatban
irjunk a k-nél kisebb elemek helyére nullit, a tobbi elem helyére egyest. Ezt a m6-
dositott 0-1 sorozatot (A helyesen rendezi, ezért a k helyére irt egyest a rendezett
sorozatban legaldbb i darab nulla megel&zi.

Most kihaszniljuk, hogy A egyszerii. A bemend sorozatban szinezziik pirosra
a k-ndl kisebb (nulla) elemeket, és kékre a tobbit (egyeseket). Indukciéval meg-
mutatjuk, hogy az eredeti és a 0-1 sorozatnak megfelel$ szines sorozatok minden
Osszehasonlitds utdn azonosak. A szinek szerint hdromféle osszehasonlitds van:
kék, piros vagy kiillonbozd szinli elemek 0sszehasonlitdsa. Ha azonos szinii ele-
meket hasonlitunk Ossze, akkor a szinek sorozata egyik esetben sem valtozik. Ha

viszont kiilonboz6 szind elemeket hasonlitunk Ossze, akkor mindkét esetben a
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piros elem keriil a kisebb, és a kék elem a nagyobb index{ helyre. Eszerint k-t
legaldbb i ndla kisebb elem megel6zi a rendezett sorozatban. Az ellentmondés az

allitas helyességét mutatja. [

2.20. példa. Egy nem 6sszehasonlitasos rendezé algoritmus
Legyen ki, ko, ..., k, egy bitsorozat. Rendezhetjiik ugy, hogy megszdmoljuk
a nullak z szamét, majd lefrunk el6bb z nullt, majd n — z egyest. Erre az elv nem

alkalmazhatd, mert ez nem 9sszehasonlitasos rendezés. o

Az 0sszefésiilés viszont rendezés, és a paros-pdratlan Osszefésiilés egyszerd.

2.21. tétel. A PARATLAN-PAROS-OSSZEFESUL algoritmus helyesen rendez tetszbleges

szdmokbdl dllo sorozatokat.

Bizonyitas. Legyenek X; és X, rendezett 0-1 sorozatok, melyek kozos hossza
m. Legyen qi (¢2) az X; (X2) elején 4ll6 nulldk széma. Az X7"'-ban 1év6 nullak
szdma [47, és az XI"*-ban 1év6 nulldk szdma | % |. fgy az L;-beli nulldk szdma
z1 = [41+ %] és az Ly-beli nulldk szdma z = [ 4] + [ % ].

71 és zp kiilonbsége legfeljebb 2. Ez a kiilonbség pontosan akkor kettd, ha q;
€s g is paratlan. Egyébként a kiilonbség legteljebb 1. Tegyiik fel, hogy |z1 — z2| =
2 (a tobbi eset hasonld). Most Li-ben kettdvel tobb nulla van. Amikor ezeket a
harmadik 1épésben dsszekeverjiik, akkor L elején nulldk vannak, azutan 1,0, majd
egyesek. A rendezetlen (piszkos) rész csak az 1,0. Amikor a harmadik 1épésben az

utolsé dsszehasonlitds és csere megtorténik, az egész sorozat rendezetté vilik. m

2.3.3. Munkahatékony algoritmus

Most I'é—’fn] processzoron O(lg m) 1épéssel végezziik az Osszefésiilést. Ez a HATEKONYAN-

m

0ssZEFESUL algoritmus az eredeti problémat O(lg P

) részre osztja tigy, hogy minde-
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gyikben O(1g m) hosszisdgu rendezett sorozatokat kell dsszefésiilni. Ezek a rész-
problémak soros algoritmussal O(lg m) 1é€péssel megoldhaték.

Legyen X1 = X1, X2, ..., Xm €8 X0 = Xpils Xm+2, - - - » Xm+m @ két bemens so-
rozat. Osszuk X;-et [lg%] részre: ekkor mindegyikben legfeljebb [Igm] kulcs
lesz. A részek legyenek Ay, Aj,..., Ay, ahol M = léﬁ. Az Aj-beli legnagyobb
kules legyen [; i = 1,2,..., M). Rendeljiink egy-egy processzort ezekhez az /;
elemekhez. Ezek a processzorok bindris kivilasztdssal meghatdrozzédk /; X»-beli
(rendezés szerinti) helyét. Ezek a helyek felbontjak X,-t M részre (ezek kozott
tires részek is lehetnek — lasd a kovetkezd 2.7, dbrat). Jeldljiik ezeket a részeket
By, B, ..., By-mel. B;-t az A;-nek Xp-ben megfeleld részhalmaznak nevezziik.

Ekkor X; és X, Osszefésiilését megkaphatjuk Ggy, hogy rendre dsszefésiiljiik

Ai-et By-gyel, Ax-t By-vel és igy tovdbb, majd ezeket a sorozatokat egyesitjiik.

2.22, tétel. A HATEKONYAN-OSSZEFESUL két m hossziisdgu rendezett kulcssorozatot
O(lgm) lépésben dsszefésiil [%1 CREW PRAM processzoron.

Bizonyitas. Az el6z6 algoritmust alkalmazzuk.
Az A; részek hossza lgm, a B; részek hossza azonban nagy is lehet. Ezért
még egyszer alkalmazzuk a felbontdst. Legyen A;, B; tetszSleges par. Ha |B;| =

O(lgm), akkor A; és B; egy processzoron O(lgm) 1épésben alatt dsszefésiilhetd.

Ha viszont |B;| = w(lgm), akkor osszuk B;-t 1':—,"7‘! részre — ekkor minden rész

legfeljebb 1g m egymadst kovetd kulcsot tartalmaz. Mindegyik részhez rendeljiink
egy processzort, €s az keresse meg az ennek a sorozatnak megfeleld részhalmazt
A;-ben: ehhez O(Ig 1g m) 1épés elegends. Igy A; és B; osszefésiilése 1';% részprob-
léméra redukdlhat6, ahol minden részprobléma két O(lgm) hosszisdgi sorozat
Osszefésiilése.

|Bil

A felhasznélt processzorok szdma Z;‘;’ 1 [@], ami legfeljebb m/lgm + M, és

ez legfeljebb 2M. [
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By

!

B;

——
g

By

A

X5

A1 A> A3 AM

2.7. abra. Munkahatékony 6sszefésiil6 algoritmus

2.34. Egy O(lglgm) idejii algoritmus

P

Ha az el6z6 algoritmust kiegészitjiik az oszd meg és uralkodj elvvel, akkor még

gyorsabb algoritmust kapunk.

GYORSAN-OSSZEFESUL(X 1, X5, Y) pdrhuzamos eljdrds

Szdmitdsi modell: CREW PRAM
Bemenet: X; és Xp

Kimenet. Y

01 Bontsuk fel X;-et v/m = b részre: ekkor minden részben b elem
lesz. Legyen A;-ben a legnagyobb kules [; ( = 1,2,...,D).
Minden /;-hez rendeljiink b processzort. Ezek a processzorok
b-aris keresést végeznek X»-ben, hogy megtalaljak /; X»-beli
helyét. Ezzel X, b részre val6 felbontdsat kapjuk: legyenek
ezek arészek By, B>, ..., Bp. A B; részhalmaz
az A;-nek X,-ben megfeleld részhalmaz.

02 Most X €s X, 0Osszefésiiléséhez elegend8 A; és B; (i = 1,2,...,
b)osszefésiilése. Az A;-k mérete adott, viszont a B;-k nagyon

nagyok (és nagyon kicsik) is lehetnek. Ezért Gjra felbontunk.
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Legyen A; és B; tetszlleges par. Ha |B;] = O(b), akkor a két sorozat O(1)
1épésben sszefésiilhetd me-aris kereséssel (ahol € tetszbleges pozitiv szdm). Ha
viszont |B;| = w(b), akkor B;-t [%] részre osztjuk, ahol B;-nek minden részben
legfeljebb b egymadst kovetS eleme van. Rendeljiink minden részhez b processzort,
hogy megtaldljdk az ehhez a halmazhoz tartozé részhalmazt A;-ben: ehhez O(1)
1épés elég. Igy A; és B; osszefésiilésének probléméja [%] részproblémdra redu-
kalhatd, ahol minden részprobléma két O(b) hosszisdgl sorozat Osszefésiilése.

A felhaszndlt processzorok szdma Zf.’: ] [b“;—ﬂ, ami legfeljebb 2m.

2.23. tétel. (Osszefésiilés O(1g 1g m) lépésben.) Két m hossziisdgii rendezett kulcs-
sorozat O(1glgm) lépésben osszefésiilhetd 2m CREW PRAM processzoron.

Bizonyitas. Legyen X; és X, a két adott sorozat. Legyenek a kulcsok kiilonbo-
z6ek és legyen /(m) = b. Az algoritmus a problémat N < 2b részproblémadra
redukalja, melyek mindegyike két O(b) hosszisagi rendezett sorozat osszefésii-
lése. A redukcié m processzoron O(1) 1épésben elvégezhetd. Ha az algoritmus

1épésszdma 2m processzoron T (m), akkor T (m) kielégiti a T (m) = T(O(b)) + O(1)

rekurziv egyenletet, melynek megoldasa O(1g lg m). [
Ez az algoritmus nem munkahatékony, bar (?g(;'g')m) = ®(1gf;m) relativ sebes-

sége nagyon kozel van m-hez. Hatékonysdga csak @(@).

2.4. Rendezés

Adott n > 2 kulcs. A feladat ezek csokkend vagy névekvd sorrendbe valé rende-
zése.
Ismert, hogy ha a megengedett miivelet a szokdsos Osszehasonlitas, akkor

minden A soros algoritmusnak N(n, A) = Q(nlgn) 1épésre van sziiksége, mas-
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részt vannak O(nlgn) 1épésszamu Osszehasonlitas alapd algoritmusok, amelyek
tehdt aszimptotikusan optimalisak.

Mis miiveletek vagy a rendezendd kulcsok specidlis tulajdonsdgai esetében
a rendezés O(n) 1épéssel is megoldhaté. Ha legrosszabb esetben minden kulcsot
meg kell vizsgdlni, akkor természetesen a lépésszdm N(n) = Q(n).

Tehat mind az Osszehasonlitds alapu, mind pedig a specidlis esetben ismert
aszimptotikusan optimélis soros algoritmus.

Vizsgaljuk meg a kdvetkez6 kérdéseket. Hany rendezd algoritmus van? Ezek
koziil hany egyszerd, hany optimdlis (aszimptotikusan, szigorian)?

Ezekre a kérdésekre nem kodnny( valaszolni — példdul el8szor pontosan defi-
nidlnunk kell, mi is az a rendez6 algoritmus.

Szikitsiik a kérdést: hiany Osszehasonlitdsra van sziikség n elem rendezésé-

hez? jeldljiik ezt a szaimot c(n)-nel. Ismert, hogy

[Z I iw < c(n) < Z[lg i1 @2.11)
i=1 i=1

és hogy
c(ny<nlgn—(m-1). (2.12)

Az als6 becslés dontési fakkal vagy informacidelméleti eszkozokkel igazol-
hat6 (lasd az alsé korldtokrol sz6l6 1.7. alfejezetet), a felsd becslések pedig a
bindris beszird, illetve az dsszefésiiléses rendezd jellemzé adatai.

4 elemre az alsé és a felsé becslések egyarant 6tot adnak. 5 elemre 5! = 120
miatt az als6 becslés 7, viszont az elébbi algoritmusoknak 8 6sszehasonlitdsra van
sziiksége.

n? processzoron a kulcsok rangja O(Ig n) 1épéssel meghatdrozhaté. Ha a ran-
gokat ismerjiik, akkor a rendezés egy parhuzamos irdssal megoldhat6.

Tehat igaz a kdvetkez6 tétel.

2.24, tétel. (Rendezés O(1gn) lépésben.) n kulcs n*> CREW PRAM processzoron
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rendezhetd O(lgn) lépéssel.

Mivel a kulcsok meghatdrozdsa Q(lgn) ideig tart, ez a modszer On? lgn)

munk4t igényel, azaz nem munkahatékony.

2.4.1. Paratlan-paros algoritmus

Ez az algoritmus a klasszikus oszd meg és uralkodj elvet alkalmazza. Az egysze-
riség kedvéért legyen n kettd hatvdnya és a kulcsok legyenek kiilonbz8k.
A kovetkez6 EREW PRAM algoritmus O(1g? n) 1épést tesz.

PARATLAN-PAROS-RENDEZ(X, ¥) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: EREW PRAM
Bemenet: X (arendezendd kulcsok)

Kimenet: Y (a rendezett kulcsok)

01 if n = 1 then

02 Y:=X
03 if n = 1 then
04 Osszuk az X bemenetet két részre: ezek legyenek

X{ =k, ko, ... kyp2 és
X5 = kujp+1s kg2, -+ s ke

05 Rendezze 5 processzor rekurzivan X|-t. Az
eredmény legyen X;. Ugyanakkor rendezze 5
processzor rekurzivan X;-t.
Az eredmény legyen X5.

06 Fésiiljiik 6ssze X-et és X»-t 2m processzoron

a PARATLAN-PAROS-OSSZEFESUL algoritmussal.
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Ez az algoritmus hasonlit a soros 0sszefésiiléses algoritmusra. Ott azonban a
sorozatok legkisebb elemeit hasonlitjuk dssze €s a kisebb elem az dsszehasonlitas

eredménye.

2.25. tétel. (Rendezés O(1g> n) lépéssel.) n kulcs n EREW PRAM processzoron
rendezheté O(1g% n) lépéssel.

Bizonyitas. Legyen T (n) az algoritmus 1épésszama. Az 1. 1épés O(1) ideig tart, a

2.1épés T(3) ideig, a 3. 1épés pedig O(Ig n) ideig. Ezért T'(n) kielégiti a
T(n)=001)+ T(g) + O(lgn) (2.13)

rekurziv egyenl8séget, melynek megoldasa 7'(n) = O(1g> n). [

2.26. példa. Rendezés 16 processzorral

Rendezziik 16 processzoron a kbvetkezd szamokat: 25, 21, 8, 5, 2, 13, 11, 16,
23,31, 9, 4, 18, 12, 27, 34. Az elsd 1épésben a paros és pdratlan részeket kap-
juk meg, majd a masodikban az els6 8 processzor a paratlan részbdl kapja az X; =
2,5,8,11,13,16,21, 25-6t, a masodik 8 processzor pedig az X, = 4,9, 12, 18,23,27,31, 34-
et. A harmadik 1épésben kapjuk az eredményt. o

Ez az algoritmus ©(n1g” n) munkét végez. Hatékonysaga ®(lgLn), gyorsitdsa
o ()

2.4.2. Egy véletlenitett algoritmus (x)

Az O(Ig° n) 1épésszam véletlenitett algoritmussal is elérhetd.

2.27. tétel. (Rendezés 5(lg2 n) lépéssel.) n kulcs n CREW PRAM processzoron
rendezheté O(1g% n) lépéssel.
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Bizonyitas. Ismert, hogy n elem koziil n/ 1gn processzoron a kivélasztds O(lg n)
lépéssel megoldhaté. Legyen n processzorunk. Ekkor n adott kulcs & medidnja
O(lg n) 1épéssel megtaldlhaté. Osszuk X-et 2 részre: X’l tartalmazza a k-ndl nem
nagyobb kulcsokat, X’2 pedig a tobbi kulcsot.

Az X/1 és Xé részeket rekurzivan rendezziik n/2 processzoron, majd az ered-
ményeket lancoljuk ossze.

Ha a rendezés ideje T (n), akkor
T(n) = T(g) + 0(gn), (2.14)

melynek megolddsa 7'(n) = 5(lg2 n). [ |

2.4.3. Preparata algoritmusa

Tobb processzorral a [épésszadm csokkenthets: Preparata algoritmusa n lgn CREW

PRAM processzoron Ig n parhuzamos 1épést végez.

PrREPARATA(X, V) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: CREW PRAM
Bemenet: X (rendezend6 kulcsok)

Kimenet: Y (rendezett kulcsok)

01 Ha n kis szdm, akkor rendezziik a bemenetet tetszleges
rendezd algoritmussal €s fejezziik be.

02 Osszuk az adott n kulcsot Ig n részre gy, hogy mindegyikben
ﬁ kulcs legyen. Rendezziik a részeket kiilon,
rekurzivan, mindegyik részhez n processzort rendelve. A
rendezett sorozatok legyenek S1,S2,...,Sgx.

03 Fésiiljiik 0ssze S;-t és S j-t (1 < i, j < 1gn) pdrhuzamosan.
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04 Rendeljiink 1g n processzort a kulcsok
eredeti sorozatra vonatkoz6 rangjanak meghatarozdsahoz.

Végiil a kulcsok a rangok sorrendjében adjdk a kimenetet.

Ez az algoritmus oszd meg és uralkodj elvii. A kulcssorozatot 1g n részre oszt-
juk, majd a részeket paronként osszefésiilve minden kulcsnak minden részre nézve
meghatdrozzuk a rangjat. Ezutdn a kulcsok tényleges rangja az el6bbi rangok
Osszege.

Ha a harmadik Iépésben minden (i, j) parhoz ﬁ processzort rendeliink, akkor
az osszefésiilés O(1glg n) 1épéssel elvégezhetd.

A negyedik lépésben a rang szdmitdsa parhuzamosan végezhetd a harma-
dik 1€pésben kapott Ign rang osszeaddsaval: ez a prefixet szamitd algoritmussal

O(lglg n) 1épéssel megoldhatd.

2.28. tétel. (Rendezés O(lgn) lépéssel.) A PREPARATA algoritmus n elemet nlgn
CREW PRAM processzoron O(lg n) lépéssel rendez.

Bizonyitas. Legyen a Preparata-algoritmus 1épésszama T'(n). Az elss 1épés 1épé-
sigénye T(lé—7n), a masodik és harmadik 1épésé egylitt O(1glg n). Ezért
T()=T (i) + 0(lglg n), (2.15)
Ign
melynek megoldésa (helyettesitéses modszerrel) T(n) = O(lg n). [

A lassuldsra vonatkozo tétel segitségével kapjuk a kovetkezd allitdst.

2.29. kovetkezmény. (Rendezés "1# processzoron.) Tetszbleges t > 1 egész szdmra

n tetszbleges kulcs rendezhetd O(t1gn) lépésben nlen CREW PRAM processzo-

1
ron.
A Preparata-algoritmus munkdja ugyanannyi, mint a paros-pdratlan rendezé

algoritmusé, viszont a gyorsitdsa jobb: @(n). Mindkét algoritmus hatékonysiga
1
®(lg_n)'
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2.4.4. Reischuk véletlenitett algoritmusa (x)

Reischuk algoritmusa n processzoron O(lgn) parhuzamos 1épést tesz, azaz nagy
valészinliséggel munkahatékony.

P

Alapja Preparata algoritmusa és a kovetkezd tétel.

2.30. tétel. (Korldtos egészek rendezése.) Ha n kulcs mindegyike a [0, n(lgn)‘]
intervallumbol vett egész szdm (ahol c tetszdleges konstans), akkor ezek a kulcsok

1gLn CREW PRAM processzoron rendezheték O(1g n) lépésben.

Az algoritmus a kovetkez6.

REeiscHUK(X, ¥) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: CREW PRAM
Bemenet: X (rendezendd kulcsok)

Kimenet: Y (rendezett kulcsok)

01 Legyen X = ki, kp, ..., k, arendezend kulcssorozat.

N = lg’j ~ processzor mindegyike véletleniil kivélaszt egy kulcsot.
02 Rendezziik az N kivdlasztott kulcsot Preparata algoritmuséval.
Az eredmény legyen [1, D, ..., Iy.
03 Legyen K| = {k € X|k < [1};
Ki=t{keX|li-1 <k <};},i=2,3,...,N;
és Kyy1 = {k € X|k > Iy}. Parhuzamos binaris kivalasztassal
bontsuk fel X-et K; részekre.
04 Rendezziik a K; részeket a PREPARATA algoritmussal.

05 Legyen Y arendezett K, rendezett K5, ..., rendezett Ky, .
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2.31. tétel. (Tetszdleges kulcsok gyors rendezése.) A REISCHUK algoritmus n tet-

sz6leges kulcsot n CREW PRAM processzoron O(Ig n) lépésben rendez.

Bizonyitas. Reischuk algoritmusa szerint véletleniil kivdlasztunk N = ﬁ kul-
csot és ezeket Preparata algoritmusdval rendezziik. Ez a rendezett minta az ere-
deti sorozatot N + 1 — kozel azonos hossziisagli — részsorozatra bontja, melyeket
Preparata algoritmusdval rendeziink: ezek a rendezett részsorozatok a megfeleld
sorrendben véve megadjdk az eredményt.

A REerscHuk algoritmus masodik 1épése N 1g N < N g n processzoron O(Ig N) =
O(Ign) id6 alatt elvégezhet6.

A harmadik lépésben X felbontdsit bindris kereséssel és az egészeket ren-
dezd algoritmussal végezziik: minden kulcshoz tartozik egy processzor, amely az
1,1, ..., Iy sorozatban végzett bindris kereséssel megadja, hogy az adott kulcs a
K; részhalmazok melyikéhez tartozik.

Mivel a részek sorszdmai a [0, N + 1] intervallumbdl vett egészek, az el6z6 té-
tel alapjdn legfeljebb n processzoron O(lgn) 1épéssel rendezhetdk. A K; (1 < i <
N) részekben nagy val6szintiséggel nem lesz tobb elem, mint O(Ig’ ). Ugyan-
ennyi processzoron és 1épéssel a |K;| elemszamokat is meg tudjuk hatdrozni min-
den részre.

A negyedik [épésben minden K; rész rendezhetd |K;| lg |K;| processzoron 1g |K;|

1épéssel. Ezért a negyedik 1épés n processzoron
(max1g |K;)*) (2.16)
1

1épéssel elvégezhetd. Ha max; |K;| = O(lg> n), akkor a negyedik 1épés O((Ig1gn)?)

1épéssel elvégezhetd. |
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2.5. Grafalgoritmusok

Legyen M egy nxn méretli mitrix, amelynek az elemei nemnegativ egész szdmok.

Az M métrixot M minmdtrixdnak (%) nevezziik és a kdvetkez6képpen definidljuk:

MGi)=0 (1<i<n) 2.17)
és
M (i, J) = min{MiO,-l + Mi1i2 + ...+ Mik—lik} (i # ]), (2.18)
ahol a minimumot az olyan —az {1, 2, . . ., n} halmaz elemeibdl képezett —ig, iy, . . . , ix

permuticidkra nézve képezziik, amelyekre ig = i és iy = j.

Legyen G egy irdnyitatlan graf, amelynek n csticsa van. Ennek reflexiv tranz-
itiv lezartjat A*-gal jeloljiik és ugy definidljuk, hogy hai = j vagy V; és V; G-nek
ugyanahhoz az 6sszefliggd komponenséhez tartoznak, akkor A*(i, j) = 1, egyéb-
ként A*(i, j) = 0.

2.32. példa. Iranyitott graf és minmatrixa

Legyen G(V, E) egy irdnyitott graf, melynek csiicsaitaz 1,2, ..., n szdimokkal
cimkézziik. Legyen M[i, j] = 0, hai = j vagy a graf tartalmaz i-b&l j-be vezetd
élet. Egyébként M[i, j] legyen 1. Ekkor M (i, j) pontosan akkor nulla, amikor van
az i cslicsbdl a j csicsba vezetd ut.

A 2.8l dbra egy 6-cstcsi irdnyitott grifot, valamint a hozz4 tartoz6 M matrixot

és annak minmdtrixdt dbrdzolja.

2.5.1. Minmatrix

Tobb — grafokkal kapcsolatos — feladat megolddsdt megkdnnyiti a minmétrixok

felhasznalasa.
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o O
G

"e"

M M
oo |1 [1]1]o0 olo[o|O0]O0]|oO
100001 ololo]o0]O0]|oO
1101 ]1]1 L1 o1 ]1]1
Pl joflo] 1|1 L1 jo]o ]| 1|1
11 ]1]o]0]oO olof[o]O0]O0]|oO
olo|1][o0]1]oO olo[o]O0]O0]|oO

2.8. abra. Egy graf és annak M-je és M

A MmNMATRIX algoritmus meghatdrozza adott M mdtrix minmatrixat.

MiNMATRIX (M, ]\Nl) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: CREW PRAM
Bemenet: M (egy n X n méretli matrix)

Kimenet: M (az M matrix minmatrixa)

01 P;;in parallelfor 1 <i,j<n
mli, j] := M[i, j]
02 Rendezziik az N kivdlasztott kulcsot Preparata algoritmuséval.

Az eredmény legyen [1, D>, ..., Iy.
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03 fori=1ton
04 Pjj in parallel for 1 <i, j,k<n
05 qli, j, k1 := m[i, j1 + m[}, k]

06 P;jin parallel for 1 <i,j<n

07 mli, j1 := min{q[i, 1, j1,4q[i. 2, j1, ..., qli, n, j]
08 P;inparallelfor 1 <i<n
MG.j)=0

09 P;;in parallelfor 1 <i,j<n

M G, j) := m(i, j)

7 2

Ezzel kapcsolatos a kdvetkez6 allitas.

2.33. tétel. (Minmdtrix szdmitdsa.) Ha € tetszbleges pozitiv szdm, akkor a MIN-
MATRIX algoritmus n°*€¢ CRCW PRAM processzoron O(Ign) lépésben meghatd-

rozza egy n X n méretii mdtrix minmdtrixdt.

2.5.2. Tranzitiv lezart
A 12.33l tétel segitségével beldthat6 a kovetkez6 allitas.

2.34. tétel. (Tranzitiv lezdrt szamitdsa.) Ha e tetszdleges pozitiv szdm, akkor n>*€
CRCW PRAM processzoron O(1g n) lépésben meghatdrozhato egy n-csiicsu ird-

nyitott grdf tranzitiv lezdrtja.

Bizonyitas. Ha M-et a 2.5. példa szerint definidljuk, akkor egy G graf tranzitiv

lezartja a minmatrix segitségével konnyen meghatarozhato. [

2.5.3. Osszefiiggé komponensek

Ugyancsak a|2.33. tétel segitségével bizonyithatjuk a kovetkezd allitast.
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2.35. tétel. (Osszefiiggd komponensek szdmitdsa.) Ha € tetszéleges pozitiv szdm,
akkor n**¢ CRCW PRAM processzoron O(Ign) lépésben meghatdrozhatdk egy
n-csiicsi grdf osszefiiggd komponensei.

Bizonyitas. Legyen M([i, j] = 0, hai = j vagy i és j Ossze vannak kotve egy éllel.
Egyébként M([i, j] legyen 1. Az i és j csicsok pontosan akkor vannak ugyanabban

az Osszefiiggé komponensben, ha M (4, j1=0. [

2.5.4. Minimalis feszitofa

A soros Kruskal-algoritmus parhuzamositdsaval beldthat6 a kdvetkezd 4llitas.

2.36. tétel. (Minimdlis feszitdfa.) Ha € tetszbleges pozitiv szdm, akkor n>*€¢ CRCW
PRAM processzoron O(lgn) lépésben meghatdrozhato egy n-csicsu élsiilyozott

grdf minimdlis feszitofdja.

2.6. Gyakorlatok

2-1. A globdlis meméria M; rekeszében van bizonyos adat. Masoljuk at ezt az
adatot az M, Ms, ..., M, rekeszekbe. Mutassuk meg, hogyan lehet ezt megvalé-

sitani O(Ig n) 1épéssel n EREW PRAM processzor felhasznéldsaval.

2-2. Adjunk meg egy olyan algoritmust, amely lé—’n PRAM processzor felhaszné-

lasdaval O(lg n) 1épéssel megoldja az el6z6 gyakorlatot.
2-3. Legyen f(x) = ayx" + a,_1X" ' + ... + ayx + ag. Adjunk O(1) ideji CREW
PRAM algoritmust a polinom értékének adott x helyen valé kiszdmitdsdra. Mennyi

processzort igényel a javasolt algoritmus?

2-4. Adjunk meg egy O(lglgn) idejli algoritmust, amely lgf‘g ~ kozos CRCW

PRAM processzoron O(lg 1g n) 1épésben megadja n tetszbleges szam maximumat.
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2-5. Legyen A egy n kulcsot tartalmazé tomb. Mutassuk meg, hogy lg’—ln CREW
PRAM processzoron O(lgn) 1épésben meghatirozhaté tetszbleges k € A kulcs

rangja.

2-6. Tervezziink egy O(1) 1épésszami algoritmust, amely n k6z6s CRCW PRAM
processzoron eldonti, hogy adott A[1 : n] tomb elemei kozott el6fordul-e az 5, és

ha igen, megadja a legnagyobb olyan i indexet, amelyre A[i] = 5.

2-7. Tervezziink algoritmust, amely n> CREW PRAM processzoron O(1) 1épés-

ben Osszefésiil két n hosszisdgu rendezett sorozatot.

2-8. Hatdrozzuk meg a fejezetben targyalt algoritmusok relativ sebességét, tsszes

1épésszamat és hatékonysagat.

2.7. Feladatok

2-1. Kozos elem
Tervezziink algoritmust annak eldontésére, hogy adott A[1 : n] és B[l : n] tdm-

boknek van-e kozos eleme:

e ha n’> CRCW PRAM processzorunk van, akkor O(1) 1épésszamiit;
e han CRCW PRAM processzorunk van, akkor O(1) 1épésszamuit.

2-2. Minimalis feszitofa
Parhuzamositsuk a minimalis feszit6fdk meghatarozasara szolgalé Kruskal-algoritmust
és Prim-algoritmust. Tervezziink algoritmust arra a specidlis esetre, amikor az élek

stlya csak 0 vagy egy lehet.

2-3. Osszes csticspdr tivolsiga
Parhuzamositsuk a grafok dsszes csticsparjanak tdvolsagit meghatdrozé Bellman-

Ford algoritmust.
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2-4, Konnentesség
Tervezziink parhuzamos algoritmust annak elddntésére, hogy adott irdnyitatlan
graf tartalmaz-e kort. Elemezziik a kiilonb&z6 nagysdgrendii processzorszdm ese-

tében elérhetd W(N, p, P) 1épésszamokat.






3. Racsok

Ebben a fejezetben racsokat (lancot, négyzetet és kock4t) alkalmazunk szdmitasi

modellként.

3.1. Szamitasi modellek

A k-dimenzi6s (k > 1) rdcs egy olyan my X mp X -+ X my (my, mp, ..., my >
2) méretli hal6, amelynek minden egyes metszéspontjdban van egy processzor.
Az élek a kommunikécids vonalak, melyek kétirdnydak. A rics egy processzorat

megcimkézziik egy (i, 2, . . ., ix) k-assal, — erre a processzorra a P;, _; jeloléssel

hivatkozunk.
Minden processzor egy RAM, amely rendelkezik sajdt (helyi) memoridval. A
P;

rekeszekbdl 4ll.

..... i, processzor sajit memoridja az M[iy, ..., i, 1], M[i, ..., i, 2], ..., M[i,.

Minden processzor végre tud hajtani egyetlen 1épésben olyan alapvetd m-
veleteket, mint az dsszeadds, kivonds, szorzds, dsszehasonlitds, sajat memoria el-
érése és gy tovabb. A processzorok miikodése szinkron médon torténik, azaz
minden processzor egy globdlis 6ra iitemére egyszerre hajtja végre az aktudlis
feladatat.

A legegyszerlibb racs a k = 1 értékhez tartoz6 lanc alakd récs (rdviden ldnc)
().

Egy 6-processzoros lanc lathat6 a 3.1l dbran.

<l m]



120 3. Racsok

b))y —()— )by

3.1. abra. 6-processzoros lanc

Egy lanc processzorai Py, P, ..., P,. Ezek a kovetkezOképpen vannak
Osszekotve. Py és P, kivételével mindegyik processzor Ossze van kotve a ndla
eggyel nagyobb (jobb szomszéd), illetve eggyel kisebb (bal szomszéd) index{ivel,
mig a két sz€lsé processzornak csak egy szomszédja van, P, illetve P, 1. Az
Osszekottetés kétiranyd.

Ha k = 2, akkor téglalap alakd rdcsot kapunk. Ha mostm; = m; = +/p = a,
akkor a X a méretl négyzetet (%) kapunk.

Egy 4 X 4 méretli négyzet lathatd a3.2. dbrdn.

3.2. abra. 4 x 4 méretli négyzet

Egy axa méretii négyzet tartalmaz részgrafként szdmos a processzoros lancot.
A rdcs algoritmus egyes lépései gyakran tekinthetSk lancokon végzett mivele-
teknek. A processzorok kozétti kommunikicié barmely rogzitett 6sszekotottségl
gépben kommunikacios lancok segitségével torténik. Ha két olyan processzor akar

kommunikdlni egymadssal, amik egy éllel 6ssze vannak kotve, akkor azt egyetlen
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1épésben elvégezhetik. Ha nincs kozottiik €1, akkor az 6ket 6sszekotd utak valame-
lyikén torténhet meg a kommunik4cid, tehét a sziikséges 1épésszadm (legaldbbis r6-
vid lizenetek esetén) fiigg az Ut hosszatdl. Feltessziik, hogy egy processzor egyet-
len 1épésben képes végrehajtani egy szamitast €s/vagy kommunikalni akar mind a
négy szomszédjdval.

Egy rdacsban azok a processzorok, amelyeknek elsé (mdsodik) koordindtdja
megegyezik, egy sort (oszlopot) alkotnak. Példdul egy a X a méretli négyzetben
az i-edik sor a P;1, P2, ..., P, processzorokbdl 4ll. Mindegyik sor vagy osz-
lop egy a processzoros lanc. Egy rdcs algoritmus gyakran all olyan 1épésekbdl,
melyeket csak bizonyos sorokban vagy oszlopokban 1évd processzorok végeznek
el.

Ha k = 3, akkor tégla alakd rdcsot kapunk. Az a; = ay = a3 = > +/p spe-
cidlis esetben kockdrol (&) beszéliink és a kocka méretére az n X n X n jelolést
alkalmazzuk.

A3.3. dbra egy 2 X 2 x 2 méretli kockdt dbrdzol.

3.3. abra. 2 x 2 x 2 méretd kocka
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3.2. Csomagiranyitas

A processzorok kozotti kommunikécié egyetlen 1épése egy rogzitett szerkezetli
halézatban a kovetkezd — csomagirdnyitdsi problémdnak (&%) nevezett — feladat-
ként foghaté fel. A hdl6zatban minden processzornak van egy adatcsomagja, amit
egy masik processzornak akar elkiildeni. A feladat a csomagok eljuttatdsa a cél-
jukhoz a lehetd leggyorsabban tgy, hogy egy 1épésben egy kommunikdacids csa-
torndn egy irdnyban egyszerre csak egy csomag utazhat. Az utébbi feltételre a
csatorna savszélességének korldtozottsdga miatt van sziikség. Kénnyen el6fordul-
hat, hogy egy adott 1épésben kettd vagy tobb csomag érkezik egy processzorhoz,
és mindegyik ugyanazon a csatorndn szeretne tovdbbhaladni. Ilyen esetben ter-
mészetesen csak egy csomag utazhat a kovetkez8 1épésben, a tobbiek pedig a
processzorndl egy vérakozdsi sorba keriilnek a kés6bbi tovdbbkiildés miatt. Egy
elsébbségi szabdly (&) alapjan dontjiik el, hogy melyik csomagot kiildjiik el ilyen
esetekben. Ilyen els6bbségi szabdlyok példdul az FDF (legtdvolabbra utazé cso-
mag eldszor), FOF (legtdvolabbrol jott csomag el6szor), FIFO (el6bb érkezett cso-
mag el8szor), RAN (véletleniil valasztunk).

A csomagiranyitdsi probléma egy specidlis esete a parcidlis permutdcids cso-
magirdnyitds (PPR = partial permutation routing) (#). A PPR-ben minden pro-
cesszornak legfeljebb egy elkiildendé csomagja van, és egy adott processzorhoz
legfeljebb egy csomagot kell kiildeniink. Vegyiik észre, hogy a PPR-t egy EREW
PRAM gépen egy parhuzamos irdssal megoldhatjuk. De egy &ltalanos rogzitett
Osszekotottségli halézatban a probléma gyakran igen bonyolult. Tipikusan a be-
menet egy bizonyos sorrendben keriil a processzorokhoz, és a kimenetnek Ggy-
szintén egy el6re megadott sorrendben kell megjelennie. Csupdn egy ilyen sor-
rend dtrendezés néha tobb PPR-t igényelhet. Ezért birmely nem trividlis rogzitett
Osszekotottségli haldzati algoritmus tervezéséhez sziikség van PPR-ekre. Ez az

egyik 1ényeges kiilonbség a halézati és a PRAM algoritmusok k&zott.



3.2. Csomagiranyitas 123

Egy csomagirdnyitdsi algoritmus legfontosabb jellemz&i a [épésszdma (&),
amig az utolsé csomag is eléri a céljat, és a vdrakozdsi sor hossza (%), ami az egy
processzorndl maximadlisan varakoz6 csomagok szdma. A sor lehetséges hosszat
alulrél korlatozza az egy processzortdl induld, valamint az egy processzorhoz ér-
kez$ csomagok maximadlis szdma. Feltételezziik, hogy a csomag nemcsak a kiil-
dendd informdciét tartalmazza, hanem a kiild6 és a célprocesszor azonositojat
is. Egy csomagirdnyitdsi algoritmus bemend adatai a csomagok induldsi helye és
célja, valamint a haszndlni kivant elsébbségi szabdly. Egy csomag utazdsinak 1é-
pésszama az indulds és a cél kozott megtett 1t €s a sorokban eltoltétt varakozas

hosszitdl fiigg.

3.1. példa. 4 csomag iranyitasa

Tekintsiik az a, b, ¢, d csomagokat a 3.4, dbra (a) részén. A rendeltetési he-
lyliket az 4bra (g) része mutatja. Haszndljuk a FIFO els6bbségi szabdlyt, ahol
holtverseny esetén onkényesen dontsiink valakinek a javdra. A csomagok a le-
hetd legrovidebb tton kozlekedjenek. A ¢ = 1 sorszdmu 1épésben minden csomag
eggyel kozelebb keriil a céljdhoz. Ennek eredményeként az a és a b ugyanazon a
ponton vannak, tehdt a + = 2 sorszdmau I€pésben valamelyiket varakoztatni kell.
Mivel mindketten egyszerre érkeztek, ezért ez egy holtverseny. Onkényesen don-
tiink, ezért nyerjen mondjuk a. Ugyanebben a lépésben még ¢ és d is csatlakozik
b-hez. A kovetkezd 1épésben b fog tovabbmenni, mivel § el6bb érkezett, és ezért
clsébbsége van a tobbihez képest. A negyedik 1épésben ¢ és d holtversenyben
kiizd a tovdbbhaladasért. Legyen d a gy®ztes, aki tovdbb haladhat. Tovdbbi két
lépésben c is eljut a céljdba. Ekkorra minden csomag megérkezett.

A c csomagnak négy élen kellett dtutaznia, és két alkalommal vart, azaz a
1épésszam 6, mivel ¢ utazott a legtovabb. Vajon mds elsébbségi szabdlyt haszndlva
csokkenhet a 1épésszdm? Jatsszuk végig az el6z6 példat az FDF szabéllyal. Ekkor

a lépésszam 5 lesz. o
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3.4. abra. Példa csomagirdnyitdsra

3.2.1. Csomagiranyitas lancon

Egy lancon, mivel az 6sszekotottség kétirdnyd, a processzor egyszerre kiildhet és
fogadhat a szomszédjaitdl izeneteket. Ennek kovetkeztében két ellentétes irdnyud
csomagldnc nem zavarja egymdst. Ebben a részben megmutatjuk, hogy a PPR
lancon megoldhat6 legfeljebb p — 1 1épésben. Vegyiik észre, hogy a legrosszabb
esetben legaldbb p — 1 1épés kell, hiszen ez a lehet6 legnagyobb tévolsig két pro-
cesszor kozott. Lancon PPR-en kiviil vizsgdlunk még néhany 4ltalanosabb cso-

magirdnyitési feladatot is.
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3.2. példa. Fiiggetlen csomagaramok

A 3.5l dbrdn a balrdl jobbra haladé csomagokat korokkel, a jobbr6l balra ha-
ladé csomagokat pedig pipaval jeloltiik. feltessziik, hogy a balra halad6 csomagok
célja Py, a jobbra haladé csomagoké pedig P,. Példdul az a és b csomagoknak
egyidejiileg van sziiksége ugyanarra az élre, amikor az els6 1€pést megteszik (el-
lenkezd iranyban). Mivel az élek kétiranydak, nincs verseny, a csomagok hasznal-
hatjdk egyszerre az élet. Mivel a Py processzortdl indulé csomagnak p — 1 élen
kell keresztiil haladnia, ezért a célba éréshez legaldbb p — 1 1épésre van sziiksége.

L)

oo Vb b A e
| VY \ VY \ N \ \ VY \ ‘p

.

3.5. abra. A jobbra és balra halad6 csomagdramok fiiggetlenek

Tegyiik fel, hogy egy p processzorbdl 4llé lancban minden processzor leg-
feljebb egy lizenetet kiild, az lizenetek célja tetszSleges lehet. Tovabbitsuk a cso-
magokat a célprocesszorokhoz. Ezt a feladatot egy kezddcsomagos feladatnak (%)

nevezzik.

3.3. lemma. (Egy kezddcsomagos feladat.) Az egy kezddcsomagos feladat egy p-

processzoros ldncon megoldhaté legfeljebb p — 1 lépésben.

Bizonyitas. Minden g iizenetet kiildhetlink a kezd$ és a végpont kozotti legrovi-
debb uton. Tekintsiik csak azokat az iizeneteket, amelyek balrdl jobbra utaznak,
hiszen a jobbrdl balra utazdkat teljesen hasonléan fiiggetleniil vizsgalhatjuk. Ha g
a P; processzortdl indul és P; felé tart, akkor j—ilépésben éri azt el, hiszen sosem

kell varakoznia egy masik {izenetre. A leghosszabb ilyen 1t 1-t8l p-ig vezet, ezért
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p — 1 felsd korlat a 1épésszdmra. Az egy cstcsba kiildott csomagok maximalis

szdma jellemzi az algoritmus vdrakozdsi sordnak hosszit. |

Adott egy p processzorbdl 4116 lanc. A P; processzor k; (0 < k; < p) lizenetet

zp:ki =p. (31)
i=1

Nincs két olyan lizenet, amelyeket azonos processzorhoz kellene kiildeni. Tovab-

akar kiildeni és

bitsuk a csomagokat a célprocesszorokhoz. Ezt a feladatot egy célcsomagos fela-

datnak (%) nevezziik.

3.4. lemma. (Egy célcsomagos feladat.) Ha az FDF elsébbségi szabdlyt haszndl-
Juk, akkor az egy célcsomagos feladat egy p-processzoros ldncon megoldhato leg-

feljebb p — 1 lépés alatt.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ iizenet P;-bdl P;-be megy. Az 4ltaldnossidg meg-
szoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a csomag balrél jobbra halad. A jobbrél balra
haladé csomagoktél eltekinthetiink hasonlé okok miatt, mint az el6z6 lemmandl.
Minden csomag a lehetd legrovidebb tton halad, ami a mi esetlinkben j — i 1é-
pést jelent. Ne feledkezziink meg azonban azokrél a csomagokrol, amelyek j-nél
nagyobb index{i processzorokhoz utaznak, mivel ezek (és csak ezek) megvéra-
koztathatjdk g-t. Ezen csomagok szdma legfeljebb p — j. Jelolje ki, ko, ..., kj_q
a kezdeti allapotban rendre a Py, Pp, ..., Pj_q processzortdl indulé ilyen cso-
magok szdmat. Jelolje m minden [épés utdn azt az indexet, melyre k,—1 > 1, és
ham < s < j, akkor kg < 1. Nevezziik a ky, kys1,...,kj—1 sorozatot szabad
sorozatnak (%).

Vegyiik észre, hogy az elkovetkez6kben a szabad sorozatban egyik csomag
sem fog varakozni. Ezenfelill minden egyes 1épésben legalabb egy csomag csatla-
kozik a szabad sorozathoz.

A3.6. dbra egy szabad sorozatot mutat. Az dbrdn a szdmok a megfelel6 pro-

cesszorokndl (melyeknek csak az indexe szerepel az dbrdn) 1évé csomagok szdmat
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mutatjdk. Példdul a nulladik 1é€pésben (r = 0) 1épésben P;-nél 3 csomag van €s 1,
0, 1, 1 a szabad sorozat. A kovetkezd 1épésben (r = 1) egy, majd az azt kovetd

1épésben (¢ = 2) 4 Gj csomag csatlakozik a szabad sorozatban 1év6 csomagokhoz.

i J
L e e B =0
2 3 0 0 3 1 0 1 1
1 J
S e e L A =
1 3 1 0 2 1 1 0 1 1
\ | | | | | | b | =2

3.6. abra. Szabad sorozat

Igy legfeljebb p — j 1épés utdn minden olyan csomag csatlakozott a szabad
sorozathoz, amely miatt g vdrakozdsra kényszeriilhet. Ezt a helyzetet mutatja a
3.7. dbra; a g csomagnak a legfeljebb p — j 1épésnyi varakozason feliil j — i 1épést

kell tennie, ezért legfeljebb p — i 1épés utan célba ér.

tavolsag késleltetés

3.7. abra. A 3.3. lemma bizonyitasanak szemléltetése

A jobbrél balra haladé csomagok esetében hasonléan belathatd, hogy legfel-

jebb i — 1 1épésben megérkeznek a rendeltetési helylikre. [
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Most definidljuk az dltaldnos csomagirdnyitdsi (%) feladatot. Tételezziik fel,
hogy egy p processzoros ldncon tobb csomag szdrmazhat egy processzortdl és
t6bb csomagot kiildhetiink egy processzorhoz. Tovdbba a Py, Pa,..., P; (j =
1, 2, ..., p) processzoroktdl dsszesen indulé csomagok szdma nem tébb, mint
j + f(p), p valamely rogzitett f(p) fliggvényére. Tovabbitsuk a csomagokat a

célprocesszorokhoz.

3.5. lemma. (Altaldnos csomagirdnyitdsi feladat.) Ha a FOF els6bbségi szabdlyt
haszndljuk, akkor az dltaldnos csomagirdnyitdsi probléma megoldhaté p + f(p)

lépésben.

Bizonyitas. Legyen g egy P;-b8l P;-be utazé iizenet, ahol i < j (a j > i eset
hasonléan kezelhetd). A g csomag legfeljebb i + f(p) csomag miatt virakozhat,
hiszen csak ennyi csomag érkezhet tavolabbrol €s lehet ezért nagyobb prioritdsa.
Ha g minden egyes ilyen csomag miatt legfeljebb egyszer kényszeriil varakozni,
akkor az 0sszes varakozasi 1€pésszdma legfeljebb i + f(p). Ha azonban valamely
r csomag mondjuk kétszer varakoztatja meg g-t, ez azt jelenti, hogy r varako-
zésra kényszeriilt egy madsik, nagyobb prioritdsi csomag miatt, ami sosem fogja
g-t megvdarakoztatni. Emiatt g varakozasa legfeljebb i + f(p) lehet. Mivel g — nak
mdr csak j — i 1épést kell megtennie, ezért legfeljebb j + f(p) 1épés kell g helyre

szallitdsahoz. Az Gsszes csomagra ez a 1épésszam legfeljebb p + f(p). [ ]

3.6. példa. A 3.5/lemma bizonyitasianak szemléltetése

A 3.8, dbra mutatja a3.5. lemma bizonyitdsdnak menetét (a processzoroknak
itt is csak az indexe szerepel). A példdban 8 csomag van: a, b, c, d, e, f, g, h.
Vizsgdljuk a g csomagot. Ezt a csomagot a tobbi 7 csomag késleltetheti. A g cso-
mag a ¢t = 9 sorszdmii 1épésben éri el céljat. Megtett utjanak hossza 2, késleltetése
7. Az dbra nem mutatja azokat a csomagokat, amelyek a P; csicsban keresztezték

egymdst. o
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3.8. abra. A 3.5 lemma bizonyitasat illusztral6 példa

3.2.2. Egy moh¢ algoritmus a PPR megoldasara racson

Egy PPR probléma megolddsihoz egy +/p X +4/p = a X a méretii rdcson egy
iizenetnek az (1, 1) csticsbdl az (a, a) csicsba széllitdsdhoz legaldbb N(n, a’,P) >
2(a—1) 1épésre van sziikség. EzEért 2(a—1) egy alsé korlat bAirmely csomagirdnyitoé
algoritmus 1épésszamanak legrosszabb esetét vizsgdlva: W(n, a*, A)>2a-1).

Egy egyszer(i PPR algoritmus, amely felhasznélja a ldncokndl ismertetett cso-
magirdnyitdsi algoritmusokat, a kovetkez6. Legyen g egy tetszbleges csomag,
amelyet a P; ; processzortdl a Py, indexiinek kell elkiildeni. Az csomag az elsd
fazisban a j-edik oszlop mentén a k-adik sorig halad a legrévidebb tton. A maé-
sodik fazisban a k-adik sor mentén a legrovidebb tton az [-edik oszlophoz elérve
a csomag megérkezett a rendeltetési helyére. Egy csomag azonnal megkezdheti a
masodik fazist az elsd befejezése utdn, nem kell semmi mésra varnia.

Az elst fazis legfeljebb a — 1 1épésben elvégezhetd, mivel ai3.3. lemma alkal-
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mazhaté. A masodik fazis a 3.5l lemmabdl kovetkezben nem tart a — 1 1€pésnél
tovébb. Igy az algoritmus 1épésszama legfeljebb 2(a — 1), ami az elméleti alsé
korlat, azaz az algoritmus abszoliit optimdlis.

De van egy komoly hatranya ennek az algoritmusnak, mégpedig az, hogy a
vérakozdsi sor hossza 5. Nézziink erre egy példat. Legyen a csomagirdnyitdsi
probléma olyan, hogy az els6 oszlop minden csomagjét a 5-edik sorba kelljen
szdllitani. Egy ilyen PPR esetén a (3, 1) index{i processzor minden lépésben két
csomagot kap. Mivel mindkettd ugyanazt a kommunikdcids vonalat szeretné hasz-
ndlni, ezért az egyik a vdrakozdsi sorba keriil. Ez megismétl6dik egészen a 5-edik
lépésig, mikor is 5 csomag lesz az (5, 1) processzor vdrakozasi sordban.

Ezt a helyzetet mutatja al3.9. dbra.

(1,0 (1. vP)
@ S
.0 G D
C D
(v D) (VP VP)

3.9. abra. A moh¢ algoritmusnak hosszu sorra van sziiksége

Az idedlis olyan algoritmus lenne, amelynek O(1) méretli varakozdsi sorra
van sziiksége (vagy legaldbb olyan algoritmus, melyre az f(p) fiiggvény lassan

nd, mint példdul a 1g p).
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3.2.3. Egy kis varakozasi sort hasznal6 véletlenitett algo-
ritmus ()

A kétfazisti moho algoritmus moédosithaté a véletlenités segitségével ugy, hogy
csak O(lg p) méretii vdrakozdsi sort haszndljon. Az 4j HARoM-FAzisG algoritmus
harom fézisd és a 1épésszdma 3a + o(a). Ebben az algoritmusban a harom fazis
teljesen elkiiloniil, azaz egy fazis csak akkor kezdédhet el, ha az el6z6 fazist mar
minden csomag befejezte. Ez a megszoritds egyszer(ibbé teszi az elemzést

Legyen g egy tetszleges csomag, amelyet P; ;-t8l Py ;-hez kell tovabbitani.

1. fdzis. A q csomag valaszt egy véletlen Py ; processzort starthelyének osz-
lopédban és a legrovidebb tton eljut oda.

2. fazis. A g csomag az i’. sor mentén tovabbitédik a Py ; processzorhoz.

3. fazis. Végill g — az [. oszlop mentén haladva — eléri rendeltetési helyét.
3.7. tétel. A HARoM-FAZISU algoritmus befejezddik 3 \[p + O(p'*1g p) lépés alatt.

Bizonyitas. A 3.3\ lemma alkalmazdsabdl adodik, hogy az els6 fazis legfeljebb a
lépésben befejezddik, mivel egyetlen csomag sem kényszeriil varakozdsra.
Tegyiik fel, hogy egy csomag a mdsodik fézist a Py ; processzorndl kezdi. Az
dltalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a csomag jobbra mozog. A Py ;
processzortdl indulé csomagok szdma ennél a 1épésnél egy binomidlis eloszldsi

valészintiségi valtozé

B (a, l) (3.2)

a

paraméterekkel. Azért ennyi, mert a csomag van a j-edik oszlopban és mindegyik
% val6sziniiséggel keriil Py ;-hez az elss fazis végén. Ezenfelill a mdsodik fazis
kezdetén a Py 1, Py, ..., Py ; processzoroktdl indulé csomagok szdma szintén

binomialis eloszlasd

B( ja, l) (3.3)
a
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paraméterekkel. (Felhaszndltuk azt a tényt, hogy B(ni, x) + B(ny,x) = B(n; +
ny, x).) Ennek a valtozénak a vdrhat6 értéke j. A Csernov-egyenlStlenséget fel-
hasznalva ez a szdm > 1—p~~! val6szintiséggel legfeljebb j+3ap'/* In p minden
a > 1 szamra. gy ez az érték j + (p'/*1g p). A 3.3. lemmét alkalmazva most azt
kapjuk, hogy a masodik fazis a + O(p'/* 1g p) 1épésben befejezddik.

A harmadik fazis elején barmely oszlopban akdrmelyik processzortdl legfel-
jebb a csomag indul és legfeljebb egy csomag érkezik. Ezért a 3.5\ lemmanak

megfelelden a harmadik fazis legfeljebb a 1épést igényel. [ ]

3.3. Alapfeladatok

Ebben az alfejezetben négy alapfeladat megolddsat mutatjuk be: iizenetszérds,
prefixszdmitds, adatkoncentricié €s ritka rendezés. Egy a X a méretli rdcson mind
a négy feladat megoldhat6é O(a) 1épésben.

Mivel egy lizenet a négyzetracs egyik sarkdbdl csak d = 2(a — 1) 1épésben
juthat el az 4tellenes sarokba, ez a szdm a 1épésszdm alsé korldtja az el&bbi felada-
tokra, és legrosszabb esetben szitkség van az dtellenes sarokban 1év6 processzorok
kozti kommunikicidra. A d szdm a négyzetrics dtmérdje (&).

A k-k irdnyitdsi probléma (%) a kdvetkez8. A hdlézat barmely processzoratdl

barmely mésikhoz legfeljebb k csomagot kell elkiildeni.

3.3.1. Uzenetszoras

Az iizenetszordsi feladat szerint a hdlézat megadott processzoratol tlizenetet kell
eljuttatni megadott célprocesszorokhoz (rendszerint az 6sszes tobbi processzor-
hoz).

Legyen L egy p processzoros lanc és legyen M egy iizenet, amelyet a P

processzornak kell elkiildenie a tobbi processzorhoz. A feladat megoldhaté olyan
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egyszertien, hogy P; elkiildi az iizenetet P,-nek, az tovabb kiildi P3-nak és igy
tovabb. Ekkor az iizenet p — 1 1épésben eljut a legtavolabbi processzorhoz, P,-
hez. Mivel a lanc datmérbje p — 1, ez a lehetd legkisebb 1épésszam.

Egy a x a méretd négyzetricsban az iizenetkiildést két fazisban valésithatjuk
meg. Az els6 fazisban az lizenetet kiild6 P; ; processzor eljuttatja iizenetét az i-
edik sor minden processzordhoz. Ezutdn a masodik fazisban az i-edik sor minden
processzora eljuttatja az lizenetet a vele azonos oszlopban 1évS processzorokhoz.
Ez 6sszesen legfeljebb 2(a — 1) 1épést vesz igénybe.

Formalizaljuk allftdsunkat.

3.8. tétel. Egy p processzoros ldncon az iizenetszords p — 1 = O(p) lépés alatt
elvégezhetd. Egy a X a méretii rdcson az lizenetszords 2(a — 1) = O(a) lépésben

elvégezhetd.

3.9. példa. Uzenetszoras racson

A3.10l dbra egy 4 x4 méretli négyzeten valé lizenetszords két fazisat mutatja.
Az iizenetek a P; 3 processzortol indulnak és az els6 fazisban eljutnak a P> 1, P22
és P4 processzorokhoz. A masodik fazisban a mdsodik sor processzorai mind
felfelé, mind lefelé elkiildik az M iizenetet. Az iizenetszOrds a legrosszabb esetre

jellemzd 6 1épés helyett mar 4 1épés alatt befejezédik. o

3.3.2. Prefixszamitas

A misodik fejezetben tobb algoritmust ismertettiink, amelyek kiillonb6zd parhu-
zamos gépeken megoldjak a prefixszamitasi feladatot. Most lancon és négyzeten

alkalmazhat6 algoritmusok kovetkeznek.
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Ly @2 @3 14 LD @2 (L3 (14
) )

- || —»
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“4D 42 @3 @4 @D 42 @3 @4
1. fazis 2. fazis

3.10. abra. Uzenetsz6rds négyzeten

3.3.2.1. Prefixszamitas lancon

Tegyiik fel, hogy az £ lanc P; (i = 1, 2, ..., p) processzordnak sajat memoridja-
ban van az x; elem, és a szamitds végén a P; processzor memoridjdban lesz az y;
prefix.

El6szor nézziink egy naiv algoritmust.

LANc-pPREFIX(X, Y) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: 1anc
Bemenet: X = x1, x2, ..., xp (az Osszeadando elemek)

Kimenet. Y = y1, y2, ..., yp (a prefixek)

01 P;in parallelfor 1 <i<p

02 if i = 1 then
Py az els6 1épésben elkiildi
x1-et Pr-nek

03 if i = p then
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Pp, a p-edik 1épésben kap egy

elemet (z,-1-et)

P1-t8l, kiszamitja és

tarolja z,-1 @ xp-t

04 ifi#1Ai+nthen

P; az i-edik 1épésben
kap egy elemet (z;_1-t)
P;_1-t8l, kiszdmitja

és tarolja z;_ ® x;-t

Kozvetleniil adédik ennek az algoritmusnak a 1épésszdma.

3.10. tétel. A LANC-PREFIX algoritmus egy ldncon O(p) lépésben hatdrozza meg p

elem prefixeit.

Mivel egy soros processzorral p elem prefixei O(p) 1€pésben meghatdrozha-
t6k, ugyanakkor W(p, p, LANC-PREFIX) = p?, ezért LANC-PREFIX nem munkahaté-
kony.

Hasonl6 algoritmus alkalmazhat6 négyzeten is. Tekintsiink egy a X a méret(
négyzetet. Sziikségiink van a processzorok egy indexelésére (%). llyenek a sorfoly-
tonos (&), az oszlopfolytonos (&), a kigyoszerii sorfolytonos (&) és a blokkonként
kigvoszerii sorfolytonos indexelés ().

A blokkonként kigydszerlien sorfolytonos indexelésnél a racsot megfeleld
méretli kisebb blokkokra bontjuk, és a blokkokon beliil alkalmazzuk valamelyik
indexelést.

A négyzeten val6 prefixszdmitis 3 fazisra oszthatd, melyekben a szdmitasokat
minden fazisban vagy csak soronként, vagy oszloponként végezziik. Az alabbi

NEGYZETEN-PREFIX algoritmus sorfolytonos indexelést alkalmaz.

NEGYZETEN-PREFIX(X, Y) pdrhuzamos eljdrds
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Szdmitdsi modell: négyzet
Bemenet: X = (x1, x2, ..., Xp) (az 0sszeadando elemek)

Kimenet. Y = (y1, y2, ..., yp) (a prefixek)

01 S;in parallelfor 1 <i<a

02 call LANc-PrEFIX(S;, X[{], Y[i])

03 Oj in parallel for call LANc-PREFIX(O;, Z[i])

04 P;,in parallel forl < j<a-1

05 elkiildi a kiszamolt prefixet P, ,-nak
06 S;in parallelfor 1 <i<a-1

07 call UZeNET-SZ6R()

08 P;jinparallelfor 1 <i<a-1,1<j<a

09 kiszamolja és tarolja z; , ® yit1,j-t

10 kiszamitja és tarolja z;_1 @ x;-t

A 1épésszam a kovetkezd.

3.11. tétel. A NEGYZETEN-PREFIX algoritmus a X a méretii négyzeten sorfolytonos

indexeléssel 3a + 2 = O(a) lépésben elvégzi a prefixszamitdst.

3.12. példa. Prefixszamitas 4 x 4 méretii négyzeten

A3.11. abra (a) részén 16 rendezendd szam lathatd. Az elsd fazisban minden
sorban kiszamitjuk a prefixeket — az eredményt a (b) rész mutatja. A mdsodik
fazisban csak a negyedik oszlopban szdmolunk — az eredmény a (c) részen l4thaté.
Végiil a harmadik fazisban aktualizdljuk a prefixeket — az eredményt a (d) rész

mutatja. o



3.3. Alapfeladatok 137
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3.11. abra. Prefixszamitas négyzeten

3.3.3. Adatkoncentracio

Tegylik fel, hogy egy p processzoros hélézatban d < p adat van — processzoron-
ként legfeljebb egy. Adatkoncentrdcio az a feladat, hogy az adatokat egyesével
helyezziik el az els6 d processzorndl. Lanc esetében az adatokat a Py, Ps, ..., Py
processzorokhoz kell mozgatni. Récs esetében tetszés szerinti indexelés alkalmaz-

hato.

3.13. tétel. Az adatkoncentrdcic ldncon legfeljebb 2p lépésben, axX a méretii négy-

zeten 6a + O(p'1*) lépésben megoldhato.

3.3.4. Ritka rendezés

Ha a rendezendd kulcsok szdma lényegesen kisebb, mint a rendezd héalézat mé-

rete, akkor ritka leszdmldilo rendezésrdl (%) beszéliink.
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RiTkA-RENDEZ(X, Y) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: négyzet
Bemenet: X (arendezendd kulcsok)

Kimenet: Y (a rendezett kulcsok)

01 P;in parallelfor 1 < j<a
Szorja a k; kulcsot a j-edik oszlopban
02 P;in parallelfor 1 <i<a
Szérja a k; kulcsot az i-edik oszlopban
03 P;in parallelfor 1 <i<a
Kiszamitja k; rangjat az i-edik sorban
prefixszamitdst végezve
04 P;in parallelfor 1 < j<a
Elkiildi a k; kulcs rangjét P; j-nek
05 P,in parallelfor 1 <r <a

az r rangu kulcs elkiildése a P, processzorhoz

3.14. tétel. (Rendezés négyzeten.) Ha a rendezendd kulcsok szdma legfeljebb a,
akkor a RITKA-RENDEZ algoritmus rendezés egy négyzeten O(a) lépés alatt befeje-
70dik.

3.15. példa. 4 kulcs rendezése egy 4 x 4 méretii négyzeten

A 3.12. dbra mutatja a (8,5,3,7) kulcssorozat rendezését egy 4 X 4 méreti
négyzeten. Az dbra (a) részében a bemend adatok l4thaték (a processzorok els6
sordndl). Az els6é 1épésben az algoritmus az oszlopokban szérja az iizenetet (a
Jj-edik oszlopban k;-1): az eredményt a (b) részen latjuk. A masodik 1épésben so-

ronként szérjuk az tizeneteket (az i-edik sorban k;-t) — az eredmény a (c) részben
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lathats. A 3. és 4. 1€pés utdni helyzetet — amikor a kulcsok és rangjaik az els6

sorban vannak — tiikr6zi a (d) dbrarész. Az (e) részben a kulcsok mar rendezve

vannak a processzorok elsd sordban. .
—3—F 5—3 8;5—58—38—78
5 3 7 85553575
5—3—7 83533373
5 3 7 8757 37 77
(@) () (c)
84523173 35

(d) (e

3.12. abra. Ritka leszamlal6 rendezés négyzeten

3.4. Kivalasztas

A masodik fejezetben mar foglalkoztunk a specidlis és altalanos kivalasztasi fela-
dat megoldasara alkalmas PRAM algoritmusokkal.

Négyzeten két vdltozatot vizsgdlunk. Az egyikben feltételezziik, hogy a kul-
csok é€s a processzorok szdma megegyezik. A mdsodik véltozat szerint a pro-
cesszorok szama kisebb, mint a kulcsok szama. Ha a szamit4si modelliink PRAM,
akkor az els6 feladatot megoldé algoritmus €s a lassuldsi tétel segitségével olyan

algoritmust kaphatunk, amely hasznositja az elvégzett munkat. Rdcsokra azonban
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nem ismert ilyen dltaldnos, a lassuldsra vonatkoz6 allitas. Ezért a masodik esetet

kiilon kell kezelni.

3.4.1. Véletlenitett algoritmus az p = n esetre (x)

A pérhuzamos gépre javasolt HATEKONY-KIVALASZT algoritmus mddosithaté ugy,
hogy négyzeten is munkahatékony legyen — igy kapjuk a NEGYZETEN-HAT-KIVALASZT
algoritmust.

Erre az algoritmusra érvényes a kivetkezd allités.

3.16. tétel. A NEGYZETEN-HAT-KIVALASZT algoritmus p kulcs esetében egy négyzeten

O(a) lépésben megoldja a kivdlasztdsi feladatot.

Bizonyitas. A fokozat a while ciklus magjanak egyszeri végrehajtdsa. Korabban
megmutattuk, hogy az algoritmus O(1) fokozat alatt véget ér.

A HATEKONY-KIVALASZT algoritmus elsd szakasza racson O(1) [épést igényel. A
2-5. 1épésekbdl 4ll6 szakaszban leirt prefixszamitas O(a) 1épés alatt befejezddik.
A 2-6. 1épésekben végzett adatkoncentrdcichoz a 3.11. tétel szerint elég O(+/p)
1épés. A 3. és 6. szakaszban végzett ritka rendezéshez szintén elég O( V(p)) 1épés.
A 4. és 6. szakaszban végzett kivdlasztas konstans 1épésben elvégezhetd, mivel

rendezett sorozatbdl kell valasztani. [ ]

3.4.2. Véletlenitett algoritmus a p < n esetre (x)

Tegyiik fel, hogy kevesebb processzorunk van, mint kulcsunk. Ha feltessziik, hogy
alkalmas ¢ > 1 konstanssal teljesiil n = p¢, akkor a HATEKONY-KIVALASZT algorit-
mus ennek a feladatnak a megolddsara is dtalakithato.

Minden processzor ’E’ kulccsal kezd. A while utasitds feltétele N > D lesz
(ahol D egy élland6). A masodik 1épésben a processzorok minden hozzdjuk tar-

tozé kulcsot W valészintiséggel veszik a mintdhoz. Ezért ez a 1€pés zﬂ? id6t
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sz

vesz igénybe. A mintdban 1év8 kulcsok szdma ON'/3¢ = o( v/P). A harmadik
1épés viltozatlan és O(+/p) 1d6t vesz igénybe. Mivel a mintdban csak O(N'/3¢)
kulcs van, a negyedik 1épésben O(+/p) id0 alatt koncentrdlhatok €s rendezhetdk.
Az btodik 1€pés O(+/p) ideig tart, a hatodik és hetedik ugyancsak. fgy minden
fokozat O(:—; + /p) ideig tart.

Ennek az algoritmusnak a lépésszamara vonatkozik a kdvetkezd tétel.
3.17. tétel. Ha ¢ > 1 dllando és n = p°, akkor az n kulcs kiziil torténd kivdlasztds

egy négyzeten O ((% + /D) lglg p) lépésben elvégezhetd.

Bizonyitas. A 2.3. lemmabdl kdvetkezik, hogy az egyes fokozatokat taléls kul-

csok szama legfeljebb

2aN'=18) \flg N = O(N'=1/%9) \fig N, (3.4)

ahol N az €16 kulcsok szama az adott fokozat kezdetekor.

Ebbél adédik, hogy az algoritmusnak csak O(lg lg p) fokozata van. [

3.4.3. Determinisztikus algoritmus a p < n esetre

Az algoritmus alapja, hogy az elemeket példaul 6t6s csoportokra bontja, minden
csoportnak meghatdrozza a medidnjat, majd kiszamitja ezen medidnok M medidn-
jat. Ezutdn meghatdrozzuk M rangjat (rys), majd az i < ry Osszehasonlitds ered-
ményétdl fliggben elhagyjuk az M-nél nagyobb, illetve nem nagyobb elemeket.
Végiil a megmaradé kulcsok koziil rekurzivan kivédlasztjuk a megfelel6t.

Amikor ezt az algoritmust hdlézatban hajtjuk végre, akkor célszer(i arra to-
rekedni, hogy a kulcsok egyenletesen legyenek a processzorok kozott elosztva.
Ennek érdekében a medidnok M medidnjat stlyozassal szdmoljuk: minden cso-

portot az elemszdmanak megfeleld sillyal vesziink figyelembe.
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Legyen X = ki, ks, ...,k, egy kulcssorozat, és legyen w; a k; kulcs stlya,

tovabba legyen a stlyok 6sszege W:

W= Z wi. (3.5)

i=1

Ekkor az X sorozat siilyozott medidnja (%) az a k; € X kulcs, amelyre

w
Wi, > E (36)
Km€X, kon<k;
és
w
D owy > 5 (3.7

km€X, km>k;

3.18. példa. Siulyozott médian meghatarozasa

A sulyozott médidn meghatdrozdsdnak egyik mdédja, hogy rendezziik a kul-
csokat, €s az igy kapott X" = k|, k}, ..., k, kulcssorozathoz tartozé6 W’ =
wi, wh, ..., w, rendezett stlysorozatnak meghatdrozzuk a legkisebb olyan pre-
fixét (az 0sszeadds a miivelet), amely mér legaldbb % Legyen X =1,3,5,6,4,2
és a megfeleld sulyok legyenek 1, 2, 3,4, 5, 6. Ekkor W =21, W =1,6,2,5, 3,
4 és aprefixek 1, 7,9, 14, 17, 21. Mivel 14 a legelsé megfeleld prefix, ezért X —

W-vel stlyozott — medidnja 4 (és ennek silya 5). o

DET-NEGYZETEN-KIVALASZT(K1, ko, . . . , kp, T) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: négyzet
Bemenet: K = ki, ...,k (akulcsok)

Kimenet: i (a kivdlasztott kulcs indexe)

01 N:=0
02 if Ig ;; <lIglg p then

Minden processzor rendez
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03 else
Minden processzor felosztja a kulcsokat 1g p egyenld
részre gy, hogy a kulcsok minden részben
legfeljebb akkordk, mint a t6le jobbra 1év6 részben.
04 while N > D
05 P, in parallel for 1 <g < p
P, meghatdrozza a néla 1év6
kulcsok medidnjat. Legyen M, a
médidn és N, a P,-ndl
maradé kulcsok szdma (1 < g < p).
06 Meghatdrozzuk My, M3, ... M, silyozott medidnjit ugy,
hogy M, stlya N,. Legyen M a sulyozott médidn.
07 Meghatdrozzuk M rangjat a maradék kulcsok kozott
(legyen ez ry) és ezt a rangot szétszorjuk.
08 if i < ry, then eltavolitunk minden kulcsot,

amely M-nél nagyobb.

09 Kiszamitjuk és szoérjuk az eltavolitott kulcsok E szamat.
10 if i > ry, then
11 i=i—E; N:=N-FE

12 A kimenet k;, az i-edik legkisebb kulcs

3.19. példa. Kivalasztas 3 X 3 méretii racson

A 3.13. abra determinisztikus kivalasztast mutat be. a

A 1épésszdm a kovetkez6.

3.20. tétel. (Kivdlasztds négyzeten.) DET-NEGYZETEN-KI-VALASZT 1 kulcs koziil a X a

méretii négyzeten O (% lglgp)+alg n) lépésben megoldja a kivdlasztdst.
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Processzor  (1,1) (1,2) (1,3) (2,1) (22) (23) 3,1) 32) (3.3)

1118 21 @ 24 19 @ 1
2 17 7 4 8 13
3 5 27 25 @ 23 2 @

l A siilyozott médidn 14.

11 o - 12 - (3
@@@ @69D ©

é

l A stlyozott médidn 5.

am - w - 2 @© - ® B
@ ©

l A stlyozott médian 8.

A viélasz 8.

3.13. abra. Determinisztikus kivdlasztas 3 X 3 méretd négyzeten

3.5. Osszefésiilés

A miésodik fejezetben tobb algoritmust is elemeztiink, amelyek PRAM segitségé-

vel oldottdk meg az Osszefésiilési feladatot.

3.5.1. Rangon alapulé osszefésiilés lancon

A RaNGsoroL rangsoroldsi algoritmus dtalakithaté 4gy LANCON-OsSZEFESUL algo-
ritmussd, hogy a 1épésszama lancon linedris legyen. Legyen L egy p processzoros

lanc. A bemend sorozatok legyenek X1 = k1, ko, ...,k €8 Xo = kyys1, kimaos -« 5 ko
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Kezdetben a P; processzorndl két kulcs van: k; és k;ip,.
A 3.14. dbra mutatja, hogyan utaznak a ¢; szdmlalét tartalmazé csomagok,

amelyek végiil visszatérnek a P; processzorhoz.

3.14. abra. Kulcsok rangjanak szamitdsa

3.21. tétel. (Rangsoroldsos dsszefésiilés lancon.) Két p hossziisdgii rendezett so-

rozat egy p processzoros ldncon O(p) lépésben dsszefésiilhetd.

3.5.2. Paratlan-paros osszefésiilés lancon

3.22. tétel. (Pdros-pdratlan osszefésiilés ldncon.) Két m hossziisdgi sorozat egy

2m processzoros ldncon O(m) lépésben osszefésiilheto.

3.23. példa. Két 4 hosszasagu sorozat osszefésiilése 8 processzoron

A 3.15. dbra mutatja, hogyan fésiili dssze az algoritmus a rendezett (3,5,6,8)
és (1,4,2,7) sorozatokat egy 8 processzoros lancon. Az 4bra (a) része a bemend
adatokat mutatja. A (b) rész a bemené sorozatok paros és paratlan index{i eleme-
ket tartalmazé részsorozatokra valé felbontdsat mutatja. A (c) rész az P, és Q)
sorozatok felcserélésével kapott dllapotot tiikkrozi.

A (d) abrarész a P és P;, valamint a Q; és Q> sorozatok (rekurziv) 0sszefé-

siilésével kapott sorozatokat tartalmazza. A kovetkezd két dbrarész az 6sszekeve-
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réssel kapott sorozatot, illetve a cserél6-6sszehasonlitdssal kapott végeredményt

dbrizolja. o

(a) (b) (©
568 1+427 3658 1+427 36 1+45827
Py £ P E, P E, P E,

3462578 1235471768 23456738
(d) (e) )

3.15. abra. Paratlan-péros 0sszefésiilés lancon

3.5.3. Paratlan-paros osszefésiilés négyzeten

Ebben a szakaszban négyzet a szamitdsi modell. Feltessziik, hogy a 2 hatvdnya

€s a bemend adatok két részre osztva, a|3.16. dbra (a) részének megfelelden ki-

gvoszeriien (%) helyezkednek el az 1, 2,..., §,illetve az § + 1, §+2, ..., a
oszlopindex( processzorok helyi memoéridjaban. Mindkét rész a oszlopbdl és 5
sorbol allé adatkigyo ().

Ennek a két rendezett sorozatnak az Osszefésiilésére alkalmas a kovetkezd

algoritmus.

NEGYZETEN-PP-FESUL(p) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: négyzet
Bemenet: p (processzorszam, 2 paratlan hatvanya), X; és Xp

(mindkett6 5 hossziisdgi rendezett sorozat)

Kimenet: Y (p hossziisagu rendezett sorozat

01 if [ = O then
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P Oy Py O P Py 01 O

DD £ 63

(a) (©)
P Q
(d) (e) ®

3.16. abra. Paratlan-péros 0sszefésiilés négyzeten

Féstiljiik dssze a két kigy6t
02 else
03 Cseréljiik fel P-t és Q1-et

04  Rekurzivan fésiiljiik 6ssze P-et és Po-t

Most megmutatjuk, hogy ez az algoritmus O(a) 1épésben befejezédik.

3.24. tétel. (Kigyok rendezése rdcson.) A RAcsoN-pp-FEsUL algoritmus két a X §
hossziisdgi rendezett adatkigyot O(a) lépésben sszefésiil egy a X a méretii négy-

zeten.
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Bizonyitas. Az algoritmus 1épésszdmara az
l
MOh<M 5|t 21 (3.8)

adodik, amelynek a megolddsa M(l) = O(+/p). [ |

3.6. Rendezés

A 2. fejezetben foglalkoztunk PRAM modellen rendezé algoritmusokkal. Most

lanc és racs lesznek a felhasznalt szamitasi modellek.

3.6.1. Rendezés lancon

A LANCON-RANG-RENDEZ algoritmus el6szor meghatdrozza a rendezendd kulcsok
rangjat, majd eljuttatja a kulcsokat a megfelelS helyre. A LANCON-BUBOREK-RENDEZ

algoritmus a soros buborékrendezéshez hasonlit.

3.6.1.1. Rangsorol6 rendezés lancon

Ez az algoritmus O(p) 1épést tesz.

3.25. tétel. A LANCON-RANG-RENDEZ algoritmus p kulcsot egy ldncon O(p) lépésben

rendez.

3.6.1.2. Paratlan-paros felcserélo rendezés lancon

A LANcoN-PP-RENDEZ algoritmus alapétlete ugyanaz, mint a soros buborékrende-

z¢sé: a szomszédos kulcsokat 0sszehasonlitjuk és sziikség esetén felcseréljiik.

LANCON-PP-RENDEZ( p) pdrhuzamos eljdrds

Szdmitdsi modell: 1anc
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Bemenet: X (rendezendd kulcsok)
Kimenet: Y (p hosszisdgid rendezett sorozat)
01 P;in parallelfor 1 <i<p
02 if i paratlan then
Osszehasonlit és cserél
03 else

Osszehasonlit és cserél

Ez az algoritmus is O(p) 1€pést tesz.

3.26. tétel. A LANCON-PP-RENDEZ algoritmus egy p processzoros ldncon p kulcsot

O(p) lépésben rendez.

auatala U ata Ut ata
(a) (b) ©
U aYa At ala
(d) (e) ®

3.17. abra. Paros-pdratlan felcseréld rendezés lancon

3.6.1.3. Paratlan-paros 0sszefésiilé rendezés lancon

A LANCON-FESUL-RENDEZ algoritmus alapétlete ugyanaz, mint a soros buborékren-
dezésé: a szomszédos kulcsokat dsszehasonlitjuk és sziikség esetén felcseréljiik.

Ez az algoritmus is O(p) 1épést tesz.

3.27. tétel. A LANCON-FESUL-RENDEZ algoritmus egy p processzoros ldncon p kul-

csot O(p) lépésben rendez.
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3.6.2. Rendezés négyzeten

Két algoritmust vizsgdlunk ebben az alfejezetben. A SHEARSON-RENDEZ ®(a lg a)

1épést tesz, a masik viszont O(a) 1épésszamadnak koszonhetden munkahatékony.

3.6.2.1. Schearson rendezo algoritmusa

SCHEARSON-RENDEZ(p) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: négyzet
Bemenet: X (rendezendd kulcsok)

Kimenet: Y (p hosszisdgi rendezett sorozat)

01 fori:=1ton
02 if i paros then

03 Rendezziik az oszlopokat
04 Rendezziik az elsé sort névekvdleg

3.28. példa. Schearson-rendezés

A 3.18. dbra (a) része egy 4 X 4 méretli négyzeten elrendezett kulcsokat dbra-
zol. Az els6 fazisban a sorokat rendezziik — az egymadst kovetd sorokat ellenkez8
mddon (az elsd sort ndvekvdleg, a mdsodikat csdkkendleg stb.) Az els6 fazis ered-
ményét mutatja az dbra (b) része. Az dbra kdvetkezd részei rendre a mésodik, . . .,
otodik fazis utdni helyzetet mutatjak. Az 6tddik fazis végén a négyzet rendezve

varn. L)

3.6.2.2. Paratlan-paros osszefésiilo rendezés

Most a pdratlan-paros rendezési algoritmust négyzeten valésitjuk meg. Egy példat
mutat a|3.19. dbra.

Az algoritmus lépésszdma a kovetkez6.
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15 12 8 32 8§ 12 15 32 2 11 5§ 3

7 13 6 17 17 13 7 6 8§ 12 7 6

2 16 19 25 2 16 19 25 17 13 15 25
18 11 5§ 3 18 11 5§ 3 18 16 19 32

(a) (b) (©)

2 3 5 11 2 3 5 6 2 3 5 6
12 8 7 6 12 8 7 11 12 11 8 7
13 15 17 2§ 13 15 17 16 13 15 16 17
32 19 18 16 32 19 18 25 32 25 19 18

(d) (e) ®

3.18. abra. Példa Schearson-rendezésre

3.29. tétel. (Pdratlan-pdros Osszefésiild rendezés.) p elem +[p X +[p méretii négy-

zeten O(+/p) lépésben rendezhetd.

3.30. példa. 16 elem rendezése paratlan-paros dsszefésiiléssel A 3.19. dbra mu-

tatja 16 szdm rendezését négyzeten kigydszeri sorfolytonos sorrendbe.

3.7. Grafalgoritmusok

L)

Ebben az alfejezetben el6szor néhany kockan futé grafalgoritmust mutatunk be,

majd négyzeten oldunk meg grafokkal kapcsolatos feladatokat.
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6 2 3 5 3
7 8 4 14
(a) (b)

i
it

© (d)

3.19. abra. Paratlan-péros 0sszefésiilés négyzeten

3.7.1. Kocka

Ebben a szakaszban kocka lesz a szamitasi modell. A minmatrix, tranzitiv lezart,
és az Osszefiiggé komponensek szdmfitdsat mutatjuk be.

Ujra alkalmazzuk a masodik fejezetben a tranzitiv lezért, dsszefiiggé kompo-
nensek és legrovidebb utak meghatarozasara kidolgozott formalizmust.

El6sz6r a minmatrix szamitdsara mutatunk egy algoritmust, amely n X n X n
méretli kockdn O(n g n) 1épést tesz. Ezutén a tranzitiv lezart, a legrovidebb utak és

a konvex burok meghatdrozdsdra mutatunk be négyzeten m{ikodé algoritmusokat.

3.7.1.1. Minmatrix szamitasa

Az M métrixb6l az M matrixot egy kockdn O(nlgn) 1épésben meg tudjuk hata-

rozni.
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Egy n X n X n méretli kocka elemeit (%) gy definidljuk, hogy (i, , ) azokat a

processzorokat jeloli, amelyeknek az elsd koordinatdja i.

3.31. tétel. ( Minmdtrix szdmitdsa kockdn.) Egy n X n méretii mdtrix minmdtrixa

egy n X n X n méretii kockan O(nlgn) lépésben kiszdmithato.

3.7.1.2. Iranyitott graf tranzitiv lezartja

Az el6z6ek alapjin adédik a Kocka-LEZAR algoritmus, melynek 1épésszama a ko-

vetkezd.

3.32. tétel. (Tranzitiv lezdrt szdmitdsa kockdn.) Egy n csucsi irdnyitott grdf tranz-

itiv lezdrt mdtrixa egy n X n X n méretii kockdn O(nlgn) lépésben kiszdmithato.

3.7.1.3. Osszefiiggé komponensek meghatarozasa

3.33. tétel. (Osszefiiggd komponensek szdmitdsa rdcson.) Egy n csicsi irdnyitott
grdf osszefiiggd komponensei egy n X n X n méretii kockdn O(nlgn) lépésben ki-

szdmithatok.

Bizonyitas. A minmétrixra vonatkozé tétel segitségével. ]

3.7.2. Négyzet

Ebben az alfejezetben a tranzitiv lezart és a legrovidebb utak szdmitdsdra determi-
nisztikus, a teljes parositds keresésére (paros grafban és dltalanos grafban) pedig

véletlenitett algoritmust mutatunk be.
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3.7.2.1. Tranzitiv lezart

Egy n-csuicsu gréf tranzitiv lezartja meghatdrozhat6 ugy, hogy n X n méretli métri-
xokkal [1g n] szorzdst végziink. A kovetkezd tétel ezen szorzasok négyzeten vald

gyors elvégezhet8ségét mondja ki.

3.34. tétel. (Mdrrixok szorzdsa négyzeten.) Az n X n méretii A = ali, j] és BI[i, j]

mdtrixok egy n X n méretii négyzeten O(n) idé alatt dsszeszorozhatok.
Ennek a tételnek a segitségével beldthat6 a kovetkezd allitas.

3.35. tétel. (Tranzitiv lezdrt rdcson.) Adott irdnyitatlan grdf tranzitiv lezdrt mdt-

rixa egy n X n méretii négyzeten O(nlgn) lépésben meghatdrozhato.

Bizonyitas. A tétel bizonyitdsat a3.20. dbra és al3.21. dbra segitségével szemlél-

tetjiik. [

al3,3]

al2,3]  a[3,2]

all,3]  a[2,2] a[3,1]
all,2]  a[2,1] -
all,1] - -

| l :

b[3,11 b[2,1] b[1,1] — o Q
b[3,2] b[2,2] b[1,2] - —( q P
b[3,3] b[2,3] b[1,3] - S S )

3.20. abra. Két matrix szorzdsa
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all, 1]

CO——66—=©
all,2] ?

b[1,1]1 b[2,1] b[3,1]
all,3]

3.21. abra. Az adatdram szimuldldsa

3.7.2.2. Legrovidebb utak

A legrévidebb utak minden cstcsparra valé meghatdrozdsara vonatkozik a kévet-

kezd tétel.

3.36. tétel. (Legrovidebb utak meghatdrozdsa négyzeten.) A legrovidebb utak egy

grdf minden csiicspdrjdra egy négyzeten O(nlgn) lépésben meghatdrozhatok.

3.7.2.3. Konvex burok

n sikbeli pont konvex burka egy n-processzoros lancon O(n) id6 alatt meghatdroz-
haté (Id. 3.10. gyakorlat). Ez az id6 nagy valészintiséggel 1ényegesen csokkent-
hetd.

Legyen H, és H, a sikbeli pontok két felsé burka.

3.37.lemma. (Erinté szdmitdsa.) Legyen Hy és Hy két olyan felsé burok, amely-
nek legfeljebb n pontja van. Ha P pontja H\-nek, akkor a Hy-vel bezdrt szoge
O(+n) lépésben meghatdrozhato.

3.38. lemma. (K¢t felsd burok kozos érintdje.) Ha Hy és Hy két felsd burok legfel-
jebb n ponttal, akkor kézos érintdjiik O(\nlgn) lépésben meghatdrozhaté.

A két lemmabdl adédik a kovetkezd tétel.
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3.39. tétel. (Konvex burok szdmitdsa.) n sikbeli pont kizos konvex burka egy \nx

\n méretii négyzeten O(\nlg® n) lépésben meghatdrozhato.

3.40. példa. 16 pont konvex burka

A 3.22. dbra (a) része 16 pont adatait mutatja. Ezek az adatok egy 4 X 4 mé-
retli négyzetnek megfeleléen vannak elrendezve. A 4 részre tagolt adatok minden
negyedrészben az x-koordinétdk szerint rendezve tartalmazzdk az adatokat (azon-
ban nem sorfolytonosan, hanem kigydszer( sorrendben). A felsd burok (rekurziv)
kiszdmitdsdnak eredményét mutatja az dbra (b) része. A két felsd, €s a két alséd
negyedrész osszefésiilésének eredményét mutatja az dbra (c) része. Végiil az dbra
felsd részén, illetve alsé részén dbrazolt burok osszefésiilésével kapjuk az dbra (d)

részén bemutatott végeredményt. .
Az 6sszefésiilés gyorsabb megoldasdval csokkenthetjiik az algoritmus 1épéssza-

mét. A FELsG-BURKOT-FESUL algoritmus Osszesen legfeljebb a® pontot tartalmazé

fels6 burkokat O(a) 1épésben Osszefésiil.

FELSG-BURKOT-FESUL(a, U, V) pdrhuzamos rekurziv eljdrds
Szdmitdsi modell: négyzetracs
Bemenet: By és B, (mindketté legfeljebb % pontot tartalmazé

fels6 burok)

Kimenet: Y (p hosszisdgid rendezett sorozat)

01 if / =1 then
legyen u a baloldali pont ¢s v a jobboldali pont
02 Legyen p a Hj kozéps6 pontja. Keressiik meg a p-b6l H,-hoz
u és phékfvdredyGdibtvel kozos g pontjat. Allapitsuk meg
Hagyjuk el Hi-nek azt a felét, amely nem tartalmazza u-t.

Hasonléképpen hagyjuk el H; felét is.
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(1,1) (LL4) | 22,4) (3,45) 1, (LL4 | 22,4 (3,45

2,6) (4.1,6) | (4.1,6) (4,7.5) (2,6) (4.1,6)

45,55 (5.5 | 65,5 (1.6 (45,55 (5.5 | (65,5 (7,6)

63,7 68 | 9.6 &7 63,7 | 0,60 &7

(a) (®)

(L) (LL4) (2,6) (4,75 (L) (11,4 (2,6) (475
(4.1,6) 9.6) (&7  (6,8)

45,55 6,8 &7 .6

(©) (d)

3.22. abra. Felsd burok szamitdsa

03 Ismételjiik ezt a 1épést addig, amig H; és H, negyedrésze marad
04 Rendezziik at H, és H, megmaradé pontjait Ggy, hogy az //2 x 1/2
05 méretli részracsot a 3.23. dbra szerint foglaljik el

06 Rekurzivan dolgozzunk a négyzeten.

3.41. lemma. A FELSG-BURKOT-FESUL algoritmus egy a X a méretii rdcson O(a) lé-

pésben osszefésiil két konvex burkot.
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3.23. abra. Két felsd burok osszefésiilése

Innen adédik, hogy a konvex burkot nagy valészintiséggel az el6bbinél gyor-

sabban is meg tudjuk hatdrozni.

3.42. tétel. (Konvex burok négyzeten.) A KONVEX-BUROK-NEGYZETEN algoritmus egy

a X a méretii négyzeten O(a) lépésben meghatdrozza a® pont konvex burkdt.

3.8. Gyakorlatok

3-1. Mennyi a FOF és a LIFO els6bbségi algoritmusok 1épésszama a 3.1. példa

adatai esetében?

3-2. Egy p processzoros lanc minden processzordndl két csomag van. Feltessziik,
hogy p péros. A P; processzornal 1év6 csomagok rendeltetési helye a Ppj24; (i =
1, 2, ..., g + 7). Minden csomag a szdmdra legrévidebb tton jut el a célba.
Hatdrozzuk meg a csomagok utazasi idejét a FOF, FDF, FIFO és LIFO els6bbségi

modszerek esetében.

3-3. Egy axa méretli ricsban minden processzortdl legfeljebb k > 1 csomag indul
és minden processzorhoz legfeljebb k csomag érkezik. Tervezziink algoritmust,

amely legfeljebb @ 1épésben megoldja a csomagirdnyitsi feladatot.
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3-4. Mutassuk meg, hogy egy p processzoros gyiiriiben a PPR probléma g 1épés-

ben megoldhato.

3-5. Hogyan oldhat6 meg a szuffixszamitasi feladat egy +/p X +/p méretfi rdcson
O(+/p) Iépésben?

3-6. p elem kozill kell a maximalisat megkeresni egy +/p X +/p méretli rdcs
segitségével. Az A algoritmus T'(+/p) lépésben meghatirozza p elem sulyozott

medidnjit. Hogyan hasznilhat6 fel A a keresésre és milyen 1épésszdmot kapunk?

3-7. Legyen

f(x) = a,x" + Ay XN+ o+ agx + ag. 3.9

Tervezziink algoritmust, amely ldncon és rdcson meghatdrozza az f(x) polinom

értékét egy x = xg helyen. Mennyi lesz a tervezett algoritmus 1épésszdma?

3-8. Tekintsiink egy +/pX /p méretli négyzetet, melynek minden processzordnak
memoridjdban van egy, a [0, p€] intervallumbdl vett egész szdm, ahol € a (0, 1)
intervallumbdl vett dllandé. Tervezziink algoritmust a legnagyobb kulcs kivalasz-

tdsdra. Mennyi lesz e tervezett algoritmus lépésszdma?
3-9. Val6sitsuk meg a rangsoroldsi algoritmust egy +/p X +/p méret(i rdcson.

3-10. Mutassuk meg, hogy p pont konvex burka O(p) 1épésben meghatdrozhatd

egy p processzoros lancon.

3-11. Tervezziink algoritmust, amely ldncon €s rdcson meghatirozza, hogy adott
n pont kozott van-e 3 olyan pont, amelyek egy egyenesre esnek. Mit mondhatunk

algoritmusaink 1épésszamardl és a felhaszndlt processzorok szamardl?

3.9. Feladatok
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3-1. Csomagok iranyitasa kozeli célokhoz
Egy a X a méretli ricsban minden processzor legfeljebb egy iizenetet kiild €s leg-
feljebb d tivolsdgra. Tervezziink csomagirdnyitasi algoritmust, amely O(d) 1épést

tesz.

3-2. Csomagiranyitas toniszon
Modositsuk gy a HARoM-FAZIsU algoritmust, hogy téruszon 1.5 /p + o(p) 1épést
tegyen.

3-3. Palindromak ellenérzése
Egy adott X dbécé feletti w = x1x7 ... x,, sz0t akkor neveziink palindrémdnak, ha
W = XpXp_1...x1 teljesiil. Tervezziink pdrhuzamos algoritmust, amely egy p pro-

cesszoros ldncon O(p) 1épésben eldonti, hogy egy p hossziisdgu sz6 palindréma-e.

3-4. Gyors Fourier-transzformalt kiszamitasa

Tervezziink algoritmust, amely egy p processzoros ldncon O(p) 1épésben kisza-
mitja egy p hosszisagl vektor FFT-jét (gyors Fourier-transzformaltjat). Tervez-
ziink rdcsot haszndl6 algoritmust az FFT kiszdmitdsdra. Milyen 1épésszdm érhetd

el?

3-5. Egycsomagos csomagiranyitas

Tegyiik fel, hogy egy /p X +/p méretii rdcsban minden processzor pontosan egy
csomagot kiild és pontosan egy csomagot fogad. Tervezziink olyan csomagira-
nyit6 algoritmust, melynek 1épésszdma O(+/p), az igényelt sorhossziisiga pedig
o(1).

3-6. Csoportokba rendezés lancon

Tegyiik fel, hogy egy lg n processzoros ldnc minden processzoranak memoridja-
ban 15::_1;4 kules van. Tervezziink algoritmust, amely biztositja, hogy P; memorid-
jaba keriiljon a legkisebb lé—’n kulcs, P, memoridjdba a kovetkez6 lé—ln legkisebb

kulcs, és 1gy tovabb, a legnagyobb index{i processzor memoridjaba keriiljon a 1gin
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legnagyobb kulcs. Mutassuk meg, hogy ez a rendezés megoldhaté O(n) 1€pésben.

3-7. Soronkénti és oszloponkénti rendezés
Mutassuk meg, hogy ha egy +/pX +/p méretli ricsban minden processzor memori-
djaban van egy kulcs és ezeket a kulcsokat el6szor soronként, azutan oszloponként

rendezziik, akkor a sorok €s oszlopok is rendezettek lesznek.

3-8. Prefix szamitasa binanis faval
Processzorok bindris fdja (roviden: bindris fa) olyan teljes bindris fa, melynek
minden csticsdban van egy processzor és az élek adatitviteli vonalak. A 4.8. dbra
egy 4 leveld bindris fat mutat. A bemend adatok rendszerint a fa levelein jelennek
meg. A n levell bindris fdban 2n — 1 processzor van és a fa magassdga [lgn].
Ha minden levélen van egy szdm, ezen szdmok Osszegét kiszadmithatjuk a kovet-
kez6képpen. Elészor minden levél elkiildi a ndla 1évd szdmot a sziiljének. Ha
egy belsd processzor kap két szamot alulrdl, akkor dsszeadja Sket és az Osszeget
elkiildi a sziil6jének. Ily médon Ig n 1€pés utdn a gydkérben megjelenik az 6sszeg.
Oldjuk meg a prefixszamitdsi problémat egy n levell bindris faval. Kezdet-
ben minden levélnél van egy elem. A prefixek értékét a levelekrdl lehet kivinni.

Hogyan oldhaté meg a feladat O(n) 1épésben?

3-9. Topologikus rendezés ricson

Tervezziink algoritmust, amely racs segitségével topologikusan rendez.

3-10. Konmentesség ellenorzése

Tervezziink algoritmust, amely rdcson ellendrzi, hogy adott irdnyitatlan graf tartalmaz-
e kort?

3-11. Minimalis feszitofa 0-1 stilyok esetében

Tegyiik fel, hogy az irdnyitott grafok éleinek siilya nulla vagy egy lehet. Tervez-

zlink récsalgoritmust, amely meghatdrozza a minimalis feszit6f4t.

3-12. Haromszog matrix invertalasa négyzeten
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Mutassuk meg, hogyan lehet egy a X a méreti haromszog matrixot O(a) 1épésben

invertdlni egy a X a méretli négyzeten.

3-13. Haomatlos matrix invertalasa négyzeten
Mutassuk meg, hogyan lehet egy a X a méret{i haromatlés matrixot O(a) 1épésben

invertilni egy a X a méretli négyzeten.

3-14. Konvex burok teriilete
Tervezziink olyan algoritmust, amely egy a X a méretii négyzeten O(a) 1épésben

meghatdrozza a” pont konvex burkdnak teriiletét.



4. Hiperkocka

4.1. Szamitasi modellek

4.1.1. Hiperkocka

Az els6 fejezetben szerepld definicié szerint egy d-dimenzids hiperkocka, ame-
lyet Hy-vel jeloliink, 2¢ processzorbdl 4ll. H; minden processzora megeimkéz-
het6 egy d bites bindris szimmal. A harmadik fejezetben 1év6 3.3, dbra egy 3-

dimenzids, a4.1. dbra pedig egy 4-dimenzi6s hiperkockat dbrazol.

4.1. abra. 4-dimenzids hiperkocka

A processzort és cimkéjét ugyanazon szimbdlummal jeloljiik.
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Ha v egy d bites bindris szdm, akkor v els§ bitjét tekintjiik legmagasabb
helyiért ékiinek. Jeldlje v(i) azt a d bites bindris szdmot, amely v-t8l csak az
i-edik bitjében tér el. H,; minden P, processzordra igaz, hogy az pontosan a
Py (i = 1,2,...,d) processzorokkal van 0sszekapcsolva. A (v, v(i)) kapcsola-
tot i-edik szintii kapcsolatnak nevezziik. Mivel H,; minden processzora pontosan
d masikkal van 6sszekotve, igy H; d-reguldris és a fokszdma d.

Az u és v bindris szdmok Hamming-tdvolsdga azon bitpozicidk szdma, ame-
lyeken a két bindris szdm eltér. Jele H(u,v). A Hy hiperkocka barmely P, és
P, processzora kozott van H(u,v) hosszisdgi tt. Ha ugyanis u és v két pro-
cesszor Hy-ben, akkor egy kozottiik vezetd Gt megadhaté a kovetkezd modon.
Legyenek 11,1, ...,i azon bitpozicidk (névekvd sorrendben) amelyeken P, és
P, eltérnek. Ekkor 1étezik a kovetkezd utvonal: u = wg, wi,wo, ..., wr = v, ahol
w; =w;_1(, j) (1 £ j < k). Ebbol kivetkezik, hogy egy d-dimenzids hiperkocka
atmérdje pontosan d. A hiperkocka minden processzora egy helyi meméridval
rendelkezé RAM, amely minden alapvetd miiveletet (0sszeadds, kivonds, szorzds,
osztds, 0sszehasonlitds vagy a hozziférés a helyi meméridhoz stb.) egységnyi id6
alatt végez el. A processzorok kozotti kommunikdcié a processzorokat 8sszekotd
kapcsolatok mentén torténik. Ha két processzor kozott nincs kdzvetlen kapcesolat,
akkor a kommunikacié az egyik processzort6l a mésikig vezetd ut mentén lehet-
séges, dm az adatitvitel idéigénye egyenesen ardnyos az Ut hosszdval.

A kommunikécié egyidejlisége szempontjabdl kétféle hiperkockat kiilonboz-
tethetiink meg. Az els6 tipus a soros (&) vagy egyportos hiperkocka, amelynél
egy processzor egységnyi id6 alatt egyetlen szomszédjaval képes kommunikdlni.
Ezzel szemben a pdrhuzamos (%) vagy tobbportos hiperkocka egy processzora
egységnyi idd alatt mind a d szomszédjdval képes adatot cserélni. A tovdbbiakban
mindig jeldlni fogjuk, hogy melyik kommunikaciés modellt hasznaljuk. Mindkét
megoldas szinkron processzormiikodést tételez fel, azaz minden id6egységben a

processzorok mindegyike pontosan egy utasitdst hajt végre. A hiperkockdknak
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tobb — szamunkra kedvezd — tulajdonsaga is van. Az egyik a kicsi 4tmérd. Egy
p-processzoros hiperkockdnak az atmér6je Ig p, mig az azonos szdmu processzort
tartalmazo6 racs dtmérGje legaldbb 2(+/p — 1). Egy masik kedvez6 tulajdonsag,
hogy H;.q felépithetd rekurzivan. Vegyiik ugyanis Hy két példanyat, H'-t és
H"-t. Egészitsiik ki H’ processzorainak cimkéjét a O prefixszel, H”'-ét pedig
az 1 prefixszel. Ezutdn " minden P, processzorit kossiink 6ssze H'"" P, pro-
cesszordval. Ez a tulajdonsdg megforditva azt is jelenti, hogy Hy.1 Hy-nek két
példanyét tartalmazza. Példdul azon processzorok, amelyek cimkéjének elsd bitje
0, ha csak a kozottiik futé kapcesolatokat vessziik figyelembe, pontosan kiadjik
Hy-t. S6t, tetsz6leges 1 < g < d-re, azon processzorok, amelyek cimkéjének g-
adik bitje azonos, kiadjak H,-t. Még altaldnosabban, ha rogzitjilkk i (1 <i<d+1)
bit értékét, a megadott feltételt kielégitd processzorok Hg.1)—i-t alkotnak.

4.1.2. Pillangé halézat

A pillang6hdlézat kozeli kapcesolatban 4ll a hiperkockdkkal. A pillang6hal6za-
tokra tervezett algoritmusok konnyedén atiiltethet6k hiperkockdkra és forditva.
Valgjaban gyakran kdénnyebb az adott probléma megoldasét pillang6halézaton el-
késziteni, majd onnan atiiltetni hiperkockdra. Egy d-dimenziés pillangéhalézat,
amelyet B,-vel fogunk jelsini, p = (d + 1)2¢ processzorbdl és d29+! é1bél 4ll. B,
minden processzora egy {r, [ parral jellemezhetd, ahol 0 < r <29—-1és0 <[ < d.
Az r véltoz6t a processzor sorindexének (%) nevezziik, mig [ a processzor szintje.
Egy P, = (r,[) processzor (0 < [ < d) B;-ben két, az ([ + 1)-edik szinten levs pro-
cesszorral van 6sszekotve, a Py, = (r, [+ 1) ésw = (r({+ 1), [+ 1) processzorokkal.
Az (u,v) kapcsolatot kozvetlen kapcsolatnak (), (u, w)-t pedig kereszt kapcso-
latnak (%) nevezziik. Mindkét tipust (I + 1)-edik szintii kapcsolatnak mondjuk.
Mivel minden processzor pontosan négy madsikkal van Osszekotve, igy By csi-

csainak fokszdma (d-t6l, illetve p-tdl fiiggetleniil) négy, ezért a d-dimenzids pil-
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langé hidlézat 4-reguldris és a fokszdma 4. Ha P, egy 0-adik szint{ processzor
és P, egy d-edik szintl, akkor 1étezik (és egyértelmiien meg van hatdrozva) egy
d hosszusagu ut P, és P, kozott. Legyen P, = (r,0) és P, = (', d). Ekkor az
ut (r,0),{ry, 1), {r2,2),...,{r',d), ahol r;-nek az els6 i bitje megegyezik +'-vel, a
tobbi pedig r-rel (1 < i < d — 1). Vegyiik észre, hogy ez az 1t létezik a pillango-
kapcsolatok definiciéja miatt. Ezt az utat moho dtnak (%) nevezziik. A 4.2 dbran
B5 l4thatd. A vastagitott vonal a P, = (100,0 > és P, = (010, 3) kozoétti mohd

utat jeloli.

om0 Felle
s (7 C )

N

()

) C

N

2. sor

3. sor

4.2. abra. 4 sorban 32 processzort tartalmazé pillangé halézat

A fentiekbdl kovetkezik, hogy B,;-ben barmely két processzor tdvolsdga leg-
feljebb 2d. A korlat éles, hiszen példdul a P, = (0,d) és P, = (2d — 1,d) pro-
cesszorok tdvolsdga pontosan ennyi, igy B, atmérdje 2d. A pillangéhalézat is
rendelkezik a hiperkockdhoz hasonlé rekurziv tulajdonsdggal. Ha B,4-bdl eltdvo-
litjuk a O-adik szinten 1év6 processzorokat a hozzdjuk csatlakozé élekkel egyiitt,

akkor a hédlézat két (d — 1)-dimenzids pillangéhdlézatra esik szét.
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H, és By kozott szoros kapesolat van. Ha B, minden sordt egyetlen pro-
cesszorba fogjuk dssze, megtartva a kimend éleket, akkor az eredményiil kapott
graf Hy (a keletkez6 tobbszoros éleket egyetlen példannyal helyettesitve). Ennek

kovetkezményeként kapjuk a kovetkezé lemmat.

4.1. lemma. (Pillango hdlozat szimuldldsa.) By minden végrehajtdsi lépése szi-

muldlhatd egy pdrhuzamos Hy egyetlen lépésével vagy egy soros Hy d lépésével.

Egy B, algoritmust normdlisnak (%) neveziink, ha minden idSpillanatban leg-

feljebb egy szint processzorai vesznek részt a kiszdmitasban.

4.2. lemma. (Normdlis algoritmus szimuldldsa.) Egy normdlis By egy lépése szi-

muldlhatd egy soros Hy egyetlen lépésével.

4.1.3. Haloézatok beagyazasa

Egy hdl6zatnak egy mésikra torténd leképezését bedgyazdsnak nevezziik. Formé-
lisan, a G(V1, E1) hilézat bedgyazdsa a H(V», E») hdlézatba, egy leképezés V-r6l
Va-re. G-nek H-ra val6 leképezését felhasznélva a G halozatra tervezett algorit-
musok lefuttathatok a H hédlézaton. A 4.3l dbra bal oldaladn lathaté G halézat egy
lehetséges bedgyazdsa H-ba a kovetkezd leképezés: 1 —» b, 2 - ¢, 3 — a.

A bedgyazais felfiivoddsdnak (%) a % hanyadost nevezziik. A bedgyazis kés-
leltetése (&) a leghosszabb Ut hossza, amelyre G-nek egy éle leképzddott. A H
halézat egy éle torloddsdnak (&) nevezziik az adott élt haszndl6 olyan utak sza-
mat, amelyekre G valamely élét leképeztiik. A bedgyazds torloddsa (&) a H élei
torléddsdnak maximuma.

A 4.3, dbran l4that6 példdban a felfivodds mértéke %, a késleltetés 2, mivel
minden €l egy-egy kettd hosszisagu dtra képzddott le. Hasonléan a H Osszes élé-

nek torléddsa 2, igy az egész leképezés torldddsa is 2.
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4.3. abra. Példa bedgyazasra

4.1.3.1. Gyird beagyazasa

v

A p-processzoros gyiir(i egy sikhalézat, amelyben a P; (1 < i < p) processzor
a P és a P;_) processzorokkal van Osszekdtve — ahol az indexeket (mod p)

vessziik. A 4.4, dbra egy 6-processzoros gy(irit dbrazol.

4.4. abra. 6-processzoros gy(r(

7

Megmutatjuk hogyan lehet egy 29-processzoros gyfirit bedgyazni H-be. H;
processzorait d-bites bindris szimokkal cimkézziik. Ha a gy(ir{i processzorait 0-

oy

t61 2¢ — 1-ig indexeljiik a gy(irti mentén, akkor a O-s processzor H,; 000...00
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Py

jelt processzorara fog leképzbdni, a tobbi processzor megfelel6jét a Gray-kod
segitségével hatdrozhatjuk meg.

A k-ad rendii Gray-kod (&) — jele Gy — a k-bites bindris szdmok egy adott per-
mutdcidjat definidlja. Az els6rend Gray-kéd (G) a kovetkezd: 0, 1. G-t (k > 1)-
re rekurzivan definidljuk a kovetkez6képpen: 0[Gi-11, l[Gi-1]R, ahol O[Gy-1] a
(k—1)-edrendl Gray-kod elemeit jelenti igy, hogy mindegyikiikhéz hozzaragasz-
tunk egy 0 prefixet. Hasonl6képpen 1[Gi—1]R is a (k — 1)-edrendl Gray-kéd ele-
meit jelenti, &m forditott sorrendben és 1-es prefixszel.

A 4.5, dbra azt mutatja, hogyan szdrmaztathaté G, a G; kédbol. Gy elemei a
nullds prefixszel a 00, 01 sorozatok adjék, G| elemeinek megforditisa az egyes

prefixszel pedig az 11, 10 sorozatot eredményezi. Tehat 0[G,] = 00,11, 11, 10.

0,1 G1
G megforditds
0,1 1,0
prefix nulldval prefix egyessel
00,01 11,10 G

4.5. abra. Gray-kéd 1étrehozdsa

A Gy i-edik elemét (0 < i < 2K — 1) g(i, k)-val jeloljiik.

A Gray-kéd egyik tulajdonsdga, hogy a szomszédos elemek pontosan egy bit-
ben térnek el egymadstél. Ebbdl az kovetkezik, hogy G, a Hj; processzorainak egy
olyan permuticidja, hogy a sorban egymadst kovetd processzorok Ossze vannak
kotve éllel a hiperkockdban, azaz a gyfir(i i-edik processzorat (0 < i <2¢—-1)a

hiperkocka g(i, d) processzorira képezziik le.
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4.3. tétel. (Gyiirii bedgyazdsa hiperkockdba.) Egy 24 processzorbdl dllé gyiirii be-
dgyazhato Hg-be iigy, hogy a felfiivédds, a késleltetés és a torlédds mindegyike
1.

4.1.3.2. Torusz beagyazasa

Egy mXxn térusz szdrmaztathat6 egy mxXn méretli racsbdl igy, hogy a rdcs minden
sordnak elsd és utolsé processzordt, valamint minden oszlopanak els és utolsé
processzorat is Osszekotjiik: tehat a rdcsot kiegészitjiik a P;1-Piy, (1 < i < m) és
Py j-P1, (1 £ j < n) élekkel.

Mair a 3 x 3 méretl térusz dbrazoldsdhoz is 3 dimenzidra van sziikségiink. A

4.6. dbra egy 5 X 5 méret{ téruszt dbrazol.

N
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4.6. abra. 5 x 5 méretd torusz

Legyen M egy 2" x 2¢ méret(i térusz. Megmutatjuk, hogy M bedgyazhato ugy
egy hiperkockdba, hogy a felfivédds, a késleltetés €s a torlddds mindegyike 1 le-

gyen. Ez az allit4s egyszer{ien adédik az el6zd fejezet végén kimondott lemmabol.

Van 2" sor és 2¢ oszlop M-ben. Kordbban madr lattuk, hogy ha egy d-dimenzids hi-
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perkockdban a d bitb6l valamely g-t rogzitjiik (1 < g < d — 1), akkor a feltételnek
megfelel6 processzorok egy Hy—, alkockdt alkotnak Hj-ben. Ha egy (r + ¢)-bites
bindris szamnak rogzitjik az r legnagyobb helyi értékii bitjét (%) (MSB = most
significant bits) és a maradék c bitet tetszélegesen varidljuk, a kapott 2¢ szdm
egy alkockdt hataroz meg H,..-ben. A fenti lemma értelmében ebbe az alkockdba
bedgyazhat6 egy ¢ processzorbdl dllé gy(iri. Az »r MSB minden lehetséges meg-
valasztdsdhoz megvan a megfeleld H,, igy M minden sorat leképezhetjiik egyre.
Egészen pontosan az i-edik sort azon H,.-re képezziik, amelyet tgy kapunk, hogy
az r MSB értékét pontosan g(i, r)-re allitjuk. Ebbdl kovetkezik, hogy dltaldban a
térusz P; ; processzora a Hyre Py(ir).o(jc) Processzorra képzddik. fgy minden sor
szomszédos processzorai a hiperkocka szomszédos processzoraira képzddnek. A
fentihez hasonlé gondolatmenettel beldthat6, hogy a megadott leképezés az oszlo-
pok szomszédos elemeit is szomszédos processzorokra képezi. Ebb6l kovetkezik,
hogy mind a felfuvddas a késleltetés és a torlddas 1.

A 4.7, abra egy 2 x 4 méretli térusznak a Hs pillangé hélézatba valé bed-
gyazdsat mutatja (a processzoroknak csak az indexe szerepel). Az dbra (a) részén
dbrdzolt térusznak 2 sora (a nulladik és az els6), valamint négy oszlopa (nulla-
dik, els6, méasodik és harmadik) van. Péld4ul a térusz P;» csticsdt a hiperkocka
Po1,1)022) = P1,1,1, csticsdra képezziik le. Az dbrdn mind a két csucsot g betiivel

jeloltiik.

4.1.3.3. Binaris fa beagyazasa

Egy d szintes (teljes) bindris fdban p = 29 — 1 processzor van: Py, P5, .. Py
Az adatszerkezetekkel kapcsolatos terminoldgia szerint a P; processzort gyo-
kérnek (%), a Ppi1)2, Pp+1y/2+1, -.., Pp processzorokat levélnek (%) a tobbi
processzort belsd processzornak (%) nevezziik. Ha P; nem levél, akkor 0ssze van
kotve a gyerekeinek (&) nevezett Py; és Po;.1 processzorokkal. Ha P; nem a gyo-

kér, akkor 0ssze van kotve a sziildjének nevezett P ;) processzorral. A 4.8, dbra
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4.7. abra. Térusz bedgyazasa hiperkockaba

egy 3 szintes bindris fa hdlézatot dbrizol.

4.8. abra. 3 szintes bindris fa hildzat

Binaris fak sokféle médon bedgyazhatok hiperkockdba. A kdvetkez6kben meg-
mutatjuk, hogy egy F p leveli (teljes, bindris) fa (ahol p = 29) bedgyazhat6 H;-
be. Mivel a p levell fanak 2p — 1 processzora van, igy a leképezés nem lehet
kolcsonosen egyértelmi. Ha a leveleket O, 1,..., p — 1 jeloli, akkor képezziik az
i-edik levelet H; i-edik processzordra. F belsd processzorait pedig képezziik arra
a processzorra, amelyre az adott processzor legbaloldalibb leszdrmazottjit képez-

tiik. A4.9. dbrdn egy 8 leveld bindris fa csicsainak leképezését lathatjuk.
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000 001 010 011 100 101 110 111

4.9. abra. Binaris fa bedgyazasa hiperkockaba

A fa cstcsai melletti bitsorozat a H3 hiperkocka megfeleld csicsdnak cim-
kéje. Példaul a hiperkocka 0,0,0 csicsdra a fa 4 csticsat képeztiik le, mig az 1,1,1
csucsra csak a fa egyetlen csicsat.

A megadott bedgyazis segitségével fa algoritmusokat hatékonyan szimuldl-
hatunk soros hiperkockdkkal. Ha a fa algoritmusban a szamitds egy 1épésében a
fanak legfeljebb egy szintjén 1évS processzorok vesznek részt, akkor az a 1épés a

hiperkocka egyetlen 1épésével szimulalhato.

4.2. Csomagiranyitas

A probléma: minden processzor legfeljebb egy csomagot kiild és minden pro-
cesszor legfeljebb egy csomag cimzettje. Juttassuk el a csomagokat a feladétdl a

cimzettekhez.

4.2.1. Mohé¢ algoritmus

Tekintsiik a csomagirdnyitdsi problémat el8szor egy pillangdhdlézaton, ahol kez-

detben minden csomag a nulladik szinten helyezkedik el, a cimzett processzorok
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pedig a d-ediken, azaz a cimzett sorok a kiilldé sorok egy parcidlis permutdci-
ojat alkotjdk. A mohd megoldds a csomagirdnyitdsi problémdra ekkor az, hogy
minden csomagot a mohé dton kiildiink cimzettjéhez. Ekkor minden csomag pon-
tosan d hosszisagu utat tesz meg, igy a tovdbbiakban az algoritmus vizsgalatdhoz
csak azt kell megvizsgdlnunk, hogy mennyi késleltetést szenvedhet el egy csomag
utja soran. Legyen u = (r,[) egy tetszbleges processzor B;-ben. Ekkor legfel-
jebb 2! csomag mehet keresztiil #-n, hiszen a halézat minden processzordnak (a
nulladik szintet kivéve) pontosan két szomszédja van a felette levd szinten. Ha-
sonléan a processzoron dtmend minden csomag cimzettje az u-bél elérhets 24~
d-edik szinten levd processzor valamelyike. Ebb6l az kovetkezik, hogy az u pro-
cesszorba befuté barmelyik /-edik szinti élen legfeljebb min(2/~!,297!) csomag
osztozik. Legyen most p egy tetszdleges csomag. p egy l-edik szintd élen at-
haladva legfeljebb min(2/-!, 24-/) késleltetést szenved el (I = 1,2,...,d). Igy a

maximadlis késleltetés, ami dsszesen egy csomagot érhet:

d
D= minf2", 2%}, (4.1)
I=1
Az altaldnossdg megszoritasa nélkill feltehetjiik, hogy d paros. Ekkor D felir-

hat6 a kovetkez8képpen:

dj2 d
D = Yoty » ol 4.2)
=1 I=d/2+1
= 2x242_» 4.3)
= 004, (4.4)

Az O(29?) érték felss korldt a maximélis sorhosszdsdgra, ugyanis — mint 14t-
tuk — egy l-edik szinti processzoron legfeliebb min(2/~!, 2¢7") csomag haladhat

at. Bzen érték maximuma ([ = 1, 2,. .., d-re) pedig 2412,

4.4. tétel. (A mohd algoritmus lépésszama.) A mohd algoritmus Bg-n O(2%?) ids-

ben fut, a maximdlis sorhossziisdg szintén O(29/%).
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4.2.2. Véletlenitett algoritmus

A véletlenités, mint oly sokszor kordbban, itt is szdmottevden javithatja az el6bb
emlitett mohé algoritmus tulajdonsdgait. Mar a rdcsokon értelmezett csomagiré-
nyitdsi feladatokndl is alkalmaztuk azt a megolddast, hogy a csomagot el6szor egy
véletlenszertien vdlasztott kozbiilsé dllomdsra kiildjitk, majd onnan tovabbitjuk
eredeti céljdhoz. Ezzel a megoldéssal elérhetjiik, hogy a csomagok nagy valdszi-
nliséggel nem taldlkoznak egyetlen masik csomaggal sem utjuk sordn, aminek ko-
vetkeztében az egyes élek menti torl6dds kialakuldsdnak val6szintisége jelentGsen
csokken. Ezt a stratégiat kovetjiik a pillangéhdlézatok esetében is.

A probléma tehdt az eredeti, a javasolt megoldas pedig a kovetkez6 HArRoM-
FAZISU algoritmus:

1. fdazis. A csomagot egy véletlenszer(ien valasztott kozbiilsd cimre irdnyitjuk
a d-edik szinten.

2. fazis. A csomagot az eredeti céljanak megfeleld sorba irdnyitjuk, 4m a nul-
ladik szinten.

3. fazis. A csomagok elérik tényleges céljukat a d-edik szinten.

A 4.10. abra szemlélteti az algoritmus 3 fazisat.

Az édbran r a d-edik szint egy véletlenil vélasztott csicsa. u €s v a vizsgalt
csomag kezdeti, illetve végsd helye. A vastagitott élek mutatjdk, hogy r az elsé
fazisban eljut a dedik szintre, onnan a masodik fazisban a nulladik szintre, végiil
a harmadik f4zisban a csomag célba ér.

A harmadik fazisban a csomagok végig a kozvetlen éleken kozlekednek, igy
akkor torlddas nem léphet fel, ezért a harmadik fazis végrehajtdsa pontosan d
1épést igényel. A mésodik fazis az els6 fazis inverze, tulajdonsigai megegyeznek
az elsd faziséval, igy a tovabbiakban elegendd azt vizsgdlni, hogy megkapjuk a
teljes algoritmus 1épésszamdt. Ehhez felhaszndljuk majd a kdvetkezd definicidkat
és lemmat.

Legyen P utak egy halmaza egy halézatban. Azt mondjuk, hogy P nem ismét-
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16dé vithalmaz (&), ha barmely két ttra a P halmazbdl igaz, hogy a metszetiik tires
vagy Osszefiiggd, azaz ha taldlkoznak, akkor egy darabig egyiitt mennek, majd
szétvdlds utdn nem taldlkoznak tobbé.

Két csomagot dtfedonek (%) mondunk egy hilézatban, ha az dltaluk megtett
utak legaldbb egy kozos élt tartalmaznak.

4.5. lemma. (Sorban dlldsi lemma.) Legyen P utak halmaza egy hdlozatban, ame-
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lyeken csomagok haladnak. Ha P nem ismétlodd vthalmaz, akkor tetszbleges p

csomag késleltetése legfeljebb akkora, mint a p-vel dtfedé csomagok szdma.

Bizonyitas. Legyen p egy tetszbleges csomag. Ha egyetlen p-vel atfed6 csomag
sem késlelteti p-t egynél tobb alkalommal, akkor az 4llitas teljesiil. Tegylik fel,
hogy valamely g p-vel atfed6 csomag kétszer is késlelteti p-t. Ekkor ¢ maga is
késleltetve volt egy p-vel atfedé mdsik csomag 4ltal, amely igy mir nem fogja

késleltetni p-t. [

4.2.3. Az elso fazis elemzése

Legyen 7 egy tetsz6leges csomag, jelolje tovdbbd e; az az élt amelyen & az i-edik
szinten dthalad (1 < i < d). A sorbadlldsi lemma alapjan & késleltetésének meg-
hatdrozdsdhoz elegendé meghatdrozni a n-vel dtfedd csomagok szdmaét. Jeloljiik

n;-vel azon csomagok szdmadt, amelyek Gtvonaldban szerepel e;. Ekkor

D= Z n; (4.5)

d
i=1

fels6 korlat a m-vel dtfedé csomagok szdmdra. Tekintsiik most az e; élet. Ezen

az élen legfeljebb 2/ — 1 csomag halad keresztiil, mivel ennyi processzor van a

nulladik szinten amelyek mohé dtvonaldban szerepelhet e;. Minden ilyen csomag

1
2i

csomag 1 valGszintiséggel vélasztia vagy a kozvetlen- vagy a keresztélt minden
g 3 gg i gy gy

valészinliséggel halad 4t az ¢; élen mivel minden, a nulladik szintrél induld,

szinten, egymdst6l fiiggetleniil, i szinten keresztiil, mig 4thalad e;-n. Igy az n; ér-
téke B(2™!, 1) binomidlis eloszldsti, melynek vérhat6 értéke 3. Ebbol kovetkezik,
hogy D varhat6 értéke a varhato értékek osszege, azaz %l. Most megmutatjuk, hogy
a teljes késleltetés nagy valdszinfiséggel O(d). A D valtozénak B(d, %) egy felsd
korldtja. A Csernov-egyenlStlenséget felhaszndlva az aldbbi egyenlGtlenségeket

kapjuk:
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ahol @ > 1 és kihasznéltuk azt a tényt, hogy d = O(g p). Mivel a csomagok
szdma p-nél kisebb, igy annak a valészin{isége, hogy legaldbb egyikiik 2ead-nél
nagyobb késleltetést szenved, kisebb, mint p~*~1p = p~®. Ezzel bebizonyitottuk

a kovetkez6 tételt.

4.6. tétel. (VELETLEN-CSOMAG-IRANYIT [épésszdma.) A VELET- LEN-CSOMAG-IRANYIT

algoritmus Bi-n o(d) lépést tesz.

Mivel barmely haldézatban a hdlézat atmérdje alsé korldt a csomagirdnyitasi
probléma maximadlis 1épésszamdra, igy a fenti algoritmus nagy valdszintiséggel

aszimptotikusan optimdlis.

4.2.3.1. A sorméret elemzése

Az algoritmus varakozési sorok mérete szintén O(d). Legyen v; egy i-edik szintfi
processzor. A v;-n potencidlisan dtmen& csomagok szama 2. Minden ilyen cso-
mag % valdszintiséggel halad 4t v;-n, igy az athalad6 csomagok véarhaté értéke
1. A Csernov-egyenl&tlenség felhaszndldsdval megmutathatd, hogy az dthaladé

csomagok szdma o).
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4.3. Alapvet6 algoritmusok

Ebben a fejezetben alapvetd problémak — lizenetszoras, prefixszamitas, adat kon-
centracié — megolddsara mutatunk hiperkocka algoritmusokat. Mindezen algorit-
musok 1épésszdma O(d). Mivel a hilézat 4tmérdje minden nem trividlis probléma
megoldasanal also6 korldt a [épésszdmra, igy ezek aszimptotikusan optimalis algo-

ritmusok.

4.3.1. Uzenetszéras faban

Az iizenetszOrds problémdja egy hdldzatban azt a feladatot jelenti, amikor egy
tizenetet valamely processzortdl el kell juttatni a hdlézathoz tartozé 6sszes tobbi
processzorhoz (vagy esetleg azok egy részhalmazdhoz). Az iizenetsz6rdst sokszor
mds algoritmusokba beépitve haszndljuk. A feladatot a FAT-kockABA algoritmus
segitségével oldjuk meg, amely a bindris fa architektirdnak hiperkockdba val6
bedgyazdsan alapul. Feltessziik, hogy az elkiildendd iizenet a fa gydkerében talal-
haté. Ez a processzor két masolatot készit a csomagrol €s elkiildi a két leszdrma-
zottjanak. Ha a fa egy belsd processzora kap egy csomagot, akkor arrdl egy-egy
mdsolatot tovabbkiild gyerekeinek. Ez folytatédik mindaddig, amig minden levé-

len megjelenik az tizenet egy példanya.

4.7. tétel. (Uzenetszdrds faban.) A fdaban valé iizenetszordst a FA-KockABA algo-

ritmus egy soros Hy hiperkockdn ®(d) lépésben oldja meg.

Bizonyitas. A bedgyazott bindris fa magassaga d, igy O(d) 1épés utdn minden le-
vél processzor ismerni fogja az lizenetet. Az algoritmus végrehajtdsakor minden
id6egységben a fanak pontosan egy szintjén elhelyezked8 processzorok dolgoz-
nak, mds széval az algoritmus normdlis, igy egy 1épése — amint azt a bindris fak-
nak a hiperkockédba dgyazdsakor megmutattuk — H,-nek pontosan egy 1épésével

szimulalhato.
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Masrészt legrosszabb esetben legalabb egy levélhez el kell juttatni az iizenetet,

ezért a fenti bedgyazasra W(d, FAT-kock4BA) = Q(d). [ |

4.8. példa. Uzenetszoras 4 levelii faban A 4.11. dbra egy 3 szintes f4t mutat,
melyben a gyokérben 1év6 iizenetet juttatjuk el a tdbbi csicshoz. Az dbra elsd
része azt mutatja, hogy az els6 1épésben az lizeneteket a gyokércsiics gyerekei
kapjdk meg. A kozE€pss részen az iizenetek a gyerekek gyerekeihez, azaz a levél-
csicsokhoz jutnak el. Végiil az dbra harmadik része a végsd dllapotot mutatja,
amelyben mdr minden csics megkapta az iizenetet. Mivel a fat gy dgyaztuk be
a hiperkockdba, hogy a fa kiilénb6z6 szintjein 1év6 processzorok a hiperkocka
kiilonboz6 processzorara képzddjenek le, H, két 1épésben megoldja a feladatot.

L)

PN -

Py R R ®
B ® @ &

000 001 016 011 000 001 010 011 000 001 010 011

1. 1épés 2. 1épés

4.11. abra. Uzenetszoras 4 leveld faban

4.3.2. Prefixszamitas fan

Ezen feladat megoldasdhoz ismét a bindris fa bedgyazdsat fogjuk felhaszndlni.
Legyen x; a bemenet a 2¢ level(i bindris fa i-edik levelén. Az aldbb bemutatott
PrEFIX-FABAN algoritmus két fazisban szdmitja ki az eredményt. Az elsé (felfelé

halad6) fazisban az adatok felfelé aramlanak a bindris faban, a gyokér felé. A
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masodik fazisban (lefelé¢ halad6) az adatok a gyokér feldl haladnak a levelekhez.
Mindkét fazis minden lépésében a bindris fdnak pontosan egy szintje vesz részt a
szdmitdsban, azaz az algoritmus normalis.

Felfelé halado fdzis. A levelek elkiildik az x;-ket a sziil6 csticsoknak. A fa egy
tetszbleges belsd csticsa, amennyiben két elemet kap (y-t a bal és z-t a jobboldali
leszarmazottjatdl), akkor kiszdmitja a w = y + z értéket, tarolja w-t és y-t, majd
elkiildi w-t a szlil§jének. Az els6 fazis végére minden processzor kiszdmitja és
tarolja a hozza tartozé részfiban levé bemeneti elemek Gsszegét. Igy a gyckér az
Osszes elem Osszegét tartalmazza.

Lefelé halado fdzis. A gyokérben levs processzor elkiild egy nulldt a bal oldali
gyerekének és y-t a jobboldalinak. Egy tetszbleges bels6 processzor ha g értéket
kapja a sziil§jétdl, akkor elkiildi g-t a baloldali és g®y értéket a jobboldali gyereké-
nek. Az i-edik levél processzor, ha a sziiljétdl a g értéket kapja, akkor kiszdmolja
és végeredményként tarolja az x; + g értéket.

Az algoritmus felfelé halad6 fazisdban minden processzor a hozzd tartozé
részfa leveleiben tarolt szdmok 6sszegét szamolja ki. Legyen P, egy processzor €s
jeloljuk P, -vel P, részfdjdnak legbaloldalibb levelét. Ekkor a lefelé halad6 fizis
sordn a P, dltal kapott g értéke, azaz g a P,/-t6l balra es6 elemek Osszege. Az
észrevétel felhasznéldsdval az algoritmus helyessége egyszertien bizonyithat6. Az
algoritmus mindkét fazisa d — 1 1épést igényel. Mivel minden idSpillanatban a
fanak pontosan egy szintje aktiv, igy az algoritmus minden lépése szimulalhat6

H, egy lépésével.

4.9. példa. Prefixszamitas fan

A 4.12. dbran egy 4-leveld fa leveleiben vannak az 5, 8, 1 és 4 szdmok. A
feladat a megfelel6 prefixek szdmoldsa, ha az elvégzendé miivelet az dsszeadas.
Az dbra (a) része szerint minden levél elkiildi a tirolt szdmot a sziil6jének. A (b)

dbrarész szerint a sziil6k tdroltdk a baloldali gyerekiiktél kapott értéket (a kisza-



182 4. Hiperkocka

mitott dsszeget is, de ezt az dbra nem mutatja), és sziilgjiiknek elkiildték a kapott

2 sz4m Osszegét. o

4.12. abra. Prefixszamitds bindaris fan

4.10. tétel. (Prefixszdmitds fdn és pillangdn.) A PREFIX-FAN algoritmus a prefixszd-

mitdst 2% levelii bindris fdn, valamint Hy-n is O(d) lépésben oldja meg.

Osszegzési feladatnak (%) nevezzilk az x1 @ x; @ - - - @ x,, kifejezés értékének ki-
szdmitasat adott x;-khez. A fenti algoritmus felfelé halad6 fazisdnak végére kisza-
mitja ezt az Osszeget, igy az Osszegzési feladat megoldasdhoz sziikséges idS a fele

az sszes prefix kiszamfitdsdhoz sziikséges idének.
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4.3.3. Adatkoncentracio

Legyen egy H, hiperkocka k(k < p) processzordn egy-egy elem elhelyezve. A
feladat, hogy mozgassuk ezen elemeket a hiperkocka Pg, Py, ..., Py processzo-
raira (processzoronként egy elemet elhelyezve).

Ha meg tudjuk hatdrozni, hogy melyik elemet melyik processzorra kell jut-
tatnunk, akkor a 4.2.2. szakaszban vizsgalt véletlenitett HAROM-FAz1sU csomagira-
nyitési algoritmus segitségével O(d) 1épésben megtehetjiik ezt. Ez az algoritmus
parhuzamos (tSbbportos) hiperkockat feltételez.

Van azonban egy jéval egyszer(ibb, determinisztikus algoritmus is a feladat
megoldasara. Pontosabban a feladatra adunk egy normélis megoldést pillangéha-
16zaton, majd felhaszndljuk az ide vonatkoz6 bedgyazasi lemmat. El6tte azonban
vizsgdljuk meg a pillang6hdlézatok két tulajdonsdgat, amelyekre az algoritmus
elemzésekor hivatkozni fogunk.

1. tulajdonsdg. Ha egy pillang6halézatbol eltavolitjuk a d-edik szint 6sszes
processzordt €s a hozzdjuk kapcsolddé éleket, két 4 — 1 szintes pillangéhalézatot
kapunk eredményiil. Az egyik hdl6zat az eredetinek a pdros sorait tartalmazza,
igy ezt pdros alhdldzatnak nevezziik (%), a mésik a paratlanokat, gy az a pdratlan
alhdlozat ().

2. tulajdonsdg. A nulladik szint barmely processzora a leszarmazottaival egyiitt
egy 29 levelii binaris fat alkot, amelynek levelei pontosan a d-edik szint(i pro-
cesszorok.

Ezek utan felvdzolhatjuk az adatkoncentracié problémdjdnak megoldé algo-

ritmusat.

4.3.4. Kisszami elem rendezése hiperkockan

A ritka leszdmldlo rendezés problémdja mar szerepelt a harmadik fejezetben. Le-

gyen X = ko, ki, ..., k-1, ahol p = 24, Az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil
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4.13. abra. A d-edik szinten 1év6 processzorok €s €lek eltavolitasa

feltehetd, hogy d pdros. Tegyiik fel, hogy a bemend adatok a hiperkocka azon
processzorain vannak (processzoronként egy kulcs), melyek cimkéjét dgy kapjuk,
hogy a cimkék d bitje koziil az elsd %l—t nulldnak valasztjuk. A rendezett sorozatot
ugyanezen processzorokon éllitjuk eld kimenetként.

Legyen P, a H, hiperkocka egy processzora. P, cimkéje (i, j) parként is fel-
foghatd, ahol i az elsé %’ bit, j pedig a méasodik % bit. Azok a processzorok, melyek
cimkéjének elsd fele i (0 < i < 29/% — 1), egy Hy hiperkockat alkotnak. Ezt a hi-
perkockat H; i-edik sordnak (%) fogjuk nevezni. Hasonléképpen hatarozzuk meg
a hiperkocka j-edik oszlopdt (). A rendezendd kulcsok kezdetben a nulladik sor
processzorain vannak. Az egyértelmiség kedvéért tegyiik fel, hogy az r rangid
kulcs kimenetként a (0, 7 — 1) (0 < r < 29/?) processzoron fog megjelenni.

A KEVESET-KOCKAN algoritmus a kévetkezdképpen miikodik.

KEVESET-KOCKAN(X, Y) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: hiperkocka

Bemenet: X = kg, ki, ...,k Vp-1 (rendezend6 kulcsok)
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Kimenet: Y =1y, l1, ...,1 N (rendezett kulcsok)

01 Ojinparallelfor0 < j< 4/p-1
Sz6rja k-t gy, hogy minden sor
megkapja X egy mésolatat
02 S;in parallelfor 0 <i< /p-1
Kiszamitja k; rangjat dgy, hogy a sor
minden processzordhoz szétszorja k;-t,
majd a bemenet minden elemével
osszehasonlitja, és 0sszeget szaimol
03 S;in parallel for 0 <i< /p-1
szétszorja a sorban k; rangjat
04 S;in parallelfor 0 <i< /p-1
if r(k;) = r; then
(i, r; — 1) szoérja k;-t O;
processzoraihoz gy, hogy
végiil (0, r; — 1) megkapja
azt a kulcsot, amelynek

kiviteléért felel8s
A 1épészam a kovetkezd.

4.11. tétel. (Ritka leszdmldlo rendezés kockdn.) A KEVESET-KOC- KAN algoritmus
legfeljebb +[p kulcs ritka leszdmldlo rendezését egy Hy hiperkockdn ©(d) lépés-

ben végzi el.

Bizonyitas. Az algoritmus csak olyan miiveleteket végez, amelyben egy sor vagy
oszlop processzorai vesznek részt. Az elvégzett miiveletek mindegyike — pre-
fixszadmitas, lizenetszords, 0sszehasonlitds — O(d) 1épésben elvégezhett, és leg-

rosszabb esetben Q(d) 1épést igényel. [
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4.4. Kivalasztas

Az egyszer( kivdlasztas célja, hogy adott n kulcs koziil az i-edik (1 < i < n)
legkisebbet meghatdrozzuk. A kordbbiakhoz hasonléan két esetet vizsgdlunk: az
egyikben a processzorok p szdma megegyezik a kulcsok n szdmadval, a masikban
pedig a processzorok szdma kisebb, mint a kulcsoké.

Hérom algoritmust mutatunk be, mindegyik pillangé hilézaton fut. Az elsénél

p = n, amisik ketténél p < n. Az elsd nagy valészinliséggel munkahatékony, a

masik kettd viszont nem az.

4.4.1. Véletlenitett algoritmus a p = n esetre (x)

A PRAM-on futé munkahatékony véletlenitett algoritmus alkalmazhat6 hiperkoc-
kén is.

A KockAN-k1vALAszT fokozatainak szdma O(1). A PRAM-KI- VALASZT els§ 1é-
pése hiperkockan O(1) 1épést vesz igénybe. A 2. és 5. Iépésekben sziikséges pre-
fixszdmitds Osszesen O(d) 1épésben elvégezhetd. A 3. és 6. 1épésekben a koncent-
rdlds ugyancsak megoldhaté O(d) 1épésben. A 3. és 6. 1épésekben sziikséges ritka
rendezés ugyanennyi 1épést vesz igénybe. Mivel a 4. és 6. 1épésben rendezett soro-
zatbdl kell kivdlasztani, ezért az O(1) 1épésben megoldhatd. A 2., 4. és 5. 1épésben

1év6 tizenetszords 1épésigénye O(d). Innen adddik a kdvetkezd tétel.

4.12. tétel. (Kivdlasztds hiperkockdn.) Ha p = n, akkor a KOoCKAN-KIVALASZT al-

goritmus a kivdlasztdsi feladatot a Hy hiperkockdn O(d) idé alatt megoldja.

4.4.2. Véletlenitett algoritmus a p < n esetre ()

Tegylik fel, hogy € > 1 és n = p*. A PRAM modellen futdé VELETLEN-KIVALASZT

algoritmus médositott véltozata a racsokhoz hasonléan most is alkalmazhat6.
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A KockAN-VEL-KIVALASZT algoritmus esetén minden processzor % kulccsal kezd.

A while utasités feltételét (N > D)-re véltoztatjuk (ahol D alland6). Az els6 1é-
pésben minden processzor minden kulcsa W valészintiséggel lesz a minta-
ban.Ezért ez a [épés ebben az esetben ;—; 1épésig tart. A masodik 1€pés valtozatlan
és O(d) 1épést vesz igénybe. A 3. 1épésben a koncentrdlas és a ritka leszaml4l6 ren-
dezés is végrehajthaté O(d) 1épésben. A 4., 5. és 6. 1épések szintén végrehajthatdk
O(d) 1épésben. Igy minden fokozat O(g + d) 1épést vesz igénybe. Az algoritmus-
nak O(lg 1g n) fokozatra van sziiksége. A 6 1épésre kiilon kapott becslések 6sszegét
a fokozatszdmra kapott becsléssel 6sszeszorozva kapjuk a kovetkezs tételt.

4.13. tétel. (Kivdlasztds hiperkockdn.) Ha ¢ > 1 és n = p°, akkor a kivdlasztdsi

feladat a Hy hiperkockdn O ((;—} +d)lglg p) idé alatt megoldhato.
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4.4.3. Determinisztikus algoritmus a p < n esetre

A négyzeten futé kivdlaszté algoritmus adaptédlhaté hiperkockdra. Az igy kapott
Kock AN-DET-KIVALASZT algoritmus 1épésszdmdnak elemzése hosszu, csak az ered-

ményét adjuk meg.

4.14. tétel. (Kivdlasztds hiperkockdn.) Ha p < n, akkor a KOCKAN-DET-KIVALASZT
algoritmus a kivdlasztdsi feladat a Hy hiperkockdn O (% lglg p +d*lg n) lépés-
ben megoldja.

4,15, példa. Legnagyobb elem kivalasztasa hiperkockan

Tegyiik fel, hogy a H3 hiperkocka minden processzoranak memoridjdban 5-5
kulcsot helyeziink el — ahogyan azt a 4.14. dbra mutatja. A feladat a harmincket-
tedik legkisebb elem kivdlasztasa.

El6sz6r minden processzor meghatdrozza sajat kulcsainak medidnjat — ezeket
az dbra felsd részén bekarikdztuk. Ezen medidnok rendezett sorozata 6, 16, 18,
22, 25, 26, 45, 55. Mivel most minden processzorndl 5-5 kulcs van, a stlyozott
médian megegyezik a mediannal, ami 22. Ezutan meghatarozzuk M = 22 rangjat,
ami21. Mivel i = 32 > 21, a 22-nél kisebb vagy vele egyenl kulcsokat elhagyjuk.
i frissitett értéke 32 — 21 = 11 lesz. Ezzel a while ciklus egy menetét befejeztiik.

A while ciklus kovetkezd menetében 19 elemmel kezdiink. Az dbra kozépsé
részén bekarikdztuk a helyi medidnokat. A medidnok rendezett sorozata 23, 24,
27, 28, 35, 36, 45, 63, a megfeleld sdlysorozat pedig 1, 2, 1, 3, 2, 3, 4, 3,igy a
silyozott médidn 36. Elhagyjuk a kis kulcsokat ési = 11 — 10 = 1 lesz az 4j i
érték. Ezzel vége a while ciklus kovetkezd menetének.

Igy folytatva megkapjuk, hogy a kivélasztds eredménye a megmaradt 9 szdm
koziil a legkisebb, a 42. o
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Processzor 000 001 0160 o011 100 101 110 111

5203563216211

10 15 24 42 71 9 51 28

& 7 12 3 1 36 17
4 13 19 2 47 8 8l
27 23 32 @ @ 30 @

l A sulyozott médidn 22.

@O @ o
2T 47

32 51 81
55 26 25
30

l A stlyozott médian 36.

- - - 42 63 47 62 81
71 51
55 45

4.14. abra. Kivalasztds 8 elem koziil

4.5. Osszefésiilés

27 _z

Amint mdr lattuk az el6z6 két fejezetben, az 6sszefésiilés célja, hogy két rendezett

sorozatbdl a két sorozat minden elemét tartalmazoé, rendezett sorozatot allitsunk

eld.

Beldttuk, hogy ez a feladat hiperkockdn — m hosszisdgi bemené sorozatokra

— m? processzoron O(lgm) id6 alatt megoldhaté. A szdmitdsi modell most is a

hiperkocka lesz, de csak 2m processzort hasznédlunk (feltéve, hogy m 2 hatvanya).
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4.5.1. Paratlan-paros osszefésiilés

Legyen X = ko, k1, ..., kn—1 a két 0sszefésiilendd rendezett sorozat, ahol 2m =
24,

El6szor szétvélasztjuk X és X, pdros és paratlan részét. Legyenek ezek Oy, E,, O»
és E». Ekkor Ey-et rekurzivan Osszefésiiljik O-vel, az eredmény A = ag, ay, ..., am-1.
Ugyanigy kapjuk B = b, b1, ..., by,—1-et O1-bdl és E,-bdl. Ezutdn A és B Ossze-
keverésével kapjuk a C = ag, by, a1, b1,...,an-1,bn-1 sorozatot, majd rendre
Osszehasonlitjuk (és sziikség esetén felcseréljiik a;-t és b;-t (0 < i < m — 1).

Az algoritmus helyessége beldthat6 a 0-1-elv segitségével.

4.16. példa. 2 x 4 elem Osszefésiilése

Legyen X; = 7,11,24,30 és X, = 2,4,27,45. Ebben az esetben O; = 11,30
ésE; =7,24,0, =4,45és E> = 2,27. Eq és O, 0sszefésiilésével A = 4,7,24,45
adédik. Hasonloképpen B = 2,11,27,30. A és B osszekeverésének eredménye
C=4,2,7,11,24,27,45,30. Ha a 4-et és 2-t, valamint a 45-6t és 30-at felcserél-
juk, akkor az eredmény 2, 4, 7, 24, 27, 30, 45. o

A médositott algoritmust konnyl a B, pillangdn megvaldsitani. Példaul X,
és X, péros és pdratlan részre vald felbontdsa a pillangé hdlézaton egy 1épésben
elvégezhetd.

A keverési miivelet szintén kdnnyen elvégezhetd. Tegyiik fel, hogy X; és X,
is a B, pillangé hilézat d-edik szintjének bemend adatai. Legyen X a bemenet
az elsé m sorban és X, a médsodik m sorban. Az algoritmus els6 [épése X; és X,
szétvélasztdsa paratlan és paros részre. Ezutan rekurzivan sszeféstiljiik E;-et O;-
vel és O1-et E>-vel. Ennek érdekében az els6 m sorban 1évé kulcsokat a kdzvetlen

éleken, a tobbi kulcsot a keresztéleken mozgatjuk (1asd 4.15. dbra).

4.17. tétel. Ha m = 29, akkor két m hossziisdgii lista mind a B, pillangé hdléza-

ton, mind pedig a Hy hiperkocka hdlézaton dsszefésiilhetd O(d) idd alatt.
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Processzor 000 001 0160 o011 100 101 110 111

5203563216211

10 15 24 42 71 9 51 28

& 7 12 3 1 36 17
4 13 19 2 47 8 8l
27 23 32 @ @ 30 @

l A sulyozott médidn 22.

@O @ o
2T 47

32 51 81
55 26 25
30

l A stlyozott médian 36.

- - - 42 63 47 62 81
71 51
55 45

4.15. abra. Paratlan-pdros 0sszefésiilés pillangén

4.5.2. Biton Osszefésiilés

AK =kgy, ki, ..., k,—1 sorozatot biton sorozatnak (%) nevezziik, ha rendelkezik
a kovetkez6 két tulajdonsdg valamelyikével:
a) van olyan j (0 < j < n— 1) index, amelyre kg < k1 < ... < kjés k; >

b) vanolyan j (1 < j < n—1)index, amelyre a K sorozat K’ = kj,1, kjs2, ..., kyo1, ki, ko, ...

P e

ciklikus eltoltja rendelkezik az el6z8 tulajdonsdggal.
Megmutatjuk, hogyan lehet rendezni egy biton sorozatot pillangé halézaton.

Az els6 1épésben — ahogyan ezt a '4.16. dbra mutatja — a nulladik szint pro-
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cesszorai mind a kozvetlen, mind a kereszt éleken elkiildik a kulcsukat. Az elsé

szint processzorai fellilr6l 2-2 kulcsot kapnak.

0. szint

1. szint

2. szint

3. szint

sor 000 001 010 011 100 101 110 111

4.16. abra. Bitonikus 6sszefésiilés pillang6 halézaton

4.18. tétel. Egy 27 hossziisdgii biton sorozat mind a B, pillangé hdlézaton, mind

pedig a Hy hiperkocka hdlozaton rendezheté O(d) idd alatt.

4.6. Rendezés

Ebben az alfejezetben hiperkocka és pillangé halézat lesz a szadmitdsi modell.

4.6.1. Paratlan-paros osszefésiilo rendezés

Elsé algoritmusunk a PAROS-PARATLAN-FESUL-RENDEZ egy megvaldsitasa.
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Jeldljiik R(d)-vel algoritmusunk 1épésszamat B,;-n. Ekkor
R(d) = R(d - 1) + O(d). (4.11)
Ennek a rekurziv egyenletnek a megolddsa S (d) = o(d?).

4.19. tétel. Ha p = 2%, akkor p elem mind a By pillangd hdldzaton, mind pedig a
H, soros hiperkockdn rendezhetd 0(d?) idé alart.

4.6.2. Biton rendezés

Az sszefésiil6 rendezés alapotlete a biton 0sszefésiild algoritmussal kapcsolatban
is alkalmazhat6 — az eredmény a PILLANGON-BITON RENDEZ algoritmus.
Most ismét felirhatjuk a 4.11] rekurziv egyenletet, ahonnan a kovetkezd 1é-

pésszdmot kapjuk.

4.20. tétel. (Biton sorozat rendezése pillangon és hiperkockdn.) A PILLANGON-BITON-
RENDEZ algoritmus p = 29 elemet O(d?) lépésben rendez a By pillangd hdlézaton,

és ugyancsak O(d®) lépésben hiperkockdn.

4.7. Grafalgoritmusok

Ebben az alfejezetben minmdtrix, tranzitiv lezdrt, 0sszefliggd komponensek és

minimaélis feszitéfa meghatdrozdsira szolgdlé algoritmusokat mutatunk be.

4.7.1. Minmatrix meghatarozasa

Ujra alkalmazzuk a masodik fejezetben bevezetett formalizmust.
Legyen g egy pozitlv egész szdm, n = 29 és legyen M[0 : n—1,0: n— 1] egy

n X n méretd matrix. Az M métrix minmatrixdnak szdmitdsdra a #3, hiperkockat
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fogjuk haszndlni, amelyben 237 processzor van, melyek cimkéi 3¢ bit hossziak.
Ezek a cimkék (i, j, k) alakban is felirhatok, ahol i a cimke els6 g bitjét, j a cimke
mdsodik g bitjét és k a cimke harmadik g bitjét jelentik.

Jelolje (i, %, %) (0 < i < 29 — 1) (&) a H3, hiperkocka azon processzorait,
melyek cimkéjében az elsd ¢ bit bindris szdmként i. Ezek a processzorok egylitt
egy Ho, hiperkockdt alkotnak. Hasonléképpen definidljuk a (x, j, %), (,*,k),
(i, j, %), (i, %, k) és (*, J, k) jeloléseket is.

Ekkor a KockAN-mINMATRIX algoritmus a kovetkez&képpen mikddik.

KoCKAN-MINMATRIX(M, M) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: hiperkocka
Bemenet: M (egész elemeket tartalmazé matrix)

Kimenet: M minmatrixa

01 A gli, j, k] elemek frissitése
02 Az mli, j] értékek frissitése

A 1épészam a kovetkezd.

4.21. tétel. Ha M egy nxn méretii mdtrix, akkor a KOCKAN-MIN- MATRIX algoritmus

M minmdtrixdt egy Hz; hiperkockdn O(Ig2 n) lépésben meghatdrozza.

Bizonyitas. Az algoritmus elsé szakaszdban az iizenetszords és a matrixtransz-
pondlds O(lg n) 1épésben végrehajthaté. A mésodik szakaszban az m[i, j] értékek
frissitése prefixszamitassal megoldhaté O(ign) Iépésben. A négyzeten futé algorit-
musban szerepld két iizenetszords helyett itt a hiperkockdban lizenetszérdst végzé
algoritmust alkalmazzuk, ugyancsak O(lg n) 1épésszammal.

Tehat a for ciklus magjanak minden végrehajtisa O(lg n) 1épést vesz igénybe.
Mivel a ciklusmagot 1g n-szer kell végrehajtani, ebbdl a 1€pésszdm felsé korlatja

mar addodik.
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Mivel példaul a masodik szakaszban végzett prefixszdmitds 1épésszama Q(n),

ezért az elemzett algoritmus 1épészamanak nagysdgrendje valéban 1g° . |

4.7.2. Tranzitiv lezart

Irdnyitott graf tranzitiv lezartjat a masodik fejezetben definidltuk.

4.22. tétel. Egy n-csiicsii irdnyitott grdf tranzitiv lezdrtja O(1g> n) lépésben meg-

hatdrozhaté egy n® processzort tartalmazd hiperkockdn.

Bizonyitas. Allitdsunk a4.21. tétel kovetkezménye. ]

4.7.3. Osszefiiggé komponensek

Grafok 6sszefiiggd komponenseit a masodik fejezetben definidltuk.

4.23. tétel. Egy n csiicsi irdnyitott grdf dsszefiiggd komponensei egy n’ processzort

tartalmazo hiperkockdn O(1g* n) lépésben meghatdrozhatdk.

Bizonyitas. Allitdsunk a4.21. tétel kovetkezménye. ]

4.7.4. Legrovidebb utak

A HIPERKOCKAN-UTAK algoritmus lépésszdmara vonatkozik a kdvetkez6 tétel.

4.24. tétel. A HIPERKOCKAN-UTAK algoritmus egy n-csucsi irdnyitott grdf osszes
. 7 z z 7z z 7 7 3
csiicspdrjdnak tavolsdgdt meghatdrozza O(1g% n) lépésben egy 1’;—n processzort tar-

talmazo hiperkockdn.

Bizonyitas. A PRAM modellek elemzése soran megmutattuk, hogy egy graf csd-

csai kozotti tdvolsdgokat 1g n métrixszorzas segitségével meghatdrozhatok.
. 3 . Py Loz
Két n X n méretl matrix egy @—processzoros hiperkockan O(lgn) 1épésben

0sszeszorozhato. [ ]
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4.7.5. Konvex burok

A konvex burok szdmitdsdra — hasonléan a PRAM és négyzet modellek esetéhez
— oszd meg és uralkodj elvii algoritmust javaslunk.
Ha a rekurziv algoritmusunk lépésszdmat a d-dimenzids hiperkockdn K(d)-
vel jeloljiik, akkor
K(d) = K(d - 1) + O(d*), (4.12)

ahonnan K(d) = O(P).

4.25. tétel. Ha n = 2¢, akkor egy sik n pontjanak konvex burka O(1g> n) lépésben

meghatdrozhaté a Hy hiperkockdn.

4.8. Gyakorlatok

4-1. Allapitsuk meg, van-e Euler-kor és/vagy Hamilton-kor a vizsgalt hdlézatok-

ban?

4-2, Mennyi id6 alatt lehet egy iizenetet eljuttatni a fejezetben vizsgdlt hdl6zatok
adott processzordtdl az sszes tobbihez? Tervezziink bejardsi algoritmusokat és

elemezziik 1épésszamukat.

4-3. Mutassuk meg, hogy egy pillangé halézat elsé szintjén 1évd processzorbdl

pontosan egy Ut vezet a d-edik szint barmelyik processzordhoz.
4-4. Foglaljuk tablazatba a vizsgdlt halézatok jellemz tulajdonsdgait.

4-5. Hanyféleképpen lehet bedgyazni a 4.3l dbra bal oldalan lathaté G halézatot
az dbra jobb oldalan lathat6 H halézatba?

4-6. Adjuk meg a G3, G4 és G5 Gray-kodokat.

4-7. Tervezziink O(kd) 1épésszamu algoritmust, amely 2¢ k-bites kulcsnak a By

pillangé hélézaton val6 rendezésére.
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4.9. Feladatok

4-1. Gray-kod elemzése

Adjuk meg, 6sszesen hany nulldt és hany egyest tartalmaz Gy (k > 1). Hany olyan
elrendezése van a k-jegy(i bindris szamoknak, melyekre jellemzd, hogy az i-edik
(2 < i < 2F) sz4m pontosan egy helyen tér el az (i— 1)-edikt61? Hany ilyen ciklikus

elrendezés van?

4-2. Racs beagyazasa hiperkockaba

Tekintsiik egy 4 x 8 méret(i racsnak Hs-be dgyazdsat. Az elsd két bitet hasznaljuk
a rics sorainak, a tovdbbi hdrom bitet pedig a rdcs oszlopainak azonositdsara:
G- feleljen meg a nulladik, els6, mdsodik, illetve harmadik sornak. Ugyanigy G
elemei rendre megfelelnek a 0., 1., ..., (n—1). oszlopnak. Adjuk meg a bedgyazas

jellemzd adatait (felfivodas, késleltetés, torlddds).
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4-3. Teljes binaris fa beagyazasa de Bruijn-halézatba
Mutassuk meg, hogy egy d-szintes teljes bindris fa bedgyazhat6 egy d-dimenzids

de Bruijn-hdlézatba Gigy, hogy a bedgyazis késleltetése 1.

4-4. Moho algoritmus koratjanak élessége

Lassuk be, hogy a mohé algoritmus 1épésszamdra és sorhosszisidgara bizonyitott
felsd korlat aszimptotikusan éles, azaz van csomagirdnyitasi feladatoknak olyan
sorozata amelyre a (4.4) egyenletben megadott nagysdgrend a jellemzd. Utmu-
tatds. Vizsgéljuk meg azt az dgynevezett bitforditdsos feladatot, ahol a by...b4
sorbeli csomag cimzettje a b,...b1 sorbeli processzor. Vizsgaljuk meg ebben az

7 2

esetben egy %—edik szint( él forgalmat.

4-5, Polinomok szorzasa
Tervezziink algoritmust, amely két 24_edfokid polinomot O(d) id6 alatt 6sszeszo-

roz a B, pillangd halézaton.

4-6. Gyors Fourier transzformacio
Tervezziink algoritmust, amely a B pillang6 halézaton kiszdmitja egy 2¢ hosszi-

sagli vektor gyors Fourier-transzformaltjat.



5. Szinkronizalt halozat

Ebben a fejezetben dontési feladatokat oldunk meg — speciélis €s dltaldnos halo-

zatokban.

5.1. Szamitasi modell

A H hélézatot a kordbbiakhoz hasonléan H = (V, E) formaban adjuk meg, ahol

V ={P1, Py, ..., P,}aprocesszorok halmaza. Két processzor kdzott

o vagy kétirdnyu adatatvitel lehetséges,
e vagy csak egyirdnyU adatatvitel van,

e vagy nincs kapcsolat.

Ennek megfelelSen az élek E halmaza két részb6l all: E = (S, D), ahol S az
egyirdnyu adatdtviteli vonalakat leiré irdnyitott élek halmaza, mig D a kétiranyu
adatatvitelt lefr6 irdnyitatlan élek halmaza.

A kevers-cserél6 halozatokban kétféle él van: kétirdnyu cseréld (%) €s egyird-
nyu keverd (&) él.

A d dimenzibs teljes keverd-cseréld halézatban (#) p = 2¢ processzor van.

7 7

A cserél6 élek a Py; processzorbéla Py (=0, 1, ..., 20-1 _ 1) processzorhoz

7 oz

vezetnek. Minden processzorbdl egy keverd él indul: a P; (i = 0, 1, ... 22 - 1)

7 oz

processzorbdl indulé kevers €l a Po; processzorndl végzddik, ahol az indexeket

(mod 27 — 1) vessziik.
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@@@'@@,@@@

5.1. abra. 8-processzoros keverd-cseréld halozat

A 5.1l 4bra egy 8-processzoros teljes kevers-cseréld hildzatot dbrzol.

A gyakorlatban haszndlt hdl6zatok tobbségében csak kétiranyd adatatviteli
vonalak vannak. A de Bruijn-hél6zat csak egyirdnyd adatitvitelt enged meg.

A P; processzor szomszédait (&) szomszéd[i]-vel jeldljiik és a kovetkez6kép-

pen definidljuk:
szomszéd[i] = {P; | (i, )) € S V (i,j)) e DV (i, j) € D)}. (5.1

A processzorokat automataként {rjuk le, amelyek a szinkronizdlt 1épésekben
iizeneteket kiilldhetnek és kaphatnak, és adott kezd6allapotbdl kiindulva minden
1épésben — a beérkezd lizenetek és a korabbi allapot 4ltal meghatarozott — dj alla-
potba mennek 4t.

A P; processzor a KuLp;(iizenet) és a Fogap;(iizenet) fliggvénnyel killdenek,
illetve fogadnak iizenetet. Az iizenet az Ue halmaz eleme, ahol U a lehetséges iize-
netek halmaza, € pedig az iires iizenet. Egy iizenet lehet példdul a kiild6 folyamat
azonositéja, és dllhat tobb részbdl is.

Ebben a fejezetben a 1épésszam mellett az elkiildott és fogadott iizenetek

szdma is gyakran haszndlt hatékonysdgi jellemzd.

5.2. Vezeto valasztasa

Ennek az alfejezetnek a témdja az egyik legfontosabb dontési feladat, a vezetd-

vdlasztds (%). Tegyiik fel, hogy kezdetben minden processzor azonos dllapotban
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van. A cél olyan dllapot elérése, amelyben pontosan egy processzor a vezetd (&),
a tobbi processzor pedig a nem_vezetd dllapotban van. A kés6bbiekben (foleg az
algoritmusok lefrdsaban) haszndljuk a rovidebb vez, illetve nem_vez jelolést is.

Szamos feladat megolddsdhoz sziikség van a processzorok szimmetridjdnak
megtorésére, €s egy vezetd processzor megvilasztisira. Ezt a feladatot LeLann
fogalmazta meg 1977-ben.

El6szor megmutatjuk, hogy a vezet6vilasztds bizonyos koriilmények kozott
megoldhatatlan feladat.

Azutan algoritmusokat mutatunk be és elemziink, amelyek gyf{riiben, fiban

és dltaldnos hdlézatban megoldjdk a vezet6vilasztast.

5.2.1. Vezetovalasztas megoldhatatlansaga gyiriiben

Legyen H egy p-processzoros gy{irl. Ha H-ban minden processzor azonos kezdeti
dllapotban van, akkor nincs méd ennek a kezdeti szimmetridnak a megsziinteté-

sére. Ezt az allitast formalizdlja a kovetkezo tétel.

5.1. tétel. (Vezetdvdlasztds gyiiriiben.) Ha G egy egyirdnyii vagy kétirdnyi gyiiri,
melyben a processzorok kezdeti dllapota, dllapotdtmeneti fiiggvénye és iizenet-

elddllito fiiggvénye is azonos, akkor ebben a gytiriiben a vezetévdlasztds nem old-

hato meg.

Bizonyitas. Az allitast indirekt médon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy a P algorit-
mus megoldja a feladatot.

Feltehetjiik, hogy a gyliri minden processzordnak csak egy kezd&dllapota
van (ha tobb van, kéziiliik tetszbélegesen vélasztva elérhetjiik, hogy minden pro-
cesszornak csak egy kezdddllapota legyen).

Az els6 1épésben minden processzor ugyanazt az lizenetet kiildi szomszéd-

janak (kétirdnyd gy(riiben mindkét szomszédjanak), ezért a masodik 1épésben a
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processzorok azonos U4j dllapotba mennek 4t €s azonos iizenet kiildenek szom-
szédjuknak.

A 1épések szama szerinti indukciéval adédik, hogy ha barmely processzor
allapota vezetd, akkor a tobbi processzor dllapota is vezetd lesz, ami nem biztositja

a vezetOvilasztas egyértelmiiségét. [

7z

A gyakorlatban rendszerint nem azonos a processzorok kezddallapota. A to-
vabbiakban feltessziik, hogy minden processzornak egyedi azonositéja (%) van,

amely a tobbi processzortél megkiillonbozteti.

5.2.2. Vezetovalasztas gyiiriiben

o 7 s s o

Az elsd gyfirlis vezet6vilaszto algoritmus LeLann nevéhez f(izédik. A LELANN
algoritmusra jellemzd, hogy a sziikséges iizenetek szdma négyzetesen né a pro-
cesszorok szamdval. Chang és Roberts 1979-ben olyan javitdst dolgoztak ki, amely
legrosszabb esetben tovabbra is négyzetes volt, de 4tlagos esetben mar O(nlgn)
Iépésben megoldotta a vezetbvilasztast. 1980-ban Hirschberg és Sinclair olyan
megoldast taldlt, melyre a legrosszabb esetben is bizonyitani tudtdk az O(nlgn)
fels6 korlatot. Igaz, mig a kordbbi médszerek egyiranyu gy(riiben is miikodtek,
a HirscHBERG-SINCLAIR algoritmusnak kétirdnyd adatdtviteli vonalakra van sziik-
sége.

Az alsé korlatokkal kapesolatos eredmények szerint a vezetdvalasztast aszimp-

totikusan optimadlisan is meg tudjuk oldani.

5.2.2.1. LeLann algoritmusa

A LELANN algoritmus megengedi, hogy a vezetd az tgynevezett kezdd processzo-
rok (%) koziil keriiljon ki. A kezd6 processzorok halmazat K-val jeldljiik. A pro-

cesszoroknak nincs sziiksége arra, hogy ismerjék a hdldézat méretét.
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Az algoritmus pszeudokédja a kovetkezd.

LeLANN(K, A) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: egyirdnyu gy(r(
Bemenet: K (a kezdd processzorok indexeinek halmaza), A[1 : n] (a
processzorok azonositéinak témbje,
amely kiilonb6zé egész szdmokat tartalmaz)

Kimenet: i (a vezet§ processzor indexe)

01 P;inparallelfor 1 <i<n
02 if i € K then
03 dllli] := jelolt
04 Ji = {i}
05 else
06 all[i] := n_vez
07 P;in parallelfor 1 <i<n
08 if dll[i] = jelolt then
09 KoLp;(7)
10 while dll[i] # vez
11 Fogap;(a)
12 Ji = J; U {a}
13 Kup;(a)
14 if ; = min{J;} then
15 dll[i] := vez
16 else
dall[i] := n_vez
17 else
18 while dll[i] # vez
19 Focap;(a)
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20 Kip;(a)

Az algoritmus szerint el8szor az 1-6. sorokban bedllitjuk a processzorok al-
lapotét: jelolt lesz a kezdd processzorok allapota és nem_jelolt lesz a tdbbi pro-
cesszor kezd&allapota. A kezdd processzorok a jeldltek J; halmazédba beteszik sa-
jét azonositojukat.

A 7-13. sorokban a kezd6 processzorok addig fogadjak és kiildik az iizenete-
ket, amig sajat azonositoéjukat — amely korbeért a gylirin — vissza nem kapjék.

A 14-16. sorokban a legkisebb azonositdji processzor vez-re, a tobbi kezdd
processzor n_vez-re dllitja a sajdt allapotat.

A nem kezdd processzorok szerepe az lizenetek tovdbbitdsa (17-21. sorok).

5.2. tétel. A LELANN algoritmus egy egyirdnyii gyiiriin minden esetben O(p) lépés-

Py

ben és legrosszabb esetben O(p?) iizenetet kiildve oldja meg a vezetévdlasztdst.

Bizonyitas. Az 1-6. sorokban két 1épésben beallitjuk dli[i] és J; értékét. A kezd6
processzorok a p. 1épésben visszakapjak sajat azonositdjukat (a tobbi kezd6 pro-
cesszor azonositdjdt mar kordbban megkaptdk). Ekkor a legkisebb azonositéju
processzor dllapota a 14—15. sor szerint vezetd lesz, a tobbi kezdd processzor al-
lapota pedig a 16. sorban nem_vezetd lesz.

Mivel legfeljebb p kiilonbdz6 azonosité van és mindegyik p 1€pést tesz, ezért
az elkiildott és fogadott lizenetek szama O(p?). Mivel legrosszabb esetben min-
den processzor kezds, ezért az iizenetek szima W(p, LELaNN) = O(p?). Mivel a

kezd6 folyamatok azonositdja p 1€pés alatt ér korbe a gyfiriin, ezért az algoritmus

lépésszdma minden esetben p = O(p). [

pays

A LELANN algoritmus biztositja, hogy a processzorok a megfeleld dllapotba
keriiljenek, de nem biztositja azt, hogy a nem kezd6 processzorok megalljanak.

Ezt a megallast példaul tgy biztosithatjuk, hogy a vezetének valasztott processzor
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korbekiild egy értesitd iizenetet (%). Az igy kiegészitett algoritmusra is érvényes
a W(p, ErtESfr-LE- LaNN) = O(p) és Wy(p, ERTESI’T—LELANN) = O(pz)

5.2.2.2. Chang és Roberts algoritmusa

2~ z

Chang és Roberts azzal javitottdk az el6z6 algoritmust, hogy csokkentették a fe-
leslegesen tovabbkiildott azonositok szdmat: a kezdd processzorok csak a sajat

azonositdjukndl kisebb azonositdkat kiildik tovabb.

CHANG-ROBERTS(U, 7) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: egyirdnyu gy(r(
Bemenet: U = uy, up, ..., up (aprocesszorok azonosit6i — kiilénbozd

egész szamok)

Kimenet: i (a vezet§ processzor indexe)

01 P;inparallelfor 1 <i<n
02 ifi € K then

03 dllli] := jelolt

04 Li = {i}

05 else

06 dll[i] := nem_jelolt

07 P;inparallelfor 1 <i<n
08 if dll[i] = jelolt then

09 KoLp;(7)

10 while j # i

11 Fogap;(a)
12 L:=LU{j}
13 KuLp;(a)

14 if ; = min{K} then

15 dall[i] := vez
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16 else dll[i] := n_vez
17 else

18 while d/i(i) # vez

19 FoaGab;(j)

20 Kuo;(j)

5.3. tétel. A CHANG-ROBERTS algoritmus O(p) lépéssel és legrosszabb esetben O(p*)

iizenettel oldja meg egyirdnyt gyiiriiben a vezetdvdlasztdst. Az algoritmus dtlagos

lizenetszdma O(plg p).

Bizonyitas. A legrosszabb esetre vonatkozé bizonyitas hasonlé a LELANN algorit-
musra vonatkozé bizonyitdshoz.

Az atlagos lizenetszammal kapcsolatban legyen s a legkisebb a p azonosité
koziil. p kiilonbdzé azonositénak (p — 1)! kiilonboz6 ciklikus permutdcidja van.
Adott ciklikus permutdcidéban legyen a; az az azonositd, amely i 1épéssel halad s
elott.

Mivel az s azonosité minden permutdciéban p 1épést tett meg, ezérta (p — 1)!
ciklikus permutdcidban osszesen p(p — 1)! 1€pést tett meg. Az a; azonositét leg-
feljebb i-szer kellett tovdbbitani, mivel eldobjuk, amikor eléri az s azonositdji
processzort. Legyen A;; azoknak a ciklikus permuticidknak a szdma, amelyek-

ben az a; azonosit6t pontosan k-szor kellett tovabbitani. Ekkor az a; azonosit6t

Osszesen .
1
Z kA (5.2)
k=1
alkalommal kell tovabbitani.
Ha a; a legkisebb az a;, a», ...,a; azonositék kozott — ami v _l.l)! permutici-

6ban fordul el — akkor az a; azonositot pontosan i-szer kell tovabbitani, ezért

_ (=Dt

Ajj
1

(5.3)
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Ha az a; azonositét k — 1 olyan azonosit6é kdveti, amelyek nagyobbak, mint a;,
akkor a;-t legaldbb k-szor kell tovabbitani (itt k < i). Azoknak a ciklikus permuta-
cidknak a szdma, amelyekben a; a legkisebb az a;_y+1, @j—g+2, ..., a; azonositok

kozott, @ Ezért ha k < i, akkor az a; azonositét

(p-D! (p-D!

k k+1 >4
permutéciéban kell pontosan k-szor tovabbitani, és igy
= /(f()k_+l1); (ha k < i). (5.5)
Ezért az a; azonositdt az dsszes ciklikus permutdcidban dsszesen
i_lk((p_l)!)+il(p—1)!:(p—l)!zill (5.6)
= k(k+1) i k:lk

alkalommal kell tovabbitani.
Ismert, hogy az egyenlség jobboldaldn 1€v6é szumma a H; harmonikus szdm,
amelyre
m
Z H; = (m + DH,, —m. (5.7)
i=1
Most sszegezziik az s-t6l kiilénboz6 i azonositok dltal megtett 1épések sza-

mat:
p-1
ZL(}? - DH;| =(pHp-1 —(p—1D)(p-D!. (5.8)
i=1

Mivel ez a 1épésszadm az 6sszes ciklikus permuticidhoz tartozik, ezért az 4tlag
pH,. Mivel H, = In p + O(1), azt kaptuk, hogy az dtlag valoban O(p1g p). [ ]
Ha az azonositok kezdeti permuticidja kedvez8 — példaul a; > ap > ... >
ap —akkor az a; (1 < j < p — 1) azonosité csak egy lépést tesz meg, ezért

Bj;(p, CHANG-ROBERTS) = O(p).
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5.2.2.3. Hirschberg és Sinclair algoritmusa

Py

Az eddig targyalt vezetdvalaszt6 algoritmusok kevés 1épést tesznek, de sok iize-
netre van sziikségiik. Most egy olyan algoritmust mutatunk be, amelynek a kordb-
bindl lényegesen kevesebb iizenetet igényel.

Hirschberg és Sinclair algoritmusa is a legnagyobb azonositéval rendelkezd
folyamatot védlasztja vezetdnek. Itt azonban az azonositok nem korbejarjak a gyi-
r(it, hanem bizonyos (egyre nagyobb) 1€pés megtétele utdn visszafordulnak. Ezt

szemlélteti a 5.2, 4bra.

5.2. abra. A HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmus szemléltetése

5.4. tétel. A HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmus iizenetszdma kétirdnyu gyiiriiben W(p, HIRSCHBERG-SINCLAIR) =

O(plg p).

5.2.2.4. IpG-szeLET algoritmus

Py

Az eddigi vezetbvalaszté algoritmusok az azonositék dsszehasonlitisdval jutottak
informécidhoz.

A kovetkezé Ip6-szeLET algoritmus nagyon kevés iizenetet haszndl. Az algorit-
mus szakaszokban miikodik, és minden szakasz p 1€pésbdl dll. A j-edik szakasz-
ban csak j azonositét lehet iizenetként elkiildeni. Ha a P; processzor azonositdja

a;, akkor ez a processzor az 1.,2.,...,(a; — 1). szakaszban nem kiild {izenetet. Ha
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a P; processzor az elsd a; — 1 szakaszban nem kap iizenetet, akkor az q;-edik sza-
kasz els6 1épésében elkiildi szomszédjanak a sajat azonositojét, és ez az azonositd

korbemegy az egyirdnyd gyfrin.

5.5. tétel. Az IDG-SZELET algoritmus egy p-processzoros egyirdnyi gyiiriiben p iize-

Py

nettel O(pamin) lépésben oldja meg a vezetdvdlasztdst.

Ennek a tételnek kozvetlen kovetkezménye, hogy az IpG-szeLer algoritmus

iizenetszdmdt tekintve aszimptotikusan optimalis.

5.2.2.5. Also korlat az iizenetszamra

Py

Az 6sszehasonlitis alapd vezetdvalaszt6 algoritmusok lizenetszdmadra érvényes a

kovetkezo also korlat.

oy o

5.6. tétel. Ha a P algoritmus bdrmely p-processzoros gyiiriiben vezetdt tud vd-

lasztani, akkor megadhato p darab kiilonbozd azonosité olyan permutdcioja, amelyre

az A algoritmus N;(p, P) = Q(plg p) iizenetet kiild.

5.2.3. Vezetovalasztas faban

7oz

Az aldbbi algoritmus fdban megoldja a vezet6vilasztast.

FABAN-VEZETG(A, i) pdrhuzamos eljdrds
Szdmitdsi modell: gy(rd
Bemenet: A[1 : p] (a processzorok azonositéi, kiilonbozé egészek)

Kimenet: i (a vezetd processzor indexe)

01 P;inparallelfor 1 <i<n
02 if i € K then
03 dllli] := jelolt
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04 else
05 dll[i] := n_vez

Az algoritmus menetét illusztrdlja az|5.3. dbra. Az 4bra felsd része a 1" fanak
a Ty, és T, részfdkra bontdsit mutatja. Az dbra bal alsé része a T, fa felbontdsét

mutatja.

T,, felbontdsa T felbontdsa

5.3. abra. T, részfii

5.7. tétel. A FABAN-VEZETS algoritmus egy p-processzoros faban O(p) iizenettel és

O(tmr) lépésben megoldja a vezetévdlasztdst.

5.2.4. Vezetovalasztas altalanos halozatban

Altaldnos hal6zatban elGszor egy egyszerii iizenetterjeszts algoritmust, majd an-

nak javitott valtozatat mutatjuk be.
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5.2.4.1. Max-TERJED algoritmus

A Max-TERIED algoritmus alapétlete, hogy a processzorok minden menetben el-

kiildik szomszédaiknak az addig hozz4juk eljutott legnagyobb azonositoét.

5.8. tétel. Ha egy tetszdleges H hdlozat dtmérdje dtm(H), akkor a MAX-TERJED
algoritmus ebben a hdlozatban legfeljebb dtm(H) menetben a legnagyobb azono-

sitoju folyamatot vezetdvé vdlasztja. Az elkiildott iizenetek szdma pedig O(|E|tm).

5.2.4.2. Op1-MAX-TERJED algoritmus

Altaldnos halézatban is alkalmazhaté az a javitds, amit mdr a gy(ri esetében 14t-
tunk: a processzorok csak akkor kiildenek tovabb azonositot, ha az 1 informéci6t
tartalmaz.

Ezzel ugyan a legrosszabb esetben sziikséges iizenetek szdmdnak nagysag-

rendje valtozatlan marad, az iizenetek dtlagos szdma azonban lényegesen csokken.

5.9. tétel. Ha egy tetszdleges H hdlozat dtmérdje dtm(H), akkor az OPT-MAX-TERJED
algoritmus ebben a hdlozatban legfeljebb dtm(H) menetben vezetévé vdlasztja a

legnagyobb azonositoji folyamatot.

5.2.5. Alsé korlat az iizenetek szamara
Az altalanos halézatokban sziikséges ilizenetek szdmadra vonatkozik a kovetkezd

tétel.

5.10. tétel. Ha H egy p processzort tartalmazo hdlozat, akkor a vezetévdlasztds
ebben a hdlozatban

N(p) = pH, (5.9)

lizenetet igényel.
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27

Ebbdl a tételbdl adddik a kovetkezd allitas.

5.11. kovetkezmény. A CHANG-ROBERTS algoritmus iizenetszdma aszimptotikusan

optimdlis.
Bizonyitas. A 5.3. tétel szerint az algoritmus iizenetszdmara

W(p) = O(plg p). (5.10)

Mivel H, = ©(lg p), igy O(W(p)) = N(p). L

5.3. Megegyezés

A kovetkezd dontési feladat a megegyezés. Tegyiik fel, hogy kezdetben minden P;
processzor rendelkezik egy b; bemeneti értékkel, és az a cél, hogy a processzorok
azonos k kimend értékre jussanak.

Ezt a problémadt mind az iizenetek egy részének elvesztését, mind a processzo-
rok hibdjat megengedve is szoktdk vizsgélni.

A k-megegyezés (&) problémdja az egyszerli megegyez€si probléma természe-

tes dltaldnositdsa: a processzorok feladata az, hogy a bemend értékek egy k-elemt

részhalmazabdl valasszanak kozosen elfogadott értéket.

5.3.1. Megegyezés vonalhibak esetében

A probléma lényegét jol tikrdzi az dsszehangolt tamaddsi feladat (&). Eszerint
tdbornokok 0sszehangolt tdmadast terveznek kozos célpont ellen. A tdbornokok
hirnokok segitségével valthatnak iizenetet.

Feltessziik, hogy a tdbornokok egy G irdnyitatlan (nem teljes) graf csicsaiban
vannak, €s az élek mentén kiildhetnek izenetet. Megbizhat6 élekkel G4y, 1épésben
minden tibornok teljes informacidval rendelkezik a tobbiek véleményérdl, és a

katonai akadémidn tanultak alapjan ugyanarra a dontésre juthatnak.
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Ha azonban az élek meghibdsodhatnak, ez az egyszerii gondolatmenet nem
alkalmazhat6, a probléma nem oldhaté meg (ennek belétasat meghagyjuk gyakor-
latnak).

Hibas élek esetén csak az a redlis célkitlizés, hogy megadott valdszinliség-
gel jussanak a tdbornokok k6zos véleményre. A problémanak ez a valtozata mér

determinisztikus és véletlenitett algoritmussal is kezelhetd.

5.3.2. Megegyezés processzorhibak esetében

A processzorok miikddése sordn kiilonbozé hibdk (&) fordulhatnak els. Az egyik
amegdlldsi hiba (%), melyben a processzor barmely Iépésben besziintetheti miiko-
dését. A mdsik a bizdnci hiba (&), melyben a processzorok a szdmukra megadott
korlatokon (elvégezhetd miiveletek, felhasznalhat6 tizenetdbécé) beliil tetszblege-
sen miikddhetnek.

Ennek a probléménak egy egyszerli megolddsdt biztositja a HALMAZ-TERJED
algoritmus. Ennek lényege, hogy a processzorok tiirelmesen terjesztik a tudoma-
sukra jutott Osszes informaciét — és ha bizonyos ideig nem kapnak 4j informéciot,
akkor az addig kapott lizenetek alapjan dontenek.

Ha a processzorok értékelik is a beérkezett informdaciét és csak a Iényeges
részt adjdk tovabb, akkor az elkiildendd iizenetek szdma csokkenthetd. Igy jutunk

az OPT-HALMAZ-TERIJED algoritmushoz.

5.3.3. k-megegyezés

A k-megegyezési feladatndl a processzoroknak a bemeneti értékek k-elemfi rész-
halmazdbdl kell kozosen elfogadott értéket valasztaniuk.

Ezt a feladatot példdul a MIN-TERJED algoritmussal lehet megoldani. Ennek 1€-
nyege, hogy a processzorok karbantartjak és terjesztik az addig kapott legkisebb

értéket. Errdl az algoritmusrdl beldthatd, hogy ha legfeljebb & processzor hibdsod-
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hat meg, akkor I_% + 1] 1épésben megoldja a feladatot.

A kovetkezd alsé korlat ismert.

5.12. tétel. Ha p > h+k+ 1, akkor minden algoritmusnak legaldbb L% +1] lépésre

van sziiksége, hogy h hibds processzor esetén megoldja a k-megegyezési feladatot.

5.3.4. Kozelito megegyezés

A kozelitd megegyezési problémdndl minden processzornak van egy valés kez-
deti értéke €s a processzorok valés értékeket kiildenek egymdasnak és egymastol
kevéssé eltérd értékekben kell megegyezniiik.

Megengedjiik, hogy a processzorok bizdci hibdkat kovessenek el.

3 feltételnek kell teljesednie.

A befejezddeési feltétel szerint minden hibatlanul miik6dé processzornak végiil
dontést kell hoznia.

Az érvényességi feltétel szerint a hibatlanul miikodé processzoroknak a hibat-
lan processzorok kezdeti értékeit tartalmazé (lehetd legrovidebb) intervallumbdl
vett értékkel kell megéllniuk.

A megegyezési feltétel szerint akdrmely két hibatlanul m{ikodd processzor ki-
mend értéke legfeljebb egy elbre adott € értékkel térhet el egymdastol.

Ismertek olyan algoritmusok, amelyek teljes hdl6zatban biztositjdk a kizelité
megegyezést, ha a hibds processzorok szdma kisebb, mint az 6sszes processzorok

szdmdnak egy harmada.

5.4. Gyakorlatok

5-1. Elemezziik a LELANN és a CHANG-ROBERTS algoritmusokat.
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(a) Adjuk meg az azonositék olyan permutéciéjat, amelyre az elkiildott iizene-

tek szdma Q(n?).

(b) Adjuk meg az azonositok olyan permutdcidjit, amelyre az elkiildétt {izene-

tek szdma O(n).

5-2. Moédositsuk az CHaNG-RoBERTS algoritmust 1igy, hogy az 6sszes nem-vezetd
folyamat a nem_vezetd kimenetet eredményezze, vagyis az dsszes folyamat végiil

is alljon meg. Adjuk meg a médositott algoritmus pszeudoko6djét.

5-3. Mutassuk meg, hogy a CHANG-ROBERTS algoritmus kiilonb&zd indulé idépon-

tok mellett is helyesen miikodik. (Ehhez mddositsuk a kédot.)
5-4. Bizonyitsuk be a LEL.ANN és a CHANG-ROBERTs algoritmusok helyességét.

5-5. Mutassuk meg, hogy a HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmus kiilénb6z6 induld
id6pontok mellett is helyesen miikodik. (Ehhez egy kicsit médositsuk a pszeudo-
kédot.)

5-6. Tegyiik fel, hogy a HIRScHBERG-SINCLAIR algoritmust gy médositjuk, hogy
kettd-hatvanyok helyett egymads utdni k-hatvanyokat haszndlunk az utak hosszéra
(k > 2). Elemezziik a médositott algoritmus 1épésszdmat és kommunikéciés bo-
nyolultsdgit gy, mint az eredeti HIRSCHBERG-SICLAIR algoritmusndl. Hasonlitsuk

Ossze az eredményeket.

5-7. Tekintsiik a HIRSCHBERG-SINCLAIR algoritmus olyan mddositott véltozatat,
ahol a processzorok mindkét irdny helyett csak az egyik irdnyba kiildhetnek iize-

neteket.

(a) Mutassuk meg, hogy a kdonyvben megadott algoritmus legkézenfekvébb

moédositdsa nem eredményez O(n log n) iizenetszamot. Adjunk fels6 korla-



216 5. Szinkronizalt halozat

tot az lizenetszamra.

(b) Mddositsuk ugy az algoritmust, hogy az tizenetszdma O(n log n) legyen.
5-8. Tervezziink egyiranyd gy(iriben olyan vezet6valasztd algoritmust, amely
nem ismeri a gylir(i méretét €s legrosszabb esetben is csak O(n log n) szdmu iize-
netet haszndl. Az algoritmus az azonositékra kizar6lag az dsszehasonlitds miive-

letet haszndlhatja.

5-9. Adjunk a menetek szamdra vonatkozé minél jobb also korldtot valamely n
méretli gyliri vezets folyamat kivalasztdsos algoritmusdnak legrosszabb esetére.

A feltevéseket koriiltekintéen fogalmazzuk meg.

o

5-10. Adjuk meg az n = 16 cstcst bitfordité gytir{ pontos leirdsat.

o

5-11. Bizonyitsuk be, hogy az n = 2 méreti bitfordité gyiiri minden k € N

esetén %—szimmetrikus.

5-12. Tervezziink c-szimmetrikus gy{rtit nem kettd-hatvany szdmu cstics esetén

valamilyen ¢ > 0 értékre.

o

5-13. Valamely szinkron gytir{i esetén tekintsiik a vezetd folyamat kivalasztasa-
nak problém4jit, ahol minden folyamat ismeri a gy{iri n méretét és a processzo-
roknak nincs azonositéjuk. Adjunk a probléma megoldasdra véletlenitett algorit-
must, vagyis olyat, ahol a processzorok kodjuk determinisztikus végrehajtdsan ki-
viil véletlen vdlasztissal is élhetnek. A helyes miikodést kielégits tulajdonsdgokat
ovatosan fogalmazzuk meg. Példdul az egyedi vezet$ folyamat kivélasztdsa biz-
tosan garantélt-e vagy valamilyen kis val6szintiséggel elképzelhetd, hogy ez nem

torténik meg? Mennyi lesz az algoritmus 1€pésszama és iizenetszama?

o

5-14. Tekintsiink valamilyen ismeretlen n méretdi kétirdnyd gy(rt, ahol a pro-
cesszoroknak van egyedi azonositdjuk. Adjunk az lizenetek szdmdra vonatkozé
alsé és fels6 korlatot olyan 6sszehasonlitds alapd algoritmus esetén, ahol minden

processzor mod 2 szdmolja ki n-et.
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5-15. A Max-TerJED algoritmusban haszndlt {izenetek dtm|E| szdma O(n®). Ad-
junk meg olyan irdnyitott grafokat, amelyekre az dtm|E| szorzat Q(n?), vagy mu-

tassuk meg, hogy nincs ilyen irdnyitott graf.

5-16. Az Opr-MAX-TERJED algoritmus 4ltal elkiildott iizenetek szdmara adjunk a
O(n?)-ndl kisebb felss korlatot vagy mutassuk meg, hogy a korldt aszimptotikusan

éles.

5-17. Elemezziik a vezet6vélasztas 1épésszamat és iizenetszamadt, feltéve, hogy
néhény szomszédos csics kozott kétirdnyd kommunikéciét is megengediink.

Py

5-18. Tervezziink egy vezet6valaszté algoritmust egy olyan erésen Osszefiiggd
irdnyitott hdlézatban, amelyben a processzoroknak van egyedi azonositéjuk.

(a) Tegylik fel, hogy a kommunikdcié a szomszédos cstiicsok kozott kétirdnyd.

P

(b) Ne alkalmazzuk az el5z0 feltevést.

5-19. Adjunk algoritmust a csiicsok szamanak megdllapitdsdra egy olyan er8sen
Osszefliggd irdnyitott hdlozatban, amelyben a processzoroknak van egyedi azono-
sitéjuk.

(a) Tegyiik fel, hogy a kommunikdcié a szomszédos csiicsok kozott kétirdnyd.

7

(b) Ne alkalmazzuk az el6z0 feltevést.

5-20. Adjunk algoritmust az élek szdmdnak megdllapitdsira egy olyan er8sen
Osszefliggd irdnyitott hdlézatban, amelyben a processzoroknak van egyedi azono-
sitéjuk.

(a) Tegyiik fel, hogy a kommunikacié a szomszédos csucs kozt kétirdnya.

P

(b) Ne alkalmazzuk az el5z0 feltevést.

5-21. Tegyiik fel, hogy egy lancban minden P; processzor meg tudja kiilonboz-
tetni a bal oldaldt a jobb oldal4tél, és ismeri azt is, hogy § maga végpont-e vagy
sem. Tegylik fel, hogy minden processzor kezdetben egy nagyon nagy a; egész ér-

tékkel rendelkezik, és azt, hogy az ilyen értékekbdl egy adott id6pillanatban csak
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adott szamat tarthatunk nyilvan a memoridban. Tervezziik meg azt az ezen értéke-
ket sorba rendezd algoritmust, amelyben az egyes P; processzorok 4ltal el6allitott
o; kimeneti értékek Osszeszorzott halmaza megegyezik az a; bemeneti értékek
Osszeszorzott halmazdval, és 01 < ... < o,. Prébaljuk meg elédllitani mind az

iizenetek, mind a menetek szdma tekintetében a leghatékonyabb algoritmust.

5-22. Mutassuk meg, hogy az 6sszehangolt tdimadasi probléma (determinisztikus
valtozatdnak) megolddsa barmely nem trividlis, 0sszefliggd graf esetében magé-
ban foglalja a probléma megolddsdt arra az egyszer(, két pontbdl all6 grifra, mely
egy éllel van 6sszekotve. (EbbS kovetkezik, hogy a probléma megoldhatatlan tet-

szbleges, nem trivialis graf esetében.)

5-23. Tekintsiik a (determinisztikus) 6sszehangolt timaddsi probléma kovetkezd
valtozatat. Tegylik fel, hogy a hdlézat n > 2 résztvevébdl allo teljes graf. A befe-
jezési és érvényességi feltételek az 5.3. alfejezetben lefrtakkal azonosak. A mege-
gyezési feltételt azonban gyengitjiik: ,,Ha van olyan a folyamatok kozott, amelyik
dontése 1, akkor legaldbb kettének 1-est kell dontenie.” (Azaz szeretnénk kizarni
azt az esetet, amikor egy tdbornok magdnyosan tdmad, de megenged;iik azt, hogy
két vagy tobb tdbornok egyiitt tdimadjon.) Vajon ez a probléma megoldhaté, vagy

nem?

5-24. Tekintsiik az 6sszehangolt tAimadasi problémat vonalhibak esetében arra az
egyszer( esetre, amikor két folyamat egy éllel van osszekotve. Tegylik fel, hogy a
processzorok miikodése determinisztikus, de az lizenetrendszer véletlenitett abban
téke (0 < g < 1), ami annak a valészinliségét adja meg, hogy az iizenet sikeresen
megérkezik. (Ahogy dltaldban, most is megengedjiik, hogy a folyamatok mene-
tenként csak egy iizenetet kiildjenek.) Tervezziink ezekkel a bedllitdsokkal olyan
algoritmust, mely rdgzitett » szdmd meneten beliil befejezddik, a megegyezés hi-

dnydnak valészinlisége legfeljebb €, é€s ehhez hasonldan az érvényességi feltétel
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megsértésének valdszintisége is legfeljebb €. A lehetd legkisebb € érték elérésére
torekedjiink.

P

5-25. Az el6z6 gyakorlat kikotései szerinti modellben adjunk alsé korlatot az e

értékére, bizonyitsuk be, hogy ez az elérhetd legalacsonyabb érték.

5-26. Altalanositsuk az osszehangolt timaddsi probléma véletlenitett vdltozatat
gy, hogy megengedjiik € valészinliséggel mind az érvényességi, mind a mege-
gyezési szabilyok megsértését. frjuk 4t a VELETLENFTETT-TAMADAS algoritmust dgy,
hogy a médositott feltételek mellett elérje a lehetd legkisebb € értéket. Végezziink

elemzést.

5-27. Altalanositsuk a VELETLENITETT-TAMADAS algoritmust és az elemzését az al-

talanos irdnyfitatlan grafokra.

5-28. Mi torténne a fejezetben targyalt, véletlenitett kdrnyezettel kapcsolatos
eredményekkel, ha az ellenfél kommunikaciés mintdja nem lenne el6re rogzitve,
mint ahogy eddig feltettiik, hanem az ellenfél kdzvetlen irdnyitassal hatdrozhatna
meg azt. Pontosabban sz6lva, tegylik fel, hogy az ellenfél képes arra, hogy meg-
vizsgdlja a végrehajtasi sorozatot barmely k-adik menettdl visszafelé a kezdetig,
mieldtt dontene, hogy a k-adik menetbeli tizenetek koziil melyek legyenek kézbe-

sitve.

(a) Milyen € korldt garantdlhaté a VELETLENITETT-TAMADAS algoritmus esetében
a megegyezés hidnydra, ilyen kozvetlen irdnyitasra képes ellenfelek eseté-
ben?

(b) Adhatunk-e valamilyen érdekes alsé korlatot az elérhetd € értékekre?

5-29. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges olyan algoritmus, mely megoldja a bizdnci
megegyezés problémat, megoldja a megegyezési problémat megéllasi hibdk ese-
tében is, ha a megdallasi hiba modellben Ggy médositjuk az érvényességi feltételt,

hogy csak a hibamentes folyamatok megegyezését koveteljiik meg.
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5-30. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges olyan algoritmus, mely megoldja a bi-
zénci megegyezés problémét és amelyben a hibitlan folyamatok mindig egy-
szerre, ugyanazon menetben hoznak dontést, megoldja a megegyezési problémat

megalldsi hiba modellben is.

5-31. Koévessiik nyomon a Hatmaz-TERIED algoritmus végrehajtisat négy folya-
mattal és két hibdval, melyben a folyamatok kezd6értékei rendre az 1, 0, 0, 0
értékek. Tegyiik fel, hogy P; és P, folyamatok hibdsak, P; az els6 menetben lesz
hibds, miutdn egyediil a P, folyamatnak elkiildte az iizenetet, P, pedig a masodik

menetben lesz hibds, P;-nek és P3-nak kiild izenetet, viszont P4-nek nem.

5-32. Tekintsiik a HaLmaz-TERIED algoritmust [ hibara. Tegyiik fel, hogy az al-
goritmus f + 1 menet helyett csak f menetben fut, ugyanazzal a dontési értékkel.
Taldljunk egy olyan végrehajtési sorozatot, mely megsérti a helyességi feltétele-
ket.

5-33. Legfeljebb mennyi lehet a hibamentes folyamatok altal hozott, egymas-
tél kiilénbozd dontési értékek darabszdma, ha a HALmMaz-TERIED algoritmus f + 1

menet helyett csak f menetben fut.

5-34.

(a) Taldljunk egy mdsik lehetséges, helyesen miikodé dontési szabdlyt a HALmMAz-

TERJED algoritmusban, amelyik eltér szévegben megadottol.

(b) Adjunk pontos jellemzést azon dontési szabdlyok halmazardl, amelyek he-

lyesen miikodnek.

5-35. Terjessziik ki a HALmAz-TERIED algoritmust, a helyesség bizonyitdsat, és az

elemzést, tetszdleges Osszefliggd grafokra.

5-36. Készitsiik el az OpT-HALMAZ-TERJIED algoritmus kédjat.
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5-37. Tekintsiik a kovetkezd egyszer( algoritmust a megdalldsi hibak mellett tor-
ténd megegyezésre, egy adott V értékhalmaz esetében. Legyen mindegyik pro-
cesszornak egy min-érték valtozdja, melyet induldskor a sajat kezdeti értékére
allit be. Az f+ 1 menet mindegyikében a processzorok kozreadjak min_értek val-
toz6juk értékét, majd Gjra bedllitjdk dgy, hogy a minimuma legyen a min_érték
véltozé eredeti értékének, valamint az lizenetekben kapott értékeknek. Végiil a
processzor dontési értéke min_érték lesz. Készitsiik el ennek az algoritmusnak a
kédjat és bizonyitsuk be (vagy direkt médon, vagy szimuldciéval), hogy helyesen
miikodik.

5.5. Feladatok

5-1. Vezetovalasztas négyzeten
Bizonyitsuk be, hogy négyzeten O(nlogn) id6 alatt megoldhat6 a vezetd vilasz-

tasa.

5-2. Vezetovalasztas toruszon

Py

Bizonyitsuk be, hogy téruszban O(n log n) 1d6 alatt megoldhat6 a vezetSvalasztas.

5-3. Vezetovalasztas hiperkockan
Bizonyitsuk be, hogy hiperkockdn O(nlogn) id6 alatt megoldhaté a vezet6va-

lasztas.

5-4. Nem osszehasonlitis alapi vezetovalasztis
Az anyagban csak 0sszehasonlitds alapi vezetSvélaszté algoritmusokat targyal-
tunk. Vizsgdljunk meg néhdny més tipusi algoritmust is.

(a) Irjuk meg az InG-szeLeT algoritmus pszeudokddjat.

(b) Moédositsuk gy az In6-szeLet algoritmust, hogy hozzavett lizenetek drdn

fazisonként egyetlen azonosité helyett k darab azonosité tovabbkiildésének
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engedélyezésével csokkenjen a l1épésszam. Bizonyitsuk be az algoritmus

helyességét és elemezziik bonyolultsagit.
(c) Adjuk meg a VALTOZO-SEBESSEGEK algoritmus pszeudokddjét.
(d) Mutassuk meg, hogy ha a processzorok kiillénbozd idépontokban ébred-

hetnek fel, a VALT0z6-SEBESSEGEK algoritmus lizenetszdma nem sziikségsze-

rien O(n).

5-5, Harmonikus szam

Bizonyitsuk be a harmonikus szdmok aldbbi tulajdonségait:

ZHi:(n+1)Hn—n (han> 1) (5.11)
i=1

In(+1)<Hy, <1+In(m+1) (han> 1) (5.12)

5-6. CuanNG-RoBERTS algoritimus

e Ha minden processzor kezd processzor, legjobb esetben hdny {izenetet to-
vabbit a CHANG-ROBERTs algoritmus?

e Ha pontosan s kezdd processzor van, amelyek egyforma valészintiséggel
lesznek vezet6k, akkor mennyi lesz az algoritmus dtlagos kommunikdcids

bonyolultsdga (iizeneteinek szdma)?

5-7. Vezetovalasztas sikhalozatokban
Mutassuk meg, hogy ha egy halézat sikba rajzolhatd, akkor tervezhetd rd olyan

vezetdvdlaszto algoritmus, amelynek O(p 1g p) tizenetre van sziiksége.

5-8. Véglegesités
Tervezziink egy algoritmust, amely a véglegesitési problémait az erds befejezési

feltétellel megoldja. Elérhet-e egyidejiileg, hogy a menetek szdma legrosszabb
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esetben n+k legyen (ahol & konstans), a hibamentes esetben a dontéshez és megal-
lashoz sziikséges menetek szdma egy kis konstans legyen €s a hibamentes esetben

alacsony legyen az iizenetszdm?
5-9. Bizanci megegyezés
Tervezziink a bizdnci megegyezés megolddsdra egyszerii f + 1 menetes algorit-

must, melyhez csak 3f + 1 processzor sziikséges, és lizenetszdma polinomidlis.






6. Hagyomanyos és elektronikus

irodalom

6.1. Megjegyzések az 1. fejezethez

A pérhuzamos algoritmusok alapjit képezd soros algoritmusok magyar nyelvi
szakirodalma jelent6s. A leggazdagabb anyagot Knuth monogréfidja [198, 199,
200, 202], valamint Cormen, Leiserson és Rivest [53] kdnyve — melyeket tobb
mint tiz nyelvre leforditottak — tartalmazza.

Todbb témdaban hasznos anyagot tartalmaznak — ugyancsak magyarul — Aho,
Hopcroft és Ullman [3, 4], Artiaga és Davis [16], Kdsa Zoltan [179] Lawler [229],
Lovész és Géacs [241], Marton €s Fehérvari [248]], Papadimitriou [282], Rényai,
Ivanyos és Szabé [314], Trahtenbrot [365], valamint Wirth [388] konyvei.

Az angol és német nyelvli konyvek koziil elsésorban Berman és Paul [32],

Cormen, Leiserson, Rivest és Stein ([53] 4j, bévitett kiadasa), Mehlhorn [250,
251, 252] valamint az Atallah [17], Gonnet és Baeza-Yates [116], Gruska [119],
Ralston, Reilly és Hemmendinger [306], valamint a van Leewen [369] 4ltal szer-
kesztett enciklopédidkat ajanljuk.

Kiegészitésképpen érdemes elolvasni Baase [21]], Baase és Van Gelder [22],
Brassard és Bratley [36]], Gibbons és Rytter [109], Greenflaw, Hoover, Ruzzo
[118], Jaja [169], Miller és Boxer [254], Selim [330], Skiena [339], Valiente [368]],
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valamint Wilf [385] konyveit.

Elektronikus formdban tobb algoritmusgylijtemény elérhetd, példdul a CALGO
[40], LEDA [253], NetLib [264] és XTANGO [389].

A parhuzamos algoritmusok témakorében az elsd 1ényeges gondolatok Ne-
umann Jdnosnak a negyvenes évek végén &s az otvenes évek elején elhangzott
eldadasaiban és azdta megjelent dolgozataiban [266, 267, 268, 270] talalhatdk.
Ezekben a sokprocesszoros rendszereken belill valé munkamegosztas probléma-
ira is felhivta a figyelmet. Azt is igazolta, hogy kell§ tobbszordzéssel védekez-
hetiink a sokkomponensii rendszerek elemeinek bizonyos mértéki meghibdsoda-
séval szemben. Ezen gondolatok egy része magyarul is hozzaférhet6 Drommerné
Takdcs Viola [72] és Neumann Janos [268] kdnyvében.

A pdrhuzamos algoritmusok magyar nyelv{i irodalma még kicsi. Figyelemre
méltd anyag Lovasz Laszl6 és Gacs Péter 1978-ban megjelent, az algoritmuso-
kat népszer(isitd konyvében [241] a parhuzamos szamitdsok lehetéségeirdl sz616
fejezet. N. A. Lynch [245] kényve részletesen targyalja az osztott rendszerekkel
(elsBsorban az aszinkron halézatokkal) kapcsolatos problémak egy részét.

Az algoritmusokkal kapcsolatos szakkifejezések egy része is megtaldlhaté a
Frey Tamds és Szelezsdn Janos 4ltal a hdskorban szerkesztett konyvekben [96,
97], valamint a Horvath Laszlé és Pirko Jozsef altal szerkesztett lexikonokban
(138, 139, [140]. Ezeket egészitjitk ki a konyviink Angol kifejezések és Magyar
kifejezések cimi részeiben 1év6 szétarakkal.

A konyv anyagdnak elmélyitéséhez elsésorban a kovetkezd miiveket ajanljuk.

A fiiggvények novekedésével kapcsolatos alapfogalmakat Knuth cikkébdl [194,
201], Almasi és Gottlieb hangulatos lefrdsabol [6], valamint Schéning konyvébol
[328] vettiik 4t. A Hanoi tornyaira vonatkozo6 feladat Lucastdl [244)] szdrmazik.
A feladat lefrdsa magyarul is hozzaférhetd, példdul Knuth, Graham és Patashnik
[195] konyvében. A Fold életkordra vonatkozé becslés az Officina Nova kiadé

vildgatlaszdbol szarmazik [278].
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A matematikai alapok ismétléséhez Andrasfai Béla [13], Demetrovics Janos,
Denev és Pavlov [64], Dring6 Lészl6 és Kétai Imre [71], valamint Lang Csabdné
és Gonda Janos [115,225]226] tank&nyveit ajanljuk.

Amdabhl térvénye a [8], Gustafson torvénye pedig a [120] konferenciakotetben
jelent meg.

Az alkalmazott pszeudokodot Cormen, Leiserson, Rivest és Stein [54], vala-
mint Berman ¢és Paul [32] Pascal-alapt pszeudokddja és a Stroustrup 4ltal kifej-
lesztett C++ nyelv [349] otvozésével allitottuk dssze.

A hatékonysdgi mértékeket tobbek kozott Horowitz, Sahni és Rajasekaran
[137], Lynch [2435]], valamint Roosta [315] és Tel [364] alapjdn definidltuk. A
1épésszamfiiggvények polinomidlis és exponencidlis osztdlyokra valé bontdsdval
a bonyolultsdgelmélet biblidjdt, Garey €és Johnson konyvét [106] kovettiik.

A szdmitdsi modelleket illetden f6leg Cormen, Leiserson, Rivest és Stein [54]],
valamint Berman és Paul [32] m{iveire tdimaszkodtunk.

Sima, Fountain és Kacsuk kényve [333] részletesen tdrgyalja a hagyomdnyos
€s a modern rendszerek felépitését. A konyvhoz j6 kiegészités a szdmitdsi model-
lekkel foglalkoz6 elsd fejezet kézirata [334], amely 1ényegesen bdvebb a nyomta-
tdsban megjelent viltozatndl. A parhuzamos rendszerek hardver- és szoftverprob-
lémdival kapcsolatban gazdag anyag van példaul Almasi és Gottlieb [6], Amestoy
[9], Kacsuk Péter és Kotsis Gabrielle [177], Kacsuk Péter, Kranzlmiiller, Németh
Zsolt és Volkert [178], valamint Leighton [233,234] m{iveiben.

Flynn [85] 1966-ban publikalta osztdlyozdsi rendszerét.

Az ILLIAC IV szdmitégéppel foglalkozik Barnes [27] cikke.

A pdrhuzamos szdmitogépek elbfutardnak tekinthet6 D. H. Lehmernek [231,
232] a harmincas években épitett mechanikus szerkezetét, amely parhuzamos mii-
veletek elvégzésére is képes volt. Lehmer példaul a 2° + 1 tényezékre bontdséra
hasznélta fel a szerkezetet.

A rekurziv algoritmusokkal és rekurziv egyenletekkel kapcsolatban hasznos
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magyarul Cormen, Leiserson és Rivest [53], Knuth, Graham és Patashnik [195],
angolul pedig Berman €s Paul [32] Greene és Knuth [117], Purdom és Brown
[298], Sedgewick és Flajolet [329], valamint Wilf [384] mfive.

A rekurziotétel megtalalhaté példaul Halmos [124] konyvében.

A véletlenitett algoritmusokrol sz6l6 alfejezethez Bollobds [34]], Erdds és
Spencer [75], Hofri [134], Motwani és Raghavan [260], Mayr, Promel és Steiger
[249], Pardalos és Rajasekaran [284]], valamint Spencer [342] konyveit ajanljuk.

A Csernov-egyenlétlenségeket Csernov [45] 1952-ben publikilta.

A valosziniiségszamitds magyar nyelvii szakirodalméhoz tartoznak Feller [79],
Prékopa [296] és Rényi [312] konyvei.

Az anomdlidra példdk szerepelnek Coffman [48], Ivdnyi és Szmeljdnszkij
[168], valamint Roosta [315] kdnyvében, tovabba Fornai Péter és Ivanyi Antal
[87], valamint Lai és Sahni [224].

Alsé korldtra vonatkoz6 eredmények taldlhaték példdul Berman ¢s Paul [32],
valamint Lynch [245] kényvében.

A pérhuzamos és osztott rendszerek szdmos részkérdésérdl tartalmaznak hasz-
nos anyagot Akl [5], Gibbons és Rytter [109], Heath, Renade és Schreiber [128]],
Jaja [169], Leopold [236] és Zomaya [390,391] konyvei.

A gyakorlatok és feladatok részben a mar emlitett szakkonyvekbdl szdrmaz-
nak, részben oktaté- és kutatémunkénk sordn gyiiltek ossze. Erdemes megléto-
gatni Fekete Istvan és Hunyadvari Laszl6 [148], Jarai Antal [172], Katona Gyula
[182] magyar nyelvii — soros algoritmusokkal kapcsolatos — elektronikus fela-
datgyfijteményét. Nagyon hasznos Sussman oktat6i kézikonyve, amely [53]-hez
késziilt, tovabba Hecker [129] és Winkler [387] feladatsorozatai. Ertékes okta-
tasi segédeszkdz Cormen, Lee és Lin oktatdi segédkdnyve [52], amely Cormen,
Leiserson, Rivest és Stein konyvéhez [54] késziilt. Parhuzamos programokat tar-

talmaznak Rajasekaran [303]] s Schreiner [340] honlapjai.
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A tovdbbi megjegyzések a gyakorlatokra és feladatokra vonatkoznak. Az elsé
feladat alapja Cormen, Leiserson és Rivest [54]], a masodik feladaté Roosta konyve
[315], a harmadik Ivdnyi Annatél [153] szarmazik. A negyedik feladathoz Coff-
man konyvének [48] Fornai Péter és Ivanyi Antal [87], valamint Lai és Sahni
cikkének [224], az 6tddikhez Berman és Paul konyvének [32]], végiil a hatodikhoz
Ivanyi Antal cikkeinek [160,1635], valamint Kovacs Gabor Zsolt és Pataki Norbert
didkkori dolgozatdnak [210] elolvasdsa nyujthat segitséget.

A kétdimenzios tokéletes mdtrixokkal kapcsolatban nagy anyag taldlhat6 D. E.
Knuth monogréafidjanak elektronikus negyedik kotetében [202]]. Tovabbi algorit-
musok taldlhatok a Belényesi Viktor és Németh Cs. D4vid didkkori dolgozatdban
[28], Ferenczi és Kdsa Zoltdn [80], valamint Ivanyi Antal és Téth Zoltan cikkei-
ben [155, 157,158, 159].

Hdromdimenzids tokéletes mdtrixok eldallitasi algoritmusait tartalmazza Iva-
nyi Antal [159] 1990-ben megjent cikke, valamint Horvath Mark és Ivanyi Antal
[141] friss technikai riportja.

A bindris sorozatok feldolgozasdval kapcsolatos algoritmusok Ivanyi Antal és
Kétai Imre [163,164], valamint Ivinyi Antal és Pergel Jézsef [167] dolgozataib6l
szdrmaznak.

A foksorozatokkal kapcsolatosak Ivanyi Antal [160], Kemnitz és Dulff [186]],
Kovics Gabor Zsolt és Pataki Norbert [210], Moon [258]], Narayana és Bent [261]],
Pécsy Gabor és Sziics Laszl6 [288], Siklési Bence [332], valamint Szadovszkij és
Szadovszkij [320] mivei.

A lddapakoldssal kapcsolatban Coffman, Csirik Jdnos és Woeginger 0ssze-
foglaléjat [286], Coffman, Galambos Gédbor, Martello és Vigo [50], Csirik Janos,
Galambos Gébor, Frenk és Rinnoy Kan [57]], Csirik Jdnos és Imreh Baldzs [58],
Csirik Janos és Johnson [59] cikkét, valamint Ivanyi Antal dolgozatait [154,/156]

emlitjik.
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6.2. Megjegyzések a 2. fejezethez

A prefixszamitds aszinkron megoldasara példdul Horvath Zoltan cikkében [142]
és elektronikus kéziratdban [144], valamint Kozsik Tamds technikai riportjdban
[217] taldlhaté algoritmus.

Nehéz lenne a grdfelmélet elméleti és gyakorlati jelentéségét tilbecsiilni, ezért
nem meglepd, hogy szdmos magyar nyelvii kdnyv sz6l a grafokrol: Andrisfai Béla
[10, 11, 12], Busacker és Saaty [39], Cseke Vilmos [55], Kaufman [184], Katona
Y. Gyula, Recski Andrds és Szab6 Csaba [183], Ore [280], Recski Andrés [308]
miivei. Megemlitjiik Kdsa Zoltdn elektronikus feladatgy(ijteményét [180] is.

Az idegen nyelvl kdnyvek koziil Berge [30], Bollobds Béla [34], Diestel [67],
Jungnickel [175] miveit emlitjiik

A munkaoptimadlis véletlenitett keresd algoritmust Floyd és Rivest [84] publi-
kalta 1975-ben.

Preparata algoritmusa 1978-ban valt ismertté [297]].

Reischuk munkahatékony rendezé algoritmusa 1985 6ta ismert [311].

A feladatok forrdsa Horowitz, Sahni és Rajasekaran [137], Berman és Paul

[32], valamint Tel [364] konyve.

6.3. Megjegyzések a 3. fejezethez

Leighton konyve [233] a rdcsalgoritmusokrdl sz616 monografia.

Véletlenitett csomagiranyitdsi algoritmust javasolt Rajasekaran és Tsantilas
1992-ben [302].

Aszimptotikusan optimadlis csomagirdnyitdsi algoritmust ismertet Nassimi és
Sahni 1982-ben [263].

A konvex burok szadmitdsardl osszefoglalds taldlhaté Sack és Urrutia [322]

kézikonyvében.
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A feladatok megolddsdhoz Berman és Paul [32], valamint Horowitz, Sahni és

Rajasekaran konyve [137] a leghasznosabb.

6.4. Megjegyzések a 4. fejezethez

Leighton két konyve [233, 234]], valamint Ranka és Sahni miive [307] jelentds
anyagot tartalmaznak a hiperkockdkkal kapcsolatban.
A feladatok tobbségének forrdsa Cormen, Leiserson, Rivest és Stein [53], va-

lamint Horowitz, Sahni és Rajasekaran [137] kényve.

6.5. Megjegyzések az 5. fejezethez

Ehhez a fejezethez els6sorban N. A. Lynch magyarul is megjelent konyvét [243],
Tanenbaum és van Steen [363], valamint Tel [364] friss monogréfidjit emlitjiik.

A magyarul is hozzaférhetd anyagot csak roviden ismertetjiik és kiegészitjiik
mds algoritmusok elemzésével.

Le Lann 1977-ben egy konferencidn [235] fogalmazta meg €s oldotta meg a
vezetovdlasztdsi problémat.

Chang és Roberts két év milva a [44] cikkben javasoltak dtlagosan kevesebb
lizenetet igényl6 moédszert. Peterson [289] cikke djabb 3 év mdlva jelent meg.
Hirschberg és Sinclair [132] 1980-ban javasolt O(plg p) lizenetszdmu algorit-
must kétirdnyd gyfirik vezet§jének megvalasztisara. Kés6bb Peterson [290] és
Dolev, Klawe, Rodeh [68] egymastdl fiiggetleniil egyirdnyt gytriiben is megol-
dottdk O(p lg p) lizenettel a vezetSvélasztist.

Pachl, Korach és Rotem [281] 1984-ben mutattdk meg, hogy minden gy{-
riiben 4tlagosan Q(plg p) iizenetre van sziikség a vezetGvdlasztashoz. 1988-ban
Bodlaender [33] bebizonyitotta, hogy kétirdnyd gydr{iben legrosszabb esetben
legaldbb 0.34p lg p lizenetre van sziikség.
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A fejezet feladatai részben Lynch [245] és Tel konyvébsl szarmaznak [364].

A terjedelem szabta korldtok miatt a témakor tobb 1ényeges teriiletével nem
foglalkoztunk. Ezeket az ACM (Association for Computing Machinery) €s az
IEEE (Institute of Electrical and Electronics Engineers) altal 2001-ben 6sszedlli-
tott Informatikai Tanterv, a Steelman Report [151] alapjan csoportositjuk.

Ez a tanterv az informatikai ismeretek 14 kiilénbz6 teriiletét kiilonbozteti
meg (zardjelben megadjuk az ajadnlott minimélis eléadasi draszdmot, valamint a
rovid és teljes angol nevet): diszkrét matematika (43 6ra, DS = Discrete Struc-
tures), programozds alapjai (38 6ra, PF = Programming Fundamentals), algorit-
musok és bonyolultsdg (31 6ra, AL = Algorithms and Complexity), programo-
zdsi nyelvek (21 6ra, PL = Programming Languages), szdmitogépek felépitése (18
6ra, AR = Architecture and Organization), operdcios rendszerek (18 6ra, OS =
Operating Systems), hdlozatok (15 6ra, NC = Net-Centric Computing), ember-
gép kapcsolat (8 6ra, HC = Human-Computer Interaction), grafika (3 éra, GV
= Graphics and Visual Computing), mesterséges intelligencia (10 6ra, IS = In-
telligent Systems), informdcidkezelés (10 6ra, IM = Information Management),
szoftvertechnoldgia (31 6ra, SE = Software Engineering), szdmitogép és tdarsada-
lom (16 6ra, SP = Social and Professional Issues), kiszdmitdselmélet (0 6ra, CN
= Computational Science).

Az ismereteknek ebben a rendszerezésében konyviink téméja elsGsorban az
algoritmusok témakor 11 altémaja koziil kettd: a pdrhuzamos algoritmusok és az

osztott algoritmusok.

1. Diszkrét matematika (DS). A Steelman Report a fiiggvények, relaciok és
halmazok egyszer( tulajdonsdgait, logika elemeit, alapvet$ bizonyitdsi és leszdm-
lalasi mddszereket, valamint a valdszintiségszamitds alapfogalmait sorolja. Ajan-
lott irodalom magyarul Andrédsfai Béla [13], Bagyinszki Jdnos és Gyorgy Anna
[24], Demetrovics Janos, Denev és Pavlov [64], Dring6 Laszl6 és Katai Imre [71],

Gavrilov és Szapozsenko [107], Gonda Janos és Lang Zsuzsa [225),226,115], va-
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lamint Jarai Antal [172] elektr.

A legfontosabb matematikai képleteket és definicidkat tartalmazza Bronstein,
Szemgyajev et al. [37] és Obadovics J. Gyula [?] kdnyve. A matematika tanit4sa-
nak pszichol6gidjaba ad betekintést Klein Sandor [192] miive.

J6 angol nyelvii féiskolai konyvek Dossey, Otto, Spence és Eynden [70], va-
lamint Prather [295] miivei, szérakoztaté Vilenkin konyve [375] a kombinatori-
karol.

Komolyabb matematikai alapokat nyidjtanak a logika teriiletér6l magyarul
Flach [82], Pasztorné Varga Katalin és Varterész Magdolna [287], valamit Ruzsa
Imre [318], linedris algebrardl Freud Rébert [94], szamelméletrSl Freud Rébert és
Gyarmati Edit [95], kombinatorikdrél pedig Lovasz Lasz16 [239].

Angolul algebrai algoritmusokrol Pethd Attila [291] és Winkler [386], kom-
binatorikdrdél pedig Erdés Pal [74], valamint Lovasz Laszl6 [239] adnak részletes
ismereteket. Nagy anyagot tartalmaz a leszdmldlas moédszereirdl Stanley [344]
kétkdtetes monografidja.

Konkrét kombinatorikai algoritmusokat (és programokat) tartalmaz Nijenhuis
és Wilf [271] kényve, valamint Knuth elektronikus kézirata [202] és elektronikus

formdban is elérhet6 konyve [196].

2. Programozas alapjai (PF). Ide a legfontosabb programkonstrukciok, fela-
datok specifikdcidja, egyszerti adatszerkezetek, rekurzié tartozik.

Ajanlott irodalom: magyarul F6thi Akos [89], angolul Baase és van Gelden
[21},22], oroszul pedig Ivanyi Antal és Szmeljanszkij [168] konyvei.

A szakirodalom értékes részét képezi azoknak a szoftver eszkozoknek (Mat-
hematica, Matlab, Maple) a leirdsa, melyek segitségével kényelmesen progra-
mozhatdk oktatdsi és kutatasi feladatok: Klincsik Mihdly és Maréti Gyorgy [193],
Molnarka, Gergd, Wettl, Horvath, Kall6s, [257] Szili Laszl6 és Téth Janos [356],
valamint Stoyan Gisbert [345] konyvei.

Absztrakt adattipusok megvalositdsaval foglalkozik Horvath Zoltan, Kozsik
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Tamas és Venczel Tibor cikke [145].

3. Algoritmusok (AL). Algoritmikai alap fogalmak, alapvet6 algoritmusok,
osztott és pdrhuzamos algoritmusok, kriptografiai algoritmusok, automataelmélet,
geometriai algoritmusok, kiszdmithat6sdg, algoritmusok 6ndllé elemzése).

A problémdk bonyolultsdg szerinti osztdlyozdsdval kapcsolatban magyarul
is hozzéaférhet6 Ausiello [18] ¢s Papadimitriou [282] kdnyve. Angolul Garey és
Johnson klasszikus miive [106] mellett figyelmet érdemelnek Ausiello és tars-
szerzOi [19]], Jones [174], Li és Vitanyi [237], Lovéasz [240], Sipser [338], Vogel
és Wagner [378], valamint Wagner és Wechsung [379] eredményei. A szobonyo-

lultsdg szdmos kutatéjdnak adatai megtaldlhatok Ivanyi Antal honlapjan [163].

A kozelitd algoritmusokkal kapcsolatban gazdag anyagot tartalmaznak Hoch-
baum [133] és Vazirani [373] konyvei.

A genetikus algoritmusokkal foglalkozik magyarul Almos Attila, Gyéri Sén-
dor, Horvath Géabor és Varkonyiné Kéczy Annamadria [7], angolul pedig Goldberg
[113], Langdon és Poli [227]], valamint Mitchell [256].

A kriptogrdfidval kapcsolatban Dénes Jézsef és Keedwell [65], valamint Sa-
lomaa, Rozenberg és Brauer [325] konyvét emlitjiik.

A szimuldcioval foglalkozik Kétai Imre [181]], valamint Aven, Coffman és
Kogan [20].

Csirik Janos és Woeginger [60] 0sszefoglalta a kozvetlen pakoldsi és lefedési

algoritmusok témakorét.

4. Programozasi nyelvek (PL). Konkrét programozasi nyelvek és rendszere-
z€siik, absztrakt adattipusok, objektumelv{i programozas, funkciondlis programo-
z4s, forditéprogramok.

A programozdasi nyelvek magyar nyelvii irodalma gazdag. A korai m{ivek ko-

ziil Farkas Zsuzsa, Futé Ivan, Langer Tamds, és Szeredi Péter [77], Ivanyi An-
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talné és Kovacs Zoltan [166]], Jakobi Gyula [170], Horowitz [136], K6hegyi Ja-
nos [218| 219, 220, 221]], Kozics Sdndor [215], L&cs Gyula és Vigassy Jézsef
(242, 243, Pirko Jozsef [293,292], Pongor Gyorgy [294], Pyle [299], Sipos An-
namadria [337], Szlavi Péter és és Zsako Ldszl6 [358, 1393, 1394] konyveit, az tjak
koziil pedig Foéthi és Steingart [90], valamint Stroustrup [349] miivét, tovabbd a
Nyékyné Gaizler Judit szerkesztésében megjelent konyveket [273, 274, 275] em-
litjiik.

Automatdkkal és formdlis nyelvekkel foglalkozik magyarul Bach Ivan [23] és
Fiilop Zoltan [100] tankonyve, Csornyei Zoltan [63], valamint Hunyadvdri Ldszl
és Manherz Tamds elektronikus jegyzete [149], Trahtenbrot [365] kényve, angolul
pedig Hopcroft, Motwani és Ullman friss monografidja [135].

5. Szamitogépek felépitése (AR). Az alapok szdmdbrdzolds, funkciondlis
szervezés, multiprogramozds, hal6zatok €s osztott rendszerek felépitése.

Szamitogépek felépitésével kapcsolatos Kovacs Gydz6 [211]], Cserny Ldszlo
[56], Knuth [197]], valamint Tanenbaum [360] konyve.

Az elektronikus dramkorik tervezésének algoritmusait foglalja 6ssze Aratd
Péter, Jankovits Istvan €s Visegrady Tamas konyve [14].

Parhuzamos rendszerek hardverének és szoftverének kérdéseivel foglalkozik
Amestoy [9], Hennessy és Patterson [130], Hwang [150], Kacsuk és Kotsis [177],
Kacsuk, Kranzlmiiller, Németh és Volkert [178].

6. Operacios rendszerek (OS). Konkrét rendszerek, elvek, parhuzamos fo-
lyamatok, iitemezés, memoriaszervezés, fajlszervezés, biztonsdg és védelem, ha-
tékonys4g.

Ajanlott irodalom: a rendszerprogramozdsi algoritmusok 6sszefoglalasa ma-
gyar nyelven megtaldlhaté Csornyei Zoltan [62]], Donovan [69], Galambos Gadbor
[102], Tanenbaum €és Woodhull [362], valamint Varga Laszl6 [370,371] kényve-

iben, idegen nyelven pedig Silberschatz, Galvin és Gagne [333], valamint Tanen-
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baum [361] miiveiben.

Chow és Johnson [46], Malyshkin [246], valamint Tanenbaum ¢és van Steen
[363] konyvei az osztott rendszerek miikddésével foglalkoznak.

Norton és Stockman konyve [272] a biztonsdgi kérdések j6 6sszefoglaldja.

Az iitemezési algoritimusok irodalmabdl P. Brucker [38], French [93], Ivanyi
Antal és Szmeljanszkij [168]], Vizvari Béla [377] konyvét, valamint Ivanyi Antal
elektronikus jegyzetét [162] emlitjiik.

Petri-hdlokrol sz6l Kotov klasszikus [206], valamint Girault és Valk [111]

most megjelent konyve.

7. Hal6zatok (NC). Kommunikécid, biztonsdg, adattomorités, konkrét webal-
kalmazasok készitése, vezetékmentes szamitasok.

A sejtautomatdkkal kapcsolatos cikkeket tartalmaz a Drommerné Takdcs Vi-
ola [72] altal zerkezstett konyv. A neurdlis hdlokkal kapcsolatos angol nyelv(
irodalombdél Chua és Roska Tamds [47], valamint Roska Tamds ¢és Rodriguez-
Vazquez [316] konyvét, tovdbba Marczell Zsolt, Szepesvary Csaba, Kalmar Zsolt
és Loérincz Andrés cikkét [247] emeljiik ki.

Halozatokkal foglalkozik magyarul Jutasi Istvdn [176], angolul Tanenbaum
[359].

Idegen nyelven a neurdlis hdlokkal kapcsolatban Chua és Roska Tamads [47]
valamint Roska Tamds és Rodriguez-Vazquez [316] kényvét, tovabbd Marczell
Zsolt, Szepesvary Csaba, Kalmar Zsolt és Lérincz Andrds cikkét [247] emeljiik
ki.

8. Ember-szamit6gép kapcsolatok (HC).
9. Grafika (GV). Alapvetd médszerek, grafikus kommunikacid, geometriai
modellezés, animécid, 14thatdsdg, virtudlis valosdg.

Ajanlott irodalom szdmitogépi grafikdrol magyarul Fiisi Janos [101] és Szirmay-

Kalos Laszl6 [357] konyve, valamint Vida Janos honlapja [374].
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Geometriai modellezéssel foglalkozik de Berg, van Kreveld, Overmas és Sch-
warzkoff monografidja [29] ¢és Farin [76] konyve.

Az animdcioval kapcsolatban magyarul hozzaférhetd Nagy Tibor [262]] és Sa-
lamon Gébor [321] elektronikus gy{ijteménye. Idegen nyelven nagy értéket képvi-
sel Gloor, Dynes és Lee [112] CD-je, amelyen Cormen, Leiserson és Rivest [33]
kdnyvének hiperszovege €s animalt algoritmusai is megtaldlhat6k. Parent friss
konyve [286], Stasko honlapja [389], valamint Jiirgen Winkler [387]] elektronikus

gylijteménye is emlitésre mélto.

10. Intelligens rendszerek (IS). Tudés dbrazoldsa, kovetkeztetés, fejlett ke-
resés, agensek, természetes nyelv feldolgozdsa, gépi tanulds, robotika.

A mesterséges intelligencia szdmos algoritmusa megtaldlhaté magyarul Fe-
kete Istvan, Gregorics Tibor és Nagy Sdra [78], Futé Ivan, Fekete Istvan, Grego-
rics Tibor, Gyiméthy Tibor, Nagy Sdra, Tatai Gabor és Santané Té6th Edit [99],
Kelemen J6zsef és Nagy Sara [185]], valamint Russel és Norvig [317] kényvében.

11. Informacioés rendszerek (IM). Adatmodellezés, lekérdezs nyelvek, reld-
ci6s adatbazisok, osztott adatbazisok, adatbanydszas, digitdlis konyvtarak, hiper-
szoveg, multimédia.

Ajanlott irodalom magyarul adatbdzisokkal kapcsolatban Garcia-Molina, Ull-
man és Widom [367, [105], valamint Rolland [313] kényvei. Az adatbdnydszat
alapjait tartalmazza Adriaans és Zantinge miive [2]. A szakértdi rendszereket elemzi
Santané Toth Edit jegyzete [326]. Nagy adathalmazok kezelésével foglalkozik

Abello, Pardalos és Resende monogréfidja [1].

12. Szoftvertechnolégia (SE). Tervezés, eszkozok és kornyezetek, folyama-
tok, kovetelmények és specifikdcid, helyességbizonyitds, fejlesztés, csoportmunka
irdnyitdsa, megbizhat6sag.

A feladatok specifikdciojdaval is foglalkozé magyar nyelvli anyagok koziil
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ajanljuk példdul Sike Sandor és Varga Laszl6 [372], valamint Sommerville [341]
tankdnyveit.

Pdrhuzamos programozdsrol sz6l Horvath Zoltan [144] és Szeberényi Imre
[352] elektronikus kézirata, Kozma LL4sz16 és Varga 1.4sz16 [216], valamint Chandy
és Misra [43],255] konyvei.

13. Tarsadalomtudomanyi alkalmazasok (SP). Informatika torténete, tér-
sadalmi kornyezet, elemzés eszkozei €s modszerei, szakmai és erkolcsi felel6sség,
kockazatok, szdmitogépi jog, filozofia.

Ajanlott irodalom: magyarul Boros Lészl6 [35] és Kurtdn Lajos [222, 223

kdnyvei.

14. Kiszamithatésag (CN). A 6 témak numerikus médszerek, operdcidkuta-
tds, nagy méretli szdmitdsok.

Numerikus modszereket ismertet magyarul Galdntai Aurél és Jenei Andrés
[104], Gerg6 Lajos [108]], Kiss Ott6 és Kovacs Margit [191], Henrici [131], Ob4-
dovics J. Gyula [276], Ralston [305], Simon Péter [336], Stoyan Gisbert és Také
Galina [346, 347, 348] és Szidarovszky Ferenc [353] konyve. Az angol nyelvl
szakirodalombdl Argyros, Bahill, Okuguchi, Szidarovszky Ferenc €s Yakowitz
[15,1354, 355], az orosz nyelviibdl pedig N. N. Bahvalov, E. P. Zsidkov és G. M.
Kobelkov [25] konyveit emeljiik ki.

A numerikus médszerek alapjat képezd klasszikus analizis bizonyos részeit
targyalja Jarai Antal [171] kényve.

Az optimalizdlds mddszereivel kapcsolatos magyar nyelvi irodalombdl Baja-
linov Erik és Imreh Baldzs [26], Imreh Balazs [152], Koml6si Sdndor [203] kény-
vét, valamint Frank Andrds [92] és Szantai Tamds elektronikus jegyzetét [351]
emlitjiik. Angol nyelvii Censor és Stavros [42] konyve, a Floudas és Pardalos al-
tal szerkesztett hétkstetes enciklopédia [83], valamint Pardalos és Resende [285]

kézikonyve.
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Operdcidkutatdssal foglalkozik Kovacs Margit nyomtatott [212] és elektroni-
kus [213]], valamint Vizvdri Béla [376] hagyomanyos jegyzete és Szdntai Tamds
[350] konyve.

A jdtékelmélettel kapcsolatban Morgenstern és Neumann Janos klasszikus
miive [259] mellett Forgd Ferenc, Szép Jend ¢€s Szidarovszky Ferenc [86], Kiss
Béla és Krebsz Anna [190], valamint Okuguchi és Szidarovszky Ferenc kdnyvét
[279] ajanljuk.

A fuzzy rendszerek elméletével kapcsolatos friss konyvek koziil Carlsson €s
Fullér Robert [41), 98] miveit emlitjiik meg.

Fourier-analizissel foglalkoznak Weisz Ferenc [382, [383] konyvei. Schipp
Ferenc, Wade, Simon Péter és Pal Jend [327] monografidjanak téméja a harmoni-
kus analizis.

A valészintliségszamitds eszkozeinek kiillonbozs alkalmazdsairdl szélnak Gyorfi

Laszlénak és tarsszerzoinek a miivei [66, 121,122, [123]].






Jelolések

A konyvben a kovetkezd jeloléseket alkalmazzuk.
A, B: soros algoritmusok
b(n, k) = (Z) n alatt a k binomidlis egylitthaté
B(n, m, p, P): a P pdrhuzamos algoritmus legjobb 1épésszdma
B(n, m, A): az A soros algoritmus legjobb lépésszdma p processzoron
C(n, n, p, P): aP parhuzamos algoritmus legrosszabb iizenetszdima
g(n, n, A, P): a P parhuzamos algoritmus gyorsitdsa
h(n, m, p, P): a P: parhuzamos algoritmus hatékonysdga
lg n = log, n: kettes alapu logaritmus

Inn = log, n: természetes alap logaritmus
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1g¥ n = (Ign)*: logaritmus fiiggvény hatvanya
logn = log,, n: tizes alapu logaritmus

log™ n = iterdlt logaritmus fiiggvény

n: probléma mérete

N, n, p, P): a P parhuzamos algoritmus sziikséges Iépésszama p pro-

cesszoron
N(n, n, A): az A soros algoritmus sziikséges 1épésszama
o: kis ord6
O’ abszoldt nagy ordé
O: gyenge nagy ord6
O: nagy ord6

O: nagy val6szinfiségli nagy ord6

Qs

: végtelen nagy ordé

p: processzorok szdma

P, Q: parhuzamos algoritmusok
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W(n, nr, p, P): a P parhuzamos algoritmus legrosszabb 1épésszdma

W(n, n, A): az A soros algoritmus legrosszabb 1épésszama

w: kis omega

Q: nagy omega

Q: nagy valdszinfiségli nagy-omega

8

Q: végtelen nagy omega

m: probléma

3: véges abécé

®: nagy teta

®: nagy valésziniiség{i nagy teta

| I: als6 egész rész

@®: bindris asszociativ operdtor

X: Descartes-szorzat

:=: értékadas jele
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A és and: logikai és

I: faktoridlis

[ ]: fels6 egész rész

| |: halmaz elemszama

&: treff (definicid jele)

m: fekete kocka (bizonyitds végének a jele)

>: megjegyzés szimbdlum

: : olyan, mint

s: pikk (példa végének a jele)

V és or: logikai vagy



Angol kifejezések

Ebben a részben megadjuk a témakor angol nyelvii irodalmdbdl atvett szakkifeje-

zések magyar megfeleldjét.

anomaly = anomalia

average degree = dtlagos fokszdm

average level = dtlagos szint

big oh = nagy ordé

big omega = nagy omega

big theta = nagy teta

binary tree network = bindris fa hdl6zat

butterfly = pillang6

concurrent read, concurrent write (CRCW) = parhuzamos olvasds, parhuza-
mos irds

concurrent read, exclusive write (CREW) = parhuzamos olvasds, kizarélagos
iras

cross link = kereszt kapcsolat

de Bruijn network = de Bruijn-hdlézat

degree = fokszdm

direct link = kdzvetlen kapcsolat

efficiency = hatékonysag
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exclusive read, exclusive write (EREW) = kizdr6lagos olvasas, kizarélagos
irés

exclusive read, concurrent write (ERCW) = kizarélagos olvasds, parhuzamos
irds

farthest destination first (FDF) = legtdvolabbra utaz6 csomag el8szor

farthest origin first (FOF) = legtavolabbrdl jott csomag el6szor

first in first out (FIFO) = el6bb be, el6bb ki

Hamming distance = Hamming-tdvolsag

hipercube = hiperkocka

LCCB (least cost branch-and-bound) = legkisebb koltségli korlatozas és szét-
vélasztds

linear speedup = linedris gyorsitds

linear running time = linedris 1épésszam

maximal degree = maximadlis fokszdm

minimal degree = minim4lis fokszdm

mesh = récs

most significant bits (MSB) = legnagyobb helyi értéki bitek

online algorithm = kézvetlen algoritmus

packet routing (PR) = csomagiranyitds

partial permutation routing (PPR) = parcidlis permutéci6 irdnyitds

parallel hypercube = parhuzamos hiperkocka

parallel random access machine (PRAM) = parhuzamos kozvetlen hozzafé-
réstd gép

planar graph = sikgraf

planar net = sikhdl6zat

pyramid network = piramis hal6zat

random access machine (RAM) = kozvetlen hozzaférést gép

sequential hypercube = soros hiperkocka
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speedup = relativ sebesség

stack property = verem tulajdonsag

star network = csillag hal6zat

sublinear speedup = szublinedris gyorsitas

sublogarithmic running time = szublogaritmikus futdsi id6
superlinear speedup = szuperlinedris gyorsitds

total work = 0sszes munka

work-optimal parallel algorithm = munkahatékony parhuzamos algoritmus






Magyar szakkifejezések

Ebben a részben osszefoglaljuk a kényvben hasznalt magyar szakkifejezések an-

gol megfeleldit.

anomdlia = anomaly

atlagos fokszdm = average degree

atlagos szint = average level

bindris fa hdl6ézat = binary tree network

csillag halézat = star network

csomagirdnyitds = packet routing (PR)

de Bruijn-hélézat = de Bruijn network

elébb be, el6bb ki = first in first out (FIFO)

fokszdm = degree

Hamming-tdvolsdg = Hamming distance

hatékonysag = efficiency

hiperkocka = hipercube

kereszt kapcsolat = cross link

kizarolagos olvasds, kizardlagos irds = exclusive read, exclusive write (EREW)
kizarélagos olvasds, parhuzamos irds = exclusive read, concurrent write (ERCW)

kozvetlen algoritmus = online algorithm
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kozvetlen hozzaférésli gép = random access machine (RAM)

kozvetlen kapcsolat = direct link

legkisebb koltségii korlatozas és szétvalasztds = LCCB (least cost branch-
and-bound) =

legnagyobb helyi értéki bitek = most significant bits (MSB)

legtdvolabbra utazé csomag el6szor = farthest destination first (FDF)

legtavolabbrdl jott csomag el6szor = farthest origin first (FOF)

linedris futdsi id6 = linear running time

linedris gyorsitas = linear speedup

maximadlis fokszdm = maximal degree

minimadlis fokszdm = minimal degree

munkahatékony parhuzamos algoritmus = work-optimal parallel algorithm

nagy o = big oh

nagy omega = big omega

nagy teta = big theta

Osszes munka = total work

parcidlis permutéci6 irdnyitds = partial permutation routing (PPR)

parhuzamos hiperkocka = parallel hypercube

parhuzamos kozvetlen hozzaférési gép = parallel random access machine
(PRAM)

parhuzamos olvasds, kizarélagos {rds = concurrent read, exclusive write (CREW)

parhuzamos olvasds, parhuzamos irds = concurrent read, concurrent write
(CRCW)

pillangé = butterfly

piramis hél6ézat = pyramid network

rics = mesh

relativ sebesség = speedup

sikgraf = planar graph
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sikhdlézat = planar net

soros hiperkocka = sequential hypercube

szublinedris gyorsitis = sublinear speedup
szublogaritmikus futdsi id6 = sublogarithmic running time
szuperlinedris gyorsitds = superlinear speedup

verem tulajdonsag = stack property
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Folyoiratok a hazai konyvtarakban

Ebben a részben dsszefoglaljuk a legfontosabb informatikai folyéiratok nyomta-
tott és elektronikus véltozatainak adatait.

A t6bb részbdl 4116 elsS tdbldzatban — teljes neviik 4bécé szerinti sorrendjében
— felsoroljuk a legfontosabb informatikai folydiratok nevét és ISBN azonositéjat.
Ennek a listdnak az alapja a Fachinformationszentrum (Karlsruhe) dltal karban-
tartott Compuscience informatikai adatbazis. A listdbdl kihagytuk a magyar ol-
vasé szdmadra nehezen elérhet6 folydiratokat. Ugyanakkor a listit kiegészitettiik
az Osszes hazai és az olyan kiilféldi matematikai foly6iratokkal, amelyek gyakran
szerepelnek az altalunk idézett szerz6k miiveiben. A foly6irat neve eldtt 16v6 ++

jel azt mutatja, hogy a folyéirat nem szerepel a Compuscience listajaban.



292 Lelohelyjegyzék

A maésodik tdbldzatban megadjuk a folyéiratok nyomtatott €s elektro-
nikus véltozatainak a 6 legnagyobb hazai informatikai konyvtarban (BME,
Debreceni Egyetem, ELTE, Rényi Alfréd Intézet, Szegedi Egyetem, SZTAKI)
valé elérhetdségét.

A nyomtatott valtozatok adatai a Nemzeti Periodika Adatbdzis (NPA)
honlapjarél és az NPA dltal évente kiadott CD-r6l szdrmaznak. Az elektro-
nikus valtozatok adataihoz felhasznaltuk az emlitett konyvtarak honlapjat.

A folyéiratok nevét az NPA szerint roviditettiik. A nemzetkozi rovidi-
tések listdja letolthetd a referdld folydiratok honlapjardl.

A tablazatban N a nyomtatott, E az elektronikus véltozat, K az elekt-
ronikus kivonat, T az elektronikus tartalomjegyzék elérhet&ségét jelzi (a K
jelet hasznéltuk akkor, ha a folyéirat honlapjardl letolthetd a cikkek kivo-

nata, és/vagy ha legaldbb az egyik referdl6 adatbazis.
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Végiil az elektronikus adatbazisok, elektronikus konyvtéarak, és a kon-

ferenciakotetek adatait foglaljuk Ossze.

Digitalis adatbazisok

Citeseer

Computing Reviews

Compuscience

EEFTAN: Egyetemi és F6iskolai Tankonyvek adatbazisa

ELTE: a Horizon rendszeren keresztiil hozzaférés az ELTE, SOTE
€s a ME konyvtdrainak katalégusaihoz

Kiskapu Kiadé és Konyvesbolt: konyvesboltoknak a magyar nyelvi

informatikai szakirodalom teljes vélasztékat kinal6 haldzata (rend-
szeresen kozread magyar nyelvii katalogusokat)

Mathematical Reviews

Minerva: a Minerva folyoiratokkal kereskedd cég adatbazisa

NPA: Nemzeti Periodika Adatbézis (az Orszdgos Széchenyi Konyv-
tar altal karbantartott adatbazis a hazai konyvtarakban 1€vé kiilfoldi
€s hazai folydiratokrol; 2000-ben abbamaradt az adatok frissitése —
viszont az OSZK 4dltal évente kiadott NPA-CD friss adatokat tartala-
maz)

Software Station:

SWETS: a legnagyobb folyéiratkereskedd cég adatbézisa kb. 16000
folyéirat tartalomjegyz€két tartalmazza, emellett a cégen keresztiil
megrendelt folyéiratok jelentds részének teljes szovegéhez is hozza-
férést biztosit

DLBP Trier
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Universitas: a legjelentdsebb magyar cég, amelyen keresztiil kiilfoldi
kiadédsd konyvek megrendelhet6k. Honlapjan sok konyv adatai (pél-

ddul az dra) megtalalhatok.

Zentralblatt fiir Mathematik

Digitalis konyvtarak

Academic Press

ACM Digital Library

BME-OMIKK:

EISZ: Elektronikus Informacié Szolgalat (ingyenes hozzaférés min-
den egyetemi hallgat6 és oktaté szamédra az Elsevier folydiratainak

teljes tartalmahoz)

Elsevier

ELTE (ELTE Informatikai Kara)
EMIS

IEEE

EMIS: European Mathematical Information Service (ingyenes hoz-

zaférés barki szamara 35 matematikai folyéirat teljes tartalméhoz)
Kluwer

MEK (Magyar Elektronikus Konyvtar)

SIAM

Springer Verlag

Typotex



file:www.universitatis.hu/.dvi�
file:www.emis.de/ZMATH/.dvi�
http://idealibrary.com�
http://www.acm.org/dl�
http://www.omikk.hu/�
file:www.om.hu/eisz/.dvi�
http://www.om.hu//eisz/�
http://www.inf.elte.hu/library/�
file:www.emis.de/journals/.dvi�
http://computer.org�
file:www.emis.de/journals/.dvi�
file:www.wkap�
file:www.mek.iif.hu/.dvi�
http://epubs.siam.org/�
http://www.link.springer.de/�
http://www.typotex.hu/�
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Konferenciak anyagai

L.5. tdblazat. Informatikai konferencidk anyagai

Cim BME | DE | ELTE | RAI | SzTE | SZTAKI
1'ACM Dist. - E E - E E
2 ACM Theory - E E - E E
3 ECOOP - E E - E E
4 ESA - E E - E E
5FCT - E E - E E
6 MFCS - E E - E E
TSTACS - E E - E E

Ebben a tabldzatban a Proceedings of Annual ACM Symposium on

Principles of Distributed Computing, a Proceedings of Annual ACM Sym-

posium on Theory of Computation, a European Conference on Object-

Oriented programming, az. European Sympozium on Algorithms, a Foun-

dation of Computing Theory, a Mathematical Foundations of Computer

Science és az Annual Symposium on Theoretical Aspects of Computer Sci-

ence nevi konferencidk adatai szerepelnek.


http://www.acm.org/pubs/citations/podc/62546/�
http://www.acm.org/pubs/citations/podc/62546/�
http://www.link.springer.de/�
http://www.link.springer.de/�
http://www.link.springer.de/�
http://www.link.springer.de/�
http://www.link.springer.de/�
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L.1.a tdblazat. Folyéiratok nevei €s ISBN szamai

Sorszdm és cim ISBN

002 ACM Computing Surveys 0360-0300
004 ACM SIGACT News 0163-5700
027 ACM Sigplan Notices 0362-1340
034 ACM Transactions on Computer Systems 0734-2071

035 ACM Transactions on Database Systems 0362-5915

036 ACM Transactions on Graphics 0730-0301

039 ACM Transactions on Mathematical Software 0098-3500
041 ACM Transactions on Programming Lang. 0164-0925

042 ACM Transactions on Software Engineering Meth. | 1049-331X
043 Acta Cybernetica 0324-721X
044 Acta Informatica 0001-5903

++ Acta Mathematica Academiae Nyiregyhdziensis 0866-0182

++ Acta Mathematica Hungarica 0236-5295

++ Acta Scinetiarum Mathematicarum 0001-6969
055 Algorithmica 0178-4617

056 Alkalmazott Matematikai Lapok 0133-3399
058 The American Mathematical Monthly 0002-9890
++ Analysis Mathematica 0133-3852
++ Annales Universitatis Eotvos, S. Computatorica 0138-9491

++ Annales Universitatis Eotvos, S. Mathematica 0524-9007

++ Applied and Computational Harmonic Analysis 1063-5203

070 Applied Mathematics and Computation 0096-3003

073 Applied Numerical Mathematics 0168-9274
075 Ars Combinatoria 0381-7032
076 Artificial Intelligence 0004-3702
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L.1.b. tdbldzat. Folyéiratok nevei €s ISBN szdmai

Sorszam és cim ISBN

081 Australasian Journal of Combinatorics 1034-4942
++ Automated Software Engineering 0928-8910
++ Avtomatika i Telemehanika 0005-2310
093 BIT. Numerical Mathematics 0006-3835

++ C/C++ User’s Journal 1075-2828

++ Calculateurs Parallélels 1260-3198

114 Combinatorica 0209-9683

116 Communications of the ACM 0001-0782
120 Complexity 1076-2787

++ Computational Complexity 1016-3328

137 The Computer Journal 0010-4620
138 Computer Languages 0096-0551

141 Computer Networks and ISDN Systems 0169-7552

++ Computers and Education 0360-1315

168 Computers and Operation Research 0305-0548

173 Computing. Archiv Inf. Numerik 0010-485X
++ Computing Reviews 0010-4884

178 Congressus Numerantium 0384-9684

++ Current Mathematical Publications 0361-4794

++ CWI Quarterly 0922-5366

189 Data Knowledge Engineering 0169-023X
199 Discrete Applied Mathematics 0166-218X
201 Discrete Mathematics 0012-365X
204 Distributed Computing 0178-2770
++ The Electronic Journal Qualitative Th. Diff. Eq. | 1417-3875
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L.1.c. tdblazat. Folyéiratok nevei €s ISBN szamai

Sorszdm és cim ISBN

206 Dr. Dobb’s Journal 1044-789X
221 European Journal of Combinatorics 0195-6698

222 European Journal of Operation Research 0377-2217

226 Formal Aspects of Computing 0934-5043

229 Future Generation Computer Systems 0167-739X
++ Foundations of Computing and Decision Systems | 0324-87477

230 Fuzzy Sets and Systems 0165-0114

232 Graphical Models 1524-0703

++ Higher-Order and Symbolic Computation 1388-3690
237 IBM Journal of Research and Development 0018-8646

238 IBM Systems Journal 0018-8670
249 IEEE Transactions on Communications 0090-6778

250 IEEE Transactions on Computers 0018-9340
252 IEEE Transactions on Information Theory 0018-9448

255 IEEE Transactions on Parallel and Distr. Syst. 1045-9219

258 IEEE Transactions on Signal Processing 1053-587X
259 IEEE Transactions on Software Engineering 0098-5589

++ IEEE Transactions on Visualization Comp. G. 1077-2626

263 IMA Journal on Numerical Analysis 0272-4979

272 Information and Computation 0890-5401

273 Information and Control 0019-9958

279 Information Processing Letters 0020-0190
++ Java Developer’s Jounal 1087-6944

327 Journal of Algorithms 0196-6774

331 Journal of Automated Reasoning 0168-7433
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L.1.d. tablazat

Cim Név

334 Journal of Combinatorial Theory, Series A 0097-3165
335 Journal of Combinatorial Theory, Series B 0097-3165
337 Journal of Computational and Appl. Math. 0377-0427
341 Journal of Computer and Systems Sci. 0022-0000
++ The Journal of Fourier Analysis and Applications | 1069-5869
++ Journal of Functional Programming 0956-7968
++ Journal of Grid Computing indul

++ Journal of Graph Algorithms and Applications 1526-1719
356 Journal of Graph Theory 0364-9024
++ Journal of Integer Sequences 1530-7638
++ Journal of Logic, Language and Information 0925-8531
364 Journal of Logic Programming

377 Journal of Parallel and Distributed Computing 0743-7316
++ Journal of Systems and Software 0164-1212
390 Journal of the ACM 0004-5411
++ Lecture Notes in Computer Science 0302-9743
417 Management Sciences 0025-1909
++ Mathematica Pannonica 0865-2090
++ Mathematical Methods in Applied Sciences 0170-4214
430 Mathematics of Computattion 0025-5718
454 Neural Networks 0893-6080
++ Nieuw Arakief voor Wiskunde 0028-9825

464 Numerische Mathematik

0029-599X
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L.1.e. tablazat

Cim Név
++ L’Objet 1262-1137
++ Operating Systems Review 0163-5980
468 Operations Research 0030-364X
++ Operation Research Letters 0167-6377
472 Parallel Computing 0167-8091
479 Performance Evaluation 0166-5316
480 Periodica Mathematica Hungarica 0031-5303
490 Proceedings of IEEE 0018-9219
495 Programmirovanie 032-3474
++ Publicationes Mathematicae 0033-3883
++ Pure Mathematics and Applications 1218-4586
++ Quarterly of Applied Mathematics 0033-569X
499 RAIRO. Informatique Theoretique et Applications | 0988-3754
502 Random Structures and Algorithms 1042-9832
515 Science of Computer Programming 0167-6423
517 SIAM Journal on Applied Mathematics 0036-1399
518 SIAM Journal on Computing 0097-5397
519 SIAM Journal on Control and Optimization 0363-0129
520 SIAM Journal on Discrete Mathematics 0895-4801
523 SIAM Journal on Numerical Analysis 0036-1429
524 SIAM Journal on Optimization 1052-6234
526 SIAM Journal on Scientific Computing 1064-8275
527 SIAM Review 0036-1445
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L.1.f. tablazat

Cim Név

532 Simulation 0037-5497
++ Sysadmin and Perl Journal 1061-2688
540 Software Practice and Experience 0038-0644
++ Studia Scientiarum Mathematicarum 0081-6906

++ Studia Universitatis Babes-Bolyai, Informatica | 1224-869x
561 Theoretical Computer Science 0304-3975
573 VLDB Journal 1066-8888
++ Zentralblatt fiir Mathematik 1436-3356
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L.2.a. tdblazat. Informatikai folydiratok a magyar kdnyvtdrakban

Sorszdm és cim BM | DE | EL | RA | SE | SZ
002/ACM Surveys E E |NE| - | NE | NE
004 ACM SIGACT News E E E E E

027 ACM Sigplan Notices E E E E E

034 ACM Trans. Comput. Syst. NE| E | NE | E E E
035/ ACM Trans. Database Syst. NE| E |NE| E E E
036 ACM Trans. Graph. E E E E E

039/ ACM Trans. Math. Softw. E E E E E | NE
041 ACM Trans. Program. Lang. NE | E | NE | NE NE
043 Acta Cybernetica K K |NK| K | NK | NK
044 Actal Inf. E E | NE | E E | NE
++ ActaNyiregyhdziensis E E E E E E
++ Acta Mathematica Sci. N N N

055 Algorithmica E E | NE | E E | NE
055 Algorithmica E E | NE | E E E
056 Alkalmazott Matematikai Lapok NK | NK | NK | NK | NK | NK
058 The American Math. Monthly E E | NE | E E E
++ Analysis Mathematica T T |[NT| T T

++ Ann. Univ. Eotvos, |Computatorica) | NT | NT | NT | NT | NT | NT
++ Ann. Univ. Eotvos, Mathematica N N N N

++ Applied Comp. Harmonic An. E E | NE| E E E
070 Applied Math. Comput. N

073 Applied Numerical Math. N

075 Ars Combinatoria K K K K N

076 Artif. Intell. E E | NE | E E | NE
081 Australasien Journal Comb. K K K K K

++ Automated Software Engineering N



http://www.acm.org/pubs/journals/surveys�
http://www.acm.org/pubs/journals/???�
http://www.acm.org/pubs/journals/tods�
http://www.acm.org/pubs/journals/tods�
http://www.acm.org/pubs/journals/tosem�
http://www.acm.org/pubs/journals/???�
http://www.szeged�
http://link.springer.de/link/service/journals/00236/index.htm�
http://www.emis.de/journals/AMAPN/index.html�
http://link.springer.de/link/service/journals/00453/index.htm�
http://www.inf.elte.hu/library/computatorica/�
http://www.elsevier.nl/locate/ipl/�
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L.2.b. tdblazat. Informatikai folyédiratok a magyar kdnyvtarakban

Sorszdm és cim BM | DE | EL | RA | SE | SZ
++ Avtomatika i Telemehanika N

093 BIT. Numerical Mathematics NE

++ C/C ++ User’s Journal N

++ Calculateurs Parallélels N

114 Combinatorica NE | NE | NE | NE | NE | NE
116 /Communicationsl of ACM NE | E | NE|NE | E | NE
120 Complexity E E E E E

++ Computational Complexity E E E E E | NE
137 The Computer Journal NE NE
138 Computer Languages N

141 Computer Networks ISDN Syst. E E |EN | E E E

++ Computers and Education N

168 Computers and Op. Research E E |NE | E E E

173 Computing. Archiv fiir Informatik E E N E E

++ Computing |[Reviews E E |NE | NE | E

178 Congressus Numerantium N

++ Current Mathematical Publications N

++|CWI Quarterly E E |EN| E E

189 Data Knowledge Engineering N

199 Discrete Applied Mathematics E E | NE | NE | E E

201 |Discrete Mathematics E E |NE | NE | E E

204 |Distributed Computing NE | E |[NE| E E

206 Dr. Dobb’s Journal E E |NE| E E E

++ Electronic Journal of |Comb. E E E E E E

++ Electronic Num.| Anal. E E E E E E



http://link.springer.de/link/service/journals/00453/index.htm�
http://www.acm.org/pubs/contents/journals/cacm�
http://www.elsevier.nl/�
http://beta.reviews.com/home.cfm�
http://www.cwi.nl�
http://www.emis.de/journals/DMTCS/�
http://link.springer.de/link/service/journals/00446/index.htm�
http://www.emis.de/journals/EJC/�
http://www.emis.de/journals/ETNA/�

304

Lelohelyjegyzék

L.2.c. tdblazat. Informatikai foly6iratok a magyar konyvtarakban

Sorszam és cim BM | DE | EL | RA | SE | SZ
221 European Journal of Comb. E E E E E E
222 European Journal Op. Research | E E | NE | E E E
226 Formal Aspects of Computing E E | NE | E E E
++ Foundations of Computing Dec. N

++ Fundamenta Mathematicae T | N

229 Future Generation Comp. Syst. T N

230 Fuzzy Sets and Systems E E E E | E

232 Graphical Models E E | NE | E E

++ Higher-Order and Symb. Comp. E E | NE | E E

237 IBM Journal of Research Dev. E E |[NE| E | E

238 IBM Systems Journal E E | NE | E E

249 IEEE Transactions Comm. NK NE
249 [EEE Trans. Comput. NE | NK|NK| K| K | K
250 IEEE Transactions Inf. Th. NK| K |[NK| K | K |NK
259 [EEE Transactions on Software EN EN
++ IEEE Transactions Visualization | E E | NE | E E | NE
263 IMA Journal Num. Analysis E E |[NE| E | E

272 Information| and Computation KN EN
273 Information and Control TK | N

279 Information| Processing Letters E E | NE| E | NE | NE
++ Java Developer’s Journal E E E E E E
327 Journal of |Algorithms KN E



http://link.springer.de/link/service/journals/00165/index.htm�
http://www.computer.org/tcs/archives.htm�
http://www.computer.org/tse/archives.htm�
http://www.idealibrary.com/servlet/useragent?func=showAllIssues&curIssueID=inco�
http://www.elsevier.nl/locate/ipl/�
http://www.,apnet/com/www/journal/al.htm�
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L..2.d. tablazat. Informatikai folyéiratok a magyar konyvtarakban

Cim BM | DE | EL | RA | SE | SZ
334 Journal of Comb.| Theory, A | TK | TK | NK | TK | TK | TK
335 Journal of Comb.| Theory, B | TK | TK | NK | TK | TK | TK
++ Journal of Computer Syst. EN EN
++ Journal of Graph Alg. E E E E E E
++ Journal of \Grid Computing

++ Journal of Integer Sequences | E E E E E E
390 Journal of ACM| E | NE E

++ Lecture Notes in CS E E | EN | E E

427. Math. Syst. Theory N

++ Nieuw Arakief N

++ Nordic J. Com. IT

490. Proc. IEEE NK| K [NK| K | K | NK
++ Publ. Math. NT | NT | NT | NT | NT | NT
++ Q. Appl. Math. N N | E
518..SIAM| J. Comp. NE NE | E
520.SIAM | Discret. K | KN | EN | EN
527.'SIAM Rev. NE| K |NE| K | K | NE
561.Theor. Comput. E E |EN| E | E | E
++ Zentralbl. Did.|der Math. E E | E E | E | E



file:www.academicpress.com/jcta.dvi�
file:www.academicpress.com/jcta.dvi�
http://www.idelibrary.com/servlet/useragent?func=showAllIssues&curlssuelD=jcss�
http://www.emis.de/journals/JGAA/home.html�
http://www.wkap.nl/prod/a/gridcomputing�
http://www.emis.de/journals/JIS/�
http://www.acm.org/jacm�
http://link.springer.de/link/service/series/0558/ss.htm�
http://www.klte.math/sicomp.htm�
http://www.siam.org/journals/sicomp/sicomp.htm�
http:/www.siam.org/sam-bin/dbq/toclist/SIDMA�
http:/www.siam.org/sam-bin/dbq/toclist/????�
http://www.elsevier.nl/locate/tcs/�
http://www.emis.de/journals/ZDM/zdmp1.html�




Névmutato

A névmutatoban a magyar szerzok uténeveit is teljesen kiirtuk, mig a kiil-

foldi szerz6k esetében — mivel a teljes nevet nem minden esetben tudjuk —

roviditettiik az uténeveket.
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Fiat, A., 260
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Floyd, R. W., 230, 261
Flynn, M., 31

Flynn, M. J., 227,261
Ford, L., 116

Forgo, F., 261
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Frenk, J. B. G., 229, 258
Freud, Robert, 233,261
TFrey, Tamads, 226, 262
Fullér, Rébert, 257,262, 273
Futo, Ivan, 234, 260, 262
Fiilop, Zoltan, 235, 262
Fiisi, Janos, 262
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Gdcs, Péter, 225, 226

Gagne, G., 284

Galambos, Gébor, 229, 236, 258,
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Galéntai, Aurél, 262

Galvin, P., 284

Gambosi, G., 255
Garcia-Molina, H., 262

Garey, M. R., 227,234,263
Gavrilov, G. P., 263

Gergd, Lajos, 233,238, 263, 277
Gibbons, A., 226,228,263
Gilchrist, B., 263

Girault, C., 236, 263

Gloor, P., 237,263

Goldberg, D. E., 263

Gonda, Janos, 227,263, 274

Gonnet, G. H., 225, 264
Gottlieb, A., 226,227,253
Graham, R. L., 226,228, 271
Gray, F,, 169,196

Green, D. H., 264

Greenflaw, R., 226, 264
Gregorics, Tibor, 237,260, 262
Gruska, J., 225,263, 264
Gustafson, J., 37,70, 227, 264
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Gyarmati, Edit, 233, 262
Gyim6thy, Tibor, 237,262
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Heath, M. T., 228, 2635
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Henrici, R., 238, 265
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Hofri, M., 228, 265
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Horvéth, Arnold, 233, 277
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Horvéth, L4szl16, 226, 235, 266
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Klincsik, Mihdly, 233,271
Knuth, D. E., 225, 226, 264, 271
Kobelkov, G. M., 238

Kogan, Y. A., 1234, 255

Kohler, M., 264

Komlési, Sdndor, 238,272
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Korolev, L. N., 272

Késa, Andras, 264

Kotov, V. E., 236,272

Kotsis, G., 269

Kotsis, Gabrielle, 227

Kovdcs, Attila, 272

Kovdcs, El6d, 272

Koviécs, Gabor Zsolt, 229, 272
Koviécs, Gy6z6, 272

Kovécs, Margit, 239,255,270,
273

Kovics, Péter, 13

Kovdcs, Zoltan, 235, 268
Kozics, Sandor, 273

Kozma, Laszl6, 238, 273
Kozsik, Tamas, 261, 266, 273
Ké&hegyi, Janos, 235,273
Kranzlmiiller, D., 227, 235, 269
Krebsz, Anna, 270

Kruskal, J. B., 115,116
Krzysak, A., 264

Kurtén, Lajos, 274



Névmutato

313

L

Lai, T., 68

Lai, T. H., 228,274

Léng, Csabané, 227,274
Langdon, W. B., 274

Langer, Tamés, 234, 260
Lavrov, 1. A., 274

Lawler, E. L., 225,274

Lee, C., 228,258

Lee, I., 237

Lee, L., 263

Lehel, Jend, 289

Lehmer, D. H., 274

Leighton, T. F., 227,230, 231,
275

Leiserson, C. E., 225,228, 237,
258

LeLann, G., 202, 231,275
Leopold, C., 228,275
Levitin, A. A., 225,275

Li, M., 234,275

Lin, E., 228, 258

Locher, Kornél, 14

Lovasz, Lészl106, 225, 226, 233,
234,275

Ldcs, Gyula, 275

Ldrincz, Andras, 236, 276
tLucas, E., 276

Lugosi, Gabor, 259

Lynch, N. A.,201,1226-228, 231,
232,276

M

Malyshkin, V., 276
Manherz, Tamas, 235, 267
Maple, 233
Marchetti-Spaccamela, A., 255
Marczell, Zsolt, 236,276
Maréti, Gyorgy, 233, 271
Martello, S., 229, 257
Marton, Laszl6, 225,276
Mathematica, 233
Matlab, 233

Maximova, L. L., 274
Mayr, E. W., 228,276
McCarthy, J., 284
Mehlhor, K., 276
Metyko, Bedta, 14
Miletics, Edit, 13

Miller, R., 226, 277
Misra, J., 238,257,277
Mitchell, M., 277



314

Névmutato

Molnér, Ervin, 270

Molnérka, Gy6z6, 233,277
Moon, J. W., 277

Moran, S., 272

Morgenstern, O., 277

Motwani, R.,[228| 235,265,277

N

Nagy, Sara, 237,260, 270
Nagy, Tibor, 237,277
Narayana, T. V., 229,277
Nassimi, D., 277

Nelson, R. A., 62

Németh, Cs. David, 229, 255
Németh, Zsolt, 227, 235/, 269
TNeumann, Janos, 31, 226, 277,
278

Nijenhuis, A., 233,278
Norton, P., 236,278

Norvig, P., 237,283

NY

Nyékyné, Gaizler Judit, 235, 278

2

0,0

Obéadovics, J. Gyula, 238,279
Okuguchi, K., 279

Olariu, S., 290

Omega, 243

Ore, O.,230, 279

Otto, A. D., 233,259
Overmas, M, 256

P

Pachl, J., 231,279

Pal, Jend, 239, 284

Péandi Andras, 4
Papadimitriou, C. H., 225, 234,
279

Pardalos, P. M., 228,237,238,
253,260, 261, 280

Parent, R., 280

Pésztorné, Varga Katalin, 233,
280

Pataki, Norbert, 229, 272
Patashnik, O., 226, 271
Patterson, D. A., 235, 265
Paul, J. L., 1225, 228,230, 256
Pavlov, R., 227,259

Pécsy, Gabor, 4, 13,229, 280
Pergel, J6zsef, 229, 268




Névmutato

315

Peterson, G. L., 231,280
Pethd, Attila, 13,233,280
Pike, R., 270

Pirké, Jozsef, 226, 235,266, 280
Poli, R., 274

TPongor, Gyorgy, 235, 280
Porkoléb, Zoltan, 286
Prather, R. E., 233,281
Prékopa, Andrés, 228, 281
Preparata, F. P., 108, 230, 281
Prim, R. C, 116

Protasi, M., 255

Promel, H. J., 228,276
Purdom, P. W., 228, 281
Pyle, 1. C., 281

Q
Quinn, M. J., 281

R

Raghavan, P., 228,277
Rajasekaran, S., 228,230, 266,
280,281

Ralston, A., 225,281,282
Ranade, A., 228, 265

Ranka, S.,231

Recski, Andrés, 270, 282

Reif, J. H., 282

Reilly, E. D., 225,282
Reischuk, R., 110, 230, 282
TRényi, Alfréd, 228, 282
Resende, M. G. C., 237,238,253,
280

Rét, Anna, |13

Rinnoy Kan, A. H. G., 229, 258
Ritchie, D. M., 270

Rivest, R. L., 225, 228, 230, 237,
258,261

Roberts, R., 206, 231,257
Rodeh, M., 231,259
Rodriquez-Vazquez, A., 283
Rolland, F., 282

Roényai, Lajos, 225, 282
Roosta, S., 227,228,283
Roska, Tamas, 236, 257, 283
Rotem, D., 231,279
Rozenberg, G., 283

Russell, S. J., 237,283

Ruzzo, J. W., 226, 264

Ruzsa, Imre, 233, 283

Rytter, W., 226, 228,263,283




316

Névmutato

S

Saaty, T. L., 230, 256

Sack, J.-R., 230, 283

Sahni, S., 68, 228, 230,231, 266,
274,277

Salamon, Gabor, 237,283
Salleh, S., 283

Salomaa, A., 283

Santané, T6th Edit, 237, 262, 284
Schipp, Ferenc, 284, 285
Schoning, U., 284

Schreiber, R. S., 228, 265
Schreiner, W., 228,285
Schwarzkopf, O., 256
Sedgewick, R., 228, 284

Selim, G. A., 226, 284

Sen, S., 281

TShannon, C. E., 284

Shedler, G. S., 62

Sike, Sdndor, 238, 288

Siklési, Bence, 229, 284
Silberschatz, A., 284

Sima, Dezs6, 13,227,284
Simon, Péter, 238, 239, 284, 285
Simonovics, Miklés, 271
Sinclair, J. B., 208, 265

Sipos, Annamadria, 285
Sipser, M., 234, 285
Skiena, S. S., 226, 285
Sommerville, 1., 238, 285
Spence, L. E., 233,259
Spencer, J., 228, 260, 285
Stanley, R. P., 285
Stavros, A. Z.,257
Steiger, A., 228,276
Steiglitz, K., 279

Stein, C., 225,228,258
Steingart, Ferenc, 235, 261
Stirling, J., 68

Stockman, M., 236, 278
Stoyan, Gisbert, 238, 285
Stroustrup, B., 286

Sussman, J., 228

SZ

Szabo, Csaba, 230, 270
Szabd, Réka, 225, 282
Szadovszkij, A. L., 229,283
Szadovszkij, L. E., 229, 283
Szalai, Rébert, 14

Szantai, Tamads, 238, 239, 286
Szapozsenko, A. A., 263



Névmutato

317

TSzéava, Géza, 285

Szeberényi, Imre, 238, 286
Szelezsan, Janos, 226, 262
Szemengyajev, I. N., 256

Szép, J., 261

Szepesvary, Csaba, 236, 276
Szeredi, Péter, 234, 260
Szidarovszky, Ferenc, 238, 254,
279,286

Szili, Laszl16, 13, 233, 286

Szirmay-Kalos, Laszl6, 237,286
Szlavi, Péter, 235, 287
Szmeljanszkij, R. L., 228, 236,
268

Sziics, Laszlo, 4, 13,229,128

T

Tako, Galina, 285

Tanenbaum, A. S., 231,236, 287
Tatai, Gébor, 237,262

Tejtel, Maté, 266

Tel, G., 201,227, 231}, 232, 287
Téth, Janos, 233,286

Toéth, Zoltan, 267

Trahtenbrot, B. A., 225,287
Tsantilas, T., 281

Turcsanyiné, Szab6é Mérta, 287

U, U

Ulbert, Attila, 266

Ullman, J. D., 225,253, 262, 265,
288

Urbén, Janos, 274

Urrutia, J., 230, 283

\Y%

Vajda, Istvan, 264

Valiant, L., 282

Valiente, G., 225, 226, 288
Valk, R., 236, 263

Van Gelder, A., 226, 255

Van Kreveld, M., 256

Van Leeuwen, J., 288

Van Steen, M., 231, 287
Varga, 1.4sz16, 236-238, 273, 288
Viérkonyiné, Koczy Attila, 254
Varterész, Magdolna, 233, 280
Vasziljev, E. P., 273

Vazirani, V. V., 234, 288
Venczel, Tibor, 266

Vida, Janos, 288




318

Névmutato

Vigassy, Jozsef, 276

Vigo, D., 229,257
Vilenkin, N., 233,288
Visegrady, Tamas, 235, 254
Vishkin, U., 258

Vitanyi, P., 234, 275
Vizvari, Béla, 236,239, 288
Vogel, J., 288

Volkert, J., 227,235,269

A\

Wade, W. R., 239,284

Wagner, K., 288

Walk, H., 264

Wechsung, G., 288

Weiss, M. A., 289

Weisz, Ferenc, 239, 289

Wettl, Ferenc, 233, 277

Widom, J., 262, 288

Wilf, H., 226, 228, 233, 278, 289

Willie, J., 261
Winkler, F., 233,289

Winkler, J., 228, 237, 289
Winkler, Zoltan, 272

Wirth, N., 225

Woeginger, G. J., 229,234, 257,
258,260

Woodhull, A. S., 236, 287

Y

Yakowitz, S., 238, 286

Z

Zajki, Laszl6, 281

Zaks, S., 272

Zantinge, D., 253

Zhidkov, E. P., 255

Zomaya, A. Y., 228,283,290

YA

Zsako, Laszl6, 235,287,290
Zsidkov, E. P., 238



Targymutat6

Ez a targymutatd a kdvetkezd szempontok szerint késziilt.

A szamokat és gorog betiiket tartalmazo targyszavakat kiejtésiik szerint
rendezziik: példaul az ,,1-értékd”-t ,egyértékékl”-ként, a A-t ,,lambda”-
ként. A jelolést tartalmazd targyszavakat elemeik szerint rendezziik: pél-
daul a , k-megegyezés”-t .,k megegyezés”-ként.

A kiilonboz6 tipusti objektumokat lehetdség szerint tipogréfiailag is
megkiilonboztettilk. A matematikai jeloléseket és a programokban hasznalt
véltozok neveit d6lt betlik emelik ki, mint példaul Q(n 1g n) vagy rang[lépés].
Az algoritmusok neveit kis kapitalis betiikkel irtuk, mint példaul KivA-
LASzT. Az algoritmusok kddjédban a programozasi alapszavakat félkovéren
szedtiik, mint példdul if, then, for, in parallel for.

Az algoritmusok nevében kiskotdjelet haszndltunk, viszont a véltozok
neveiben alsé kotdjelet, mint példaul PARHUZAMOSAN-OLVAS €s bal_szomsz.
Az egyes fogalmak meghatdrozdsanak helyére a targymutaté dolt oldal-
szammal utal.

Elsésorban az algoritmusokat targyal6 tankonyvek matematikai jelolé-
seit alkalmaztuk. Az oldalszamok felsoroldsandl nem torekedtiink teljes-

ségre.
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soros, 15
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adatkigyok rendezése, 147
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adatkoncentracio, 132, /37
hiperkockén, 179
algoritmus
abszolut optimalis, 26
aszimptotikusan optimdlis, 25
Las Vegas, 50
moho, 129
Monte Carlo, 50
munkahatékony, 25
neurdlis hdlékban, 236
parhuzamos, |19
rekurziv, 45
soros, 19

tervezése, 15

algoritmusok
parhuzamos, 225
soros, 225

altalanos csomagirdnyitdsi

feladat, 128

Amdahl torvénye, 36

animacio, 237

anomalia, 6./, 70

asszociativ miivelet, 73
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bedgyazds torlédasa, 167
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gyors Fourier-transzformaélt, 160
GYOKOS-KERES, 90

gyfird, 39, [168

7~ 7

gylrd halézat, 216
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de Bruijn, 42
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héalézatok, 226
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HanNor-Tornvyar, 47, 70
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haromdimenzids racs, 40
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HATEKONY-PREFIX, /4
hatékonysag, 116
hatékonysagi mérték, 24
abszolut, 22
relativ, 22
henger, 40
hibavaldszin{iség, 50
hibrid processzorok, |16
hiperkocka, 42,163,186, 192

parhuzamos, 164
soros, 164
hiperkocka fokszama, 164
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HIRSCHBERG-SINCLAIR, 215,216

I i

i-edik sor, /84

Ip8-szeLET, 208, 221, 222
1dozités, 16

i-edik szintd kapcsolat, 164
IEEE, 267

ILLIAC-1V, 31,40

inverzid, 58

ISBN, 290, ldsd International
Standard Book Number
ISMETELT-ELEM, 02

ISSN, 290, Idsd International
Standard Serial Number

J
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kereszt kapcsolat, /65

késleltetés, 170

Ker-rAzis, 129

kétfazisu algoritmus, 129

KEVESET-KOCKAN, |184

kezdd processzor, 202,

KiEMEL, 84

kiemelés, 84

kigyoszert sorfolytonos

indexelés, 135
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kis ord¢, 20, 242
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racson, 139

k-k iranyitasi feladat, /32
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Kruskal-algoritmus, 115,116
kulcsok rangja, 145

kupac, 67

L

lanc, 39,1119

lapozasi sebesség, 6.1
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szuperlogaritmikus, 21
szuperpolinomialis, 21

varhat6, 22

levél szintje, 59

LIFO, 158
linearis 1épésszam, 21

Log-06sszerEsiL, 97
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OPT-MAX-TERIJED, 217
OPT-HALMAZ-TERJED, 220

oszlopfolytonos indexelés, 135

e

0,0
Osszefésiilés, 144,189,190
hiperkockdn, 190
pillang6 halozaton, 190
Osszefliggd komponensek, 195
Osszehangolt tdimadas, 212

Osszetett rdcs, 40
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parhuzamos adatfeldolgozas, 15
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parhuzamos algoritmus
gyorsitdsa, 241

parhuzamos algoritmus
hatékonysaga, 241

parhuzamos algoritmus
legrosszabb 1épésszama, 241-243
parhuzamos algoritmus
legrosszabb tizenetszama, 241
PARHUZAMOSAN-OLVAS, 34
PARHUZAMOSAN-IR, 35
PARHUZAMOSAN-OLVAS, 309
parhuzamos gép, 32
parhuzamos hiperkocka, /64
parhuzamos kozvetlen
hozzatérési gép, 32

paros alhélézat, /83

permuticié inverze, 58

permutdcids hédlézat, 42

PILLANGO-BITON-RENDEZ, |193
pillangé halézat, 42,165,192
piramis, 4./
polilogaritmikus 1épésszam, 2/
polinomidlis 1épésszam, 2/
pontos bonyolultsag, 26
PPR, 12211241129
PRAM, 31132, 122|139, 144,
148, ldsd parhuzamos kozvetlen
hozzaférési gép
PREFIX-FABAN, /80
prefixszamitas, 73,132,133, 179
bindris fan, 161
hiperkockdn, 179
Prim-algoritmus, 116
probléma mérete, 242
processzorok
aszinkron, |16
hibrid, 16
részben aszinkron, 16
szinkron, 16
processzorok indexelése, 135
processzor szintje, /63
pszeudokod, 2277
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haromdimenzids, 40
k-dimenzios, 39,119
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négyzet alaku, 39,119,120
Osszetett, 40

tégla alaku, 121
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geép
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csoportokba, 160
hiperkockan, 192

lancon, 160

pillang6 halézaton, 192
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