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1. Weierstrass approximacios (stlirtiségi) tételei

1.1. El6zetes megjegyzések

Induljunk ki abbdl a jél ismert ténybol, hogy minden R-beli nemelfajulé intervallum
tartalmaz raciondlis szamot. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy minden valds szam tetszés
szerinti pontossaggal megkozelitheto racionalis szamokkal, azaz

Va€eR-hez F(q,) CQ : ¢ —a(n— +00). (1.1)

A szemléletiinkkel 0sszhangban ezt ugy is mondjuk, hogy a raciondlis szamok strin
vannak R-ben. Mivel Q megszamlalhato (,,kezelhets”), ezért az emlitett eredmény
gyakorlati jelentosége nyilvanvalé.

Weierstrass els, illetve masodik approximacios tétele az (1.1) alatti allitdsnak a
(Cla,b], || - o), illetve a (Car, || - [|oo) fiiggvényterekre vonatkozé dltaldnositasa.

Emlékeztetiink arra, hogy C|[a, b]-vel jeloljiik a kompakt [a,b] C R intervallumon
értelmezett valos értéki folytonos fiiggvények halmazat. A pontonkénti miiveletekre
nézve ez természetes térstruktiraval van ellatva, és az

£l = max [F(@)] (f € Cla.t)

képlet normét definiél a C'la, b] linedris téren. Ezzel a normaval (Cla, b], ||+ ||o) teljes
normdlt tér, azaz Banach-tér, és a norma altal indukalt konvergenciat az [a, b|-n vett
egyenletes konvergencidanak nevezzik.

Az R halmazon értelmezett 27 szerint periodikus folytonos fliggvények Coy,; linearis
tere is Banach-tér az

[ flloo := max |f(z)] (f € Conr)
z€eR
normara nézve, és a megfeleld konvergencia ebben az esetben az R-en vett egyenletes

konvergencia.

Weierstrass tételei fontos szerepet jatszottak a funkcionalanalizis kialakula-
saban. Az els6é motivaciot adtdk a siridség, a zdrtsdg és a teljesség problémajanak
az altalanos felvetéséhez.
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1.2. A tételek megfogalmazasa

K. Weierstrass 1885-ben igazolta az analizis legalapvetébb tételei kozé sorolhato
alabbi eredményeket.

1. tétel (Weierstrass els approximdciés tétele). Minden f : [a,b] — R folytonos
fliggvényhez létezik algebrai polinomoknak olyan (P,) sorozata, amelyik az [a,b] in-
tervallumon egyenletesen tart az f fugguényhez. Ezt réviden gy mondjuk, hogy az
algebrai polinomok strin vannak a (Cla,b], || - ||) Banach térben.

A tétel Weierstrass altal kozolt eredeti bizonyitasa 6ta tobb mas bizonyitast is
talaltak. A kovetkezd pontban az Sz.N. Bernsteintol szarmazo, 1912-ben publikalt,
valészintliségszamitasi hatteri bizonyitast ismertetjiik. Szokefavi-Nagy Béla: Valos
fugguények és figguénysorok cimi tankonyve tartalmazza a tétel H. Lebesgue-féle
bizonyitasat.

Folytonos periodikus fliggvények trigonometrikus polinomokkal vald kozelitésére
is hasonlé allitas érvényes.

2. tétel (Weierstrass masodik approximécios tétele). Minden 2m szerint periodikus
folytonos f figguényhez létezik trigonometrikus polinomoknak olyan (T,) sorozata,
amelyik az egész szamegyenesen eqyenletesen tart az f fligguényhez. Ezt roviden gy
mondgjuk, hogy a trigonometrikus polinomok sirin vannak a (Cao, || - ||c) Banach
térben.

Ch. J. de la Vallée Poussin 1918-ban mutatott ra arra, hogy a két approximécios
tétel szoros kapcsolatban van egymassal. Nevezetesen: egyik a masiknak a kovet-
kezménye.

3. tétel (de la Vallée Poussin). Weierstrass két approzimacios tétele ekvivalens
egymassal.

A 2. és a 3. tételt nem bizonyitjuk. Az érdeklédéknek I. P. Natanszon: Konst-
ruktiv figguénytan cimi kivald tankonyvét ajanljuk.

1.3. Az els6 approximacios tétel Bernstein-féle bizonyitasa

Kezdjiik azzal a specidlis esettel, amikor az alapintervallum [0, 1], azaz [a, b] = [0, 1].
A bizonyitast tobb lépésben végezziik el. Az onmagukban is érdekes és fontos
részeket kiilon tételekben is megfogalmazzuk.
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Definicié. Legyen n természetes szam. Az

Nin(x) := (Z) (1 — )" (z€[0,1], k=0,1,...,n)
polinomokat n-edfoktu Bernstein-féle alappolinomoknak nevezziik.

4. tétel (az Nj, polinomok tulajdonsagai).

(a) Ngn(x) >0 (x€][0,1], n e N).

n

(b) Y Niw(z)=1 (z€[0,1], n€N).
k=0
(¢) Minden régzitett 6 > 0 és x € [0,1] szam esetén fenndll a

1
<
Z Nin(w) < Ano2

k:|x7%|26

eqyenlotlenség.

A (c) tulajdonsagnak, durvan kifejezve, az az értelme, hogy nagy n értékekre a

> Niw()

osszegben csak azok a tagok lényegesek, amelyek k indexére

< 0,

‘_ e
n
mig a tobbi tag az Gsszeg értékét alig befolydsolja.

Bizonyitas. (a) A definici6 alapjan nyilvanvald.
(b) Alkalmazzuk az

(arb=3" (Z) a""*F  (a,b€R, neN)

k=0

binomialis tételt az a = x és b = 1 — = szereposztassal.

(c) Jeloljitk A, (z)-szel a 0, 1,2, ..., n sorozatba tartozé azoknak a k szamoknak
a halmazat, amelyekre ’% — x| > 0. Ha k € A,(z), akkor
)2
(k—nz)”

n252 -
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Ennélfogva

Z Nin(x) < ! Z (k — nz)? Ny () < n21(52 Z(l{: — n1)* Ny ().

n242
k=0

keAy(z)

Az utolso Osszeg kiszamolasahoz tekintsiik a kovetkezd atalakitést:

n

() = (k(k — 1) — (2nz — )k +n’2%) Ny(2).

T .= Z(k —n2)* Ny
k=0 k=0

Mivel Y, Nin(z) = 1, tovabbd

n n—1
Z kENgn(x) = nx <n ; 1) 2'(1 —z)" ' = na,
k=0 1=0
n n—2 _9
k(k — 1)Nyn(z) = n(n — 1)2? <n l >xl(1 — )" 2 =n(n—1)2?
k=0 1=0
ezért
T = n*2® — (2nz — 1)nz + n(n — 1)2* = nz(1 — ).

Az z(1 —z) < 1 (z € [0,1]) egyenlStlenség felhaszndldsaval tehdt azt kapjuk, hogy

1 (1 —x) 1
E < = <
Nin() < n252T nod?  — 4nd?’

és ez a (c) allitds bizonyitasat jelenti. W

Definicié. Legyen f : [0,1] — R tetszleges fiiggvény. A

(Bof)(z) := Zf (%) Nin(z) (z€]0,1], n € N)

polinomot az f fiiggvény n-edik Bernstein-féle polinomjanak nevezziik.

Konnyt elére latni, hogy ha f folytonos, akkor n nagy értékeire (B, f)(x) igen
kevéssé kiilonbozik f(x)-tél. Ugyanis mar megjegyeztiik azt, hogy a

Z Nk,n(x)
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osszegbhen azok tagok, amelyekre % tavol all x-t6l, majdnem semmi szerepet nem
jatszanak. Ugyanez all a B,, f polinomra nézve is, mivel az f (%) tényezok korlatosak.
Ennélfogva a B, f polinomban csak azok a tagok fontosak, amelyekre % az x-hez
nagyon kozel esik. De az ilyen tagokra az f(£) tényezd alig kiilonbozik f(z)-t8l (a
folytonossag miatt). Ez azt jelenti, hogy a B, f polinom alig véltozik, ha tagjaiban
f(£)-et f(z)-szel helyettesitjiik. Mds széval fennall a kovetkezd kozelits egyenldség:

(Buf)(@) =Y f(@)Nia(o) = f(2).

Lényegében a fenti gondolatmenet pontositasaval igazolta Sz.N. Bernstein 1912-ben
a kovetkezo fontos eredményt.

5. tétel (Bernstein). Tetszdleges f € C|0,1] fugguény esetén a (B,f) polinom-
sorozat a [0, 1] intervallumon egyenletesen konvergdl az [ figguényhez.

Bizonyitas. Azt kell megmutatni, hogy ha f € C[0, 1], akkor
Ve > 0-hoz dng €N, hogy Vze[0,1] és Vn>ny esetén

‘f(x) — (an)(x)’ <e.

Rogzitsiik az € > 0 szamot, és jeloljik M-mel |f| maximumat. Az f fiiggvény
egyenletes folytonossdga kovetkeztében e-hoz

30>0 :|z—z|<d = |f(x)— f(T)] <e.

Vilasszunk ezutdn a [0, 1] intervallumon egy tetsz6leges a-et. Mivel Y, Ny ,(z) =
1, ezért

f(x) = (@) Nalo),

és igy
F(@) = (Buf) (@) = > (f(2) = £(£)) Nea(a).
k=0
Osszuk fel a 0,1,...,n indexeket két részre. Az egyikbe tartozzanak azok a k
szamok, amelyekre
——x| <9,
n

ezek halmazat jeloljiik 7;-gyel. Legyen I, azon k indexek halmaza, amelyekre
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teljesiil. Ennek megfelelGen a fenti sszeget is két részre bontjuk; ezeket ) -gyel és
> p-vel jeloljiik. Az elsdben |f(%) — f(z)| <e, és ezért

Do I<ed Niala) <e Y Nealz) <e
kel k=0

A masik 6sszegben ‘f(%) — f(x)] < 2M, és ezért az el6z6 tétel (c) része alapjan

M
‘lel s2M Z Nen(@) < 2no?

kels

A fentieket Gsszegezve azt kapjuk, hogy

@) = (Bul)@)] S+ 5

Ha n elegend6en nagy (n > ng), akkor % <€ és

|f(x) — (Buf)(2)] < 2e,

amivel a tétel be is van bizonyitva, mert a széban forgd ny szdm nem fiigg az z
megvalasztasatol. W

Az elsé approximacids tétel bizonyitasahoz még azt kell megmutatni, hogy az
allitds minden [a,b] kompakt intervallumra is érvényes. Tegyiik fel tehét, hogy
la,b] # [0, 1]. Vegyiink egy tetszéleges f € Cla,b] fiiggvényt, és legyen

p(y) = fla+ylb—a))  (ye€l0,1]).

A fentiek szerint ehhez a ¢ € C]0, 1] fiiggvényhez minden € > 0 esetén létezik olyan
Q(y) = > i, cxy”® polinom, hogy

lo(y) — Q)| < (yel0,1]).

Ha x az [a,b] tetszbleges pontja és x = a + y(b — a), akkor y = =2 € [0,1], ezért az
iménti egyenlotlenségbdl azt kapjuk, hogy

lo(y) = Q)| = |f(z) —Q(E=2) | < (z€ab)),

és vilagos, hogy () az = valtozénak is egy polinomja. Ez a polinom f-et a kivant pon-
tossaggal megkozeliti. Weierstrass els6 approximacids tételét tehat maradéktalanul
igazoltuk.
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1.4. Csebisev tétele a legjobban kozelité polinomokrol

Kompakt intervallumon folytonos fiiggvények egyszerii szerkezetii fiiggvényekkel
(példaul polinomokkal) valé megkozelitésének természetes mértéke a kovetkezo.

Definicié.  Jeldljik P,-nel (n € N) a legfeljebb n-edfokd algebrai polinomok
halmazét. Tetszéleges f € Cla,b] fliggvény esetén az

szamot az f fliggvény legfeljebb n-edfoku polinomokkal valo legjobb megkozeli-
tésének nevezziik.

Nem nehéz latni, hogy a fenti infimum valéban létezik és minden f € C|a,b]
fiiggvényre
Ei(f) =z Ex(f) 2 -+ = 0.

Ebbdl és Weierstrass elsé approximacios tételébol kovetkezik, hogy

lim E,(f)=0  (f € Cla,b]).

n—-+o0o

Ha egy f fiiggvényt polinomokkal kivanunk megkozeliteni, akkor elég természetes
az az igény, hogy a legfeljebb n-edfoki polinomok koziil (tehdt P,-ben) azt a poli-
nomot valasszuk, amelyik legkozelebb van f-hez. Az eddigiekbol nem kovetkezik,
és egyaltalan nem nyilvanvald, hogy altalaban létezik-e a P, halmazban olyan P*
polinom, amelyre E,(f) = || f — P*||, vagy mésképpen az E,(f) definiciéjdban az
infimum vajon helyettesithet6-e minimummal. P.L. Csebisev 1859-ben — kozel 30
évvel megeldzve Weierstrass tételeit — igazolta ilyen , legjobban kozelit6” polinomok
1étezését.

6. tétel (Csebisev tétele). Tetszdleges f € Cla,b] figgvényhez és n természetes
szamhoz egyértelmien létezik olyan P* € P, polinom, amelyre

If = Plloo = jnf [If = Pllec = min |[f = Pllc = En(f)
teljesil. P*-ot az f-et legjobban megkozelitd P, -beli polinomnak nevezzik.

Ennek a klasszikus tételnek a bizonyitdsa megtalalhato I. P. Natanszon: Konst-
ruktiv figgvénytan (Budapest, 1952) tankonyvének 33-45. oldalain. Itt csupén azt
emlitjik meg, hogy a bizonyitds nem konstruktiv jellegli, és az altalanos esetben
remény sincs az f-et legjobban megkozelité polinomok ezplicit elallitasara. Az un.
Remez-algoritmus segitségével a szoban forgd polinomok ,,j6 kozelitései” azonban
explicit modon is megadhatok.

A trigonometrikus polinomokkal valé kozelitésre is hasonlé allitas érvényes.






2. Térstrukturak

A kovetkezd dbrén szemléltetjitk a mar megismert térstruktirdkat (bebizonyithatd,
hogy a jelzett tartalmazasok mindegyike valédi tartalmazéas abban az értelemben,
hogy van olyan metrikus tér, amelyik metrikdja nem szarmaztathaté normabdl, stb.):

metrikus terek

teljes metrikus terek

Banach-terek normalt terek
Hilbert-terek euklideszi
terek

Ebben a fejezetben osszefoglaljuk és kiegészitjiik a korabbi ismereteket.

2.1. Metrikus terek

2.1.1. A metrikus tér fogalma. Példak

Definicié. Az (M, p) rendezett part metrikus térnek nevezziik, ha M tetszoleges
nemiires halmaz, o : M x M — R pedig olyan fiiggvény, amely a kovetkezd tulaj-
donsagokkal rendelkezik:

(1) minden z,y € M esetén o(z,y) > 0;

(ii) o(z,y) =0 <=z =y (z,y € M);

(iii) barmely x,y € M elemekre

o(z,y) = o(y,z) (szimmetriatulajdonsdg);
(iv) tetszoleges z,y, z € M elemekkel fennall a
o(z,y) < o(x, 2) + o(z,y)

hdaromszég-egyenldtlenség. A o leképezést tdavolsag-fiiggvénynek (vagy metrikanak)
mondjuk; a o(x,y) szdmot az z,y € M elemek tdvolsdgdnak nevezziik.

15
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Hangsulyozni kell, hogy metrikus tér esetében nem kivanunk meg semmiféle
egyéb struktiurat (miveletek, rendezés, stb.) a halmazon.

Egyszertien bebizonyithat6 az, hogy tetszileges (M, p) metrikus térben igazak a
hdromszog-egyenlitlenségek alabbi valtozatai is:

n—1
xl,mn) ZQ xk,ka (x1,...,xp € M, n>2);
k=1

p(x,2) — p(y, 2)| < o(x,y) (z,y € M).

Nyilvanval, hogy barmely A C M részhalmaz esetén p-nak az A x A hal-
mazra vonatkozé lesziikitése metrika, és A ezzel a metrikaval metrikus tér. Ezt
az (A, Q‘AXA) metrikus teret az (M, o) alterének nevezziik.

Példak metrikus terekre.

e M =R és o(x,y) == |x —y| (z,y € R). Ez R ,szokdsos” metrikdja. A
tovabbiakban R-et mindig ezel a metrikaval 1atjuk el.

e A diszkrét metrikus tér. Adott M nemiires halmazon a

(z,1) 0, harx=y
x,Y) =
oy 1, haz#y

képlet az tgynevezett diszkrét metrikat definidlja. Ekkor (M, o)-t diszkrét metrikus
térnek hivjuk.

o Az (R”, Qp) terek. Legyen n pozitiv egész szdm, M :=R", 1 < p < 400
és = (x1,...,20), Y= (Y1,---,Yn) € R™ esetén

(ZZ:1 |vg — yk|p> 1/p, ha 1 <p< +oo
Q(xay) =

Iax |zr — Yk, ha p = +o0.

Ekkor (R", gp) metrikus tér.

o A [P terek. Az el6z6 példa , végtelen dimenzids” valtozataként tekintsiik
egy 1 < p < +o0 mellett a sorozatok

—+00

.= {(a:n) :N—R| ;]xk]p < —i—oo},
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halmazat. A p = +oo-re valé kiterjesztésként a kovetkezot kapjuk:
[ .= {(a:n) :N—R ‘ sup |zg| < +oo}.
keN
Legyen tovabbd x = (x,),y = (yn) € [P esetén

(in |2k — yk|p)1/p, ha 1 <p< +oo

T,Y) =

Q( y) sup ’wk - yk’? ha p = +o0.
1<k<n

Ekkor (lp, gp) is metrikus tér.

e A (Cla,b], 0,) fiiggvényterek. Valamely [a,b] korldtos és zart intervallum
(tehdt a,b € R, a < b) esetén jeldljik Cla, b]-vel az [a, b]-n értelmezett, valds értékii
és folytonos fiiggvények halmazat. Ha 1 < p < 400, akkor tekintsiikk az iménti
példak ., folytonos” valtozatait:

(21 - glp)l/p, ha 1< p < 400
9) = .g € Cla,b)).
W) max /(@) = g(2)], hap= oo (g € Cla. )

(Emlékeztetiink arra, hogy |f — ¢g|? barmely p > 1 mellett folytonos fiiggvény, ezért

Riemann-integralhatd. Tovdbba Weierstrass tétele szerint az |f — g| folytonos fiigg-

vénynek van maximuma, kovetkezésképpen a p, fliggvények ,,jol definidltak”.)
Megmutathat6, hogy (Cla,b], 0,) is metrikus tér.

2.1.2. Izometrikus terek

Definicié. Azt mondjuk, hogy az (M, 01) és az (M,, 0o) metrikus terek izometri-
kusak, ha létezik kozottiik tavolsagtarto bijekcid, vagyis 1étezik olyan ¢ : My — M,
bijektiv leképezés, hogy

o1(z.y) = 02(0(2), 0(y))

minden z,y € M esetén teljesiil.

Metrikus terek izometridja azt jelenti, hogy az elemeik metrikus tulajdonsagai
ugyanazok, csak az elemeik , természete” kiillonbozik. Ez azonban a metrikus terek
elmélete szempontjabdl teljesen mellékes. Ezért az egymassal izometrikus tereket
azonosaknak tekintjiik.
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2.1.3. Kornyezetek, korlatos halmazok, ekvivalens metrikak
Definici6é. Legyen (M, o) egy metrikus tér, a € M és r € RT. A
ke(a) :==k2(a) :=={xz € M| o(z,a) <7}

halmazt az a € M pont r-sugari gomb-kornyezetének vagy r-sugari a kozéppontu
nyilt gombnek nevezzik. A

k. (a) ::%::{$€M|Q($,G>ST}

halmazt pedig r-sugaru a kozépponti zart gombnek mondjuk.

Példdk. Szemléltessik az (R? g;) (i = 1,2, +00) metrikus terekben az origé 1
sugaru gomb-kornyezeteit.

Definicié. Az (M, o) metrikus tér A C M részhalmazat korlatosnak nevezziik,
ha van olyan M-beli gobmb, amely A-t tartalmazza, azaz

Jae M és Ir >0 valés szam, hogy A C k2(a).

A haromszog-egyenlotlenség felhasznédlasaval egyszertien be lehet bizonyitani azt,
hogy az (M, o) metrikus tér A C M részhalmaza akkor és csak akkor korldtos, ha a
tér minden elemének van olyan kornyezete, amely tartalmazza az A halmazt.

Példak.

e Legvenn € Nés 1 < p < +oo. A H C R" halmaz esetén jelolje Hy
(k=1,2,...,n) a H halmaz k-adik koordinatdibdl 4ll6 R-beli halmazt. A H halmaz
pontosan akkor korlatos az (R”, Qp) metrikus térben, ha mindegyik Hj korlatos R-
ben.

e Legyen ® a C|0, 1] fliggvényhalmaznak az a részhalmaza, amelyik pontosan
az aldbbi mddon értelmezett f, : [0,1] — R (n € N) fliggvényeket tartalmazza:

2n’x, haogxgﬁ
fo(2) = QnQ(%—x), ha%ﬁxﬁ%
0, ha + <z <1.

Ekkor
(a) a ® C C[0,1] halmaz nem korlatos a (C[0, 1], o) metrikus térben;
(b) a ® C C[0,1] halmaz korlatos a (C|0,1], 1) metrikus térben.
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Definicié. Azt mondjuk, hogy az M halmazon értelmezett p; és oo metrikak
ekvivalensek, ha léteznek olyan cq,co pozitiv valés szamok, amelyekkel minden
x,y € M elemre fennall a

cr01(z,y) < 02(z,y) < c201(7,y)

egyenlotlenség.

Példak.

e Az R™ halmazon (n € N) bevezetett g, (1 < p < +00) metrikdk egymassal
ekvivalensek.

e Az R"-en értelmezett diszkrét metrika nem ekvivalens os.-nel.

e A (0, 1] halmazon értelmezett oo és o metrikdk nem ekvivalensek.
2.1.4. Konvergens sorozatok metrikus terekben

Definicié. Az (M, o) metrikus tér egy (a,,) sorozatét akkor nevezziik konvergens-
nek, ha létezik olyan o € M elem, hogy ennek tetsz6leges (sugari) kornyezetén kiviil
a sorozatnak legfeljebb csak véges sok tagja van, azaz

Ja € M, hogy Ve > 0 esetén az {n e N|a, & k.(a) } halmaz véges.

Az ellenkezd esetben (vagyis akkor, ha nincs ilyen «) azt mondjuk, hogy az (a,)
sorozat divergens.

A haromszog-egyenlotlenségbol kovetkezik, hogy legfeljebb egy olyan o € M
létezik, amelyre a fenti feltétel teljesiil. Ezt a pontot az (a,,) sorozat hatarértékének
nevezziik, és az alabbi szimbolumok valamelyikével jeloljiik:

o 2 0

lim a, a, a, — a (n — +00).

m a, lim(a,,)

Ha nem okoz félreértést, akkor a metrikara utalo jelet elhagyjuk.

1. tétel. Legyen (M, o) metrikus tér és (a,) tetszdleges M-beli sorozat. Ekkor a
kovetkezo allitisok ekvivalensek:

1° Az (ay,) sorozat hatdrértéke az o € M elem.

2° Az a € M pont tetszéleges (sugari) kornyezetéhez van olyan ng € N
ktiszobindex, hogy a sorozat minden ennél nagyobb indexi tagja benne van a széban
forgo kornyezetben, azaz

Ve > 0-hoz dng €N, hogy Vn >ngy esetén a, € k().
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3° Ve > 0-hoz 3ng € N, hogy Vn > ngy esetén o(a,, o) < €.
4° lim o(a,,a) =0.
n—-+00
Egyszertien bebizonyithato az, hogy a o metrika folytonos a kovetkezo értelem-
ben: Ha az M-beli (a,) és a (b,) sorozatok konvergensek, (a,)-nek «, (b,)-nek pedig
[ a hatarértéke, akkor

lim o(an,b,) = o(a, ).

n—-+00

A konvergens valds sorozatok bizonyos tulajdonsagai tetszoleges metrikus térben
is megmaradnak.

2. tétel. Legyen (a,) az (M, o) metrikus tér egy tetszéleges konvergens sorozata.
Ekkor a kovetkezd dllitdsok teljestlnek:

1° Az (a,) sorozat korldtos, azaz az értékkészlete korlatos M -beli halmaz.

2° Az (a,) minden részsorozata is konvergens, és a hatdrértéke megegyezik a
kuinduldsi sorozat hatdrértékével.

3° Ha az (ay,) sorozatnak van két kilénbiézé M -beli elemhez tartd részsorozata,
akkor (a,) divergens.

Ugyanazon a halmazon tobbféle médon is meg lehet adni metrikat, és a konver-
gencia ténye fiigg attol, hogy azt melyik metrikdaban tekintjiik. Eléfordulhat az, hogy
egy adott halmazbeli sorozat az egyik metrikdban konvergens, a masikban pedig di-
vergens. Sokkal kedvezobb a helyzet akkor, ha a két metrika ekvivalens. Ebben az
esetben a konvergencia szempontjabdl a két metrika kozott nincs kiilonbség: mind
a két metrikdban ugyanazok lesznek a konvergens (divergens) sorozatok. Ezt fejezi
ki a kovetkezo allitas.

3. tétel. Legyen M nemiires halmaz. Teqgyiik fel, hogy az M-en értelmezett o; €s
0o metrikdk ekvivalensek. Ekkor tetszéleges M-beli (a,) sorozatra

lim(a,) £ a <= lim(a,) 2 a.

R-ben a Bolzano—Weierstrass-féle kivalasztasi tétel azt allitja, hogy minden
korldtos sorozatnak van konvergens részsorozata. Ez metrikus térben altalaban nem
igaz. Példaul az (N, Q) diszkrét metrikus térben az a,, := n (n € N) sorozat korlatos,
de nincs konvergens részsorozata.

4. tétel. Az (]R”,Qp) metrikus terekben (n € N, 1 < p < 400) igaz a Bolzano—-
Weierstrass-féle kivdlasztasi tétel, azaz minden korldtos sorozatnak van konvergens
részsorozata.
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Példa.

o A (C[O, 1], goo) metrikus térben nem igaz a Bolzano—Weierstrass-féle kiva-
lasztdasi tétel: van olyan korldtos (f,,) sorozat, aminek nincs konvergens részsorozata.
(Ilyen példaul az

fa(z) = sin(2"7z) (x €10,1], n=0,1,2,...)
fiiggvénysorozat, ui. 0co(fn, fn) > 1, ha n #m.)
2.1.5. Teljes metrikus terek

Emlékeztetiink a valdés analizis egyik legfontosabb tételére, a Cauchy-féle konver-
genciakritériumra: az (a,) valds sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha (a,)
Cauchy-sorozat, azaz

Ve > 0-hoz dny € N, hogy

(a,) C R konvergens = )
Vm,n > ng esetén |a, — a,| < e.

Az analizis alapveto fogalmanak, a sorozat konvergencidjanak a definicigjaban
szerepel egy, a sorozat tagjain , kiviili” dolog is. Nevezetesen: a sorozat hatarértéke.
Ez alapjan a konvergenciat csak akkor tudjuk eldonteni, ha ismerjiik a sorozat
hatarértékét. A Cauchy-féle konvergenciakritérium azt allitja, hogy a konvergenciara
megadhatd egy olyan sziikséges és elégséges (tehat a konvergenciaval ekvivalens)
feltétel is, amely kizarolag a sorozat tagjainak a segitségével dont a sorozat konver-
gens vagy divergens voltarol.

Vildgos, hogy a Cauchy-sorozat fogalmat megadé tulajdonsagot — tehat azt,
hogy ,,a sorozat elég nagy indexii tagjai tetszolegesen kozel vannak egymaéshoz” —
metrikus térben is lehet értelmezni.

Definicié. Az (M, p) metrikus térbeli (a,) sorozatot akkor nevezzilk Cauchy-
sorozatnak, ha

Ve >0 szamhoz dng € N, hogy Vm,n >ngy esetén o(an,a,) < e.

Metrikus térben a konvergens és a Cauchy-sorozatok kapcsolatardl altaldban a
kovetkezot mondhatjuk.

5. tétel.

1° Tetszéleges (M, p) metrikus térben minden konvergens sorozat egyittal
Cauchy-sorozat 1s.

2° Az dllitds megforditdsa dltaldban nem igaz: Van olyan (M, o) metrikus tér,
amelyikben van olyan Cauchy-sorozat, amelyik nem konvergens.
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A valos szamok példaja is mutatja, hogy bizonyos metrikus terekben a konvergen-
cia ténye ekvivalens lehet a Cauchy-tulajdonsaggal. Az ilyen metrikus teret fogjuk
teljes metrikus térnek nevezni.

Definicié. Az (M, p) metrikus teret akkor nevezziik teljes metrikus térnek,
ha benne minden Cauchy-sorozat konvergens, vagyis a tér teljes, ha igaz benne a
Cauchy-féle konvergenciakritérium, azaz

(an) C M konvergens = (a,) C M Cauchy-sorozat.

Példak.

e A Cauchy-féle konvergenciakritérium alapjan R egy teljes metrikus tér.

e A racionalis szamok QQ halmazat az R-beli metrikaval ellatva egy nem teljes
metrikus teret kapunk. (Példdul minden V/2-hoz tarté racionslis sorozat — ilyenek
léteznek! — Cauchy-sorozat a Q metrikus térben, és itt nem konvergens.)

o A diszkrét metrikus terek teljesek. Egyszertien bebizonyithaté ui. az, hogy
ezekben a terekben egy sorozat pontosan akkor konvergens, illetve Cauchy-sorozat,
ha a tagjai valamilyen indextol kezdve ugyanazt az értéket veszik fel.

e Minden n € N és 1 < p < +00 esetén az (R”, Qp) teljes metrikus tér.
e Minden 1 < p < +00 esetén az (lp, Qp) is teljes metrikus tér.

o A (C[a, b], QOO) metrikus tér teljes.

e A (Cla,b], 0,) metrikus terek (1 < p < +00) nem teljesek.

A teljes metrikus terek tovabbi vizsgalatahoz tekintsiik ismét a jol megismert
R metrikus teret. Ott alapveto jelentoségii volt az a tény, hogy R rendelkezik a
Cantor-tulajdonsaggal, vagyis azzal, hogy minden eqymasba skatulydzott korlatos
és zart intervallumsorozatnak van kozos pontja. Azt is tudjuk mar, hogy ez ,,majd-
nem ekvivalens” az R teljességével. (Pontosabban: R-ben az archimédeszi és a
Cantor-tulajdonsig egyiitt ekvivalens a teljességgel.) Tetszéleges metrikus térben
— a Cantor-tulajdonsédg kiegészitésével — a teljességet ekvivalens médon lehet jelle-
mezni bizonyos geometriai tulajdonsaggal. Az allitas pontos megfogalmazdasa eltt
emlékeztetiink még arra, hogy az (M, o) metrikus térbeli

W::W::{xEM\g(x,a)ﬁr} (a€e M, r>0)

halmazt az a kézépponta r-sugaru zdrt gombnek neveztik.

6. tétel (a Cantor-féle kozosrész-tétel). Egy metrikus tér akkor és csak akkor teljes,
ha minden olyan zdrt gémbokbdl dllo k,, (a,) (n € N) sorozatra, amelyre
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(i) krpiy (ans1) C Ky, (an),
(i1) lirf rn =0,
a gomboknek egyetlen kozos pontjuk van, azaz a

ﬂ kT’n (an)

neN

egyelemi; halmaz.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a metrikus tér teljes, és tekintsiik zart gomboknek
egy mondott tulajdonsiagu sorozatat. Ebbdl a feltételbol kovetkezik, hogy a kozép-
pontokra fennall a

o(an, am) <, (m >n)

egyenlStlenség, ahonnan lathaté, hogy a kdzéppontok (a,,) sorozata Cauchy-sorozat.
A metrikus tér teljes, ezért ez konvergens. Jelolje a a hatarértékét. A fenti egyenlot-
lenséghol

o(an, a) < 0(an, am) + 0(am, a) <1y + 0(am,a)  (m =n)
kovetkezik, ahonnan m — 400 hatardtmenettel
o(an,a) <ry, (n € N)

addédik. Ez azt jelenti, hogy az a pont mindegyik gombnek eleme, tehat a kozos
résziik nem tres. Indirekt moédon kapjuk azt, hogy a gomboknek ez az egyetlen
kozos pontja van.

Most induljunk ki egy (a,) Cauchy-sorozatbdl, és mutassuk meg, hogy
az konvergens. Konstrudlni fogunk zart gomboknek egy egymasba skatulyazott
sorozatat.

Az (a,) sorozat Cauchy-tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy

e = %—hez dny € N, hogy Vn >ny esetén o(an,an,,) < %

Jelolje Fy az a,, kozéppontu 1-sugaru zart gombot:

F1 —- kl(am).

Ismét a Cauchy-tulajdonsagra hivatkozva kapjuk, hogy

€= %—hez dng > ny, index, hogy Vn >mny esetén o(a,,an,) < 2%
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Legyen

Fy = ki(ay,).

A konstrukciébdl kovetkezik, hogy
F, C F.

Az eljarast folytatva tegyiik fel, hogy az a,,, ..., a,, pontokat (n; < --- < ny) mar
kivélasztottuk (a,)-b6l. Vegyiink ezutdn egy olyan a,,,, tagot, amelyre

. 1
N1 > N €8 0(an, Gn,y,) < grr

teljesiil minden n > ny; index esetén, és legyen
Fp1 = /{2% (ank+l>'

A konstrukecié miatt
Fy1 C Fy.

[gy kapunk egymasba skatulydzott zart gdmboknek egy olyan (F}) sorozatat, amely-
ben Fj, sugara 2]%1 A tétel feltétele szerint ezeknek a gomboknek egy kozos pontja
van. Jeloljiik ezt a-val. Vildgos, hogy lim(a,, ) = a.

Ez a pont azonban nem csak a részsorozatnak, hanem az egész sorozatnak is
hatarértéke. Ez nyilvanvaléan kovetkezik a

o(a; an) < o(a, an,) + 0(any; an)

egyenlStlenséghdl, figyelembe véve, hogy (a,) egy Cauchy-sorozat. Ez viszont azt
jelenti, hogy az (a,) sorozat valéban konvergens. W

2.1.6. Metrikus tér teljessé tétele

2.1.7. Nyilt, zart és kompakt halmazok metrikus terekben

Ebben a szakaszban metrikus terek legfontosabb halmaztipusairdl, a nyilt, a zdrt és
a kompakt halmazokrol, valamint halmaz belsejérdl és lezdrdsarodl lesz szo.

e Nyilt halmazok. Halmaz belseje

Definicié. Legyen (M, o) egy metrikus tér és A az M egy nemdires részhalmaza. Az
a € A pontot az A halmaz bels6é pontjanak nevezziik, ha a-nak van olyan gomb-
kornyezete, amely benne van A-ban, azaz van olyan r > 0 szam, hogy k,(a) C A.
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Az A halmaz belsé pontjainak a halmazat A belsejének nevezzik, és az int A
szimbolummal jeloljiik.

Definicié. Azt mondjuk, hogy a G C M halmaz nyilt az (M, p) metrikus
térben, ha G minden pontja bels6 pont. A nyilt halmazok csaladjat a Gy, szim-
bélummal fogjuk jelolni.

Példak.

e Az R-beli nyilt intervallumok a fenti értelemben nyilt halmazok.

o A félig zart [a,b) és (a,b] intervallumok, ahol —oo < @ < b < 400 nem
nyiltak; int [a, b) = (a,b) és int (a,b] = (a, b).

e Az R metrikus térben a raciondlis pontok @Q halmaza nem nyilt; int Q = ().
e A diszkrét metrikus tér minden részhalmaza nyilt.
e Tetszbleges metrikus térben az () és a M halmazok nyiltak.

o Tetszbleges (M, p) metrikus térben a gémb-kornyezetek, vagyis a
ke(a) == {z € M| o(z,a) <r} (ae M, r>0)

halmazok a fenti értelemben nyilt halmazok.

e Haa (C[C% bl, Qoo) metrikus térben
A={feClab] | [ft) <K <+o0, VtE [a,b]},

akkor
int A={fe€Clab] | |f(t)] <K <+o0, VtE [a,b]}.

Ime a nyilt halmazok alaptulajdonsagai:

7. tétel. Az (M, o) metrikus tér nyilt halmazainak a Gy csalddja a kovetkezd
tulagdonsdgokkal rendelkezik:
1° az A C M halmaz belseje egyenld A legbdvebb nyilt részhalmazdval, azaz

int A= U G;
GCA
Gegnm

2° a G C M halmaz akkor és csak akkor nyilt, ha G = int G;
3% véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt halmaz;
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4° tetszolegesen sok nyilt halmaz egyesitése is nyilt halmaz;

5 barmely két kiulonbozo M-beli pont szétvdlaszthato nyilt halmazokkal, azaz
ha a ésb az M halmaz két tetszoleges kiilonbozo pontja, akkor vannak olyan diszjunkt
U és V' nyilt M-beli halmazok, hogy a € U ésbe V.

e Zart halmazok. Halmaz lezarasa

Definicié. Az (M, o) metrikus tér F' C M részhalmaza zart, ha az F' halmaznak
M-re vonatkozé komplementuma — azaz az M \ F halmaz — nyilt. A zart halmazok
csaladjat az Fj; szimbdélummal fogjuk jelolni.

Példak.

e Az R-beli zart intervallumok a fenti értelemben zart halmazok.

o A félig zart [a,b) és (a,b] intervallumok, ahol —oco < a < b < 400 se nem
nyiltak, se nem zartak.

e Az R metrikus térben a racionélis pontok halmaza nem zart (és nem is
nyilt).

e A diszkrét metrikus tér minden részhalmaza zart (és nyilt is).
e Tetszbleges metrikus térben az () és a M halmazok zdrtak is és nyfltak is.
e Metrikus térben minden véges sok pontbdl allé halmaz zart.

e Tetszoleges (M, o) metrikus térben a zért gombok, vagyis a
ke(a) :={z € M| o(z,a) <r} (ae M, r>0)

halmazok a fenti értelemben zirt halmazok. Specidlisan a (C a, b], goo) metrikus
térben minden K > 0 esetén az

A={feClab]| |f(t)| <K, t€lab]}

halmaz zart.
A zart halmazok alaptulajdonsagai:

8. tétel. Az (M, o) metrikus tér zdrt halmazainak o csalddja a kévetkezd tulag-
donsagokkal rendelkezik:

19 véges sok zart halmaz egyesitése is zart halmaz;

2° tetszolegesen sok zdrt halmaz metszete is zdrt halmaz.
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Zart halmazok tovabbi jellemzéséhez bevezetjiik a kovetkezo fontos fogalmakat:

Definicié.

1° Az (M, o) metrikus tér egy a € M pontjat az A C M részhalmaz egy
torlédasi pontjanak nevezziik, ha az a pont minden gomb-kornyezete tartalmaz
a-tol kiilonbozé pontot az A halmazbdél. Az A halmaz torlédasi pontjainak a
halmazat az A’ szimbélummal jeldljiik.

2° Az (M, o) metrikus tér A részhalmazénak a lezarasan az

A=AUA
halmazt értjik.

Hangsulyozzuk, hogy egy halmaz torlédasi pontja nem feltétlentil tartozik hozza
a halmazhoz. Tekintsiik példdul az R metrikus térben az A := [0, 1] N Q halmazt,
amelyre A = [0, 1].

Példak.

e R-ben Q) =R és Q = R.

o Tetszoleges (M, o) metrikus tér barmelyik k,.(a) gomb-kirnyezetének a fen-
ti értelemben valé lezarasa a neki megfelel$ zdrt gomb. (A zart gombokre bevezetett
korabbi jellésiink tehat 6sszhangban van a lezardsra imént bevezetett jeloléssel.)

9. tétel. Egy (M, o) metrikus tér tetszéleges A C M részhalmazdra a kdvetkezd
allitasok teljestlnek:
1° aecA < d(z,) CA sorozat, hogy lim(x,) = a;

2° agA <<= de>0, hogy k.(a)NA=0.

10. tétel. Az (M, o) metrikus térbeli A C M halmaz lezdrdsa az A-t tartalmazo
legsziikebb zart halmaz, azaz

11. tétel. Az (M, o) metrikus tér tetszdleges A, B részhalmazai esetén érvényesek
a kovetkezok:

rro=0,

2° ACA,

3ha ACB = ACB,
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4° AUB=AUB,

50 (A) = A,

6° az A C M halmaz pontosan akkor zdrt, ha A = A,

7° halmaz lezdrdsdnak a komplementere eqyenlé a komplementer belsejével:

M\A=int (M\ A) (AcC M).

12. tétel (zart halmazok jellemzése). Az (M, o) metrikus tér eqy F' C M részhalmazdra
a kovetkezo dllitasok ekvivalensek:

1° az F halmaz zdrt az (M, o) metrikus térben,

2° az F halmaz minden torléddsi pontjdt tartalmazza, azaz F' C F;

3% minden F'-beli konvergens sorozat hatdrértéke is benne van F'-ben.

¢ Kompakt halmazok

Definicié. Az (M, p) metrikus tér K részhalmazat kompaktnak nevezziik, ha
minden K-beli sorozatnak van K-beli elemhez konvergdld részsorozata.

Definicié. Az (M, p) metrikus tér A részhalmazanak nyilt lefedésén M nyilt
részhalmazainak olyan {G,} Gsszességét értjik, amelyre A C | G,.

13. tétel. Legyen (M, o) metrikus tér. A kivetkezd dllitdasok ekvivalensek:

1° a K C M halmaz kompakt;
2° K minden nyilt lefedése tartalmaz véges lefedést
(ez a Borel-féle lefedési tétel);
3% K minden végtelen részhalmazanak van K-beli torléddsi pontja.

14. tétel. Legyen K az (M, o) metrikus tér eqy kompakt részhalmaza. Ekkor

1° a K C M halmaz zdrt az (M, o) metrikus térben;

2° a K C M halmaz korldtos az (M, o) metrikus térben.

3% Van olyan metrikus tér, aminek van zdrt és korlatos, de mem kompakt
részhalmaza. (Példdul az (1%, 02) tér K eqységgombfeliilete egy ilyen halmaz.)

15. tétel. (R™, g,)-ben egy halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.
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2.1.8. Metrikus tér siirii részhalmazai. Szeparabilis terek. A Baire-féle
kategoriatétel

Tekintsiik a valds szamok szokasos metrikus terében a racionalis szamok @ hal-
mazat. Abbdl a jol ismert ténybdl, hogy minden nemelfajulé intervallum tartalmaz
racionalis szamot kovetkezik, hogy Q' = R, vagyis Q = R. A szemléletre hivatkozva
azt is mondtuk, hogy a racionalis szamok silirtin vannak R-ben. Konnyti meg-
gondolni, hogy ez azt is jelenti, hogy minden a € R szdmhoz van olyan raciondlis
szamokbdl &ll6 (g,) C Q sorozat, amelyik a-hoz konvergal. A siirtiségi tulajdonség
tehat bizonyos approrimdcios tulajdonsaggal hozhatd kapcsolatba.

Tovabbi motivacioként gondoljunk Weierstrass elsé approximécios tételére: min-
den f € Cla,b] fugguényhez van olyan polinomsorozat, amelyik egyenletesen (vagyis
a 0o metrikaban) tart f-hez. A szemléletre val6 hivatkozéssal itt is mondhatjuk azt,
hogy az algebrai polinomok siirtin vannak a (C [a, b], QOO) metrikus térben. Ezt a
tényt a halmaz lezarasanak a fogalmaval kifejezhetjiik gy is (1. a 9. tételt), hogy az
algebrai polinomok P halmazanak lezardsa a (C’ [a,b], QOO> metrikus térben az egész
Cla, b] tér, azaz P = Cla, b].

A fentiek altalanositasaként vezessiik be a kovetkez6 fogalmakat.

Definicié.

1° Azt mondjuk, hogy az (M, o) metrikus tér A részhalmaza siirti az My C M
halmazban, ha M, C A.

2° Az A C M halmaz mindeniitt stir{i az (M, o) metrikus térben, ha A = M.

3° Az A C M halmaz sehol sem stirti az (M, o) metrikus térben, ha egyetlen
gombben sem stirti.

Példak.

e A raciondlis szamok halmaza mindeniitt stiri R-ben.

e R-ben minden véges halmaz sehol sem stirti.

e Az {1 |neN}U{0} sehol sem siiri R-ben.

o Az (RQ, QQ) metrikus térben minden egyenes sehol sem stirti halmaz.

o A (C [a, b], QOO) metrikus térben az [a, b] intervallumon definiélt valds értékii,
folytonos , toréttvonal-fliggvények” A halmaza egy mindeniitt stirii halmaz. (¢ € A
akkor és csak akkor, ha létezik olyan n € N és x; € [a,b] (i =0,1,...,n) Ugy, hogy
a=:120< T < < Ty = bES Yy, , 4, linedris fliggvény.)

A 9. tétel felhaszndlasaval egyszertien bizonyithatok az alabbi allitasok.
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16. tétel. Az (M, o) metrikus tér tetszéleges A és My részhalmazaira a kovetkezd
allitasok érvényesek:

1° Az A halmaz akkor és csak akkor stirtd az Mo C M halmazban, ha M
minden x eleméhez létezik olyan A-beli (x,) sorozat, amelyre lim(x,) = x, azaz My
minden pontja ,tetszoleges pontossiaggal” megkozelithetd A-beli pontokkal.

2° Az A C M halmaz pontosan akkor nem stird az My C M halmazban, ha

Jdze My, és Je>0, hogy k.(xr)NA=40.

17. tétel. Az (M, o) metrikus tér tetszéleges A részhalmaza esetén a kovetkezd
allitdasok ekvivalensek:

12 Az A halmaz sehol sem stiri.

2° Az A halmaz lezdrdsa nem tartalmaz gombot, azaz az A halmaznak nincs
belsé pontja, ami azt jelenti, hogy int A = ().

3° Minden x € M pont minden k.(x) gomb-kérnyezete tartalmaz olyan ke, (1)
gombot, amelyben nincs A-beli elem.

4° M\ A mindeniitt stirid M-ben.

Kiilonosen fontosak azok a metrikus terek, amelyekben van megszamldlhato,
mindeniitt strii részhalmaz. Az ilyen terekben ui. ki lehet jelolni egy olyan,
megszamlalhato halmazt — ennek elemeit lehet kezelni — amelynek elemeivel a
tér minden eleme ,, tetszéleges pontossaggal” megkozelitheto.

Definicié. Egy metrikus teret szeparabilisnek neveziink, ha van megszamlalhato,
mindentitt strd részhalmaza.

Példak.

e R szeparabilis, Q egy megszamlalhaté mindentitt siiri részhalmaza.

e Az (M, p) diszkrét metrikus tér pontosan akkor szepardbilis, ha M meg-
szamlalhaté.

e Az (]R", Qp) (n € N, 1 <p < +400) terek szeparabilisek, ezekben a raciondlis
koordinataju pontok halmaza egy megszamlalhatéo mindeniitt stiri halmaz.

e Az (lp, Qp) terek 1 < p < +00 esetén szeparabilisek, az (loo,goo) tér nem
szeparabilis.

o Weierstrass els6 approximécios tételét felhasznalva igazolhatd, hogy a ra-
cionalis egytitthatos algebrai polinomok halmaza — ami megszamlalhaté — stirt a
(Cla,b], 0s) metrikus térben, ezért ez is szeparabilis tér.
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Teljes metrikus terek stiriiséggel kapcsolatos fontos tulajdonsagat éllitja a
Baire-lemma, amelyet kiilonb6z6 formakban fogalmazunk meg.

18. tétel (a Baire-lemma). Legyen (M, o) teljes metrikus tér.
1° Megszamlalhato sok M -beli, mindenutt siri nyilt halmaz metszete is min-
deniitt stiri M -ben, azaz ha (G,,) nyilt halmazoknak egy olyan M -beli sorozata, hogy

G,=M (n € N),

akkor

() Gn =M.
neN

2° Megszamlalhato sok M -beli, sehol sem siri zart halmaz egyesitése nem
tartalmaz gomb-kérnyezetet, azaz ha (F,) C M zdrt halmazoknak egy olyan sorozata,
amelyre

int F,, = () (n € N),
akkor

int (U Fn) = (.

neN

3° Ha M elodllithato megszamlalhato sok zdrt halmaz egyesitéseként, akkor
azok kizil legaldbb az egyik tartalmaz nemires nyilt gomb-kornyezetet, azaz ha (F,)
zart halmazoknak eqy olyan sorozata M -ben, amelyre

U F. =M,

neN

akkor valamelyik F,, halmaz belseje nemiires, azaz

dng € N, hogy int F,, # 0.

Megjegyzés. A teljesség feltétele lényeges: tekintsiikk példdul M = Q-ban (a
szokasos metrikaval) a Q \ {r} nyilt halmazokat vagy az {r} zart halmazokat, ahol
r végigfutja a racionalis szamokat.

Bizonyitas. 1° Azt kell megmutatni, hogy tetszéleges k,, (xo) C M gémb-kornyezet-
ben van N,enG,, halmazbeli pont.

GG1 mindeniitt stiri M-ben, ezért talalhato egy x1 € G1Nk,,(x¢) pont. Ez utébbi
halmaz nyilt, ezért van olyan 0 < r; < 1 szam, hogy

kr1 (271) C Gl N kTo (ZC())
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De G5 is mindentitt siiri M-ben, ezért van egy x5 € Go Nk, (x1) pont is. Minthogy
az utébbi halmaz nyilt, ezért van olyan 0 < ry < 1/2 szdm, hogy

kr2 ($2) C G2 N le ($1)

Rekurzioval folytatva a konstrukeciot, zart gomboknek olyan monoton fogyo sorozatat
kapjuk, hogy

minden n-re, és lim(r,) = 0. A Cantor-féle kozosrész-tétel szerint e gdmboknek van
egy x kozos pontja. A konstrukcié miatt x € NG, és = € ky,(xo).

2° Legyen G, := M \ F,, (n € N). Mivel F,-ek zartak, ezért mindegyik G,, nyilt
halmaz. Az egyszeriien bizonyithato

M\H=int(M\H) (HCM) (2.1)
Osszefliggés alapjan
M\ G, =int (M\G,) =int F, =0,

ezért G, = M, tehéat (1. 1%-et)

ﬂanM.

neN

Ezt az egyenléséget, (2.1)-et, valamint a de Morgan-azonossdgokat felhasznalva
kapjuk, hogy

@:M\(W) = ine (M\ () G) =int (| F).

neN neN neN
és ez a 2° allitas bizonyitasat jelenti.
Végiil a 3° allitas 2° felhasznalasaval indirekt médon igazolhats. M

A most igazolt tételt — bevezetve az els6 és a masodik kategoériaju halmaz fo-
galmat — szokas mas formaban is megfogalmazni.

Definicié. Az (M, ) metrikus tér A részhalmazét els6 kategéridjinak nevezziik,
ha A eldallithatéo megszamlalhaté sok sehol sem stirti halmaz egyesitéseként. Ha A
nem els6 kategéridju, akkor masodik kategoéridjunak mondjuk.

19. tétel (a Baire-féle kategériatétel). Minden teljes metrikus tér mdsodik kate-
goriaju, azaz nem dallithato eld megszamldlhato sok sehol sem stri halmaz egyesité-
seként.
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Bizonyitas. Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy az M teljes metrikus tér elso
kategériaju, vagyis eléallithato
M=|]JH,

neN

alakban, ahol a H,, halmazok mindegyike sehol sem siiri, azaz
int H, =0  (n€N).
Ekkor a Baire-lemma 2° allitasat alkalmazva kapjuk, hogy
int (| J Ha) =0 = int M,
neN

azaz az M tér belseje az iires halmaz. Ezzel az ellentmondéssal az allitast igazoltuk.
|

Példak.

e Mivel R-ben minden véges halmaz sehol sem siirii, ezért minden megszam-
lalhat6 halmaz, igy Q is els6 kategdriajua, noha (Q mindeniitt stirti R-ben.

e R2-ben a raciondlis koordinat4ji pontok halmaza elsé kategéridju.

e R-ben az irracionalis pontok Q* halmaza masodik kategoériaju. Valoban,
a Baire-féle kategoriatételbol kovetkezik, hogy teljes metrikus térben elso kategoriaju
halmaz kiegészité halmaza masodik kategériaji; Q meg els6 kategoriaju.

2.1.9. Metrikus terek kozotti fliggvények folytonossaga

Definicié. Legyenek (M, 01) és (Ms, 02) metrikus terek. Azt mondjuk, hogy az
f € My, — M, fiiggvény folytonos az a € Dy pontban (jellésben f € C{a}), ha

Ve > 0-hoz 36 >0, hogy Vz €Dy, oi(x,a) < esetén Qg(f(x),f(a)) < e.

f folytonos az A C D; halmazon, ha f folytonos az A halmaz minden pontjaban.

20. tétel (az atviteli elv). Legyenek (My, 01) és (Ma, p2) metrikus terek. Az f €
M, — M, figgvény akkor és csak akkor folytonos az a € Dy pontban, ha minden
Dy-beli, a-hoz tarts (x,) sorozat esetén a fligguényértékek (f(xn)) sorozata az My
térben az f(a) ponthoz konvergdl.
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21. tétel. Tegyiik fel, hogy az M; halmazon megadott o; és ¢; (i = 1,2) metrikdk
ekvivalensek. Ekkor az
f € (Mla Ql) - (MQa Q?)

figgvény akkor és csak akkor folytonos az a € Dy pontban, ha

f € (M, 01) — (My, 02)
folytonos a-ban.

22. tétel (az Osszetett fliggvény folytonossiga). Tegyik fel, hogy (M;, ;) (i =
1,2,3) metrikus terek és a g € My — My figguény folytonos az a € D, pontban,
az [ € My — Mj figguény pedig folytonos a g(a) € Dy pontban. Ekkor az f o g
osszetett fiigguény folytonos a-ban.

23. tétel (a folytonossag jellemzése nyilt halmazokkal). Legyenek (M, 1) és
(M, 02) metrikus terek. Az egész My téren értelmezett f : My — My fiigguény
akkor és csak akkor folytonos Mi-en, ha minden Ms-beli nyilt B halmaz f dltal
létesitett osképe My -beli nyilt halmaz.

24. tétel. Legyenek (M, 01) és (Ma, 0o) metrikus terek és A C My. Az f 1 A — M,
fuggvény pontosan akkor folytonos az A halmazon, ha

VB C My nyit halmazhoz 3G C My nyilt halmaz, hogy f'[B] = ANG.

25. tétel. Legyenek (M, 01) és (Ms, 02) metrikus terek, és tegyiik fel, hogy
e A C My kompakt halmaz,
e az [ A — M, figguény folytonos A-n.
Ekkor
1° Ry C My kompakt halmaz;
2° Ha My = R, akkor f-nek van mazimuma és minimuma ( Weiersrass
tétele);
3° ha f injektiv, akkor f=' is folytonos.

Definicié. Legyenek (M, 1) és (Ms, 02) metrikus terek. Azt mondjuk, hogy az
f € My, — M, fuggvény egyenletesen folytonos az A C D; halmazon, ha

Ve > 0-hoz 35 >0, hogy Va,y€ A, o1(z,y) < esetén QQ(f(a:),f(y)) <e.

26. tétel. Legyenek (M, 01) és (Ms, 02) metrikus terek, és tegyiik fel, hogy f €
Ml — Mg.
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1° Ha f egyenletesen folytonos az A C Dy halmazon, akkor folytonos is A-n.
2° Ha A C Dy kompakt és [ folytonos A-n, akkor f egyenletesen is folytonos
az A halmazon. (Heine-tétel).

27. tétel (a Banach-féle fixpont-tétel). Tegyiik fel, hogy
o (M, o) teljes metrikus tér;
o az f 1 M — M leképezés egy kontrakcid, azaz létezik olyan o € [0, 1)
szam, hogy
o(f(2). f(y) S aolzy)  (Vo,y € M).
Ekkor
1° egyértelmien létezik olyan x* € M, hogy f(z*) = x* (z*-ot az f fix-
pontjdnak nevezzik).
2% az
xog € M
Tny1 = f(zn) (n€N)

iteracios sorozat konvergens és x* a hatdrértéke.
3% A konvergencidra a

«

o(z", ay) <

hibabecslés érvényes.

2.2. Linearis terek (vektorterek)

A méar megismert fontos metrikus terekben nem csak pontok tavolsagat, hanem az
elemek kozott kiilonbozé miiveleteket is lehet értelmezni. Forditsuk figyelmiinket
most csak a két legegyszertibb miiveletre: az 6sszeadasra és a szammal val6 szorzasra.
A tekintett fontos példak kozos tulajdonsagait keresve fogalmazhatunk gy is, hogy
a szoban forgd halmazok nem csak ,, metrikus”, hanem , linedris térstrukturaval” is
el vannak latva.

Feltételezziik a linearis terekkel kapcsolatos alapvet6 fogalmak és eredmények
ismeretét. A tovabbiakban csak a K := R vagy a K := C szamtest feletti linearis
terekrdl lesz sz6, és roviden egy X linedris térrdél fogunk majd beszélni. A tér
nullaelemét a 6 szimbolummal fogjuk jelolni.

Az X, és az X, linearis tér izomorf, ha elemeik kozott 1étezik miivelettartéd
bijekcié. Az izomorf linedris tereket ugyanazon tér kiilonbo6zo realizacidjanak tekint-
hetjuk.
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Az X linedris tér tetszéleges M részhalmaza esetén az [M] szimbélummal fogjuk
jelolni az M halmaz linearis burkat, vagyis az M-et tartalmazo legsziikebb (linearis)
alteret. Ez az altér, amelyet a M dltal generdlt altérnek is szokas nevezni, meg-
egyezik az M elemeibél képzett Osszes (véges) linedris kombindcidk halmazaval, azaz

M] = { Mz +Xoxo+- -+ Xz | N €K, ;€ M, i=1,2,...,n; neN}.

Egy X-beli tetszoleges M halmazt linearisan fiiggetlennek neveziink akkor,
ha barmelyik véges sok M-beli vektor linearisan fiiggetlen.

Az X linedris tér véges dimenzids, ha van olyan n természetes szam és van
olyan n elemet tartalmazé linedrisan fiiggetlen M részhalmaza, amelyre [M] = X.
Ekkor azt mondjuk, hogy X egy n-dimenziés linearis tér (jelolésben dim X = n).
Az M-beli vektorrendszert ilyenkor az X tér egy bazisanak hivjuk, és azt is mond-
juk, hogy az M halmaz vektorai kifeszitik az X teret. Az X linearis tér végtelen
dimenziés, ha nem véges dimenzioju.

A linedris algebraban megismertiik a véges dimenzios terek tulajdonsigait. Ezek
koziil megemlitjiik azt, hogy barmelyik két n-dimenzids linearis tér izomorf egymas-
sal. Fzt fogalmazhatjuk tgy is, hogy lényegében R" az egyetlen n-dimenzios linearis
tér. Az analizis szempontjabol alapveto fontossdguak a végtelen dimenzios linearis
terek. Erdemes meggondolni, hogy a Cla, b] és az [P terek mindegyike ilyen.

Véges dimenzios terekben lattuk a bdzis fogalmanak a jelentGségét. Végtelen
dimenzids esetben is bevezethetjiik ezt a fogalmat.

Definicié. Az X linedris tér egy H C X részhalmazdt Hamel-bazisanak
nevezziik, ha linearisan fliggetlen vektorokbdl all, és a halmaz linearis burka az
egész X tér, azaz [H] = X.

1. tétel. Minden linedris térben van Hamel-bdzis, és bdrmely két ilyen bdzis
ugyanolyan szamossagu. Ezt a kozos szamossdgot a tér algebrai dimenziojdnak
nevezzuk.

2. tétel. Az X linedris tér linedrisan figgetlen H részhalmaza a térnek akkor és

csak akkor Hamel-bdzisa, ha minden x vektor egyértelmiien elddllithato véges sok
H-beli vektor linedris kombindcidjdval.

2.3. Normalt terek és Banach-terek

Az el6z6 pontban méar volt arrdl szé, hogy a megismert metrikus tereink nem csak
,metrikus”, hanem ,linedris térstrukturaval” is el vannak latva. Megtehetnénk a



2.3. Normalt terek és Banach-terek 37

kovetkezot: tekintiink egy linedris teret, és feltételezziik, hogy azon a téren az e-
lemek kozott valamilyen tavolsagfogalmat is értelmeztiink. Altaldnos szempontbol
ezutan vizsgalhatnank az igy adédé — mondjuk — , linedris metrikus térnek” el-
nevezhetd struktura tulajdonsagait. Egy linearis téren nem célszertt akarmilyen
metrikat bevezetni, hanem csak olyat, amelyre teljesiilnek a miiveletek és a metrika
kacsolatara vonatkozé bizonyos természetes elvarasok. Itt csak azt emeljik ki,
hogy egy ilyen fontos elvaras az, hogy a miiveletek legyenek folytonosak az adott
metrikara nézve.

E kovetelés megfogalmazasa lényegesen egyszeriibb, ha a linedris téren nem
kozvetleniil a metrikdt, hanem az n. normdat értelmezziik. A norma az R3-
beli vektorok hosszénak (abszoldt értékének) absztrakcidja. ily médon jutunk el
a linearis normalt tér (a tovabbiakban réviden normalt tér) fogalmahoz.

Definicié. Az (X, || - ||) rendezett part normélt térnek nevezzik, ha
19 X egy linedris tér a K szamtest felett;
2° a || - || pedig egy olyan || - || : X — R fiiggvény, amelyik tetszéleges z,y,z € X
elemre és A € K szamra eleget tesz az alabbi kovetelményeknek:
(i) [lz]| =0,
i) |z] =0 <= =xz=40 (0 az X linedris tér nulleleme),
(iid) [[Az]| = [A] - [l
(i) 1z -+l < ol + Iyl
Az utolsé tulajdonségot hdromszig-egyenlétlenségnek nevezziik. Az || - || leképezést
normdnak, az ||z|| szdmot pedig az x elem normdjdnak mondjuk.

Ha K = R, akkor valés, ha K = C, akkor pedig komplex normalt térrol
beszéliink. Ha a norma a szovegkornyezetbdl nyilvanvald, akkor egyszertien X-et
frunk (X, | - ) helyett. X elemeit vektoroknak is nevezziik.

Példak normalt terekre.

o X =R, ||z|| := |z| (x € R). Ez R szokédsos norméaja. A tovabbiakban R-et
mindig ezzel a normaval latjuk el.

e Az R" terek. Egy pozitiv egész n szam esetén tekintsiilk a szokdsos
miiveletekkel ellatott X := R”™ linedris teret. Legyen 1 < p < 400 és z =
(1,...,2,) € R esetén

(i |$k|p)1/p, hal<p< 400
x =
el max {|zy[}, ha p = +00.

1<k<n

Ekkor (R", | - Hp) normalt tér. Ezt az R} szimbélummal is jelolni fogjuk.
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e Matrixnormak. Az m X n-es valés matrixok R™*" linearis terében az
alabbi kifejezések mindegyike norméat értelmez:

I|A] == (i i |al-j|2>1/2 (euklideszi norma),

i=1 j=1
m
|A]| := max Z ;] (oszlopbsszegnorma),
1<j<n —1
n
|All := Jax. Z; ;| (sordsszegnorma),
‘7:

ahol A = [aij] € Rmxn,

e A [P terek. Tekintsiikk 1 < p < +o00 esetén a valds sorozatok

+o0
.= {($n) :N—R| Z|$k|p < +oo}7
k=1
p = 400 esetén pedig a
[ = {(xn) :N = R | sup|z| < ~|—oo}
keN
(szokasos miiveletekkel ellatott) linearis terét. Ha o = (x,,) € [P, akkor legyen
(D pie [L’k|p)1/p, hal<p<+oo

Xz = ||T =
” Hp H Hlp Sup{|$k|}, hap: +OO
keN

Ekkor (7, | - |l;») normalt tér.

e A (a,b] figgvényterek. A Cfa,b] halmazt a fliggvények kozotti szokdsos
miiveletekkel ellatva nyilvan egy valds linedaris teret kapunk; ezen a

(fab|f|p)1/p, hal<p<+o0

= € Cla,b
HfHP max |f(ZL‘)|, hap = 400 (f [CL ])
z€la,b]
fiiggvény norma, tehat (Cla,b],| - |,) valés normalt tér.

o A [P terek. Ezekrol a fiiggvényterekrol a 2.4. pontban lesz sz6.
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1. tétel. Ha (X, | -||) normdit tér, akkor a

oz, y) = llz—yl|  (r,y€X)

fliggvény metrika az X halmazon, azaz (X, o) metrikus tér. Kovetkezésképpen min-
den normdlt tér egyittal metrikus tér is. Ezt a o metrikdt a ||-|| norma dltal indukdlt
metrikdnak nevezzik.

Minden X linearis téren értelmezett norma tehat egy metrikat indukal az X
halmazon. Felvetddik az a kérdés, hogy egy linedris téren értelmezett tetszéleges
metrika vajon szarmaztathato-e alkalmas normabol? A valasz az, hogy nem.

Példa. Jelolje RY a valés sorozatok szokdsos miiveletekkel elldtott linedris terét, és
legyen

+
=~ 1 |Tn = Yul

JRE €r = $n7 == nERN

o(z,y) ==

Ekkor o olyan metrika RN-en, amelyik nem szdrmaztathaté normabdl, vagyis nincs
olyan norma ezen a téren, amelyik a ¢ metrikat indukalja.

Definicié. Az (X, || - ||) normalt térbeli (z,,) sorozatot akkor nevezziik konver-
gensnek, ha (z,) a norma &lta indukalt metrikdban konvergens. Ez pontosan azt
jelenti, hogy

JdJae X limOOHxn—aH:O.

n—-+

Konvergencia esetén a fenti a elem egyértelmiien meg van hatarozva, ezt a sorozat
hatarértékének nevezziik (azt is mondjuk, hogy (x,) sorozat a || - || normaban
tart a-hoz). Ezt tényt az alabbi szimb6lumok valamelyikével jeloljiik:

Il

lim a, = «a, lim(a,) - a, an L4 o (n — +00).
n—-+oo

Ha nem okoz félreértést, akkor a normara utalé jelet elhagyjuk.

A kovetkezo tétel azt allitja, hogy a norma altal indukélt metrika valéban teljesiti
a bevezetésben jelzett elvarast: a miiveletek folytonosak a metrikara nézve. Ezen
kiviil a metrika invarians a ,, parhuzamos eltolassal” szemben és aranyosan valtozik
a vektorok nytujtasanak a hatasara.

2. tétel. Legyen (X, Il - ||) eqy normdlt tér, és jelélje o a norma dltal indukdlt
metrikat. Ekkor
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1° Q(x—i—z,y—i—z)zg(x,y) <$,y€X);
2° o(Ax, Ay) = |Ao(z,y)  (z,y € X, A € K);
30 ha zp Vb gy Iy ds A, — A €K, akkor

PIPLEL y P R

3. tétel. Legyen (X,| - ||) normdlt tér. A norma, mint X — R tipusi fiiggvény
folytonos.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az X linedris téren adott || - ||y és || - ||» norma
ekvivalens (jelben | - |1 ~ || - |l2), ha léteznek olyan ¢y, co pozitiv valés szamok,
hogy

allz|ly < lzll2 < collz|ly

minden z € X-re.

Ekvivalens normak ekvivalens metrikdkat indukalnak. Egyszertien igazolhato,
hogy normat vele ekvivalens normara cserélve a halmazok nyilt, zart, kompakt,
korlatos volta, a sorozatok konvergencidja vagy Cauchy-tulajdonsdga nem véltozik.

Példa. A Cla,b] linedris téren a || - || és az || - |1 normak nem ekvivalensek, s6t
tetszéleges 1 < p < 0o esetén a || - ||, norma nem ekvivalens a || - || norméval.

4. tétel. Véges dimenzios X linedris téren értelmezett bdrmely két norma ekvi-
valens egymdssal.

5. tétel. Legyen (X, || -||) véges dimenzids normdlt tér. Ekkor
19 X teljes;
2° eqy X -beli halmaz pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zart;
3% X szeparabilis,
4° minden X -beli korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

A metrikus terekhez hasonléan a normalt terekben is fontos szerepe van a tel-
jességnek.

Definici6é. Az (X, ||-||) normalt teret Banach-térnek nevezziik, ha a tér a norma
altal indukalt metrikara nézve teljes metrikus tér.

Példak.

e R Banach-tér, a Q normalt tér nem Banach-tér.
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e Minden véges dimenziés normalt tér Banach-tér.
e Minden 1 < p < +o0 esetén az (17, || - ||,) normélt tér Banach-tér.

e A (Cla,b], || -l,) normalt tér egyetlen 1 < p < 400 esetén sem Banach-tér.

e A (Cla,b],]| - ||lsc) normélt tér Banach-tér.
e Tetszoleges (X, 2, p) mértéktér és 1 < p < +oo kitevd esetén az

(Lp(X,Q,,u), || : “LP)

normalt tér Banach-tér.

Linedris terekben a mindeniitt siirti halmazok helyett inkdbb zdrt rendszerekral
szokdas beszélni.

Definicié. Legyen (X, ||-||) normalt tér. A Z C X részhalmazt zart rendszernek
nevezziikk X-ben, ha Z linedris burka (vagyis a [Z] halmaz) mindeniitt s{iri a norma
altal indukalt metrikus térben, azaz

[Z] = X.

Ez pontosan azt jelenti, hogy minden X-beli elem tetszoleges pontossaggal megkoze-
litheté Z-beli vektorok alkalmas linearis kombinéciéjaval, azaz

Vz € X vektorhoz és Ve > 0 szamhoz
dneN, dz,....z, € Zés dN,...,\, € K, hogy

Hx — z”: )\kzkH < €.
k=1

Definicié. Az (X, - ||) normélt teret akkor nevezziik szepardbilisnek, ha
X a norma altal indukalt metrikaval szeparabilis metrikus tér, vagyis X-nek van
megszamlalhato, mindeniitt sliri részhalmaza. Ez azzal ekvivalens, hogy X-ben
van megszamlalhatéan végtelen zart rendszer.

2.4. A [P és a [P terek

2.4.1. Elozetes megjegyzések

e A (Cla,b], | -|,) fiiggvényterek
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Emlékeztetiink arra, hogy a Cla,b] fiiggvénytéren minden 1 < p < 400 szdmra
értelmeztiik a || - ||, szimbélummal jelolt norméat. Ha p = 400, akkor a fiiggvény-
értékek maximumaval, ha 1 < p < 400, akkor pedig az

I~ ([ b 1) " ecan (22)

képlettel (ezért neveztiik ezeket integrdlnormdknak). Itt az integrélt a Riemann-féle
értelemben tekintettikk. Az igy értelmezett (Cla,bl, | - ||,) normalt terek kozotti
legfontosabb kiilonbség az, hogy ez a tér a maximumnormaban (p = +0o0) teljes, az
integralnormékban (1 < p < 400) azonban nem teljes. (A teljesség jelentdségét
mar elég sokszor hangsulyoztuk!)

A fenti képletben a Riemann-integral helyett Lebesgue-integralt is vehetnénk.
Ez az artatlannak tiin6 mddositas azonban szamos kérdést vet fel, amelyek megfo-
galmazasa el6tt cimszavakban emlékeztetiink a Lebesgue-integral elméletével kap-
csolatos ismeretekre.

e A Lebesgue-integral mértékterekben

Tetsz6leges (X, 2, u) mértéktérbsl (X tehat egy nemiires halmaz, Q az X hal-
maz részhalmazaibdl all6 o-algebra és p : Q — R, mérték) kiindulva felépithetd a
Lebesgue-integral elmélete. Arrél van szé, hogy az X-en értelmezett R-beli értékeket
felvevé f fiiggvények ., tobbségéhez” hozza lehet rendelni egy R-beli szdmot, amit
az [ « f dp szimbélummal jeloliink, és az f fliggvény p mérték szerinti integraljanak
neveziink. Ez az integralfogalom rendelkezik a Riemann-integralndl megismert tu-
lajdonsagokkal, s6t sok szempontbdl annal 1ényegesen kedvezobb is.

A tekintett fliggvények korét az in. mérhet6 fiiggvényekre korlatoztuk, ezek
halmazét az M(X, Q) szimbélummal jeloltiik:

feEMX,Q) <= VaecRre {f>a}={recX| f(z)>a}e.

(Ez a megszoritas igen keveset kévetel az f-t6l; az analizisben (!) el6fordulé valds-
valds fiiggvények szinte mindegyike rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.)

Az elmélet felépitése soran minden nemnegativ f mérheto fliggvényhez hozzaren-
deltiink egy [0, +oc]-beli szamot. Igy értelmeztiik tetszéleges f € M(X, Q) fiiggvény
pozitiv, illetve negativ részének (fT-nak, illetve f~-nak) az integraljat: I+ :=
[x [Hdp-t, illetve I~ := [, f~dp-t. Ezutdn azoknak a mérhetd fiiggvényeknek
az integraljat definidltuk, amelyekre I és I~ koziil legaldbb az egyik véges. Egy
mérheto fliggvény integralja tehat lehet véges, de lehet 400 is. A tovabbiakban fi-
gyelmiinket azokra a fiiggvényekre forditottuk, amelyeknek az igy értelmezett integ-
ralja véges. Az ilyen mérhetd fiiggvényeket neveztitk (az X halmazon a p mérték
szerint) Lebesgue-integralhatéknak, és ezek halmazét igy jeloltiik:
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LX,p) ={feMX,Q)| [, fdueR}.

L(X,Q, p) helyett a tovabbiakban gyakran csak L-et fogunk frni. L*-szal a nem-
negativ L-beli elemek halmazat jeloljiik.

e A probléma felvetése

Strukturaval szeretnénk ellatni a Lebesgue-integralhaté fiiggvények halmazat.

L nyilvan egy R feletti linedris tér (vagy vektortér), ha a miiveleteket a valds
értéki fiiggvények korében megszokott médon (pontonként) értelmezziik.

A norma bevezetésének a problémdja mar jéval érdekesebb (mert nehezebb). A
(2.2) képletbdl kiindulva fogjuk definidlni minden 1 < p < 400 esetén a

(LP(X,Q,,LL), H ’ HLP)

normalt teret. (Ki fog majd deriilni, hogy kiilonb6zé p-kre a Cla, b] fiiggvénytértol
eltéréen itt mar maguk a halmazok is kiilonb6zék lesznek.) Ezeknek a fliggvényterek-
nek az egyik legfontosabb tulajdonsdga az, hogy teljesek, vagyis Banach-terek
(1. a Riesz—Fischer-tételt). Ez az eredmény egyike volt a legels6knek azok koziil
az altalanos érdeklodést felkelto, fontos tételek koziil, amelyek a Lebesgue-féle in-
tegrdlon alapulnak, s amelyek igy az 1j integralfogalom teljesité képességét demonst-
raljak.

2.4.2. A Lebesgue-integralra vonatkoz6 néhany alapvetoé eredmény

1. tétel. Legyen (X,Q, p) mértéktér és f: X — R egy Q-mérhetd fiigguény. Ekkor
a kovetkezd allitdsok ekvivalensek:

1° az f fligguény Lebesque-integrdlhato, azaz f € L;

90 er,f* c L,'

3° dg,heL;gh>0 : f=g—h;

4° 3G € L: |f| <G (f-nek van integrdlhaté majordnsa);

52 |f| € L.

Legyen (X, €, u) tetszéleges mértéktér. Tegyiik fel, hogy T az X elemeire vonat-
kozé ,logikai kifejezés” (tulajdonsag, kijelentés), azaz Va € X-re T'(z) vagy igaz,
vagy hamis. Azt mondjuk, hogy a T tulajdonsag az X-en py-majdnem mindeniitt
(roviden: p-m.m. az X-en) teljesiil, ha

JA € Q, u(A) =0 halmaz, hogy Vo € X \ A elemre a T'(x) tulajdonsig igaz.

A Lebesgue-integral ,, érzéketlen” a p-nullamértéki halmazokra.
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2. tétel. 1° Barmely nemnegativ Legesque-integrdlhato f fligguény esetén

/fd,u:() <~ f=0pu-mm. X-en.
X

2° Ha az [ és g mérheto fuggvények p-m.m. egyenlok az X halmazon,
valamint f Lebesque-integrdlhato, akkor g is Lebesque-integrdlhato a Lebesque-integ-
raljuk is egqyenlo.

3° Minden L-beli | fiigguényre igaz, hogy |f| < +00 p-m.m.

3. tétel (Beppo Levi tétele). Tegyiik fel, hogy
(a) fa€L (neN),
(b) az (fn) figguénysorozat monoton névekedd, és f := lim f,,

(¢) az integrdlok [ f,du (n € N) sorozata korldtos.
X
Ekkor az f fiigguény Lebesque-integralhato és

/fd,u:/liin(fn)duzliinx/fndu.

X X

4. tétel (Fatou tétele).
1° Bdarmely f, € L™ (n € N) figgvénysorozatra

/ (nn; inf fn> dy < limninf< / fa dﬂ).
X

X

2° Ho3FeL: f, <F (YneN pu-m.m. az X-en), akkor

li fadp) < [ (1 fn) dp.
1mnsup ( X/ M) / im sup 1

n
X

5. tétel (Lebesgue-tétele). Legyen (X, Q, u) tetszdleges mértéktér, és tegyiik fel,
hogy

(a) fu€l (neN),

(b) a figgvénysorozatnak van integrdlhaté majordnsa, azaz 3g € L : |f,| <
g (n € N) p-m.m. X-en,

(¢) az (fn) figgvénysorozat az X-en p-m.m. konvergdl az f figgvényhez.



2.4. A LP és a [P terek 45

Ekkor f € L(X,Q, ) és

)[fdu—X/OiTrlnfn) du—li}ZnX/fndu.

2.4.3. A L fiiggvényterek

Legyen (X, Q, i) egy mértéktér. Vezessiik be minden f : X — R mérhet6 fiiggvényre
a kovetkezo kifejezéseket:

1/p
1= ([ 177dn) ", ha0<p< o
X
[fllos : =inf{c>0| |f| <c¢ p-mm. az X-en }, (2.3)
= inf{sup |f| | Ee€Q é pE)=0}
X\E
(megallapodva abban, hogy inf () := +00).

Mivel minden f mérhetd fliggvény esetén az | f|P fiiggvény is mérhet6 (ui. barmely
a > 0 szémra az {|f|? > a} és {|f| > o'/} nivéhalmazok egyenldk), ezért a
definicidk korrektek. Tetszéleges f mérhetd fiiggvény esetén || f||, nemnegativ szam

vagy —+00.
Az || f]leo szdmot szokés az |f| fiiggvény lényeges felsd korldtjdnak is nevezni.
Ennek megfeleléen hasznalatos ra a sup ess f := || f||o jel6lés is a francia ,supremum

essentiel” kifejezés alapjan.

A fenti kifejezések néhany tulajdonsiga (1 < p < 400):

e |[fll, <= f=0 pmm. az X-en;

e [[fll,=1gll, = f=g p-mm. az X-en;

o [[flloo<4+o0 <= Fc>0: |f] <cpmm. az X-en;
o [fI <|flloo p-m.m. az X-en;

ha 3¢ € (0, +00), hogy [ |f]?du < 400, akkor
X

S (Lf ] = ]
e ha a p mérték véges és || f|l < 400, akkor

i [l = 1. oo
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Mivel a Lebesgue-integral , érzéketlen” a p-nullamértékii halmazokra, ezért a
p-m.m.  egyenld fiiggvények kozott nem célszerti kiillonbséget tenni. Azonositsuk
az ilyen fliggvényeket! Pontosabban arrél van sz6, hogy a Lebesgue-integralhaté
fiiggvények

L:=L(X,Q,pun) (2.4)

halmazan értelmezziik a kovetkezd relaciot:
frgelL: f ~g <= f=gpmm. az X-en.

Konnyen belathatd, hogy ~ ekvivalenciarelacié, ami L-nek egy osztalyfelbontdsat
indukalja. Az igy kapott ekvivalenciaosztalyok halmazat az

L :=1L(X,Q,u) (2.5)

szimbélummal fogjuk jelolni.

Az L halmaz elemei valds értéki fiiggvények, ezek kozott az algebrai miveleteket
a szokasos modon (pontonként) értelmeziik. A bevezetett ekvivalenciarelacié kom-
patibilis ezekkel az algebrai miveletekkel: ha f; = g1 és fo = go p-m.m., akkor

fitfo=g1£g pmm.,
Jifo = 9192 p-m.m;

és hasonlé érvényes a (2.3) alatt értelmezett kifejezésekre is.

A (2.4) és (2.5) alatt bevezetelt jeldléseket csak ebben a pontban fogjuk
hasznalni. A jegyzet tébbi részében — a szokdsoknak megfeleléen — nem
tesziink jelolésbeli kilonbséget L és 1L kozott, azaz L minden f eleme
eqyuttal az dsszes olyan g : X — R mérhetd figguényt is jeloli, amelyik -
m.m. egyenld f-fel. Ha f € LL-et irunk, akkor f egy ekvivalenciaosztalyt
jelol. A fentiek alapjan azonban megdllapodhatunk abban, hogy ekkor f
nem ekvivalenciosztalyt, hanem egyetlen fligguényt, a szoban forgo ekvi-
valenciosztaly eqy tetszoleges elemét jeloli.

Az L halmaz természetes vektortérstrukturaval van ellatva. Az ekvivalencia-
osztéalyok Osszegét, illetve szdmszorosat reprezentdnselemek (ezek valds értékii fiigg-
vények!) Osszegével, illetve szamszorosaval a szokasos modon (pontonként) értel-
mezzik. Megmutathatd, hogy ez fiiggetlen a reprezentanselemek megvalasztasatol.
L tehét R feletti linedris tér (vagy vektortér).

Definicié.  Tetszoleges 0 < p < 400 esetén LP(X, Q, u)-vel vagy roviden LP-vel
jeloljiikk azoknak az L-beli elemeknek a halmazat, amelyekre || f]|, véges:

L7 = L2(X, Q1) i= {f € L | [Ifll, < +00} .
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Gyakran fogjuk hasznalni a kovetkezo fogalmat:
Definicié. Az 1 < p < 400 szam konjugalt kitevGjén az

__|__:1
P q

egyenldségnek eleget tevd ¢ € [1 4 oo| szdmot értjiik (J%O—n 0-t értve); és ilyenkor
azt is mondjuk, hogy p és q konjugdlt kitevik.

Ebben a pontban a f6 célunk annak igazolasa, hogy minden 1 < p < 400 esetén
L linedris tér és a (2.3) kifejezések normak. A bizonyitdsban alapvet6 fontossaguak
lesznek a kovetkezd egyenlotlenségek.
6. tétel. Legyenek 1 < p,q < 400 konjugdlt kitevék: p~t + ¢ = 1.
1° (Young-egyenlétlenség) Ha a,b > 0 és a p,q kitevdk végesek, akkor
P
ab < v + —.
p q

2° (Hoélder-egyenlétlenség') Ha f € P és g € L9, akkor fg € L' és

[ 1saldn=11751 < 1£1, - gl

(A p=q =2 esetben ez a Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlbtlenség.)
3° (Minkowski-egyenlétlenség) Ha f,g € 1P akkor f 4+ g € LP és

1F+glle < [1fllp+ llgllp- (2.6)

Bizonyitas. 1° A Young-egyenlétlenséy. Atrendezés utédn 0 < ‘% —ab+ %q adédik.
Rogzitett b > 0 esetén (ha b = 0, akkor az allitds nyilvanvald) tekintsiik a

xP b4
o(r):=——azb+ — x>0
(z) p . (x> 0)

fiiggvényt. A ¢ fliggvény abszolut szélsorték-helyeit keressiik. Ehhez -t derivalva
kapjuk, hogy

Ox)=a""1-b=0 = ¢ = b1 (p#1),

LOtto Holder eredetileg a szdmsorokra vonatkozé egyenlétlenséget bizonyitotta be; integralokra
az egyenlotlenséget elGszor Riesz Frigyes igazolta.
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¢"(x) > 0, ha = > 0, kovetkezésképpen ¢ szigorian csokkend a (O,bl/(p_l)) és
szigortian névé a (b/®~Y +00) intervallumon, a b*/®~! pontban tehat abszolit
minimuma van. Ennek értéke

A oL s LY R — 2
%) br _pbp b p —|—q p—f—q—l:q—p_l
1 b 1 1
:—bq—bq+—:bq<—+—)—b‘1
p q p q
=0

ezért p(r) > 0 minden z > 0, tehat z = a esetén is, azaz

aP b4
90(@): __ab+_ 207
p q
és ez éppen a bizonyitando6 egyenlotlenség.
2° A Holder-egyenlétlenség igazoldsa. A p = 1,q = +00 esetben (és ezzel egyiitt
a p=—+00,q = 1 esetben is a bizonyitas egyszeri:

[f(@)g(@) < |f(@)]-llgllee p-mom.,

tehat

ww:émmswmdwmzmwmu

tekintsitk most az 1 < p < 400 esetet (ekkor egyben 1 < ¢ < +00). Ha || f||, és
lgll, koziil csak egyik is O-val egyenld, akkor fg = 0 p-m.m., s igy az integralja is 0,
az &llitds tehdt trividlisan teljesiil. Feltehetjiik, hogy || f, és ||g|, mindegyike 0-t6l
kiilonb6zo. Legyen

i)
=I5,

frjuk fel a Young-egyenl6tlenséget ezekra az a, b szamokra:

@) g@)] 1 @P 1 @l e x,

Ll - llglle =2 (ISl @ lglla

Az integral monotonitasat felhasznalva kapjuk, hogy:

9()]

gl

(Al #0),  b: (llgllyg 7 0)-

1 / 1 1 1 1 11
T | | faldp < - '/|f‘pd#+—-—-/|g|qd,u:—~|——:1, (2.7)
£l - llglle ) p ) ¢ lglla P oq
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ugyanis [ |f[Pdp = ||f||, valamint [ [g]9dp = ||g[|¢. A (2.7) egyenletétlenséget
b b
1 f1lp-[1gllg-val beszorozva [ |f-g|du < || f]lp-|lglly ad6dik, és ez éppen a bizonyitandé
X

egyenlotlenség.

3% A Minkowski-egyenldtlenség igazoldsa. A p = 1 és p = +oo esetek ny-
ilvanvalok, ekkor ugyanis arrdl van szd, hogy két integralhato fliggvény Osszege is

integralhato és
/ \f+g!du§/ !f!du+/ 19l du,
X X X

illetve hogy két lényegében korlatos mérhetd fliggvény osszege is ilyen, és |f 4 g| <
|f| + |g| miatt

1+ 9loo <[ flloc + llglloo

is teljestl.

Marad tehdt az 1 < p < 400 eset. Elészor azt mutatjuk meg, hogy f,g € LP
esetén f + g € LP. [ és g mérhetSk 1évén f + g, kovetkezésképpen |f + g|P is
mérhetd. Ez a fiiggvény azonban integralhaté is, mert van integralhaté majoransa.
Ez kovetkezik az

1F+gl” < (I +1gl)" <227 (1f1P + [gl?)

egyenlétlenségh6l, amit a h(z) = zP (zr > 0) fliggvény konvexitdsat felhasznalva
lehet bebizonyitani. (A h fiiggvény konvex, mert h’(z) = p(p — 1)z?~2 > 0, ha
x > 0, ui. a feltétel szerint p > 1. A konvexitas definicidja szerint

ha-a+ (1 —a)-b) <ah(a)+ (1 —a)-h(b).
Alkalmazzuk ezt az o := 1/2, az a := | f| és a b := |g| szereposztéssal.) Igy f+g € L
valoban teljesiil.

Legyen p konjugdlt kitevéje ¢, azaz 113 + % = 1. Mivel (p — 1)q = p, ezért ebbél
kovetkezik, hogy |f + g[P~! € L és

=l — p l/q: p/q
7ol = ([ 15+ 0P) " =15+ gl

Alkalmazzuk a Holder-egyenlStlenséget az LP-be tartozé |f], |g| és az L9-ba tartozoé
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|f + g[P~! fiiggvényekre:
||f+9||§=/|f+glp_1-|f+g|du§/|f+glp‘1-Ifldu+/|f+g|p‘1-lg|u§
X X e

<117+ g [, Ul + (1 + g ], -l <
[1f+glP=H |- Ll + llally) =
(A1l + Nglly) - 1LF + gllz/e.

Ha || f + g||, > 0, akkor az utolsé tényez6vel 4t lehet osztani, és mivel p, ¢ konjugélt

kitevok, ezért
p 1 1
p—t=p(l--)=p-=1.
q p

kapjuk a kivant (2.6) egyenl6tlenséget. Az ||f + g|| = 0 esetben (2.6) nyilvavaléan
szintén teljestil.

Ezzel a Minkowski-egyenl6tlenséget minden p € [1,+4o00| kitevd esetére bebi-
zonyitottuk. W

7. tétel. Legyen (X7Q,u) tetszoleges mértéktér és 1 < p < 4+o00. Ekkor P :=
LP (X, Q, u) a szokdsos miwveletekkel linedris tér R felett. Az

IN

/p
£ i= 1l s = ([ 107 dn) ™, b1 <p< v
X (rew)
1 fllso = || fllLee : = inf{e >0 } |fl<c p-mm. az X-en},

fiigguény norma a ILP linedris téren, vagyis (L7, | - |,) normdit tér.
Példak L7 (X,Q, u) terekre.

e Legyenn € Nés (X, ), u) az R™-beli Legesgue-féle mértéktér, vagyis X C R"
egy nyilt halmaz,  az X Lebesgue-mérheté halmazainak a o-algebraja és pu: Q — R
a Lebesgue-mérték. P elemei tehat n véltozds valos értéki fiiggvények, az integral
pedig a tobbszoros integral altalanositasa.

e Legyen (X,Q,u) := (N,P(N),u), ahol p a P(N) hatvanyhalmazon értel-
mezett elemszam-mérték (vagyis u({n}) = 1 minden n € N szdmra). Ekkor barmely
1 <p < +ooesetén LP(N, P(N), ) elemei olyan x = (x,,) valés sorozatok, amelyekre

1/p

+o00 1/p
[ llee = /Il‘lpdﬂ = (Z'pr) < +oo,
k=1
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tehdt ez a specidlis eset a kordbban mar bevezetett (12, || - ||,) térnek felel meg.
Ha p = +o00, akkor L*° (N, P(N), ,u) elemei a korldtos valés sorozatok:

L*(N, P(N), u) = {(zn) : N>R | s%p\xk| < 400 }.

Mivel ||z e = supy, |z|, ezért a L (N, P(N), u) tér is a kordbban mar bevezetett
(1°°,]] - lsc) térrel egyezik meg. Ezekben az esetekben az A C Q = P(N) halmaz
nyilvan akkor és csak akkor nullamérték(i, ha A = (). Ezért a LP-t (azaz a [P-t)
alkotd ekvivalenciosztalyok egyelemtiek.

e A L2 (I) fiiggvényterek. Legyen I C R nyilt (nem feltétlentil korlatos)
intervallum, w : I — R pedig a szokasos Lebesgue-mértékre vonatkozolag mérheto,
m.m. nemnegativ fiiggvény. Tegyiik fel, hogy w integralhaté I minden kompakt
részintervalluman, és jeloljik P-vel azon korlatos intervallumok félgytir(ijét, ame-
lynek a lezarasa is I-ben van. A u(J) := [, w(t)dt képlet véges mértéket definidl
P-n. Tekintsiik a hozzatartozd integralelméletet, és 1 < p < +o00 esetén jeloljik
L2 (I)-vel a megfelels ILP tereket. A w = 1 esetben visszakapjuk a szokésos LP([)
tereket.

Megjegyzés. A 7. tételben lényeges a p > 1 feltétel, ui. a 0 < p < 1 ese-
teknek megfelelé P terekben a (2.3) kifejezésre nem teljesiil a norméra megkovetelt
haromszog-egyenl6tlenség. Legyen ui. (X, Q,u) a (0,1) intervallumra vonatkozd
szokasos Lebesgue-féle mértéktér, és tekintsiik az

1, hat<a<! 0, hat<z<i
fz) = | 2 g(x) = ) 2
O, ha§§x<1, 1, ha§§x<1

fiiggvényeket. Ekkor minden 0 < p < 1 esetén

1
If +gllo =1 £l = llgll, = (3)" = lI£ll, + llglly < 1,

ezért a haromszog-egyenldtlenség ezekre a fliggvényekre nem teljesiil.
2.4.4. Kapcsolat a . terek kozott

Erdemes megjegyezni, hogy véges p mérték esetén a P terek L!-tél kezdve ., egy-
masba vannak skatulyazva”.

8. tétel. Tegyiik fel, hogy (X,Q, u) véges mértéktér (vagyis u(X) < +00). Ekkor
minden 1 < p < q < +oo esetén LI C LP.
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Bizonyitas. A Holder-egyenlotlenséget alkalmazzuk a

L~ q
és q:=——
q—p

N._q
pi==
p

konjugdlt kitevikkel a kovetkezé mdédon (1 jeloli az X-en mindeniitt 1-et felvevo
konstans fliggvényt):

151 = 122l < 0Pl Dl = (0 d) ™ ([ 17w)" =
= |11l ()"

Mivel p véges mérték (azaz u(X) < +o00) és f € L9 (vagyis || f]l, < +00), ezért a
fenti egyenlotlenséghdl

Q=

QY=

1fllp < ellfllg < 400

adaodik, ahol ¢ := (M(X))l/pfl/q < +00. Ez azt jelenti, hogy minden f € IL? esetén
f € LP is teljestil. Az IL? C ILP tartalmazas tehat valéban igaz. W
Megjegyzések. 1° Egyszertien megmutathaté, hogy (példaul) a LP(0,1) terek
szigordan egymdsba vannak skatulydzva. Valéban, ha fo(z) := = (z € (0,1)),
akkor

1

fa € LP(0,1) = <,

ezért
fo € LP\LY, hap<l<yg,

tehdt tetszéleges p < ¢ esetén ILP \ LY £ ().

2° Az elobbi tételben lényeges a mérték végességére tett feltétel.

2.4.5. Normakonvergencia. A IL? terek teljessége

Az 1P tereken definialt norméval fiiggvénysorozat normakonvergencigjat lehet
(természetes médon) értelmezni.

Definicié. Legyen 1 < p < 400. Azt mondjuk, hogy az (f,,) C L? fliggvénysorozat
az P tér normajaban konvergens, ha

3 fel’: lim|f,— fll, =0.
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Nyilvan LP-beli sorozatok Cauchy-tulajdonsaga is értelmezheto:

Definicié. Legyen 1 < p < +oo. Az (f,) C L* fiiggvénysorozatot Cauchy-
sorozatnak nevezziik, ha

Ve>0hoz 3 NeN: Vnm> N-re |f,— fullp <e.

Az P terek egyik legfontosabb tulajdonsaga az, hogy R-hez hasonléan itt is igaz
a Cauchy-féle konvergenciakritérium, azaz fiiggvénysorozat (norma)konvergencidja
ekvivalens a fliggvénysorozat Cauchy-tulajdonsagaval.

9. tétel (Riesz—Fischer-tétel?). Legyen (X,Q, ) egy tetszéleges mértéktér. Ekkor
minden 1 < p < +oo kitevd mellett a (P, | - ||,) normdit tér teljes, azaz Banach-
tér. Ez azt jelenti, hogy minden LP-beli (f,) Cauchy-sorozat az LP tér normdjiban
konvergens, vagyis létezik olyan f € ILP figguény, hogy

l — full, = 0.
Jim f = fall, =0

Bizonyitas. Az éllitas bizonyitasdnak Riesz Frigyes-féle alapgondolata a kovetkezo:

Az 1P tér tetszdleges (f.) Cauchy-sorozatdbol kivdlaszthato olyan (fnk)
részsorozat, amelyik az X -en p-m.m. (pontonként) konvergdl egy f € LP
fugguényhez.

Ezt felhasznalva mar viszonylag egyszeriien meg lehet mutatni, hogy az egész (f,,)
sorozat ehhez az f fliggvényhez tart az ILP tér norméjaban.

1. Legyen el6szor 1 < p < 400, és vegyiink egy tetszdleges (f,,) Cauchy-sorozatot
az ILP térbol, azaz tegyiik fel, hogy

Ve >0-hoz IN €N: Vn,m> N-re ||f,— fumll, <e. (2.8)
Ekkor kivalaszthaté egy n; < ng < --- indexsorozat ugy, hogy
1
||fnk+1 _fnk||p< % (k: 172"")'
[Valéban, (2.8) miatt van olyan n; index, hogy || fn — full, < 3 minden m,n > ny-re;

vegyiik ezutdn ny > ny-et tigy, hogy || fm — fully < & teljesiilion minden m, n > ny
esetén, s.i.t]

2Riesz Frigyes és a német E. Fischer egymadstdl fiiggetleniil talaltdk 1907-ben; mindketten a
périzsi akadémia Comptes Rendus-jében kozolték, Riesz két honappal elébb, mint Fischer.
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(a) Megmutatjuk, hogy az igy kivalasztott (f,,) részsorozat az X-en p-m.m.
konvergdl egy f : X — R fiiggvényhez. Legyen

9K —Z!fw fuel & gi= lim gK—ZmW fuel- (29)

(Mivel a (gK) fiiggvénysorozat monoton novekedo, ezért g valéban ,,jél definidlt”
X — R tipusu fiiggvény.) Vildgos, hogy minden K természetes szamra gx € LP
(vagyis gt € L) és a normara vonatkozé hdromszog-egyenlStlenség miatt

1/p K K 1
Jowcll, = ([ hedn)™ <3 M = full, <> g < 1,
k=

X 1 k=1

tovdbba ¢k ' ¢? (K — +00) pontonként az X halmazon. A Beppo Levi-tételt
alkalmazva kapjuk, hogy

P — 3 D — : D <
/g dp /Klggoo(gK)u Klgfoo/gK dp < 1,
X X X

és ez azt jelenti, hogy g Lebesgue-integralhaté (¢ € L', illetve g € ILP), kovetkezés-
képpen ¢P, tehat g is véges értéket vesz fel p-m.m. az X-en. Ezt viszont ugy is

fogalmazhatjuk, hogy a
Z(fnk+1 - fnk)

k=1

fiiggvénysor az X-en p-m.m. abszolit konvergens. Az abszolut konvergencia maga
utan vonja a konvergenciat is. Legyen

+oo
J=fn + Z(fnk+1 - fnk)
k=1

(Ez a fiiggvény X-en py-m.m. egyértelmilien van definidlva.) f tehdat az

K-1
K :fn1+Z(fnk+1_fnk> :an (KEN)

k=1

fiiggvénysorozat p-m.m. hatarfliggvénye. Igazoltuk tehat azt, hogy a kivalasztott
( fnk) részsorozat pu-m.m. konvergens.
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(b) Most megmutatjuk, hogy az (f,, ) sorozat az P tér normdjaban is tart az
f fiiggvényhez. Valéban, a fentiek szerint

+o0
1f = skl =1 = fal D |foen = f| <9 (K €N).
k=K

Ebbdl és g € LP-bél kovetkezik, hogy f — fn, € LP, és ezért f € LP is teljesiil. Az
(| f=faxl?s K €N ) fiiggvénysorozatra a Lebesgue-féle konvergenciatételt alkalmazva

1f = faxll, =0 (K — +00) (2.10)

adodik.
(c) Végil az
Lf = Fallo S Wf = farcllp + i = Fully

egyenlétlenséghol kovetkezik, hogy az egész (f,,) sorozat is f-hez tart az LP-norméban.
Valéban, az utolsé Gsszeg elsé tagja (2.10) miatt, a masodik tagja pedig ( f,,) Cauchy-
tulajdonsdga miatt tart 0-hoz, ha n,ng — 4o0.

A Riesz—Fischer-tételt az 1 < p < +00 esetben tehat bebizonyitottuk.

2. Ha p = +o0, akkor a fenti bizonyitasban csak a
11}1(11 ||f - anHP =0

relacié igazolasa igényel némi moddositast, ti. ekkor a Lebesgue-tétel nem alkalmaz-
haté. Azonban

||fnk+1 - fnk”oo < Qlk (k € N)v

amibol egyszertien kapjuk a

ank+m - fnkHOO < Qk;—l (k € N)>

becslést. Innen viszont |f — fn,| < 71 p-m.m. (k € N) adédik, azaz

kovetkezésképpen lilgn lf = farllo=0. W

Megjegyzés. A p = +o0o hataresetben az L™ tér teljességét a (C’[a, b, || - Hoo) tér
teljességének bizonyitdsanal kovetett médon is beldthatjuk: Legyen (f,,) egy L°°-
beli Cauchy-sorozat. Adott k természetes szamhoz tehat létezik olyan Nj index,
hogy

Vm,n > Nj-ra.

| =

Hfm - an]LOO <
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A || - ||L=~ norma definicidja alapjén létezik olyan E,,, C X p-nullamértékii halmaz,
hogy
1
) = B <+ (2 € X\ By mon> )
Legyen
+oo
Ey= |J Emn
m,n=DNy
Ekkor pu(Ey) =0 és
1
| fn(2) — fu(z)] < % Vo e X\ Epra ésVm,n > Nyra. (2.11)

Vilagos, hogy az F := Ui E C X halmaz is p-nullamérték. A fentiek alapjan tehat
minden z € X \ E pontban (f,(z)) egy R-beli Cauchy-sorozat; jeloljikk f(z)-szel
a hatérértékét. A (2.11) egyenlStlenségben az m — +oo hataratmenetet elvégezve
kapjuk, hogy

1
|f(z) — fu(z)] §% Vo e X\ E-re ésVn > Nyra,
amibdl kovetkezik, hogy f € L™ és ||f — fu|lL~ < 7 minden n > Ny, indexre, és ez
azt jelenti, hogy || f — fallLe — 0, ha n — +oo. Az (L*, || - [~ ) normalt tér tehat
valéban teljes.

2.5. FEuklideszi terek és Hilbert-terek

Motivacié: R3-ban a skaldris szorzat. Skaldris szorzattal fejezhetd ki vektorok
szoge, merolegessége, vetiilete, tavolsaga, és maga a norma, a vektor abszolut értéke
is. Ezért azok a linedris terek, amelyekben R3 példajara a skaldris szorzat van
értelmezve, varhatéan sokkal tobb hasonlésagot mutatnak a kozonséges harom-
dimenzids vektortérrel, mint azok, amelyekben nincs skalaris szorzat.

Definicié. Az (X (e )) rendezett part euklideszi térnek nevezziik, ha

1° X linearis tér a K szamtest felett;

22 (-, -) pedig olyan (-,-) : X x X — K fiiggvény, amelyik tetszéleges z,y,z € X
elemre és A\, Ay € K szamra eleget tesz az alabbi kovetelményeknek:

(i) (z,y) = (y,2);

(i) Mz + Ay, 2) = Ai(z, 2) + Ao (y, 2);
(iii) (x,x) > 0;

(iv) (z,2) =0 <= x=040.
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A (-, ) leképezést skalaris szorzatnak nevezzik.

Ha K = R, akkor valds, ha K = C, akkor pedig komplex euklideszi térrol
beszéliink. Ha a skalaris szorzat a szovegkornyezetbol nyilvanvalé, akkor egyszeriien
X-et frunk (X, (-,-)) helyett. X elemeit vektoroknak is nevezziik.

Minden euklideszi térnek van természetes normaja:

1. tétel. Az (X, (")) euklideszi téren az
el = vz, z)  (z € X)

fuigguény norma az X linedris téren, tehdt minden euklideszi tér egyittal normdalt
(tehdat metrikus) tér is. Ezt a normdt a skaldris szorzat dltal indukdlt normdnak
nevezzuk.

Minden X euklideszi térben igaz a Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenség;:

[l <zl [lyll - (=9 € X)

és a paralelogramma-azonossag;:
lz+yl* + llz = ylI* = 2lz* + 2lyl* (2,5 € X).

2. tétel (Neumann Jénos tétele). Az (X, | -||) normdlt térben a norma akkor
és csak akkor szarmaztathato skaldris szorzatbdl (azaz X euklideszi tér), ha minden
x,y € X esetén igaz az

lz+yl* + llz — ylI* = 2(|l=[* + 1y [I*)
un. paralelogramma-egyenldséyg.

3. tétel. Az
(a) R™ (n € N),
(b) 17
(c) €10, 1],

(d) L[0,1]
tereken értelmezett || - ||, (1 < p < +o00) norma akkor és csak akkor elégiti ki a
paralelogramma-egyenloséget, ha p = 2.

Definicié. Az (X (- >) euklideszi teret Hilbert-térnek nevezziik, ha a skaldris
szorzat altal indukalt norméaval nyert normalt tér teljes.
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Példak Hilbert-terekre

o Az R" euklideszi tér. A szokdsos miiveletekkel elldtott R™ linearis téren
az

<$7y> = Zxk‘yk (:B = (l‘l, cee 7$n)7y = <y17 s 7yn) € Rn)
k=1
fiiggvény skaldris szorzat. Az indukalt
2]l := v/ (z,z)  (z €R")

norméaval R” teljes, tehat (R", (-, )) egy véges dimenzids Hilbert-tér.
o A [’-tér. Az

+oo
?i={(z,) :N=R | 3 |2, < +oo}
n=1

halmaz a sorozatok kozotti szokasos miveletekkel egy R feletti linedris tér, ezen az

<I,y> = anyn (l‘ = (In), Y= (yn) S l2)

fiiggvény skalaris szorzat. Az indukalt norma ebben az esetben

+00 1/2
]l = vz, z) = (Z\W) =izl (z el

[? ezzel a normaval teljes, ezért (12, (-,-)) Hilbert-tér.

e A L2-terek. Legyen (X,, i) egy mértéktér. Tekintsiik az

LA(X,Q, p) := {f:Xﬁ@‘/X|f|2<+oo}

fiiggvényteret, és legyen

il = /X FPdp (f e AX.Qp). (2.12)

ahol nem tesziink kiilonbséget két fliggvény kozott, ha azok p-m.m. egyenlok.
Emlékeztetiink a Riesz—Fischer-tételre, amely szerint L*(X, ), i) ezzel a normaval
Banach-tér.
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Egyszertien igazolhatd, hogy az

<ﬁm:3Lfmm (f.g € L*(X, . 1)

egyenloséggel értelmezett fliggvény kielégiti a skalaris szorzat kovetelményeit, emel-
lett ebbdl a skalaris szorzatbol szarmaztatott

1A= (f € LA(X, Q)

norma megegyezik a tér (2.12) alatti normajaval, ezért (L*(X,Q,p), (-,-)) Hilbert-
tér.

o Az [*(I)-tér. Legyen I C R egy nemdegeneralt R-beli (korldtos vagy nem
korlatos) intervallum, és tekintsiik ezen a Lebesgue-féle mértékteret. L2(I)-vel
fogjuk jelolni az el6z6 példa specidlis eseteként adédo Hilbert-teret.

Megjegyzés. Legyen I C R egy nemdegenerdlt korldtos intervallum. Jelolje
C(I) az I kompakt intervallumon értelmezett valés értékil folytonos fiiggvények
»szokdsos” linedris terét. Azt mar tudjuk, hogy C(I) euklideszi tér az

ugw:[ﬂmmmm (f.9 € C(D)

skalaris szorzatra nézve, sot azt is lattuk, hogy ez a tér nem teljes, tehat nem Hilbert-
tér.

Megmutathaté, hogy a C(I) halmazhoz , alkalmas” fiiggvényeket hozzavéve ez
a tér teljessé tehetd, vagyis alkalmas Hilbert-tér stirti alterének tekintheto. Bebi-
zonyithaté, hogy a C(I) teljessé tételével kapott Hilbert-tér éppen az L*(I)
Hilbert-tér lesz.

e Az [2(I) Hilbert-terek. Tegyiik fel, hogy I egy R-beli nyilt intervallum és
w : I — R pedig a szokasos Lebesgue-mértékre vonatkozélag mérheto, m.m. nem-
negativ fiiggvény. Tegyiik fel, hogy w integralhaté I minden kompakt részinterval-
luman, és jeloljiik Z-vel azon korlatos intervallumok félgytrajét, amelyek lezarasa
is I-ben van. A u(J) := [, w(t)dt képlet véges mértéket definidl Z-n. Tekintsiik a
hozzé tartozé integralelméletet, és jeloljiikk L2 (I)-vel a megfeleld L? teret. A w =1
esetben visszakapjuk az L*(I) teret.

Nem nehéz igazolni azt, hogy L2 (I) az

Uy%z[f@ﬁﬂwwﬁ (f.0 € I2(D)

skalaris szorzattal szintén Hilbert-tér. A fenti tulajdonsagiu w fiiggvényt sulyfigg-
vénynek szokas nevezni.
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Egy Hilbert-térben alapvet6 fogalom az ortogonalitas. A H-beli x és y vektorok
egymasra ortogondlisak (merélegesek) — jelolésben = |y —, ha (x,y) = 0, azaz
a két vektor skaldris szorzata nulla. Azt mondjuk, hogy az x € H vektor ortogondalis
az M C H halmazra — jelolésben x 1. M —, ha x ortogonélis az M minden elemére.
Végiil a H Hilbert-tér My és My részhalmazat eqymdsra ortogonalisnak nevezzilk —
jelolésben My 1 My —, ha M, barmely eleme ortogonélis My minden elemére. Nyil-
vanvald, hogy a 6 nullvektor ortogonalis H minden elemére és egyiuttal H minden
részhalmazara.



3. A legjobb approximacié problémakore
Ebben a fejezetben az approximacidéelmélet néhany alapfeladataval foglalkozunk.

3.1. A probléma felvetése és absztrakt negfogalmazasa

Az elemi geometriaban lattuk, hogy milyen fontos szerepet jatszik pont és egyenes
tavolsaganak a fogalma. Az zy pontnak és az M egyenesnek a tavolsdgan a pontbol
az egyenesre allitott merdleges szakasz d hosszat értettiik, és ezt a definiciét ekvi-
valens modon atfogalmaztuk:

Vegyiik zgp-nak és az egyenes tetszoleges y
pontjanak a gs(xg,y)-nal jelolt tdvolsagat.
Ekkor d ezek koziil a lehet6 legkisebb:

d = min {0s(z0,y) |y € M} = 02(x0,Y0)-

Ugyanigy értelmeztiikk pont és sik tavolsagat. Nyilvanvalo, hogy ez a fogalom
tetszoleges metrikus térben is bevezethetd. Motivacioként gondoljunk még Csebisev
klasszikus tételére. A (C [a, b], QOO) metrikus térben hasonlé médon értelmezhetjiik
egy f € Cla,b] fliggvénynek P,-tél, vagyis a legfeljebb n-edfoki polinomok hal-
mazatdl vett tavolsagat. Csebisev tétele azt allitja, hogy P,-ben pontosan egy f-hez
legkozelebbi polinom taldlhaté. Mar ez az egyetlen példa is elég indok arra, hogy a
szoban forgd fogalmat érdemes (elsé kozelitésben metrikus térre) altalanositani.

Definicié. Az (X, p) metrikus térben az z, pont és a nemiires M C X halmaz
tavolsagat igy értelmezziik:

d(wo, M) := inf{o(zo,y) | y € M}.

Ezt a szdmot az xo pont M-beli elemekkel valé legjobb kozelitésének is
nevezziik.

Lassuk el6szor a definicié néhany egyszert kovetkezményét. Tetszoleges xy € X
pont és nemiires M C X halmaz esetén a kovetkezo allitasok érvényesek.
e A széban forgd infimum létezik és d(xq, M) > 0.

e Van olyan M-beli (y,) sorozat, amelyre o(xg,y,) — d(zo, M) (n — +00).
Valéban, az infimum definicidja alapjan minden n € N esetén 1étezik olyan y, € M,

61
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hogy
d(zo, M) < 0(x0,yn) < d(wo, M) + L.

Az (y,) C M sorozatot az o pont egy minimalizal6 sorozatinak nevezziik.

o A d(xzo, M) = 0 specialis esetre az aldbbi ekvivalencidk érvényesek:

d(xg, M) =0 <= Ve>0-hoz dJye M: o(xy,y) <c¢;
= 10 € M;
<~ d(yn) CM: o(xo,yn) — 0 (n — +00).

A d(zg, M) = 0 egyenl6ség tehat azt jelenti, hogy az xg pont tetszéleges pontossdggal
megkozelitheté (approximélhatd) M-beli elemekkel.

o A {o(xg,y) |y € M} C M szdmhalmaznak altaldban nincs legkisebb eleme.
Ha van, akkor a halmaznak van minimuma, és ez az infimummal egyenld. Ekkor
tehat létezik olyan yo € M, amelyre a

d(zo, M) = o(x0,y0) (= min{o(zo,y) | y € M})

egyenloség teljesiil. Ilyenkor azt is mondjuk, hogy a d(zg, M) tdvolsdg yo-lal re-
alizalodik. A véltozatossag kedvéért yo-ra is tobb elnevezést hasznalunk. Azt fogjuk
mondani, hogy ¥

— egy, az xy ponthoz legkozelebbi M-beli elem,

— minimalis tavolsagra van xg-tdl,

— az x pont egy minimalizal6 eleme,

— egy, az ro pontot legjobban megkozelité M-beli elem.

A kovetkezo kérdéseket vetjiik fel.

1. A létezés problémaja. Adott xqg € X és M C X esetén vajon létezik-e
ro-at legjobban megkozelité M-beli yy elem? Milyen feltételek mellett igaz az, hogy
minden zy € X-hez van ilyen y,?

2. Az egyértelmiiség problémaja. Ha xg-hoz létezik legjobban kozelito
elem, akkor az milyen feltételek mellett lesz egyértelmii?

3. A jellemzés problémaja. Létezés és egyértelmiiség esetén hogyan lehet
jellemezni a legjobban kozelito elemet.

4. Az elBallitas probléméaja. Ha az els6 két (harom) kérdésre pozitiv a
vélasz, akkor hogyan lehet a legjobban kozelit6 elemet explicit médon (pontosan)
vagy numerikusan eléallitani.

5. Meg lehet-e hatérozni d(zg, M)-et? Ha nem, akkor milyen ,,j6” fels6 becslést
lehet erre megadni?
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Az approximaciéelmélet a fenti problémakra ad teljes vagy részleges valaszt
akkor, amikor kiilonbozé fiiggvényosztalyokban, kiilonb6z6 normalt terekben levo
fiiggvényeket kozelitiink M-beli elemekkel, ahol M bizonyos ,,jol” kezelhetd fiigg-
vényekbdl (pl. algebrai vagy trigonometrikus polinomok, spline-fiiggvények) allé
halmaz.

A részletek ismertetése elott lassunk néhany egyszert példat.

e A kozonséges haromdimenzids térben (vagyis az (]R3 , gg) metrikus térben)
tetszoleges xg pont és M egyenes esetén pontosan egy zo-t legjobban megkozelito
Yo € M pont l1étezik, és ezt a merdlegességgel lehet jellemezni.

e Ha az (R?, g2) metrikus térben M := k;(0) az origd kozéppontd 1-sugari
nyilt korlap, xo pedig a (2,0) koordindtaji pont, akkor M-ben nyilvéan nincs z-hoz
legkozelebbi pont. Ha a zart korlapot vessziik, akkor egyetlen xg-hoz legkozelebbi
pont van.

e Ha az (Rz, QOO) metrikus térben M := k;(0) (azaz M az orig6 kdzépponti, a
tengelyekkel parhuzamos 2 egység oldali zdrt négyzet), zq pedig a (2, 0) koordinataju
pont, akkor M-ben végtelen sok x¢-hoz legkozelebbi pont van. (Melyek ezek?)

e Csebisev tétele azt éllitja, hogy az (C’ [a, b], goo) metrikus térben minden f €
Cla, b] fiiggvény esetén P,-ben pontosan egy f-hez legkdzelebbi polinom taldlhatd.

A tovabbiakban a felvetett problémak koziil az csak elsé kettovel foglalkozunk.
Az iménti példak azt mutatjak, hogy pozitiv vdlaszhoz eqyrészt az X térre, mdsrészt
pedig az M halmazra is kell kiegészito feltételeket tenni.

3.2. A legjobban kozelito elem létezése metrikus terekben

A legéltaldnosabb térstrukturankban, vagyis metrikus terekben kompakt részhal-
mazok esetén mar biztosithato a legjobban kozelité elemnek a 1étezése.

1. tétel. Az (X, o) metrikus tér tetszdleges M C X kompakt részhalmaza esetén
minden xo € X ponthoz van legkozelebbi M -beli yo pont, azaz

Vaxg € X-hez Jyo € M : o(xo,yo) = d(zo, M).

Bizonyitas. Legyen d := d(xo, M) = inf{o(zo,y) | y € M}, és vegyiink egy (z,)
minimalizalé sorozatot, azaz tegyiik fel, hogy

(z) C M :  o(xg,2z,) — d, ha n— +oc.
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Mivel M kompakt, ezért (z,)-nek van olyan konvergens (z,,) részsorozata, ame-
lyiknek az yo hatarértéke M-ben van. Megmutatjuk, hogy yo az x¢ ponthoz legko-
zelebbi M-beli elem, azaz o(xg,y0) = d. Valéban, a hdromszég-egyenl6tlenség miatt

o(xo, yo) < 0(zo, 2n) + 0(2n, 20)-

A bal oldal itt n-tol fiiggetlen, a jobb oldal pedig n;, — 400 esetén d-hez tart,
ezért o(xg,yo) < d. Masrészt yo € M, ezért a o(xo,y0) > d egyenlStlenség is igaz,
kovetkezésképpen o(xg,y0) =d. B

Megjegyzés. A bizonyitdsban szerepld (z,) sorozat barmely () # M C X halmaz
esetén korldtos. Val6ban, van olyan n € N, amellyel pl. o(zg,2,) <d+1 (n > N)
teljesiil. Ezért az

7= 1max {d + 17 Q(x07 Zl)) Q(x07 ZQ)’ R Q(ﬁl?o, ZN—l)}

jeloléssel o(xg, z,) < 1 (n € N), azaz (2,) C ky(x0). Igy a bizonyitdsban az M kom-
paktsaga helyett csak az M halmaz un. kvdzikompaktsagdat hasznaltuk ki; tehat azt,
hogy barmely korldtos (z,) C M sorozatnak van M-ben konvergens részsorozata.
Példaul (R”, goo)-ben (n € N) minden nemiires zart M halmaz kvazikompakt.

3.3. Approximacios tételek normalt terekben

Most valds (X, ]| - ||) normélt terekben tanulményozzuk a legjobban kozelité elem
létezésének és egyértelmiiségének a problémajat. Az zy € X pontnak és a nemtires
M C X halmaznak a tavolsadga ebben az esetben

d(wo, M) = inf {|[zo —yl| | y € M}.

Az M halmazra vonatkozdan két esetet fogunk vizsgdlni:
o M wvéges dimenzios altér X-ben,
o M C X konvex és zart halmaz.
3.3.1. Altértol vett tavolsag

A létezés problémaja

Tegyiik fel, hogy M az X normélt (tehdt specidlisan metrikus) tér egy altere. Ez
altalaban nem kompakt, ezért az el6z6 tételiink kozvetleniil nem alkalmazhato.
Emlékezziink viszont arra, hogy egy véges dimenzios térnek egy részhalmaza pon-
tosan akkor kompakt, ha korlatos és zart, és ilyen halmazokat konnyen ki tudunk
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jelolni. Ezeket az észrevételeket felhasznalva megmutatjuk, hogy normadlt tér tet-
szOleges véges dimenzios alterében mindig van minimalizal6 vektor.

2. tétel (a legjobban kozelité elem létezése). Legyen M az (X, || - ||) normdlt tér
véges dimenzios altere. FEkkor barmely xo € X elemhez van hozzd legkozelebbi
M -beli yy vektor, azaz

Vag € X-hez Jyg€ M: |zog— ol = d(xg, M).

Bizonyitas. Vegyiik az altér egy & € M rogzitett pontjat, és jeloljiik M*-gal azon
y € M vektorok halmazat, melyekre az ||y — zo|| < ||xo — &|| egyenlétlenség teljesiil:

M= {ye M | Iy - aoll < o — €]} € M.

Ekkor M* a véges dimenzidés M altér egy korlatos és zart, kovetkezésképpen kompakt
részhalmaza. Az 1. tételbdl tehat kovetkezik az allitas. W

Az egyértelmiiség problémaja

Ez a létezés problémajanal mar nehezebb. Erdemes megint egyszeri példakbdl ki-
indulni. Tekintsiik a kiilonbozé normakkal elldtott R? sikot. Egyszerii észrevenni,
hogy a norma megvalasztasatol fligg a legkozelebbi elem egyértelmiisége.

o Tekintsiik az euklideszi normdval elldtott sikot, azaz legyen X := R? és
| -1l :== | - |l2- Vegylink egy M C R? alteret, vagyis egy origén dtmend egyenest és
egy o € R? pontot. Az elemi geometriabdl tudjuk, hogy ekkor barmelyik z, € R?
pont esetén az M egyenesen egyetlen olyan yo € M pont van, amelyik legkdzelebb
van az xg-hoz.

e Vegyiik most a mazimum-normdval ellatott sikot (X :=R2 || -] :== |- ||leo),
és tekintsiik az xy := (0, 1) pontot, valamint az y = 0 egyenletii egyenest, vagyis az

M = {(z1,0) € R* | 7; € R} C R?

alteret. Vilagos, hogy ekkor M-ben végtelen sok xy-hoz legkozelebbi yy € M pont
van.

Ha yo := (y,0) és |y| < 1, akkor [|x0—yo|ec =
1, tehat minden ilyen y, pontra igaz, hogy

o — wol| = d(wo, M) = 1.
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Ez a két egyszerii példa azt mutatja, hogy az egyértelmiiséghez a normara tovabbi
feltételt kell tenntink. A kérdés persze az, hogy a norméanak milyen tulajdonsagéan
mulik az egyértelmiiség. A valasz kereséséhez nézziik meg a fenti két esetben az
eqységgomboket!

T )

1 1

0 PR N P
N SI

Az els6 szembetling kiilonbség az, hogy a mésodik esetben az egységgomb-feliilet
tartalmaz szakaszt, az elsé esetben pedig nem. Kideriilt (és ezt hamarosan meg is
fogjuk mutatni), hogy az egyértelmiiség az egységgdmb-feliiletnek ezen geometriai
tulajdonsagan mulik. A részletek pontositasa elott ennek a szemléletes fogalomnak a
,geometriatol mentes” értelmezését kell megadnunk tetszoleges normélt térre. Ezek
utan elég , természetes” a kovetkezo

Definicié. Az (X, | -||) normalt teret szigortian konvexnek nevezziik akkor, ha
az X-beli origd kozéppontu egységgomb-feliilet nem tartalmaz szakaszt, azaz ha

r+y
2

]l = llyll =

H:1 = T=y

Erdekes az a (nem nyilvanvald) tény, hogy ezt a geometriai tulajdonsdgot tisztan
algebrai uton is lehet jellemezni. Induljunk ki a normalt terekben alapveto szerepet
jatszo

lz +yll < [lzll + llyll (3.1)

haromszog-egyenlotlenséghol, és vessiik fel azt a kérdést, hogy vajon mikor &ll itt
fenn az egyenléség. Az vilagos, hogy tetszoleges normalt térben az egyirdanyi vek-
torokra (x és y ilyenek, ha y = Az valamely A > 0 szamra) (3.1)-ben egyenl6ség
van. A fenti két példdban konnyfi ellenérizni, hogy az euklideszi norma esetén (3.1)-
ben csak az egyiranyu vektorokra van egyenldség, a maximum-normara ez azonban
nem igaz (tekintsiik példaul az egységgomb-feliilet valamelyik szakaszat). Ez azt
jelenti, hogy tetszoleges normalt térben a normatdél fiigg, hogy milyen vektorokra
all fenn az egyenl6ség a haromszog-egyenlotlenségben. Szigorian normdalt térnek
fogjuk nevezni a teret akkor, ha a haromszog-egyenlttlenségben csak az egyirdanyu
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vektorok esetén all fenn az egyenléség. Meg fogjuk mutatni, hogy a norméanak ez az
algebrai tulajdonsaga ekvivalens a fentebb bevezetett geometriai tulajdonsaggal.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az (X, || - ||) normalt tér szigoriian normadlt, ha

minden z,y € X esetén

[z +yll = llzl + vl == 3A=0: y=A

3. tétel. Az (X, | -||) normdlt tér akkor és csak akkor szigorian konvez, ha szigo-
rian normdlt.

Bizonyitas. Tegyiik fel eloszor azt, hogy a tér szigorian normalt, és mutassuk
meg, hogy ekkor szigorian konvex is. Vegyiink olyan z,y € X vektorokat, amelyekre
fennall az

T+y
pum— = pum— 1
ol =l = | 5|
egyenloség. Ebbol az kovetkezik, hogy
H 2 + 2 2 + 211

z

Mivel az X tér szigortian normdlt, ezért & = A3, azaz y = Ar valamilyen A\ > 0
szamra. r és y normaja azonban 1, ezért A\ = 1, azaz x = y. Ez azt jelenti, hogy a
tér szigorian konvex.

Most tegyiik fel, hogy az X szigoruan konvex tér, és lassuk be, hogy szigorian
normalt is. Ehhez elég bebizonyitani azt, hogy ha a nemnulla vektorokra fennall az
|z +y|| = ||| + |ly|| egyenldség, akkor IX > 0 : y = Az. Tegyiik fel tehdt, hogy
z,y € X\ {0} és

Iz +yll = llzll + [yl (3.2)

Abban az esetben, ha x és y norméja megegyezik, mar készen is vagyunk, ti. a
szigoru konvexitdsbdl (a norma homogenitasanak a felhasznalasaval) rogton kovet-
kezik az x = y egyenloség.

Az (3.2)-ben azonban nyugodtan feltehetjiik, hogy ||z|| = ||y||, mert

|z +yll =z +lyl = Vu>0ra: |z+py|l =z -+ |pyl (3-3)
Ennek az éallitasnak a bizonyitasa 0 < p < 1 esetén az

lz|l + llyll = llz +yll = [z + py + (1 = wyll < ||z + pyll + 1 = @)yl <
< lzfl + eyl + @ = @yl = llzl] + wllyl + @ = @yl = llz]] + |yl
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egyenlStlenség- (de valdjaban egyenléség-) lancbdl kovetkezik. Az x és y szerepét
feleserélve ebbdl a minden 0 < v < 1-re igaz |[vx + y|| = ||vx| + ||y| egyenldséget
kapjuk, és ebbél v-vel val6 osztds utan adédik (3.3) a p > 1 esetre is. W

A nevezetes normalt tereinkre ebbdl a szempontbdl a kovetkezok érvényesek.
Példak.
e Az (R", ]| - ]|,) terek 1 < p < 400 esetén szigortian normaltak/konvexek, de

ha p =1 és p = 400, akkor nem azok.

o Az (IP,|| - ||p) terek 1 < p < +00 esetén szigortian normaltak/konvexek, de
ha p =1 és p = +o0, akkor nem azok.

o A (LP(I), || ||zr) (I C R nemelfajulé intervallum) terek 1 < p < +00 esetén
szigoruan normaltak /konvexek, de ha p =1 és p = 400, akkor nem azok.

(A pozitiv éllitasok a megfelel6 Minkowski-egyenl6tlenségekbél vezethetok le. A
negativ esetekben pedig viszonylag egyszerii ellenpélddakat lehet megadni.)

e A (Cla,b], ] |loo) normalt tér nem szigorian konvex/normalt. Tekintsiik ui.
a kovetkezo fiiggvényeket:

L2
VI
a b 1 a 1

Vildgos, hogy ||f + glleo = || f]lee + [|9]lo0, de nincs olyan A > 0 szdm, hogy f = Mg,
ezért a tér nem szigoruan konvex.

e Minden (H,(-,-)) Hilbert-tér szigorian normalt/konvex. Ez az aldbbi
(egyszerlien bebizonyithato) allitdsokbdl kovetkezik: ha z,y € H és
@y =l = =Xy (AeR),
[z +yll =l +llyll = {zy) =Nzl -yl

Most megmutatjuk, hogy szigorian konvex/normalt terekben tetszéleges pontot
és barmelyik véges dimenzids alteret véve pontosan egy olyan altérbeli pont van,
amelyik legkozelebb van a kivalasztott ponthoz.

4. tétel (a legjobban kozelité elem egyértelmiisége). Legyen M egy véges dimenzids
altér az (X, | - ||) szigorian konvex/normdlt térben. Ekkor minden xzo € X ponthoz
létezik pontosan eqy, tole minimdlis tdvolsdgra levd yy pont M-ben, azaz

V xg€ X-hez FlyeM: |xo—yol = d(zo, M).
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Bizonyitas. Az y, pont létezése az 2. tételbol kovetkezik.
Az egyértelmiiség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy az vy és y; M-beli elem mind-
egyike minimalizal6 vektor, azaz

|20 — yoll = llzo — yoll = d(zo, M) =: d. (3.4)

El6szor azt mutatjuk meg, hogy ekkor az v,y pontokat Osszekétd szakasz felezo-

pontja, vagyis az az yOTeré pont is egy legjobban kozelité elem. A haromszog-

egyenlotlenség alapjan egyrészt

_ (o = o) + (w0 = yo)ll _ lzo = woll + [lzo — woll _

5 < 5 d.

. Yot Y
0 2

Masrészt az M egy altér, ezért a felez6pont is hozza tartozik M-hez, azaz % e M.

Ekkor viszont d értelmezése miatt on — % > d, tehat
+ /
o — % —d. (3.5)

Ha d = 0, akkor nyilvan xy = yo = y,. Ha d > 0, akkor (3.4) és (3.5) alapjan
kapjuk, hogy
_ yotyp

2
d

/
To — Yo Zo

d

To — Yo

=1.
d

Mivel az X tér szigortan konvex, ezért ebbdl az kovetkezik, hogy yo = v, és ez az
allitas bizonyitasat jelenti. W

3.3.2. Zart és konvex halmazoktdl vett tavolsag

Most nézziik a legjobb approximécié problémajat abban az esetben, ha M nem
altere az X normaélt térnek. Nem til nehéz meggondolni, hogy a minimalizal6 elem
létezéséhez és egyértelmiiségéhez M-nek legalabb zdrtnak és konvexnek kell lenni.
Az is varhato, hogy az egyértelmiiséghez a normaéra is kell tenni valamilyen feltételt.
Ezt nem egyszerti megtaldlni. A végeredmény:

Definicié. Azt mondjuk, hogy az (X, | - ||) normalt tér egyenletesen konvex, ha

Ve>0-hoz36>0: |z||=|y||=1 és HIT—HJH>1—5 = |z -yl <e
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Az egyenletes konvexitas az egységgomb-feliilet egy geometriai tulajdonsigat fe-
jezi ki: ha azon olyan pontokat vesziink, amelyeket 0sszekoto szakasz felezopontja
kozel van a feliilethez, akkor a két pont kozel van egymaéshoz:

egyenletesen konvex nem egyenletesen konvex

Megjegyzés. Az egyenletes konvexitasnak egyfajta algebrai interpretaciéja is ad-
haté. Emlékeztetiink arra, hogy euklideszi terek fontos tulajdonsaga a paralelogram-
ma-azonossag:

lz+yll* + llz — yl* = 2[l«]* + 2]l

Ez normalt terekben altaldban nem igaz. Az egyenletes konvexitast felfoghatjuk ugy
is, mint ennek az azonossiagnak egy gyengitett valtozatat.

5. tétel (az egyenletes konvexitds és a szigori konvexitds kapcsolata).  Ha az
(X, || - ||) normdlt tér egyenletesen konvez, akkor szigorian konvex is.
Ha az (X, || - ||) normdlt tér szigorian konvex és véges dimenzids, akkor egyen-

letesen konvex 1s.

e Véges dimenzioban a két fogalom ekvivalens.
o A tétel els6 felében levo allitas megforditdasa nem igaz!
e A korabbi szigoruan konvex példak mindegyike egyenletesen konvex is.

Az alaptétel: Szdékefalvi-Nagy Béla, 1942.

6. tétel. Legyen (X,|| - ||) egyenletesen konver Banach tér és M C X tetszéleges
nemaures konvex zdrt halmaz. Ekkor minden xo € X ponthoz létezik pontosan egqy,
téle minimalis tavolsagra léve M -beli yo pont.

3.3.3. Approximacios tételek konkrét fiiggvényterekben

Alkalmazzuk most a legjobban kozelité elem létezésére és egyértelmiiségére vonat-
kozé édltaldnos eredményeket (1. a 2. és a 4. tételeket) konkrét fiiggvényterekre.
Tekintsiik el8szor a folytonos fiiggvények (Cla,b], | - ||s) normélt terét. A 2. tétel
kozvetlen kovetkezménye az alabbi

7. tétel. Legyen f € Cla,b] folytonos figguény. Ekkor minden n természetes
szamhoz létezik f-et egyenletesen legjobban megkdzelito legfeljebb n-edfoki p, algebrai
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polinom, az

vV f € Cla,b]-hez és ¥Yn € N-hez Ip, € P, :

Az egyértelmiiségre vonatkozo altalanos tétel nem alkalmazhatd, mert a maxi-
mum-norméaval ellatott C[a, b] tér nem szigorian normélt. Az egyértelmiiség azon-
ban igaz. Ez Csebisev tételébdl kovetkezik.

Nézziik most a (LP(a,b),| - ||z») tereket. Ezek 1 < p < 400 esetén szigortian
normaltak, ezért a 2. és a 4. tételekbdl kapjuk a kovetkezo allitast.

8. tétel. Legyen 1 < p < 4o00. Ekkor bdarmely f € LP(a,b) figgvényhez és minden
n természetes szamhoz létezik f-et az LP-normdban legjobban megkozelito legfeljebb
n-edfoki p, polinom, azaz

V f € LP(a,b)-hez és¥Yn € N-hez Ip, € P, :
If = pallr = inf{|| f = pllze | p € P}

Ha 1 < p < 400, akkor p, egyértelmiien meghatdrozott.

Konnyt latni, hogy p = 1 esetén az egyértelmiiség nem igaz. Tekintsiik az

1, ha-1<2<0
flz) =
1, haO0<z<1

fiiggvényt és a konstans polinomokat.

3.4. Approximaciés tételek Hilbert-terekben

A vizsgélt altalanos térstruktirdink koziil a Hilbert-terek vannak legkozelebb a
hiromdimenziés térhez, illetve R™-hez. Idézziik fel R3*-ban a legjobb approximaécié
probléma&janak elemi geometriabol ismert megoldasat. Tekintsiink egy xy pontot és
egy origén atmend M sikot (alteret). Ekkor M-ben egyetlen zg-hoz legkdzelebbi
1o pont van. Ez a pont az xg-bdl a sikra allitott meroleges egyenesnek és a siknak
a metszéspontja. Ez azt is jelenti, hogy yo az az egyetlen M-beli elem, amelyikre
az ro — Yo vektor merdleges a sikra, azaz merdleges az M altér minden vektorara.
Megmutatjuk, hogy hasonlo allitas Hilbert-terekben is érvényes.

Legyen (H,(-,-)) valds Hilbert-tér, és jelolje ||z|| := \/(z,z) a skaldris szorzat
altal indukalt normat. Mivel minden Hilbert-tér szigorian normalt, ezért az el6z6
pont tételeibol a legjobb approximéacio létezésére és egyértelmiiségére vonatkozd



72 3. A legjobb approximacio problémakére

allitasokat megkapjuk abban az esetben, ha az altér véges dimenzids. Ezt a feltételt
a gyengébb zdrt altér feltétellel fogjuk helyettesiteni. Vilagos, hogy minden véges
dimenzids altér egyuttal zart altér is; a zartsag pedig sziikséges a legjobban kozelito
elem létezéséhez. Megjegyezziik még azt is, hogy egy Hilbert-tér altere nem feltétle-
niil zart halmaz.

9. tétel. Legyen M a (H, (-, )) Hilbert-tér eqy zdrt altere és xq a H tér eqy tetszo-
leges pontja. FEkkor pontosan eqy olyan M-beli yo pont létezik, amelyik minimadlis
tavolsdgra van xy-tol, azaz

Vag € H-hoz 3! yo € M : ||zg — yol| = d(xo, M).
Az xo — yo vektor merdleges az M altérre, azaz

(o —yo,y) =0 (VyeM). (3.6)

Bizonyitds. Létezés. Legyen d := d(xg, M) = inf{||zg — y|| | y € M}, és vegylink
egy tetszéleges M-beli minimalizalé sorozatot, azaz legyen (y,) C M egy olyan
sorozat, amelyre

dy = ||xo — ynl| = d (n — +00). (3.7)

Megmutatjuk, hogy (y,) Cauchy-sorozat. Irjuk fel az
lz + yll* + llz = ylI* = 2)|z]|* + 2[|y||*

paralelogramma-azonossagot az x, y helyett az o — v, és xo—y,, vektorokra. Ekkor
azt kapjuk, hogy

“(1’0 — Yn) + ("EO - ym)||2 + H(fEO - yn) — (0 — ym)||2 =

= 11220 — (Yo + Ym) 1> + lyn — YmlI> = 2(lz0 — wall” + llzo — ymI?) = 2(d2 + d7,),

azaz )
Yn + Ym

2

Minthogy az y,, v, vektorokkal egytitt ezek szamtani kozepe is az M altérben van
és d értelmezése alapjan

Y = Y |> = 2(d2 + d2,) — 4 |{|x0 — (3.8)

>d

— Y

T _yn"'_ym
0 2

ezért (3.8)-bol kovetkezik, hogy minden n,m € N esetén

[y — yml|* < 2(d2 + d2,) — 4d°.
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Ennek az egyenlétlenségnek a jobb oldala d,, — d miatt 0-hoz tart, ha n, m — +o0,
de akkor a bal oldala is 0-hoz tart, ami azt jelenti, hogy (y,) valéban Cauchy-sorozat,
ezért a H tér teljessége miatt a sorozat konvergens. Legyen y, ennek a sorozatnak
a hatarértéke. Mivel M zart altér, ezért yo € M. A norma folytonossaga miatt

dn = [lz0 = ynll = llzo = woll (0 — +o0), (3.9)

méasrészt d,, — d (n — +00), igy ||zo — vo|| = d. Ezzel igazoltuk, hogy a d(xq, M)
tavolsdg az yo € M ponttal realizalédik, azaz ||xg — yol|| = d(xo, M). Megmutattuk
tehat azt, hogy tetszoleges minimalizalo sorozat konvergens, €s a hatdrértéke eqy
manimalizdalo vektor.

Egyértelmiiség. Most megmutatjuk a minimalizalé vektor egyértelmiiségét. Te-
gyiik fel, hogy yo, y, € M olyan tetszoleges vektorok, amelyekre

d(zo, M) = ||o — yoll = [lzo — Y
teljesiil, és definialjuk a kovetkez6 (y,,) sorozatot:
Yn =10, han =24,... és yn i =yohan=13....
Ekkor (y,) nyilvan egy minimalizalé sorozat, ami a fentiek alapjan sziikségképpen
konvergens. Ez pedig csak tgy lehetséges, ha yo = ;.
Az ortogonalitds igazolésa. Az (3.6) relaci6 bizonyitasahoz legyen vy := x¢ — 7.
Tetszoleges y € M vektorral tekintsiik a
p(t) = llzo — (o +ty)|*  (t €R)
figgvényt. Ez a
_ 2 _ 2 2 42
p(t) = llvo — tyl” = llvoll” = 2(wo, y) t + lylI"t  (t €R)

alakban is irhaté, azaz p valds egyiitthatés masodfokd polinom, ha y # 6. Mivel
minden ¢ € R mellett yo + ty € M, ezért a d = d(xg, M) tavolsdg értelmezése
miatt ||xg — (yo + ty)|| > d, kovetkezésképpen p(t) > d? minden ¢t € R esetén,
mig p(0) = ||zg — yo||* = d*. Ebb6l kovetkezik, hogy ¢ = 0 mellett a p polinomnak
minimuma van, ezért p'(0) = —2(vg, y) = 0, vagyis minden y € M esetén (vg,y) = 0,
és ez az allitds bizonyitasat jelenti. W

Megjegyzés. Megmutathatd, hogy tetszéleges M C H altér és o € H esetén
Yo € M pontosan akkor minimalizalé pont, ha (zo — yo,y) =0 (y € M).
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3.4.1. Projekciés (vetits) operatorok

10. tétel (a Riesz-féle felbontasi tétel). Legyen M a H Hilbert-tér eqy zdrt altere.
Ekkor minden x € H vektor egyértelmien allithato elé az

T =21+ 2T
alakban, ahol x1 € M és xo 1. M. Ezt az x1 vektort az x-nek az M altérre valo

ortogondlis vetiiletének (vagy projekcidianak) nevezzik.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel szerint minden x € H vektorhoz létezik egyetlen olyan
x1 € M vektor, amelyre d(z, M) = ||z —x1]||. Legyen x5 := x—z;. Ekkor z = z1 + 29
és (3.6) alapjan xo L M.

A felbontas egyértelmiiségének a bizonyitasahoz tegytik fel, hogy az © = x1 + 2
és v =y, + yo az x elem két kivant tulajdonsagu felbontasa, azaz legyen zq,y; € M
és w9,y L M. Ekkor x1 —yy € M és yo —xo L M. Minthogy z := z1 —y; = yo — 2o,
ezért z € M és z 1 M, kovetkezésképpen (z,z) = 0, azaz z = . Innen x; = y; és
To = Yo kovetkezik. Ezzel a felbontéas egyértelmiiségét igazoltuk. W

Az x € H vektor ortogonélis felbontdsaban szerepl6 1, xo vektorokra fennall az
l]1* = flza ]I + (|22 (3.10)

egyenloség, ami a Pitagorasz-tétel Hilbert-térbeli valtozataként interpretalhato.
Val6ban,
2]* = (a1 + 22, 21 + 22) = [Joa|]® + 2(z1, 22) + |22,

ezért az x1, o vektorok ortogonalitasat figyelembe véve addédik a (3.10) egyenl6ség.

A Riesz-féle felbontéasi tételbol kiindulva bevezetjik a projekcios operdtor fo-
galmat.

Definicié. Legyen M a (H,(-,-)) Hilbert-tér zart altere és
T =T+ X, r1 €M, x9 1L M
az x € H vektor ortogonalis felbontasa. A
Py :H — M, Py(x):=u1x

utasitassal értelmezett leképezést az M zart altérre valé ortogonalis projekcios
(vagy vetit8) operdtornak nevezziik.



3.4. Approximacios tételek Hilbert-terekben 75

3.4.2. A projekcids operator explicit eléallitasa

Gyakran sziikség van valamely x € H vektor legjobb M-beli kozelitésének explicit,
numerikus szempontbdl is hasznalhaté eléallitasara. Ha M C H véges dimenzids
(dim M = n) altér, akkor ilyen elGéllitas igen egyszeriien magadhaté. Ebben az
esetben ui. M zart altér, ezért xz-nek az M altérre vett y := Py(x) vetiilete lesz
az x-et legjobban kozelité M-beli elem. Py (z) explicit alakjdnak eléallitasdhoz

tekintsiink M-ben egy ey, e, ..., e, ortonormalt bazist, azaz tegyiik fel, hogy
0, hai#j
<€’£7 e]) = .
1, hai=j.

(Késébb majd megmutatjuk, hogy az M tetszOleges linedrisan fiiggetlen f1, fa, ..., fu
béazisdbdl az in. Gram-Schmidt-féle ortogonalizdcios eljardssal hogyan kaphaté meg
egy ilyen ortonormaélt bazis.)

Vegyiink egy tetszéleges H-beli = elemet. A Py (z) ortogondlis vetiiletet irjuk
fel az e}, vektorok linedris kombindacidjaként:

Py(z) =z, = Z Ak * €.
k=1

Ezt az egyenlséget skalarisan megszorozva ej-vel (j =1,2,...,n) kapjuk, hogy:
(Par(x),e5) = (w1e5) = > M- ense5) = A,
k=1

ui. a kiilénbozé indexti (e, e;) tagok mind nulldk, az azonos indextiek pedig eggyel
egyenlok. Ez azt jelenti, hogy

n

Py () = Z (x1,ex) - eg.

k=1
Mivel 29 := © — 27 L M, ezért minden j = 1,2,...,n esetén (x — z1,e;) = 0,
kovetkezésképpen
(x1,€5) = (x, e;) (1=1,2,...,n),
azaz

n

Py (z) = Z(%%) ek

k=1

A fentieket Osszefoglalva adddik a
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11. tétel. Ha M a H hilbert tér eqy véges dimenzios altere és ey, es, ..., e, ennek

altérnek eqy ortonormalt bdzisa, akkor a projekcios operdtor a kovetkezd explicit
alakban adhato meg:

n

Py(z) =) (x,ex) ex (¢ € H).

k=1



4. Hilbert-terekben a Fourier-sorok elmélete

4.1. A probléma felvetése

Most ismét bizonyos elemi geometriai ismeretekre utalunk. Lattuk a (k6zonséges)
sik, illetve tér vektorai kozott értelmezett skalaris szorzat jelentdségét: segitségével
vektoroknak nemcsak a merodlegessége, hanem a hosszisaga, szoge is értelmezhet6.
Egyik alapveté eredmény az volt, hogy minden vektor egyértelmiien irhaté fel a
meroleges egységvektorok linearis kombinacidjaval, ahol az egyiitthaték éppen az
adott vektornak a megfeleld egységvektorokra es6 merdleges vetiiletei.

A linearis algebraban ezt az eredményt tetszoleges véges dimenzids euk-
lideszi térre altalanositottuk. Ott meg azt lattuk, hogy minden véges dimenzios
(E, (-, )) valés euklideszi térben (legyen dim £ = n) van ey, es, ..., e, ortonormalt
bézis, és minden x € E vektor az

n
x = Z(x, er) ek
k=1
alakban irhato fel.

Ebben a fejezetben ezt az eredményt altalanositjuk végtelen dimenzids terekre.
Szamos fogalom és eredmény euklideszi terekben is értelmezhets. Az egyszeriiség
végett a tovabbiakban mi csak teljes euklideszi tereket, azaz Hilbert-tereket, ezen
beliil is csak valés Hilbert-tereket fogunk tekinteni.

A fejezet 6 célja annak igazoldsa, hogy minden (végtelen dimenziés) szepara-
bilis Hilbert-térben van (e,,n € N) ortonormélt bazis és minden = € H esetén

+oo

x = Z(x, €n) €n.

n=1

Egy ilyen (e,) rendszer tehét a ,,derékszogii koordindta-rendszer” szerepét jatssza a
végtelen dimenzios terekben. Meg fogjuk mutatni azt is, hogy minden szeparabilis
Hilbert-tér izometrikusan izomorf az (? Hilbert-térrel, azaz lényegében egyetlen sze-
parabilis Hilbert-tér létezik.

4.2. Ortogonalitas. A Gram—Schmidt-féle ortogonalizaci6

Ebben a fejezetben csak valés Hilbert-terekrél lesz sz6. Jelolésiikre a (H, (-,-) )
— vagy roviden a H — szimbodlumot fogjunk hasznalni. Feltessziik tehat, hogy H

7
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egy R feletti linedris tér, (-,-) : H x H — R skaldris szorzat H-n és a tér teljes a
skalaris szorzat altal indukalt

[zl := V@, 2)  (x € H)

normaval. H nullelemét a 6 szimbélummal jeloljiik.

A H Hilbert-tér egy tetszoleges M részhalmaza esetén is az []\/[ ] szimb6lummal
jeloljiik az M halmaz linearis burkat, vagyis az M halmazt tartalmazé legsziikebb
linedris alteret. Ez az altér, amelyet a M dltal generdlt altérnek is szokas nevezni,
megegyezik az M elemeib6l képzett Osszes (véges) linedris kombindciok halmazaval,
azaz

[M] :{>\1f1+>\2f2+"‘+>\nfn‘)\iGR, fieM, i=1,2,... n; HEN}

A H Hilbert-térbeli M halmaz lezarasanak nevezziik — és az M szimbélummal
jeloljiik — az M-et tartalmazo legsziikebb zart halmazt. M pontosan azokat a H-beli
elemeket tartalmazza, amelyek tetszéleges (sugari) kornyezetében van M-beli elem.

A metrikus terekhez hasonléan a H Hilbert-teret is akkor nevezzilk szepara-
bilisnek, ha létezik benne egy megszamlalhatd, mindeniitt stirti részhalmaz, vagyis
van olyan megszamlalhaté M C H halmaz, amelyre M = H teljesiil. Ez azt jelenti,
hogy minden x € H elemhez és minden € > 0 szamhoz van olyan M-beli y elem, hogy
|z —y|| < e. Konnytli meggondolni, hogy normélt — specidlisan Hilbert — terekben
a szeparabilitas azzal ekvivalens, hogy a H térnek van olyan megszamldlhato M
részhalmaza, amelynek a linedris burka mindenutt siri H-ban, azaz W =H.

1. tétel. Az aldbbi Hilbert-terek mindegyike szeparabilis:
o az [>-tér,
o tetszbleges I C R nemdegenerdlt intervallum esetén az L*(I)-tér,
o tetszoleges I C R nyilt intervallum és w : I — R sulyfigguény esetén az
L2 (I)-tér.

Egy Hilbert-térben alapvet6 fogalom az ortogonalitas. A H-beli x és y vektorok
egymadsra ortogondlisak (mer6legesek) — jeldlésben x Ly — ha (z,y) =0, azaz a
két vektor skalaris szorzata nulla. Azt mondjuk, hogy az x € H wvektor ortogondlis
az M C H halmazra — jelolésben x L. M —, ha x ortogonalis az M minden elemére.
Végul a H Hilbert-tér My és M, részhalmazdt eqgymadsra ortogondlisnak nevezzik —
jelolésben My L My —, ha M; barmely eleme ortogonélis Ms minden elemére. Nyil-
vanvald, hogy a 6 nullvektor ortogonalis H minden elemére és egyiuttal H minden
részhalmazara.



4.2. Ortogonalitas. A Gram—Schmidt-féle ortogonalizacio 79

Definicié.  Tetszéleges M C H részhalmaz mellett jelolje M+ az M halmazra
ortogonalis H-beli vektorok halmazat, vagyis

M-={zeH|xzLlM}.

Ezt az M+ halmazt az M halmaz ortogonalis komplementumanak nevezziik.
2. tétel. A H Hilbert-tér barmely M részhalmaza esetén

o M™t zdrt altér H-ban, emellett
— 1
o M+ =[]
Bizonyitas. Legyenek z1,z5 € M™ tetsz6leges vektorok, azaz z; L M, xo LM,
legyenek tovabba aq, ay € R tetszoleges szamok. Ekkor minden y € M mellett

(121 + aaxs, y) = ar(x1,y) + aa(z2,y) = 0,

ami azt jelenti, hogy a2 4 aas ortogondlis M-re, vagyis a1+ asxs € M=+, amivel
igazoltuk, hogy M+ altere H-nak.

Legyen most (x,) M=*-beli konvergens sorozat, tehat van olyan z € H, hogy
x, — x. Hay € M egy tetszOleges vektor, akkor minden n indexre (z,,y) = 0, de
mivel a skaldris szorzat folytonossdga miatt (z,,y) — (x,y), azért (z,y) = 0, tehat
ortogondlis M-re, azaz x € M~*. Igazoltuk tehét, hogy minden M*-beli konvergens
vektorsorozat hatarértéke is M=*-beli vektor, ami egyenértékii azzal, hogy az M=+
altér zart.

Legyen x € M~ egy tetszbleges vektor, vagyis z | M. Nyilvdnvalé, hogy = L [M],

=1
de akkor a skaldris szorzat folytonossaga miatt x L [M], azaz © € [M] , amivel

igazoltuk, hogy M+ C ML. Megforditva, ha = € WL, azaz x L [M], akkor
nyilvanvald, hogy x 1. M, azaz x € M+, tehat WL C M+. Ezekbdl mar kovetkezik,

— 1
hogy M+ =[M]". 1

A tovébbiakban egy H Hilbert-tér bizonyos véges vagy megszamlalhatéan
végtelen részhalmazaira fogunk kiilonbozé elnevezéseket bevezetni. FEnnek meg-
felelden a részhalmaz elemeit az N := {0,1,2,...,m} vagy az N := N halmaz
elemeivel indexeljiik:

F:={f.IneN}.

Az F halmazt — némi, de elfogadhaté kévetkezetlenséggel — az (f,) szimbélummal
is jeloljiik, és — vektorsorozat helyett — az (f,,) C H vektorrendszerr6l beszéliink.

Definicié. A H Hilbert-tér (e,) vektorrendszerét ortonormalt rendszernek
nevezzilk, ha minden n-re |le,| = 1 és barmely n # m indexre e, Le,,, azaz a
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vektorrendszer tagjai paronként ortogondlisak egymadsra. Méasként kifejezve: (e,,)
ortonormalt rendszer, ha barmelyik n, m indexre fennéll az

( V=5 1, han=m
€ny, €m) = Onm ‘=
’ 0, han#m

egyenléség. (0, az Gn. Kronecker-féle szimbdlum.)

Az (e,) C H vektorrendszert ortogondlis rendszernek nevezzilk akkor, ha nem
tartalmazza a H tér 6 elemét és barmely két tagja ortogonalis egymaéasra. Vilagos,
hogy ebben az esetben

€n

el

(neN)

ortonormalt rendszer. Egyszertien bebizonyithaté az is, hogy minden (e,) ortogo-
nalis rendszer linedrisan figgetlen is, azaz barmelyik véges részrendszere linearisan
fiiggetlen.

Kiindulva valamely véges vagy megszamlalhatéan végtelen linearisan fiiggetlen
(fn) € H vektorrendszerbdl az tin. Gram—Schmidt-féle ortogonalizicids el-
jarassal ortonormalt rendszert konstrualhatunk.

3. tétel (a Gram—Schmidt-féle ortogonalizaci6). Tegyik fel, hogy (f.) a H Hilbert-
tér egqy linearisan figgetlen vektorrendszere, azaz a rendszer barmely véges sok tagja
linedrisan figgetlen. Ekkor megadhato olyan (e,) ortonormdlt rendszer, hogy minden
n indexre az e, vektor elddll az fi, fa, ..., fn vektorok olyan linedris kombindciojaként,
amelyben f, egyiitthatoja nem nulla.

Bizonyitas. Az (f,) vektorrendszer fliggetlenségébdl kovetkezik, hogy a rendszer
egyetlen tagja sem . Vezessiik be az

€1 = fl
/1]

jelolést. Nyilvanvald, hogy |le1]| = 1. Tegyiik fel, hogy valamely n index mel-
lett az ey, eq, ..., e, vektorokat mar eléallitottuk a kivant médon, vagyis (e;, ex) =
dir (i,k = 1,2,...,n), tovdbbd minden k = 1,2,...,n esetén az e; vektor el6all
az f1, fa,..., fr vektorok olyan linearis kombinaciéjaként, amelyben az f; vektor
egyutthatoja nem 0.

Prébaljuk most a Aj, Ao, ..., A\, szamokat gy megvalasztani, hogy a

Ont1 i= foa1 — A1e1 — Agea — -+ — Ay,
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egyenloséggel értelmezett vektor ortogonalis legyen az eq,es, ..., e, vektorok min-
degyikére, vagyis hogy minden k = 1,2,... n mellett fennalljon a (g, 1,ex) = 0
egyenléség. Konnyen lathatd, hogy ez teljesiil a Ay = (fni1,ex) (K = 1,2,...,n)
mellett. Az eq,es,...,e, vektorokra tett indukcios feltevésbol kovetkezik, hogy a
gna1 vektor eléall az fi, fo, ..., fu, fnr1 vektorok nem csupa 0 egyiitthatos linearis
kombinécidjaként (ui. az f,.1 vektor egyiitthatdja 1), ezért a széban forgd vektorok
linedris fiiggetlensége miatt g,.1 # 0. Ezek utan legyen
_ In+1

loweall
Ekkor ey, ..., en, enq1 olyan (n + 1)-tagi ortonormalt rendszer, amelynek minden
tagja rendelkezik a kivant tulajdonsaggal, vagyis minden k = 1,2, ..., n,n+1 mellett
az e vektor el6all az fq,..., fi vektorok olyan linearis kombinaciéjaként, ahol fy
egyiitthatéja nem nulla.

A fentiekbdl teljes indukcidval mar kovetkezik a kivant tulajdonsigu (e,) orto-
normalt rendszer 1étezése. M

Cn+l *

A konstrukeiobdl lathatd, hogy az (e,,) ortonormalt rendszer tagjai eléallnak

€1 = /\11f1,
es = o1 f1 + Aaafa, -,

€n = /\nlfl + )\n2f2 + -+ /\’rmfn7

alakban, ahol Az € R, és minden n-re \,, # 0. Ebbdl nyilvavaléan kovetkezik
az alabbi éllitas: Ha (f,) linedrisan figgetlen vektorrendszer, akkor a fenti ortogo-
nalizdcids eljardssal nyert (e,) ortonormdlt rendszer linedris burka azonos az (fy)
vektorrendszer linedris burkaval.

Példak ortonormalt rendszerekre

e Az [% térben az
e, :=(0,0,...,0,1,0,...) (n € N)
vektorsorozat egy ortonormalt rendszer.
e Tetszoleges 27 hosszusagu [ intervallumon az
1 sin(nt) cos(nt)
€ = ——, €op_1 .= , Eopi=—F—= n=12,...
0 Jon 2n—1 N 2 N

trigonometrikus rendszer ortonormalt rendszer az L?(I) Hilbert-térben.
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e A \/2/7msin(nt) (n = 1,2,...) fiiggvények ortonormadlt sorozatot alkotnak
az L?(0,m) Hilbert-térben.

e Az 1/\/mésa/2/mcos(nt) (n=1,2,...) fliggvények ortonormélt sorozatot
alkotnak az L*(0, 7) Hilbert-térben.

e Ortogonadlis polinomok. Legyen I C R tetszbleges (korlatos vagy nem
korlétos) nyilt intervallum és w : I — R egy tetszoleges sulyfiiggvény. Tekintsiik
az (f,g) = [, f( t) dt skaldris szorzattal cllatott L2 2 (I) Hilbert-teret. Ha az
I>t— t” (t) fuggvenyek minden n = 0, 1,2, ... esetén integralhaték (ez a helyzet
példdul akkor, ha I korldtos és w (Lebesgue-)integralhaté I-n), akkor az algebrai
polinomok mind L2 (I)-hez tartoznak. Az algebra alaptételébdl kovetkezik, hogy az

eo(t) :==1, ei(t):=t, es(t) =1t ... (tel)

hatvanyfiiggvények linedrisan fiiggetlenek az L2 (I) térben. Ezekre alkalmazva a
Gram-Schmidt-féle ortogonalizdciét olyan (p,) ortonormélt polinomsorozatot ka-
punk az L2 (I) Hilbert-térben, hogy degp, = n minden n-re. Azt mondjuk, hogy
(pn) az I intervallumon a w sulyfiiggvényre nézve ortonormalt polinom-
sorozat.

Kiilonosen fontosak az un. klasszikus ortogondlis polinomok. Ezek a kovet-
kezok:

e a Legendre-polinomok, amelyekre [ = (—1,1) és w(t) =1 (t € I);

e a Csebisev-polinomok, amelyekre

I:=(-1,1) és w(t):= ! - (t e I);

e a Jacobi-polinomok, amelyekre
[:=(-1,1) é wt):=1-)*A+1)° (tel),
ahol a, 8 > —1 rogzitett paraméterek;
e az Hermite-polinomok, amelyekre
I=(—00,+00) és w(t):=e " (teR):
e a Laguerre-polinomok, amelyekre
I=(0,+00) és w(t):=t%" (t€(0,400)),

ahol a > —1 rogzitett paraméter.
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4.3. 7Zart és teljes rendszerek Hilbert-terekben

A Fourier-sorok elméletében sziikségiink lesz az alabbi két fontos fogalomra.

Definicié. A H Hilbert-térben egy F' = (f,) C H vektorrendszert zart rend-
szernek mondunk, ha az F' halmaz linearis burka mindeniitt stirti a H-ban, vagyis
ha

[F]=H.

Ez azt jelenti, hogy H minden eleme tetszéleges pontossaggal megkozelitheté F-beli
elemek alkalmas (véges) linearis kombindcidjdval, azaz

Ve e HésVe>0hoz dmeN, A\,....\, €R, és fi,..., f,n € F, hogy

Hx - Zm:)\ifi
i=1

< E€.

Definicié. A H Hilbert-térben egy (e,,) ortonormalt rendszert akkor neveziink tel-
jesnek, ha ortogondlisan nem bovithetd, azaz ha nincs a térnek olyan f # 6 eleme,
amelyik ortogondlis az (e,) rendszer mindegyik vektordra. Madsként fogalmazva:
(en) teljes rendszer, ha

feH é (fie,) =0 (neN) = [f=0.

(Természetesen a teljesség fenti definicioban megadott fogalma semmilyen kapcso-
latban nincs a metrikus — tehat specidlisan Hilbert — terek teljességének a fogal-
méaval.)

4. tétel. A H Hilbert-térben az (e,) ortonormdlt rendszer pontosan akkor zdart, ha
teljes.

Bizonyitas. Induljunk ki abbdl, hogy az F := {e, | n € N'} ortonormélt rendszer
zart, azaz

[E]=1.

és mutassuk meg, hogy a rendszer teljes is. Vegyiink egy olyan f € H elemet,
amelyre (f,e,) = 0 teljesiil minden n indexre. A skaldris szorzat linearitdsat és
folytonossagat felhasznalva ebbdl kovetkezik, hogy

felE]=H.

Specidlisan f L f, kovetkezésképpen f = 0, és ez azt jelenti, hogy az (e,) rendszer
teljes.
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A forditott irdnyu &llitast indirekt médon igazoljuk. Tegyiik fel, hogy (e,,) teljes,
de nem zart. Ekkor a Hy := m halmaz a H Hilbert-térnek egy valodi zart altere,
ezért a Riesz-féle felbontasi tétel alapjan a H térnek van olyan nemnulla f vektora,
amelyik ortogondlis Hy-re, amib6l kovetkezik, hogy f ortogonélis az (e,) rendszer
minden vektordra. Ez az (e,) teljessége miatt csak tgy lehetséges, ha f = 6. A
kapott ellentmondéas azt bizonyitja, hogy a rendszer teljességébdl kovetkezik a rend-
szer zartsaga. W

Példék teljes (zart) ortonormalt rendszerekre

5. tétel. Az eldz6 pontban a konkrét Hilbert-terekben definidlt ortonormadalt rend-
szerek mindegyike teljes (zdrt) rendszer.

4.4. Veégtelen sorok Hilbert-terekben

A valés esetbol kiindulva értelmezhetjiik Hilbert-terekben a végtelen sor fogalmét:
Legyen (x,) : N — H egy tetszbleges sorozat a H Hilbert-térben. Az ebbdl képzett

Spi=x1+To+ -1, (n € N)

sorozatot az (z,) altal generdlt (végtelen) sornak nevezziik és jelolésére a

e

szimbdélumot hasznaljuk. s,-et a > x, sor n-edik részletosszegének (vagy n-edik
szeletének) hivjuk.

A > x, végtelen sort akkor nevezziik konvergensnek, ha a részletosszegeinek
(s,) sorozata konvergens a H Hilbert-térben, vagyis ha létezik olyan = € H vektor,
amelyre

lim s, =z, azaz lim ||s, —z| =0
n——+o0o n—-+00

teljestil. Ezt az x € H vektort a > x, sor Osszegének nevezziik, emellett annak
kifejezésére, hogy a > x, sor Gsszege azonos z-szel, az

—+00
r = E T
n=1

jelolést hasznaljuk. Hilbert-tér esetén ez az egyenléség tehat azt jelenti, hogy a >z,
sor részletosszegeinek sorozata a tér normajaban tart az x elemhez, tehat

400 n
ng T, << lim Hx—g ka:O.
1 n—-4o0o
n—
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A H Hilbert-térbeli > z,, végtelen sort abszolut konvergensnek mondjuk, ha
az (r,) sorozat normdibdl képzett > ||z,| pozitiv tagi valds sor konvergens. A
valés esethez hasonléan tetszéleges Hilbert-tér esetén is kénnyl bebizonyitani azt,
hogy ha a Y x, sor abszolit konvergens, akkor egyittal konvergens is; emellett ha
x jeloli a sor dsszegét, akkor fenndll az

+oo
[ E
n=1

eqyenlotlenség.
A kovetkezo tétel azt allitja, hogy Hilbert-térbeli konvergens végtelen sorokat
szabad tagonként skalarisan szorozni.

6. tétel. Ha a H Hilbert-térbeli x, végtelen sor konvergens és x = Z:: Tn @
sor osszege, akkor minden y € H esetén igaz az

+oo

(@,9) = (T, y)
n=1
eqyenldség.

Bizonyitas. Legyen s, := > ;_, @), a széban forgd konvergens sor n-edik szelete. A
sorosszeg értelmezése szerint ekkor s, — x a H normaéajaban, de akkor a skalaris
szorzat folytonossidga miatt barmely y € H esetén (s,,y) — (z,y) is teljesil.

Maésrészt
n

<3n7 y) = Z<xk7 y>

k=1
is fennall, amibdl a tétel mar egyszertien kovetkezik. H

4.5. Fourier-sorok

A tovabbiakban csak végtelen dimenziés Hilbert-tereket tekintiink.

Definicié. Legyen H Hilbert-tér, és rogzitsiink ebben egy (e,) ortonormalt rend-
szert. A tetszbleges ¢, valos egyiitthatokkal képzett H-beli

E Cn€n

végtelen sort az (e,) rendszer szerint haladé Aaltaldnos ortogondlis sornak
nevezzik.
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Példaul az L?(0,27) Hilbert-térben az

1 cosx sinx cos2xr sin2x

/27"‘ ? ﬁ Y ﬁ ) ﬁ Y \/E )
trigonometrikus rendszer egy ortonormalt rendszer, az e szerint haladé altalanos
ortogonalis sor tehat a korabban mar tanulmanyozott

(z €R) (4.1)

Z (an cosnx + (3, sin n:c)
n=0 (42)

(mE]R, Qn, On € R, n:O,l,Z,...)

trigonometrikus sor.

A 16 kérdéstink ezek konvergenciajanak a vizsgalata volt. Lattuk, hogy a kon-
vergenciat tobbféle értelemben is tekinthetjiikk: pontonként, egyenletesen vagy
a négyzetintegralra (a mostani széhasznalatunkkal ezt tigy is mondhatjuk, hogy az
L*(0,27) Hilbert-tér norméjara) vonatkozéan. Akkor elég természetes médon ju-
tottunk el ahhoz a megdllapitashoz, hogy az altalanos trigonometrikus sorok helyett
(els6 kozelitésben) azokat a trigonometrikus sorokat érdemes tekinteni, amelyeknél
az egyutthatékat specidlis médon vélasztjuk meg. Pontosabban szélva azt mutat-
tuk meg, hogy ha a (4.2) trigonometrikus sor egyenletesen konvergens, akkor az
egyiitthatoi és a sor osszegfiiggvénye kozott szoros kapcesolat van; az egytitthatok ui.
kifejezhetok az Osszegfliggvény segitségével. Az igy adddo egytitthatdokkal képzett
trigonometrikus sort neveztiik trigonometrikus Fourier-sornak:

2\/_ \/_ Z a,, cosnx + b,, sin n:v) (ZB €R, a,b, € ]R), (4.3)

ahol

2w
Ay = %/f(t) cos nt dt,
0

2m
1
0

az un. trigonometrikus Fourier-egyiitthatok.

(n=0,1,2...) (4.4)

Az ott megismert gondolatokat (természetesen a megfelel6 mddositdasokkal) az
altalanos keretek kozott is alkalmazhatjuk. A kovetkez6 tételben azt mutatjuk
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meg, hogy igen egyszeri és természetes lépéseken keresztiil hogyan juthatunk el ah-
hoz az elsé fontos megallapitashoz, hogy Hilbert-térben is az altalanos ortogonalis
sorok helyett (els6 kozelitésben) miért érdemes specidlis egytitthatokkal képzett
(ezek az egyiitthatok lesznek a Fourier-egyiithatok) ortogondlis sorokat tekinteni. A
trigonometrikus esethez hasonléan megmarad az a ,,dallam”, hogy ha egy altalanos
ortogonalis sor konvergens a H Hilbert-térbeli norméra vonatkozoan, akkor a sor
egyiitthatoi kifejezhetok a sor osszegével.

Hilbert-térbeli altalanos ortogonalis sorok konvergencidjara az aldbbi allitasok
érvényesek.

7. tétel. Legyen > cpe, eqy H Hilbert-térbeli, az (e,) ortonormdlt rendszer szerint
halado dltaldnos ortogondlis sor. Ez pontosan akkor konvergens, ha az egyiitthator
négyzetosszeqébol képzett szamsor konvergens, vagyis ha

+oo
Z |en|? < 4o0.
n=1

E kovetelmény teljestilése mellett legyen

—+00

T = E Cnn

n=1

az ortogondlis sor osszege. Fkkor a sor egyutthatoi az x vektor segitségével eldallit-
hatok a
Cn = (T, €p) (n € N)

alakban. Emellett az x € H vektorra fenndll az aldbbi Parseval-egyenléség:

+oo
] = leal. (4.5)
n=1

Bizonyitas. Jelolje s, a > cpen, S, pedig a > |c,|? sor n-edik szeletét, vagyis
Sn= D gy Ck€x 68 S, = > 7 eg* (n € N).

Legyen n > m. Mivel (e, ) ortonormaélt rendszer, ezért

n 2 n n n
s = smll* = H > CkekH = < > ke, Y Cz€l> = > el = 80— S,
k=m+1 k=m+1

és ez azt jelenti, hogy az (s,) vektorsorozat pontosan akkor Cauchy-sorozat a H
Hilbert-térben, ha (S,,) Cauchy-sorozat az R-ben. H és R teljessége miatt ezekbél
a tétel elso allitasa mar kovetkezik.
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+oo

Tegyiik most fel, hogy a > c,e, sor konvergens és x = nel

A > cpe, sort szabad tagonként skaldrisan szorozni, ezért

Cn€n & SOT 0Osszege.

400
(x,e,) = ch (€, en) = Cy (n € N),
k=1

és ez a tétel masodik allitasat bizonyitja.
A Parseval-eqyenléség igazolasdhoz el6szor azt jegyezziik meg, hogy az (e,)
ortonormaltsaga miatt minden n indexre fenndll az

n
Isall> = lexl”
k=1

egyenloség. Mivel s,, — x a H tér normdajaban, ezért a norma folytonossaga miatt
|sn|l — [|z]|, igy a fenti egyenléséghdl az n — +oo hatdrdtmenettel méar kovetkezik
a Parseval-egyenloség. W

Az iménti tétel motivélja az alabbi fontos fogalom bevezetését.

Definicié. Ha (e,) ortonormalt rendszer a H Hilbert-térben és x € H egy tetszé-
leges vektor, akkor az
(x,en) (n € N) (4.6)

szamokat az x vektornak az (e,,) ortonormélt rendszerre vonatkoz6 Fourier-egytitt-
hatéinak nevezziik. Ezen egyiitthatékkal képzett

> (aen)en (4.7)
ortogondlis sort az = vektor (e,) rendszer szerinti Fourier-soranak mondjuk.

Erdemes meggondolni, hogy az L2(0,2r) Hilbert-térben egy f fiiggvényneck az
(e,) trigonometrikus rendszer (1. (4.1)-et) szerinti Fourier-sora, vagyis a

Qo 4 1
Vor T

sor, ahol tehat

Z (ay cosnz + b, sin nz) (z € (0,2m))
n=1

2w 2w
1 1
an:ﬁ/f(t)cosntdt, bn:ﬁ/f(t)sinntdt (n=0,1,2...),
0 0

éppen az f fiiggvénynek a korabban értelmezett trigonometrikus Fourier-sora.
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Feladatunk ezek utan annak vizsgdlata, hogy egy Hilbert-térben valamely ortonor-
malt rendszer szerinti Fourier-sor a tér normajaban konvergens-e. Most ehhez fliziink
néhany el6zetes megjegyzést.

A konkrét Hilbert-terek koziil a legfontosabbak és a legérdekesebbek a kiilonb6z6
figgvényterek. Az R"™ euklideszi térben ui. a konvergencia kérdése linedris al-
gebrai eszkozok felhasznaldsaval viszonylag egyszertien ,rendezheté”. Ezekbol az
eredményekbdl az n — +oo hataratmenettel szintén viszonylag egyszeriien kaphatjuk
meg az [* Hilbert-térre vonatkozo6 allitasokat.

A fliggvényterek esete azért érdekesebb, mert ezekben — az alkalmazdsok
szempontjabdl is fontos — tovabbi kérdések vethetok fel elég természetes mddon.
Tekintsiik példaul az L?(0,2m) Hilbert-teret és ebben a trigonometrikus rendszert.
Vilagos, hogy a Fourier-sor konvergenciajat tobbféle értelemben is vizsgalhatjuk:

e Pontonkénti értelemben. Ekkor azt kérdezhetjiik meg, hogy a sor egy rogzitett
pontban konvergens-e, és ha igen, akkor mit lehet mondani az 0sszegérol.

e Egyenletes értelemben. Itt meg azt kérdezhetjiik, hogy milyen f fiiggvény
esetén lesz a Fourier-sor egyenletesen konvergens, és ekkor milyen kapcsolat van f
és az Osszegfiggvény kozott.

e Az L*(0,2m) Hilbert-tér természetes normdjaban (ebben a konkrét esetben
ezt a konvergencidt négyzetintegralra vonatkozé konvergencianak neveztiik) is
vizsgalhatjuk a Fourier-sor konvergenciajat.

A trigonometrikus eset korabbi, részletesebb tanulmanyozédsa soran lattuk, hogy
a normakonvergencia szempontjabol a trigonometrikus Fourier-sorok , baratsa-
gosan” viselkednek abban az értelemben, hogy viszonylag egyszerti meggondolasokkal
adodnak fontos, altalanos jellegli eredmények.

Célunk éppen annak megmutatasa, hogy az ott elmondott gondolatok messze-
menoen altalanosithatok tetszéleges Hilbert-terekre. Ezekbdl az egyszertien addédo
altalanos tételekbol aztan az alkalmazasok szempontjabdl is fontos eredményeket
lehet kapni.

A tovabbiakban tehat az x € H vektor Fourier-soranak a konvergenciajat fogjuk
megvizsgalni. A kovetkezo — természetes médon felvetheté — kérdésekre keressiik
a valaszokat:

1° Milyen x € H vektor esetén lesz a széban forgo Fourier-sor konvergens?

2° Ha egy x € H vektor esetén a Fourier-sor konvergens, akkor az dsszege vajon
megeqyezik-¢ az x vektorral, azaz a Fourier-sor elodllitja-e az x vektort.

Bevezetjiik a kovetkezd elnevezést.
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Definicié. A H Hilbert-térbeli x vektort az (e, ) ortonormalt rendszer szerint
Fourier-sorba fejthet6nek nevezziik, ha az = vektor (e,,) rendszer szerinti Fourier-
soranak Osszege azonos x-szel.

Az el6z6 tételbdl azonnal adodik a kovetkezd allitds.

8. tétel. Egy > c,e, konvergens ortogondlis sor azonos az dsszegének a Fourier-
soraval, amibol természetesen kovetkezik, hogy az osszequektor Fourier-sora konver-
gens.

Ebbél persze még nem kévetkezik az, hogy minden x € H vektornak az (e,)
ortonormalt rendszer szerinti Fourier-sora konvergens. Ez az allitas egyébként igaz,
és ezt a tovabbiakban igazolni fogjuk. A bizonyitashoz felhasznaljuk azt az 6nma-
gaban is fontos és érdekes tényt, hogy a Fourier-sorok részletosszegei egy neve-
zetes minimum-tulajdonsaggal rendelkeznek.

Pontosan a kovetkezérél van szé: Legyen (e,) adott ortonormélt rendszer a H
Hilbert-térben, és vegylik a H tér egy tetszoleges elemét. Tekintsiik a kovetkezo
minimumgfeladatot: keressiik meg az eq, ..., e, vektorok linearis kombinacioi, azaz a

c1€1 + caeo + - -+ + Cphen

alaku vektorok koziil (cx-k valds szdmok) azt, amelyik x-et a H térbeli tdvolsig
értelmében a legjobban megkozeliti. Azt kérdezziik tehat, hogy adott n esetén az

n
R
k=1

kifejezésnek egydltalan van-e minimuma, ha a ¢ € R egytitthaték valtoznak; és
ha van, akkor ezt a minimumot milyen egyiitthatok esetén veszi fel a kifejezés. Az
alabbi tétel azt allitja, hogy ennek a minimumfeladatnak a megoldésat éppen az x
vektor Fourier-egyttthatoi adjak.

9. tétel. Legyen (e,) egy teszdleges ortonormdlt rendszer a H Hilbert-térben. Ekkor
minden x € H vektorra és minden n természetes szamra

min{”x—chekH ’ c €ER k= 1,...,n} = Hx—Z(a:,ek>ek
k=1

k=1

?

azaz minden x € H és mindenn € N esetén az x € H vektor Fourier-soranak n-edik
részletosszege az a H, = [{ey, ..., e }] altérbeli vektor, amelyik a H tér normdjaban
legkozelebb van az x vektorhoz.
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Bizonyitas. Rogzitsiik a ¢, egylitthatokat. A skalaris szorzat tulajdonsagait és az
(e,) rendszer ortonormaltsagat felhasznélva azt kapjuk, hogy

n 2 n n
H r — ZCkBkH = <1’ — chek,x — ZCl€l> =
k=1 k=1 =1
n n
= (z,1) — QZ%@,%) + Z e =
k=1 k=1

— [l = e + 3l er) — el
k=1 k=1

Ebbdl az azonossaghdl vilagos, hogy a széban forgd kifejezésnek van minimuma, és
azt akkor veszi fel, ha az utolsé négyzetosszeg minden tagja 0-val egyenld, azaz ha

cr = (T, ex) (k=1,2,...,n).

A minimumot szolgaltaté cp egyiitthaték tehat n-t6l nem fiiggenek. Ezekkel az
értékekkel a fenti kifejezés a kovetkezd alakot veszi fel:

n
H Xr — E CLCL
k=1

S el = 3 K e (48)

Ez az in. Bessel-féle azonossag. W

10. tétel (a Bessel-féle egyenlétlenség). Legyen (e,) egy ortonormdlt rendszer a
H Hilbert-térben. Ekkor tetszdleges x € H wektornak az (ey) rendszerre vonatkozo
(x,e,) (n € N) Fourier-egyiitthatdira fenndll az aldbbi, in. Bessel-féle egyenlét-
lenség

+oo
2
d e <llzl* (z € H), (4.9)
n=1
ezért a Fourier-egyiitthatok 0-hoz tartanak, azaz

lim (z,e,) =0 minden x € H esetén.
n—-+00

Bizonyitas. Mivel a (4.8) alatti Bessel-féle azonossdg bal oldala nemnegativ, ezért
az egyenloség jobb oldala is nemnegativ, amibdl kovetkezik, hogy minden n € N
esetén

n
D e <l
k=1
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Itt az n — +o00 hataratmenetet elvégezve kapjuk a Bessel-féle egyenldtlenséget.
A ST |(z, ex)|? valds sor konvergens, ezért a generdld sorozata nullsorozat, és ebbdl
kovetkezik, hogy a Fourier-egytitthatok 0-hoz tartanak. H

Az 1° kérdéstinkre a vilasz a

11. tétel. Legyen (e,) ortonormdlt rendszer a H Hilbert-térben. FEkkor minden
x € H vektornak az (e,) rendszer szerinti Fourier-sora konvergens.

Bizonyitas. A (4.9) alatti Bessel-féle egyenl6tlenséghdl kovetkezik, hogy az = vektor
Fourier-egytitthatoi abszolutértékének négyzetosszege konvergens, ezért a 7. tétel
szerint az x vektor Y (x, eg)ex Fourier-sora valéban konvergens. W

Hangsulyozzuk, hogy az iménti tétel csak a Fourier-sor konvergenciajat allitja,
és nem mond semmit a sor Gsszegérol. A kovetkezo tétel azt fejezi ki, hogy milyen
kapcsolat van egy © € H vektor Fourier-soranak osszege és az x vektor kozott.

12. tétel. Legyen (e,) egy tetszbleges ortonormalt rendszer a H Hilbert-térben.
Jelolje Hy az (e,) rendszer linedris burkdnak a lezdrdsdt (azaz azt a legszikebb H -
beli alteret, amely tartalmazza a rendszer minden tagjat):

Hy = (e,)].

Ekkor barmelyik H-beli x vektor (e,) ortonormdalt rendszer szerinti Fourier-sordanak
osszege azonos x-nek a Hy altérre valo ortogondlis vetiuletével.

Bizonyitas. Tekintsiik az © € H vektor > (z,e,) e, Fourier-sorat. Az el6z6 tétel
szerint ez a sor konvergens. Jelolje u a sor Osszegét, vagyis legyen

“+o00

U= Z(x,en> en.

n=1
A sorosszeg értelmezése alapjan

n
Sp = g (x,er)er — w a H tér normajaban, ha n — +oo.
k=1

Mivel minden minden n-re s, € [{el, o ,en}], ezért nyilvanval6, hogy u € m =
H,. Masrészt a 7. tétel szerint a sor egytitthatéi kifejezhetck a sor Osszege segitségével,
éspedig

(x,e,) = (u,e,) (n € N).

Ebbdl kovetkezik, hogy a v := x — u vektorra

(v,en) = (x,e,) — (u,e,) =0 (n € N),
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ami azt jelenti, hogy a v vektor ortogonalis az (e,,) sorozat minden tagjara, de akkor
v 1 Hy, azaz v € Hi. Mivel z = u + v, ahol u € Hy és v € Hi, ezért a Riesz-
féle ortogonalis felbontasi tételbdl kovetkezik, hogy u azonos az x vektor Hi-re vald
ortogonalis vetiiletével. W

A 4. és a 12. tételbdl nyilvanvaléan kovetkezik, hogy az alabbi fontos

13. tétel. A H Hilbert-térben pontosan akkor lesz minden x € H wvektor Fourier-
sorba fejthetd az (e,) ortonormdlt rendszer szerint (azaz x-nek az (e,) rendszer sze-
rinti Fourier-sordnak az dsszege azonos x-szel), ha az (e,) rendszer zdrt, illetve
teljes.

Felmeriil ezek utan az a kérdés, hogy melyek azok a Hilbert-terek, amelyekben
létezik zart, vagyis teljes ortonormalt rendszer. Linearis algebrabdl tudjuk, hogy
minden véges dimenziés térben van teljes ortonormalt rendszer, ezért elég csak a
végtelen dimenzids esetet tekinteniink. Legyen az (e,) sorozat egy zart rendszer
H-ban. Az értelmezés szerint ekkor az [(e,,)] halmaz slirli a H-ban. Koénnyen be
lehet latni azt, hogy az (e,) tagjaibdl képzett raciondlis egyiitthatds linedris kom-
binaciék halmaza is strii H-ban. Mivel ez a halmaz megszamldlhato, ezért H-nak
van megszamlalhaté stri részhalmaza, vagyis H sziikségképpen egy szeparabilis
Hilbert-tér. Ennek az allitasnak a megforditasa is igaz, ezért fenall a kovetkezo
fontos

14. tétel. Egy H Hilbert-térben pontosan akkor létezik zart (teljes) ortonormdlt
rendszer, ha H szepardbilis.

Bizonyitas. Az eléz6ek szerint elég azt igazolni, hogy minden szeparabilis Hilbert-
térben van zart (teljes) ortonormélt rendszer. Tegyiik fel tehét, hogy H szeparabilis,
vagyis van benne egy olyan M C H megszéamlalhaté halmaz, amelyre M = H.
Az M halmaz alkalmas megritkitdsdval konnyen nyerheté egy olyan (z,) linedrisan
fliggetlen M-beli sorozat, amelyre [(x,)] = [M]. Alkalmazzuk erre a vektorsorozatra
a Gram—Schmidt-féle ortogonalizécids eljarast, akkor az igy kapott (e, ) ortonormalt
sorozatra nyilvan [(e,)] = [M] teljestil. Mivel M-mel egyiitt [M] is siiri H-ban,
ezért [(e,)] = H, ami azt jelenti, hogy az (e,,) rendszer zart a H térben. M

4.6. Szeparabilis Hilbert-terek izomorfiaja

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy a végtelen dimenzids szeparabilis Hilbert-
terek kozott sem algebrai szempontbodl sem metrikus tulajdonsagait tekintve nincs
kiilonbség.
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15. tétel (Riesz—Fischer-tétel). Minden végtelen dimenzics szepardbilis H Hilbert-
tér izometrikusan izomorf az 1> Hilbert-térrel. Ez azt jelenti, hogy H és I* kozott
létezik eqy olyan

0 H— [

bijektiv linedris leképezés, ami normatarto is, azaz

[zl =l (z € H).

Bizonyitas. Mivel H szepardbilis Hilbert-tér, ezért ebben létezik egy (e,) teljes
ortonormalt rendszer. Jelolje ¢ azt a leképezést, amelyik minden x € H elemhez
hozzarendeli az = vektor (e,) szerinti Fourier-egyiitthatéinak a sorozatat:

o(z) :== ((z,en),n € N) (x € H).

A 7. tételbdl kovetkezik, hogy ¢ minden H-beli elemhez [%-beli sorozatot rendel,
ezért o valéban egy H — [? tipusu fiiggvény.

A @ leképezés linedris. Valoban, a skalaris szorzat tulajdonsagai alapjan minden
r,ye H A e R ésn e N esetén

<:L’ + Y, en) = <‘T7 en) + <y> 6n>,
(Ax,e,) = Nz, e,),

kovetkezésképpen

plx+y) = ((z+y.en) = ((z,en) + (U, en) = 0(2) + ©(y),
e(Az) = ((Az,en)) = A((z, en)) = Ap(2),

és ez azt jelenti, hogy ¢ linedris leképezés.
A @ leképezés injektivitdsa. Tegyiik fel, hogy az x1,29 € H elemekre p(z;) =
o(x2) teljesiil. Mivel ¢ lineéris, ezért ebbdl

o(x) —x9) = ((xl — I, en)) = ((xl,en> — (xg,en>) = (0,0,0, .. ) =0¢c/?

kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy az x := z1 — xo H-beli elem az (e,) rendszer
mindegyik vektordra ortogondlis, és ez az (e,) teljessége miatt csak vigy lehetséges,
haz =0 (€ H), azaz 11 = x2. A ¢ leképezés tehat injektiv.

Most azt igazoljuk, hogy ¢ szirjektiv. Ennek bizonyitasahoz induljunk ki egy
[>-térbeli (c,) sorozatbdl, és mutassuk meg azt, hogy van olyan z € H, amelyre

p(r) = <<$aen>) = (cn),
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vagyis (z, e,) = ¢, teljesiil minden n indexre. Ehhez tekintsiik a > cxey, sor
kEN

Sy 1= chek (n € N)
k=0

részletosszegeit. Megmutatjuk, hogy ez Cauchy-sorozat. Valoban, felhasznalva,
hogy (e,) ortonormalt rendszer azt kapjuk, hogy minden m > n indexre

m 2 m
sm = sall? = || 32 e = D0 el

k=n+1 k=n+1

Minthogy (c,) € %, ezért (s,) valéban Cauchy-sorozat, s igy a H tér teljessége
alapjan konvergens. Jeloljiik z-szel a széban forgd sorozat hatarértékét, azaz

s$p — x (n— +00) a H tér norméjdban.
Ekkor a skalaris szorzat folytonossaga alapjan

(x,ep) = lim (sp,ex) (k € N).

n—-+o00

Minthogy minden n > k esetén (s, ex) = cx, ezért ¢x az x elem Fourier-egyiitthatdja,
azaz (x,ex) = ¢ minden k € N indexre. Ezzel megmutattuk, hogy a most konstrudlt
x € H elemre p(z) = (¢,). A ¢ leképezés tehat sziirjektiv.

A Parseval-egyenldségbdl (1. a 7. tételt) kovetkezik, hogy

lel” =Yl e* = le@)E (€ H),

keN

és ez azt jelenti, hogy a ¢ : H — [? lineéris bijekcié normatarts. W

Barmely euklideszi térben (tehat Hilbert-térben is) a skaldris szorzat kifejezhet6
a normaval. Egyszertien igazolhatd, hogy valds eulideszi tér esetén fennall az

) =3 (e + ol =l —ol?) Gy e )

azonossag. Fzekbdl nyilvanvalé, hogy minden izometria egyben a skaldris szorzatot
18 megtartja, azaz
(r.y) = (p(2). 0(y))  (z,y€H).






5. Linearis operatorok és funkcionalok

Legyenek X ésY walds (vagyis R feletti) linearis terek (mds széval vektorterek). A
nullelemeket Ox, ill. 6y jeloli. A lineéris terek elemeit vektoroknak is fogjuk nevezni.
Feltessziik még azt is, hogy az X, ill. az Y linedris tereken norma is van értelmezve,
ezeket a || - || x, ill. a || - ||y szimbdlumokkal jeldljiik. Tébb definiciéban és allitasban
X-nek csak a vektortérstrukturajara lesz sziikséglink. Ezekben az esetekben az X
linearis térrol beszéliink. Ha azt mondjuk, hogy X normalt tér, akkor pedig az
(X, || - lx) térstruktirdra gondolunk.

Ebben a fejezetben normalt terek kozotti leképezések koziil a legegyszertiibbekkel,
a linearis leképezésekkel foglalkozunk.

5.1. A linedris operatorok L(X,Y) vektortere

Definicié.  Legyenek X és Y linedris terek. Az A : X — Y fiiggvényt line-
aris operatornak (vagy linedris leképezésnek) nevezziik, ha minden z,y € X
elemparra és minden A € R szamra

(i) Al +y) = Az) + A(y),

(il) A(A\x) = MA(x).
A valods értéki linearis leképezéseket linearis funkcionaloknak hivjuk.

A definicié (i), ill. (ii) feltétele azt jelenti, hogy az A operdtor az X-beli dsszegeket
Y-beli 6sszegekbe, ill. X-beli elemek szamszorosat a megfeleld Y-beli elemek szam-
szorosaba viszi at. Az A leképezésnek ezt a két tulajdonsdgat kifejezve azt szok-
tuk mondani, hogy a leképezés miivelettarts, vagy — az algebraban szokasos
szohasznalattal élve — az A fiiggvény homomorfizmus. Az A leképezés = helyen
felvett értékének jelolésére a szokdasos A(x) mellett az Az szimb6lumot is hasznélni
fogjuk.

Linedris leképezésekkel kapcsolatban két kitiintetett alteret szokas bevezetni. A

KerA:={xe X | Az =0y} C X,
ImA:={Az|ze X} =RaCY

halmazokat az A operator magterének, illetve képterének nevezziik.
Erdemes megjegyezni az alabbi — egyszertien bebizonyithaté — allitasokat.
Legyenek X és Y linedris terek és A : X — Y egy tetszOleges linearis operator.

Ekkor
[} A@X = ey;

97



98 5. Linedris operatorok és funkcionalok

e Ker A altér X-ben, Im A altér Y-ban;
e A pontosan akkor injektiv, ha Ker A = {0x };
e A akkor és csak akkor szirjektiv, ha Im A =Y.

Minthogy az A : X — Y fluggvény értékei vektorok, ezért értelmezve van ezek
Osszege és szammal valé szorzata. Ezt felhasznalva értelmezhetjik az A, B : X — Y
linearis operatorok A + B dsszegét és az A operator \ szamszorosdt:

(A+ B)(z) .= Az + Bz (x € X),
(ANA)(z) := NAx (x € X, A € R).
Egyszertien igazolhaté az alabbi fontos allitas.

1. tétel. Legyenek X és Y tetszdleges linedris terek. Az dsszes X — Y linedris
operdtort tartalmazo halmaz R feletti vektorteret alkot az imént definidalt miveletekre
nézve. Ext a vektorteret az

L(X,)Y):={A: X - Y | A linedris operator}
szimbolummal jelolyik.

Emlékeztetiink arra, hogy az X; és az X, valds linearis tereket akkor neveztiik
izomorfaknak (jelolésben X; = X5), ha elemeik kozott 1étezik miivelettarto bi-
jekcid, vagyis ha

47T : X, — X, bijekcio, hogy
T(Ax +py) = AT(z) +pI(y)  (z,y € X1, A, p€R).

Az izomorf linedris tereket ugyanazon tér kiilonbozé realizaciéjanak tekintjiik, ezért
az ilyenek kozott nem tesziink kiilonbséget.

Példak linearis leképezésekre

e X =Y = R esetén pontosan az A(x) = cx (x € R) alaku fliggvények a
linearis leképezések, ahol ¢ tetszileges valés szam. (Ezek képei az origén atmend
egyenesek.) Egyszeriien lathatd, hogy

L(R,R) = R.

e Legyenek n és m rogzitett természetes szamok, X = R" és YV = R™.
Kordbban mar lattuk, hogy rogzitett X-, illetve Y-beli bazisok esetén az L(R™, R™)
linedris tér azonosithaté az (m x n)-es valés matrixok linedris terével, azaz

L(R",R™) = R™*",
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A linearis algebraban megismertiikk a véges dimenzios linedris terek kozotti
linedris leképezések (ezen keresztiil a métrixok) legfontosabb tulajdonsagait. Az
analizisben fontos szerepet jatszo linearis terek végtelen dimenzidsak. A funkcional-
analizis feladata az ilyen terek kozotti (linedris) leképezések vizsgalata.

5.2. Folytonossag és korlatossag

Emlékeztetiink arra, hogy korabban mar értelmeztiik normalt terek kozotti leké-
pezések folytonossagat. Ha X és Y normalt terek, akkor azt mondtuk, hogy az
f: X =Y figgvény folytonos az a € X pontban, ha

Ve>0hoz 36>0: VreX, ||z—allx<d = [f(z)— fla)lly <e.

A valds-valos fiiggvényekhez hasonldan itt is érvényes az atvitelielv: az f : X — Y
fiiggvény akkor és csak akkor folytonos az a € X pontban, ha minden =z, — a
sorozatra f(z,) — f(a). Az f: X — Y fiiggvényt folytonosnak nevezziik, ha
minden a € X pontban folytonos.

Erdekes és fontos tény, hogy linedris operdtorok esetén az egyetlen pontbeli
folytonossagbol mar kovetkezik az egész téren vald folytonossag.

2. tétel. Tegyiik fel, hogy az A : X — Y linedris leképezés folytonos eqy a € X
pontban. Ekkor A folytonos az dsszes x € X pontban.

Bizonyitas. Rogzitsiik az x € X pontot, és vegyiink egy olyan (z,) C X sorozatot,
amelyre x,, — x az X térben. Megmutatjuk, hogy ekkor Az, — Ax az Y térben,
ami az atviteli elv alapjan azt jelenti, hogy A folytonos xz-ben. Tekintsiik a kovetkezo
atalakitast:

Az, =A(a+ (z, —2)+ (x —a)) = Aa+ (z, — 2)) + Az — a) =
=A(a+ (z, — 2)) + A(z) — A(a) (n €N).
Mivel z, — =z, ezért lim(a + (v, — x)) = a. Az A operator a-beli folytonossiga
miatt az (Az,) sorozat tehdt valéban A(a) + A(x) — A(a) = A(z)-hez tart. B

Linedris operator folytonossaga ekvivalens médon jellemezhet6 a korlatossagnak
elnevezett tulajdonsaggal.

Definicié. Az A : X — Y linedris operatort akkor mondjuk korlatosnak, ha
1étezik olyan C' > 0 szam, hogy

[Azlly < Cllzlx  (z € X). (5.1)
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Figyeljik meg, hogy az X = Y = R esetben a korlatossdgnak a fenti fogalma
kilonbozik a valds-valos fiiggvények korében korabban értelmezett korlatossag fo-
galmatdl. A tovabbiakban ezt a fogalmat mindig a fenti értelemben értjiik.

3. tétel. Az A: X — Y linedris operdtor akkor és csak akkor folytonos X-en, ha
korlatos.

Bizonyitas. A folytonossdg definiciéja alapjan (5.1)-bol kovetkezik, hogy A
folytonos a 0x pontban, ezért a 2. tétel miatt minden x € X pontban is folytonos.

A forditott irdnyu allitast indirekt médon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy A
nem korlatos. Ekkor (5.1) alapjan
Vn € N-hez Jz, € X : ||Az,|ly > nllz.|x.
Vildgos, hogy x,, # 0x (n € N), ui. ha x, = fx lenne, akkor
[Aznlly = [0y lly = 0% nllznllx = 0.
Tekintsik az
L & ey
Yn = —
n |zl x
sorozatot. Ekkor ||y,|x = = — 0, tehdt y, — Ox az X térben. Az A operdtor
folytonos a Ay pontban, ezért Ay, — 0y az Y térben. Ekkor azonban a normak
sorozata 0-hoz tart, azaz || Ay,|ly — 0. Mdasrészt az indirekt feltétel miatt a normak

n H n |‘<

adédik minden n természetes szdmra, és ez azt jelenti, hogy az ||Ay,|ly normak
sorozata nem tart nulldhoz. Ez az ellentmondas az allitasunkat bizonyitja. W

1 ||A
1 JAwly
vy o0 Tl

M%mzl

Véges dimenzios terek kozotti linearis leképezések folytonosak. S6t ennél tobb
is igaz.
4. tétel. Tegyik fel, hogy X wvéges dimenzios, Y pedig tetszéleges mormdlt tér.
Ekkor minden A : X — Y linedris operdtor folytonos.

Bizonyitas. Véges dimenzios tereken barmely két norma ekvivalens, ezért felteheto,

hogy X = R" és || - ||[x = || - [|1. Jelolje ey, eq,..., e, az R™ tér kanonikus bazisat.
n n

Ekkor minden z € R™ esetén x = > zxeg (xx € R) és ||z]1 = D |zk]. Mivel A
k=1 k=1

n n
linedris, ezért Az = A(D_ zgpex) = Y xpAey, kovetkezésképpen
k=1 k=1

[Az]ly < |kl Aeclly < Cllzfly, ahol € :=max{[|Aeilly,....[|Aea]ly}.

k=1
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Ez azt jelenti, hogy A korlatos, tehat folytonos linearis operdator. W

Erdekes és meglepd, hogy wvégtelen dimenzios terek kozott az ilyen egyszert
(vagyis linedris) leképezések kozott is vannak mar olyanok, amelyek nem folytonosak.

Példa: a differencidloperdtor nem folytonos linedris operdtor.

o Legyen (X,[| - [lx) = (CU[0,1],]| - [lo) és (Y2l - llv) = (C[0, 1], - loc)-
Jelolje D a differencidloperatort:

D:X =Y, Df:=f.

Ekkor D linearis, de nem korlatos, tehat nem folytonos operator. Valéban, a li-
nearitas nyilvanvalé. Annak igazolasara, hogy D nem korlatos, tekintsiik az

fult) =" (tel0,1], neN)

fiiggvényeket. Mivel minden n-re

e n
1D falloe = I falloo = [Int" oo = n = nll fulloo > Sl fulloo:
2

ezért D valéban nem korlatos, tehat nem is folytonos operétor.

Megjegyzések. 1° Az operatorok kozil az analizis szempontjabdl az egyik leg-
fontosabb a differencialoperdator. A differencidloperatort kiilonféle terekben lehet
vizsgalni, és amint az lattuk, az altalaban nem folytonos. Ez a tény indokoltta teszi
az analizisben a nem folytonos operatorok tanulméanyozasat is. A tovabbiakban
ezekkel mi nem foglalkozunk.

29 Bizonyos esetekben a norma alkalmas megvalasztasaval tehetiink egy nem
korlatos operatort korlatossa. Az el6z6 példanal maradva, ha az X-beli normat az

1fllx = lflle + 1/ e (f € CH0,1])

képlettel értelmezziik, akkor az igy kapott differencidloperdtor mér korlatos/folytonos
linedris operator lesz. Valéban:

IDflloe = 11/ oo < [1flloe + 1 lloe = If11x

minden f € (C*[0,1], | - ||x) esetén.
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5.3. Operator normaja. A B(X,Y) normalt tér

A tovabbiakban csak a folytonos/korlatos linedris operéatorokkal foglalkozunk. Adott
X, Y normélt terek esetén ezek halmazat igy fogjuk jelolni:

B(X,Y):={A: X — Y | A linedris és folytonos/korlatos}.

A folytonos/korldtos linedris operatorok kozott is értelmezve van az dsszeadds és
a szammal valé szorzds miivelete. Egyszertien belathatd, hogy B(X,Y") ezekkel a
miiveletekkel egy R feletti vektortér, az L(X,Y") tér egy altere. A 4. tételbdl az is
kovetkezik, hogy B(X,Y) = L(X,Y), ha X véges dimenziés normalt tér.

Tovébbi struktiraval, nevezetesen normdval fogjuk elldtni a B(X,Y) linedris
teret. Ehhez felhasznaljuk a korldtossdg fogalmanak (1. (5.1)) aldbbi ekvivalens
atfogalmazasait. Legyen A : X — Y egy linearis operator. Ekkor

3C >0 |Az|y < Cllz|x (V& € X);

0

300 Azly <C (VaeX, [rlx < 1)
)
AC > 0:||Az|ly <C (Vz e Sy := 851 x ={r € X|||z||x =1})
(S1.x-et az X egységgombfeliiletének nevezzik);
)
VM C X korlatos halmazra A(M) C Y korldtos halmaz.
Definicié. Tetszéleges A € B(X,Y) esetén az

IA[] = [|AlLxy - = sup {[[Az]ly [z € X, ||lz[x =1}
= sup {[|Azly |z € X, |lz[lx <1}

szamot az A operator normajanak nevezziik.

Hamarosan megmutatjuk, hogy ez a leképezés valéban norma a B(X,Y') linedris
téren. Eloszor a fent definidlt szam néhany egyszertien bebizonyithaté és a tovabbi-
akban gyakran hasznalt tulajdonsagat fogalmazzuk meg.

5. tétel. Tetszdleges A € B(X,Y) operdtor esetén
o |A|| véges, nemnegativ valds szam;

o [Azfly < [lA}-llz[x (V2 € X);
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o A =min{C >0 |VzreX : ||Az|y < C-||lz|x}
(az ||A|| tehdt a legkisebb olyan C > 0 szdm, amelyre az |Az|ly < C||z|x
egyenldtlenség minden x € X elemre fenndll.)

Az utolsé allitast leggyakrabban a kovetkez6 forméban fogjuk alkalmazni: ha
egy C' > 0 szédmra fennall az

[Az]ly < Cllzlx (Yo e X)

egyenlStlenség, akkor ||A| < C.

Operator normajanak a kovetkezo szemléletes jelentés tulajdonithato: az operdtor
korlatossagaval ekvivalens

[Azly <€ (ze X, |zlx =1)

egyenl6tlenség azt jelenti, hogy az X-beli S egységgdmbfeliilet A(S;) képe benne
van az Y tér egy origd kozépponti gombjében. A legkisebb sugaru ilyen tulaj-
donsagu gémbnek a sugara éppen || A]l.

A kovetkez6 tételben a B(X,Y) tér alapvetd tulajdonsigait soroljuk fel.

6. tétel. Legyenek X ésY normadlt terek. Ekkor
e B(X,Y) linedris altér az L(X,Y") vektortérben;
e ha X wvéges dimenzids, akkor B(X,Y) = L(X,Y).
o az A ||A|| leképezés norma a B(X,Y) linedris téren;
e ha az Y normadlt tér teljes (vagyis Banach-tér), akkor ezzel az A — ||A]|
normdval B(X,Y') Banach-tér.

Bizonyitas. Az elsd allitas nyilvanvald, a mdsodik pedig a 4. tétel kovetkezménye.

A harmadik allitas bizonyitasa: A norma meghatarozo tulajdonsagait ellenoriz-
ziik. Legyen A, B € B(X,Y).

(i) Nyilvanval6, hogy ||A|| > 0. Tegyiik most fel, hogy ||A|| = 0. Ez azt jelenti,
hogy minden x € X, ||z||x < 1 vektorra ||Az||y = 0, kovetkezésképpen Az = 6y,
ha ||z||x < 1. A norma homogenitéséat felhasznélva ebbdl az adédik, hogy minden
x € X esetén Az = 0y. Az A operétor tehdt valéban a B(X,Y) tér nulleleme.

(ii) Hasonléan igazolhatd, hogy [[AA|| = |A| ||A|| minden A € R szamra.

(iii) A haromszog-egyenl6tlenség igazolasdhoz az Y-beli norma, valamint az ope-
ratornorma tulajdonsagait hasznalva kapjuk, hogy

I(A+ B)(@)[ly = [[Az + Brlly < [[Azlly +[|Bx]y <
< Al llzllx + 18I lzllx = (IAI+IB]) - l=llx - (2 € X),
amibdl a 5. tétel alapjan adédik, hogy ||A + B|| < [|A]| + || B
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A negyedik 8llitds bizonyitdsa. Tegyik fel, hogy (Y] - |ly) teljes, és igazoljuk,
hogy akkor a (B(X,Y),| - ||) tér is teljes. Legyen (A,) C B(X,Y) egy Cauchy-
sorozat. Megmutatjuk, hogy ekkor (A, ) konvergens, azaz van olyan A € B(X,Y)
operator, amelyre

nl—i>rfoo|’A_A”H =0. (5.2)

Mivel (A,,) Cauchy-sorozat, ezért
Ve >0-hoz dng € N: Vn,m >ngra |A,— A, <e. (5.3)
fgy tetszoleges rogzitett x € X esetén fennallnak az
1452 = Apall = [(An — Ap)ally < [4n — Anll- lzllx < ellellx  (m,m > no)

egyenlStlenségek. Ez azt jelenti, hogy (A,z) C Y Cauchy-sorozat. Mivel Y tel-
jes, ezért (A,z) konvergens Y-ban. Jeloljiik Az-szel a hatarértékét. fgy tehat
értelmeztink egy A : X — Y operatort. A kovetkezoket kell igazolnunk:

(i) A linedris,

(i) A folytonos/korldtos,

(iii) [|A — A,]| — 0 (n — 400).

Lassuk a bizonyitasokat:

(i) Ez nyilvanvald, mivel a limesz linedris.

(ii) Vegyiink egy tetszbleges x € X vektort. A norma folytonossiga, Ax
definici6ja és (5.3) alapjan kapjuk, hogy

|Az — A, x||y :mlirfm||Amz—Anx||y <e-|z|x (n > nyg). (5.4)
Ez azt jelenti, hogy a V' := A— A, korlatos/folytonos linedris operator. A feltételiink
szerint A, is ilyen, ezért az Gsszegiik, vagyis a V + A,, = A operétor is korlatos/foly-
tonos linearis operator.
(iii) Az (5.4) egyenlStlenségbdl az is kovetkezik, hogy
[A=Aull <2 (n>no),

és ez azt jelenti, hogy 1ir+n |A—A,]=0. W

5.4. Példak funkcionalokra és operatorokra

1. példa. Legyen

(X0 lx) = (Cla, b, 11 - lloe) 65 (V- lly) = (R, - ).
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Adott a < t; <ty < --- < t, <bpontrendszer és cq, ca, ..., c, valdés szadmok esetén
tekintsik az

®: Cla,b] — R, o f ::chf(tk)
k=1

funkcionélt. Ekkor ® folytonos linearis funkcional és a normadja

12l = lexl-
k=1

Bizonyitas. A linearitds nyilvanvalé, mert minden f, g € Cla, b és A\, u € R esetén

n

QNS +pg) =D (M + pg)(te) =D ex (Af(te) + py(t) =

k=1 k=1

- )\chf(tk) + uzckg(tk:) =
= \O(f) + ud(g).

A funkcional korlatossiga (tehat folytonossaga) a

071 =[Saas@] < (Slal) 1l (€ Clat)

egyenlotlenséghdl kovetkezik, amibol az is adodik, hogy

n
12l < > lexl.
k=1

A forditott irdnyu egyenlétlenséget ugy igazoljuk, hogy megadunk olyan f, €
Cla, b] fuggvényt, amelyre || folloo < 1 és

@] = lexl.
k=1

Ekkor .
10 = sup [Df] = [Dfo =D lexl.
I flloc<t P
® definicidjabdl kiindulva most kénnyfi ilyen f, : [a,b] — R folytonos fiiggvényt
konstrudlni: a t; (k= 1,2,...,n) pontban a fiiggvényérték legyen f,(tx) := sign c;
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legyen f, linearis a [ty, txr1] (kK =1,2,...,n — 1) intervallumon és allandé az [a, t1],
[tn, b] intervallumon.
Vildgos, hogy ekkor || folloo < 1 és

Ofy=> cfolts) =Y cxsigne, = Y el
k=1 K=1 k=1

ezzel az allitast bebizonyitottuk. W

2. példa. Legyen

(X0 lIx) = (Cla, 8 - o), (Yol Mly) = (R.] - )
és g € Cla, b egy rogzitett fliggvény. Ekkor

b
®: Cla,b] — R, @f::/fg

olyan folytonos lineéris funkciondl, amelynek a normaja

b
i@l = [ gl

Bizonyitas. Mivel folytonos fliggvények szorzata folytonos, és minden [a,b]-n
folytonos fiiggvény Riemann-integralhato, ezért @ . jol definidlt” leképezés. P li-
nearitdsa az integral linearitdsabol kovetkezik. A

b b
ofl =| [ 1) < ([ 1ol) Wl (F € Clat)
egyenlotlenség alapjan @ korlatos, tehat folytonos és

b
o) < [ 1ol

A forditott egyenlOtlenség bizonyitasa most nehezebb, mint az el6z6 példanal. Azt
fogjuk megmutatni, hogy

b b
Ve > 0hoz 34, € Clat] Il <16 [0fil=| [ 1og] > ([ 1) = 63)
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Ezt felhasznalva kapjuk a minden € > 0 szamra fennélld

[flloo<1

b
2= suw [2f]2 (2] 2 (/|g|) .

egyenlotlenséget. Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy

b
B /|g|.

Az (5.5) feltételeket kielégit f, fliggvényt a kdvetkez$ mdédon konstrualjuk meg:
Rogzitsiik az ¢ > 0 szdmot, és osszuk fel az [a,b] intervallumot az a = ¢y < t; <
-+« < t, = b osztépontokkal gy, hogy a ¢ fiiggvény megvéltozasa mindegyik [t;, ;1]
(1=0,1,...,n—1) intervallumon kisebb legyen az ¢ szamnal. Ilyen felosztas létezése
g egyenletes folytonossagabol kovetkezik. Az igy kapott intervallumokat most két
csoportba soroljuk: az elsé csoportba tartoznak azok a A, Al ... Al interval-
lumok, amelyeken a ¢ fliggvény nem valt el6jelet. A fennmaradd A7, AL, ... A
intervallumokat pedig a masodik csoportba soroljuk. Mivel g eljelet valt a A}
(k=1,2,...,s) intervallumon és a fliggvényértékek megvaltozasa ezen e-nél kisebb,
ezért

g(t)| <e  (te Al k=12,...,s).

Az f, € Cla, b] fliggvényt igy értelmezziik: az els6 csoportba tartozoé intervallumokon
legyen
fo(t) := sign g(¢) (tel, j=12,...,1),
a fennmarad¢ intervallumokon pedig linedris. Ha a (vagy b) a masodik csoporthoz
tartozo intervallum végpontja, akkor legyen f,(a) := 0 (f,(b) := 0).
A -1 < f,(t) <1 (a<t<Db) egyenldtlenség felhasznéldsival a

<1>(fo)=/bfo-g

integralra a kivant alsé becslés most mar kénnyen igazolhato:
b

S

Z/b|g|—22/lg| >/b|g(t)|dt—26(b—a)-

k=1
Ay
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Ezzel az (5.5) allitast, kovetkezésképpen a 2. példa allitdsét is bebizonyitottuk. W

3. példa. Legyen
(X0 l1x) = (Cla, b 11 - lloo) Yol lly) = (Cla, b 11 - lloo)

és K : [a,b] X [a,b] — R egy rogzitett folytonos fiiggvény. Ekkor
A: Cla,b] — Cla, b, /f (xz,t)dt (x € |a,b])
olyan folytonos linedris operator, amelynek a norméja
|All = max/|K z,t)|dt =

Bizonyitas. A tett feltételekbol kovetkezik, hogy A ,,jol definidlt”. Az A operétor
linearitdasa nyilvanvalo, és az
/ fO) K (z,t)dt

max / K(e.0lde) - |flo =M - fl (F € Clab)

a<m<b

[Aflloe = max

a<x<b

egyenlStlenséghdl kovetkezik A folytonossdga, valamint az, hogy ||Al| < M. Most
igazoljuk a forditott iranyu egyenlétlenséget. Mivel az

[a,b] > x r—>/|K(x,t)|dt

fliggvény folytonos, ezért van olyan xq € [a, b] pont, amelyre

a<zx<

b b
M= maxb/]K(:zc,t)]dt:/|K(x0,t)\dt.
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Tekintsiik a C[a, b] téren a g(t) := K(xzo,t) (t € [a,b]) folytonos fiiggvénnyel képzett

o ::/f(t)K(xo,t)dt (f € Cla, b))

folytonos linearis funkcionalt. Az el6z6 példaban lattuk, hogy minden ¢ > 0 szamhoz
van olyan f, € Cla,b] fiiggvény, hogy || follco < 1 és

b
©F) 2 0]~ & = [ 1K(an, O]t~ =2 .

Ekkor
[All = sup{|Afllo | [ € Cla, 0], |fllec <1} >

b
> ALl 2 (AL) @) = [ Koo 0500 dt = [0 2 M ~ <.

Mivel € > 0 tetszbleges, ezért az || Al > M egyenlétlenség valoban teljestil. W

4. példa. Véges dimenzids terek kozotti linearis operatorok.

Legyenek (X, ||-]|x) és (Y, ||-||y) most véges dimenzids normalt terek. Tegyiik fel,
hogy dim X =n és ey, ..., e, az X linedris tér egy béazisa; dimY =m és fi,..., fm
az Y tér egy bazisa.

Vegytink egy A : X — Y linedris operatort. Ha x az X tér egy vektora, akkor

n
T = E Zj€j,
Jj=1

igy az A operator linearitasa miatt

Az = Z xjAe;.
j=1

Az A leképezés tehat mindentitt adott, ha ismertek A-nak az eq,...,e, bazisvek-
torokon felvett értékei. Tekintsiik most az Ae; vektornak az Y-beli fi,..., fn
bazisvektorokkal felirt alakjat:

AGJZZCLU]C@ (321,2,,71)
i=1
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Az a;; egylitthatékat egy (m x n)-es A matrixba rendezziik ugy, hogy A j-edik osz-
lopéba az Ae; vektor fi, ..., f,, bazisra vonatkozo6 koordinatait, vagyis az a;, . . ., Gm;
szamokat {rjuk. Igy az A € L(X,Y) operdtorhoz hozzarendeltiink egy (m x n)-es A
matrixot, amit az A leképezés rogzitett eq, ..., e, és fi,..., [ bazisokra vonatkozo
matrixreprezentacigjanak neveziink.

Megadtunk tehat egy

T:LX,)Y)— R™" TA:=A

leképezést. Egyszerlien igazolhat6, hogy T linedris bijekcié (izomorfia) L(X,Y") és
R™*™ kozott, és ezt ugy is mondjuk, hogy a két tér izomorf egymassal (jelolésben:
L(X,Y) =2 R™"™). Izomorf tereket azonosithatunk egyméssal, és ebben az értelemben
azonosithatjuk az A € L(X,Y) linedris operdtort a fentiek alapjan megadott A €
R™ ™ matrixszal.

Azt is tudjuk mar azonban, hogy minden véges dimenzidés normélt téren értel-
mezett linedaris leképezés folytonos is, ezért

L(X,Y) = B(X,Y) = R™",
A B(X,Y) téren értelmezett
[A]} = sup{[[Az]ly | v € X, |lz[lx <1} (A€ B(X,Y))

operatornorma a fenti izomorfia alapjan normat indukal a matrixok linedris terén.
Ennek értéke az X, illetve Y-beli normak konkrét megvalasztasatol fligg.

Lassunk most néhany , szokasos” matrixnormat. Az egyszerliség érdekében
csak az

(XN ) o= R - {lp) =Ry, (V- fly) o= (R[] - lp) = Ry

normalt tereket tekintjik, ahol 1 < p < 400, és mindkét térben a kanonikus
bazisokat rogzitjiikk. A B(R}, R téren értelmezett operatornorma a matrixok R™*"
linedris terén az

HA”p:sup{HA~pr | SCGRZ, HprS 1} (AeRan)

normat indukalja, és ez a matrix elemeivel is kifejezhet6. Igazolhatok példaul az
alabbi Osszefiiggések:

n
A0 = 1?%2 la;| (A e R™™)
]:



5.4. Példak funkcionalokra és operatorokra 111

(ez a métrix sorosszegnormaja);
m
_ . mxn
[Afl = max El jai| (A €R™")
1=

(ez az oszlopOsszegnorma);

IAll: =vAr (A eR™™),

ahol A; az AT A matrix legnagyobb abszolit értékii sajatértéke (AT az A métrix
transzponéltja). Ezt a matrixnormat spektralnorméanak nevezik.

5. példa. Hilbert-terek projekcios operatorai.

Legyen (H, (-,-)) valés Hilbert-tér és jelolje ||z|| := /(z,z) (x € H) a skalaris
szorzat altal indukalt normat. TetszOleges {0} # M C H zart altér esetén tekintsiik
a Py projekcios operatort:

Py : H— M, Py(z):=z, (v € H),
ahol x = x1 + x5 az © € H vektor ortogonalis felbontasa, azaz x; € M és xo 1. M.

Ekkor Py, egy 1-norméju folytonos linearis operator.

Bizonyitas. A Riesz-féle felbontasi tétel szerint az x € H ortogondlis felbontasa
egyértelmi, ezért Py, ,,jol definidlt”.

Py linedaris operator. Valdban, legyen xz,y € H és A\, u € R. Tekintsiikk x és y
ortogonalis felbontasat:

T =21+ Ta, r1 € M és xo9 L M,
Y=Y+ Yo, Yy € M ésys, L M.

Ekkor Az + py = (Ax1 + pyr) + (Axg + pyo). Mivel Ay + py; € M (M altér) és
Axo + pya L M (ui. (Azo + pya,m) = Xza, m) + p(y2,m) = 0 minden m € M
esetén, mert xo L m és yo L m), ezért

Py(Az + py) = Az1 + pyr = APy () + pPu(y),

és ez azt jelenti, hogy a P,; operator linedris.
Folytonossag. Az x = x1+x (x1 € M, xo L M) ortogonélis felbontésra érvényes
2> = ||1]|* + ||z2||? Pitagorasz-tétel alapjan

[Py (@) = [l < H[zfl (2 € H),
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ezért Py, korlatos, kovetkezésképpen folytonos linearis operator. Ebbol az egyenl6t-
lenséghdl még az is kovetkezik, hogy ||P|] < 1. A forditott irdnyd egyenlétlenség
bizonyitdsdhoz vegytink egy xog € M, ||zo|| = 1 vektort. (Az M # {0} feltétel miatt
van ilyen xq.) Ekkor Py (xo) = g és

[Pl = Sup 1P ()| = [[Par (o) | = [loll = 1,

tehét ||Py/|| = 1 valéban fennall. W

5.5. A dualis tér

Ebben a pontban normalt téren értelmezett valds értéki folytonos linedris leképe-
zéseket, mas szoval folytonos linearis funkcionalokat fogunk vizsgalni. Ezek
Osszességét a normalt tér dudlis terének nevezziikk. Az el6z6 pontban lattunk
néhany konkrét példat ilyen leképezésekre. Az altalanos eredmények alkalmazdsahoz
sok esetben fontos tudni azt, hogy egy adott normalt téren hogyan lehet megadni,
illetve jellemezni az oOsszes folytonos linedris funkcionalt. Megjegyezziik, hogy a
funkcionalanalizis elnevezés onnan ered, hogy a matematikanak ez az dga a kiilon-
féle specialis normalt terek dudlisainak a jellemzésébdl nétte ki magat. Az ilyen
irdanyu kutatdsok az 1900-as évek elején kezdddtek, és ebben uttoro szerepe volt —
tobbek kozott — Riesz Frigyesnek.

5.5.1. A dudlis tér definicidja

Az el6z6 pontban tetszéleges (X, || - ||x) és (Y, || - |ly) valdés normalt terek esetén az
X — Y tipust folytonos linedris leképezések B(X, Y )-nal jelolt halmazat vizsgaltuk.
Miiveleteket és (operdtor)normét értelmeztiink ezen a halmazon. Azt is lattuk, hogy
ha az (Y, - |ly) tér teljes, akkor az igy kapott (B(X,Y),| - ||xy) normélt tér is
teljes, azaz Banach-tér. Most csak a wvalds értéki folytonos linearis leképezéseket,
vagyis a folytonos linedris funkciondlokat fogjuk tekinteni. Ebben az esetben tehat

. |- lIy) = (R, |- ). Mivel R teljes, ezért (B(X,R), || - || xz) Banach-tér.

Definicié. Legyen (X, | -|/x) tetszOleges normalt tér. Az X-en értelmezett valés
értéki folytonos linedris leképezések halmazat B(X,R) helyett X*-gal jeloljik:

X*:= B(X,R).

A (B(X,R), ||-||xz) Banach-teret az (X, ||-||x) normalt tér dudlis terének nevezziik,
és jelolésére az (X*, || - ||+) szimbélumot hasznaljuk:

(X501 = (BOX,R), ] - [l xe)-
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A tovabbiakban (X*, || - ||+) helyett gyakran X*-ot {runk, és az X* dudlis térrél
beszéliink. X* elemeit altalaban gorog nagybetiikkel (®, ¥, sth.) jeloljik. A & € X*
szimbolumon azt értjiik, hogy ® eleme az X* dudlis térnek. Erdemes osszefoglalni,
hogy mi mindent fejez ki ez a rovid jelsorozat:

d € X* jelentése:
e adott egy (X, | - ||x) normélt tér;
e a d: X — R leképezés linearis, azaz

P(A\r +py) = A\0(z) + p®(y)  (z,y€ X, A\, p€R);
e O korlatos, azaz
3C>0: |P(z)] <Cz||lx (Vxe X);

o a ||, =sup{|P(z)] | v € X és|z]x <1} képlettel értelmezve van a ®
funkcional norméja.

5.5.2. Konkrét normalt terek dudlis terei

A dudlis terek leirasanal hasznos, ha bizonyos normalt tereket azonositunk egymassal.
Ezzel kapcsolatos a kovetkezo

Definicié. Az (X, |- ||x) és (Y,] - |ly) normalt terek izometrikusan izomorfak

(jelolésben X 2 Y'), ha van olyan T : X — Y linedris bijekci6, hogy az

IT(x)[ly = llzllx
egyenloség minden = € X-re fennall.
Az izometrikusan izomorf tereket ugyanazon tér kiillonbozé realizaciéjanak tekint-

hetjiik, ezért ezek kozott nem tesziink kiilonbséget, azonositjuk oket.

Megjegyzés. Vannak olyan esetek is, amikor ezt az azonositast nem célszerii
megtenni.

Ebben a szakaszban végig p és ¢ konjugalt kitevoparokat jelol, azaz

11 1
1<pg<+oo, és —+-=1, (;5:=0).
p q

Ilyenkor azt is mondjuk, hogy ¢ a p szam konjugadlt kitevdje.
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o Az ]R;L terek dualis terei

Legyen n € N és 1 < p < +o0. Jelolje R? az (R", || - ||, ) normélt (Banach-)

teret, és ey,...,e, az R" tér kanonikus bazisat. Ekkor az x = (zy,...,x,) € R”
vektorra
Oy |mk|p)1/p, ha 1 <p< +4oo
], = _
max |z, ha p = +o0.
1<k<n

7. tétel. Tetszoleges 1 < p < 400 esetén
(R;)" =Ry,
vagyis az Ry tér dudlis tere azonosithato Ry -val, ahol q a p konjugalt kitevije.

Bizonyitas. (a) Eldszor azt jegyezziik meg, hogy az R™ linedris téren , természetes
médon” meg lehet adni linearis funkcionalokat. Nevezetesen, nyilvanval6, hogy ha
a=(ay,...,a,) € R" egy tetszéleges vektor, akkor a

n

D, (x) := Z i (x € R™) (5.6)

k=1

leképezés linearis funkcional, amit az a € R™ wvektor dltal generdlt funkciondlnak
nevezunk. Az is vilagos, hogy kiilonb6z6 vektorok kiilonbozé funkcionalokat general-
nak.

Most megmutatjuk, hogy minden a € R"™ vektor esetén ®, olyan folytonos linearis
funkciondl az R téren, amelynek a norméja [|al|,:

1®all. = llally-

Ha a az R™ tér nulleleme, akkor az &llitas nyilvanvals. Legyen tehdt a € R™ \ {0}.
A Hoélder-egyenlotlenséget alkalmazva kapjuk, hogy

u(@)] = > anae| < llally - lzll, (@ € R),
k=1
ezért @, korlatos, kovetkezésképpen folytonos linearis funkcional. Ebbdl az egyenlot-
lenséghol az is kovetkezik, hogy
[all« < lally.

A forditott irdnyu egyenlGtlenség bizonyitasahoz elég megadni olyan nemnulla x° €
R} vektort, amelyre a

@0 ()] = [lallqllz°[l, (5.7)
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eqyenloség teljesiil. Ebbol ui. mar kovetkezik, hogy
[Pa(2)] o [Paf2?)]

[ @0l = sup > = |lal,.
lallo0 (1%l 1zl !

Ha p = 1, akkor jel6ljon j egy olyan indexet, amelyre |a;| = ||a||o és legyen

. bk
xy = A j.’ (k=1,2,...,n)
0, ha k # j
Ekkor a nemnulla z° := (z9,...,2%) vektorra az (5.7) egyenl6ség teljesiil, ui.
9u2%) = [ avat| = los| = ol = llallo - 12°]1
k=1

A p =1 esetben tehdt igazoltuk, hogy ||®.]|« = ||a||oo-
Tegyiik most fel, hogy 1 < p < 400, tehat a ¢ konjugalt kitevé 1 < g < 4o00.
Ebben az esetben az 2° := (z1,...,x,) vektort az

29 = |ag|? 'sign ay (k=1,2,...,n)

képlettel értelmezziik. Egyszerti atalakitasok utan kapjuk, hogy

- a . = 1/q /o 1/p
[P, (2%)] = ‘Z apry| = Z lag|? = (i + é = 1 miatt) = (Z |ak]q> : (Z |ak\q> =
k=1 k=1 k=1 k=1

(felhasznélva, hogy ¢ = p(q — 1) és |ag|? = |ax[P4™ = |25|P)

- 1/q - oip) /P
= (D tanl) " () " =
k=1 k=1

= llall - ll2°[l,-

Az (5.7) egyenldség tehdt valéban fenndll, kovetkezésképpen || @, = [|a||, az 1 <
p < 400 esetben is.
(b) Tegyiik most fel, hogy ® tetszéleges folytonos linedris funkcional az R téren,

azaz ¢ € (Rg)*. Mivel ® linearis, ezért

O(x) = md(er)  (zERY).

Tekintsiik az a = (®(e1),...,P(e,)) vektor altal indukélt @, funkcionalt. Nyil-

vanvalo, hogy
O(x) = Dy(x) (z e R}),
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és azt is belattuk mar, hogy [|®], = |lall, = ||Palls. Ez azt jelenti, hogy az
R? téren minden folytonos linedris funkciondl valamilyen alkalmas (egyértelmtien
meghatarozott) vektor altal generdlt funkcionallal egyezik meg.

(c) A fentiekbél kovetkezik, hogy minden 1 < p,q < +o0o konjugdlt kitevOpar
esetén a

T:R; — (RZ)* , Ta:= o,
leképezés egy izometrikus izomorfia az (R;})* és az Ry terek kozott. W

e A [” terek dudlis terei

Tekintsitk most a (I, || - ||,) (1 < p < 400) sorozattereket. Az x = (x,) € I
sorozat norméjat 1 < p < +oo esetén az

+o0 1/p
2l = <Z \wn\p> :

n=1
ha p = +o00, akkor pedig az

[#]|oo := sup |2y
neN

képlettel értelmeztiik, és azt is lattuk mar, hogy e terek mindegyike Banach-tér.
A dudlis terek leirasdhoz felhasznaljuk az alabbi, 6nmagéaban is fontos allitast.
8. tétel. Ha 1 < p < +o0, akkor az
¢":=(0,...,0,1,0,...) n=1,2...
T
kanonikus egységvektorok kifeszitik az (I, ||-||,) teret, azaz minden x = (x,,) € [P

elem elballithato az
—+oo
T = E T,e”
n=1

alakban. Ez az eqyenldséq azt jelenti, hogy a > x,e™ sor részletisszegeinek a sorozata
az [P tér normajaban tart az x elemhez, tehadt

n
lim Ha:— E et = 0.
n—-+4o0o

k=1

p

Val6ban, tetszélegesen adott © = (z,,) € P esetén az

n P +oo
Hx—Zwkek < Z |zk|P — 0 (n — +00)
k=1 P =t

relacié teljestl, mert a ) |z, [P sor konvergens.
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A véges dimenzids esetben megszokott szohasznélattal élve azt mondjuk, hogy
1 < p < +4ooesetén az " (n = 1,2,...) vektorrendszer a [P tér egy béazisa (vagy
kanonikus bézisa).

Megjegyzés. A 8. tétel p = +00 esetén nem igaz: az e" (n = 1,2,...) kanonikus
egységvektorok nem feszitik ki a [*° teret. Tekintsiik pl. az azonosan 1 sorozatot.

9. tétel. Bdarmely 1 < p < 400 esetén

vy =,
vagyis az (1P, ||-||,) tér dudlis tere azonosithatd az (19, ||-||,) térrel, ahol q a p konjugalt
kitevdje.

Bizonyitas. (a) Eldszor azt mutatjuk meg, hogy ha a = (a,) € 17 egy tetszdleges

sorozat, akkor
+0o0o

D, (x) = Zanxn (x = (z,) €1P)

n=1

olyan folytonos linearis funkciondl az [? téren, amelynek a norméja ||al|,, azaz
1®all. = [lall,.

Valéban, a Holder-egyenlotlenség alkalmazasaval lathatd, hogy a definicié korrekt,

és
+oo
(@) = |3 ant
n=1

®, linearitasa a végtelen sorok Osszegére és szamszorosara vonatkozd allitasbol ko-
vetkezik. (5.8) alapjan ®, korlatos, tehat folytonos linedris funkciondl és

< llallg - flll, (= € ). (5-8)

[Pall« < llallq
minden a € [? esetén. A forditott irdanyt egyenlotlenség igazolasahoz felhasznalhatjuk
a 7. tétel bizonyitasaban megmutatott gondolatokat.

(b) Most azt igazoljuk, hogy tetszélegesen rogzitett ® € (lp)* funkcionalhoz
egyértelmtien létezik olyan a € [? sorozat, amelyre ®, = ® és |||, = ||a||,-
Ha van ilyen a € 19 sorozat, akkor sziikségképpen

O(e") = Dy(e") = ay

minden n-re, ahonnan

a, = o(e") (n=1,2,...). (5.9)
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Ez azt jelenti, hogy legfeljebb egy kivant tulajdonsagu a € [9 sorozat 1étezik.
Megmuatatjuk, hogy az (5.9) képlettel definidlt a = (a,,) sorozat valéban kielégiti
a megkivant feltételeket, azaz
(i) ae€l?és
(ii) & = D,.

Az allités nyilvanvald, ha a, = 0 (n = 1,2,...). Feltehetd tehat, hogy valamilyen
N > Ny-ra ay, # 0. Ekkor (i)-t el6szor p = 1 esetére igazoljuk:

|an| = [@(e")] < [|®]l. - [le"]l, = [| ]l

minden n-re, igyhogy a € [*°.
Ha p > 1 és igy ¢ < +o00, akkor tekintsiik minden egyes rogzitett N = 1,2,...
szamra az

N lag|9 tsignay, ha k < N
£ 07 ha k> N

képlettel definialt 2V := (ZB{CV , ke N) sorozatot. Vildgos, hogy 2V € [”? minden N-re
(hiszen csak legfeljebb véges sok nemnulla tagja van a sorozatnak). Mivel

¥ [P =lanlr (k<)
(ui. &+, =1 miatt p(g — 1) = q), ezért

®(z") = <I>(§: x{fe’“) = ﬁ:x{jcb(ek) — ﬁ: lax|? =

k=1
N
= la' [ =",
k=1
ahol [|zN][2 > 0 (N > Ny). @ korlatos, ezért
|[@(=™)] < (| @]]x - [l2™]l,,

amibdl azt kapjuk, hogy
=115 < 2]l - fl2™ I,

és igy

Nl (o D ON N
la¥ i = (1) = (X lalt) T <l@ (N < N eN).
k=1 k=1
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Innen N — +o00 esetén kovetkezik, hogy

+o0 1/q
(X laet?) " = flall, < +oc.
k=1

tehdt a € 9 valéban fenndll a ¢ < +00 (p > 1) esetben is.

Hétra van még a ® = &, egyenldség igazoldsa. Mivel a folytonos és linearis ® és
®, funkcionalok definicié szerint megegyeznek minden e” pontban, ezért a 8. tétel
alapjan (csak itt hasznaljuk fel, hogy p # 4+00) megegyeznek az egész I” téren is. W

Megjegyzés. A 9. tétel p = +00 esetén nem igaz, vagyis a korlatos sorozatok [
terének a dudlisa nem az [' tér. Az igaz, hogy minden a € ! sorozatra ®, korldtos
linedris funkcional az [ téren és ||®,| = [lal|;, azonban (I°)" ezeken kiviil més
elemeket is tartalmaz. Az (loo)* tér elemeinek altalanos alakja N végesen additiv
mértékeivel adhaté meg.

A sorozatoknak azonban megadhaték olyan terei, amelyek dudlisa az ! térrel
azonosithato. Ezek a ¢y és a ¢ sorozatterek. Jeldlje ¢ a valdés konvergens, cg
pedig a zérussorozatok halmazat. Konnyen igazolhatd, hogy minden 1 < p < +o0
paraméterre

' CIPCeyCecCl™®,

tovabba a felsorolasban el6fordulé halmazok mindegyike linearis altere a rakovetke-
z6nek.

Bebizonyithato az is, hogy a (¢, || ||e) és a (co, || || ) terek az (I1°°, || || ) Banach-
tér zart alterei, kovetkezésképpen maguk is Banach-terek. A 9. tételhez hasonléan
igazolhatd, hogy

el s g

e A [P terek dualis terei
Legyen (X, Q, i) egy o-véges mértéktér, és tekintsiik a
LP:= Lp(<X7Q7H)> H'HLP) (1§p§—|—00)
fiiggvénytereket.
Az el6z6 példak figyelembevételével , természetes modon” meg lehet adni foly-
tonos linedris funkciondlokat a LP (1 < p < 400) téren: a Holder-egyenl6tlenség

alkalmazasaval ui. egyszertien bizonyithato, hogy ha g € LY egy tetszoleges fliggvény
és%—i—%:l, akkor a

O, LF >R, ,(f):= [ fgdu
/
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leképezés folytonos linedris funkciondl a LP téren és || @, = ||g]| e

Joval nehezebb annak az eldontése, hogy igy minden folytonos linearis funkcionalt
el6 lehet-e allitani. A kovetkezd fontos tétel azt allitja, hogy az 1 < p < 400 esetben
a fenti @, leképezéseken kiviil nincsenek mds folytonos linedris funkcionalok a LP
téren.

10. tétel (a Riesz-féle reprezentécids tétel). Legyen 1 < p < 4o00. Ekkor minden
O € (LP)* funkciondlhoz egyértelmien létezik olyan g € L4 (% + % = 1) fugguény,
hogy

D(f) = By(f) = / fodu (L)

és |« = llgllze-

Fennall tehat a

11. tétel. Legyen (X,Q, 1) eqy o-véges mértéktér és 1 < p < +oo. Ekkor a
LP = (LP(X7Q7IM)7 || ' ||Lp)

fugguénytér dudlis tere azonoithato a L1 fiigguénytérrel, ahol q a p konjugdlt kitevdje,
azaz
(LP)" = L9,

e A (Cla,bl,| - |leo) tér dudlis tere

e Hilbert-tér dudlis tere

Legyen (H,(-,-)) egy valés Hilbert-tér, és jelolje ||z| := /{(z,x) (x € H) a
skalaris szorzat altal indukalt normat.

A H-n értelmezett folytonos linearis funkcionalok leirasdéhoz abbdl az egyszerii
észrevételbol fogunk majd kiindulni, hogy természetes modon meg lehet adni ilyen
leképezéseket: minden a € H vektor esetén

D,(x) = (z,a) (xr € H)

folytonos linearis funkciondl a H Hilbert téren. Kevésbé nyilvanval6, hogy minden
folytonos linearis funkcional alkalmas a € H vektorral ilyen alakban adhaté meg.
Ezeket az eredményeket roviden a kovetkezo formaban fogalmazzuk meg:

12. tétel. Ha H tetszoleges valos Hilbert tér, akkor
H*"= H,

azaz H dudlis tere azonosithato magdval a H Hilbert térrel.
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Bizonyitas. Azt kell megmutatni, hogy H és H* izometrikusan izomorfak, azaz
van olyan T : H — H* linedris bijekcié, amelyre || Tx|, = ||z|| is teljesiil minden
x € H vektorra.

(a) Tetszolegesen rogzitett a € H vektor esetén tekintsiik a

b, () :==(x,a) (x € H)

leképezést. A skaldris szorzat tulajdonsigai alapjan ez nyilvan linearis. A Cauchy—
Schwarz-egyenlotlenség miatt

|Pa(2)] = (2, )| < lal| - lzl| (= € H),

ezért @, korlatos, tehat folytonos. Az operatornorma definiciéja alapjan ebbdl az is
kovetkezik, hogy
[all, < [lall- (5.10)

A forditott irdnyu egyenlétlenség igazolasdhoz tegyiik fel, hogy a # 6 és legyen
To = ﬁ Ekkor

(a,0) _ Jal?
lall lall

O, (x0) = <ﬁ,a> =

Mivel ||zo]| = 1, ezért
1®alls = sup{|®a(z)| | 2 € H, [lz] <1} 2 |Pa(z0)| = [|all

Ezt egybevetve (5.10)-zel a bizonyitandé ||@,|l. = ||a| egyenléséget kapjuk. Nyil-
vanvald, hogy az allitds a = 6 esetén is fennall.

(b) Most megmutatjuk, hogy minden H-n értelmezett folytonos lineéris funkci-
onal &, alaku, ahol a € H. Ez a

Riesz—Fréchet-féle reprezentacios tétel. Legyen ® : H — R egy folytonos
linedris funkciondl a H Hilbert-téren. Ekkor egyértelmiien létezik olyan a € H
vektor, amelyre ®(x) = ®,(x) (x € H) teljesiil, emellett a ||P||. = ||a|| egyenldség is
érvényes.

A Riesz—Fréchet-féle reprezentacios tétel bizonyitasa. A kivant tulaj-
donsagu a € H vektort a ® leképezés magterére ortogonalis vektorként lehet meg-
kapni.

Legyen tehat ® € H*. Mivel ® = 0 esetén a = 6 megfelel6 valasztas, ezért
felteheto, hogy ® # 0. Jelolje Hy a ® magterét:

Hy:=Ker® ={x e H| ®(z) =0}
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Minthogy @ folytonos és linearis, ezért Hy zart altér és ® # 0 miatt ez valodi altér is.
A Riesz-féle felbontasi tétel szerint 1étezik olyan nemnulla vektor, amelyik merd6leges
a Hy altérre. Jeloljon e egy ilyen egységuektort. Megmutatjuk, hogy

a:=d(e)e

megfelel6 valasztas, azaz ® = ®,. Valdban, tetszoleges x € H-ra legyen \ :=
O(x)/P(e) és z := x — Ae. (Vildgos, hogy ®(e) # 0, kiilonben e € Hy és igy e L Hy
miatt 0 = (e, e) = ||e||* lenne, ami ||e| = 1 miatt nem igaz.) Ekkor ®(z) = 0, tehat
z € Hy, és igy z L e. Kovetkezésképpen

P(z) = P(Ae + 2) = AP(e)
(x,a) = ®(e){x,e) = AP(e){e, e) + P(e)(z,e) = \P(e).

A & = P, egyenloség tehat valéban érvényes. Ezért |||, = ||a].
Az egyértelmiiség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy az a1, as € H elemekre ®&,, =
®,, = P teljesiil. Ekkor

D, () — Doy (x) = (x,01 —ag) =0 (Vo € H).

Itt az & := a; — ay vektort véve ||a; — as|* = 0, azaz a; = ay adédik. A Riesz—
Fréchet-féle reprezentaciés tételt tehat bebizonyitottuk.

(c) A fentiekbdl mér kovetkezik, hogy a
T:H— H, T(a):= P,

leképezés linedris bijekcid és ||a|| = ||P4|| miatt izometria is, tehdt H és H* valéban
izometrikusan izomorfak. W



6. A Hahn—Banach-tételek

6.1. Elozetes megjegyzések

A funkciondlanalizis alapvet6 célja (pl.) normalt terek kozotti leképezések vizsgélata.
Ezek kozil a legegyszertibbeknek, nevezetesen a linearis leképezéseknek a leirasa
sem egyszeru feladat.

Ebben a fejezetben a valos értéki linearis leképezéseket, vagyis a linedris funkci-
onalokat fogjuk altalanos szempontbdl vizsgalni. Az el6z6 fejezetben szamos példat
lattunk konkrét normalt tereken értelmezett funkciondlokra, sot tobb esetben jelle-
meztiik is a linearis funkciondlok halmazdt, azaz az adott tér dudlis terét. A dudlis
tér szamos tulajdonsiaga szoros kapcsolatban van az eredeti tér tulajdonsagaval,
masrészt tobb szempontbdl kezelhetobb az eredeti térnél. Ezért fontos feladat ezek
vizsgalata.

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy ha X véges dimenziés linearis tér, akkor ezen
minden linedris funkcional

(I)(l‘) = Z T
k=1

alaku, ahol x;-k az x vektor valamely rogzitett bazisra vonatkozé koordinatai és ay-k
a funkcionalt meghatarozo tetszoleges allandok. Végtelen dimenzids terek esetén
a helyzet lényegesen bonyolultabb. Mar az sem nyilvanvald, hogy egy ilyen Banach-
téren egyaltalan léteznek-e nemnulla linearis funkciondlok. Mivel véges dimenzios
téren igen egyszeriien meg lehet adni linearis funkcionalokat, ezért egy természetes
kiindulépont annak vizsgalata, hogy egy ilyen leképezést vajon ki lehet-e terjeszteni
az egész térre. A Hahn—Banach-tétel éppen azt allitja, hogy ez a kiterjesztés
lehetséges. A fentiek alapjan a Hahn—Banach-tételt a funkcionalanalizis egyik
alapveto tételének mondjuk.

A kovetkez6 pontokban ismertetjiik az altalanos tételeket, és csupan megemlitjiik
azt, hogy ezeknek az eredményeknek igen sok fontos alkalmazésa van tébbek kozott
a parcialis differencidlegyenletek elméletében, az iranyitaselméletben, a jatékelmé-
letben, s6t a fizikdban is.

6.2. A Hahn—Banach-tétel analitikus alakjai:
linearis funkcionalok kiterjesztése

1. tétel (a Hahn—Banach-tétel analitikus alakja vektortér esetén). Legyen X wva-
los vektortér és tegyik fel, hogy p : X — R olyan leképezés, amelyre a kovetkezok
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teljestilnek:
plz+y) <plx)+ply) (Vr,yeX) (p szubadditiv);
p(Az) = A\p(z) VzeX, A>0) (p pozitiv homogén).

Masrészt legyen Xo C X altér és @y : Xog — R olyan linedris funkciondl, amelyet az
Xo altéren p magordl, azaz

Do(x) < p(x) (Vz e Xp).

Ekkor van olyan, az egész X téren értelmezett ® : X — R linedris funkciondl, hogy
o & kiterjesztése Og-nak, azaz (x) = Po(x) (V2 € Xy) és
o O(x) <p(x) (VzelX).

A tétel bizonyitasdhoz a Zorn-lemmat fogjuk alkalmazni. Ennek megfogal-
mazasa elétt felidézziik a rendezett halmazok elméletének néhany fogalmat.

Jeloljon (F, <) parcidlisan rendezett halmazt, azaz legyen F nemiires halmaz és
< C F x F egy reflexiv, antiszimetrikus és tranzitiv relacié.

A G C F egy teljesen rendezett részhalmaz, ha G barmely két eleme 6sszehason-
lithato, azaz az a < b és b < a relaciok kozil legalabb az egyik teljestil.

A G C F részhalmaznak ¢ € F egy felso korlatja, ha barmely G-beli g elem esetén
g <-c.

Azt mondjuk, hogy m € F az F halmaznak egy maximdalis eleme, ha abbdl,
hogy m < a valamely F-beli a elemre, az kovetkezik, hogy a = m. Mésképpen
fogalmazva: nincs m-nél nagyobb F-beli elem.

Zorn-lemma. Legyen (F,<) egy parcidlisan rendezett halmaz. Ha F min-
den teljesen rendezett részhalmazanak van F-beli felsé korldja, akkor F-nek van
mazimdlis eleme.

Megjegyzés. A Zorn-lemma jél hasznalhato segédeszkoz matematikai objektumok
létezésének a bizonyitasanal.

A Hahn—Banach-tétel bizonyitasa. Tekintsiik a kovetkezd halmazt:

Dy C X altér, Y linedris,
F=<V¥eX—-R :

Xo C Dy, V¥ Kkiterjesztése ®g-nak és ¥(z) < p(x) V x € Dy

F nem iires halmaz, mert ®, € F. Ertelmezzitk F-en a kovetkezd relaciot:

U, <VUy < Dy, C Dy, és U, kiterjesztése Wi-nek.
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Konnyt ellendrizni, hogy (F, <) parcidlisan rendezett halmaz. Az is igaz, hogy
F minden teljesen rendezett G részhalmazanak van F-beli felso korlatja. Vegyiink
ugyanis egy ilyen G C F részhalmazt, és definidljuk a W* leképezést a kovetkezo
modon:

Dy = U Dy, U*(z) ;== VU;(x), ha v €Dy, é VY, eq.

veg

Nem nehéz megmutatni, hogy ¥* egy jol definidlt X — R fiiggvény és U* felso
korlatja G-nek.

A Zorn-lemma feltételei tehat teljesiilnek, kovetkezésképpen F-nek van maximalis
eleme. Jeloljink egy maximalis elemet ®-vel.

A tétel bizonyitasahoz elég azt igazolni, hogy a ® maximalis elem értelmezési
tartomanya az egész X tér, azaz D = X. Ezt indirekt médon latjuk be. Az
allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy Dg # X, azaz az X térnek van olyan xg
eleme, ami nem tartozik hozza a Dy halmazhoz.

Definidlni fogunk egy olyan ®; € F leképezést, melyre & < &4, és ez ellentmond
annak, hogy ® maximalis elem.

A széban forgd ®; értelmezéséhez vegyiink egy xo € X \ Dy # ) vektort. Legyen

Dq:.l = {.I'—i-t.fl?g ’ l’GD(},tER} cX
és
Oy (x +txg) := P(x) +ta (x € Dg ést € R),

ahol a tetszolegesen rogzitett valos szam.

Vilagos, hogy Dy, C X egy altér és &, linearis kiterjesztése ®-nek.
Most megmutatjuk, hogy az o szam megvalaszthaté gy, hogy ®; € F is igaz legyen,
azaz teljesiiljon a

Oy (x +trg) = P(z) +ta < p(zx+try) (VaxeDgésViteR)

egyenlotlenség is. @ linearitasa és p pozitiv homogenitasa miatt ezt az egyenldtlen-
séget elég a t = +1 értékekre tekinteni. Ez azt jelenti, hogy az a-t oly moédon kell
megvalasztani, hogy minden x,y € Dy esetén fennalljanak a

O(x) + a < p(r+ z9)
®(y) — a < p(y — o) (61)

egyenlotlenségek.
Mivel @ linedris és p szubadditiv, ezért minden x,y € Dg esetén

O(z) + P(y) = P(z +y) < plr +y) < p(x+ x0) + ply — 70),
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amibdl atrendezés utan azt kapjuk, hogy

D(y) — p(y — x) < p(x + m9) — P().

Ez az egyenlOtlenség tehdt minden x,y € Dy esetén teljesil. Ezért a bal oldal
szuprémuma nem lehet nagyobb a jobb oldal infimuméanal, azaz

A= sup (®(y) — ply —x0)) < inf (p(x +x9) — P(x)) =: B.

yqu> Z‘qu>

Ekkor barmelyik o € [A, B] j6 vélasztds, ugyanis ezekre az « értékekre fennall a

O(y) —ply — w9) S <p(x+z9) — 2(x)  (7,y € Do)

egyenlStlenség, amibél atrendezéssel (6.1) adodik. W

2. tétel (a Hahn-Banach-tétel analitikus alakja normalt tér esetén).
Legyen (X, || - ||x) normdlt tér, Xo C X tetszdleges altér és Oy : Xg — R folytonos
linedris funkciondl a
[@oll = sup |Po(z)]
rzeX

0
ll=llx <1

képlettel értelmezett normdval.

Ekkor van olyan folytonos linedris ® funkciondl az X téren (vagyis 3 & € X*),
amelyik az Xo altéren megegyezik ®o-lal és | P||. = ||Pol|«. Azaz: egy normdlt tér
tetszdleges alterén értelmezett folytonos linedris funkciondl kiterjeszthetd az egész X
térre a folytonossdg, a linearitds és a norma megtartasaval.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az el6z6 tételt a
p(x) == [|Poll+ - =[] (z € X)

szubadditiv és pozitiv homogén fiiggvénnyel. W

1. koévetkezmény. Ha (X, |- ||x) normdlt tér és xo € X, akkor az X* dudlis térben
létezik olyan folytonos linedris ® funkciondl, amelyre

®(z0) = [lzol® s (] = [zl

teljestil.

Bizonyitas. Jeloljiik a zy altal meghatarozott alteret Xy-lal:

Xo:={t -z |teR} CX,
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és értelmezziik a
<I>0(t-x0) =t- ||ZL‘0||2 (t GR)

leképezést. Ekkor @, olyan folytonos linearis funkciondl az X, altéren, amelynek
a norméja ||zol|. Az el6z8 tétel szerint ez a norma megtartasaval kiterjeszthetd az
egész X térre. M

2. kovetkezmény. Legyen Xo az X normdlt tér eqy tetszoleges zart altere és
e € X\ Xo. Ekkor van olyan folytonos linedris ® funkciondl az X téren , amelyre

@(x):{?’ xGXO

xTr = €.

3. kovetkezmény. Az (X, || ||x) normdlt tér tetszbleges x elemének a normdjdra
az

képlet érvényes.

6.3. A Hahn—Banach-tétel geometriai alakjai:
konvex halmazok szétvalasztasa sikokkal

El6szor vektortér sikjait értelmezziik. Ehhez a kozonséges tér sikjaibdl indulunk ki.
Az R3 tér adott z pontjan atmend n norméalvektori sikon az

S={zeR®| (x—xo,n) =0}

halmazt értjiik.

Az (x — x9,n) = 0 egyenldséget irjuk at az (z,n) = (zo, n) alakra. Az (z,n) pedig
felfoghaté gy is, mint a ® : R® > x —— (x,n) linedris funkciondlnak az z helyen
vett helyettesitési értéke. Az S sik tehdt a @ figgvény o = (x,n) paraméterhez
tartozo szintfeliilete:

S={zeR®| ®(z)=a}.
Az itt hasznélt fogalmakat tetszoleges vektortérben is értelmezhetjiik, ezért tet-
sz0leges vektortérben a sikokat linearis funkcionalok szintfeliileteként definialhatjuk.

Definicié. Az X vektortér hipersikjainak nevezziik az

Soa ={reX|O(z)=a}
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alaku részhalmazokat, ahol ® egy nem azonosan nulla linearis funkciondl és a € R.
Ekkor azt is mondjuk, hogy S¢ . az X tér [® = a] egyenletii hipersikja.

Az Sy, hipersik az X teret két részre, uigynevezett félterekre osztja:
{re X |®(x)>a}, {re X | o) <a},

amelyek kozos része az Sg , sik.

3. tétel. Az X normdlt tér (D = «| egyenletii hipersikja akkor és csak akkor zdrt
halmaz, ha ® folytonos linedris funkciondl.

Definicié. Legyenek A és B az X normalt tér részhalmazai. Azt mondjuk, hogy
az S, hipersik

(a) tagabb értelemben szétvilasztja A-t és B-t, ha
Pr)<a VrzeAra és P(x)>a Ve Bre
(b) szigoribb értelemben szétvalasztja A-t és B-t, ha

Je>0: Px)<a—ec VreAra  és O(z) >a+e Vae Bre.

Szemléletesen:
tagabb értelemben vett szétvalasztas szigorubb értelemben vett szétvalasztdas
Sq>,a S(b,(y
A
A
B B

Definicié. Az X linedris tér egy A részhalmaza konvex, ha

Va,ye A és Viel[0,1]: tex+(1—1t)ye A
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4. tétel (a Hahn—Banach-tétel els§ geometriai alakja.). Legyen A és B két diszjunkt
nemdres konver halmaz az X normdlt térben. Ha A nyilt, akkor van olyan zdrt
hipersik, amelyik tagabb értelemben szétvalasztja A-t és B-t.

5. tétel (a Hahn—Banach-tétel méasodik geometriai alakja.). Legyen A és B két
diszjunkt nemiires konvex halmaz az X mnormdlt térben. Ha A zdrt és B kompakt,
akkor van olyan zart hipersik, amelyik szigorubb értelemben szétvdlasztja A-t és B-t.






7. A Banach—Steinhaus-tételek

7.1. Operatorsorozat konvergenciaja

Tetsz6leges (X, || - ||x) és (Y,]| - ||y) normdlt terek esetén értelmeztiik a folytonos
(korlatos) linedris leképezések B(X,Y") linedris terét, és ezt ellattuk az

1Al = lAllxy = sup [lAz]y (4 € B(X,Y))

S
llzllx <1

(operator)norméval. Ez a norma az (A,,) C B(X,Y) operatorsorozat alabbi konver-
genciajat indukalja.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az (A,) C B(X,Y) operatorsorozat norméaban
(vagy erdsen) tart az A € B(X,Y') operétorhoz, ha:

lim ||[A— A,|| =0.
n—-—+00

Szintén természetes a kovetkezo konvergencia-tipus bevezetése.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az (A4,) C B(X,Y) operédtorsorozat az M C X
halmazon pontonként tart az A € B(X,Y) operatorhoz, ha minden = € M vek-
torra az (A,z) C Y sorozat Ax-hez konvergal az Y térben, azaz

lirf |Apz — Az|ly =0 (x € M).

Mivel
[Anz — Azlly = [[(An — A)zlly < |4 — Al - [zllx  (z € X, n€N),

ezért a normakonvergenciabol kovetkezik a pontonkénti konvergencia az egész X
halmazon.

Ennek az allitasnak a megforditasa nem igaz, vagyis a pontonkénti konver-
genciabdl dltalaban nem kovetkezik a normakonvergencia. Legyen ui. H Hilbert-tér
és vegylink benne egy (e,) C H ortonormélt rendszert. Minden n € N szdmra
tekintsiik az

L,z :=(x,e,) (v € H)

funkcionalokat. A Bessel-egyenltlenséghdl kovetkezik, hogy minden x € H vektorra

lim (z,e,) = lim L,(z) =0,

n—-+o0o n—-+o00
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és ez azt jelenti, hogy az (L,) funkciondlsorozat pontonként tart az azonosan nulla
funkcionalhoz. Viszont (L,,) nem konvergal normaban ehhez a funkcionalhoz, hiszen
[ L]l = lleall = 1.

A Banach—Steinhaus-tétel operatorsorozat pontonkénti konvergencidjara ad
meg szilkkséges és elégséges feltételt. Kzt az eredményt is a funkcionalanalizis
alapveto tételei kozé szokas sorolni.

7.2. Az altalanos eredmények

e Az egyenletes korlatossag tétele

1. tétel (az egyenletes korlatossdg tétele). Legyen (X, || -||x) Banach-tér, (Y, -|ly)
pedig normalt tér. Tegyiik fel, hogy az (A,) C B(X,Y) operdtorsorozat pontonként
korldtos az X téren, tehdt minden x € X elemre az (A,x) vektorsorozat korldtos az
Y térben, azaz

Vo e X elemhez 3 (x-tdl figgd) C. >0: ||Anz|ly <Cp (VneN). (7.1)
Ekkor az operdtornormdk (|A,||) sorozata egyenletesen korldtos, azaz

3C>0: ||A,]|<C (VneN). (7.2)

Bizonyitas. A Baire-féle kategoriatétel felhasznalasaval azt fogjuk megmutatni,

hogy
AC>0: |[Auzlly <C (Vze X, |z|lx <1 é VneN). (7.3)

Az operdtornorma definicija alapjan ebbél mér kovetkezik a (7.2) egyenlétlenség.
Tekintsiik az

X = {z € X |sup || A.z|ly <m} (m e N)
neN

halmazokat. X,, (m € N) zart halmaz. Val6ban, legyen x € X,, (k € N) konver-

gens sorozat. Azt kell igazolni, hogy az x := klim xy hatarérték is X,,-hez tartozik.
——400

Az ), € X, feltétel azzal ekvivalens, hogy
|Anzklly <m (Vn,k € N).
Ebbol az A,, operatorok és a norma folytonossaga alapjan

|Anz|ly = khT |Anzklly < m (Vn € N)

adddik, és ez azt jelenti, hogy x € X,,.
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A pontonkénti korlatossagra tett (7.1) feltételiinkbél kovetkezik, hogy
U X =X.

Az X teljes és az X,, halmazok zartak, ezért a Baire-féle kategoriatétel alapjan
int X,,,, # 0 valamilyen mg-ra, {gy az X,, (zart) halmazok koziil legaldbb az egyik
tartalmaz (zdrt) géombot, azaz

dmg €N, daxge X ésdr >0
kr(z0) = {z € X | ||z — mo||x <7} C Xipso.

Ennek a halmaznak az = elemeit az x = xo + rz (||z||x < 1) alakban lehet felirni.
Az X,,, definiciéja alapjan tehat fennall az

| An(zo +72) ||y < my (VneNé&V|zlx <1) (7.4)

egyenlotlenség.
Legyen z € X, [|z]|x < 1 egy tetsz6leges vektor és n € N egy tetszéleges index.
A,, linearitasa miatt

rAn(2) = 1A,(2) + An(z0) — An(zo) = Ap(xo +172) — Ap(0),
ezért (7.4) alapjan kapjuk, hogy
[ An(2)lly < [[An(zo +72)[ly + [|An(z0) Iy < mo + Ca,
ahol C, a (7.1) feltételbdl az x ponthoz tartozé allandé. Kovetkezésképpen
1A, (2)]ly < %(mo—i—C'xo) Vze X, ||z]|x <1 ésVneN)

és ez azt jelenti, hogy a (7.3) egyenléség a C' := 1(mg + Cy,) éllandéval teljesiil.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. W

Az egyenletes korlatossag tételének egy atfogalmazasa a
2. tétel (divergencia-tétel.). Legyen (X,|| - ||x) Banach-tér, (Y,| - |ly) pedig nor-
malt tér. Tegyiik fel, hogy az (A,) C B(X,Y) operdtorsorozat normdinak az (|| Ay||)
sorozata nem korldtos, azaz
sup || A4, = +o0.
neN
Ekkor van olyan xo € X elem, hogy az Y térbeli (A,x¢) sorozat nem korldtos, azaz

sup || A, xo|ly = +o0,
n

kovetkezésképpen az (Anpxo) CY sorozat nem konvergens.
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e Operatorsorozat pontonkénti konvergenciaja

3. tétel. Legyen (X, ||-||x) Banach-tér és (Y,||-|ly) normalt tér. Tegyiik fel, hogy az
(An) C B(X,Y) operdtorsorozat minden x € X pontban konvergens, vagyis minden
x € X vektorra az Y -beli (A,x) vektorsorozat konvergens. Jeldlje

A(x):= lim A,x (z € X)

n—-+o00

a limesz-operdtort. Ekkor A is folytonos linedris operdtor, azaz A € B(X,Y) és
1Al < lim inf {| A,

Bizonyitas. A linearitas a hatarérték és a miiveletek felcserélhetdségébol kovetkezik.
A folytonossagra vonatkozé éallitast a korlatossag bizonyitasaval igazoljuk. A norma
folytonossaga alapjan

JA@)ly = T [[Awlly (2 € X),

Mindegyik A,, korlatos, ezért
[Anzlly <[l Anll-llzllx  (z€ X, neN).

Itt mindkét oldal limesz inferiorjat véve és felhasznalva azt, hogy konvergens soroza-
tok hatarértéke a limesz inferiorjaval egyenlo, azt kapjuk, hogy

4@y = fin_[Avely = i Al < (it [4,]) Jells (€ )

(7.5)
Mivel
lim nf || A,]| < sup [[Aul,

n—-+o0o
és az egyenletes korlatossagra vonatkozo tétel alapjan a jobb oldal véges, ezért (7.5)
miatt az A limesz-operator valéban korlatos, tovabba fenndll az

] < limin |14,

egyenlotlenség is. WM

4. tétel (a Banach—Steinhaus-tétel 1.). Legyen (X, || - ||x) Banach-tér és (Y, | - |lv)
normdlt tér, tovabbd (A,) C B(X,Y) és A € B(X,Y). Ekkor a kivetkezd két dllitas
eqymdssal ekvivalens:
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1° Az (A,) operdtorsorozat az X -en pontonként tart az A operdtorhoz, azaz

lim A,z = Ax (x € X).

n—-4oo

2° (a) Van olyan Z C X zart rendszer, hogy (A,) a Z-n pontonként tart A-hoz,

azaz
lim A,z = Az (z€Z) és

n—-—+o00

(b) az operdtornormdk (||A,||) sorozata egyenletesen korldtos, azaz

3C>0: |4, <C (VneN).

Bizonyitas. Az (a) feltétel sziikségessége nyilvanval6. Ha az (A,z) C Y
sorozat minden = € X pontban konvergens, akkor az (||A,z|y,n € N) szdmsorozat
az X tér minden x pontjaban korlatos, ezért az egyenletes korlatossag tétele miatt
(b) is teljesiil.

Most megmutatjuk, hogy az (a) és a (b) feltételekbél kévetkezik az
(Anz,n € N) sorozatok konvergencidja minden x € X pontban, azaz

Vo e X esetén ||A,x — Azx|ly — 0, ha n — +oc. (7.6)

El6szor azt jegyezziik meg, hogy az A, (n € N) operdtorok linearitdsa és az (a)
feltétel miatt az (A, z) sorozat minden z € [Z] pontban konvergens.
A Z C X egy zart rendszer, ami azt jelenti, hogy [Z] = X, azaz

Ve>0-hoz Jye[Z]: |z—vylx<e. (7.7)
Az el6z6 megjegyzés értelmében

dim [y - Ayl =0 (y € [2)) (7.8)

lgy
[Az = Apzlly < [[Az = Aylly + [|Ay = Anylly + [|Any — Anz(ly <
< (1A + 1Al llz = yllx + | Ay = Anylly,
és ez a kifejezés (7.7) és (7.8) miatt elég kicsi, ha n elég nagy, ami a (7.6) allitas
bizonyitasat jelenti. W

Hasonlé modon igazolhatd a
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5. tétel (a Banach—Steinhaus-tétel I1.). Legyenek (X, | -|lx) és (Y,]| - |ly) Banach-
terek. Ekkor a folytonos linedris operdtoroknak az (A,) C B(X,Y) sorozata akkor
és csak akkor konvergdl minden x € X pontban, ha

(a) van olyan Z C X zart rendszer, amelynek z € Z pontjaiban az (A,z2)
sorozat konvergens, €s

(b) az operdtornormdk (||A,||) sorozata egyenletesen korldtos, azaz

3C>0: |4, <C (VneN).
7.3. Alkalmazasok

e Fourier-sor divergenciaja

Az egyenletes korlatossag tételének alkalmazasaként megmutatjuk, hogy van
olyan folytonos fliggvény, amelyiknek a trigonometrikus Fourier-sora egy elére meg-
adott pontban divergens.

Emlékeztetiink arra, hogy egy f € (s, fliggvény trigonometrikus Fourier-
soranak az

% + ;(ak cos kx + by sin kx) (x € R)
alaku fiiggvénysort neveztiik, ahol az egytitthatokat az

1 2m
a ::—/ f(t)cosktdt (k=0,1,...),
T Jo

1 2w
b ::—/ f(t)sin kt dt (k=1,2,...)
T Jo
képletekkel definidltuk. A sor

(Snf)(z) == %—FZ(akcoskijbksinkx) (x € R, n eN).
k=1

részletOsszegei az egyiitthatok képletének és a koszinuszfliggvényre vonatkozo addicios
tételnek a felhasznalasaval a kovetkezé alakban irhaték fel:

1 2m
(Suf)@) == | Jle+ 6D dt, (7.9)
0
ahol
sm(n+ l)
—F 7 hasin(t/2)#0
D,(t) = 1+ cost 4 cos2t 4 -+ - + cosnt = o5l a sin(t/2) #
”"’%, ha sin(t/2) = 0

a Dirichlet-féle magfiiggvény.
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fgy minden n természetes szamra tekinthetjiik az

Sn : (027” I HOO) - (CZM - ”00)> Snf =51

operatorokat. Az (S,) operdtorsorozat pontonkénti konvergencidja tehdt az (S, f)
fiiggvénysorozat egyenletes konvergenciajat jelenti. S, linedris, mert az integrél
linedris; S,, korldtos is, mert (7.9) alapjan

1 2m
1807l < (5 [ 10u01de) ISl (7 € Car
0

Az 5.4. pont 3. példajabdl kovetkezik, hogy a korlatos linearis S,, operdtor norméja

2
18, = L / D.(t)|dt  (neN).

Bebizonyithato, hogy az (||.S,||) sorozat nagysédgrendje log n, azaz léteznek olyan ¢y,
¢y pozitiv szamok, hogy

cplogn < ||S,]] < cologn (n e N),
ezért az operdtorok normdibél képzett (||S,||) sorozat nem korlatos:
[Snll = +o0,  n— +oo.

Az egyenletes korlatossag tételébdl tehat azonnal addédik az alabbi

6. tétel. Van olyan 2w szerint periodikus folytonos f fugguény, amelyik trigono-
metrikus Fourier-soranak (S, f) részletdsszegei nem konvergdlnak egyenletesen az
R-en, s6t sup || S f|loc = +00.

Teljesen hasonléan olyan folytonos fliggvénynek a létezése is bebizonyithato,
amelynek a trigonometrikus Fourier-sora egy megadott pontban divergens.

7. tétel. Tetszoleges vy € R ponthoz van olyan f € Cop fiigguény, amelynek a

trigonometrikus Fourier-sora xq-ban divergens, sét sup|S,, f(xo)| = +oo.
n

Tekintsiik ui. a

Ot (Comi |l - lloc) = (R 1), @uf = (Suf)(w0)

funkcionalt, és vegyiik figyelembe, hogy
[Pnll = [ISnll  (n €N).



138 7. A Banach—Steinhaus-tételek

Megjegyezzik még azt, hogy 1876-ban du Bois Reymondnak sikeriilt példat adnia
olyan konkrét folytonos fliggvényre, amelynek a Fourier-sora egy pontban divergal,
tehat nem allitja el6 a fiiggvényt. Utdna tobbeknek is sikeriilt ilyen példakat meg-
szerkeszteni. 1909-ben Fejér Lipét adott egy igen egyszerii példat (1. Szdkefavi-Nagy
Béla: Valds fiigguények és fiigguénysorok cimii tankonyvének 334. oldalét).

e Fejér szummacios tétele
A Banach—Steinhaus-tétel alkalmazasaként most bebizonyitjuk Fejér Lipdtnak

az aldbbi, 1904-ben publikélt alapveté eredményét.

8. tétel (Fejér szummaécios tétele). Minden 2w szerint periodikus folytonos f fiigg-
vényre teljestil, hogy trigonometrikus Fourier-soranak S, f részletosszegeibdl képzett
szamtani kozepek

_ (Sof) (@) + (S1f) (@) + - + (Suf) (@)
(anf)(:v) T n+1

sorozata az egész szamegyenesen egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez.

(reR, neN)

Bizonyitas. 1. 1épés. FEl6szor azt mutatjuk meg, hogy o, f-eket az S, f-ekhez
hasonldéan zart alakban lehet felirni.
A részletisszegekre vonatkozé (7.9) képletbdl azt kapjuk, hogy

(Sof) () + (Slfi(f)f o (Saf) (@) _ ! / " ot () dt.

(Unf) (I) =
ahol

F(t)_Do(t)+D1(t)+---+Dn(t)_ 1 Z":sin(lwr%)t
e n+1 Contl&

2sin %t
a Fejér-féle magfiiggvény.
Mivel . .
Z2sin (k+3)t-sini = —Z[cos(k‘—i— 1)t — coskt] =
k=0 k=0
=1 — cos(n + 1)t = 2sin” 2H¢,
ezért I,-re az
sin? ”Tﬂt

2(n + 1) sin?

2
2

F.(t) = (t € (0,2m)),

onf-re pedig a
2m

(onf)(x) :% Wf(x—l—t)Fn(t) dt = ;n/f(:c—l—t) (SinnTtt> dt (7.10)

0 2r(n + J sin £

2
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zart eléallitast kapjuk.
A Dirichlet-féle magfiiggvénnyel 6sszehasonlitva, a Fejér-féle magoknak a legszem-
betlinobb tulajdonsaga az, hogy nem valtoztatjak meg az eléjeliiket, hanem

F.(t)>0  (te(0,2r)). (7.11)

E tulajdonsdga miatt a Fejér-féle magfiiggvény sokkal kezelhetébb a Dirichlet-félénél,
s végeredményben ezen a tulajdonsagon mulik, hogy a részletosszegek szamtani
kozepeivel vald Osszegzés a Fourier-sorok esetében sokkal hatékonyabb, mint a ko-
zonséges O0sszegzés magukkal a részletosszegekkel.

A Fejér-féle magfiiggvény tovabbi, fontos tulajdonsdga:

/% F()dt=r (neN). (7.12)

Ez azonnal kovetkezik a D;(t) = % + cost + - -+ + cos jt Dirichlet-magok tagonkénti
integralasaval adddo
2
D,(t)dt=7 (j=0,1,2,..))
0
Osszefliggéshol.

2. 1épés. Tekintsiik minden n-re a

Tn: (Coms || - lloo) = (Coms || - o)y Onf i=onf

operatorokat. o, linedris, mert az integral linedris. o, korldtos is, mert (7.10),
(7.11) és (7.12) alapjén

2
[ fllee = llonflloe < 211 Flloo /O | Fa(t)| dt =

“UWfle- [ RO@ =1l (€ C)

Megmutatjuk, hogy a (o,) operatorsorozat az egész Cs, téren pontonként tart
az identitasoperatorhoz, azaz

YV f e Cyrre onf Ly f, han — +oo. (7.13)

Ez azt jelenti, hogy minden f € Cs, esetén a (o, f) fliggvénysorozat az R-en egyen-
letesen tart f-hez.
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Az éllitas bizonyitasahoz a Banach—Steinhaus-tételt hasznéljuk fel. Azt kell meg-
mutatni, hogy
(a) a Cy, térben van olyan Z zart rendszer, hogy a (o) sorozat a Z-n pon-
tonként tart az identitasoperatorhoz,
(b) az operdtornormék (|| ,||) sorozata egyenletesen korlétos.
Az utébbi éllitas bizonyitésa egyszerti, mert az 5.4. pont 3. példdja, (7.11) és
(7.12) alapjan

21 21
o :%/0 IFn(z&)|dt=§/0 F,(t)dt=1  (VneN).

Az (a) 4llitdst a
Z :={1,cosz,sinx,cos 2z, sin 2z, . . .}

fiiggvényrendszerre latjuk be. Weierstrass méasodik approximéacios tétele szerint ez
valéban egy zart rendszer a (Cor, || - ||oo) Banach-térben.
Rogzitsiink egy m = 0,1,2,... szdmot, és legyen

fm(x) := cosmzx (z € R).

Mivel minden trigonometrikus polinom Fourier-sora megegyezik magaval a polinom-

mal, ezért
S, f = 0, han <m
fm, han>m.
Kovetkezésképpen
Unfm: ’ . :(1_n_+1) fm7

n+1

amibél koévetkezik, hogy a (o, fm,n € N) fliggvénysorozat R-en egyenletesen tart
fm-hez.

Az allitas hasonléan igazolhaté a Z szinuszfiiggvényeire is.

Ezzel (7.13)-at, tehat a tétel allitdsat bebizonyitottuk. W

e Altaldnos kvadratira formuldk

Most megmutatjuk, hogy a Banach-Steinhaus-tétel specidlis esetként tartal-
mazza a numerikus matematikdban fontos szerepet jatszo kvadratiura eljarasokat
is.
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Integralok kozelito kiszamitasara un. kvadratira formuldkat szokas hasznélni.

Az
b
/ f(x)w(x)dz (f € Cla,b]) (7.14)

alaku integralokat fogjuk tekinteni, ahol az egyszertiség végett feltessziik, hogy [a, 0]
kompakt intervallum és w : [a,b] — R egy adott integralhaté fiiggvény (az tun.
sulyfiiggvény). Rogzitsiik az [a, b] intervallumon az n szdmu

A< <Ta < < xp, < b

alap- vagy csomépontot. Egy tetszéleges f € Cla, b fiiggvény (7.14) tipusu in-
tegraljat ezeken a helyeken vett fliggvényértékek linedris kombinaciéjaval kozelitjiik:

QUf) =) Acf(zx)  (f €Cla,b)), (7.15)

ahol Ag-k (k=1,2,...,n) rogzitett szamok. A (7.15) alatti () funkcionalt kvadra-
tara formulanak nevezziik, az Ay szdmokat pedig a kvadratira formula egytitt-
hatéinak hivjuk.

Nyilvanvalo, hogy
Q : (C[aab]v “ ’ “00) —R

egy folytonos linearis funkciondl, és az 5.4. pontban azt is lattuk, hogy a normaéja

QI =" |Axl.
k=1

Egyetlen (7.15) alatti formulatdl természetesen nem lehet elvarni azt, hogy jél
kozelitse a (7.14) integralt. Ilyen formulék sorozatat fogjuk tekinteni. Ez viszont a
kovetkezd kérdés feltevéséhez vezet: Adva van tehat két haromszog alaku métrix,
amelyek egyike a csomopontok matrixa, mig a masik az egyiitthaték matrixa:

T1,1, A1,1
T12, T22, A1,27 A2,2

xr13, T23, I33 A1,37 A2,3, A3,3

'Tl,na X2mn, x3,n7 ey xn,n Al,ny AQna A3,n7 ey An,n
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ahol feltessziik, hogy a csomépontok az [a, b] intervallumban vannak. Ekkor minden
f € Cla,b] fiiggvényhez definidljuk a

Qu(f) =" Aenflarn)  (f € Clab) (7.17)

kvadratira-sorozatot vagy (éltalénos) kvadratira eljarast. Kérdés: milyen felté-
telek mellett dll fenn az, hogy

b
lim Q,(f) :/ f(x)w(x)dz (V f € Cla,b)). (7.18)

n—-+o0o

Azokban az esetekben, amikor (7.18) teljesiil, azt mondjuk, hogy az (7.16) matrixok-
hoz tartozé (7.17) kvadratira eljards konvergens.

Az altalanos kvadrattra eljaras konvergenciajara a kovetkezo alaptétel érvényes:

9. tétel (Pdlya—Szegs-tétel). Legyen [a,b] egy tetszdleges kompakt intervallum, w
egy sulyfigguény |a,bl-n, és tegyiik fel, hogy adott az alappontoknak egy

a<Tiy, <Top <Tzp << Tp, Db (n € N)
és az egyutthatoknak eqy
Al,n; A2,n7 R An,n € R (n € N)

rendszere. Tekintsik a
Qn(f) == ZAk:,nf(ka) (f € Cla,b], n € N)
k=1

kvadratira eljarast.

Ekkor a

n—-+00

lim Quf = / f@w(@)de  (f € Cla,b])

egyenloségeknek, vagyis a kvadratira eljards konvergencidajanak a szikséges €s elég-
séges feltétele az, hogy
(a) az eljards minden polinomra konvergens legyen és

(b) IM >0: 3 |Apnl <M (¥ neN).
k=0
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Bizonyitas. A kvadratira eljdrast a (Cla,b],| - [«) Banach-téren értelmezett
funkcionalsorozatnak tekintjiik:

Qu: (Cla.b] || o) =R, Qulf) = Apuf(@ra) (n€N).
k=1

Az 5.4. pontban megmutattuk, hogy @,, folytonos linearis funkcional és a norméja

k=1

Weierstrass els6 approximaciés tételébdl kovetkezik, hogy az algebrai polinomok
zért rendszert alkotnak a (Cla, b, || - |s) Banach-térben, ezért az 4llitds a Banach—
Steinhaus-tétel kozvetlen kovetkezménye. W

Kiilonosen fontosak azok az eljarasok, amelyekben valamennyi Ay, egyiitthaté
nemnegativ.

10. tétel (Sztyeklov-tétel). Ha a

Qn(f) = ZAk,nf(xk,n) (f € O[a’ b]? n e N)

kvadratira eljardsban minden Ay, egyitthato nemmnegativ, azaz
Ak,nZO (V k,neN),
akkor az eljards pontosan akkor konvergens minden folytonos figguényre, ha minden

polinomra konvergens.

Bizonyitas. Azt kell megmutatni, hogy ebben az esetben az eléz6 tétel (b) feltétele
automatikusan teljesiil. Ez azonban nyilvanval6, mert a p(x) = 1 polinomra a
konvergencia azt jelenti, hogy

b n n
/a w(x)de = n1—1>r—ir-loo Qn(l) = nETw;Ak,n = nEI—Poo; | Al

kovetkezésképpen a Y p_, |Ay.n| (n € N) sorozat valéban egyenletesen korldtos. W
e Interpolacids kvadratira eljarasok

Az el6z6ekben sziikséges és elégséges feltételeket adtunk meg kvadratura eljarasok
konvergencidjara, de nem volt sz6 arrdl a fontos a kérdésrél, hogy milyen csomdépont-
és egyiitthatérendszer elégiti ki ezeket a feltételeket.
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Az egyiitthatok megvalasztasanak egy igen természetes modja a kovetkezo: Rog-
zitslink egy tetszlleges i, (kK = 1,2,...,n; n € N) pontrendszert és minden n-re
vegyliik az f fliggvénynek az xy,, (k = 1,2,...,n) pontokhoz tartoz6 Lagrange-féle
interpolacios polinomjat:

(Lnf) (@) =Y flarn)lin(x)  (z € [a,b]),

ahol tehat

wn ()

W;L(Ikn)(x - xkan)’

—=

lpn(z) =

w(z) = | | (x — Tgn).

k=1

Ha f ,j¢” fliggvény, akkor az L, f polinom az [a, b] intervallumon ,,j61” kozeliti f-et,
ezért varhato, hogy a

n

Qulf) : = / (L) @l de =3 ( / () dw) f(@n) =

k=1
= Z A nf(2h0) (n € N)
k=1

kvadratira sorozat konvergencia szempontjabdl ,,jél” viselkedik.

Interpolaciés kvadratira eljarasnak nevezziik azokat a kvadratira eljara-
sokat, amelyekben az egyiitthatékat az

b
Ay = / o (z)w(x) dx (k,n € N)

képletekkel értelmezziik, ahol minden n-re Iy ,-ek (kK = 1,2,...,n) az x, (k =
1,2,...,n) csomépontokhoz tartozé Lagrange-féle interpoldcios alappolinomok. Egy
ilyen eljarasnal a csomépontok tetszolegesek, az egyilitthatok pedig egyértelmiien
meg vannak hatarozva.

Az algebra alaptételébol azonnal addédik, hogy minden n-nél alacsonyabb foku
polinom egyenlé az x, (k = 1,2,...,n) pontokhoz tartozé Lagrange-féle inter-
polacios polinomjaval. Ezt felhasznalva egyszeriien bizonyithato a

11. tétel. A Q.(f) (n € N, f € Cla,b]) kvadratira eljards akkor és csak akkor
interpoldcios kvadratira eljaras, ha tetszoleges n esetén a

Qulf) = / f(@yw(e) de (7.19)

eqyenloség minden n-nél alacsonyabb foki f polinomra fenndll.
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Az interpolacids kvadratira eljaras nyilvan konvergal minden polinomra. Valé-
ban, ha f egy tetszbleges m-edfoku polinom, akkor (7.19) minden n > m esetén
teljesiil. Ezt az észrevételt, valamint az alaptételt felhasznalva azonnal adédik a

12. tétel. (a) Tetszdleges interpolacids kvadratira eljards minden polinomra kon-
vergens.
(b) Egy interpoldcids kvadratira eljards pontosan akkor konvergens, ha

IM>0: ) |A|<M  (VneN)
k=1

(¢) Nemnegativ egyiitthatoji interpoldcids kvadratira eljardsok minden foly-
tonos fligguényre konvergensek.

Konvergencia szempontjabol tehat a nemnegativ egytitthatéju interpolacios kvad-
ratira eljarasok a legkedvezébbek. Az zy, csomépontok alkalmas megvalasztasaval
elérhetd, hogy az interpolaciés kvadratira formuldkban minden Ay, egyiitthaté
nemnegativ legyen. Ez a helyzet akkor, ha az alappontok a w silyfiiggvényre
ortogonalis polinomok gyokei.

Az eddigieknél altaldnosabban legyen most (a,b) egy tetszéleges (korlitos vagy
nem korldtos) R-beli intervallum. Feltessziik, hogy a w : (a,b) — R stlyfiiggvényre
a kovetkezok teljestilnek:

o 0 <w(z) (x € (a,b));
e w Lebesgue-integralhaté (a,b)-n és 0 < fabw(x) dx < +o0;
e minden n € N szamra a

b
fn ::/ z"w(x) dx

integrélok (az tin. momentumok) abszolit konvergensek.
Tekintsiik az

(f.g) = / f(@)g(z)w(z) do

skaldris szorzattal elldtott L2 (a,b) Hilbert-teret. Ekkor minden algebrai polinom
benne van az L2 (a,b) térben. A linedrisan fiiggetlen h,(z) := 2™ (x € (a,b);n € N)
hatvanyfliggvényekre a Gram—Schmidt-féle ortogonalizacids eljarast alkalmazva egy,
a fenti skaldris szorzatra nézve ortonormalt (p,) polinomrendszert kapunk. Bebi-
zonyithaté, hogy az n-edfoku p, polinomnak n egyszeres gytke van az (a,b) inter-
vallumban.
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Jelolje yrn (K =1,2,...,n) a p, (n € N) polinom n kiilonb6zé gyokét. Ezen a
csomopontrendszeren vett interpolacios kvadratira eljaras minden

b
Ak,n:/ Lo (2)w(x) do

egyiitthatéja nemnegativ. Ez az allitas a minden k,n € N szamra fenndllo

/ab len()w(z) dv = /ab[lk,n(x)}zw(x) dz

egyenloségekbdl kovetkezik. Fzek igazolasahoz a viszonylag egyszertien bizonyithato
alabbi azonossagokat hasznélhatjuk fel:

n

Zlkn(w) =1 (x € (a,b); k,n € N);
b
/ o (2)1j 0 (x)w(z) dz # 0, ha k,j=1,2,...,nés k#7j;,neN;
b
/ L (2) [Len(2) — 1]w(z) dz = 0, ha k=1,2,...,n, neN.

A fentieket Gsszefoglalva kapjuk az aldbbi alapvet6 allitast.

13. tétel (Stieltjes tétele). Legyen (a,b) C R egy tetszbleges intervallum és w
eqy tetszdleges sulyfiggvény (a,b)-n. Jeldlje (p,) a w sulyfiggvényre ortonormdlt
polinomrendszert és Y, (k=1,2,...,n) a p, (n € N) gyokeit. Ekkor az

Mg = / n(@w(z)de  (kneN)

eqyutthatokkal képzett

Qu(f) =) Arnf(yhn) (n€EN)
k=1
interpoldcios kvadratira eljaras konvergens, azaz a

lim Qu(f) = / f(@yw(e) de

n—-+00

egyenldség minden f € C(a,b) figguényre teljesiil.



8. Az inverz operator folytonossaga.
Nyilt leképezések és zart grafok

8.1. Elozetes megjegyzések

Ebben a fejezetben a funkcionalanalizis harom tovabbi alapveto jelentoségii tételét
ismertetjiitk. A Banach-féle homeomorfia tétel folytonos linearis operator in-
verzének a folytonossiagara ad elégséges feltételt. A zart graf tétel operdtor folyto-
nossagat a sok esetben egyszertibben ellenorizhetd feltételre, nevezetesen az operator
grafikonjanak a zartsdgara vezeti vissza. Mindkét tétel bizonyitasdnak alapja az
onmagaban is érdekes és fontos nyilt leképezések tétele.

Az egész problémakor motivacidjaként emlékeztetiink arra, hogy eddig az X
és Y normalt terek kozotti A : X — Y linearis és folytonos leképezések altalanos
tulajdonsagait elemeztiik. Az X — Y tipusu linearis leképezések azonban nem
feltétleniil folytonosak. Lattuk azt, hogy az analizisben fontos szerepet jatszo dif-
ferencidloperator példaul olyan linearis leképezés, amely nem folytonos.

Fontos tehat az, hogy minél tobb maddszer alljon rendelkezésiinkre operator foly-
tonossaganak a vizsgalatahoz. Tudjuk azt, hogy linearis operator folytonossaga
ekvivalens a korlatossaggal; és ezt a tulajdonsagot minden eddigi példankban vi-
szonylag egyszeriien meg tudtuk mutatni. A korlatossagot azonban sok esetben jéval
nehezebb ellendrizni. Ez a helyzet példaul az inverz operator folytonossaganak a
problémajanal.

8.2. Az inverz operator

Emlékeztetiink arra, hogy valamely fliggvénynek akkor van inverze, ha a fliggvény
altal létesitett leképezés injektiv, azaz ha az értelmezési tartomany barmely két
egymastdl kiilonbozo elemét egyméstol kiillonbozé elemekbe viszi at. Ebben az eset-
ben természetes modon értelmezheto a leképezés inverze. Korabban ezeket a fogal-
makat metrikus terek kozotti leképezések esetében is tekintettiik; és megvizsgaltuk
azt a fontos kérdést, hogy egy ilyen leképezés folytonossdgdt vajon megtartja-e az
inverz leképezés is. Az alapvet6 eredmény a kovetkez6: Ha eqy kompakt metrikus
téren értelmezett folytonos fiigguény injektiv, akkor az inverz leképezés is folytonos.

Nézziik meg ezt a probléméat most normadlt terek kozotti leképezésekre. Legye-
nek X és Y normélt terek. Az A : X — Y operatort invertdlhaténak nevezzik,
ha tetszéleges y € R4 elemre az A(x) = y egyenletnek pontosan egy megolddsa
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van. Ebben az esetben minden y € R4 elemhez hozzarendelhetjik a megfeleld
A(z) = y egyenlet egyetlen x € D4 megoldasat. Az ezzel a hozzarendeléssel kapott
(az R4 halmazon értelmezett) operdtort az A operator inverzének nevezziik, és az
A~! szimbdlummal jeloljiik:
Ail "R A — D A-
Linedris operatorok esetén az inverz folytonossaganak a vizsgalatahoz mas esz-
kozokre van sziikség.

[dézziik fel a metrikus terek kozotti folytonos leképezések jellemzésére mar megis-
mert alabbi fontos eredményt: Ha M; és My metrikus tér, akkor az f : My — M,
fuiggvény akkor és csak akkor folytonos az My halmazon, ha minden Msy-beli nyilt
halmaz osképe My-beli nyilt halmaz. Ezt norméalt terek kozotti leképezésekre alkal-
mazva addédik az

1. tétel. Legyen X és 'Y normdlt tér. Tegyik fel, hogy az f : X — Y egy in-
vertdlhatd sziirjektiv leképezés. Ekkor az f=1 fiigguény akkor és csak akkor folytonos,
ha f minden X -beli nyilt halmazt Y -beli nyilt halmazba visz dt.

Ez a motivacidja a kovetkezo fogalomnak:

Definicié. Az X és az Y normalt terek kozotti f: X — VY fiiggvényt nyilt leké-
pezésnek nevezziik, ha minden X-beli nyilt halmaz f altal létesitett képe Y-beli
nyilt halmaz, azaz

V G C X nyilt halmaz esetén f(G) CY is nyilt halmaz.

Az inverz operator folytonossidgaval kapcsolatos alapveté kérdést tehat igy fo-
galmazhatjuk meg: Ha a normdlt terek kozotti f : X — Y szirjektiv leképezés
invertdlhato, akkor f-re milyen tovdbbi feltételeket kell tenni ahhoz, hogy f nyilt
leképezés is legyen. A kovetkezo példa azt mutatja, hogy mar a linedris leképezésekre
is kell tovabbi feltétel, ti. wvan olyan injektiv, folytonos és linearis leképezés, ame-
lyiknek az inverze nem folytonos.

e Példa olyan injektiv, folytonos és linedris leképezésre, amelyiknek az inverze nem
folytonos.

Legyen X := [? és tekintsiik az
A: X >0 Ax = (ﬁ) (z = (z,) € 1)

n

operatort. Vilagos, hogy A linedris, tovabba

+oo ) +o0
JAzlle =Y |2 <Yl = el} (z€?),
n=1 n=1
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ezért Az € I? és A korldtos, tehat folytonos leképezés is. Ha y = (y,,) € Ra, akkor
az Az = y egyenletnek egyetlen megoldasa van: = = (ny, ), tehat A invertalhaté, és
az inverz operator:

A7 RA— B, ATNY) = (nyy).

Innen kovetkezik, hogy az A~! operétor az e, := ((5nk, k e N) egységvektorokat az
ne, (n € N) vektorokba viszi 4t; és ez azt jelenti, hogy A~' nem korldtos.

8.3. A nyilt leképezések tétele

A tovabbiakban feltessziik, hogy (X, || - ||x) és (Y, | - ||y) Banach-terek. Ebben a
pontban kx(x,d)-val, ill. ky(y,d)-val jeloljik az X, ill. az Y tér x, ill. y pontjanak
a d-sugaru (nyilt) kornyezetét.

Eloszor a kovetkezd allitast bizonyitjuk be.

Segédtétel. Legyenek X ésY Banach-terek. Ha a folytonos linedris A: X — Y
operdtor szirjektiv (vagyis Ra = Y), akkor az origd kozéppontid X -beli 1-sugari
gomb képe tartalmaz Y -beli gombot, azaz

Fr>0: A(kx(0,1)) D ky(0,7). (8.1)
A segédtétel bizonyitasa. Fldszor azt igazoljuk, hogy
Ir>0: A(kx(0,1)) D ky(0,2r). (8.2)

Legyen
Y, := A(kx(0,n)) (n € N).

Mivel A sziirjektiv, ezért

Y:GA(kX(O,n UA (kx(0,n)) UY

n=1 n=1

A Baire-lemma alapjan az Y,, zart halmazok valamelyike tartalmaz gémbot, mondjuk
kY (y7 S) C Yn

Ekkor
ky(—y,s) C =Y, =Y,

is teljestil.
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Legyen x € ky (0, s). Ekkor z+y € ky(+y, s) C Y,. Felhasznalva Y,, konvexitasat

ebbél
. (w+y)42r(:v—y) €y,

adddik, ami azt jelenti, hogy
]i]y((), 8) cY, = A(kx(O,TL))

Ebbdl A homogenitdsa miatt (8.2) az r := 5--nel adédik.

A (8.1) bizonyitdsdhoz rogzitsiink most egy tetszbleges y € ky(0,7) pontot.
Olyan z € kx(0,1) elemet kell taldlnunk, amelyre Az = y teljesiil. Jegyezziik
meg ehhez azt, hogy A homogenitdsa miatt a (8.2)-bél a kovetkez6 altaldnosabb
relacidk is adédnak:

by (0,25 ) € A(kx(0.55))  (ne ).

Ezeket felhasznalva rekurzioval olyan X-beli zq, 2o, ... sorozatot konstrudlhatunk,
amelyre
lzallx € 5 6 lly—Al@+aot o+ a)ly < 5

teljestil minden n-re. Ekkor a ) x,, sor konvergél valamely = € kx (0, 1) elemhez és

A folytonossaga miatt
+o0o

Ax:ZAxn:y,

n=1
és ez az allitds bizonyitasat jelenti. B
2. tétel (a nyilt leképezések tétele). Legyenck X és Y Banach-terek. Ha a

folytonos linedris A : X — Y operdtor szirjektiv, akkor A eqy nyilt leképezés is,
vagyis A minden X -beli nyilt halmazt Y -beli nyilt halmazba visz dt.

Bizonyitas. Legyen G C X tetszOleges nyilt halmaz. Megmutatjuk, hogy az
A(G) C Y halmaz is nyilt, azaz

Vyo € A(G)-hez Fs>0: ky(yo,s) C AG). (8.3)

Valéban, legyen yo € A(G) egy tetszéleges pont. Ekkor van olyan zq € G, hogy
Azg = yo. Mivel G nyilt, ezért az xy pontnak van olyan e-sugari kx (o, €) kornyezete,
amelyik benne van a G halmazban. Ezt az egyszerlien igazolhaté

kx(QTo,g) =x9 + 5]'{3)((0, 1)1

lz€eXéHCXeseténz+H:={x+h|heH}
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egyenloség alapjan igy is irhatjuk:
xo+¢€kx(0,1) C G.
Ebbol A linearitasat felhasznalva addédik, hogy
A(mg + ekx(0,1)) = Azg + eA(kx(0,1)) = yo + eA(kx(0,1)) C A(G).
A segédtétel alapjan létezik olyan r > 0, hogy ky (0,7) C A(k:X(O, 1)), ezért,
Yo + eky (0,7) C yo +eA(kx(0,1)) C A(G).

Mivel eky (0,7) = ky(0,er) és yo + ky(0,er) = ky(yo,er), ezért (8.3) az s := er
szammal teljesiil. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. W

8.4. A Banach-féle homeomorfia tétel

3. tétel (a Banach-féle homeomorfia tétel). Legyenek X és'Y Banach-terek. Ha
A X — Y folytonos linedris bijekcio, akkor A~ folytonos linedris operdtor, azaz
A7l e B(Y, X)

Bizonyitas. Tekintsiik az A™! : Y — X inverz operatort. Egyszertien igazolhatd,
hogy tetszbleges G C X halmaz A~! 4ltal létesitett 8sképe éppen az A(G) C Y
halmaz, azaz

(A7) 1G] = AG):

Az el6z6 tétel alapjan A nyilt leképezés, ezért minden X-beli G nyilt halmaz A(G)
képe Y-beli nyilt halmaz. Azt kaptuk tehdt, hogy minden X-beli G nyilt halmaz
A~1 4ltal 1étesitett ésképe Y-beli nyilt halmaz. A folytonossdg nyilt halmazokkal
valé jellemzésébdl tehat kovetkezik, hogy A~! valdban folytonos leképezés. Ezzel a
tételt bebizonyitottuk. W

4. tétel (ekvivalens normak). Legyenek (X, - |l1) és (X, || - ||2) Banach-terek, és
tegyiik fel, hogy van olyan ¢ > 0 dllando, hogy

[zl < cllzfly (V2 e X), (8.4)
Ekkor a két norma ekvivalens, azaz létezik olyan C' > 0 dllandé is, hogy

[zl < Cllelle (V2 € X).
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Bizonyitas. Tekintsiik az
) = (), @) =a
identikus leképezést. I nyilvan linedris bijekcié és a (8.4) feltétel miatt
()]l < cllefly (2 € X),

ezért I korlatos, kovetkezésképpen folytonos is. A Banach-féle homeomorfia tételbol
kovetkezik, hogy ekkor I~! is folytonos, tehat korldtos, ami azt jelenti, hogy van
olyan C' > 0 allandé, hogy

@) < Cllzlle (z € X).

Ebbél a nyilvdnvalé I-!(z) = x egyenl8ség alapjan mar kovetkezik a tétel allitdsa.

8.5. A zart graf tétel

Emlékeztetiink arra, hogy az f : R — R fliggvény grafikonjan a
(f):={(z, f(z)) |z e R} CR xR

halmazt értjiik. Fontos észrevétel, hogy f folytonossdga a sikbeli I'(f) halmaz bi-
zonyos topoldgiai tulajdonsagaval hozhato kapcsolatba. Egyszeriien bebizonyithatd
az, hogy ha az f figguény folytonos az egész R halmazon, akkor a T(f) C R? zdrt
halmaz, azaz ha

(Tn,yn) €T(f) (neN) és =z, —x, y,—vy, akkor (x,y)ecl(f).

Az allitds megforditdsa nem igaz (1. pl. az f(x) := 27!, hax € R\ {0} és f(0) := 1,
vagy pedig a Riemann-fiiggvényt).

Normaélt terek kozotti fiiggvényekre is természetes modon értelmezheto a grafikon
fogalma, és a fenti allitas altaldnositasa is igaz. A zart graf tétel azt allitja, hogy
Banach-terek kézotti linedris leképezések esetén a szdéban forgé allitas megfordithato,
azaz, Banach-terek kozotti linearis operatorok folytonossaga ekvivalens médon jelle-
mezheté az operator grafikonjanak a zartsagaval. fgy tehat a folytonossag eldon-
téséhez egy ujabb lehetOséget nyeriink. Az alkalmazasokban vannak olyan konkrét
esetek, amikor a folytonossagot éppen a grafikon zartsagaval lehet a legegyszeriibben
ellendrizni.
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R xR mintajara eloszor normalt terek Descartes-szorzatat értelmezziik. Legyenek
tehét (X, |- ||x) és (Y, ]| -||y) tetsz6leges normélt terek. Egyszertien bebizonyithato,
hogy X X Y linedris tér (R felett) és az

I, )l = llzllx +llylly  ((z,9) € X xY)

fiiggvény norma ezen a linedris téren. Az (X x Y| - ) normalt teret az X és
Y normalt terek Descartes-szorzatanak nevezziik. A teljesség definicigjabdl az
is azonnal adddik, hogy (X x Y| - ||) pontosan akkor Banach-tér, ha X és'Y is
Banach-tér.

A tovabbiakban csak az X és Y terek kozotti linearis leképezéseket tekintjiik.
Definicié. Az X és az Y normalt terek kozotti A : X — Y linearis leképezés
grafikonjan vagy grafjan a

[(A):={(z,Az) |z € X} CX xY

halmazt értjiik.

Az X x Y normalt térben beszélhetiink topolégiai fogalmakrél, pl. halmazok
zartsagarol. Emlékeztetiink arra, hogy valamely normalt tér egy részhalmaza akkor
és csak akkor zart halmaz, ha minden torlédasi pontjat tartalmazza. A zart hal-
mazokat konvergens sorozatokkal is jellemeztiik. Ezzel kapcsolatban érdemes meg-
jegyezni azt, hogy az (z,,y,) € X XY (n € N) sorozat pontosan akkor konvergal
az (z,y) € X x Y ponthoz, ha

Il x , [I-lly
n——=T ¢és Y,

Definicié. Az A : X — Y leképezést zart grafi operatornak nevezziik, ha a
I'(A) grafja az X x Y normélt térnek zért részhalmaza, azaz ha

vV oz, LA x, Ax, L Y esetén y = Ax.

Folytonos linearis leképezés gréafja nyilvan zart halmaz:

5. tétel. Ha X ésY normdlt terek és A € B(X,Y), akkor I'(A) az (X x Y,|| -]
normdlt tér zart részhalmaza.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy

(2, Axy,) LiN (z,y).
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Ekkor z,, Ix, x és Az, I, y. Mivel A folytonos, ezért Az, LN Az, kovetkezés-

képpen Az =y. R

A most vizsgalt probléma is ravilagit a véges és a végtelen dimenzids terek
kozotti 1ényeges kiillonbségekre. A fent elmondottaknak abban az esetben, ha csak
véges dimenzids terek kozotti linearis leképezéseket vizsgalunk, nincs kiilonosebb je-
lentosége, ti. ekkor minden ilyen leképezés mar automatikusan folytonos is; de azért
azt is mondhatjuk, hogy ekkor a folytonossdg az operator zartsagaval is jellemez-
heto. Lényegesen megvaltozik a helyzet azonban akkor, ha az X és Y normalt terek
végtelen dimenzidsak. A kovetkezo példa azt mutatja, hogy ekkor még a linearis
leképezések folytonossaga sem jellemezhetd a grafjuk zartsagaval.

Példa nem folytonos linedris zdrt grafi leképezésre.

Tekintsiik ui. az
Xi= (0,01 ), Y = (O, )

normalt tereket és a

D:X—Y, Df =f

differencidloperatort. Fz nyilvan linedris, és azt is lattuk méar, hogy D nem folytonos
(korlatos). (Emlékeztet6il: vegyiik az f,(t) := t" (t € [0,1],n € N) fiiggvénysoro-
zatot.)

Megmutatjuk, hogy D egy zart grafi operdtor. Valéban, legyen (f,, Df,) C
X xY (n € N) olyan sorozat, amelyik konvergens az X x Y normélt térben, azaz

o Il-llx f és Df, lI-lly p

Ez azt jelenti, hogy a folytonosan differencialhaté (f,,) fliggvénysorozat egyenletesen
konvergal az f fiiggvényhez, és a derivéltak (D f,) = (f}) sorozata pedig egyenlete-
sen konvergédl egy g € C|0, 1] fiiggvényhez. A fiiggvénysorozatok tagonkénti de-
rivalasara vonatkozé tételbol kovetkezik, hogy ekkor f sziikségképpen folytonosan
derivalhaté, és f' = g, azaz a g = Df egyenl6ség fenndll, ami azt jelenti, hogy D
valéban egy zart grafu operator.

Az aldbbi tétel azt allitja, hogy Banach-terek kozotti zart grafu linearis opera-
torok mar sziikségképpen folytonosak is, vagyis a folytonossag az operator grafikon-
janak a zértsdgaval jellemezhets. (Az el6z6 példdban megadott D operdtor értel-
mezési tartomanya nem teljes, tehat nem Banach-tér; 1. pl. Weierstrass els6 app-
roximécids tételét.)

6. tétel (a zart graf tétel). Legyeneck X és Y Banach-terek és tegyik fel, hogy
A: X — Y egy linedris zdrt grdfi operdtor, azaz az A linedris leképezés I'(A) =
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{(z,Ax) | € X} grafikonja az (X X Y, || - ||) Banach-tér egy zirt részhalmaza.
Ekkor A folytonos is, azaz A € B(X,Y).

Bizonyitas. Mivel X és Y Banach-terek, ezért egy korabbi megjegyzésiink alapjan
az (X x Y,|| - ||) Descartes-szorzatuk is Banach-tér. Nyilvdnvals, hogy I'(A) az
X x Y tér egy linearis altere. A tétel feltétele szerint ez tehat egy zart altér,
kovetkezésképpen I'(A) maga is Banach-tér.
Tekintsiik a
A X —>T(A), Az:=(x, Ax)

operatort. Ez a leképezés egy linedris bijekcié az X és a I'(A) Banach-terek kozott.
Az inverze, vagyis a

A T(A) — X, ANz, Az) =2
operator korldtos (folytonos). Valoban
A (@, Az)|| ¢ = ll2llx < llollx + [Az]ly = [[(z, Az)[|  ((z, Az) € T(4)).

A Banach-féle homeomorfia tétel alapjan ennek a folytonos linearis bijekcionak az
inverze, vagyis a (A*l)_1 = A operétor is folytonos (korlatos), azaz van olyan C' > 1
allando, hogy

[Az]] = [|(z, Az)|| = [lz]x + [[Az]y < Cllzllx (2 € X)

teljesiil, amibol

[Az]ly <(C=Dlzllx  (zcX)

kovetkezik. Ez viszont azt jelenti, hogy A valéban egy korlatos (folytonos) leképezés.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. W
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