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6. SZAMELMELET

6.1. Oszthatdsag

Oszthatosag a természetes szamok korében

Def. Legyenn, m N. mosztdjan-nek, halkON:n=ml[K.

\

jelben:m|n n tobbszorosen-nek

mZ 0 eseten a regularitas miatt legfeljebb egy ilkéEtezik

m|n « . n/m €N



6.1.2. Az oszthatdosag tulajdonsagai N-ben. A
természetes szamok korében

(1) ha m|n és m/|n’, akkor mm'|nn’;

(2) a nullinak minden természetes szam osztdja;

(3) a nulla csak sajat maganak osztoja;

(4) az 1 minden természetes szamnak osztoja;

(5) ha m|n, akkor mk|nk minden k € N-re;

(6) ha k € N* és mk|nk, akkor m|n;

(7) hamn; ésk; €N, (i=1,2,...,7), akkor m| Z:f:l king;
(8)

barmely nem nulla természetes szam barmely osztoja
kisebb vagy egyenlo, mint a szam;

(9) az | relacio reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus, azaz

részben rendezeés.

Megjegyezziik, hogy bar a | reldcié NT-on a < leszliki-
tése, N-ben a 0 maximalis elem az | relaciora nézve. [
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Oszthatdsag egysegelemes integritasi tartomanyban @

6.1.5. Az oszthatosag tulajdonsagai egységelemes
integritasi tartomanyban. Egy egységelemes integritasi
tartomany elemei kérében

1) ha bla és b'|a’, akkor bb'|aa’;
a nullanak minden elem osztoja;
a nulla csak sajat maganak osztoja;
az 1 egységelem minden elemnek osztoja;

(

(2)

(3)

(4)

(5) habd
(6)

(7)

(8)

a, akkor bclac minden ¢ € R-re;
ha be|ac és ¢ # 0, akkor b|a;
a; ésc; € R, (i =1,2,....7), akkor b| Zf"-':l Ci Qg

i

ha b

az | relacio reflexiv és tranzitiv. [



A tovabbiakban legyenR tetszleges egységelemes integritasi tartomany.

Def. Az azR -beli elem, amely minden ma® -beli elemnek
osztojaR beliegységAz R beli egységekhalmazaJ(R).

Def. Ha a, b O R elemek egymas egysegszeresei, akkor
asszocialtak Jelbera~Db.

Eszrevételek:

~ ekvivalencia relacio és kompatibilis az | relaeailo
az egyseégek Abel-csoportot alkotnak (R egysegcsaport

0-nak bnmaga az egyetlen asszocialtja

@



Def. Haa 1 R* \ U(R) : a trividlis 0sztoi az egységek és 6nmaga
egysegszeresei.

Az a 0 R*\ U(R) elemfelbonthatatlan (irreducibilis) R-ben, ha

a = bc= byagyc egysegr-ben.

- , Kizaro vagy
N esetertorzsszam

Def. Az a [/R*\ U(R) elemprim R-ben, ha
albc=a|bla|cg aholb,clR.

Az a [/R*\ U(R) elem0Osszetettha nem csak trivialis osztdja van.

O



Tetel. Tetsdlegesk egységelemes integritasi tartomanyban minden
p elemre:

p prim=> p felbonthatatlan .

Biz. tth p prim ésp = bc
plb
=
vagy p | C
b = pg = b(cq) =cg=1

= C, gegysem, basszocialtak .

(®)



Def. Legyena,, ...,a, R, LOR ésOdL-re:

dla (i=1,..n),
dla (i=1,..n) =d|d.

EkkorL elemei az,, ...,a, elemeklegnagyobb kdz6s osztoi.

jelben: Inkog,, ...,a,) = (@, ...,a,) =d

d csak asszocialtsag erejeig egyértelm

= kijelollink egyet.

a,, ...,a, relativ primek, had egység.

@ Erosebb paronkent relativ primek



Pl. (4,8,9) =1

(4,8)=4, (4,9)=1,(8,9) =1

Def. Legyena,, ...,a, 0 R, TOResOtUT-re:
alt (=1,..n),
al|t(i=1,..n) = t|t.

Ekkor T elemei az,, ...,a,elemek legkisebb k6z06s tobbszordseil.

lkkt(ay, ...,a,) =[a;, ...,a,] =t.

t csak asszocialtsag erejéig egyértelm

= kijeldlink egyet.



Oszthatdsag a egéesz szamok koérében @
Eszrevételek:

k,m € Z, akkor |km| = |k|- |m|

+1 egység, mefflallZ:a=all = (-a)(-1)
ttheegység = e |1 =1=eq = |1 =|eq|=|e||q]

l

1<|e|,1<|g| = le|=1 = e=x1

|

Z -ben az egységek pontosarxd

Az N-beli allitasok ervényben maradnak

Def. A 2-vel oszthatd egéesz szamokaros szamok Paratlan az az
egeész szam, amely nem paros.




Eszrevételek:

a,bdZ:a|bUObz0=|a]<|b|.

érvéenyben van a maradékos osztas tetele:

Tetsdlegesa , iz0) 1 Z szamhoz egyértelien |étezik olyan
q,rtdZ, hogy

a=qgb+r JO<Tr <|bl.

Elvégethet az euklidészi algoritmus!



6.1.11. Bovitett euklideszi algoritmus. A kovet-
kezb eljaras meghatarozza az a,b € 7 egészek egy d legna-
gvobb kozos osztojat, valamint az x,y € 7 egész szamokat
gy, hogy d = ax + by teljesiiljon. (Az eljaras soran végig
ar, + by, =rn, n=0,1,....)

(1) [Inicializdlds.] Legyen xq — 1, yg — 0, rq — a, x1 < 0,

y1 — 1, r1 «— b, n — 0.

(2) [Vége?] Ha rny1 = 0, akkor x «— xp, y < Yn, d — 7,
és az eljaras véget ért.
(3) [Ciklus.] Legyen qn+1 «— |rn/vn+1], "nt2 — 7, mod

F'n+1 = Tn —Th+19n+1; Tn4+2 — Ly — Tp+19n+1; Yn+2 —
Yn — Yn+19n+1, 10— N T 1 és Iﬂﬂﬂjfiﬂk (2)-1'8.

(W



Biz. szigoru monotonitas miatt biztosan véges szams sz

r, K0zGs 0szto:
rnl rn D rnl I’n-l — rn | rn-2

. rlalr,|b
ax,+by,=all+b[0D =a =r,
tth n — 1-ig igaz
aXn + byn — a(Xn-Z — qﬁxnl) + b(yn-2 _ qqyn-l) -

X, T by, — h(@X 1 T BYhg) = o= Qg

(12



6.1.14. Kovetkezmény. Barmely ay.as.... ., a, € Z
szamoknak Iétezik legnagyobb kézis osztoja és

Inko(ay,as, ..., a,) = Inko (lnkf}(ah as), as, dq, . . . .}aﬂ).

Bizonyitas. Az ay,as szamoknak létezik egy d; » leg-
nagyobb kozos osztoja. Az ay, as kozods osztol pontosan d o
0SztO1. fgy ai,as, ... ,a, kozos 0sztol dy 5. a3, ay, ..., a, KO-
708 osztol. [

(1



Tetel Az egész szamok korebgnakkor es csak akkoprim, ha
feloonthatatlan.

Biz. Mar lattuk, hogy prim felbonthatatlan !
Tth p felbonthatatlan

Legy/enplbc . plb ¥
pADb — (p,b=1

1=px+ by

cC=pcx+bcy= Omodp = p|cC

(ab)=10al|bc = alc

Eszrevétel:



A szamelmélet alaptételéMinden n nemnulla, nem egység egesz
szam sorrendre és asszocialtsagra vald tekintgtiinegyertelntien
bonthato fel felbonthatatlanok szorzatara.

Biz (pozitivakra)

(egzisztencia}th n>1

Teljes indukcio:n = 2 kész, tthn—1 -ig kész
Han felbonthatatlan > kész
n nemfelbonthatatlan > n=ab// a, bnem egység!

a, b <n = igaz rajuk az ind. feltétel

@ n felbontasa =a felbontasa szob felbontasa



(unicitas) tth indirekte, hogyn a legkisebb olyan szam, amely
feloontasa nem egyértelm

n=p..Kk=4¢;...94 = p.ln=p0q..q

PG Py | G- G
P.| G = p,=q =

N =Nn/p=P;... &=01--Q1lis1-- G

n, < n és van ket lenyegesen kulonBdelbontasa !



6.1.18. Eukleidész tétele. Végtelen sok primszam
van.

Biz. indirekt, tfh véges sok van P1,P2.--- Pk

L _ L ||rf- )
legyen n = Hj':1 P,

szamelmeélet alaptetete [ p;: p| n+1

= pl 1



6.1.19. Megjegyzés. Ha, hasonléan mint az el6z0 bi-
zonyitasban, n az 0sszes, a pr primnél nem nagyobb primek
szorzata, akkor n+2,n+3.,n+4, ... .n+ pr mind Osszetet-
tek, azaz a természetes szamok sorozataban talaltunk pp — 1
egymas utani Osszetett szamot. Mivel tetszolegesen nagy
primszam létezik, akarmilyen hosszu csupa Osszetett szamot
tartalmazo intervallum van.

° 6.1.20. Megjegyzés. Megmutathato, hogy ..elég sok”
primszam van, példaul a primszamok reciprokainak 6sszege
végtelen. A primszamtétel szerint

| 4p:p < x, p primszam}
im — — — =
r— 00 L

In =




Def Egyn > 1 egész
n =11 p;

1 =1

-

a

alaku felirdsat, ahgd -k ktlonb0® (pozitiv) primek esx, > 0O,
n kanonikus alakjanak nevezzik. Modositott kanonikus
alak, haa; = 0 Is megengedett.

Eszrevétel ( 0sztoi) . .
1 r

n=p/'...p,

modositott kanonikus alaku osztoi

— B B
d = pl..p:

ahol0O<p <a,1=1,2,..r.



Eszrevétel (Inko és Ikkt)

Legyena ésb modositott kan. alakja

0’1 ar

a = P; ... P, b = Pt Pl

ekkor



6.1.22. Kovetkezmény. Ha a.b.c € Z és a is, b is
relativ prim c-hez, akkor ab is. L]

6.1.23. Kovetkezmény. Tetszdleges a.b € 7. sza-

moknak létezik legkisebb kiézos tobbszirdse, és Inko(a,b) -
lkkt(a,b) = |abl. [

6.1.24. Kovetkezmény. Ha a.b,c € Z, akkor
Ikkt(ac, bc) = ¢ - lkkt(a, b). [
6.1.25. Kovetkezmény. Tetszoleges ai,as,... . a, €
7, szamoknak létezik legkisebb kézos tobbszorose, és

lkkt(aq, as, ... ,a,) = lkkt (lkkt(ﬂ.l, as), a3,G4, . . . ,{I”_). [ ]

(2



Erathosztenész szitaja

1 @ 3 4 ® 6 @ 8 9 10
12 13 14 15 16 17 18

20 21 22 23 24 25 26

11

19

27



©

Altalanositott szita

f1(x), 1(X), ..., §(X)

egesz egyutthatos, irreducibilis polinomok,
pozitiv foegyutthatoval.

f(X)

linearis kongruenciamod (p)



h
p:szitald prim ™ innen kezdiink

1, ..., h+ap, ..., 2-1

f.(1), ..., i.(h+9p), ..., {(2"-1)
Mennyit szitalhatunk p-vel ?

g=0,1, ..., (h+gp < 2-1)



6.2. Kongruenciak
Kongruenciak 3 = b (modm), ham|a-b
Tetel(kongruencia tulajdonséagai)
(1) ekvivalencia relacio,

(2) a = b (modm)lc = d (mod m)
= a+Cc=Db+d (modm)

(3) a=Db (modm) c = d (modm)

= ac = bd (modm)
(4) a = b (modm) O f(X) O Z[X]

= f(a) = f(b) (modm)
(5)Ha ¢, m=d

ac=bc(modm) < a=b(modm/d) @



Biz. = defldl m|(a—-Dbc
= m/d |(a-Db c/d

masrészt
(m/d, c/d =1

= m/d [(a—-D
= a=b (modm/d)

O Tth a=b (mod m/d)
= mqg/d =(a—-Db

= mqc/d =(a—-Dbc

c/degész= m | ac—Dbc

a' =a (mod m) —— Inko(a,m) = Inko(a’, m)

Eszrevétel



Def. [a],,az a elem altal reprezentaltszerinti maradekosztalyaz
a -val kongruens elemek halmaza (nmaf .

Def. Teljes maradéekrendszer (TMR) modulo m tartalmaz az
dsszesn szerinti maradékosztalybol pontosan egyet.

[a],, az a elem altal reprezentalt m szerinti redukalt
maradékosztaly, ha @, m) = 1.

Redukalt maradékrendszer (RMR) modulom tartalmaz az 6sszes
szerinti redukalt maradékosztalybol pontosan egyet.

[a] helyett szokasos jelOlés mea

(2



Példak

1. Biztosan TMR-t alkotnak a kdvetk&z
szamhalmazok moah:  (,1,....[m| — 1

0,+1 ,E(|m|—1)/2

paratlan yoos
_— Im| /2

W 0,+1,...,%(|m|/2 - 1), <
—|ml/2

ham

2. LegyenmlIN, és vegylnk egy TMR-t modh . Definialjunk
miveleteket a kdvetkéképpen:

a+b=a+bh,

alb=alb

Jeloljuk Z -nel ezt a strukturat. A (£ +, -) struktura kommutativ,
egysegelemes gyl.




6.2.3. Tétel. Legyen m > 1 egész. Ha
1 < Inko(a,m) < m,
akkor a maradékosztalya nulloszto Z.,,-ben. Ha
Inko(a,m) =1,

akkor a maradékosztalyanak van multiplikativ inverze Z,,-
ben. Specialisan, ha m primszam, akkor Z,, test.

Biz.
d = Inko(a,m)

1 <d<m > a-(m/d) = (a/d)-m =0 (mod m)

r=m/d » 7T = 0, azaz @ nulloszt6 Z,,,-ben



Had =1, akkor=

bovitett euklidészi algoritmus> ax + my =1 .y € L
ar =1 (mod m) »a-T=1

Ez azt jelenti, hogy -bena multiplikativ inverzex

Ha m prim, és a = 0 (mod m)
= d =1 mindig teljesdl

— Z  test



6.2.4. Az Euler-féle » fiiggvény. Legyen m > 0
egész szam, és jelolje (m) a modulo m redukalt maradékosz-
talyok szamat; ¢ az Euler-féle ¢ fiiggvény. Nyilvan ¢(m) az
m-hez relativ prim szamok szama a 0,1.2,....m — 1 sza-
mok kozott. Példaul ¢(1) = 1 (sic!), ©(2) = 1, ¢(3) = 2,
p(4) =2, ¢(5) =4, ¢(6) =2, p(7) =6, ©(8) =4

Mas megfogalmazasban:

Legyenn O N*, ekkor ¢(n) jelenti azn — nél nem nagyobb, hozza
relativ pozitiv primek szamat, azaz

p(n)y= 2 1

1<k<n
(k,n)=1

(3D



Tetel (omnibus3
Legyenm > 1 egész,

{ a, ...,a,} TMR modulom,
{ by, ....0,Hm} RMR modulom,

c,dldZés g, m =1.

Ekkor

{ca+d, ..,ca,+d} TMR modulom,

{cb,...ch} RMR modulom.



Biz.

tfth (indirekt) van két nem inkongruens elem

(c,m=1
O\

cg+d =cg+d

ca = ca
a4 = g

™

és pontosamdb elem!

(c,cm=1éslp,m=1
= (ch,m) =1



6.2.6. Euler—Fermat tétel. Legyen m > 1 egész
szam, a relativ prim m-hez. Ekkor ¥ =1 (mod m).

Biz.
'z legyen {r, ....r oy} RMR modulom,
@m=1= {ar,..ar,;,} iIs RMR modulom.
megfeleb parositas> r; = ar; (modm)
0sSszeszorozva. r,,m)=1
p(m)  4(m)
2™ Nr=0N r (modm)
1=1 1=1r



6.2.7. Kovetkezmény: Fermat-tétel. Legyen p
primszéam. Ha a € Z és p1{ a, akkor a?~' = 1 (mod p).
Ha a € 7 tetszoleges, akkor a? = a (mod p).

Biz.

olp) = p—1 > elézo tetel miatt kész az éisalak

masodik alak

/\

pla pta
0= elss alak

\ _—
@ kész



Linearis kongruencia megoldasa

ar = b (mod m)

m|ax-b = ar +my = b
d = Inko(a,m) dlax+my = d|b
a=ad b=10d, m=m'd a'r=0" (mod m')

bovitett euklidészi algoritmus>
axrg + myg = d

a'rg +m'yy = 1



a'xy +m'yy = b ahol 21 = 2gb" és y1 = yob @

a."(;zr - ;xl) = ?'??-f('yl — '3;’)

m'|z — x4 r = x1 + km'
mindenk [J Z-re x megoldas, mert

ha y = y; —km' a'r+m'y =1

Tehat minden megoldas ilyen alakl: z = 21 (mod m’)

az 6sszes megoldas mod 1,71 +m', ... xp + (d — 1)m/



Tetel (diofantikus egyenlet megoldasa

Rdgzitetta, b, cegész szamok esetén az
ax+by=c
diofantikus egyenletnek akkor es csak akkor van aéga, ha

(a,b]c.

Biz. (=)
Tth Xy, Y, mego.=

(@, b|al(ab|b = lin. komb. tul.=

(a, b |ax,+ by,=cC.



(0) tth (a,b | c.
c =(a, bqg

c = (au + bv)q
c = a(uq) + b(vg)

= egy megox = ug,y = vd.

Eszrevétel haax+by=c

Ut Z:

X,=X+Dbt, y=y—-at =

ax, + by, =a(x + bt) + b(y —a) = ax + by



6.2.12. Kinai maradéktétel. Legyenekmii,ms, ... m,
egynél nagyobb, paronként relativ prim természetes szamok,
€1,C2y... ,Cn € L. Az x = ¢; (mod m;), j = 1,2,...,n
kongruenciarendszer megoldhato, és barmely két megoldasa
kongruens modulo mims -+ my,.

Biz.

e = T

bovitett euklidészi algoritmus>

miry + meoxo = 1

Legyen c1 2 = mixrica + maoxraci—+ 19 = C; (m(‘.:ud m j)



hax=c,, (modm) = x megoldasa az éikét kongruencianak

X megoldasa az éikét kongruencianak> m;, m, | Xx—c¢, ,

= mm, | X—Cy,

Kaptuk, hogy az eredeti kongr. rendszer ekvivabek8vetkesvel:

X=C, (Modm)

X = ¢y (Mmodmy)

X=c, (modm,)

iIndukcioval kész



RSA kddolas

Legyenp # g két nagy primszam ¢x}=n.
1l <e<(p—1)(g—1)

véletlen exponens— nem j6, ha Inko(e, (p —1)(¢ —1))> 1

oldiuk meg: ed=1 (mod (p—1)(¢—1))

uzenet: 1 < m < n

Uzenet kddja:c = m° mod n



Az Uzenet visszafejtése (dekddolas):
\d k(p—1)(g—1)+1 (p—1)\ "D
(M) = m P = (n;r.. ! ) -m =1m (mod p)

/mert T

pla pta
0=0 mP~1 =1 (mod p)

hasonléan(m®)? = m (mod ¢) kinai mar. tétel> m = ¢

4 mod n

Megjegyzés:1, €) nyilvanos kulcs,r{, d) titkos

ezt kaptuk Aliztl:  m., m® mod na

\ Digitalis alairas



6.3. Szamelméleti flilggvenyek

Def(szamelméleti fliggvény
f:NT = C
Tovabba, ham,nON* és m, n) = 1, akkorf

additiv, ha
f(mn) = f(m) + f(n)

multiplikativ , ha

f(mn) = f(m)f(n)




f totalisan (teljesen) additiv, illetve totalisan (teljesen)
multiplikativ , ha az &lbbi 6sszefliggésekn( n) # 1 esetén is
fennallnak

Eszrevételek:

haf additiv, akkor
f(1)=0

haf multiplikativ, akkor
f(1) =1

ha nem azonosan O



6.3.2. Tétel. Legyenn € N kanonikus alakja p{* - - - p7*
Ekkor

(1) ha f additiv szamelméleti fiiggvény, akkor

fln) =fEit) + -+ f(or");

(2) ha f multiplikativ szamelméleti fiiggvény, akkor

fn) = flp1") - f(0.");

(3) ha f teljesen additiv szamelméleti fiiggvény, akkor

f(n)=aif(p1) + - +arf(pr):

(4) ha f teljesen multiplikativ szamelméleti fiiggvény, akkor

fn) = f(p)™ - Fpe)™.



Példak
1. M0Obius fggveny(multiplikativ)

() = 0,han-nek varprimnégyzeosztoja
H (-1) ,hank dbkiilénbds primszorzata

2. n primosztdinak szama(n) additiv.

1. 2. nem totalis, mert
0=p(4) #p(2)? =1 1 =v(4) #2v(2) =2
3. Totalisan additiv és multiplikativ is az azono8diiggveny.

4. Totalisan multiplikativn — n“ | barmely val@sra.

5. Totalisan additih — log, n , baiyna > 0 valos szamra.



Tetel (@ multiplikativ)

¢ multiplikativ.
Biz.
1 2 . a
a+l at2 ... 2a
(b—Da+1 b-Da+2 ... ba

szamoljuk meg, hogy a tablazatban hany relativ penab-hez :

ennyi leszp(ab) érteke.

6.1.22. kOvetkezmeny> azokat kell szamolni, amelyekhoz és
b-hez is rel. primek



omnibusz tétel= minden oszlop TMR mol, ha @, b) =1

= minden oszlopbaun(b) relativ primb -hez

minden oszlop kongruens elemeket tartalmaz anod

minden sor egy TMR moa = minden sorbam(a) db elem
relativ prima-hoz

= p(a) db oszlopnak rel primek az elenaehoz

= O0sszesen(a)p(b) rel. prim vamb-hez



Tétel( ¢ kiszamolasa

Ha n € N kanonikus alakja p{* - - - p'*, akkor

Biz.
¢ multiplikativ =

primhatvany helyek, aztan 6sszeszorzas



(52

o(p?) =7

1,2,..,P, .20, ..., P, ..., 1), ...,P% ..., P+1)p..., @1)p%1,...,p°

melyek nem relativ primgk-hez ?

p°-ig p—1 db van + magp?, azazp(p?) = p% — pt

tovabb szamolva

p(p9) = p% — poit



7. GRAFELMELET

7.1. Iranyitatlan grafok

Def. A G = (V, E, ¢) harmast(iranyitatlan) grafnak nevezzlk, ha
V, E halmazokVZz01,Vn E=0 és ¢:E - VAV.

VAV ={[a,b] Oa, bV}, ahol[a b] = [b, 4]

V: pont-, csucshalmaz, V(Gg pontjai,v(G) = [V(G)| =#V

E: élhalmazE(G) G élei, &(G) = |[E(G)| = #E




veges graf V(G), E(G) véges

e [ E él végpontjai (e illeszkedik a-ra es b-re)
haa, b I V eseteng(e) = [a, b

hurokél: a =b

parnuzamos (tobbszords) ek, O E : hag(e) = ¢(f)

szomszédos &, f O E : hag(e) = [a, &), ¢(f) = [by, b,] esetén
{ay, 8} n{by, by} #L1



©

szomszedos csucsak, a, 1V : haa, Za, ésllel]l E:

g(e) = [ay, a
a csucs foka a ra illeszked elek szama (huroknal 2), jeloléka)
izolalt csucsa: d(a) =0
egyszefi graf: hurok és tdbbszords el nelkili graf

A G = (V, B) grafregularis, had(a) ertéke azonos minden’] V-re,
n-reguléris, ha ekkord(a) = n valamelya természetes szamra.



V3

Jegyzetben 7.1. abral



Petersen — graf ( 3-regularis)



Tétel(fokszam-elszam). @
LegyenG = (V, E). EKkor

> d(a) = 2¢(G).

Kovetkezmeény: G-ben a paratlan foku csucsok szama paros.

Biz.
Y d@)= > d@+ > d@=0 (mod2)

d(a)=0(mod2) d(a)=1(mod2)

amibdl kapjuk, hogy
> d(@) =0(mod2).

d(a)=1(mod2)



Def. A G =(V, E) esG' = (V', E') grafizomorf , ha létezikrr: V - V'
ésp: E - E' bijekcio ugy, hogya UV ese [ E illeszkedikG-ben
= 76a) ésp(e)illeszkedikG'-ben.

Def. A G = (V, E) ésG' = (V', E") egyszefi grafizomorf , ha letezik
m: V - V' bijekcio ugy, hogya, b O V szomszedosG-ben
= 7fa) és7(b) szomszédo&'-ben.

Def. A G = (V, E) egyszeii graf teljes graf, ha barmely két pontj
szomszédo¥,, jeldli azn pontu teljes grafot.

Eszrevételek: ., L e
ugyanannyi csucsszamu teljes grafok izomorfak

K,-nekn(n—1)/2 éle van

@



Def. A G = (V, E, ¢ harmastparos grafnak nevezzik, ha
V=V OV',V nV'=0 és G minden élének egyik vegpontja
V' -ben, masik végpontjd "-ben van.

K5 K3,3 ,,3 héZ 3 kll,lt”

Kuratowski — grafok

Jegyzetben 7.2. abra



lzomorfak? 6

5

A-1,B-3,C-5D-2,E-4 F -6



Def. A G' = (V', E', ¢ ) grafot aG = (V, E, ¢ ) graf részgrafjanak
nevezzuk, ha

1.V'0OVesE'UE, valamint

2. ¢'(e) = ¢(e) mindenel] E'-re.

Def.Ha aG' = (V', E', ¢' ) graf aG =(V, E, ¢ ) graf részgrafja, ég’
mindazon E-beli éleket tartalmazza, melyek végpontj&i-ben
vannak, akkoG' -t telitett reszgrafnak nevezzik, vagy pontosabb

an

V' altal meghatarozott telitett részgrafnak.




Def. Ha H részgrafjaG-nek, akkor aV(G), E(G)\E(H), ¢lze) graf
H G-re vonatkozo komplementere

Def. Az egyszefi H graf komplementere az ugyaneze
ponthalmazon lavteljes grafra vonatkozo komplementerét jelenti.

Ha csucsokat torlink egy grafbol, akkor az illesidkéleket is torolni kell!‘

Def. Tehat, haG = (V, E,¢) egy graf é¥' 1V, akkor legyerE' I E

azon élek halmaza, amelyek illeszkednek valamalybeli csucsra.

A G grafbdl kapotty' csucshalmaz torlésével kapott graf:
G = (\\V, E\E, glg)

(1



Jegyzetben 7.3. abra



Def. Legyenk természetes szark.hosszu élsorozat (sétag,-bol
a.-beaz [a,, €, a;, &, a,, ..., &, a] sorozat, ha, a,, ..., a L V(G),

e, e, ... EG) ésg(e)=[a_,, a] mindeni=1, 2, ... kra

Def. Egy élsorozalit , ha benne minden csucs kilonb@svonal,
ha minden éle kilonbéz

Def. Egy élsorozarart, haa,= a,, kulonbennyilt. Kor az a zar

élsorozat, melyben a tobbi csucs egymast@,ésl kulonbozik, és

A4

élei is mind kilonbo&ek.

Eszrevételek: Ut és kor hossza az éleinek szama
0 hosszusagu séta ut

ut mindig vonal

(1



V4

V1

eddig ut

V7 VvV
. ,t/*’g 11
eddig vonal, nem U \

eddig séta, nem ut, nem vonal
Jegyzetben 7.4. abra



Tetel(ut letezese)

Minden olyan nyilt élsorozat, amely agesa, (a,# a,) csucsokat Koti
0ssze, tartalmaz részsorozatként ugyanezen cstiésszaekdt utat.

Biz.

Ha mindeni, | eseterg; # a , akkor kesz, kilonben legyen= a
valamely indexekre.

—
[a01 e]_1 a]_1 ez; a21 ey ei1 ai1ei+]_1 ey aj1 %+11 ey e'p an]
élsorozatbol elhagyhato aze, ,, ..., resz, ...

Veges lépésben kilonh®zsucsokat kapunk

@ = ut



7.1.8. Allitas. Barmely G grafban egy legalabb egy
hosszusagu zart vonal véges sok paronként éldiszjunkt kor
egyesitése.

Biz.

Ha a vonalon csak az éles utolsé csucs egyezik, akkor kész, mert
1 db korink van.

Ha nem, ,vagjuk le” azt a reszt amely azatsiucs-ismetidesig
tart.

Tehat levagtunk egy kort és maradt egy zart vorkalun

Ha ez a zart vonal kor, akkor készen vagyunk, ima ne



Def. Egy grafdsszefigd, ha benne barmely két csucs 0sszekdthet
sétaval (kovetkezésképpen uttal is).

Def. Legyen ~ a kovetkézekvivalenciarelacio a,, a, [1 V(G) esetén
a, ~a,, haa; = a, vagya, ésa, kozott van ut.

Az azonos osztalyokba @scsucsok altal meghatarozott telitett
részgrafok & graf (6sszeflig) komponensej szamuke(G).

Eszrevételek: kil. osztalyba escsucsok nem szomszédosak

[1 el hozzarendelhétegy komponenshez

egygraf dsszefligg, ha egy komponense van

()



Def. A fa dsszefligg es kdrmentes graf.

7.1.11. Tétel. Egy G egyszerii grafra a kovetkezo
feltételek ekvivalensek:

(1) G fa;

(2) G dsszetiiggo, de barmely él torlésével a kapott részgraf
mar nem 0sszetiiggo;

(3) haw ésv' a G kiilonbozo csiicsai, akkor pontosan egy tit
van v-bol v'-be;

(4) G-nek nincs kore, de barmilyen 1j él hozzavételével ka-
pott graf mar tartalmaz kort.



Biz. ()= (2)

Tth indirektev, v kozti el torlésevel 6sszeflggnarad a fa

= marad egy masik & v’ kOzt

ez az ut + torolt el kort alkot az ereﬁ%

(2)= (3):

Tth indirektev, v kdzt van ket killonbdzut es induljunk ely-bdl v'-be

tordljuk az el§ olyan élet, amely kilénbdzik a ket Utban

ha van ilyen, akkor a masik

aton eljutunky’ -be % ha nincs ilyen, akkor kor van



(3) = (1):

Tth indirekte van kor a faban
= a korv, v' pontjai k6zt van két kUIt’)nbézﬂﬁ%

(1) = (4): fa kdrmentes Osszeflgghuzzunk be egy éelt v kdze

N\

v =V hurokél kész v ZV regi” ut + uj él: kor

(4) = (1): tetsBlegesv # V' cslicsokra a kdrment&grafban

ha szomsz@osak, akkor ha nem, huzzunk be egy ejtv kdze
pontosan ez az egy Ut van, ! |

kilénben kor lenne> fa (4) = kor ,keletkezik

ennek a kdrnek a ,maradek” része azubsszeflig§ = fa



7.1.12. Tétel. Ha egy G véges gratban nincs kor, de
van él, akkor van legalabb két elsofokii csiics.

Biz.
valasszunk egy maximalis hosszusagiatv, v' vegpontokkal

Tth (indirekte)v, v. nem elgéfoku

lleszkedik rajuk el

hol van ezen élek masik végpontja?

/\

nincs rajtau-n u-n van
u-nal hosszabb utat talaltunk kort talaltunk

()

i izl (@)



7.1.13. Tétel. Egy G egyszerii véges gratra n csiuccsal
a kovetkezo feltételek ekvivalensek:

(1) G fa;
(2) G-ben nincs kér és n — 1 éle van;
(

3) G osszefiiggd és n — 1 éle van.
Biz.

(1) = (2) pontszamra vonatkozo teljes indukcio
n= 1 esetén nyilvanvalo az allitas

Legyenn > 1, es tegyuk fel, hogy mindennél
kevesebb pontu fara igaz az allitas



tekintsiink egyn pontu fat

probaljunk kitdrolni egy elt és egy pontot, ugy fidg maradjon

7.1.12. tétel= létezik el$foku pont: egyet hagyjunk el éllel egyditt

= marad egy kbrmentes dsszeftggaf= fa

tovabba ennek — 1 pontja van

érvenyes ra az indukcios feltevés: 2 éle van



(2) = (3) pontszamra vonatkozo teljes indukcio
n= 1 esetén nyilvanvalo az allitas

Legyenn > 1, és tfh] n-nél kevesebb pontu ilyen grafra igaz az allitas
tekintstiink egyn pontu kormentes grafot, amelynek n — 1 éle van

probaljunk kitorélni egy élt és egy pontot,
ugy hogy kérmentes maradjon

7.1.12. tétels létezik el$foku pont: hagyjuk el az éllel egytt

marad egy n — 1 pontu kdrmentes graf 2 éllel

Indukcios felteves miatt ez 6sszefigsg



(3)= () (25)

tekintsiink egyn pontu 6sszefugggrafot, amelynek — 1 éle van

tfh van benne kor

korbol elhagyunk egy élt, et meg 6sszefluggmarad

veqgul, ha elfogytak a kordkdb torlés utam pontu fat kapunk

az elek szama—1 —k
de (1)= (2) miatt az élek szama— 1

0

— kK

0 db kor volt az eredeti grafban fa



Def. Az F graf aG graffeszibfaja, ha
1. pontjaik halmaza megegyezik

2. FaGreszgrafja, es

feszitfa ?
3. Ffa.
V1 V4 V1 V4
(P a e o
e e3 e1 e3
vz. e o, V2 V3

Jegyzetben 7.5. abra




(2

Tétel. Minden véges 0sszefud@s grafnak létezik feszitaja.
Biz.

Ha van kor, akkor elhagyjuk az egyik elt, ...

7.1.16. Allitds. Egy G =
grafban létezik legalabb q(E) — o
maza kiilonbézo.

(p, E. V) véges Osszefiiggo
V ) 1 kor, amelyek élhal-

Biz.

elozo tetel= letezik T feszitfa, aminekv(G) —1 éle van



LegyenK; az a kor amil [ { f }-ben van, aholf J E(G) \ E(T)

Ts komplementerben legalal®G) — (G) +1 ilyen f él van

=  legalabbe(G) — v(G) 4 kiilonbds kor

Eszrevétel

A T O { f} alakl részgrafok pontosan egy kort tartalmaznak, tehat
ez a rendszer egyértehen definialt.

Def. Ha vesszik az 0sszK&s alaku kort, akkoiG T-re vonatkozo
alapkorrendszererol beszellnk.




El6fordulhat azonban, hogy tobb kor is Vvarben!

V1

Jegyzetben 7.6. abra



Def. LegyenG = (V, E, @) egy graf v, w csucsokV-ben ésv' [1 V.
Ha mindenv-bél w-be vezei Ut tartalmazV -beli csucsot, akkar
V" elvagjav-t ésw-t.

Ha E' [0 E es mindenv-bol w-be vezei ut tartalmazE -beli élet,
akkorE" elvagjav-t ésw-t.

HaV’, illetve E" egy elenti, akkorelvago (szeparalo) pontralilletve
elvago (szeparalo) elsl beszellink.

Def. A G = (V, E) grafbanE [ E elvago (szeparalp elhalmaz, ha a
G = (V, E\ E) tobb komponensh all, mint G. (Azaz vannak olyan

csucsolG-ben, amelyeket™ elvag.)

Def. E vagas ha elvago elhalmaz, de semelyik valddi reszhalmaza

nem acz.




7.1.19. Allitéss. Egy G = (p, E, V) véges Osszefiiggod

grafban létezik legalabb §(V') — 1 kiilonbozo vagas.
Biz.

T feszitfa 6sszefligg

= Tg komplementer nem vagas

Ha T komplementerhez hozzaveszunk egyldil, akkor vagas lesz

T-nekv(G) — 1 éle van

= legalabb ennyi kilonbézvagast kapunk

G)



Def.

A kdrmentes grafoerdonek nevezzuik.

G olyan reszgrafjat, mely 0sszes pontjat tartalmazes,
maximalisan sok elG-bél ugy, hogy kdrmentes maradjo
feszio erdéjének nevezzik.

A feszib erdd minden OsszefluggkomponenseG megfeleb
komponensének feséfaja.

Grangja r(G) =v(G) —c(G)

G nullitasa n(G) = ¢(G) —Vv(G) + ¢(G)

(32



Konigsberg polgarainak problémaja.

I D

Yk

Pregel folyo

Jegyzetben 7.7. abra

Sy




D C A
i

Def. Ha egyG grafban van olya# zart élsorozat, amelyi minden
élét pontosan egyszer tartalmazza, ak&etr Euler-grafnak, Z-t
pedigEuler-vonal-nak (Euler-kérnek) nevezzuk.

Megjegyzes.
TObbszoros éleket is megengediink!



7.1.22. Allités. Egy véges Osszefiiggd gratban pon-
tosan akkor Iétezik zart Euler-vonal, ha minden csics paros
foku. Ha egy véges Osszefiiggld graf 2s pdratlan foku csi-
csot tartalmaz, ahol s € N1, akkor a graf s darab paronként
éldiszjunkt nyilt vonal egyesitése.

Biz.

1. lepés: Legyen Z zart Euler-vonalG grafban. Vegighaladva-n,
minden olyan elhez, mely egy ponthoz vezet, van egy masik,

amelyikenx-et elhagyjuk. Ezertd(x) ketszer annyi, mint ahanyszwrr
eléfordul Z-ben, tehat paros szam.

2. lepés:Tth minden csucs foka paros

(39

= létezikK, kor G-ben (biz. gyakorlaton)



Tekintsik most & \ K, grafot: minden csucs foka paros, vagy izolalt.

Hasonlo mdodon kivalaszthakg kor, ami eldiszjunkkK, -gyel.

Veégqil csak izolalt csucsok maradnak G eldiszjunkt kordk egyesitése

3. lepés: Ha G = K,;, akkor készen vagyunk. Egyebkent az
Osszefluggség miatt kell 1éteznie edy, kdrnek, melynel,-gyel van
X kGz0s pontja.

x-en keresztll be tudjuk jarmd, 0 K. -t gy, hogy inden élet
pontosan egyszer érintunk.

— Euler - vonal.

Addig bovitjik, mig minden koért fel nem hasznaltunk.



Tehat eddig belattuts 6sszeflig§ veges grafra:
G Euler-graf

minden pontja paros foku

~

G eldiszjunkt korok egyesitése

Tfth s=1
legyen v, v’ a két paratlan foku pont

hau egy v, VvV -t 0sszekdt max hosszu vonal, akkor

hau minden élt tartalmaz: kész

ha nem Jw csucs azi vonalon amelyre illeszkedik ,nem felhasznalt” el

(3



iduljunk elw csucsbal egy ilyen elen

folytassuk az utat mindig ,nem felhasznalt” élen

a pontokra csak paros sok ,nem felhasznalt” &zlkedik
= elébb — utobb visszaérlink-be

= kaptunk egy 0-nal hosszakilixort

Tehatu wig + k + u w-tol hosszabb vonatk-bol v -be, mintu

— uminden élt tartalmaz



Tfh s> 1

valasztunk ket killonbézelsbfokl pontot és eggket 6sszekd@t utat
toroljik ezen ut éleit a grafbol

a vegpontoktnak eggyel, az ut tébbi pontjanak 2egékken a fokszama

— a paratlan fokszamu pontok szama pontosan 2-vekesbk

ezt a ,miveletet” megismételhetjik (pontosan nsgl-szer), mert a
komponensekben parosaval fordulnakabaratlan fokszamu pontok



végul csupa paros fokszamu csucs marad

ekkor mar nem biztos, hogy 6sszeftigg

s= 0 eset= izolalt pontok, illetve éldiszjunkt korok maradhaitna

hogy jonnek ki az éldiszjunkt vonalak?

egy vonalhoz tébb kor

egy kort ,egyesitiink” azzal a kivagett” | cSatlakozhat, attol
vonallal, amivel van kézos pontja eldiszjunktak maradnak

sdb éldiszjunkt ,kivagast” csinaltunk

= sdb éldiszjunkt vonalat kapunk






Def. Ha van egyG grafban olyarK kor, melyben minde¥V(G)-beli
csucs pontosan egyszer szerepel, akKer Hamilton-vonalnak
(Hamilton-kérnek) nevezzikG-t pedigHamilton-grafnak . Egy ut
Hamilton-ut, haG minden pontjat pontosan egyszer tartalmazza,

Nem Hamilton-graf

Euler-graf

Jegyzetben 7.8. abra



Példa 7

23\ 2 4 L

Az X grafban Hamilton-kort képeznek az

(1,2,3,4,5,6,7,1) lletveaz (1,2,3,7,5, 4,6, 1gsucsok.

Y-ban nincs Hamilton-kor.



Def. Legyen G =V, E, ¢, w) olyan graf, aholv figgveny egye [
E(G) élhez rendel valés szamhalmazbeli érteket, armelgalyanak
nevezzukX [0 E(G) esetén aX részhalmaz sulya:

> wie)

7.1.25. Kruskal algoritmusa. Egy (¢, E,V, w) élst-
Iyozott Osszefliggd véges grafban az dsszes csucsot tartalma-
z0 Tires részgratbol indulva, és a mar kivalasztott részgrathoz
addig adva hozza a minimalis siulyu olyan élt, amellyel a ki-
valasztott részgraf még nem tartalmaz kort, egy minimalis
sulyu feszitofat kapunk.




Valasszuk ki a legkisebb sulyuélek egyikét.

l

Valasszuk ki a legkisebb sulyu olyan élek egyik

o,

amelynemalkot kort az eddig kivalasztott élekkel.

Van meég ilyen él?







Bizonyitas (indirekt)

Nyilvanvald, hogy a kivalasztott élek fes#ét adnak. Ezt jelOlj&.

Feltétel:

Tegyuk fel az allithssal ellentétben, hoy minimalis sulyu
feszitfa, esw(F,) <w(F).

Ha tobb ilyen ellenpélda is van, akkor ezek k6zlbgsszul-,-nak
azt, melynek a lehétegtobb kdzos éle varfel.

Tekintsuk az, 1 E(F/)\E(F) élt.
Ffa=

F [ g, tartalmazK kort (*)



Algoritmus

—
K kor mindene [ E(K)\{ e;} élérew(e) <w(e)) (**)

F,fa
F, - €, két komponensre esik szét
*) =

K kdrnek e, -on kivll tartalmaznia kek, elt, ami 6sszekodtr, - g,
két komponensét, mived, mindket végpontja-ban van, illetve az
egyik F, - &, egyik, a masik, - e, masik komponenseben van.



F.=F,- 60 {e}feszitéfa lesz, és

(**) —
w(e,) < w(ey).
Két esetet kell vizsgalnunk:

1. eset: w(e,) <w(ey)

—

W(F) <w(Fp) F;



2. eset:

w(e,) =w(e).

—

F, -nek eggyel tobb kozos éle varel, mintF, nak.




Megjegyzes e .
nem tudunk mindig minimalis sulyu élt valasztani

VA1

biztosan ez a harmadik valasztas

@ Jegyzetben 7.9. abra



Moho algoritmusok @

[1 Iépésben a lehetseges Iétse&igek kdzul az adott Iépésben, a vegcel
szempontjabdl lehélegkedvesdbb valasztassal ellink.

Nem biztos, hogy bejon !!!

Példa: minimalis sulyd Hamilton-kort keresunk.
2 /@
0 @\ 99 /@ 99 A\

2 =103

2 Jegyzetben 7.10. abra



7.2. Iranyitott grafok, sikbarajzolhatosag

Def. A G = (V, E, ¢) harmastiranyitott grafnak nevezzik, ha/, E
halmazokyV z, VhnE =01 és¢:.E - VxV.

Def. Legyene [ E. Ha ¢(e) = (u, V), akkor az iranyitott el
kezdopontja u, végpontjav.

Def. Ha (h) = (u, u), akkorh hurokel.

Def. e ésf (szigoruan) parhuzamos élekhag(e) = (u, v) és

¢(f) = U, V).

#(g) = (v, U) esetére ésg nem azok ! @



Def. Pontkifoka, d*(a) a kimerd élek szama,

Def. Pontbefoka, d+(a) pedig a beme&helek szama.

A hurokeél a ki- és befok ertékét is 1-gyel noveli.

Def. Forrasnak nevezzik a 0 befoku pontatyelonek azt,
amelyiknek kifoka O.

Eszrevétel:ha G véges iranyitott graf, akkor

Y d*(@= ) d (a)=¢0G).

2V (G) aV(G)



Megjegyzes.

A G = (V, E, @) iranyitott grafhozegyértelmiien hozzarendelhetjik
aG = (V, E, ¢) iranyitatlant oly modon, hogy mindee O E,
¢(e) = (u, V) elhez felvesziink aE’ halmazba eqgy’ élt, melyre

g(e’) = [u, V.

A G = (V, E, ¢) iranyitatlan grafhoz is hozzarendelhetlink egy
G = (V, E, ¢)iranyitottatugy, hogy hee’ L1 E’ és¢'(e’) = [u, V],
akkor beveszlink aE halmazba egye élt, amelyreg(e) = (u, V)

vagy @#(e) = (v, u). Ez az utobbi hozzarendelées mar nem lesz
egyertelni.
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7.2.3. Iranyitott grafok izomorfiaja. AG = (¢, E, V)
és G = (¢, £, V') irdnyitott grafok izomorfak, ha van olyan
az E-t E'-re képezo kolesonosen egyértelmit f és a V-t V-
re képezo kolesonosen egyértelmi g leképezés, hogy minden
e € E-re egy v € V pontosan akkor kezdépontja e-nek, ha
g(v) kezdopontja f(e)-nek és pontosan akkor végpontja e-
nek, ha g(v) végpontja f(e)-nek.

Def. Legyen k természetes szamlranyitott élsorozat a
[Vo» €, Vi, v €, V] Sorozat, hav,, Vi, ..., V, O V(G) és
e, &, ..., § U E(G), valamint ¢(e) = (v, V) minden
=1, 2,..kra.

kapcsolodo fogalmak hasonléan, mint iranyitatlannal



Def. A G iranyitott graf dsszefligg§, ha a megfelél G’ = (V, E’)
iranyitatlan graf 6sszefiigg A G iranyitott graf komponensei a
megfeleb G’ iranyitatlan graf komponenseit jelentik. [A
komponensek szantéG) = c(G’).

Def. A G = (V, E) graf erésen 6sszefugyy ha mindenv,, v, I V(G)
esetérv, = v,, vagyv,-bol vezetv,-be iranyitott ut, és,-bol v,-be is.

Tetel (iranyitott graf er s Osszefligésege)

A G = (V, E’) 0sszefiuigg graf akkor es csak akkor iranyithato ugy,
hogy a nyertG = (V, E) erdsen 0Osszefludgglegyen, haG minden
éléheztartozik rajta athalado kor.

Hasonlo nem mondhato el olyan grafrél, melyben minckgtson

halad at kor.



Def.

LegyenG = (V, E). Tekintsik a kovetkérekvivalenciarelaciot:

vy, V, [7V(G) esetén legyew, ~v,, hav, = v, , vagyv, csucsbol
V,-be ésv,-bél v,-be is vezet iranyitott Gt.

Osztalyok: a csucsok diszjunkt részhalmazai.

Altaluk meghatarozott telitett részgrafolGaerésen dsszefiigy
komponensei(er6s komponensek




Példa

1. Minden csucson halad at kor, mégsem iranyithato
ugy, hogy efsen dsszefudgglegyen.

X >¢ X >$

2. Az ebs komponensek diszjunktak, és tartalmazzak a| graf
minden pontjat, de nem feltétlentl minden élét




7.2.7. Iranyitott fak. Egy iranyitott grafot iranyitott
fanak neveziink, ha ta, és van olyan csucsa, amelybol min-
den csucshoz vezet iranyitott ut. Ez a cstics nyilvan egyértel-
muen meghatarozott, ez az iranyitott ta gyokere.

A gyokértl minden csucshoz pontosan 1 ut vezet

— gyOkéren kivuli csucsok befoka 1

n-edik szint: azon csucsok halmaza, amelyekhelzosszusagu ut
vezet a gyokér, a szintek maximuma a faagassaga.

Hav kezd, v ésv’” vegpontja egy élnek, akkara szulo,
V' ésv’ agyerekek (testvérek).

Iranyitott fa O kifok( csucsalavel.




Sikba rajzolhat6 grafok

Egy graf akkor és csak akkor rajzolhatdo gombresikba rajzolhato.




Egy tartomany a siknak azon legnagyobb resze, amelynek barmely
ket pontja dsszekdthesikbeli vonallal, amely nem tartalmazza a graf
csucsait, illetve éleinek egyetlen pontjat sem.b&ikajzolhato graf
tetsdleges bel§ tartomanya egy masik lerajzolasban lehet &ils

tartomany. 1




Téetel (Euler-formula)

Egy Osszefligy sikbeli graf, amelynek tartomanya van ( a Kkiis
tartomanyt is beleértve ), eleget tesEaker-formulanak :
v(G) —gG) +t= 2.

Bizonyitas (vazlatos)

Tekintstk a graf egK koréet (ha van) és ennek egyélét. AK kor a
sikot két részre osztja. Mindkét részben van egy-eEgtomany,
amelyneka hatara.

a-t elhagyjuk=

A két tartomany egyesll, a tartomanyok és az é@kna eggyel
csoOkken, és igy(G) —e(G) +t erteke nem valtozik.



Ekkor a maradék graf fesai,, melyre az allitas nyilvanvald, hiszen
t =1 ése(G) = v(G) —1.

—

V(G) — &G) + t = V(G) = (W(G) — 1) +1= 2.

Tetel(sikgraf éleinek szama)

Ha G egyszeii, sikba rajzolhato graf, &G) = 3, akkor

&(G) < 3v(G) — 6.



Biz. 1. eset: Tegyuk fel, hogyG 0sszeflg§.
V(G) = 3 -raigaz= tfth v(G) > 3

Mivel Gegyszeti — minden tartomanyat legalabb 3 él hatarolja.

= legalabb Bélet szamoltunk
az elvago eleket egyszer szamoltuk, a tobbit ketsze
3t < 26(G).
Euler - formula=  3(6(G) —Vv(G) + 2)< 2¢(G)

= ¢(G) <3v(G) - 6.

2. esetHaG nem 6sszefligd, + elek = 1. eset.



Tetel (sikgraf fokszamai)

Ha G egyszeii, sikba rajzolhato graf, akkor

0= min d(a)<5.

allv (G)
Bizonyitas (indirekt)
Az altalanossag megsertése nelkul feltehetjuk, WGy = 3.

Feltétel: tth 0= 6.
> d(a) = 2e(G) 526= 6v(G) < 2¢(G)

allVv (G)

elozo tetel=  2¢(G) < 6v(G) — 12

6V(G) < 6v(G) — 12

=



Tétel(Kuratowski grafok)

Ks €sK; ;nem rajzolhato sikba.
Bizonyitas (indirekt) Feltétel: Kg ésK; ; sikba rajzolhato.
Ks 5 eseten, mivel(G) = 6 ése(G) = 9,
Euler - formula=t=5

ViszontK; ; nem tartalmaz haromszdget €s nincs szeparalo éle.

= A< 26(G) = 20<18 ~T ===

Ks esetén, mivey(G) = 5 ése(G) = 10,
élszam tétel> ¢(G) < 3v(G) — 6
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Def.

Egy graf sikba rajzolhatosagat nem befolyasoljagyha egy élét
helyettesitjUk keft hosszlUsagu uttal, illetve, ha valamelyik kétfaku
csucsra illeszkedéleit egybeolvasztjuk, és a csucsot elhagyjuk.

Két graf topologikusan izomorf, ha az dbb emlitett
transzformaciok veges sokszori alkalmazasaval izbrgocafokba
transzformalhatoak.

Tetel (Kuratowski)

Egy egyszdr véges grabkkor és csak akkorrajzolhatd sikba, ha
nem tartalmaz a Kuratowski grafok valamelyikével diogikusan

izomorf részgrafot.



Legyen aG grafbanV ={v,, ...,v.} és E={e, ...,e.}
Csucsmatrix (szomszedsagi matrix@, ..,
ha iranyitott b, = ahany el vankezds esv; vegponttal

R = j esetén ahany hurokél illeszkedjkre
ha iranyitatlan b; = <

I #] eseten ahany el vaneésy, kozt

llleszkedési matrix (élmatrix) B ..,

(1 hae-nekyv, kezdbpontja

hairanyitott  b; = 4 —1 hag nem hurokel es; a végpontja
. 0 egyébkeént

1 has illeszkedikv, pontra

0 egyébkent

ha iranyitatlan b, = {



Algebra: csoportelmélet



8. ALGEBRA
8.1. Csoportok

Grupoidok

Félcsoportok

Egységelemes
félcsoportok

Csoportok

Abel-csoportok

Jegyzetben 8.1. abra



Algebrai strukturak

Def. LegyenH tets®leges halmaz. Egil-beli n-ér miiveletenegy
f: HxHIIXH - H faggvényt ertink. Ha&,, X,, ...,x, [0 H, akkorf(x,,
X5, ..., X, ) @ mivelet eredménye mig X, X,, ..., X, @ mivelet
operandusal

Az (A, Q) paralgebrai struktura, haA nem Ures halmaz, é3az
A-n ertelmezett véges valtozodiveletek halmaza. ( Ha tehatl]
Q, akkor egyérteliien letezik olyam O Ny, melyrew: A" A

figgveény.)

A-t tartohalmaznak (alaphalmaz)hivjuk.

©



Emlékezteth

Legyen - &, [ aG” halmazon értelmezett bineninelet. A : G
- G~ fuggvényt homomorfizmusnak nevezziik, ha Kfvelettarto,
vagyis mindera,, a, [J G esetén

d(a13) =9(ay) U ¢(ay).
Epimorfizmus: szirjektiv homomorfizmus
Monomorfizmus: injektiv homomorfizmus
lzomorfizmus: bijektiv homomorfizmus

Endomorfizmus: haG =G’

Automorfizmus: haG = G és bijektiv



Eszrevételek @

Homomorfizmusok osszetétele 1s homomorfizmus. mert
’
ha 7.’3! . G” — GIH 18 h(?lI]fl{ff}I]fl'f]I'ﬁZHlllﬂnj akkor

(¢ o) (zy) = &' (e(zy) = @' (e(z)p(y))

[zomorfizmusok Osszetétele nyilvan izomorfizmus. Izomorfiz-
mus inverze is izomorfizmus, mert

e ((e(@)e(y) = o He(my) = 2y = ¢ (o(z) ¢ (0(y).



Def. Legyenek H, 0l és G, 1) binér niiveletes algebrai strukturak.
lzomorfaknak nevezzikoket, ha létezik ¢ : G — H izomorfizmus.
Ezt a tenytH /G -vel jeldljuk. ¢(G)-t G homomorf képének
nevezzuk.

Példak

(1) Ha a > 1, akkor az = — a” leké-
pezés (R, +)-nak a pozitiv valds szamok szorzassal tekintett
csoportjara izomorfizmus.

(2) (R,+) és (R\ {0}, ) nem izomorfak, mert a maso-
dikban két olyan elem is van, amelynek a négyzete az egy-
ségelem.

(®)



Def.
Legyen (A, ) algebrai struktura, h& azn,, n,, ...,n, ...nullér,

unér, stb. véges valtozodineletek halmaza, akkor

(ng, Ny, ...,N;, ...) az (A, ) algebrai strukturéipusa.

A (0,0,1,0,..)tipusu algebrai strukturagatpoidnak hivjuk.

(0, 0, 2, 0, ...) tipusu algebrai strukturak példagyirik.

(®)



Emlékeztet @

Az ( G, [J binér miveletes algebrai strukturaban aivaletet

asszociativhaknevezzik, ha mindes b, c [ G esetéra(bc) = (ab)c

kommutativ a miveletet, ha minden, b 1 G esetérab = ba

regularis, ha mindera, b, ¢c [ G eseténac = bc-bdl kbvetkezik, hogy
a = b, valamintca = cb-bdl kovetkezik, hogya = b.

A (G, )/ algebrai struktura félcsoport, ha egyetlen kétvaltozos
miveletet tartalmaz, amely asszociativ.



Tétel (Altalanos asszociativitasi torvény).

Ha (G, ) félcsoport, akkor minden szorzat téisgesen bonthato
zarojelekkel ket reszre:

(@38 8y ) (@18, ) = Q8.8

minden 1< k < n esetén.

Def. A (G, [) félcsoportban azr, [ G bal oldali egységelemha
mindena U G esetenga = a. g [l G jobb oldali egysegelemha

mindena U G eseterag = a. Az e egysegelemha egyszerre bal es
jobb oldali egységelem.



Példa.

@
1

(a b
kab

G félcsoport a matrixszorzassal, tovabba baloldpisegelem:

Xy \
( j ’ végtelen sok van

Xy

aholx +y =1, hiszen

X y)\fcd) ((xty)ld (x+y)ld) (c d
(x yj[éc dj" L(x+y)ﬁ (X+Y) Ilij_(c d

abllR;

@



Def.

Legyen a G, D) félcsoportbare egységelem. Aall G elemneka, [1 G
balinverze, ha

aa=e

a [J G jobbinverze, ha
aa=e

Inverze a-nak aza’ elem, ha
aa =—aa=-e

G a G, D) félcsoportbarg, baloldali egysegelem. Az [1 G elemnek
a, 1 G az e,-re vonatkoztatott balinverze ha a.a = g,, illetve az
e-re vonatkoztatott jobbinverze, ha aa, = e, Hasonldan
definidahato a bal- és jobbinverz fogalma jobboldalisagelemre.




Tetel(egysegelem és inverz unicitasa) @

Félcsoportban legfeljebb egy egységelem |étezikjiaden elemnek
legfeljebb egy, az egységelemre vonatkoz6 inveétezik.

Biz.

Legyen G, ) félcsoportg, bal oldali,e pedig jobb oldali egysegelem
G-ban. Ekkore,= g, hiszen

&6 =6 €S &g =e,
merte, bal-, g jobb oldali egysegelem.

Asszociativ tulajdonsag Flggveny egyertelii

Ha aza [l G elemne ig’jobbinverze, akka, = a;:

8,28 = ab(aé;) =a,e=a, s a,aa;= (a,)a =€ea=a.



Teétel(homomorf invariansok félcsoportban) @

(1) ha G félcsoport, akkor a homomorf képe is félcsoport;

(2) ha G-ben e jobb oldali egységelem, bal oldali egység-
elem, illetve egységelem, akkor a homomort képében e
képe jobb oldali egységelem, bal oldali egységelem, il-
letve egységelem;

(3) ha G-ben e egységelem, és g-nek g* jobb oldali inverze,
bal oldali inverze, illetve inverze, akkor a homomort ké-
pében g* képe a g képének jobb oldali inverze, bal oldali
inverze, illetve inverze;

(4) ha GG-ben g és h felcserélhetoek, akkor a homomorf kép-
ben g és h képei felcserélhetoek.



Biz. Legyena, b, c U G, a képelemeket jeldlje .

(1) (ﬂ-fb!)f-'f — ({Ib)f{".f = ({'IE}(_".)I = .-j'f"(br_ﬁ-)’r — g_"(b"(_-_-")

(2) HaG-nekeegységelemay tetsdleges eleme, akkor
g'e" = (ge) = ¢
(3) Hag-nekg" a jobb oldali inverze, akkor

99" = (99") = e

(4) Hag esh felcserélhet, akkor

1 = (ah)' = (hg) = g

(19



Definicio |.
A (H, DIfélcsoportcsoport, ha
1. letezik bennes, bal oldali egysegelem, es

2. mindenma //H elemnek letezik erre a bal oldali
egysegelemre vonatkoag balinverze:

aa=e.
Definicio II.
A (H, DIfélcsoportcsoport, ha

1. Iétezik benne egysegelem, és

2. mindema //H elemnek |étezik erre az egysegelemre
vonatkozdatinverze :
alazaal=e



Definicio Il. (15)
A (H, DIfélcsoportcsoport, ha

mindena, b [0 H eseteregyeértelndien létezik az

ax=Db esazya=>b
egyenletek megoldaséban.

Definicid IV.
A (H, DIfélcsoportcsoport, ha a niveletinvertalhato, azaz

mindena, b 1 H esetén létezik az

ax=Dbésazya=>b
egyenletek megoldas#ban.



Tétel(csoport definicioi)

A csoport definicidi ekvivalensek egymassal.
Biz.
. = II.

Legyena [1 H bal oldali egységelemre vonatkozo balinveazeaz a,
bal oldali egysegelemre vonatkozo6 balinverze pedakkor egyrészt

ba,aa, = (ba)aa, = e,aa,= (,8)a ,= aa,,
masreszt

ba,aa, = b(a,a)a, = bg,a,= ba,= &, .

Tehataa, = e, .
—

a, azaelem kétoldali inverze, -re vonatkozbara—.



Tovabbée, jobb oldali egysegelem is, mert @
aalta=(aal)a=ga=a,
és
aa'a=a(a'a) =ag,
=

ag,=ea=a.
1. = Il

Belathato, hogy aax = b egyenletnek legfeljebb egy megoldasa
van, legyen ugyanig, egy megoldas, azaz



ax,=b.
Ekkor balrél szorozva—1-nel kapjuk, hogy
alax,=al,
ex,=alb
Xo=aib
Flggvény egyertelnd!!!

Tehat az egyenlet megoldasa legfeljebbaatb elem lehet, és valoban
az is, mert

a(ab)=(@alapb=eb=h

Az ya= b esetben hasonldéan bizonyitunk



Il. = IV. Az allitas nyilvanvalo.

V. = |.

Elso kérdes:letezik-e baloldali egységelem?

Tekintstink egy tetsiegesa [1 H elemet és oldjuk meg az
ya=a

egyenletet. Legyen a megolo&s

V. = tetsdlegesb [0 H -ra megoldhatt az
ax=>b

egyenlet is. Legyer, egy megoldas. Ekkor

6,0 = &,(axy) =(8,2)% = ax,=b.



Masodik kerdes:létezik-e a baloldali egysegelemre
vonatkozo balinverz isl-ban?

Valasz:lgen, mert

tetsdlegesa [l H-re az ya=e, egyenlet megoldhato

a megoldas lesz a bal oldali egységelemre vonatalmiverz.

Def. Abel-csoportnak nevezzilk a kommutativ csoportokat.




Kovetkezmeény

Csoportban a fiveletregularis .
Biz.
Tegyuk fel, hogyac = bc =d.

az yc =d egyenlet megoldasa egyertélm

a ésb megoldasai az egyenletnek,

a=Db.

A masik oldali regularitas hasonldan lathato be.



Eszrevétel(szorzat inverze):

(ab)1=b1tal.
Hiszen:

(blal)ab=b*Yalab=bb=e.

Példa

Legyen H, Dl a kdvetked algebrai struktura:

H={a b, c},

a miveletet pedig definialja a kovetkemabla:



[1a, b OH -ra megoldhatdéax = b (sorok) es ¢ = b (oszlopok) is

Invertalhato, egyertelin

Nincs egységelem! Nincs inverz!

Hogy fordulhat ez eb?

Valasz nem asszociativ atlimelet:

(ab)c = ac =c,

@ Z a(bc) = ab =a.



8.1.9. Példak. (1) Han € N*, az n-edik komplex egy-
ségeyokok a szorzassal Abel-csoportot alkotnak.

(2) Legyen p primszam. Az Osszes p"-edik egységgyokok
halmaza, aholn = 1,2, ..., a szorzassal szintén Abel-csoport,
ez a Z(p>) Priifer-csoport.

(3) Az 6sszes egységeyokok halmaza a szorzassal (tehat
az elso példaban szereplo csoportok egyesitése) szintén Abel-
CSOpPOrt.



(4) Az egységnyi abszolut értéki komplex szamok a szor-
zassal Abel-csoport.

(5) A Q = {41, £i, £J, £k} kvaterniok a kvaternidszor-
zassal nem kommutativ csoportot alkotnak.

(6) A Klein-féle csoportot a szorzotablajaval definidljuk:

¢ a b (
¢ ¢ a b (
a a € C b
b b c e a
¢ C b a ¢




Det. | egyen (A, @), (B, 2,) algebrai struktara & O A.

Ha létezikQ, és 2, kozOtt olyan kdlcsonosen egyértelmi leképezés,
hogy minden;-beli f,-nek megfelel 2, -beli f, az f; B-re valo
megszoritasa, akkor azt mondjuk, hogy

B részstrukturaja A-nak, jelbenB < A. Ha B valodi részhalmaza
A-nakvalodi részstrukturarol beszellnk.

Csoport tetsdeges, nem ures részhalmakamplexus

Komplexus szorzas:
Legyen {H, -) csoportP ={ K | K komplexusH-ban }. K, L O P
esetérKL={ kl|kOK esl 0L}




Lemma (komplexusok félcsoportja) @

Adott H csoport komplexusai a komplexusszorzasra egyseéegslem
felcsoportot alkotnak.

Biz.
1. A komplexusszorzas zaR-re nézve, hiszeP? —. P alaku fuggveény.
2. A mivelet asszociativ, mivéd, L, M [J P esetén
K(LM) ={k [l )k OK,I 0L, mOM | =
= (KL)M ={(k D) Ik OK,I OL,mOM |
3. EgységelemE = {e€}, ahol e a H-beli egységelem, mivel
tetsdlegesK [0 P esetén

EK ={ekOkO K}={kOkO K}= K,

KE={keOkO K}={kOkDO K}= K.



Tétel (ekvivalens allitasok részcsoportokra)

Legyen G, ) csoport edH komplexusG-ben. Ekkor a kodvetkéz
allitasok ekvivsalensek:

(1) H részcsoporG-ben,

(2) A Omavelet H-ra valo les#kitese egyHxH-t H-ba kepeé
leképezesH tartalmazzas egységelemét é¢1 [ H

(8) HHOH ésHLOH,

(4) HIHOH .

Biz.



1)= (2)

Feltesszlk, hogid < G

1. Ekkor a lesikitesnek bels miveletnek kell lennieH-n, azaz
barmely kéHH-beli elem szorzathi-beli, kildnben nem lenne csoport.

2.H-nak van egységelenas , mert csoport, igyl H-belik elemre

ek =Kk,
tovabba a5-ban lew e; egységelemre is teljesGben, hogy

ek = k.

regularitas=>  e; = e,



3. Legyerk 1 H elem inverzeH-ban
k.,

G-ben pedig

k(;l
A kovetke®d Osszefliggéseknek teljestlnie kell:

ke k=6, ky k=6,

regularitas= k(;l — k1
oo



(2) = (3): Trivialis

(3)= (4):
H'cH - H-'H c HH HiH OH
(4) = (1):
Most tegyik fel, hogyH—H O H.
1.HZ U=

OkOH=k!OH'= kkOHH OH.

ellH.



2.0k0OH= @

kle(ODH1H[OH,
tehatH-beli elem inverze igl-ban van.

3.kIUOH = klTOH?

K I OH=k!OH!=k!OH

—

kI '= (k1) - O HH O H.

H< G= HIH=HésHH=H, mert

Megjegyzés

H=eH OH'HOH, illetveH =eH OHH O H.



Kovetkezmeény @

LegyenG csoport,/” # [1 adott indexhalmaz, és mindgrl / esetéen
H, < G. Ekkor a reszcsoportok metszete Is reszcsopayiva

D=(]H,<G.
yar
Biz.
el lD=D=#L0U,

tehatD komplexusG-ben, tovabba tetékegesy L1/ -ra:

= =l
D DDHyHyDHy, mertH, < G

= D7'DO()H,=D

yur
Tétel= D < G.



Megjegyzés

Részcsoportok unigjara hasonlo allitas nem mondhato

Példa (Klein-csoport)

Adott (H, D], aholH = {¢, a, b, ¢}, tovabba:

e a b C
e e a b C
3 3 e C b E,kkorK:{e_,g}ésL:{e, b}
részcssoportjai-nak, de
b b C e a
C C b a e

KOL={e, a, B nemrészcsoport!



Def
LegyenG csoport éK komplexusG-ben.K generatuma

G-nek aK halmazt tartalmaz6 <K > = ﬂ L.
legsZikebb reszcsoportja L<G

Ha(K) = G, akkorK a G generatorrendszere.

HaK = {g} (egyelemi), akkor

generator, vagy generalo elem

G azg elem altal generattiklikus csoport.

(39




Tétel (generatum elemeil)

Ha K komplexusa & csoportnak akkor

(K) =1k O.0kOsON, k, DK UK ™ 1< j < sf

Ures szorzat az egységelem!

Biz. Legyen
H =1k, 0.0k, OSON,k, OK UK ™ 1< j < sf
1. Nyilvanvalo, hogyH O(K), mivel (K) részcsoport G-ben.

2. His reszcsopoiG-ben, mivel benne vaB egységeleme, zart a
Szorzasra és az inverzképzeésre.

tovabbda, mindeK-beli elemet tartalmaz

— (K)y O H



8.1.18. Kovetkezmény. Ha g € G, akkor (g) = {g"
n € Z}. Egy ciklikus csoport homomorf képe is ciklikus, egy
generator képe generalja a homomort képet.

Def. Csoport rendje a csoport elemedd all6 halmaz szamossaga.
G csoport esetén ezt |G| -vel vagiG)-vel jeldljuk.

g O G elem rendjea legkisebln pozitiv egész, amelyg" = e, ha
nincs ilyenn, akkoreo.

Peldak.
1. Az (R, -) csoportban +1 és -1 végesiermlemek, a tdbbi
vegtelenrend.

2. Prufer-csoport (az 6sszp$edik egységgyok, ah@lrogzitett
primszam és ainelet a kdzbnseges szorzas)

Minden elem végesrefidmaga a csoport végtelenrénd @



8.1.20. Tétel. Végtelen ciklikus csoport izomorf az
egész szamok additiv csoportjaval, mig n elemi ciklikus cso-
port a modulo n maradékosztalyok 7, additiv csoportjaval
izomort. Specialisan, a ciklikus csoportok kommutativak.

Biz. 1. Végtelen eset

(Z, +) csoport, tovabba tekintstink egglem altal generalt végtelen
ciklikus csoportot:
0°=e009%0,0% ..

lzomorf leképezeés hozhato létre kdztlk:
p(nN)=qg", nOZ
n, M Z eseten:
g(ntm) = gmm=ggm= g(n)p(m),

tehat lényegében egyetlen végtelen ciklikus csoport



2. Veges eset
Biztosan léteznek > segészek ugy, hogy

gk: gS p— gk'S:e_

Az ilyen tulajdonsagu természetes szamok kozuil gkidebbet
jeloljuk n-nel.

Ekkor az
o°=e g 0 ....0" (*)

elemek egyreszt mind kilonbiek, masresz-nek minden hatvanya
eléfordul a fenti halmazban.

Miért ?

A kulonbdssegn minimalis voltabol kdvetkezik.



Legyenmtetsdleges egész, maradekos osrtael egyertelm:

m =qgn +r,ahol0<r<n
—

gn=g™r=gi"g"= (g =€elg =¢".

Mindezek alapjan a (*) elemek alkotjak a csoportot.

Vizsgaljuk tovabba a kdvetkéZiiggvényt: ¢(x (modn)) =g~

¢ izomorfizmus a fhod r) maradekosztalyok additiv csoportja és (*)
halmaz kozott.

Ezek szerint minden természetes szamhoz lényegében egyetien
edrend ciklikus csoport van.

A ciklikus csoportok kommutativak, hiszen

gkgs= gk*s= gsg¢ mindenk, s0 Z-re.



Eszrevétel g O G elem rendje megegyezik az elem altal generalt
részcsoport rendjével.

Téetel (ciklikus csoport reszcsoportja)
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Biz.
Legyen ¢» =G ésH < G.

1. eset: H = {¢}, ekkor kész.

2. eset:H Z {e} , ekkor biztosan létezikg-nek pozitiv kitevs

hatvanyaH-ban.



Legyend az a legkisebb pozitiv kitéy melyregd] H.

gUH =
«g>0H

Most mar csak azt kell bizonyitanunk, hoblynak tetsélegesg™
elemeg?-nek hatvanya.

Maradekos osztabvel egyértelni:

m = qd +r, aholO<r <d.

—
"=gmad=gm (g0 H.

0O<r < d ésd minimalitasa=

r=0= 'z—e=gM(g9)I=

Inverzek gn=(gN9= «gb [TH.



8.1.23. Tétel. Legyen G egy n rendii véges ciklikus
csoport, g pedig egy generatoreleme (G-nek. Ha a € Z és
d = Inko(a,n), akkor g* a H = {g®.¢*%,... . g™% = e} cik-
likus részcsoportot generalja, ahol n = md. A  minden
részcsoportja elball igy valamely d|n-re. A G-nek p(n) gene-
ratora van.

Biz elézo tetel bizonyitasanal lattuk, hogy ez o(n)
' O ilyen d, méghozza a legkisebb definici6jabol
pozitiv egész, amelymg® O H kivetkezik

d|a=a=qgd= g2@= (g9)¢ =(g» 0OH
euklideszialg= x,y Z:d =ax + ny
gd — gax+ ny — gaxQny :gaxey — (ga)x

= H 0(g)



Mellékosztalyok

LegyenG csoportH < G ésa b, haab! [H, valamelya, b I G-re.
Eszrevétel. Oekvivalencia relacio

1. Reflexiv ? N

aa'll H, mertH csoport.

2. Szimmetrikus ? Y,

ab! OH= (abY)1=baltlH

3. Tranzitiv ? Vv

abldHésbclllH = ablbcl=aclllH



Lemma (a elem ekvivalencia osztalya)

a [ G elem ekvivalencia osztalyaHa mellékosztaly.
Biz.
Tth b O Ha

= b=ha, valamelyh LJ H ra.
bal=h =
(bal)l =abl=h-10H, azaza Ob.

Tfthallb
—abl=h[OH = bal=h-10H1

= b=h"1a ] H1a [ Ha.



lgy is bevezethetjik:

LegyenG csoportH < G ésa b, ha blalH, valamelyb O G-re.

Def. LegyenG csoport,H< G, ésallG.

A G csoportH reszcsoportja szerinbal oldali mellekosztalyaaz
aH = {aki k] H} komplexus,
Ha komplexus pedigobb oldali mellekosztalya

Ha mindenaH / Ha-bol kivesziunk egy reprezentans elemet, akkor
H-nakbal / jobb oldali reprezentansrendszerekapjuk.




Egy csoport valamely részcsoportja szerinti mekekalyok a csoport
elemeinek osztalyozasat adjak, igy ket mellékogzt@gy megegyezik,
vagy diszjunkt halmaz.

asK
aik

asK
azK

Jegyzetben 8.2. abra



Eszrevétel: a
Haw— (Ha) ' =a'H

leképezes bijektiv lekepezés jobb, illetve bal oldallekosztalyok
halmaza k6zott=

A G csoport tetsdeges részcsoportja szerinti kilonBdmal oldali és
klilonbod jobb oldali mellekosztalyainak a szama megegyezik.

Def. Legyen G csoport, H < G. A H szerinti mellekosztalyok
halmazanak szamossagandexe G-ben Jelolese|G : H|, [G: H].

lehet vegtelen is



Tetel (Lagrange)

LegyenG veges csoport ésl <G . H rendjének és-beli indexének
a szorzata egyehlG rendjevel.

Gl= 2 |rH|

riR
aholR egy bal oldali reprezentansrendszdraak.

Biz.

Legyeng(h) = ah = ¢ egy bijekcioH ésaH kozott, mert

szurjektiv: minderah O aH-nak azése:h [ H,
injektiv: tth ah,= ah,, valamelyh,, h, ] H-ra
regularitas> hi=h,. = [OHI=OHIO

= UGH=HUIIRO = DHLOG : HO



A Lagrange-tétel kbvetkezményei:

1. Véges csoportban elem rendje osztoja a csopudjarek.

2. Primszamrendcsoport ciklikus.

Biz. Tth OGO =p, p prim.
= Ha(ze)d G

Lagrange-tétel>
(al] OOGH

TehatlUall csakp vagy 1 lehet, és igy azelem generalja az egé&z
csoportot, tehab ciklikus.

Megjegyzés:Az egysegelem kivetelével barmelyik eemneraljds-t.



Def. Trivialis csoportnak nevezzik a pusztan az egysegeléndtio
csoportot. Minden ma$s csoport eseten kilonbdzrészcsoportat
alkotnak az egységelem és @ maga. Ezeketriviadlis részcso-
portoknak nevezzuk.

Tetel (primszamrendi csoport)

Egy nem egyelethcsoport akkor és csak akkammszamrendi, ha
csak trivialis részcsoportja van.

Biz.
= . El6z6 megjegyzés>
ha G primszamretiicl akkor ciklikus és a részcsoportok:

{e} és maga &.

(9



O : Tfth G olyan csoport, amelynek pontosan két részcsopaatja €s
legyena L1 G, a Ze.

= <@=0G

= G ciklikus.

1. Kérdés: Lehet-e[JGL = o ?

Valasz:nem, mert akkor pla" valodi részcsoportot general@aben.

2. Kérdeés:Lehet-e[JGLI= nem prim ?

Valasz:nem, mert halJGLJ = n,n,...n., aholn, > 1, akkor

<ani > <G, mert (a”i )nlnz...ni_lniJ,l...nk _e

=)



Def. A G csoport N részcsoportjatinvarians vagy normalis
réeszcsoportnak (normalosztonak nevezzik, jelbenN o G, ha
Na=aN mindenall G-re teljesdl.

8.1.30. Tétel. Legyen N a (G csoport részcsoportja.
A kovetkezo teltételek ekvivalensek:

(1) N normaloszto;
(2) a~'Na = N minden a € G-re;

(3) a='Na C N minden a € G-re;

Biz.
(1)=(2)

©

aNa=alaN= N mindena//G-re.




(2)=> (1)

Na = a(a™*Na) = aN
(2) = (3) trivi

3)=(2)

Tth aiNalOdN mindena//G-re, de

alis eleme G-nek>

 fa?)'NaON
a

N =a"(aNa " a Cca 'Na = aNa=N



Kdvetkezmenyek @

(3)-bol kovetkezik:

normalosztok metszete is normaloszto

Def. Ha G csoport eés [ G rogzitett, akkor &-n értelmezett

Tr — {1_1:1‘{1

leképezéesbelst automorfizmusnak nevezzuk.

(2)-bdl kovetkezik:

a normalosztok pontosan azok a részcsoportok, akrehk minden
belsH automorfizmus melletti képe sajat maga.



Emlekezte®: tétel(homomorf invariansok félcsoportban)

(1) ha G félcsoport, akkor a homomorf képe is félcsoport;

(2) ha G-ben e jobb oldali egységelem, bal oldali egység-
elem, illetve egységelem, akkor a homomort képében e
képe jobb oldali egységelem, bal oldali egységelem, 1l-
letve egységelem;

(3) ha G-ben e egységelem, és g-nek g* jobb oldali inverze,
bal oldali inverze, illetve inverze, akkor a homomort ké-
pében g* képe a g képének jobb oldali inverze, bal oldali
inverze, illetve inverze;

(4) ha G-ben g és h felcserélhetéek, akkor a homomorf kép-
ben g és h képei felcserélhetoek.

csoport homomorf képe csoport



(2)

(3)

Biz.

8.1.34. Tétel. Legyen G csoport. Ekkor

egy N normaloszto szerinti mellékosztalyok a csoport-
nak a miivelettel kompatibilis osztalyozasat alkotjak;

minden, a miivelettel kompatibilis osztalyozas esetén az
egységelem osztalya normaloszto, és az osztalyozas ezen
normaloszto szerinti mellékosztalyokbol all;

a mellékosztalyok kozotti miivelet megegyezik az oszta-
lyok mint halmazok komplexusszorzasaval.

(1) Ttha O Na, b’ O Nb. Ekkor

(7

Na'" = Na és Nb' = Nb



a't € (Na')(NV) = (Na)(Nb) = N(aN)b

= N(Na)b= N?ab= Nab
tehata’b’ ~ ab.

(3)
{a'b’:a" € Na,b' € Nb} = (Na)(Nb) = Nab

(2) Tth O a mivelettel kompatibilis osztalyozas és legydnaz e
egységelem osztalya, ekkor
1

1 —1

ac Neseténe =—a *a~a ‘te=a

— 4'?\"'7_1 _ N



;'T\"T — fl-b ~ €€ = €, fgy ;'?\"T i?\"T - ;'T\"T

= N részcsoport

b

M

1 1

Ha « € N és g tetszbleges, akkor ¢ g ~ g~ eg = ¢

= ¢ !Ng C N, tehat N norméloszto
Mik lesznek az ekvivalencia osztalyok?

Haa~b = alabl~albbl=Dbl~al=e=zaal~abl

= ab1lN

és forditva, haab1 [0 N= abl~e
—a =ab b ~eb =0

azaz az osztalyozas pontosarNazerinti mellékosztalyokbdl All



8.1.35. Kovetkezmény. FEgy (G csoportnak egy N
normaloszté szerinti mellékosztalyai a (komplexus)szorzasra
nézve csoportot alkotnak.

Biz.
Az a — Na keképezés homomorf

homomorf invariansok félcsoportban téetel

G homomorf képe csoport
kanonikus lekepezeés P P

Def. A G csoport N normalosztdja szerinti mellékosztalyok
komplexusszorzass@ N szerinti faktorcsoportjat alkotjak ( G/N).




8.1.38. Homomorfizmus magja. Egy G csoportnak
egy (G’ csoportba valé ¢ homomorfizmusanal a homomorfiz-
mus magjan a G’ (‘%opmt ¢’ egységelemének a teljes inverz
képét értjiikk. A ¢ magjat ker(p)-vel jeloljiik.

8.1.39. Homomorfizmustétel. FEgy G csoport egy
» homomorfizmusanal a homomorfizmus magja normalosz-
to, és a G/ ker(y) faktorcsoport izomorf G' = o(G)-vel. A G
barmely N normalosztoja magja valamely homomorfizmus-
nak: G-nek GG/N-re valo kanonikus leképezése homomortfiz-
mus, amelynek magja N .




GJ‘

er ¢

Jegyzetben 8.3. abra

G/ker ¢



Biz.

A o7 (d). @ € G' halmazrendszer a GG egy osztalyozasa
P ,

Kompatibilis a szorzassal?

HaaOoeYa') ésbh e b)) = szerinti

p(ab) = ¢(a)p(b) = a't’
= abc o 1 (d'l)

El6zo tétel (2) pont= e osztalya, azaz kes], normaloszté=
Az ' — p71(ad") leképezés G’ izomorfizmusa G/ ker(p)-re.

Tétel méasodik fele 8.1.35. bizonyitasa alapjan.triv



Algebra: gyirik, testek elmélete



| Gyird |
- [

‘ Nullosztc')mentes‘ ‘ Kommutativ ‘ ‘ Egységelemes‘

‘ IntegritésM

‘ Egysegelemes integritasi tartomélny

‘ Gauss-gyria (UFD) ‘

‘ Foideal gyira ‘

‘ Ferdetest ‘ ‘ Euklidészi gyira ‘
M
©,

‘ Test ‘




Def. Az (R, +, -) algebrai strukturgyiiri, ha + és- R-en biner
miiveletek, valamint

l. (R, +) Abel-csoport
Il. (R, -) félcsoport, es

l1l. teljestl mindkét oldalrdl a disztributivitagagyis
a(b + c) =ab + ac,
(b + c)a=Dba + ca
mindena, b, clJ R esetén.

Kommutativ a gyir{, ha a szorzas kommutativ.

Az additiv csoport egysegelemeét aigynulleleméneknevezzik és

O-val jel6ljuk. Egysegelemes gyirii, ha a szorzasra vonatkozgan
van egysegelem (amit e-vel jeldlunk).

JJ

©



Nullgyiri: egyetlen elemdl all (nullelem).
Zerogyiiri: ha tetséleges két elem szorzata a nullelem.

Az R gyuaribena bal oldali, b jobb oldali nulloszto, haa # 0, b #0 és
ab=0.

A (legalabb két eleft), kommutativ, nullosztomentes i@yt
Integritasi tartomanynak nevezzuk.

Az R gyiri test, ha
1. Rkommutativ,

2. (R, - ) csoport.

®




Eszrevételek(gyir iikben):

1. (szorzas nullelemmel)Legyen 0 aR gyiria nulleleme. Ekkor
a0 =0m=0
mindena [ R esetéen.

2. (ebjelszabaly): LegyenR gyira, esa, b O R. Az a elem additiv
iInverzeét jeldljuk a-val. Ekkor

_(ab) = (-a)b = a(-b), tovabba (&)(-b) = ab.

3. Veges integritasi tartomany test.

4. Testben nincs nulloszto.



Biz. (1. 3. és 4. gyakorlaton)

2. ab additiv inverze létezik, merR( +) csoport=

ab+ (—(ab)) = 0,
valamint

ab+ (-a)b=(a+ (-a))b=0b=0,

_(ab) = (-a)b.

Tovabba: (-a)(-b) + (@)b = (-a)((-b) + b) =0 =ab+ (-a)b,

+ egyszeiisithet =  (—a)(-b) = ab.

(®)



Lemma(nulloszto és regularitas)

R gyariben a multiplikativ miveletakkor és csak akkorregularis, ha
R zerusosztomentes.

Biz. 1. Tfh a#0,anem bal oldali nulloszt6 és

ab=ac / —(ac) mindkét oldalhoz,
ab+ (—-(ac)) = 0.
Elojel szabaly + disztri=
ab+ (a(—c)) =a(b + (—c)) = 0.

feltetel=
b+ (-¢)=0=

(&



2. Tth a bal oldali nulloszto, tehat # 0 és létezikb # 0: ab= 0.

tetsdlegesc LIR-re
ac=ac.
Adjuk a jobb oldalhoz aab = O-t.
ac=ac+ ab,

disztributivitas=

ac = a(ctb). %

mert
bz0=
cZc+Dbh.



Tetel(gyiira karakterisztikaja)

Ha azR gyiria legalabb két elefi) nullosztomentes, akkoR( +)-ban a
O-t6l kulonbdd elemek rendje megegyezik. Ez a k6zds rend vagy
végtelen, vagy egg primszam.

Jeldlés: Elozo esetben a dyia nulla-karakterisztikaju , azaz
charR) = 0, az utobbibap-karakterisztikaju, azaz chailg) =p.

Biz. 1. TthOaOR": |aj=n,0ON

na=>0
Tovabba tetsdegesb [1 R* -re:

n(ab) = ab+...+ab=(a+...4+4a)b = (n,@b=0b =0

masrészt

n (ab) =a(b+...+b) = a(n,b)



nulloszté mentesség @
nb=0

= [pl<lal =n,

Ib| = |a] hasonloan lathato be>
bl = || =n,

2. Tth nem létezik veges rendl elem.

—

Minden elem rendje végtelen.

3. Tth a kdz0s rendn = 1 véges szam.

O=la=a = a=0. =

—



4. Tth a k6z06s rendn dsszetett véges szam:
n=klés1l<k<n,1l<l<n,

na=(kha=a+..+a+..+a+..+a=Ika)=0.
N J N J

kdba kdba

— _/
Y

|-szer

1. eset:kaz0. = |ka=n és ka <l <n. %

2. eset:ka=0. = |Jajsk<n és & =n. %



Példa. @

LegyenH egy tetséleges halmaz, éR a H részhalmazainak halmaza.

Tekintstk azR, A, n) strukturat, ahaol\ a szimmetrikus differenciat
pedig a metszetet jeloli.

Bizonyithato:

a, Rgyarg, O nullelemmel,

b, JAOH-raAnA=A?=Ais teljesll (Boole-giri),
c,UALOH-raAAA=01,=charR = 2,

d, R kommutativ,

e, Rnem nullosztomentes (diszjunkt halmazol&a:B = [1),

f, c, és d, pontl Bool-gyiriben igaz.



Def. Tegylk fel, hogy R, +, I gyirt, és R, O, O) két binér
miveletes algebrai struktira. 8 R- R, leképezesiomomorfizmus,
ha

o(r +s) =¢(r) U ¢(9)
es o(r [5) = (r) U ¢(s)

mindenr, s ] R esetén fennall.

8.2.8. Tétel. Gyftiriti homomorf képe gyfirii.

Biz. Csak a disztributivitast kell latni!

!

a(b'+c)=d((b+c) = (a_(b—|-¢-;)) —

\ (ab+ac)" = (ab)' + (ac) = d'l + d'c

képelemek

@ masik oldali hasonloan



Def. R gyariben S [0 R részgyiri, ha azR-beli miveletek Sre
tortérd lesikitésére nézv€ maga is gyrit alkot.

Megjegyzesek:

1. Mivel S O R teljesil, niiveleti zartsag esetén az asszociativitas,
kommutativitas es disztributivitas is teljesulngfo

2. A csoportelmeéletben tanultak szerint csoport valgrBeeszcsoport

-~

S$0S

3. TehatR-benSkomplexus reszdgyi -
S-S0Ses

SSU S
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Def. Legyen R gyari, | O R, | # 0. | az R balidealja, ha
| -1 01 és RIIOI I, jobbidealja, hal —1 | és IR I, idealja, ha
jobb és baloldali is egyszerre.

Eszrevételek:

— Bal/jobb/idealok metszete is bal/jobb/ideal.

— Kommutativ gyiriben bal/jobb/idealok fogalma megegyezik.

Trividlis idedal: {0}, R

Valodi ideal: R+l kUlonb6z ideal.

Egyszeli gyiiri: csak trividlis idealja van.



Def. LegyenR gyiri ésA I R. Az A altal generalt idealonR 6sszes
A-t tartalmazo idealjanak metszetét ertjuk. Jelb&n Ha A = {a}
valamelya [0 R elemre, akkor aa altal generalt foidealrdl beszellnk|
Jelben &). Bal és jobboldali def. hasonléan.

Példa:legyenRintegritasi tartomany, é8={ a,, ...,a,} R Ekkor
(a,...,8,)= {Z ra |r,...,r, 0 R}
=1

idedlR-ben.  Acelemeinek 0sszes végedeletti linearis kombincidja

Eszrevétel: (a)=(a)={ra|r OR)}

Tehat(a) aza [l Relem 6sszes tobbszordsdiall

Def. EQy egységelemes integritasi tartomddydealgyiiri, ha
benne minden ideadideal. @




Def. LegyenR gyira és!| additiv részcsoprtjd&R-nek, tovabba ~ egy
ekvivalenciarelacidr-n, ugy hogylla, b 0 Reseténa~b, haa—b [ I.
Ekkor Oa [0 Relemre a4 + a ekvivalenciaosztalyR-nek egyl szerinti
mellékosztalya (maradékosztalya).

8.2.15. Tétel. Egy R gyiirit egy I idedl szerinti mel-
lékosztalyal a gytiriinek mindkét miivelettel kompatibilis 0sz-
talyozasat alkotjak. Minden, mindkét muivelettel kompatibi-
lis osztalyozas esetén a nulla osztalya ideal, és az osztalyozas
ezen ideal szerinti mellékosztalyokbol all.

Biz. (I; +) Abel csoport, tehat normalosA®ben

8.1.34 Tétel (1) pont>

az osztalyozas kompatibilis az 6sszeadassal

tovabba az osztalyok sszeadasa a komplexusszorzas.



A multiplikativ mivelet is kompatibilis az osztalyozassal:

(I +a)I+b)=1II+al +Ib+abC I+ ab.

Most tth Oegy, mindkét mivelettel kompatibilis osztalyozas és legyen
| a 0 additiv egysegelem osztalya, ekkor

8.1.34 Tetel (2) pont> | normalosztdR-ben

tovabba az osztalyozas pontlazerinti mellékosztalyokbdl all
| idedl?

[0 Xosztalyra: 01l = 00XO = XOO |

@ — RIOI. IROI hasonldan.



rr r

8.2.16. Kovetkezmény. FEgy R gyirinek egy I ideal
szerinti mellékosztalyali a Osszeadasra és a szorzasra nézve
gyurit alkotnak.

Bizonyitas. Ha ~ a megfeleld ekvivalenciarelacio, ak-

kor r — 7 mindkét muveletre nézve muvelettarto. [

Def. Legyen R gyargd, | ideadl R-ben. R-nek | szerinti
maradékosztaly gyirije (faktorgyiiridje) R/I={l +r Or O R} a
kovetked miveletekkel:

1. (1l+r)+(1+s)=1+(+s)

2. (1 +r)i(1 +s)=1+rIs



Megjegyzes

2. -ben nem a normal értelemben vett komplexus agavzvan szO!

Legyen R = 7Z, I = 8Z, a=b =4, ekkor

(I 4+ a)(I +b) = (8Z + 4)(8Z + 4) = 64Z° + 327 + 327 + 16
= 647 + 327 + 16 C 16Z,

=

merzZiZ = 7 [1 elem oszthatd 16-tal

mertZ+Z =~Z

87Z + 16 viszont 8-cal oszthatd elemeket tartalmaz, tehat

(8Z + 4)(8Z + 4) C 16Z C 8Z + 16.



" /

8.2.20. Homomorfizmus magja. Egy R gylrinek
egy R’ gylribe valé ¢ homomorfizmusanal a homomorfiz-
mus magjan az R’ gyurt nullelemének a teljes inverz képét
értjilk. A ¢ magjat ker(p)-vel jeloljiik.

8.2.21. Homomorfizmustétel. FEgy R gyiri egy ¢
homomorfizmusanal a homomorfizmus magja ideal. Ha R
képe R', akkor az R/ ker(y) maradékosztaly-gyiiri izomorf
R'-vel. Az R barmely I idealja magja valamely homomorfiz-
musnak, példaul R kanonikus leképezése R/I-re homomor-
fizmus, amelynek magija 1.



Def. LegyenR integritasi tartomany és, b [ R. a osztojab-nek ha
letezik c [0 R, amelyreb = ac, jelbena | b. x [0 R egységhax | r
L r U Re.

Def. LegyenR egységelemes integritasi tartomany,aébé [ R. Azt
mondjuk, hogya és b asszocialtak ha létezik olyanc egység
amelyikkela = bc Ezt a tényta [/b-vel jel6ljuk.

Eszrevételek:R egységelemes integritasi tartomanyban

1. az egysegek halmaza — jel6ljik(R)-rel —, a szorzasra
csoportot alkot.

2. Az asszocialtsaR-ben ekvivalenciarelacio.

3. ket elem asszocialtsagahoz a kélcson6s oszthakdsadikséges
és elegsegdsitetel.



8.2.25. Tétel. Egy R kommutativ egységelemes gyti-
riiben az a € R elem altal generalt fidedlra (a) = aR. Spe-
cialisan a nulla dltal generalt f6ideal {0}, az egységelem altal
generalt toideal pedig R.

8.2.26. Allitds. Egy R egységelemes integritdsi tar-
tomany a.b elemeire

(1) (a) C (b) akkor és csak akkor, ha b|a;
(2) (a) = (b) akkor és csak akkor, ha a és b asszocialtak;
(3) (a) = R akkor és csak akkor, ha a egység. [

()



Emlékezteto:

Def. LegyenR egységelemes integritasi tartomanyags [ R. Azt
mondjuk, hogyd [0 R aza ésb legnagyobb k6z6s osztojaha

1. kdzOs oszto, vagyd la ésdlb, valamint

2. clla ésclb esetércl .

Def. LegyenR egységelemes integritasi tartomany, ekkor

1.a 0 R*\U(R) felbonthatatlan, haa = bld (b, cLIR) eseterbl] U(R)
vagyc L U(R).

2.a 1 R*\ U(R)prim, haallbld (b, c[l R) = allb vagyall.

Késobb megvéalaszoland6 kérdésmely strukturakban esnek egybe
primek és felbonthatatlanok?



Def. Legyen R egysegelemes integritasi tartomany @¢R) az
egységeinek halmaza.

R Gauss-gyiri ((Egyertelmii) faktorizacios tartomany, UFD),
ha minderr O R*\ U(R) felirhato

r=pPPs ... Py

alakban, ahah pozitiv egész es a ténydgznem feltetlentl kilénbdi
felbonthatatlan elemek, és ha létezik &gy q,q, ... g, eldallitas is
k felbonthatatlannal, akkon = k és mindenl < i, J £ n
esetenp; asszocialtja egy -nek.

Masképp: Gauss-giyriben fennall azamelmélet alaptétele

Van egysegelemes integritasi tartomany, ami nens&gwira ?




A valasz : IGEN

R = Z + Z/*5 egységelemes integritasi tartomany

Egységelem : 1
Mik az egységek?

Legyenc = a + bv~5 [0 Rtetsdleges, ekkor

Icp=a%+ 5% = 0,1 (mod 5)

tovabbad|c= |d]?| k]
azaz ha |1F 1 osztoit keresstik, akka=+1 ésb=0

@ — egységekl



9 =9+ 045 felbontasa egyértelin®

9=(3+0/45)(3+0/5) = (2 +/5)(2-15)

'\/’

kilonb6d felbontasok?

Van 3-nakd nemtrivialis osztoja?
I3F=9 = [dF| 9 és d?=0,+1 (mod 5)
NINCS = 3 irreducibilis
(2 +45) és (2=/*5) is, mivel a® hossznégyzetik is 9

— R nem Gauss-gy !

Tehat a hierarchiaban a GaussHily az egysegelemes integritasi
tartomany ,alatt” lesz.



Tétel (felbonthatatlan és prim integritasi tartomaryban)

Rtetsdleges egysegelemes integritasi tartomany ésR*\ U(R).

Ha a primR-ben = a felbonthatatlanR —ben.

Biz. tfh a prim ésa = bc
= 1@ =bc

= a|bc

aprim=a|bvagya|c
OR
igy 1= b/altvagyl=b(t/a~

OR
= b vagyc egyseqg.



Ha a felbonthatatlarR—ben /z( a prim R—ben.

LegyenR = Z + /5
2 = @+bh)(e+ gibh)

konjugaltakkal szorozva
4 = (@ +5b%)(e?+50°%)
= a?+5b%|4
= a?+5b°=1,2,4
= b=0, a=4%1,%2

—a+b/A55=+t1vagye+g/5=%1
— 2 irreducibilis, de

2 | L+vV5)1-¥5)=6

2 V 1+ 5 = 2nem prim.
X



Tétel (felbonthatatlan és prim Gauss — giiriiben)

Rtetsdleges Gauss - dya esall R*\ UR).

a primR-ben < a felbonthatatlanR -ben.

Biz. . Ewz tétel
[1 . tfhairreducibilis esa | pq — p = afy
egyértelnt felbontas=

P=pP;---PR>,qQ=0¢; ..., r=rq... =
Py... R LG;...q =a V... I

a asszocialp; -vel, vagyq; -vel, kulonben nem lenne egyertélm felbontas

— a | pvagya| g.



Def. Az R egységelemes integritasi tartomaayklidészi gyiriinek
nevezzuk, halolyang figgvény, amelyre : R* — N, és

. 0 a, FUOR, %0 esetén létezik olyay o0 R, hogy

a= py+ o, ahol  5=0vagy
07z 0esp (9 <¢ ()

Il. valamint ¢ (af) = max(@ (a), ¢ () , U a, L1 R* -ra.

Példa: Gauss-egeszek G={atbi| a,b0Z}
¢. 1 a+bi [ G esetén legyen

¢(a+bi) = (a+bi)(a—bi) = |a+bi |2 = a2+ b2



1. Kerdés:|l. tulajdonsag teljestl?
2 2 4| 2 2 1p 2
o(c1B) = o B =[of” 3 = ma{jo B} 7
Oa, B0UG* -ra.

2. Kérdes:|. tulajdonsag teljestl?
1. eset: Legyen, B UG, B #0 és ttha/p UG. Ekkor

v=a/B esd=0.

2. eset: Ha/B O G, akkor valasszuk-nak a szamsikon a#/[3 -hoz
legkOzelebbi (egyik) racspontot.



IR

| B |>-tel szorozva:

B

~ -y
p

2

<|A["

2

a V2 a
d(z,y]s7:> E—y <1
- By|” <1BI"

tehat legyed = a — By .



Lemma (egységelem és egyseg int. tartomanyban)

R integritasi tartomanybaakkor és csak akkorletezik egységelem,
ha letezik egység. AR egyseégelemes integritasi tartomanylsad R
akkor és csak akkoregyseg, ha | e

Biz.
Ha vane egysegelem, akkar = r mindenr IR eseteén.

Ha[Jall Regység, akkor tetélegesr[IR esetén
ala= JelJR: ae=a
Ekkoreegységelem, mert a|r= OsOR: as=r,

tehat
elr =elals=(ela)ls=(ale)[s=als=r.

(33) a tobbi triv



8.2.30. Allitas. Fuklideszi gytiriiben pontosan azok
az elemek az egységek, amelyekre ¢ minimalis értéket vesz

fel. Az a,b nem nulla elemekre alb esetén p(a) < p(b) és

egyvenloség pontosan akkor teljesiil, ha a és b asszocialtak.

Biz.
LegyenE={r|r OR* o(r) minimalis }

1. Kerdés:E elemei egysegek?

Legyena O E, és b O R tetsdleges. b-t oszthatjuk a-val
maradékosan= [Ic,d 1 R:

b = actd, ahol ad=0, vagy

b.d# 0 ést (d) <o (a).



A b. eset nem fordulhat@d (a) minimalitasa miatt
d=0=a|h

2. Kérdés:Minden egyséd:-ben van?

Legyenall Regységhld Eadott= a|b= b=ac
bUE, bz0= a, clR*.

Az euklideszi gyirik Il. tulajdonsaga=>

6 (b) = §(alt) = max(¢ (a).9 (c),
= ¢(b) 2 ¢ (a).

o(b) minimalis=  ¢(a) is minimalis.

3



Euklidészi gyira Il. tulajdonsaga miatty(a)<¢(b).
Tth allb esd(a)=¢(b). Az I. tulajdonsag miatt létezik s [IR:
a=Dbl+s, ahol as=0,vagy
b.s#0 ésp(s)<d(b)=d(a). (*)
s=a+(-(b0r) = a+ b{- 1)
alb = 0Ot0OR: b=alll tovabba a = ale

s=alle+ti(-r))= (e+tO-r))0R = dsk.

Ha &0 >
#(s) 2 max (¢ (a).g(e+t(-r)))= ¢(a)

(*) miatt ez nem fordulhat &= s =0 , blJa azaz

a /.



8.2.32. Bovitett euklideszi algoritmus. A kovet-
kezo eljaras egy R euklideszi gytiriiben meghatarozza az a,b
R elemek egy d legnagyobb kézos osztojat, valamint az x,y €
R elemeket 1gy, hogy d = ax + by teljesiiljon. (Az eljaras
soran végig ar, + by, =r,,n=0,1,....)

(1) [Inicializalas.] Legyen xoq «— e, a gyiirii egységeleme,

Yo — 0, ro—a, x1 « 0, y1 +—e,ri < b, n— 0.

(2) [Vége?] Ha r,,41 = 0, akkor x — 2y, y — Yn, d — 1y,
és az eljaras véget ért.
(3) [Ciklus.] Legyen r,, = ¢n417n+1 + "n+2, ahol 140 = 0

vagy "*r'ij('rﬂ.—|—2) < H:('rn-i—l): }f?g}’ﬂﬂ Ln+2 & Ln —Gn+1Ln+41;
Ynt2 “— Yn — Qni1Ynil, * < n+ 1, és menjiink (2)-re.

€)



8.2.33. Tétel. Egy cuklideszi gytri egy eleme ponto-
san akkor felbonthatatlan, ha primelem.

Biz. Lattuk: ha p prim = p felbonthatatlan

O : tfh pirreducibilis ésp | ab - pla
P4 a — (p, @ = e egység

Eukl. alg= e =px+ay

b = beel = pbxel+abye! = p|b



8.2.34. Tétel. FEuklideszi gytiriiben minden nem nulla
¢s nem egység elem sorrendtol és asszocialtsagtol eltekintve
egyertelmiien felirhato primelemek szorzataként.

Biz.

Elosz6r megmutatjuk, hogiR euklidészi gyiriben minden nullatol
és az egysegaktkiulonbosd elemnek van felbonthatatlan osztoja.

Tth ald R\\U(R), és legyen

D = {rOR\U(R), rCa és, has 1 R\\U(R)esslla = ¢(r)<¢(s)}.

TehatD aza elem azon nem nulla, nem egység osztoit tartzalapazz

amikre ap érték minimalis.



D20 = (fC1 D
Indirekte tfhf nem felbonthatatlany

f=Dbldeésb,cU(R)= bla.

b f €s nem asszocialtak

8.2.30. Tétek> (b) # d(f) = d(b)<d(f) |

N

mert ekkorb lenneD-benf helyett.

tehat vara-nak felbonthatatlan osztgja



Tth ¢(a) minimalis azR*\U(R) -beli elemekre nézve

8.2.30. Tétel> afelbonthatatlan .

Most legyenaJR*\U(R), ¢(a) =n, és tegyik fel, hogg-nél kiseblbp
értekkel rendelkgzelemek esetén az allitas igaz.

LIf feloonthatatlanf|a = a="fh.

Kérdés: lehet-edp(h) = ¢(a) ?

Ekkorh|a=
a //hlenne,

def nem egyseg, tehaih) # ¢(a).

hla=

o(h) < 0(@)



1. - Tfth h 2
eset egyseg= a felbonthatatlan.

2. eset: Tfth h nem egység=

iIndukcios feltétel= h-nak Omegfeleb felbontasa:

h="f00.0 =
a = {0, 0 .

Unicitas: tfth indirekte, hogy van olyaalem amelynek ket kildnb&z
felbontasa letezik. Legyen ezek kdziblyan, hogyp(a) minimalis.

a=p..Kk=0:--4¢ = pla=plg..q

T MR

P | G — asszocialtak, mert irreducibilisek

egyszeiisitve kapjuka’-t, amelyreop(a’) < ¢(a) %



8.2.35. Tétel. FEuklideszi gytiriiben minden ideal f0i-
deal.

Biz.
Hal ={0} = | =(0).

Tth1 #{ 0}, ekkor legyen

S={gxX) | xO I és x#£ 0}

S legkisebb elemé¢(a): a # 0 O I.



Maradekosan osztjub [ | -t a-val:
b =aq + reés 0<¢g(r) < ¢(a)

| ideal=r =b-aq O |

¢(@ minimalis=r = 0.

aqg = | =(a)

m)
2

b

Megjegyzes

N

a,bllZ

J

R —

5 a+hb

N\
'

bizonyithatd, hogydidealgyiri, de nem euklidészi

= az ebzo tétel megforditasa nem igaz.



8.2.36. Definicié. Egy R gyfirii egy IGalodbidedljat

maximalis idealnak nevezziik, ha nincs nala bovebb valodi
ideal, amely tartalmazza, azaz ha a valodi idedlok kozott a
tartalmazasra nézve maximalis.

Lemma (irreducibilitas és foideal kapcsolata euklidészi gigriiben)

LegyenR tetsdleges euklidészi giri és a [l R*\ U(R).

( a) valodi ideal maximalifk —ben

a felbonthatatlanR —ben.



Biz. =

LegyenR tetsdleges egysegelemes integritasi tartomariy,R*\ U(R)
Feltetel : a felbothato
0 b,cOR®NU(R): a = bc.
(a) O(b) R

e Tehat { a) nem maximalis ideal.
valodi

(1 : Indirekt feltétel :

a felbonthatatlan, déa) nem maximalis.



01 R—beliideal :

(a) I OR
R foidealgyiri =
[0 0# b nemegyseqg :
| = (b)) OR
(a) (b)Y OR

azaza minden tobbszorode tobbszorise
bc

Q
[

—

c nem egység, mert akkéa) = (b) lenne

— a nhem felbonthatat
l%



Def. LegyenR egységelemes, kommutativigi. Egy R-beli | idealt
primidealnak neveziink, hald [ 1-bol a I | vagyb I | kbvetkezik.

Pelda. 1. 27 primidealz-ben :
ab ] 2Z = abparosavagyb paros=

all2Zvagyb2Z.

2. 2Zmaximalis ideal iZ-ben :
Tth2zOI1OZ.
Halal|l paratlan= 101 = <a>=l= Z,
ktlonbenl = 27 .

3. 49Z nem maximalis és nem primidealdsoen :

49207207, 7-7 =49049Z , de 70 49Z .



Tetel. LegyenR kommutativ, egysegelemesigit ésl azR-nek idedlja.
|. R/l akkor és csak akkor integritasi tartomany, h&d # R és |
primideal.

Il. R/l akkor és csak akkortest, hd maximalis ideal.

Biz. I.

R/l Int. tart.

nincs nulloszto.

=

(I+a)[(lI+b) =1 = I+a =1 vagyl+b =1.



/1. Tfh hogy | maximalis ideal R-ben, és [ #) I+a 0 R/ .

= S={i+alxlill, xR} ideal, hiszen:

S-SS:p+ax,—hL,—ax=(1; —1,) +a( Xx,—x,)J S.
L1 R

RS//S :ri+rax =ri +arx [/S.
1 OR

Valamintl [ S ,merta //I.

| maximalis= S=R =

alkalmagll, x(OR-rele = i+alX =
| +e=1 +i+alx=I+alx=(l +a)((l +x)

R/l kommutativ egysegelemesigy invertalhato= test.



11/2. Tth R/l test, és legyemM egy olyan ideal, amely valédi modon
tartalmazzal-t, azazDa O R elem, amelyrea 1 M ésa [l .

R/ltest =
(1 +a){I +x)=(1 +Db)

egyenlet barmelp 00 R-re megoldhaté=

| +alx=1+Db.

I OMeéesd/M =

| +alxd M =

blIM=

@ M=R.



Kovetkezmeny.

Kommutativ, egyseégelemesigyiben] maximalis ideal primideal.
Biz.
Legyen R kommutativ, egysegelemesirgy

Hal maximalis ideal R-ben>

R/l test =

R/l integritasi tartomany>

tetel= | primideal

(52



Lemma. Legalabb 2 eleth kommutativ egysegelem&s gyirinek,
akkor és csak akkorvannak csupan trivialis idealjai, ha test.

Biz.

1. Tfh R nem test=
[1 a# 0 elem, amelyik nem invertalhaté

atobbszorosel kozott nem fordubet =

(a) azR-nek nem trivialis idealja.

2. Tfth Rtest, | idealja, ésl # {0} =

alll: a#0.

(3



Rtest= a-nak létezika-linverze

tovabba az ideal 2. tulajdonsaga

e-glaldl = Ob/J/R :beldl =

tehatl = R, trivialis ideal.

Def. (Hanyadostest)Legalabb 2 elethR integritasi tartomany
testbe agyazhato. Legyér={(a,b) Ua,b0R, b#0}és

~ ekvivalenciarelaci®®xR* halmazon: &, b) ~ (c,d) - ald = bid

A ~ altal meghatarozott osztalyok testet alkotn&ka miveletekre:

ab)+(cd)=(ald +blx,b)

(2.6) {9 = (e 19




Algebra: polinomok



Def. Legyen R gyiri. R feletti egyvaltozos (egy hatarozatlanu)
polinomoknak nevezzik az
(8, 84y -+, &, -..)

végtelen sorozatokat, amelyekbenl R (i = 0, 1, ...), €s csak vége
soka, kilonbdzik 0-t0l. Aza, elemek a polinonegyutthatoi.

Az Rfeletti egyvaltozos polinomok halmazgfx]- szel jeldljuk.

Def. Han a legnagyobb olyan index, amiae# O de barmely > n -re
a = 0: a, féegyutthato.

A tovabbiakban legyen:
f=@y,a,...,a, ...) €sg=(by, by, ...,b,, ...) Rfeletti polinom.

f=g < Ui: a=Db,

S

©



Miiveletek R[x]-en:
1L.u=f+g=(cyp ---1Cy ---),  G=a+b; (1T Np)
2.v=fig=(d,, ...,dg ...), ahol
Kk
d, =) a b, =a,b, +a b, +..+a, b,
i1=0

3. allResetén affl= (ad,, ...,ad,).

Tetel. Ha R (egysegelemes/ kommutativ/ nullosztomentggiri,
akkorR[x] is (egységelemes/ kommutativ/ nullosztOmentgyir.

©



Eszrevételek:

1. Egységelem az(0, ..., 0, ...) polinom, ah@d azR egységeleme.

2. Az a- f,=(@0, ..., 0, ...) megfeleltetés injektiv ésivelettarto.
EkkorJ f Rfeletti polinomra

alfi= f,f

= RelemeiR feletti polinomoknak tekinthék (konstans polinomokK

A valtozofogalma:

Legyen x=(0,¢0, ..., 0, ...)

Lehet, hogy €/R !l

®



2. mivelet definicidja=

x>=XxXx=(0-0=0e0+0e=0, 00 +ce +0:-0 =¢
0-0 +e0 + 0e +0-0=0, ...).

= x"=(0, ..., 0, ...), nON.

n edik pozicid

Legyen tovabba xX°= (g, O, ..., 0, ...), ekkor

f=(@ya, ....,a, ..) =
=@ 0,...,0,..)+ ..+(0,0, .., ...) =
= agt aX+...+ax+...

ahol aza [1Raz=@,0, ..., 0, ...) polinomnak felel meg.



Def. Legyen f=a,+ax+...+ax"UR[X], ekkor
a, azi-edfoku tag egyutthatoja
A 0O-adfoku tag egyutthatoja a polindtonstanstagja

Ha a, # 0, akkora, a polinomféegyutthatdja, és n a polinom
foka (jel: deg(f) ).

Nullpolinom : (0, O, ...)J R[X].

Nullpolinom foka —1 (—)
Monom : f(x) =ax alaku polinom
Linearis polinom: legfeljebb eléfoku polinom

Fopolinom (normalt polinom): a 6egyutthatoja R egysegeleme

(&)



Ha R nullosztomentes &sg U R[X]* = @

deg( + g) < max(deg(), deg 0)).
Hah = fg, akkor h féegyutthatdjeh, = a b, aholk = n+m

tehat ded(d) = deg(f) + deg(g) = max(deg( ), deg(g)).

Tetel (polinomok maradékos osztasa)

Legyen R egységelemes integritasi tartomary,g [0 R[X] eésg
féegyutthatdja, b, legyenR-ben egység.

Ekkor egyértelmien leteznekolyanq, r O R[x] polinomok, melyekkel
f (X) =g(X)d(x) + r(x), ahol

degf) < deg().



Biz. 1. Egzisztencia. @
1.1. Ha f=0,vagyn<k =
g(x) =0, r(x) =f(x) .
1.2. Legyen mosh = k. n szerinti teljes indukcio:
1.2.1. Han = k= 0= akkor
r=0,q=a, b ",
mivel b, egysédR-ben.

1.2.2. Legyenn > 0 és tfh am-nél kisebb fokszamok esetén igaz az
allitas.

f,(3) =1(x) — g @, B X" (*)



1.2.2.1.Haf,=0 =
o) =a,BAxK  r(x) = 0.

1.2.2.2.Ha deg (f,) < deg (f), ind. feltetel=

Lo (3), () U RIX] :
f1(x) = 9(x)[,(x) +r,(x),

ahol
deg(r,)<deg(g).

(*) = f(¥) = g(¥) @, X+ g(x)1d(X) +14(X),

f(x) = g(¥) [y X+ gy(x)) +r4(X) -

\ r(x)

q(x)



2. Unicitas. @

Tth f =9ld,+r,=9ld,+r, =
gllg— ) =r,—ry.
Tegyuk fel indirekte, hogyg,— 4,70 =
degf,—ry) = deg(Qlli;—Gp) ) = deg(g) ===

Kaptuk, hogyq,—q,= 0 =

r,—r;=0

Kdvetkezmeny:

LegyenRtest, éd [1 R[x]* eseteng : RIX]* — N, ¢(f) = deg(f).

Ekkor R[X] ¢ -vel euklidészi gyirit alkot.



Def. LegyenS egysegelemes integritasi tartomaRytészgyirije S
nek, éRtartalmazzes egységelemeg]. Egyf [ R[X] polinomc 0 S
-beli helyettesitési ertéke

f(c) =ay,+a,c+...+ a.C".

c az f gyoke ha a helyettesitési érték 0.

Polinomfliggveny:
f:R - R, ahol f(c) =a,+ a,d +...+ a,[d"[J R,esclR.
f ésg polinomfliggvény egyefil ha mindercIR esetérf(c) = g(c)

Két kilonbosd polinom polinomfliggvénye megegyezhet! Legyen
példaulR =Z;:
f=XHx+2 £ g=X3+x2+2 ,

(0)=2=90), 1(1)=1=9(1), #2)=2=9(2).



Tetel (gyoktényed levalasztasa) @

LegyenR egysegelemes integritasi tartomahyl R[X]*, és cLIR azf
gyoke Ekkorldq U R[X]*:

f(x) = (x —9la(x).

Biz.
X — cpolinom Begyultthatoja egyseg=

maradékos osztas : f(x) = (x — QI@(X) + r(x),
a. r=0 = kesz.

b.degf) <deg(x—-c) =1 =

f(c) = € —9la(x) +r(c) =r(c) = 0.



Tetel. Legyenf O R[x]*, ahol R egységelemes integritasi tartomany, es
degf) = n= 0. Ekkorf-nek legfeljebln killonb6® gyoke varR-ben.

Biz. (n szerinti teljes indukcio)

n=0esetém IR : kész @

Tegyulk fel, hogyn > 1, és an-nél kisebb foktuakra igaz az allitas.
LegyenclLIR gyokef-nek :

f(X)=(x—0[d(x), ahol degg) = degf) —1=n-1
Had is gyokef-nek, akkorf(d) = 0 = d—c)ld(d) = 0,
R nullosztomentessege d = cvagyg(d) = 0.

Ind. feltétel= g kulénbdz gydkeinek szaman — 1.

= hac nem gyokeg-nek, akkor id -nek max.n ktilonb6® gyoke van



8.3.7. Kovetkezmény. Ha két, legfeljebb n-ed fo-
ki polinom (a nulla polinomot is ideértve) n + 1 kiilonb6zo6
helyen ugyanazt az értéket veszi fel, akkor megegyezik.

Biz.
Tth f ésgilyen polinom, de kilonb@ek =

f —g polinom foka< n és legalablm + 1 gydke van%

©

8.3.8. Kovetkezmény. Ha R végtelen, akkor két kii-
16nb6z06 polinomhoz nem tartozik ugyanaz a polinomfiigg-
vény.

Biz.
Ha igy lennd — g polinomnak végtelen sok gyoke lenne

(13



Horner-elrendezes f(c) = 2

n szorzassal as6sszeadassal megkapjuk !
f(x) =a,+ ax+...+ a.x"
f(c) =ay+ a,c+...+ a,c" = a '+ ... +a,Cc+ a5=
= (a,c"1+ ... +a,)c + a, = ((@,C"2+ ... +a,)C+ a,)C + a,=
=((...@cta,)ct+ta,)c+..+a)c+a,.

Példa.
f(X) =5C-7x2 +Xx—8 = ((5(_ 7)X+1)X—8 .

-7 1 1 | -8 f(c)
5 | 8 | 25| 67




Gy6kok szama ?
Flgg R -4l !

Keressik af(x) = x?+1 polinom gyokeit

1. Z[Xx], Q[X], R[X] —ben nincs gybke

2. C[x] —ben a gyokok szama kétt | és +

3. Z,[X] —ben egy gyoke van: 1

4. Z,[X] —ben nincs gyoke .

5. Z¢[X] —ben két gydke van: 2es3.



Def. LegyenR egyséegelemes integritasi tartomany, es
f - f'=a+2ax+...+nax"t

R[x]-nek 6nmagaba valo lekepezése a kovetkeltételekkel:

1.c¢ =0, hac konstans polinom,
2.(+9g =1'+9,
3.(lgy =f'g+fg,

4. eX) =e.

Az f’ polinom af (algebrai) derivaltpolinomja .




Def. Legyen R egységelemes integritasi tartomany, és
f O R[X]*. Azt mondjuk, hogyc L Razf(x) n-szeres gyoke(nLIN), ha

(x=9"| f(x) es (x—g™*f f(x)

(x=c)"|f(x)

Jel:

Téetel.
LegyenR egységelemes integritasi tartomary,] R[x], c O R, n O N*

Hac azf(x)-nekn-szeres gyoke, akkarazf '(x)-nek legalabbr{-1)
-szeres gyoke, és pontosarl)-szeres gyok abban az esetben, ha

char®) f n.

(W



Biz.

=(x=0)"* fi(x—0) ['(x) +ng(x)) = (x—0)"* (A(X).

Tehatc legalabb (—1)-szeres gyoke'(x)-nek és

h(c) =(c—c)[g'(X) +ng(c) =ng(c) :g(C) +...+ g(cz.

ndb

(x=9"| 1(x)=09(c)#0.

Ha charR) jn = az 6sszeg sosem O. @

Megjegyzes. Forditva nem igaz pl :

fx)=x"+1, F(X)=nx¥'1=

f(X) —-nek a O rf-1) —szeres gyOkef(x) —nek nem .



Irreducibilis polinomok

Eszrevételek:

test folotti polinomok euklidészi dyiit alkotnak

—

feloonthatatlanok és a primek egybeesnek.

[1 nemnulla konstans polinom egyseg.

[ elsbfokd polinomok felbonthatatlan.



Komplex eset.

Algebra alaptétele =

f U C[X] :

f(x)=a,(x-¢)™ [x-c,)™ LL.Ux-c)™

aholc, IC, ¢#¢,hai#] es

a,ta,+...+a,=n = dedf.

C folott az irreducibilis polinomok pontosan azdatsklak.



Valos eset. @

Eszrevétel.

Ha f OR[x], cUC és f(c) = 0. Akkor

f(c)=0 is teljesdl.

Kovetkezmeny.

Legyenc LIC\R gydke f [IR[X]-nek =

X — d_f(X) és x-=clf(x),

felbonthatatlanok és nem asszocialtak

9(¥) = (x=0glx=c) Ui(x) .



g(x) = x2—2Rdc)x + [c]? O R[X] . @
= [h(X) UR[X] :

f(x) = 9(x) h(x),

aholdegh) = dedf) — 2.
—

[ f O R[X] legfeljebb masodfoku polinomok szorzatara bontitatelett.

=

Azok a masodfoku polinomok felbonthatatlanok, amakhek nincs
valos gyokuk.



Racionalis eset

Def. LegyenR Gauss-gyri. R[x] egy eleméprimitiv polinomnak
nevezzik, ha egyultthatoinak legnagy kdzos osztajaggségelem.

8.3.28. Schénemann—Eisenstein-tétel. Ha az R
Gauss-gytirii feletti legalabb elsofoku f primitiv polinomhoz
van olyan p € R primelem, amely nem osztoja a f0egyiittha-
ténak, de osztéja minden mas egytitthaténak, p? viszont nem
osztoja a konstans tagnak, akkor f irreducibilis. Hasonloan,
ha az R Gauss-gyiiri teletti legalabb elsofoku f polinomhoz
van olvan p € R primelem, amely nem osztoja a konstans
tagnak, de osztéja minden mds egyiitthatonak, p? viszont
nem osztoja a fogyiitthatonak, akkor f irreducibilis.

Legyen tehat = x" + p, aholp prim, n pozitiv egész. Ekkor

f Reés hanyadosteste felett is irreducibilis. @



Def. Valamely K test esetéen aK[x] integritasi tartoman
hanyadostestétacionalis fliggvénytestnek nevezzik esK(x)-szel
jeloljuk.

Gauss-tétel.

LegyenR tetsdleges Gauss — gyii ésK a hanyadosteste.

1. Ha egyf O R[X] polinom eballithatd ket nem konstang, h
polinom szorzatakérK[x]-ben, akkorR[x]-ben is eballithato két g*,
h* polinom szorzataként, ugy hogy

g ésqg, illetve h ésh™ asszocialtalK[x]-ben.

2. R[X] I1s Gauss-gyri.



Eszrevételek

f(X) = 62+ 12x + 12 = 23[(x? + 2X + 2)

Q[X]-ben irreducibilis Z[X]-ben nem irreducibilis
_1..1 2
f(x)—éx +oX+3 g(x)=60F =2x* +3x+18

Q[X]-beliek ésf ~qg, 1 Z[X]

Z euklideszi gyiri =

Z Gauss - giira =
Z[X] Gauss - gyri



Z[X] nem alkot euklidészi gyirit, kllonben

(X, 2) =1=
1=u2 +vx

=

Z[X] nem alkot féidealgyiir tit:

3 ={f(0)|f(x)0Z[x]és f (0) =0mod(2)} =

=(2,x) 0 Z[X]



Testbovitések, véges testek @

Def. LegyenF tets®dleges testK azF résztestge haK [/F es K
maga Is testet alkot &zmiiveleteivel.

Jeldlés F: K

Ekkor F a K test bovitése Ha K #F , akkorK valddi résztesteF -nek,
llletve F valodi bovitéseK -nak .

Eszrevétel

LegyenF test ésK résztested- —nek, ekkorF ésK karakterisztikaja
megegyezik. Véges test karakterisztikaja primszam.

Def. Egy testprimtest, ha nincs valddi reszteste.




Eszrevétel

Résztestek metszete résztest

F test O0sszes résztestének metszete ré$ztdsin

— a legszkebb résztedt —ben

= nincs valodi részteste

= primtest

Def. HaK az F —nek a legsikebb részteste, akkdf azF prim
részteste (primteste). (jeldleK = Fp)

Eszrevételek.

— Test prim részteste primtest.

— Ha F a K test lpvitése, akkor prim résztesteik megegyeznek.



Téetel (prim résztestek)
TetsdlegesF test prim reszteste izomorf
Zp-vel, ha chaK) = p,
Q -val, ha chaK) = 0.
Biz.
P primszam= Zp primtest, tovabba & Fp .

char(F)=p: (Fp, +) elemei:e" alakuak, azaz

Fp = {0=¢€5 €, ...,er?}

Izomorfizmus

Zp={0=19 11, .. P}



Ha char(F) = 0, legyen

R = {'I%e\k,l(ys 0)0 z}

aholke=e+e+..+e.

Tudjuk: Q = {Ih‘k’l(i 0)0 z}

K ke _ , .
I_ — |_ lzomorfizmus Q és R kozott.
e

TehatR is test = RrésztesF -ben.

Tovabba el Fp = Relemei Fp-benvannak>> R O Fp .

Fp a legstkebb résztedt -ben = Fp=R
= Fp is izomorfQ -val



Eszrevételek @
Az elozo tétel= minden p karakterisztikaju tesZp bovitése, és

minden nullkarakterisztikaju te€t bovitése.

Ha K résztesteF -nek, akkorF K feletti vektorter, azaz teljesul:
(1) afv+w) = am+aMw, a//Kes v,W/F,
(2) (at+b)/v = aAM+bAr, a,b//K és V/F,

(3) (ab)/y = afbA), a,b//K és V/F,
(4) 1¥ =v, mindenv//F,

aholll: K xF - F egy kul$ mivelet mivelet, és
(a, v) Cmelletti képeads.



Def. Legyen eg\K résztesteM egy reszhalmaz# -nek .

K(M) aK testM halmazzal val6 bvitése,

haF —nek a legsikebb részteste, mely tartalmazzat ésM —et is.

Ha M ={ a} alaku, valamely « OO F —re , akkor

K(a) egyszefi bovités az a bévité elemmel.

Legyen egyK resztesteF —nek, ésa [ F,

haa gyoke egy nem null feletti polinomnak, akkora algebral
elem K felett .

F algebrai bovitéseK —nak, ha= minden eleme algebriifelett.

(3



Tetel (minimalpolinom egyértelmii [étezese)

TetsdlegesF[X] test feletti polinomgiriben mindenl #(0) idealhoz
egyertelntien letezik olyary LI F[X] fopolinom, amire

J=40).
Biz. 1. Egzisztencia
Legyen h minimalis fokszamu polinomd —ben,

h féegyutthatdjd, ekkor belathatd, hogy a

g=Db'h
fopolinom |6 valasztas lesz.

Maradékos osztas tetdegesf [1 J—re :

@ f=9q+r esdeg(r) < deg(g) = deg(h)



Jideal = r=f-gqlJ
deg(h)minimalis=r=20.

Kaptuk: tetsdlegesf(1J g—nektobbszorose = J=(0).

2. Unicitas
Tth Og OF[X] : J=(g")
= Uc, cUOF[X] : g=c'g ésg =cg
— g =C'cg = C'Cc az egysegelem

c, ¢’ konstans ésg, g’ fopolinom =

g=g



Def. LegyenF tets®dleges test éK egy résztesté& —nek. Haa [/ F
algebrai elemK felett, akkor

az az egyertelen meghatarozots L1 K[x] fopolinom, amelyre

J={ f(x) OK[X]Of(e) = 0} = {0y,

azaz,ggeneralja al K[x] —beli idealt,

aza K feletti minimalpolinomja.

a K feletti fokszaman dedqg) —t értjuk.

(39




Tétel (minimalpolinom tulajdonsagai)

LegyenF tetsdleges test €K eqgy résztesté —nek, tovabbaa [ F
K felett algebrai elem.

Haoa K feletti minimalpolinomjag , akkor

(1) g irreducibilis K[x]-ben.

(2) UOf0OK[x]-re f(a) =0

g osztojaf —nek.

(3) g a legalacsonyabb fokszam@pblinom KJx]-ben,
amelyneko gyoke.



Biz. (1) indirekte tfh g nem irreducibilis.

= U hy, h, OK[X] :
deg(g) >0, hiszen van gyoke=

g = hh, és 1< deg(h) < deg(g) i=1,2

0= g(e) = hy(@hy(a)

= h, vagyh, J-beli és

gl hy vagyglh, ==

(2) a definicidébdl kdvetkezik.

€)



(3) LegyenfK[x]-re f(a) =0

= fUJJ, azazf a g tObbszorose.

g fopolinom=

f=g vagy deg(f) > deg(g)

Def. F : K esetén, h& mint K feletti vektortér nem véges dimenzjos
akkor abdévités vegtelenegyeébkenteges Bvitésrol beszélink.

Def. Az F . K testbovités fokaazF K feletti vektortér dimenzigja,
jelben [F : K] .




Tetel (testhovitesek fokszamtétele)

Ha M: L ésL:K veges testivites, akkoM : K véges Bvités es

IM:K]=[M:L]J[L:K].

Tétel (véges Bvites algebrai)

TetsdlegesK test veges dvitése algebrd felett.

Tetel (egyszeti bovités izomorfiaja faktorgyiirivel)

F . K esetén legyen [0 F K felett n —edfokl algebrai eleg K
feletti minimalpolinommal. Ekkor

K(a) 1zomorf K[x] / {g) —vel .



Tétel (egyszeti bovités bazisa)

F . K esetén legyema //F K felett n —edfoku algebrai eleng K
feletti minimalpolinommal. Ekkor

[K(a) : K] =n és hatvanybazis
/

K(a) K feletti bazisql, a, ...,a ") .

Kovetkezmeény

HaK(a) tetsdleges egyszdrtestdvitése K -nak , akkor] cl K(a)
c=by+ba+..+Db "
alakban irhato fel, valamely [ K egyutthatokkal, azaz

c eloall egy legfeljebin — 1-edfoku K feletti polinoma helyen vett
helyettesitesi értekekeént.



Tetel (egyszet bovités letezese)

Legyen f L K[X] irreducibilis polinom K test felett. Ekkor léteziK —
nak olyan egyszéralgebrai Bvitése, ahol advito elem f —nek gyoke.

Biz.
L=KI[x]/(f) test

L elemei p] =h+ (f) maradékosztalyok

alK = a - [a] izomorfizmus =

beagyazzukk -t L —-be = L : K



Maradekosztalyok fiveleti szabalyai szerint:
h(X) =ap+ax+..+ax"l K[Xx] =
[h] = [ag+ ax + ... + 3 X" =

[@g] + [ag][X] + ... + [ ][X]™ =

8o+ aylX] + .. +ag X" =

L minden elemd« feletti [x] hatarozatlanu polinom kifejezés

L egyszeii algebrai BvitéseK —nak az[x] bovitoelemmel.



Egy kérdés maradt:

[X] gybke f —nek ?

Ha f(x)=ay+axXx+..+3ax" =

(X)) = [ag + [l + .. + BIIX" =

[8g+ &+ ... +ax’] = [f]=[0] =

[X] gyOke f —nek!



Példa
f(xX) =x2+x+20 Z,

f0) =—-1 & f(1) =1 &f(-1) =-1
f(x) Irreducibilis Z felett.
Legyenu?+u+2 =0 azaz

u gyoke f —nek =

u egy maradekosztaly,Zf) -ben
legyen a tétel szerinih = [X] = x+ ().

Mivel Z;/(f) = Zy(u)
tetel = Z,/(f) bazisa: {1y}



Z; Kf) elemei: 0,1, 2y, u+l,u+2, A, 2u+l, A+2

Eszrevétel:

f—nek 21+2 is gyoke !

f(2u+2) = (A+2)¢ + (2u+2) +2 =
Ar+8u+4+A+2+2=
4 +u+2)+ -4+ +2 +2 =

~

0

6u=0

Ha 1+2 -vel vegezzik advitést, algebrai szempontbol ugyanazt a

testet kapjuk!



Tetel (egyszet bovitesek izomorfiaja)

Legyena ésp gyoOke aK test felett irreducibilisf O K[x] polinomnak.
Ekkor K(a) ésK(f) izomorf.

Az izomorfizmusa —t f —ba viszi at,K elemeit pedig fixen hagyja.

Kérdés: van olyan Bvites, amif minden gyoket tartalmazza ?

Def. LegyenK test esf [J K[x], ugy, hogydeg(f) = n >0 . EkkorK -
nak az a legsikebb Bvitése, amelyberf -nek multiplicitassa

szamolva pontosan gydke van,f polinom K feletti felbontasi

teste




Az elozo ket tetel kdvetkezménye

Tetel (felbontasi test egzisztenciaja €s unicitasa)

LegyenK test ésf [ K[X] , ugy, hogydeg(f) = n >0.

Ekkor létezik f polinom K feletti felbontasi teste és barmely ket
ilyen izomorf, azon a leképezés mellett, ant€lglemeit onmagukba,
f gyoOkeit egymasba képezi le.

Tétel (véges test elemszama)

LegyenF tetsdleges veges test. Ekkof F | = p", aholF, az F
primtesteed F: F ] = n.



Biz. Ha F = Fp valamely p primszamra= |F |=p'.

Hanem= UK: [F:K]=n.

F n—-dimenzios vektortéK felett {a,, ...,a.} bazissal.

= F minden eleme felirhata, k,, ...,a k. alakbarnK felett.

[0 k; egyutthato helyébpK | kilonbd® értéket helyettesithetink.

= F —nek| K |" klilonb0® eleme van.

SpecialisanF,az F primteste

= legs#ikebb résztest

= [FI=|FP=p .
p ©



Kérdés: mindig talalhato megfeléln —edfoku irreducibilis polinom
tetsdleges F, felett?

Ha igen = minden primhatvanyhoz konstrualhatdo véges test,
amelynek pont annyi az elemszama.

Tetel(veges testbem’= a)

Tetsdleges g elemszamu F véges testben minden
allF -re ai=a.

Biz.
Ha a =0 vagya =1trivialis.
Nem nulla elemek:

g —1 elenti csoport (test definicidja miatt) .



Han=la] >1: alffl=7?

Lagrange tétel= |a| | [F*|

IF*|=ns =

adl=gFl=gns=(@Ms=1s= 1.

Tetel (x4 — x felbontasi teste)

Legyen tetsélegesq elemszamUd- véges testbeK résztest. Ekkor
az f=x9—x0OK][x] polinomnak F aK feletti felbontasi teste es

f=x —X:Q(x—a).



Biz.

El6z0 tétel =

F minden eleme gyoke—nek,

deg(f) = g = f —nek legfeljebly gyoke van.
— pontosan Felemel a gyokok.

= nincs stkebb test, anfi 6sszes gyokét tartalmazna.

(52



Tetel (véges testbera(+ b= ad + b¥)

Tetsdleges q elemszamu F  veges testben  minden
a,b0F-re (axb)X=ad% b9,

Megjegyzes :az allitas testsiteges primkarakterisztikaju kommutativ
gyurire ervenyes.

Biz.
LegyenF karakterisztikajap

Binomialis egydtthatok:

(pj _p(p-1).{p-i+1) _ omodp)

i i(i-1)..1

@ mivel nem egyszésithet p —vel .



(a+b)" =a’ +[Ejap‘1b+. . ,+[pliljab°‘1 +b” =a" +b"

n szerinti teljes indukcié=

(a+b)” =aP +b®,
a” =((a—-b)+b)* =(a-b)” +b"",

(a-b)” =a” -b”

® '



Tetel(véges testek egzisztenciaja)

Tetsdleges veges test elemszamg aholp prim és n pozitiv egéesz,
tovabba tetsdegesp prim ésn pozitiv egész szamhoz talalhgi®
elemszamu véges test.

Biz.
1. rész: mar lattuk.
2.rész: legyeng= p' és az

f=x3—x0F[x] polinomnakF azF, feletti felbontasi teste.

Tudjuk az edzo tetelldl :

F tartalmazzd gyokeit és

f gybkei pontosaf elemei , haF —nekqg eleme van.
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Van-e t0bbsz0oros gyokd —nek vagy mind kulonbosd ?

f=qgxatl-1

F[X] -beng=0 modp)

= (f,f)=1

= f—nek nincs tobbszoros gyoke.
LegyenS={allF: a8-a=0}

Mit mondhatunk S—rol ?



1. S—nekqgeleme van:f gyokei .

2. 0,100S.
3. [Ja,blS—re:

elozo tétel +Skonstrukcidja=

(a—b9= a9- = a-Db.

— a—-blS.

4. Oa, b(z0) 1 S-re :
(ab-1)g = adbd = ab'l

— abl[dSsS.

= Stest, ami tartalmazZadsszes gyodket

F a legstikebb ilyen= F=S.



Tetel(véges testek unicitasa) @

Tetsdlegesqg = P elemszamu veges test izomorf dz= x4 — X
polinom F feletti felbontasi testével.

Biz. LegyenF q = p" elemszamu véges test

veges test elemszama tetel

F karakterisztikajap és F : Fp .

x4 — x felbontasi teste tétek>
Faz f polinom F feletti felbontasi teste.

feloontasi test egzisztenciaja és unicitasa tétel

Test feletti polinom felbontasi teste izomorfizmalseltekintve
egyertelniien létezik.



Tetel (véges testek résztest kriteriuma)
LegyenF, tetsBlegesq = P elemszamu veges test.

F, minden résztest@™ —edrend, aholm|n, es

mindenm | n -hez egyértelitien letezikF, -nak p™ —edrend részteste.

Példa: F 30




Tetel (véges test multiplikativ csoportja)
Tetsdlegesk, veges tesk, multiplikativ csoportja ciklikus.

Def. Tetsdleges F, veges testF, multiplikativ csoportjana
generalo elemg, primitiv eleme.

Tetel (bovitoelem létezése)

Legyen F, tetsdlleges veges test ds, veges Bvitese. EkkorF,
egyszeii biviteseF, —nak ésF, minden primitiv eleme megfelel
bévitéelemF , —rol F, —re valo Bvitésnél.

Kovetkezmeény

[ F, veges testhez és pozitiv egészhez létezik egy —edfoku
irreducibilis polinomF [x] -ben . Nevezeteserk, = F (a) eseténa
F[X] feletti minimalpolinomja .



10. ALGORITMUSELMELET

Def. Szamitasi eljarasalatt a Q, Q,, Q,, f) negyest ertjuk, ahdD
allapotok halmaza,Q, (bemeneti allapotoR, Q, (kimeneti
allapotok) részhalmaza-nak, f: Q - Q atmeneti figgveny,
amelyref(g) = mindenq U Q,-ra.

[ x O Q, allapot definial egy,, 9;, 0., ... Szamitasi sorozatotahol

Go= és quni1=f(qn), ha n>0

X bemenetre a szamitasi sorozatlépésben veget érhan a

legkisebb W amelyge 0 Q, . Ekkor azeredmény,
qn:qn+1:qn+2:

Lehet, hogy nem ér véget! @




Példa: az euklidészi algoritmus formalizalasa.

LegyenQ, =Z,Q,=2% Q= (Z°%{2, 3}) O Q, I Q,, tovabba
f(a) =a,
f(a,b)=( b, 2)

- a, hab=0
f(a, b, 2) =<

(a, b, 3) ktlonben

f(a, b, 3) = ,amodb, 2)



Szimulalas @

C'=(Q,Q,, QL. )

k megadja, hogy a szimulalt
,gep” 1 Iépéset a szimulalo

szamitasi eljaras szimulalja a
hany lépésben hajtja végre

| =4

C' = (Q, Qv O, f)

halUolyang: Q, - Q. (bemeneti kodolag, h: Q - Q (allapot
dekddolag és k: Q' — N* fuggveny, amelyekre

(1) hax O Q, akkor aC szamitasi eljaras pontosan akkor adjayaz
eredmenyt, ha van olyagy [ Q,, hogy g(x) bemenettel aC
szamitas ay eredményt adja, d¥y’) =y

(2) hag’ O Q’, akkorf(h(q')) = h(fXa)(q")), aholf'Xa) azf leképezés
k(g')-edik iteraltjat jelenti.



Példa: a vitett euklideszi algoritmus formalizalasa.

LegyenQ, =273, Q,=2% Q= (Z'x{2, 3.1, 3.2} [0 Q, 0 Q,, tovabba

f(a,b)=( 1,0,b,0,1,0,2)

f(axy)=@xy)

f(a,x,y,b,uv,q,2)=<

~

szimulalja az &iz6 elja-
rast, de forditva nem igaz!

C (a,%Yy), hab=0

(a, x,y,b,u,v, g, 3.1) ktlonben

f(a,xybuvg31)=6axXY,buvlabl 3.2

f(axybuvag32)=0uv,a-ghx-quy—-quaq, 2)



Ordo @

Legyenf: R - N egy szamsorozat.

Jeldlje O(f), vagy O(f(n)) mindazong : R - N szamsorozatok
halmazat, amelyekre van olygrtol fiiggé C 0 R konstans édl [ N
iIndex, hogy

g(m| = CLf(n)|, han=N.

Ha f ésf’, illetve g ésg” csak véges sok tagban kiulonb6znek, akkor

g o) = g Oo(f),

igy a jeldles értelmes, akkor is haagy g veges sok indexre nem
értelmezett.

Ha pl.g egy legfeljeblk-adfokl polinom, akkor § O(nk) .



Forditva, hd [J O(g), akkor ez igy jeloljukg O (f) .

Az O(f) esQ(f) halmazok metszeté(f) jeloli.

/7
pﬁ C,f (n)
A
N
g(n)U ©(f(n))

/J(n)

Cf (n)
n

N
g (N Q(f(n))

QK N

g9(m0 O(f(n))



Turing - gépek
Egy Turing - gék = 1 dbszalagbodlés egwezérloegysegl all.

.|_||_|E.I|_|010|_¢|_|...

O

(1 medn azabécéegybetiije all, véges sok nem dresjel (sz0k62

a vezerbegyseg
véges sok belss _
allapotot vehet fel x Iro - olvaso fejek

v
o

mindig vans ésh
allapot!

@



Def. T Turing - gep egyl = (B, A, ¢) harmas, ahol a szalagabéc
B a bel$ allapotok halmaza, B véges, tovabba

uEA._. S,hEB

p:Bx A* = B x A" x {<,=,>}*

k a szalagok szama!

tetsdleges lekepezeés.

lgy is szokas megadni (precizebb' 7' = (k, B. A, . s, h, ©)

egy lepeés @15 (0, G wion g 8r) > (0587, 55 5 185561, w5 « 1C8),

ahol b,b' € B, és ha 1l <1 < k, akkor a;,a; € A, ¢; € {<,=,>
1 y - - y . Ly 3 3

I||e'[V€ @ . (h—, aAy,. .. ,ﬁ-;,;) — (h’:als N L ::)*



Turing - gép mint szamitasi eljaras

egy aktualis allapot: B-k: fejtél jobbra e# szavak

_ | D 2k
qg= (b,ay, 01,090, 82,... ,a, (3r) € B x A"

a;-K: fejtél balra e$ szavak
Bemeneti allapotok: ahdl= s, kimeneti allapotok: ahdd = h
Indulaskort]p, Ures sz6, azaz a fejek a bemenet jobb szélenkallna
Bementnél feltesszik, hogy-k nem tartalmaznak tres jelet.

Kimenetnéls-ket ,szemétnek tekintjuk.

Kimenet:a;-k leghosszabb Ures jel mentes suffixei.
a.-k tobbi része szemét. @



m < kbemeneti sz6 eseten azokat ad elszalagra irjuk, a tdbbi Ures.

m = 1 esetérstandard inputrol beszeéllnk.

Benenehosszaaz o;-k hosszanak Gsszege.

n < kkimeneti sz0 esetén azok az utatsgralagra kertlnek, a tébbi
szalag tartalma szemet.

n = 1 esetérstandard outputrol beszellnk.

Kinenethosszaa kimeneti szavak hosszanak dsszege.

Elnevezés\, elemszama szerininaris, binaris, stb Turing-gép



10.1.11. Példak. (1) Az a Turing-gép, amelynek csak

az s = h belso allapota van, nem csindl semmit, kimenete a
bemenet.

(2) Az a Turing-gép, amelynek csak az s # h belso alla-
potai vannak, mindig {ires jelet ir és balra 1ép minden szala-
gon, ¢s mindig az s dllapotban marad, torli a szalagokat, de
soha nem all meg.

(3) Az az egyszalagos Turing-gép, amelynek csak az s #
h belso allapotai vannak, ha nem iires jelet olvas, akkor balra
lép, ha pedig iires jelet olvas, akkor jobbra lép és megall,
tovabba mindig azt irja vissza, amit olvasott, megkeresi a
bemenet balszélsd betiijét. Hasonldéan kereshetiink egy adott

bettit.
(W



(4) Egy egyszalagos gépen azt, hogy abrakadabra Kkii-
rathatjuk a szalagra 12 allapottal.

(5) Konnyt megadni olyan kétszalagos gépet, amely
(109 ...dy

bemenetre kimenetként az a,a,_1...a1 szot adja: elme-
gyiink a bemenet bal széléig, majd visszafelé haladva a be-
tiiket egyenként a mdasodik szalagra masoljuk. Hasonloan
konnyl megadni olyan kétszalagos gépet, amely aqjas .. .a,
bemenetre aqas . .. ananan_1...a1, lletve ajaiasas .. .ayay

kimenetet ad.



(6) Binaris gépen {,, 0, 1} jelkészlettel, 3 szalaggal konnyen
megadhatd olyan gép, amely kettes szamrendszerben felirt
szamokat Osszead. Jelentse az s start allapot azt, hogy nincs
atvitel, a ¢ allapot pedig, hogy van atvitel. Leolvasva a két
utolsd szamjegyet, az 0sszeg megteleldo szamjegyét kiirjuk a
harmadik szalagra, balra lépiink, és az atvitelnek megtele-
10 allapotba megyiink at. Ha valamelyik szalagon eltfogyott
a szam, akkor ugy viselkediink, mintha onnan nullat olvas-
nank. Ha mindkét szalagon elfogyott a szam, akkor atvitel
esetén l-et irunk, egyébként iires jelet, és az eredmény jobb
szélére megyiink. Hasonldéan adhatéo meg 3 vagy 4 szalag-
cal olyan gép, amely kettes szamrendszerben felirt szamokat
osszehasonlit, kivon (ha az eredmény negativ lenne, nullat
ad vissza), szoroz, maradékosan oszt.

(1



10.1.12. Turing-gép szimulalasa csOkkentett jel-
készlettel. Legyenl = (B, A. o) egy Turing-gép, és A" egy
tetszoleges véges abécé, amelynek legalabb két eleme van.
Ekkor T szimulalhaté olyan 1" Turing-géppel, amelynek a-
bécéje A'. Ha egy szamitas soran a’l’ gép t Iépést tesz, akkor
al’ gép O(t) Iépést tesz.

Biz.
Alkalmasn-re A Ures jelenek kodja’ tres jeléll allo n-es

LegyenA={0, 1, 2, 3} ésA’ ={u, I}, tres jel a 0, illetve az u, tovabba

O- uu,1-ul,2->lu, 311
[0 h#DbB bels allapotahozl-nek a T'-nek a

b, by, by, b, (i JA), b, . (i A ésc [{<, >}) belsé allapotok tartoznak



T mikoddése ha T valamely b allapotban van és a bemenet
jobbszél§ betijét olvassa, akkor attol fuggn, hogy mit olvasotty,,
vagyb, allapotba megy at es balra Iép.

Itt attol fUgghen, hogy mit olvasott, b allapot valamelyikebe megy
at, jobbra Iép és kodjanak bal oldali b&jét irja ki, azaz

| = 0, ha ab, allapotban voltunk és u kgtolvastunk,i = 1, hab,
allapotban voltunk es u kgtolvastunk,i = 2, ha ab, allapotban
voltunk es | beit olvastunk,i = 3, hab, allapotban voltunk és |
betit olvastunk és(b, i) = (b, I’, C).

A b, allapotban, ha& az = jel, akkor a szalagrajobbszél$ betijéet
irjuk, atvaltunk ab’ allapotra és a fej] marad. Ha nem =, akkor a
szalagra’ jobbszél$ betijét irjuk, atvaltunk &, . allapotra és a fej
mozdulc szerinti irdnyba.



b, . allapotban azt irjuk aszalagra, ami ott van, aapalib’ lesz és a fej
mozdulc szerint.

gy T" a T gép barmely |épését legfeljebb 4 1épésben szinaulal;

Peldaul, hap(b, 3) = @, 1, <) aT-ben, akkofT-ben:

Np Abl Ab3

b by



Szavak kodolasa szamma @

Tth A ={0, 1, ...,r — 1} szamjegyek, ures jel a 0. Egy A*-beli
o = a.a,_;..-& bemeneti szo vagy ures, vagy nem 0-val kdddésr
alapu szamrendszerben:

a| = Zn: ar' r nincs a jegyek kozt!
=0

Az o |al

leképezes kblcsondsen egyertédm képezi I&d* nem O-val kezddo
szavaitN-re.

Ha csak A*-beli a = aa,_,...8 bemeneti szavakat akarunk kodolni,
akkor :

n

\a\r_l - Z a, (r ‘1)i r—1 a jegyek kozt van!

i=0
Az g \a\r_l

leképezes kblcsbndsen egyertéém kepezi lé\*-ot N-re.



10.1.15. Turing-gép szimulalasa egy szalaggal. Le-
gyven 1" = (B, A,p) egy Turing-gép k szalaggal. Ekkor I’
szimulalhato olyan egyszalagos S Turing-géppel, amelynek
abécéje A. Ha egy szamitas soran a 1 gép t Iépést tesz,
akkor az S gép 2kt (2t + 3) = O(t?) 1épést tesz.

Biz.
S minden megét 2k db meabdl allo csoportokra bontjuk bontjuk:

a-k mutatjak, hogyT-ben 1., 2., .k, fej hol allt indulaskor
\

egy medcsoport tartalma:  aiaz...arf1f2... fi

f.-k mutatjak, hogy a szimulacio soran hol alifaken 1., 2., k, a
fejek: ha aT gép i-edik szalagjan a méegsoportban szerepla
betin all a fe], akkof; a nem ures, ktlonben az tres jel. ‘



Kezdetben a fe] egy mézsoport jobbszelen all.

A tekintett me#csoporttol balra 1&v mezcsoportbans;-k mutatjak,
hogy T-ben 1., 2., k., fejtol eggyel balra milyen bét volt
indulaskor, és igy tovabb...

A T egy lépésének szimulalasa annalk i@szu meicsoportnak a
jobbszélésl indul, amelyben a ,leginkabb jobbra” l&¥ej van.

S,emlékszik” arra, hogyl milyen allapotban van és arra is hogy egy
mezcsoport melyik megén all.

Sbalra lepkedve megkeresi minden T-beli szalage allasat és
megjegyzi a ott |&y befivel egydutt. {-k alapjan meg tudja tenni)

Ekkor S mar tudja, hogy mit kell tennie.

Ha kell, akkor balra Iép egy m&zsoportot, aztan jobbra indul és a
megfeleb helyeken ir a szalagra és mozgatja a fejet.



Ha eddig szimulaltunk lepést, minden fej legfeljehibmezcsoporttal
mozdult el balra, vagy jobbra. Tehat leghosszalsd, dm egyik fe
mindig balra, egy masik mindig jobbra mozdult T-bérek =
,mezocsoportnyira” lesznek egymastol).

A kovetked lépés soran legfeljeblbn21 medcsoportot kell balra
haladva végigolvasni, hogy minden informaciot ma&djunk, ami
leirja a jelenlegi helyzetet.

Ezutan legfeljebb 1 mézsoportot kell balra menni, igy max£3-at
visszafele

tehat am+1-dik l1épés szimulalasa kbzben legfeljebb 2n+1+#&2
= 4n+5 medcsoportot erintink, amelyekk?2jel hosszuak, igy
dsszesen 2k(4n+5) |épeést t&sz

Tehat a lepés szimulalasa: -,
> 2k(4n+5) = 2kt (2t + 3)



