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2 FEl6sz6

El6szo

Ez a jegyzet a programtervezo informatikus MSC-s hallgatéknak sz6lé Funkciondlanalizis az al-
kalmazott matematikdban cimi targy el6adasainak az anyagét oleli fel. Bar ebbél a targybol gyakor-
latok nincsenek, a jegyzet utolso fejezete egy 118 feladatbdl allé feladatgylijtemény, ami médot ad
(kiilonosen a tanultak irdnt az elirtakon tul is érdekl6dé hallgatéknak) az elméleti ismeretek mélyebb
elsajatitdsira. Maga a jegyzet valogatast tartalmaz a funkcionalanalizis azon fejezeteibdl, amelyek
a matematikai alkalmazdsok (els6sorban a numerikus mdédszerek, a Fourier-analizis, stb.) szem-
pontjabdl kiilonosen fontos szerepet jatszanak. Az itt targyalt anyag nagyban tdmaszkodik a szer-
z0 altal az osztatlan képzésben a programtervez6 matematikus hallgatéknak ebben a témakorben
éveken &at tartott funkciondlanalizis-tam&ju el6adasokra. A targyalds soran a szokdsos bevezetd
analizis és linedris algebrai el6addsok anyaganak az ismeretét tételezziik fel, azaz, hogy az Olvasé
elsajatitotta mar a vektorterekre, ill. az egy- és tobbvéltozos fiiggvényekre vonatkozé eleminek
nevezheto analizisbeli ismereteket. FEz utébbival kapcsolatban mind tartalmilag, terminolégiailag,
mind pedig az alkalmazott (és nem ujonnan bevezetett) jelolésekkel kapcsolatban az elébb emlitett
képzésben részt vett hallgatéknak (részben a szerzo éltal) irt analizis jegyzetsorozat koteteire utalunk.

Kitlin6 - tobbnyire idegen nyelvii - szakkonyvek, monografidk allnak azok rendelkezésére, akik
bizonyos fejezetek utan mélyebben érdeklodnek, vagy esetleg csupdn mas aspektusbdl kivanjék az
itt targyaltakat attekinteni. A teljesség igénye nélkiil ezért &lljon itt a mondottaknak (ill. a hi-
vatkozdsoknak) messzemenden megfelelé néhdny mii:

e R. E. Edwards, Functional Analysis, Holt, Rinehart and Winston, New York-Chicago-San
Francisco-Toronto-London, 1965.

e L. V. Kantorovich - G. P. Akhilov, Functional Analysis, Pergamon Press, Oxford-Elmsford, N.
Y., 1982.

e Kérchy Laszld, Valds- és funkciondlanalizis, Polygon Jegyzettar, Szegedi Egyetemi Kiadd, 2008.

e A. N. Kolmogorov—Sz. V. Fomin, A fiigguényelmélet és a funkciondlanalizis elemei, Miiszaki
Konyvkiadé, Budapest, 1981.

e K. Maurin, Analysis I-1I, PWN-Polish Scientific Publishers, Warszawa, 1976-1980.

e Riesz Frigyes - Szbkefalvi-Nagy Béla, Funkciondlanalizis, Tankonyvkiadd, Budapest, 1988.
e W. Rudin, Functional Analysis, Mc-Graw Hill, New York, 1973.

e Simon Péter, Analizis V, egyetemi jegyzet, ELTE Eotvos Kiad6, Budapest, 1996.

e Szili Laszld, Funkciondlanalizis - a jelfeldolgozds és a szimuldcio matematikai alapjai, egyetemi
jegyzet, ELTE IK Kari Digitalis Konyvtar, 2007.

e Szokefalvi-Nagy Béla, Valds figguények és fiigguénysorok, Tankonyvkiadd, Budapest, 1965.

K. Yosida, Functional Analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1966.

Budapest, 2010. &aprilis.
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1. Absztrakt terek

1.1. Az absztrakci6 lehetséges tutjai.

Roviden emlékeztetiink a tobbvaltozés vektorfiiggvények analizisének az alapjat képezé tun.
topologiai hattérre. Legyen ehhez 0 < n € N, z = (21,...,2y), ¥y = (Y1,..-,yn) € K", ekkor az
z,y vektorok tdvolsdgat a pa(z,y) = /D p_, |2k — yx|? kifejezéssel értelmeztiik. Specidlisan R-ben
két szam, x,y € R tdvolsdgin az | — y| (nem)negativ szdmot értettiik.

Ennek a tavolsagfogalomnak a segitségével aztan értelmezhetévé valtak az olyan, az elemi
analizisben megismert fogalmak tobbvéltozos megfeleléi, mint a nyilt, zart, kompakt halmazok, kon-
vergencia, hatarérték, folytonossag, stb. Ezért az dltalanositas egyik lehetséges ttja lehet ennek a
tavolsagfogalomnak az absztrakcidja: a fenti, a vektorok tavolsagat meghatirozé fogalom lényeges
jegyeit megragadva eljutunk a tdvolsag, ill. a metrikus tér absztrakt fogalméhoz.

Az el6bb felidézett K™-beli tavolsiag valéjaban a K™-beli vektorok hosszdnak a fogalméan alapult:
ha a fenti © € K" vektor (euklideszi) hosszdn a

]2 =

kifejezést értjiik, akkor x,y € K™ tavolsdga nem maés, mint az x — y vektor hossza:

p2(2,y) = ||z — yll2-

Ez az észrevétel lehetOséget kindl az absztrakcid egy masik lehetséges utjara, a vektorhosszisag fo-
galmanak az absztrakcidja révén, amelynek az eredményeként kapjuk az absztrakt normdlt tereket.

Mar az elemi analizisbdl is jol tudjuk, hogy a vektorok euklideszi hossza szoros kapcsolatban van
a K"-beli vektorok kozotti skaldris szorzdssal: ha z,y € K™ a fenti két vektor, akkor

n
<£L', y>2 = Z Tk
k=1

az x,y un. skaldris szorzata és \/{(x,x)s az x vektor ||z|2 euklideszi hossza. Ez az észrevétel kinélja
az absztrakcié harmadik lehetséges kiindulé pontjat, a fenti skalaris szorzas fogalméat absztrahalva.
Ennek a végeredménye az absztrakt skaldris szorzat tér vagy euklideszi tér.

A fentiekben vazolt absztrakcidés utak egyre sziikebb teret engedtek az altaldnositdsnak. Elin-
dulhatunk azonban az ellentétes irdnyban is, emlékezve arra, hogy a tébbvaltozés analizisben szamos
alapvetd fontossagu fogalom (ilyen pl. a folytonossdg) megfogalmazhaté pusztéan pl. a nyilt halma-
zok segitségével. Ez utébbi fogalom lényeges jegyeit kiragadva is eljuthatunk egy, az eddigi terek
mindegyikét magaba foglalé absztrakt tértipushoz, az Gn. topologikus tér fogalmahoz. Ez utébbiak a
késobbi vizsgaléddsainkban csak bizonyos fogalmak bevezetéséig, ill. néhany azokkal kapcsolatos alap-
tulajdonsag tisztazasdig jatszanak szerepet. A Kkicsit is mélyebb meggondolasokat igényl6é fogalmak,
tételek szaméra a legtagabb keretet aztan a metrikus terek fogjak jelenteni.
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1.2. Euklideszi terek.

Idézziik fel réviden a skalaris szorzas, ill. az euklideszi tér fogalmat. Legyen ehhez X linedris tér
(a tovabbiakban is mindig a valés vagy komplex K testre vonatkozéan) és tekintsiink egy olyan

X253 (z,y) = (z,y) €K
leképezést, amelyre barmely z,y, 2z € X és A € K mellett az alabbi tulajdonsagok igazak:
19 (z,z)
2° (x,x)
3° (z,y) = (y, x),
(Az,y
(

40
50

(aholZaz=a+w €K (a,b€R,1:=+/—1) szdm komplex konjugaltjat jeloli: Z = a — 1b). Ekkor
(,)-t skaldris szorzasnak, az (x,y) (valés vagy komplex) szdmot az x,y elemek skaldris szorzatdnak,
az (X, (,)) part pedig skaldris szorzat térnek (vagy euklideszi térnek) nevezziik. Valds vagy komplex
euklideszi térrol beszéliink, ha K = R vagy K = C.

A 3°,4° tulajdonsagokbdl rogton kovetkezik, hogy (z,\y) = Mz, y) (z,y € X, A € K). Valds
esetben a 3° tulajdonsag a skalaris szorzas szimmetrikus voltat fejezi ki: (x,y) = (y,z) (z,y € X).
A most mondottak szerint (Az, \y) = |\|*(z,y) (z,y € X, € K). Ha 4°-ben X helyébe 0-t {runk,
akkor az elébbieket is figyelembe véve (az X vektortér nullelemét is O-val jelolve) (0,z) = (z,0) =0
(z € X) adddik. Specidlisan (0,0) = 0 (1d. 2°). Vildgos, hogy 3° és 5° alapjan (z,y+z) = (y + 2z, x) =
(y,x) + (z,2) = (x,y) + (x,2) (z,y,z € X), azaz a skaldris szorzés disztributiv az 6sszeaddsra nézve.

Emlékeztetiink az euklideszi terek vizsgalatdban alapveto szerepet jatszo Cauchy-Bunyakovszkij-
egyenlGtlenségre:

(@, 9))* < (z,2)(y,y)  (z,y € X).
A teljesség kedvéért bizonyitsuk is be itt ezt az egyenlétlenséget. Ehhez nyilvan feltehetd,

hogy (pl.) x # 0 (azaz 1° és 2° szerint (x,z) > 0), kiilonben (Id. az el6bbi megjegyzéseket is)
az egyenlGtlenség mindkét oldalan nulla all. Legyen ekkor

P\ = x4y, Az +y) = ANz, 2) + Mz, y) + My, z) + (y, ) (A € K).

Mivel 1° szerint P nem-negativ fliggvény, ezért a A\g := — gg’ i; = - gi’% véalasztassal
[z, [zy)® [y (=, y)[?
0 < P(N) = — — = -
— ( 0) <J},.’E> <$,JI> <J},.’E> + <y?y> <yay> <$,JI> 3

amib6l a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlotlenség mar nyilvan kovetkezik. Erdemes megjegyezni, hogy
a K =R (val6s) esetben

P(A) = Nz, z) +2Mz,y) + (y,9)  (AER),
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azaz P egy nem-negativ valds egytitthatés masodfoki polinom. Kévetkezésképpen a

d = 4(z,y)* - 4z, 2)(y, y)
diszkrimindnséra d < 0 adddik, amibdl a (valds) Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlétlenség mar
kovetkezik.

Példaul az 1.1. pontban szereplé K™ térben értelmezett (,)o fliggvény skaldris szorzds, azaz
(K™, (,)2) euklideszi tér. Hasonléan, ha valamilyen (X, €, i) mértéktér esetén

(f.9) :=/f§du (f.g € L?),

akkor (L2, (,)) euklideszi tér (ami - megfeleléen véalasztva az (X, u) mértékteret - megegyezik
(K™, (,)2)-vel). Specidlisan legyen [a, b] kompakt intervallum, u := dz az [a, b]-beli Lebesgue-mérték,
ekkor

b -
(frg) = / f@g@de  (fg € L2[a,b]),

ill. (L2[a,b],(,)) a Lebesque-féle euklideszi tér. Ha C[a,b] a folytonos f : [a,b] — R fiiggvények
alkotta (az R testre vonatkozéan a ,szokdsos” fliggvénymiiveletekre nézve nyilvan) linedris tér, akkor
az

b
(f.9) = / f@)g(@)dz  (f.g € Cla,b)

skaldris szorzassal (Cla,b], (,)) (valés) euklideszi tér, ami (a K := R esetben) az elébbi (L?[a,b], (,))
térnek altere.

Vildgos, hogy barmely (X, (,)) euklideszi tér és Y C X altér esetén a (,) : X2 — K fiiggvény
Y2re val6 (,)| , lesziikitése is skaldris szorzés (az Y altéren), azaz (Y, (,), ,) is euklideszi tér (az
Y Y
(X, (,)) tér altere).
1.3. Normalt terek.

Legyen X ismét egy linedris tér K-ra vonatkozdan és tegyiik fel, hogy adott a

Xszm|z]€eR

leképezés, amelyre minden z,y € X és A € K esetén a kovetkezd kikotések teljesiilnek:
19 [|lz]| = 0,
2° ||zl =0 <= z=0(cX),
37 Azl = (A [l[l,
42 o+ yll < flfl + llyll-

Ekkor ||.||-t normdnak, ||z|-t az x elem normdjdnak (vagy hosszdnak), az (X, ||.||) part pedig normdlt
térnek nevezziik. 3°-bdl |0 =0 (Id. 2°2), ill. || — z|| = ||z|| (z € X) rogtén kovetkezik. A 4° egyen-
16tlenséget hdromszog-egyenldtienségként szokas emliteni. Ennek egy atfogalmazasa a kovetkezo:
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4 el = Nlylll < flz =yl (z,y € X).

Ui. az ¢ = (x —y) + y felbontdsbdl 4° alapjan |z|| < ||z — y| + [Jyl|, azaz ||z| — [Jy|| < ||z —yl|. Az
T « y szerepcsere utan ||y — [|z| < |ly — 2| = ||z — y|| adédik. Forditva, ha 4°° igaz, akkor 4°°-ben
x helyett (z +y)-t irva ||z + y|| — |ly|| < ||z||, azaz 4° kovetkezik. Specidlisan (y = —x) kapjuk, hogy
2||z|| > 0, azaz ||z|]| > 0 (z € X) (1d. 1°).

Az 1.1. pontban mér targyalt K™ térben pl. ||.||2 norma. Ennek altaldnositasaként megmu-
tathatd, hogy barmely 1 < p < 400 mellett

(S Jzl?)? (p < +00)
|||, :=
max{|zg| : k=1,..,n} (p=+00)

norma, azaz (K", ||.||,) normalt tér. Vildgos, hogy n = 1 esetén barmely 1 < p < 400 vélasztassal
l|zll, = |z| (2 € K),ill. kapjuk a (K, |.|) normélt teret. S6t, az 1.2.-ben emlitett (X, 2, u) mértéktér
és 1 < p < +00 esetén

1P dp)'? (p < +00)
il o= | 1) g (f € L7)

inf{a >0:|f(z)|]<a (mm.z e X)} (p=+00)

norma, igy (LP,|.||,) normalt tér (ami alkalmas (X, (2, 1) mértéktér mellett megegyezik az el6z6
(K™, ||.|[p) térrel). Specidlis esetként kapjuk (1d. 1.2.) az (LP[a,b],||.|,) tereket, ill. valés esetben
ezek (Cla, b, ||.||p) altereit:

b 1/p
x)|Pdz 00
1fllp = <fa i) ) (P o) (f € L[a, b]),
inf{a>0:|f(zr)]<a (mm.z€la,b)} (p=+o)
ill.
b 1/p
x)|P dx 00
ity { UV@Pa) T by

max{|f(z)|: z € [a,0]} (p= +00)

Ha valamely (X, ||.||) normélt tér esetén adott az Y C X altér, akkor nyilvan .|}, is norma,
azaz (Y, ||.|||, ) is normalt tér (az (X, |.||) tér altere).

A Cauchy-Bunyakovszkij-egyenl6tlenséget is felhaszndlva konnyen beldthaté, hogy ha (X, (,))
euklideszi tér és

]l := vz, 2y (2 € X),

akkor (X, ||.||) normélt tér. Ezt igy fogjuk réviden jelolni: (X, ||.|) = (X, (,)). (Megjegyezziik, hogy
ekkor a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlétlenség alakja a kovetkezo:

[zl < ll=ll - llyll - (2,9 € X))
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Specidlisan (1d. 1.2.) az (L%, (,)) vagy az (L?[a,b],(,)) térbél, ill. az utébbi (Cla,b],{,)) (valés)
alterébdl kiindulva a fenti (1d. p = 2 eset) (L?,]|.||2), (L?[a,b], ||.]|2), (Cla,b],|.|l2) tereket kapjuk.

1.3.1. Megjegyzések.

i) Tegyiik fel, hogy (X, |1.]) = (X, {,)), aza lal] = /T2 (@ € X). Ekkor biirmely a,y € X
esetén

o +yll?> = (z+y, 2 +y) = =+ lylI* + (z,9) + (v, )
és
o =yl = (z —y,z —y) = =] + Iyl — (2, y) — (y, ).

Ezt a két egyenléséget kivonva egymaésbdl azt kapjuk, hogy

Az, y) (K=R)

x4+ ylI> = lz —ylI* = 2 ((z,y) + (y,z)) =
4Re (z,y) (K= C),

azaz

(r,y)  (K=R)

e+ 9l — e — o) =
Re(z,y) (K=C).

ii) Ha K := C, akkor az elébbiekben y helyett 1y-t irva (2 := /—1) azt mondhatjuk, hogy

i(llfr +uyl® — llo = wl?) = Re (z,19) = Re (~1(z,y)) = Im (2, ).

Tehat

(lz + ylI* = = — ylI* + ol + wl]* — [z —ay]?)) .

RS

<J},y> =

1.3.1. Tétel (Neumann-Jordan-paralelogramma-szabdly). Legyen (X, || - ||) normdlt tér a K
testre vonatkozdoan és tegyiik fel, hogy

(*) lz +yl* + llz = ylI* = 2 (l=I* + Iy1*) (2,5 € X).
Ekkor megadhaté olyan X2 > (z,y) — (x,y) € K skaldris szorzds, amelyre

el = vz, z)  (z e X).

Bizonyitas. Az eléz6 megjegyzéseket szem el6tt tartva tekintsiik a
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p(@,y) == (lx +ylI> = lz —yl]*) (2,9 €X)

RS,

eléirassal definidlt p : X2 — R leképezést. Azt fogjuk beldtni, hogy tetszbleges z,y,2 € X és A € R
esetén

i) p(x,2) > 06s p(z,2) =0 <= x=0; i) p(z,y) = p(y, z);
iii) p(x +y,2) = p(z,2) + p(y, 2); iv) p(Az,y) = Ap(z,y).
Ugyanis

i) dp(z,x) = ||lz+z|? ||z —z|* = ||22]]®> = 4||z||* > 0, ill. p(z,2) =0 <= |z|=0 < z=0.

i) 4p(y,z) = ly+zlP—lly—z|* =l +yll> = | — (= y)|* = [z +ylI> — |z —y||* = 4p(z, y), azaz
p(z,y) =ply, ).

iii) Megmutatjuk, hogy minden z,y, z € X mellett
@(‘Tay’ Z) =4 (p(IL' + Y, Z) _p(l‘a Z) _p(yv Z)) =0.

Valéban, a p definicidja alapjin ¢(z,y, z) =
(%) lz+y+21* =l +y — 2 = llz + 2l* + [l — 2] = |y + 2] + |y — =],
ahol a (x) feltétel miatt

Iz +y+zl* = (@ +2) +ylI*> = 2 (llz + 2l + 9]?) =l + 2 —y|%,

lo+y—z)* = (e —2) +yI* =2 (|z — 2l + ly|*) — & — = — y|*.
Innen tehat azt kapjuk, hogy p(x,y,2) =

lo — 2 = yl* = llz + 2 =yl + 2 (Ilz + 21 = llo = 2[1*) = o+ 2> + o — 21" = ly + 2] + [y — 2]|*

(%5 %) lo =2 = yl® = llz+ 2 =yl + llo + 21 = llo = 2l* = lly + 2II* + lly — 2[I.

A (%), (x * %) egyenlOségeket Gsszeadva az addédik, hogy 2¢(x,y, 2) =
(le +y+ 2l +llz =2z —=yl*) = (lz +y — 2> + llz + 2 = yl?) =2 (lly + 2l =y — =[1?) -
Itt a (%) kikotést alkalmazva azt mondhatjuk, hogy

lz +y + 2 + llo — 2 = yl* = Iy + 2) + 2l + 1y + 2) — 2* =2 (ly + 2] + [[2]*)

és
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lz+y =2l +llz+ 2 = yl* = Iy — 2) + 2l + |y — 2) — = =2 (ly — 2> + =) -

Az utobbi két egyenloségbdl oda jutunk, hogy

20(w,y,2) =2 (ly + 211 = ly — 21%) =2 (ly + 2 = lly — 2II*) =0,
tehat valéban ¢(z,y, z) = 0.

iv) Valamely z,y € X esetén legyen

oy (1) = dp(te,y) = [tz + ylI* — [tz —y[* (t€R).

Ekkor egyrészt a @, , : R — R fiiggvény folytonos, ui.

@y (t) = Py (T)] < [lltw +ylI* = lIr2 +yl1?] + [l[tz — ylI* — |rz — y[*| =

[tz +yll = llrz + ylll (it + yll + ll7z + yl) + [tz = yll = 7z — yll| ([tz =yl + 7z - yl)) <

206 = 7l =l (el + 7Dzl + 2[lyl)) = 0 (& = 7).

Miasrészt @, (0) = ||y||> — || — y||> = 0 és ha t € R, akkor

Opy(—t) = || = te +yl? = | =tz —y|* = [tz — y||* — [tz + y||* = —4p(ta,y) = — sy (t).
Teljes indukcioval megmutatjuk, hogy barmely n € N esetén
O, y(n) =ndy (1),

Ezt n = 0-ra az imént lattuk, ha viszont valamilyen N > n-re igaz, akkor iii) miatt

Py y(n+1) =4p(ne +z,y) = dp(nz, y) + 4p(z, y) = Pgy(n) + o y(l) =

n®y (1) + Pay (1) = (n+ 1)Ps (1)

Most lassuk be azt, hogy tetszéleges negativ k € Z egész szamra

Oy (k) =kDy (1),

Ugyanis —k € N, ezért az elébbiek alapjan ®, (k) = @5, (—(—k)) = =Py y(—k) = —(—k) P, (1) =
k®g ,(1).

Tehat minden z,y € X, j € Z mellett
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Dy y(5) = §Pay(1).

Legyen j, k € Z, k # 0. Ekkor az elébb beldtottakat felhasznélva
J T N
0o (1) =90 (759) = Bapeald) = 39,0 (1) =

Lap (k‘—y) = Lap(a,y) = l%y(l)-

J _J _

k

Ezzel megmutattuk, hogy barmely z,y € X, r € Q esetén

D, (1) = 1Dy, (1).

Ha végilt € Rés t, € Q (n € N) olyan sorozat, amelyre lim(¢,,) = ¢, akkor ®, , folytonossaga
miatt

O, () =1Hm (Pyy () = lm (£, Py (1)) = Py (1),

Maés szdval

p(te,y) =tp(z,y) (v,y€ X, teR).

A fentiek alapjian nyilvanvald, hogy a K=R esetben

(x,y) :==p(z,y) (z,y€X)

olyan skaldris szorzas, amelyrol a tételben szd van.

Legyen most K = C és

<£L’,y> = p(:v,y)+zp(x,zy) (iL’,yEX).

Megmutatjuk, hogy (,) eleget tesz a tételbeli kivdnalmaknak. Ehhez azt kell belatnunk, hogy barmely
z,y,z € X és A € C esetén

v) (@ +y,z) =(z,2) +{y,2); Vi) (2,y) = (y,2);
vil) (A\z,y) = Na,y); viil) (z,z) >0és (z,2) =0 <= z=0.

Bizonyitasképpen a kévetkezdket tudjuk mondani:

v) Ez a p-re fentebb igazolt iii) Gsszefiiggés nyilvanvalé kovetkezménye.
vi) 4z, y) = [lz +yl]* = llz = ylI* + o (|2 +oyl? = [l — wl?) =

ly + =1 = lly = 2lI* + 2 (lle(—22 + ) = (= = y)II*) =
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ly + 2l = lly = 21> + 2 (lly — 2> = [l + y[|?) =
ly + 2> = lly = 2> = o (ly +2l|* — [ly — |?) = 4(y, z).
vii) Mutassuk meg el6szor, hogy (1z,y) =1(z,y) (x,y € X). Valéban,
Aoz, y) = [l +yl* =l — y1* + o (lez +wl® — oz —awll*) =

e+ yl* = llow = ylI* + 2 (le(z + 9 = oz = )I*) =
e+ yl* =l = yl1* + 2 (o + yl1* = o = yl?) =

v (=0 (lhz +ylI* = llz —yl?) + o+ yl* = llz —yl?) =

v(= (e = )2 = (e +w)|2) + ll +y[2 = o — yll?) =

(=t (e —wl® = llz + w)l?) + llz + 9l = llo - ylI*) =

v (o (lz +wl? = llz —w)?) + |z + yl|> = [lz — yl*) = de(z, y).

Legyen most A=a+1 € C (a,b € R). Ekkor béarmely z,y € X mellett a most mondottak és iv),
ill. v) alapjén

(Az,y) = ((a + )z, y) = (ax + b(x),y) = (az,y) + (b(1x),y) =

a(x,y) + b<Z‘Tay> = (1<{L‘,y> + bZ<£L’,y> - )‘<‘T7y>

viii) Az elébb belatott vii) allitést felhasznélva tetsz6leges x € X esetén

Az, ) = [[22]* = o — 2* + 2 (| (1 + )] = |1 = 2)2]*) =

Alll* + o (142 [ll® = 11— o [|2]?) = dll2]* + o 2l - 2]2]*) = 4],

azaz (z,z) = ||z||? > 0és (z,2) =0 <= 2=0.1
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1.3.2. Megjegyzések.

i) Egyszerii szamoldssal ellenérizhetd, hogy tetszéleges (X, (,)) euklideszi tér esetén az
lz|| == /{x,z) (x € X) norméra () igaz. Ezért a (x) feltétel sziikséges és elégséges
ahhoz, hogy egy norma skalaris szorzasbol szarmazzon.

ii) PL. legyen X := {f : [0,1] — R : f folytonos } és || f| := maxR s (f € X), ekkor (x)
nem igaz. Tekintsiik ui. az F(t) :==¢,G(t) :=1—1t (t € [0,1]) fiiggvényeket, amelyekre
|F+G|*+||[F—G|? =2, de 2(||F||>+ ||G||?) = 4. Ezért || |-t nem skaldris szorzas generélja.

1/p
iii) Ha az elébbi megjegyzésben ||f|| := ||f]l, := (fol |f|p) (f € X) valamilyen rogzitett

1 < p < +oo mellett, akkor |[F+G|> + |[F = G||?> = 1+ (p+ 1)"2? = 2(|F|*> + |G|?>) =
4p+1)7%P — (p+1)? =37 <= p = 2. Kénnyen meggy6ézidhetiink arrél, hogy

(f,9) = fol fg (f,g € X) skaldris szorzas és ||f|l2 = /(f, ) (f € X).

iv) Legyen 2<n e N, X :=K",1 <p < +oo (Id. 1.3.) és

]l == [l = (z = (21, .0 20) € X).

Ekkor az z := (1,0, ...,0),y := (0,1,0,...,0) € X elemekre

2-22/P (p < +00)
2 +yl? + [z — y|* = » 2([l2]” + [lyl1%) = 4,
2 (p=+4)

tehdt ||z + y||? + |z — y)?> = 2(||lz]]? + |y||?) <= p< +océs2?/P =2 = p=2 Ha
(d. 1.2.)

<$,y> = <$7y>2 = ZxZE (xvy € X)7

i=1

akkor (,) nyilvan skaldris szorzds és ||z|2 = /(z,z) (z € X).

v) Legyen az elébbi megjegyzésben K := R,n := p := 2, ekkor z,y € R? esetén
|lz+y|3+||z—y||? az z, y vektorok dltal kifeszitett paralelogramma atléinak a négyzetosszege,
2(||z||? + ||y||?) pedig az oldalak négyzetosszege. Ismert elemi geometriai tény, hogy ezek az
Osszegek egyenlSk. (Ezért nevezik az 1.3.1. Tételt paralelogramma-szabdlynak.)
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1.4. Metrikus terek.

Tekintsiink egy X # () halmazt és egy olyan p : X2 — R fiiggvényt, amelyre barmely z,y,z € X
esetén az alabbiak teljesiilnek:

1? p(z,y) = 0,
2% p(z,y)

3° p(x,y) = py, ),
4° p(z,y) < p(z,2) + p(2,9).

Ekkor a p fiiggvényt metrikinak, a p(x,y) szdmot az x,y elemek tdvolsdgdnak, az (X, p) part pedig
metrikus térnek nevezzik. (Koénny(i meggondolni, hogy az 1° — 4° kdvetelmények sem fiiggetlenek.)
A 4° axidma az un. hdromszig-egyenldtlenség. Az 1.3. pont 4°° egyenl6tlenséghez hasonléan lassuk
be, hogy

=0 <= z=y,

4°¢ |p(:1?,y) - p($,2)| < p(y,z) (:c,y,z € X)

Valéban, 42 szerint p(z,y) — p(, 2) < p(y, 2), ill. ugyanigy —(p(z,y) — p(z, 2)) = p(z,2) — p(z,y) <
p(y, z), amibdl 4°° mar trividlisan kovetkezik.

Barmely X # () halmaz esetén megadhaté p : X? — R metrika. Legyen ui.
p(z,y) == (z,y € X).
L (z#y)

Egyszerli meggondolas mutatja, hogy p metrika, (X, p) az un. diszkrét metrikus tér.

Bérmely (X, p) metrikus tér és () # Y C X esetén p| , is metrika, azaz (Y,p| ,) is metrikus tér
(az (X, p) tér (metrikus) altere).
Ha pl. (X, ||.||) normélt tér és p(z,y) := ||z —y| (x,y € X), akkor p metrika. Ezt a szitudcidt

Tekintsiik pl. a fenti K™ teret és az ott emlitett z,y € K" vektorokra

p(x,y) == pa(z,y) = |lz —yl2 =

akkor konnyen belathatéan egy (K™, ps) metrikus térhez jutunk. (Szokds a most bevezetett po
metrikdt euklideszi metrikanak is nevezni.) Ugyanigy metrika lesz a valamely 1 < p < 400 mel-
lett definidlt

n 1
(> k=176 — y&l?) w (p < +00) )
pp(,y) =z —yl, = (2.5 € K")
max{‘xk_yk’ :kzl,...,n} (p:—|—oo)

figgvény (n =1 esetén py(x,y) = |z —y| (r,y € K,1 <p < +400), ill. ennek altalanositdsaként (Id.
1.3.) a
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7= gl )" (p < +o0)
(g = d U7 g (f,g € I?)

inf{fa >0:[f(z) —g(zx)| <amm.z € X} (p=+00)

fliggvény is. Specidlisan (I1d. 1.3.)

b 1/p
x) —g(x)|Pdx 8
inf{a >0:|f(z) — g(z)| < amm. z € [a,b]} (p=+00)
ill.
b 1/p
x)—g(x)Pdz 00
e V@) =gl ds) p<t2) o

max{|f(z) - g(@)| : 2 € [a,B]} (p=+0)

Adott (X, p) metrikus tér esetén egy a € X elem (r > 0 sugari) kdrnyezetén a

K(a):= Ky (a):={z € X : p(z,a) <r}

halmazt értjiikk. Vildgos, hogy minden esetben a € K, (a). Kénnyfi ellenérizni, hogy pl. az (R?, p,)
metrikus terekben a p = 1,2, +oo vélasztassal a K,.(a) (a € R2,r > 0) kornyezetek geometri-
ailag a Descartes-féle koordinatasikon rendre egy a kozepil, a koordinatatengelyekkel parhuzamos
oldalt és 2r oldalhosszisagi négyzettel, egy a kozéppontu, r sugaru korrel, ill. egy a kézépponti,
a koordinatatengelyekkel parhuzamos 4t16ji és rv/2 oldalhosszisagi rombusszal szemléltetheték. Ha
(X, p) a diszkrét metrikus tér (1d. fent), akkor nyilvdn barmely a € X esetén K,(a) = X, ha r > 1,
kiilonben K, (a) = {a}.

Egy A C X halmazt nyiltnak neveziink, ha A = () vagy tetszdleges a € A elemnek van olyan
K (a) kornyezete, amelyre K(a) C A teljesiil. Legyen

T, :={AC X : A nyilt}.

Ekkor az alabbi allitasok trividlisan teljestilnek:
1° X,0e17,,
2° ha I' # () és minden v € T esetén A, € 7, akkor | . A, € 7,

3° ha T # ) véges és minden v € I esetén B, € 7, akkor ﬂvel“ B, €7,

~eTl'

1.5. Topologikus terek.

Az 1.4. pont végén a metrikus terek nyilt halmazaival kapcsolatban tett 1° — 3° kijelentések
médot adnak arra, hogy a nyilt halmaz fogalmanak az absztrakcidja révén egy, a metrikus tereknél
altaldnosabb tértipushoz jussunk. Legyen ehhez X halmaz, 7 C P(X) pedig olyan halmazrendszer,
amelyre fennéllnak a kovetkezok:
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1° X,0eT,
2° ha I' # () és minden v € I" esetén A, € 7, akkor Uvel“ A, eT,
3% ha T # ) véges és minden v € T" esetén B, € 7T, akkor ﬂvel“ B,eT.

Ekkor T-t topoldgiinak, (X,T)-t pedig topologikus térnek nevezzik. Az X (alap)halmaz valamely
A C X részhalmazat nyiltnak nevezzik ezutén, ha A € 7. Vildgos, hogy barmely (X, p) metrikus tér
esetén 7, topoldgia, ill. (X, 7,) topologikus tér. Mindezt igy fogjuk jelolni: (X,7) =(X, p).

Bérmely X halmaz esetén 7:= {0, X}, ill. 7:= P(X) nyilvdn topolégia, azaz (X, {0, X}) és
(X,P(X)) egy-egy topologikus tér. Tovabba egy (X, 7) topologikus tér és az X tetszbleges Y C X
részhalmazaval 7y = {ANY € P(Y) : A € T} nyilvan topolégia, azaz (Y,7y) topologikus tér
(az (X, 7) tér (topologikus) altere). A 7y topoldgia elemeit az X halmaz (Y-ra nézve) relativ nyilt
halmazainak nevezziik.

A kés6bbiekben tObbszor szerepel majd példaként az ({a,b},{0,{a},{a,b}}) (nyilvdn)
topologikus tér, ahol a # b.

A nyilt halmaz absztrakt fogalméanak a segitségével kiilonb6z0, az elemi analizisben fontos sze-
repet jatszé pont-, ill. halmaztipusok absztrakt megfelel6it értelmezhetjiik topologikus terekben.

i) Valamely A C X halmaz belsejét (roviden: int A) mindazon 7' € 7 halmazok egyesitéseként
definidljuk, amelyekre T' C A igaz. Vildgos, hogy int() =0, int X = X, int A C A, int A € 7, ill.
haT €7 ésT C A, akkor T Cint A. (Az utébbi tulajdonsidg miatt mondjuk azt, hogy int A az
A halmaz legbdvebb nyilt részhalmaza.) Tovabba A pontosan akkor nyilt, ha A =int A.

ii) Legyen x € X. Az z elem kornyezetének neveziink minden olyan A C X halmazt, amelyre
x €int A. A koérnyezetek jelolésére altalaban a K (x) jelolést fogjuk haszndlni. Nyilvan int K (z)
is kérnyezete z-nek és int K (x) C K(x), azaz v € K(x). Vilagos, hogy ha (X,7) =(X, p), akkor
barmely r > 0 esetén K, (x) (nyilt) kornyezete z-nek.

iii) Egy 0 # A C halmaz belsé pontjinak nevezziikk az a € X elemet, ha van olyan K(a), amelyre

K(a) C A. Az eddigieket egybevetve azt kapjuk, hogy 0 # A € T akkor és csak akkor igaz, ha A
minden pontja bels6 pontja A-nak.

iv) A B C X halmaz legyen zdrt, ha X \ B € 7. Jeloljik C-vel az X zart részhalmazainak a
rendszerét, ekkor egyszertien kapjuk az aldbbiakat:

1° X,0eC,
2° ha I' # () és minden y € I esetén A, € C, akkor [, Ay €C,
3° ha I' # () véges és minden y € I esetén B, € C, akkor |, . B, €C.
Nyilvédnvald, hogy valamely A C X halmazra A € 7 azzal ekvivalens, hogy X \ A € C.
v) Valamely A C X halmaz lezdrdsdt (r6viden: A) mindazon B € C halmazok metszeteként
definidljuk, amelyekre A C B igaz. Vildgos, hogy ) = 0, X = X, A C A, A € C, ill. ha
B e€(Cés AC B, akkor A C B. (Az utébbi tulajdonsag miatt mondjuk azt, hogy A az A halmazt

lefedé legsziikebb zart részhalmaza X-nek.) Tovdbbd A pontosan akkor zdrt, ha A = A. Azt
mondjuk, hogy A mindenditt sird (X-ben), ha A = X.

vi) Legyen A C X,z € X. Azt mondjuk, hogy az x elem érintkezési pontja A-nak, ha barmely K (x)
kornyezet esetén AN K (x) # (. Nyilvanval, hogy az A halmaz minden pontja érintkezési pontja
is A-nak.

vii) Az x € X elem torléddsi pontja az A C X halmaznak, ha tetsz6leges K (x) kornyezetre
AN (K(z)\ {z}) # 0. Legyen A’ az A halmaz torl6ddsi pontjainak a halmaza. Vildgos, hogy ha
x € X \ A érintkezési pontja A-nak, akkor z € A'.
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1.5.1. Allitas. Legyen A C X,z € X. Ekkor z € A akkor és csak akkor igaz, ha x érintkezési
pontja A-nak.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy = € A és (indirekt médon okoskodva) z nem érintkezési
pontja A-nak. Ez azt jelenti, hogy egy alkalmas K (x) kornyezettel A N K(z) = (). Feltehetd, hogy
K(x) € T, kiilonben cseréljiik ki K (x)-et int K (x)-re. Igy X \ K(z) € C, azaz A ¢ X \ K(z) miatt
A C X\ K(z). Mivel z € A, ezért x ¢ K(z). Utébbi viszont ellentmond z € K(x)-nek, ezért x
valéban érintkezési pontja A-nak.

Forditva, most azt tegyiik fel, hogy z érintkezési pontja A-nak és (ismét indirekt okoskodva)
xr ¢ A. Tehdt € X \ A € 7. Van tehdt olyan (feltehets, hogy nyilt) K (z) kérnyezete z-nek, amelyre
K(r) c X\ A€ T. Tehat K(x) N A= (. Mivel A C A, ezért K(z)N A =0 is igaz, ami ellentmond
annak, hogy z érintkezési pontja A-nak. Tehit z € A. m

Tekintsiik a kovetkezo példat: tegytk fel, hogy a # b és legyen

X :={a,b}, T :={0,X,{a}}.

Ekkor az (X,7) topologikus térben (l1d. fent) b-nek egyetlen kornyezete létezik: K(b) = X.
Kovetkezésképpen X N (K (b) \ {b}) = {a} # 0, azaz b € X'. Nem igaz tehédt az az elemi analizisbdl
megszokott jellemzése a torlédasi pontoknak, hogy ti. egy halmaz valamely torlédasi pontjanak
barmely kornyezetében végtelen sok pontja van az illeté halmaznak.

Nevezziik a széban forgd topologikus teret Ti-térnek, ha igaz az alabbi kijelentés: tetszoleges
x,y € X, x # y esetén megadhatok olyan K(z), K(y) kornyezetek, hogy = ¢ K(y) és y ¢ K(z). Azt
is mondjuk, hogy az (X, 7) topologikus térre teljesiil a T3-azidma.

1.5.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy az (X, T) topologikus tér Ty-tér és legyen A C X, x € X. Ekkor
x € A’ azzal ekvivalens, hogy tetszbleges K(x) kornyezetre az AN K(x) halmaz végtelen.

Bizonyitas. Nyilvdnvald, hogy ha tetszileges K (z) kornyezetre az A N K (z) halmaz végtelen,
akkor x torlédési pontja A-nak.

Tegytik fel ezért most azt, hogy = € A’, de (indirekt médon) van olyan K(z) kérnyezete z-nek,
amelyre az AN K (z) metszethalmaz véges. Mivel x torldddsi pontja A-nak, ezért ) # AN (K (z)\{z})
véges halmaz. Legyen valamilyen n € N esetén

(+) AN (K(2)\ {z}) = {ao, ..., an}.

A Ty-axiéma miatt barmely i = 0, ...,n mellett van olyan K () (x) kornyezet, amelyre a; ¢ K@ (x).
Ha K(z) := (i, K (x), akkor konnyen beldthatéan K (z) is kornyezete x-nek és a; ¢ K(x)
(¢ =0,...,n). Innen (x) alapjan rogton adédik, hogy AN (K (z) \ {z}) = 0, ami ellentmond annak,

hogy x € A'. m

1.5.1. Megjegyzések.

i) Kénnyfi meggondolni, hogy barmely A C X esetén az aldbbi ekvivalencidk igazak: A zart
— A CAill. A=X <= tetszbleges ) # K € T halmazra K N A # ().

ii) Ha (X,7) = (X, p), akkor teljesiil a Tj-axiéma. Valéban, legyen z,y € X és x # y. Ha
d = p(z,y) (> 0), akkor y ¢ Kg/o(x), x ¢ Kq/2(y). Ugyanakkor a fentebb mér emlitett
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({a,b},{0,{a},{a,b}}) (a # b) topologikus tér esetén nincs olyan p : {a,b}?> — [0, +00)
metrika, amellyel ({a,b}, {0, {a},{a,b}}) = ({a, b}, p) lenne. Ui. a széban forgd topologikus
térben nem igaz a Ti-axiéma: K(b) = {a,b} miatt a € K(b).

iii) Az el6bbi megjegyzés szerint tehdt egy topoldgia ,metrizdlhatésaganak” sziikséges feltétele
az, hogy az illet6 topologikus tér Ti-tér legyen. (A metrizdlhatésag kérdésével bévebben
nem foglalkozunk.)

2. Konvergencia, teljes terek

2.1. Konvergencia.

Valamely (X,7) topologikus tér esetén tekintsiink egy =, € X (n € N) sorozatot. Egy
a € X elemet a széban forgd sorozat limeszpontjinak neveziink, ha barmely K («) esetén z,, € K(«)
majdnem minden n-re igaz. (Tehdt van olyan N € N, amellyel z,, € K(a) (N> n > N).) Az (z,)
sorozat limeszpontjainak a halmazit igy jeloljik: Lim (x,,).

2.1.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy az A C X halmaz zirt. Ekkor barmely z, € A (n € N)
sorozatra Lim (z,) C A.

Bizonyitas. Indirekt dton okoskodva tegyiik fel, hogy egy alkalmas z,, € A (n € N) sorozatra
és o €Lim (z,) elemre a ¢ A. Tehat « € X \ A € 7, igy van olyan K(«) kdrnyezet, amelyre
K(a) C X \ A. Ugyanakkor o € Lim (z,,) miatt z,, € K(«) majdnem minden n € N esetén, azaz
ilyen n-ekre z,, € AN (X \ A) = 0. Utébbi nyilvdn nem lehetséges, ezért ilyen « nincs: Lim (z,,) C A.
|

Tekintsiik az 1.5.2. Allités el6tt mondott példat: a # b, X = {a,b}, T := {0, X, {a}} és legyen
Zn :=a (n € N). Ekkor Lim (z,) = X. Ui. az a € Lim (z,,) tartalmazis nem szorul magyardzatra.
De b € Lim (zy,) is igaz, ti. (ld. fent) b-nek egyetlen kornyezete létezik: K(b) = X, igy z, € K(b)
(n e N).

Ez az egyszert példa is azt mutatja, hogy egy sorozatnak lehetnek kiilonb6z6 limeszpontjai,
szemben az elemi analizisben (persze specidlis esetekben) ,megszokottakkal.” Az illeté topologikus
teret To-térnek (vagy Hausdorff-térnek) nevezziik, ha teljesiil a kovetkez6 un. Th-axidma: tetszéleges
xz,y € X, v # y esetén alkalmas K (), K(y) kornyezetekre K(z) N K(y) = (). Vildgos, hogy a most
mondott Th-axiéoma ,er6sebb” a Ti-axiémanal: minden Tb-tér egytuttal Ti-tér is. Forditva ugyanez
nem igaz: ha pl. X :=[0,1] és A € T akkor és csak akkor, ha A = () vagy A = [0,1] \ B valamilyen
B C [0,1] legfeljebb megszdmlélhaté halmazzal, akkor vildgos, hogy 7 topoldgia. Ha x,y € X és
x # y, akkor K(x) := [0,1] \ {y}, K(y) := [0,1] \ {z} olyan kornyezetek, amelyekre y ¢ K(x),
x ¢ K(y), azaz igaz a Tj-axiéma. Ugyanakkor nem teljesiil a Th-axiéma, ui. a,b € X, a # b
esetén barmely K (a), K(b) kérnyezetre int K (a) = [0,1] \ U, int K (b) = [0,1] \ V alkalmas, legfeljebb
megszamlalhaté U,V C [0, 1] halmazokkal. Mivel

(0, 9\ U) N ([0, 1]\ V) = [0, 1]\ (U UV)

és UUV legfeljebb megszamlalhatd, ezért [0, 1]\ (UUV') # (0. Kévetkezésképpen int K (a)Nint K (b) # 0,
gy K(a) N K(b) # 0.
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Specidlisan az (X, p) metrikus terek Th-terek is, hiszen (ld. fent) z,y € X, © # y esetén
Kasa(z) N Kapa(y) = 0 (ahol d := p(z,y)).

2.1.2. Allités. Tegyik fel, hogy (X, T) Hausdorff-tér. Ekkor bdarmely =, € X (n € N)
sorozatra a Lim (z,,) halmaz legfeljebb egy elemii.

Bizonyitas. Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy a, € Lim (z,), a # (3 és legyenek a
K(a), K(B) kornyezetek diszjunktak. Ekkor alkalmas N, M € N  kiiszobindexekkel” z, € K(«a)
(N>n>N),z, € K() (N>n>M) teljesil. Ha P := max{N, M}, akkor minden N > n > P
esetén x,, € K(a) N K(B), ami K(«) N K(3) = () miatt nem lehetséges. m

Legyen most (X,7) = (X, p), z, € X (n € N) pedig olyan sorozat, amelyre Lim (z,,) # 0. Az
el6bbi &llitds miatt ekkor egyértelmiien van olyan o € X elem, hogy Lim (z,,) = {a}. Ezt az « elemet
az x := (x,,) sorozat limeszének (vagy hatdrértékének,) magat az (x,) sorozatot pedig konvergensnek
nevezziik. Az elemi analizisbél mar jol ismert jeloléseket fogjuk absztrakt szitudciéban is hasznalni:
limz = lim(z,) := limy, o0 T, 1= a. Idénként azt is {rjuk, hogy =z, — a (n — o). Vildgos, hogy
a = lim(z,,) azzal ekvivalens, hogy

(2.1.1) p(xp, ) — 0 (n — 00).
Miés széval tehat: minden £ > 0 esetén van olyan N € N, hogy p(z,,a) <e (N <n € N).

2.1.3. Allitas. Legyen adott egy tetszbleges (X, p) metrikus tér. Ekkor bdrmely 0 # A C X
halmazra igaz a kovetkezd ekvivalencia: A akkor és csak akkor zdrt, ha minden A-beli konvergens
sorozat hatdrértéke eleme A-nak

Bizonyitas. A 2.1.1. Allftds miatt elegend6é mér csak a kovetkez6t megmutatni: ha minden
konvergens z, € A (n € N) sorozatra lim(z,) € A, akkor A zart. Tegyiik fel ui. indirekt médon,
hogy A nem zirt, azaz A # A. Van tehat olyan a € A elem, amelyre o ¢ A. Mivel (1d. 1.5.1.
Alh’tés) a érintkezési pontja A-nak, ezért tetszéleges n € N esetén létezik v, € AN Ky (nq1)(a).
Kovetkezésképpen az {gy definidlt (z,,) sorozat A-beli és p(zn,a) < 1/(n+1) (n € N). Tehét
p(zp,a) = 0 (n — 00), igy a = lim(x,). A feltételek miatt ezért o € A, szemben az indirekt
feltevéssel. m

2.2. Teljes terek.

Tekintsiik az (X, p) metrikus teret és benne egy x,, € X (n € N) konvergens sorozatot. Legyen
a = lim(z,,), ekkor tetszbleges ¢ > 0 szdmhoz van olyan N € N, hogy p(z,,a) <e/2 (N <n e N).
A hiromszog-egyenlGtlenség szerint

P, Tm) < p(n, @) + p(Tm,a)  (n,m € N),

azaz

(2.2.1) P(Xp, ) < € (N <n,meN).

kovetkezik.
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A konvergens sorozatokra most kapott (2.2.1) tulajdonsdggal nem konvergens sorozatok is ren-
delkezhetnek. Az egyik legyegyszeriibb elemi példa erre a kovetkezé: legyen X := Q, p(z,y) := |x —y|
(z,y € X), ill. vegyiik az

Tn 1
$01:27l’n+11=7+x— (neN)

rekurziéval megadott sorozatot. JO6l ismert, hogy z, € Q (n € N) és barmely ¢ > 0 esetén
|z, — V2| < €, hacsak (egy alkalmas N > N-nel) az n indexre n > N. Innen a fentiek szerint
(2.2.1) kovetkezik. Ha az (z,,) sorozat konvergens lenne, akkor a hatdrértéke csak /2 lehetne, ami
viszont nem racionalis szdm: v/2 ¢ Q. Kovetkezésképpen nincs a Q halmaznak olyan « eleme, amellyel
(2.1.1) teljestilne, azaz az (z,) sorozat nem konvergens.

A (2.2.1) tulajdonsdggal rendelkez6 sorozatokat Cauchy-sorozatoknak fogjuk nevezni, magit a
(2.2.1) tulajdonsigot Cauchy-tulajdonsdignak (vagy Cauchy-kritériumnak). Tehét minden konvergens
sorozat Cauchy-sorozat, de ez forditva nem minden metrikus térben igaz. Nevezziik ezért a széban
forgdé metrikus teret teljes metrikus térnek, ha benne minden Cauchy-sorozat konvergens.

Pl. a diszktér metrikus tér (1d. 1.4.) teljes, ui. egy (x,,) sorozat (kénnyen ellendrizheten) akkor
és csak akkor Cauchy-sorozat ebben a térben, ha kvdzikonstans: van olyan N € N, hogy z, = =N
(N < n € N). Vildgos ugyanakkor, hogy minden kvézikonstans sorozat (barmely metrikus térben)
konvergens.

Tekintsiik viszont a [—1, 1] intervallumon folytonos valés értéki fiiggvények C[—1, 1] halmazat és
legyen (1d. 1.4.)

p(frg) = /_l\f—g\ (.9 € C[-1,1)).

Ekkor (a Riemann-integrél elemei tulajdonsdgai alapjan) p metrika, de (C[—1,1],p) nem teljes.
Legyen ui.

0 (-1<z<0)

fo(z):=41 (#I ST < 1) (n e N).

)

Egyszert szamolds mutatja, hogy n,m € N,n < m esetén

IN
S
_

nx <0§:1:

1 1/n
p(fn,fm)z/ |fn—fm|=/0 o ful =0 (nym — o),

-1

azaz (fn,) Cauchy-sorozat. Tegyiik fel indirekt mdédon, hogy valamilyen f € C[—1,1] fiiggvénnyel
p(fn, ) = 0 (n — o0). Ekkor tetszéleges —1 < x < 0 esetén f(x) = 0. Kiilénben lenne olyan
x € [-1,0), hogy (pl.) f(x) > 0. Mivel f folytonos, ezért egy alkalmas 0 < & < |z| mellett
f(t)> f(z)/2 (t €[x—0d,z+9]) is igaz lenne. Ekkor viszont minden n € N indexre

1 z+6 z+0
ottty = [ 11z [ U= si= [z 208 — s
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ami nyilvan ellentmond a p(f,, f) — 0 (n — oo) feltételnek. Ugyanigy kapjuk, hogy f(t) = 1
(0 <t <1), amibél viszont f ¢ C{0} kovetkezik, szemben f feltételezett folytonossdgédval.

Tudjuk az elemi analizisbeli tanulmanyokbdl, hogy barmely 1 < p < 400 és 0 < n € N esetén
(Id. 1.4.) a (K", pp) metrikus tér teljes. Hasonléan teljesek a (1d. 1.4.) valamely (X, €, u) mértéktér
esetén kapott (L?,||.||,) terek, specidlisan az (LP[a,b], ||.||p), (Cla,b], ||.|«) terek is. Jegyezziik meg,
hogy a (Cla,b], ||.||s) térben az f, € Cla,b] (n € N) fliggvényekbdl allé sorozat konvergencidja a
széban forgd (f,) fliggvénysorozat egyenletes konvergencidjdt jelenti: tetszéleges € > 0 szdmhoz van
olyan N € N kiiszobindex”, hogy |f,(z) — fm(z)| < €, hacsak N <n,m € N és = € [a, b] tetszileges.

Ha (X, p) = (X, ||.])) és (X, p) teljes, akkor az (X, ||.||) teret teljes normdlt térnek (vagy Banach-
térnek) nevezzik. Ha (X, ||.||) = (X, (,)) és (X, |.||) Banach-tér, akkor (X, (,)) egy un. Hilbert-tér.

Vezessiik be a kovetkezd jelolést: valamely (X, p) metrikus tér, a € X és r > 0 esetén legyen

Gr(a) :={z e X :p(x,a) <r}.

Konnyli meggondolni, hogy G, (a) zart halmaz. Vildgos, hogy K,(a) C G,(a) s6t, az is nyilvanvald,
hogy K,(a) C Gr(a).

2.2.1. Tétel. Az (X, p) metrikus tér akkor és csak akkor teljes, ha (.-, Gr, (an) # 0 minden
olyan a, € X (n € N) elemsorozat és r, > 0 (n € N) szdmsorozat esetén, amelyekkel
Gr,ii(ans1) C Gy (ay) (n€N) éslim(r,) =0 teljesiil.

Bizonyitas. Lassuk be eldszor azt, hogy a tételben szereplé G,, := G, (a,) (n € N) ,zart
gombokkel” megfogalmazott feltétel szitkséges a tér teljességéhez. Tegyiik fel tehat, hogy (X, p) teljes
és (G,,) a tételben szerepl6 gombsorozat. Ekkor barmely n,m € N, n < m esetén G,, C G,, azaz

plan, am) <r1p — 0 (n — o0).

Ez éppen azt jelenti, hogy az (a,) sorozat Cauchy-sorozat, kovetkezésképpen a tér feltételezett tel-
jessége miatt 1étezik az o := lim(a,) hatérérték. Gondoljuk meg, hogy « € G,, minden N > n-re
igaz. Ha ui. lenne olyan N € N, amelyre o ¢ G, akkor a € X \ Gy € 7, miatt egy alkalmas K («)
kornyezettel K(a) C X \ Gn. A (G,,) sorozatra tett feltétel miatt ekkor egyuttal minden n € N,
N < n-reis

K(a) C X\ Gn.

Mivel o = lim(a,,), ezért egy alkalmas M € N index mellett a,, € K(a) teljesiil, hacsak n € N és
n > M. Tehat n € N, n > max{N, M} esetén a, € G, N (X \ G,), ami nyilvanvalé képtelenség.
Tehét o € (), Gn, Igy valéban (2 G # 0.

Most ldssuk be a tétel elégségesség-részét. Tegyiik fel ehhez, hogy a (G,) gombsorozatra
fenndllnak a tételben megfogalmazott feltételek, és mutassuk meg a tér teljességét. Legyen ehhez
(zy,) egy X-beli Cauchy-sorozat. A (2.2.1) Cauchy-kritérium miatt van olyan ng € N index, amellyel

(X, zr) < 1 (ke N,k > ng).

Legyen 1o := 2 és G := G, (xy,). Megint csak (2.2.1) alapjan taldlunk olyan ng < n; € N indexet
is, amellyel
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(T, Tk) < (ke N,k >ny).

N —

Ha ry :=1és Gy := G, (xy,), akkor G; C Gy. Valéban, legyen t € Gy, azaz p(t,x,,) < 1. Ekkor

p(tvxno) S p(t7$n1) —|—p(l‘n1,xn0) < 1 + 1= 7o,

azaz t € Gg.

Teljes indukciéval okoskodva igy megadhatunk egy olyan (Gy) = (G, (zn,)) gdmbsorozatot,
amelyre

,
Giy1 C Gy, Thy1 = Ek (k €N)

igaz. Mivel az (1) sorozatra mondott rekurziv dsszefiiggés alapjan nyilvan ry = ro/2¥ — 0 (k — 00),
ezért egyuttal lim(rg) = 0 is teljesiil. A feltételek miatt ezért van olyan « € X, hogy o € G, minden
N > k-ra. Més szdval tehat

p(xn,, ) <1 —0 (k — o).

Ez nem mést jelent mint azt, hogy o = lim(z,,), azaz, hogy az (x,) sorozat (z,,) részsorozata
konvergens. Vegyiik figyelembe, hogy az (z,,) sorozat Cauchy-sorozat, azaz (2.2.1) teljesiil: barmely
e > 0 szdmhoz van olyan N € N, amellyel p(z,,z,,) < €/2, hacsak N < n,m € N. Ugyanakkor
a = lim(z,, ) miatt meg van olyan M € N, hogy

(X, , o) < e/2 (M < k €N).

A hiromszog-egyendtlenség alapjan viszont m,k € N, m,k > max{N, M} esetén (figyelembe véve,
hogy ny > k)

P(xm, @) < p(@m, Tny) + p(Tn,, @) <2e/2 =e.
Ezért az (x,) sorozat konvergens (és lim(z,) = ). m

2.2.1. Megjegyzések.

i) Konnyli meggondolni, hogy a 2.2.1. Tételben szerepld (Gy,) sorozatra a (), , G, metszethal-
maz egy elemil.

ii) Legyen ) # A C X és d(A) :=sup{p(z,y) : x,y € A} (az A halmaz dtmérdje). A fentiekkel
analég médon lathaté be az alédbbi llitds: tegyik fel, hogy 0 # Ani1 C A C X (n € N)
olyan zdrt halmazokbdl dllé sorozat, amelyre lim(d(A,)) = 0 és az (X, p) tér teljes. Ekkor
No—oAn # 0. (A most mondott 4llitdsban szerepld (A,) halmazsorozatrdl azt is szoktuk
mondani, hogy egymdsbaskatulydzott.)

iii) Vildgos, hogy bdrmely a € X és r > 0 esetén d(G,(a)) < 2r, azaz a a 2.2.1. Tételben
szerepl6 lim(r,) = 0 feltételbdl lim(d(G,)) = 0 kovetkezik. Tovébbé az emlitett tétel a ii)
megjegyzésnek az a specidlis esete, amikor A, :=G,, (n € N).
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iv) Emlékeztetiink a valés szamok axiémarendszere kapcsan megismert Cantor-axiémara: legyen
(I,) egymdsbaskatulydzott zdrt intervallumoknak a sorozata. Ekkor ﬂZO:O I, # 0. Ez nyilvan
a ii) megjegyzés azon specidlis esete, amikor A4,, := I, (n € N), azzal a kiilonbséggel, hogy
ekkor nincs sziikség a lim(d(1,)) = 0 feltételre. (Vildgos, hogy most d(I) = d([a,b]) = b—a.)

v) A 2.2.1. Tétel 4ltaldban nem igaz a lim(r,) = 0 feltétel nélkiil.

vi) Ha (X, |.|) Banach-tér, z, € X (n € N) és > ° |lzn| < +oo, akkor létezik a
S0 o n € X sorosszeg. Ui. a feltétel miatt

m
>
k=n

m
<Y =0 (n,m — o0),
k=n

azaz az () _o Tk) részletosszegek sorozata Cauchy-sorozat, igy a tér feltételezett teljessége
miatt konvergens. Nem nehéz beldtni, hogy az el6bbiek meg is fordithaték: az (X,].||)
normdlt tér akkor és csak akkor teljes, ha a Y, x, sor minden olyan esetben konvergens,
amikor az x, € X (n € N) elemekre Y - ||zn| < +00 igaz. Ti. az elégségességhez legyen
yn € X (n € N) Cauchy-sorozat és vélasszuk az (ny) indexsorozatot gy, hogy

1
Hynk+1 - ynk” < Q_k (k € N)

teljesiiljon. Vildgos, hogy az @k, := yn, ., — Yn, (k € N) sorozatra > .~ |lax| < 400 igaz.
Ezért a

m
Zxk = Ynpmy1r — Yno (m € N)
k=0

sorozat, kovetkezésképpen az (yy,, ) sorozat is konvergens. Mivel (y,,) Cauchy-sorozat, ezért
innen mér trividlisan adédik, hogy (y,,) is konvergens.

2.2.2. Tétel (Baire). Tegyiik fel, hogy az (X, p) metrikus tér teljes és zart halmazoknak egy (F,)
sorozatdval X = J,_ o Fn. Ekkor van olyan n € N, amellyel int F), # (.

Bizonyitas. Indirekt iton fogjuk az &llitast bebizonyitani: tegyiik fel, hogy tetszéleges n € N
esetén int F,, = (). Ekkor Fy # X, azaz van olyan ag € X, amelyre ag ¢ Fy. Kovetkezésképpen
ap € X\ Fy € 7,,igy egy alkalmas ro > 0 szdmmal K, (ag) C X \ Fo. Nem nehéz meggondolni (esetleg
ro-t kicserélve r(/2-re), hogy egytttal az is feltehets: Gy := G, (ag) C X \ Foy, azaz Go N Fy = .

Az indirekt feltétel miatt a K, (ap) kornyezet nem lehet részhalmaza Fj-nek, azaz
K, (ag) \ F1 # 0. Legyen a1 € K, (ap) \ Fi € 7, és r1 > 0 olyan, hogy K, (a1) C K,,(ao) \ Fi.
Feltehet8, hogy egyittal Gy := G, (a1) C K,,(ao) \ F1, azaz G1 N F; =0, Gy C Gy és r1 < rp/2 is
igaz.

Teljes indukci6éval igy kapunk egy egymadsbaskatulyazott (G,) := (G, (ay,)) gémbsorozatot,
amelyre r,11 < 7,/2 és G, N F, = (n € N) teljesiil. Vildgos, hogy lim(r,) = 0, ezért a
2.2.1. Tétel miatt (), Gn # 0. Legyen o € (),—, Gn. Az X-re tett felételbél o € F,, kovetkezik
valamilyen N 3 n-re. Tehdt o € G,, N F}, = (), ami nem lehet. m
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2.2.2. Megjegyzések.
i) Azt mondjuk, hogy az A C X halmaz
e schol sem stiri, ha int A = (;
o clsd kategdridju, ha A =|J7-, An, ahol A, (n € N) sehol sem sfir(;
o mdsodik kategoridju, ha nem elsé kategdriaju.

ii) Legyen az (X, p) tér teljes, X = [J;_ An. Ekkor egyiittal X = (J77 A, is igaz, ezért a
2.2.2. Tétel miatt valamilyen n € N mellett int A,, # (). Az X halmaz tehat nem lehet
els6 kategéridji, mas szoval masodik kategoraju. Ezért szoktak a 2.2.2. Tételt Baire-féle
kategoria-tételként is emlegetni.

iii) Ha A sehol sem sfir{i, akkor X \ A mindeniitt stirti, azaz barmely () # K C X nyilt halmazra
KN (X\A) # 0 (kiilénben ui. egy alkalmas nyilt K-ra K C A lenne). Ha tehdt X els§
kategoridjn, azaz X = |Joo A, és int A, =0 (n € N), akkor § = (o ,(X \ 4,). Itt
minden N 3 n-re X \ A,, nyilt mindeniitt stiri halmaz.

iv) A 2.2.2. Tételhez hasonléan lathaté be, hogy ha (X, p) teljes metrikus tér, K; C X (i € N)
nyilt és mindentitt siri X -ben, akkor a (.2, K; metszethalmaz is mindeniitt stird X -ben.
Az elébbi megjegyzés szerint ez utébbi allitasbdl a 2.2.2. Tétel kovetkezik.

Induljunk ki most egy tetszéleges (X, p) metrikus térbél és legyen C az = : N — X Cauchy-
sorozatok halmaza.

2.2.1. Lemma Bdrmely v = (z,),y = (yn) € C esetén létezik és véges a lim(p(xn,yn))
hatdrérték.

Bizonyitas. A haromszog-egyenlétlenség alapjan

P(Zn, Yn) < P(Zny Tm) + P(Tms Ym) + P(Yms Yn) (n,m € N),

azaz p(Tn,Yn) — P(Tm, Ym) < p(Tn, Tm) + p(Yn, Ym). Ha itt végrahajtjuk az n < m cserét, akkor a
jobb oldal nem valtozik, a bal oldal pedig (-1)-gyel szorzédik, igy

10(T0, Yn) = P(Tm, Ym)| < p(Tn, Tm) + p(Yn, Ym) — 0 (n,m — 00).

Ez azt jelenti, hogy a (valés) (p(x, yn)) sorozat Cauchy-sorozat (az R halmaz ,szokasos” metrikdjara
nézve), tehat valoban konvergens. m

Nevezzik az ¢ = (x,),y = (yn) € C sorozatokat ekvivalenseknek (jelolésben: z ~ y), ha
lim(p(@n, yn)) = 0.

2.2.2. Lemma. Az elébb értelmezett ~ reldcio ekvivalencia.
Bizonyitas. Az Olvaséra bizzuk az éllitas ellenérzését. m

Jeloljiik C-val az elébbi ekvivalencia altal meghatdrozott ekvivalencia-osztdlyok halmazat. Ha
x € C, akkor legyen & € C az x sorozat altal meghatarozott ekvivalencia-osztaly.
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2.2.3. Lemma. Legyen xz,y € C,u € Z,v € §. Ekkor im(p(xy,yn)) = HUm(p(un, vyn)).

Bizonyitas. Mivel (1d. hdromszog-egyenlotlenség)

P(Tns Yn) < p(Tns Un) + p(tn, vn) + p(Vn; Yn) (n € N),

ezért (az x < wu, ill. y <> v csere utdn) az x ~ u és y ~ v ekvivalenciat felhasznalva

1Pns 9n) = Platms v)| < (s tm) + p(tms ) =0 (= 00).
Innen valéban kovetkezik mar, hogy lim(p(zy, yn)) = Uim(p(un, vy,)). B

A 2.2.3. Lemma alapjan korrekt az alabbi definicio:
p(#,9) = lim(p(zn, yn))  (&,9 €C).

2.2.4. Lemma. (C,p) metrikus tér.

Bizonyitas. Legyen #, 9,2 € C. Ha p(z,9) = 0, akkor lim(p(xn,yn)) = 0. Ez azt jelenti, hogy
x ~ y, kovetkezésképpen y € . Ezért £ = g.

A p(&,%) = 0 < j(&,9) = p(i), ) reldcidk nyilvanvaléak.

Végill p(zn,yn) < p(2n, 2n) + p(2n, yn) (n € N) miatt

A~

p(,§) = lim(p(xn, yn)) < Hm(p(zn, 2n)) +1Um(p(zn, yn)) = p(E; 2) + p(2, 7). ®

2.2.3. Megjegyzések.

i) Legyen o(z,y) := im(p(zn,yn) (z = (x,),y = (yn) € C), ekkor o egy Un. félmetrika, azaz a
Lo(x,y) =0 = o = y” kovetkeztetéstdl eltekintve rendelkezik a metrika tulajdonsagaival.

ii) Legyen valamely Y # () esetén o : Y2 — R félmetrika, ekkor (Y, o) egy in. félmetrikus tér.
Koénnyl meggondolni, hogy azx ~y <= o(z,y) =0 (z,y €Y) reldcié ekvivalencia. Ha
z,y az x,y € Y elemek altal meghatarozott ekvivalencia-osztalyokat jelentik, akkor barmely
z € &, € § esetén o(z,s) = o(x,y). Innen azt kapjuk, hogy az ekvivalencia-osztalyok Y
halmazéban 6(2,9) := o(z,y) (&, 7 € Y) metrika, azaz (Y, &) metrikus tér.

iii) Legyen pl. [a,b] egy kompakt intervallum, Y pedig az [a,b]-n Riemann-integrélhaté fiigg-
vények halmaza. Ekkor o(f,g) := f; lf —gl (f,g€Y) félmetrika.

iv) A 2.2.4. Lemma a ii) megjegyzés specidlis esete.

Ha o € X, akkor a konstans («) sorozat nyilvan C-beli. Legyen & := (/a\) e C. Vilagos, hogy
(zn) € & azzal ekvivalens, hogy az (x,,) sorozat konvergens és lim(z,,) = a. Tovabba barmely o, § € X

esetén p(a, ) = p(é, ).

Vezessiik be a kovetkezo jelolést: X = {a e C:ac X}, ekkoraz X sa— G € X megfeleltetés
izometria, azaz bijekcid és tavolsagtartd leképezés.
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2.2.5. Lemma. Bdrmely © = (x,) € C esetén lim(p(z,,z)) = 0.

Bizonyitas. A p metrika definiciéja szerint tetszéleges n € N esetén
Zpn, &) = lim p(x,, xg).
k—o0

Legyen ¢ > 0. Az x sorozat Cauchy-sorozat, ezért alkalmas N > N-et valasztva p(x,,xr) < €
(N <n,k € N). Ha tehdt N <n € N (rogzitett), akkor

lim p(x,,z) <e.
k—o0

Kovetkezésképpen p(z,,2)) <e (N <n € N). Ez éppen a bizonyitandé allitdst jelenti. m

2.2.4. Megjegyzés.

Az el6bbi lemma alapjan szoktédk (féleg idegen nyelvii terminolégidban) a Cauchy-
sorozatokat onmagukban konvergens sorozatoknak is nevezni.

2.2.6. Lemma. Az X halmaz mindeniitt sird C-ben.
Bizonyitas. A 2.2.5. Lemma alapjin az allitas nyilvanvals. m

2.2.7. Lemma. A (C, ) tér teljes.

Bizonyitas. Legyen &, = (E;C) eC (ne N) Cauchy-sorozat C-ben, azaz

p(ns&m) =0 (n,m — 00).

A 2.2.5. Lemma miatt minden n € N esetén van olyan k,, € N, amellyel

_ 1

7 n 7n<—-
ATk, En) )

Mutassuk meg, hogy x := (z,x, ) € C. Valéban, ha n,m € N, akkor

P(Tnk,s Tmk,,) = P( Tk, Tmk,,) < P( Tk, §n) + P(Ens Em) + P(Ems Tmk,,) <

1 1
4 O nySsm 0 ) .
gt PG En) 20 (nm > o0)

Legyen ¢ := & € C és lassuk be, hogy p(&,,€) — 0 (n — o0). Legyen ehhez n € N, ekkor

6 €) < Pl 8,) + Pl ) < — + T ),

ahol a 2.2.5. Lemma szerint p(Zn,,&) — 0 (n — oo). Tehdt valéban p(&,,£) =0 (n— o).
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Foglaljuk Gssze egyetlen tételben a fent mondottakat.

2.2.3. Tétel (Hausdorff). Tetszdleges (X, p) metrikus térhez megadhaté olyan (X, o) teljes
metrikus tér és olyan X C X halmaz, hogy X mindeniitt siirid X-ben és X izometrikus X -szel.

2.2.5. Megjegyzések.
i) Szokds a 2.2.3. Tételt Hausdorff-féle bedgyazdsi tételnek is nevezni.

ii) Beldthat6, hogy egyfajta egyértelmiiség is igaz az alabbi értelemben: ha (X, o), ill. X helyett
(X*,0%), dll. X* is eleget tesz a tétel feltételeinek, akkor X és X* izometrikus.

iii) Ha X := Q, p(z,y) := |z —y| (z,y € Q), akkor X a val6s szdmok halmazdnak egy modellje.

2.2.4. Tétel (Banach-Tyihonov-Cacciopoli). Legyen (X, p) teljes metrikus tér, f: X — X egy
un. kontrakcid (azaz alkalmas 0 < g < 1 szdmmal p(f(u), f(v)) < q-p(u,v) (u,v € X)). Ekkor

o cgyértelmiien létezik olyan o € X elem, amelyre f(a) = «;

e barmely xog € X mellett az xpt1 = f(xn) (n € N) rekurzidval definidlt (z,) sorozat
konvergens és lim(x,,) = «;

* p(zn,a) < 1qTq'P(flfova"1) (n € N).

Bizonyitas. A tételben megadott (z,) sorozatrél a kovetkezét mondhatjuk: tetszoleges
0 < k € N esetén

p(@rs1, o) = p(f (@r), f(@r-1)) < @ p(@k, 1)

Innen teljes indukcioval rogton kapjuk az aldbbi becslést:

p(Thy1, k) < qk‘P($o7Jf1)-

Legyen most n,m € N és n < m, ekkor a haromszog-egyenldtlenség alapjan

m—1 m— oo n
(%) P(Tn, Tm) < Z p(zri1, i) < p(xo, 1) Z < p(xo, 1) Z - p(x0, 21).
k:n : :

Mivel 0 < ¢ < 1, ezért ¢" — 0 (n — o0), azaz az el6z6 becslés miatt p(xy,, ) — 0 (n,m — o00).
Tehat az (x,,) sorozat Cauchy-sorozat, igy a tér teljessége kovetkeztében konvergens.

Legyen « := lim(x,) és mutassuk meg, hogy f(a) = «a. Valéban, egyrészt o = lim(xp,41) =
lim(f(x,)), més széval p(f(zp),a) =0 (n — 00). Masrészt

azaz p(f(a),a) =0. Tehat f(a) =
Léssuk be, hogy tetszoleges n € N mellett
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pEn, Tm) = p(@n, @) (M — 00).

Valéban, p(x,, Tm) < p(zn, @) + pla, ), ill. p(xn, &) < p(zn, 2m) + pla, Tm), azaz

p(@ns 2m) = p(@n; )| < p(,2m) =0 (m — 00).

Innen az §llitasunk mdar nyilvanvalé. Ezt felhaszndlva a () becslésbdl (az m — oo hataratmenettel)
p(xn, a) < 1q—_q'p(x0,x1) (n € N) adddik.

Azt kell még megmutatnunk, hogy ha a, f € X és f(a) = «, f(B) = 3, akkor a = (. Viszont
pla, B) = p(f(a), £(B) < ¢ ple, B),

amibdl 0 < ¢ < 1 miatt p(«a, B) = 0, azaz a = (3 valéban kovetkezik. B

2.2.6. Megjegyzések.

i) A tételben szereplé a-t (érthetéen) az f kontrakcid fizpontjanak nevezzik. Ezért a 2.2.4.
Tételt fixpont-tételként is szoktak emlegetni.

ii) Tekintsiik a fenti tételben szereplé (x,,) sorozatot, legyen n € N és yo := @, Yr+1 := f(yk)
(k € N). Nyilvéanvald, hogy yr = p+r (K € N). A tétel hibabecslé formuldja szerint

k

Py, a) < p(yo,y1) (K €N),

1—gq

azaz

qk
p(xm_k,a) < 1

q'P(xmxn-&-l) (n,k € N).

iii) Legyen pl. X :=[1,400), p(z,y) = |x—y| (z,y € X). Ekkor (X, p) teljes metrikus tér, az

S

(t e X)

f(t) == % +

=

fliggvény pedig kontrakcié: az elemi titon ellendrizhetd % + 4 >1 (t>1) egyenlStlenség

miatt f: X — X, ill.

t—a:+x—t
2 tx

10~ 1)1 = | =-al}- L <3p-al e

1 1 ‘ 1
Ag:= % egyutthato tehat kielégiti a tételben szereplo feltételt. fgy bérmely zog > 1 esetén

az

Tpnit1 2=7+$— (’I’LEN)
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iv)

sorozat konvergens, az « := lim(x,) > 1 hatérértékre pedig teljesiil az

egyenl6ség. Innen vildgos, hogy o = v/2. Ezért pl. x := 2 esetén x; = 3/2, azaz

:Bn—\/ﬂ<2in (n e N).

Az elébbi megjegyzésben szerepld (z,) sorozatra kapott |z, — v2| < 2% (n € N)
,hibabecslésnél” jéval erésebb” hibabecslés is adhat6é. Ui. (1d. iii)) z, > 1 (n € N)
miatt

|37$L — 2V2x, + 2| _ (T — \/5)2 < (zn — \/5)2

a1 = V2 = 2, 2 9 (n €N),

azaz a 6, = |z, — V2| (n € N) jeloléssel

Innen teljes indukcioval kapjuk a

dn _ 0o
<
5 < 52 (n € N),

azaz az |1, — V2| < 2|zg — v2|272" (n € N) hibabecslést. Pl. a iii)-ban szerepld z¢ := 2
Jkezdd” értékkel |z, — 2| < 272"+ (n € N). Tehit |z10 — v/2| < 271923, mig iii)-bdl
csak |x19 — \/§| < 279 kovetkezik. Ez a példa is mutatja azt a természetesnek mondhaté
koriilményt, hogy a konkrét esetekben az aktudlis modell esetleg kihasznalhaté specialitdsai
az absztrakt tételben kapott hibabecslésnél jobb becslést is eredményezhetnek.

3. Szeparabilis terek, bazisok

3.1. Szeparabilis terek.

Tekintsiik az (X, 7) topologikus teret. A B C 7 halmazrendszert topologikus bdzisnak nevezziik,

ha barmely A € 7 nyi{lt halmaz el6éallithaté B-beli halmazok egyesitéseként. Nyilvanvald, hogy pl.
T egytttal topologikus bézis is. Mivel §) € T, ezért () € B. Az elemi analizisbél jél ismert, hogy (a
szamegyenes ,szokasos” topoldgidjara nézve) barmely A C R nyilt halmaz el6éll nyilt intervallumok
unidjaként. Kovetkezésképpen a nyilt intervallumok rendszere (az tires halmazzal egyiitt) topologikus
bazis ebben a térben.
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3.1.1. Tétel. Legyen B az (X,T) térben topologikus bdzis és vdlasszunk ki minden ) # A € B
halmazbol egy elemet: xa € A. Ekkor azY :={za € X : A € B} halmaz mindeniitt siri, azaz
Y =X.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt médon, hogy 0 # X \ Y. Mivel X \'Y € T, ezért alkalmas
By C B halmazzal

X\v=J A
A€By

Ha itt 0 75_ A € By, akkor TA € A miatt v4 € X \?. Viszont az Y halmaz definiciéja szerint
xa€eY CY. Igyza € (X \Y)NY, ami nyilvdn nem lehet. m

3.1.1. Megjegyzések.

i) Ha X = 0, akkor T = B = {0}, azaz Y = 0. Mivel ) = 0, ezért a tétel ebben a szélséséges
esetben is igaz.

ii) Az 1.5.1. Allités szerint ¥ = X azt jelenti, hogy X minden x pontja érintkezési pontja
Y-nak, azaz tetsz6leges K (x) kornyezetre Y N K (x) # 0.

Az (X,T) topologikus teret szepardbilisnek nevezziik, ha van olyan legfeljebb megszamlalhato
Y C X halmaz, amely mindeniitt stiri X-ben: Y = X. A 3.1.1. Tétel szerint tehat igaz a kdvetkezo:
ha van a térnek legfeljebb megszdmldlhato topologikus bdzisa, akkor a tér szepardbilis.

Az alabbi szellemes példa azt mutatja, hogy ez a kijelentés nem megfordithaté. Legyen ui.
X = R, a 7 topolégiat pedig definialjuk a kovetkezSképpen: legyen az A C R halmaz nyilt, ha
A = () vagy minden a € A esetén van olyan r > 0, hogy [a,a + 1) C A. Egyszertien meggondolhato,
hogy valéban topolégiat definidltunk és Q = R, azaz (R,7) szeparabilis. Mutassuk meg, hogy
ebben a térben minden topologikus bazis szamossaga legalabb kontinuum. Legyen ehhez B C 7T
topologikus bazis. Ekkor tetszileges a € R esetén [a,a + 1) € T, azaz alkalmas By C B halmazzal
la,a+1) = Upep, B- Igy van olyan B, € By, amellyel a € B,. Mivel B, C [a,a + 1), ezért a B,
halmaznak van minimuma: min B, = a. Vilagos, hogy a,c € R, a # c esetén B, # B.. Tehat B-
ben ,legaldbb” annyi halmaznak kell lenni, mint ahdny valds szdm van, azaz B szamossiga legaldbb
kontinuum.

3.1.2. Tétel. Az (X,T)= (X, p) metrikus tér akkor és csak akkor szepardbilis, ha van a térben
legfeljebb megszdmldlhato topologikus bdzis.

Bizonyitas. Az elézmények miatt elegendé mér csak azt beldtni, hogy ha (X, p) szepardbilis,
akkor van a térben legfeljebb megszamlalhaté topologikus bazis. Legyen tehdat Y C X legfeljebb

megszamlalhatd, ¥ = X és

B:={K,(y):yeY,0<reQ}ui{n}.

Vildgos, hogy B legfeljebb megszamlalhaté. Ha () # A C X nyilt, akkor tetszdleges a € A pont-
hoz van olyan & > 0, hogy Ks(a) C A. Az Y = X feltétel miatt ugyanakkor tetszdleges o > 0
szdmhoz megadhaté az y € Y elem tgy, hogy p(a,y) < 0. Tehat a € K,(y). Ha itt o < §/2, akkor
K,(y) C Ks(a). Valéban, legyen t € K, (y), ekkor

p(t,a) < p(t,y) + p(y,a) < 20 < 0.
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gy a € K,(y) C Ks(a) C A. A o ,sugéarrdl” feltehetd, hogy raciondlis, kiilonben valasszunk helyette
egy tetszGleges raciondlis szémot a (o, /2) intervallumbél. Kovetkezésképpen K(®) := K, (y) € B.
A konstrukciébdl nyilvanvalé, hogy A = (J,c 4 K (@) azaz B valéban topologikus bazis. m

3.1.2. Megjegyzések.

i)

ii)

iii)

3.2.

Erdemes kiilon is megfogalmazni, hogy mit is jelent egy (X, p) metrikus tér szeparabilitdsa
(Id. 3.1.1. i) megjegyzés): van olyan N C N (azaz legfeljebb megszamlalhato)
sindexhalmaz” és X-nek olyan Y := {y, € X : n € N'} részhalmaza, hogy barmely x € X
és £ > 0 esetén egy alkalmas N 3 n-nel p(z,y,) < €.

Ha pl. a széban forgd tér a valés szdmok tere a ,szokdsos” metrikdval, akkor Q = R
miatt a ,szdmegyenes” szeparabilis. Innen rogton kovetkezik, hogy barmely 0 < n € N és
1 <p < +oo esetén a (K", p,) tér is szeparabilis (1d. 1.4.).

Legyen

X :={x=(2,): N —K: sup |z,| < +o0},
neN

p(e,y) = s |on —ynl (&= (n),y = (yn) € X).

Koénnyen beldthatd, hogy (X, p) metrikus tér. Mutassuk meg, hogy ez a tér nem szeparabilis.
Ha ui.

S;:{x:(l’n)EX:{l?nE{O,l} (HEN)},

akkor pl. a [0, 1]-beli valés szamok diadikus kifejtésére gondolva rogton adddik, hogy S
kontinuum szamossagu. Ti. az Sp:= {x € S: limx = 1} jeloléssel az

Ty

S\Soaxn—>22n+l € [0,1)
n=0

megfeleltetés bijekcié. Tovabba nyilvanvald, hogy az z, z € S, x # z sorozatokra p(zx, z) = 1.
Ha tehat Y C X és Y = X, akkor minden S > z-hez kell lennie olyan y, € Y elemnek,
amellyel p(z,y,) < 1/2. Legyen x,z € S, x # z, ekkor y, # y., kiilénben (az u := y, = y,
jeloléssel)

1
1= p(l’,Z) < p(l‘au) —l—p(u,z) < 2 5 =1,

ami nem lehet. Az {y, € Y : z € S} halmaz tehdt kontinuum szadmosségui, ezért Y is
legalabb kontinuum szamossagu.

Zart rendszerek, bazisok.

A tovébbiakban legyen (X,p) = (X,|.]]). Ha Y C X, akkor jeloljik £(Y)-nal az Y halmaz
linedris burkdt, azaz az Y elemeibdl alkotott véges linedris kombindcidk halmazdt. Nyilvan L(Y)
altere X-nek, ill. Y C £(Y). Ha Y mindeniitt str(, azaz ¥ = X, akkor Y C L(Y) miatt L(Y) is
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mindeniitt stiri X-ben. Tehdt £(Y) = X, azaz barmely z € X és ¢ > 0 esetén van olyan z € L(Y),
hogy |z — z|| < e.

Azt mondjuk, hogy X C X zdrt rendszer, ha L£(X) mindeniitt stirit X-ben: £(X) = X. Ha teh4t
(X, |.]]) szepardbilis, akkor van benne egy legfeljebb megszamlalhaté zart rendszer. Megmutatjuk,
hogy ez forditva is igaz.

3.2.1. Tétel Az (X, ||.||) normdlt tér akkor és csak akkor szepardbilis, ha van benne egy legfeljebb
megszamldalhato zdrt rendszer.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy valamilyen N' C N indexhalmazzal Y = {y, € X : n € N} zart
rendszer és legyen L£,(Y) az Y halmaz raciondlis burka, azaz az Y elemeibdl alkotott olyan véges
>k QY linedris kombinacidk halmaza, amelyekben minden oy, egyiitthatéra Re ag, Im ay, racionalis
szamok. Vilagos, hogy £, (Y) legfeljebb megszamldlhat6. Léassuk be, hogy £, (Y) = X. Legyen ehhez
ze X, e>06y:=>,ayr € L) olyan linedris kombinaci6, amelyre ||z — y|| < /2. Ha
z:=>, Bryr € L (Y), akkor

lz =2 < lle =yl + lly — 2l <e/2+ Y e = Bellynll-
k

Ha § > 0 és az itt szerepl6 valamennyi (véges sok) k indexre a i ,raciondlis” egytitthaték olyanok,
hogy |ax — Br| < 6, akkor

lz = 2l <e/2+ 6 llykll =: /2 + M.
k

Vélasszuk a ¢ szamot gy, hogy Md < /2, ekkor ||z — z|| < e. Mivel € > 0 tetsz6leges volt, ez éppen
azt jelenti, hogy L, (Y) = X. Tehdt a tér valoban szepardbilis. B

3.2.1. Megjegyzések.

i) Legyen (a fenti bizonyitdsban hasznalt jelolésekkel) Y = {y, € X : n € N} zdrt rendszer,
reXése>0, >, apyr € L(Y) pedig olyan, hogy

x — Zakyk e LIY)| <e.

k

Ha0 <&<eds ) ;a;y; € L(Y) olyan, hogy ||z — >, a;y;l| <&, akkor a } >y awyk, Y- ; &;Y;
kombinacidknak dltaldban ,semmi koziik egymashoz”.

ii) Tegyiik fel, hogy x € X és e, € X (n € N) olyan sorozat, hogy alkalmas a, € K (k € N)
egyiitthatékkal x = Y 7o ager. Tehdt barmely € > 0 esetén van olyan n € N, amellyel az
Sn =Y p_oarer € L({ex € X : k € N}) linedris kombindciéra ||z — S, || < e. Mivel a
feltételezés szerint S, — = (n — 00), ezért tetszileges 0 < € < € szdmot megadva van
olyan k € N, amellyel ||z — Sp4r| < &. A kozelités kivant ,pontossagat” javitva, azaz e-t
g-ra cserélve az

n+k
Sn+k =5, + Z Q;€;

j=n+1
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kozelités meghatérozasakor a ,régi” adatokat (tehdt az ayg, ..., au, egyiitthatdkat) fel tudtuk
hasznélni.

Az utolsé megjegyzésbdl kiindulva nevezziik az e, € X (k € N, ahol N := {0, ..., N} valamilyen
N € N esetén vagy N := N) elemek rendszerét Schauder-bdzisnak (a tovabbiakban roviden bdzisnak),
ha barmely x € X elem egyértelmiien allithaté el6

N )
xr = Zakek (ha N =10,...,N}) vagy z= = Zakek (ha N'=N)

k=0 k=0
alakban alkalmas o € K (k € N vagy k € N) egylitthatokkal (Id. 6.6.2. viii) megjegyzés).
(Az N = N esetben tehat  egy konvergens sor osszege: ||z — > _jorex]| =0 (n — 0).)

Ha N = {0,..., N}, akkor az X > 2 — a := (o, ..., ay) € KV megfeleltetés nyilvan izomorfia
(X, ]|.]]) véges dimenzids), ill.

N N
<3 ol < e foud 3l = M-, g, o] = Ml
Joll <3 lolenll < maxfosl 3 llewl == M- mas Jon] = Ml
k=0 k=0
Legyen ||z||cc := [|@|loc, ekkor kénnyen meggondolhatéan X > z — ||z|lo norma. Tehdt minden

x € X esetén ||z]| < M|z oo-
3.2.1. Lemma. Van olyan m > 0 szdm, amellyel m||z||o < ||z|| (z € X).

Bizonyitas. Definidljuk az f : KNt1 — [0, +0c0) fiiggvényt a kovetkezSképpen:
N
f(a) = al <a = (00, ) € KN = Zakek> .
k=0
Az f fiiggvény folytonos, ui. a, 3 € KNT! esetén az x := Z]kV:O ager , Y = Zszo Orer jelolésekkel

[f (@) = FB)| = [llzll = llylll < llz =yl = < Ml = Bl oo

N
> (an — Br)ex
k=0

Az E:={a € KN*!: ||a| s = 1} halmaz korldtos és zért, ezért a jél ismert Weierstrass-tétel alapjan
1étezik az

(0 <)m :=min{f(a):a € E}

minimum. Ha v € E olyan, hogy f(v) = m, akkor m = HZ]kV:O fykekH miatt m > 0, kiilénben

Z]kvzo vrer = 0, azaz v = (0,...,0). Ekkor viszont ||y|lcc = O lenne, ami ellentmond annak, hogy
v EE.

Legyen 0 # z = Z]kvzoakek € X, ekkor 0 # a = (ap,..,ay) € KNt & a/|lal|lw € E.
Kovetkezésképpen
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m < f(ofllalle) = 2L = Izl

lodle Nzl

amibdl ||z|| > m||z| mér kovetkezik (és az utébbi egyenlétlenség az x = 0 esetben is trividlisan
igaz). m

3.2.2. Megjegyzések.

i) Tegytik fel, hogy az X vektortéren ||.|, ill. ||.||. egyarant norma. Azt mondjuk, hogy ||.||, ||.]|
ekvivalensek (||.|| ~ ||.||«), ha alkalmas M, m > 0 konstansokkal

mllz|. <zl < Mzl (z € X).

ii) HoO <neN, X :=K"é 1<pq<+oo (Id. 1.3.), akkor |.||, ~ [.|l; (ami egyszerii
szamoldssal ellenérizhetd).

iii) Legyen

X::{xz(:ﬁn):NHK:i|xn|<+oo},

n=0
0o
Izl :=> " [zal , lz]ls = sup [zn| (2 € X).
n—0 neN

Vildgos, hogy ||.|| és |||« norma X-en, ill. ||z|. < ||z| (z € X). Ugyanakkor az

x,in) = (n,k € N)
0 (k>n)

(nyilvan X-beli) z(") = (x;n)> sorozatokra ||z || = n 4+ 1 és |||, = 1 igaz. A fenti tu-
lajdonsdgi M konstans tehat ebben az esetben nem létezik, azaz ||.||, |.||« nem ekvivalensek.
iv) Ekvivalens |.|,||.||« normék esetén az (X,|.||), (X,].|]«) normélt terek topologiailag

azonosak: ha (X, p) = (X, |.]]) és (X, p«) = (X, ||.||+), akkor 7, =7, .

Ha (X, |.]|) véges dimenziés, akkor a 3.2.1. Lemma, ill. az el6tte mondottak szerint [|.|| ~ ||.||«.
Mivel (az X feletti normdk kozott) ~ nyilvéan ekvivalencia, ezért innen rogton kovetkezik a

3.2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy (X,|.||) véges dimenzids. Ekkor tetszéleges X > x — |z«
normdra igaz, hogy |.|| ~ ||.]|«-

Tekintsiik valamely korldtos és zart [a,b] C R intervallum esetén az

X :=Cla,b]l :={f : [a,b] - R : f folytonos}

(R-re vonatkozéan nyilvén) linedris teret és az [/ f|lc := maxgepp|f(z)] (f € X) normat
(ami szintén konnyen ellendrizhetéen valéban norma). Tegyik fel, hogy a t, € [a,b] (n € N)
yalappontokra” igaz a kovetkez6: tg :=a, t1 :=0b, t, #t,, (n#m € N) és
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{tn € [a,b] : m € N} = [a, ]

(ahol az utébbi ﬁ lezards a szamegyenes ,szokésos” topoldgidja szerint értendd). Definidljuk a
on € X (n € N) fiiggvényeket a kovetkez6képpen: pg(a) := p1(b) := 1, ¢o(b) := p1(a) := 0 és
o, 1ll. @1 grafikonja egy-egy szakasz. Ha 2 < n € N, akkor jeloljiik u-val, ill. wv-vel a tg,...,tn—1
pontok kozil a ¢, pont két ,szomszédjat” (u < t, < v) és legyen ,, az aldbbi fliggvény: ¢, (z) :=0
(z € [a,u]U[v, b)), on(tn) := 1, az [u, t,], [tn, v] intervallumokon pedig legyen a ¢,, grafikonja egy-egy
szakasz. Az igy definidlt (folytonos toréttvonalakbdl alld) (p,,) fiiggvénysorozatot Schauder-szerd
rendszernek nevezzik.

3.2.3. Tétel. A (¢,) Schauder-szeri rendszer bazis a (Cla,b], ||.||ec) térben.

Bizonyitas. Azt kell beldtnunk, hogy tetszoleges f € C|a, b] fliggvényhez egyértelmiien adhatdk
meg az a € R (k € N) egyiitthatok ugy, hogy

o0
[ = Z aRPr
k=0

(ahol tehat az
Sy 1= Zampk (n € N)
k=0

részletosszegek egyenletesen konvergdlnak f-hez). Ha ilyen el6éllitas egydltaldn 1étezik, akkor egyszert(i
behelyettesitéssel kapjuk a ¢, (k € N) fiiggvények definicidja alapjan, hogy

(%) ag = f(a), a1 = f(b), an = f(tn) — Z_: arpr(tn)  (2<neN).
k=0

Vegyiik észre, hogy ezzel egyrészt ,elintéztiikk” a keresett egyiitthaték egyértelmiiségét, masrészt (x)
egy rekurziv Osszefliggést hataroz meg «y-kra.

Tekintsiik most mér a (%) egytitthatokkal definidlt fenti S,, (n € N) részletosszegeket (a to, ..., t,
pontokra nézve linearis spline-okat). A (x) rekurziébol rogton kovetkezik, hogy S, ,interpoldl”:

Sp(z) = f(z) (€ {tos s tn)).

Legyen € > 0 tetszéleges, § > 0 pedig az f fliggvény egyenletes folytonossdga szerint €/2-hoz 1étezd
olyan szdm, hogy

[f(@) = fWl <e/2 (2,9 €la,b] |z -yl <)

Az alappontok siirin vannak [a, b]-ben, ezért megadhaté olyan N € N, amellyel minden N 5 n > N
esetén az [a, b intervallumnak a to, ..., ¢, pontok éltal meghatérozott 7,, := {to, ..., t,} felosztdsa mar
d-ndl finomabb: ha z,y € 7, szomszédosak ebben a felosztdasban, akkor |x — y| < 6.
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Legyen t € [a,b],n € N,n > N, z,y € 7, pedig olyan szomszédos alappontok a 7,, felosztasban,
hogy x <t <y. Ekkor

[f (@) = Su(®)] < [f(#) = f2)[ + [f(2) = Su(B)] = [F(t) = f(@)] + [Sn(2) = Su(t)] <

[f (@) = f(@)[ + [Sn(2) = Sn()| = |f(t) = f(@)| + | f(y) = f2)] <e.
Tehat ||f — Snlloc <& (N >n > N), ami éppen a bizonyitandé allitast jelenti. m

3.2.3. Megjegyzések.

i) Konnyt meggondolni, hogy ha ¢o-t kicseréljiikk a g = 1 fliggvényre, akkor a 3.2.2. Tétel
tovabbra is igaz marad.

ii) (Haar Alfréd (1910).) Legyen h, : [0,1] = R (n € N) az aldbbi fiiggvényrendszer: hy = 1,
azN>n=2"+j (€N, j=0,..,2F — 1) esetben pedig

Vb (j/2F <@ < (2 +1)/28)
ho(z) =< —V2F (25 +1)/2" <z < (j+1)/2F),
0 (z € [0,1)\ [/2% (j +1)/2%))

il legyen hy(1) := limy—1_ohn(z). Ha f € C[0,1], f(n) := [} fh, (n € N), akkor a
> oro f(k:)hk (n € N) Haar-Fourier-részletdsszegek egyenletesen konvergélnak f-hez.

iii) A (h,) Haar-rendszer természetesen nem Schauder-bazis (C[0,1],||.|ls)-ben, hiszen

ha & C[0,1] (1<neN).

iv) (J. Schauder (1927).) Tekintsiik az (s,) Schauder-rendszert, ahol so = 1 és sp(z) := [} hn
(x € [0,1],1 < n € N). Vildgos, hogy (sy) egyuttal Schauder-szerli rendszer, azaz a 3.2.2.
Tétel (1d. az i) megjegyzést is) szerint (s,,) Schauder-bézis (C|0, 1], ||.||c )-ben.

v) Vildgos, hogy ha egy (X, ||.||) normélt térben van bézis, akkor az illeté tér szeparabilis.
Hosszu ideig megoldatlan volt az Un. bdzisprobléma: igaz-e mindez forditva? A nemleges
vélaszt 1973-ban P. Enflo adta meg.

3.3. Ortogonalis rendszerek, Fourier-sorok.

Tegytik fel, hogy (X, |.|) = (X, (,)) és az (X, ||.]|) tér szepardbilis. Ekkor a 3.2.1. Tétel szerint
van olyan N := {0,..., N} (valamilyen N € N mellett) vagy N := N indexhalmaz és elemeknek
olyan e, € X (k € N) rendszere, hogy (ex,k € N) zdrt rendszer. A Schmidt-féle ortogonalizacids
eljardst alkalmazva (eg,k € N)-re alkalmas aj, € K (k€ N, j = 0,...,k) egyiitthatékkal az

fr = Z?:o ajge; (k€ N) elemek (fy, k € N) rendszere ortonormdlt:

0 (k#))
<fk7fj>: _ (k7.7€N)

Nyilvanvald, hogy
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LH{ere X keN)=L{freX:keN}),

s6t tetszdleges n € N esetén

L({ek eX:k=0, ,n}) = E({fk eX: k=0, ,n})

Speciélisan az (fx,k € N) rendszer is zart rendszer. Ezért a tovdbbiakban feltessziik, hogy a zart
(ex, k € N) rendszer egytttal ortonormdlt rendszer: ONR.

Valamely z € X és k,n € N esetén legyen & (k) := (x,ex) az = elem k-adik Fourier-egyiitthatdja,
=> d(k)e
k=0

az n-edik Fourier-részletosszege.

3.3.1. Lemma (Bessel). Tetszbleges x € X, n € N mellett igaz, hogy

e - Su()] = m{

n
Tr — E ALCL
k=0

DO, ey O € K} = | 12 =D la (k)2
k=0

Bizonyitas. Egyszert szamolassal ellen6rizhet6, hogy barmely «y, ..., a,, € K valasztassal

xTr — E ALCL

|:1?—S(:17||2+Z|ak—3: )2,

amibdl a lemmabeli elsé egyenlGség mar nyilvanvald.

A maésodik egyenl6séghez hasonléan jutunk:

lz = Sn(@)* = (& — Su(@), 2 = Su(x)) =

(w,2)+ ) (@k)er, 2(f)e;) — Y _(z, & (k)er) — Y _(2(k)ex, a) =
k,j=0 k=0 k=0

n

)2 + Z Vew,e;) = Y w(k)a(k) — > &(k

= |l2ll* - Z (k)|
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3.3.1. Megjegyzések.

i)

ii)

iii)

Mivel 0 < |z — Sp(@)|? = [|z||* — Xop_o|2(k)|?, ezért innen rogton addédik a Bessel-
egyenlotlenséy:

2(k)* < [l2l*  (z € X,k eN).
k=0

Ha itt ' = N, akkor n — oo hatdrdtmenet utéan

[e @]

YolEk)P <zl (€ X).

k=0

Vilagos, hogy a 3.3.1. Lemma bizonyitasaban, ill. az el6z6 megjegyzésben sehol sem hi-
vatkoztunk az (e, k € N) rendszer zirtsdgdra, ezért mindezek tetszdleges ONR esetén
igazak.

Legyen n € N és

0p := min {

Ha az (ex,k € N) rendszer zart, akkor tetszéleges ¢ > 0 szdmhoz van olyan M € N és
Sl ager, linedris kombindcis, hogy [l — SSh,aker|| < e. Nyilvdnvals, hogy bérmely
neN,n > M esetén

n
xr — E ALCL
k=0

DO, .., Oy € K} .

|z = Sn(z)]| = 0n < 0n < <e.

M
T — g Qe
k=0

Ha N := {0, ..., N} valamilyen N > N-nel, akkor egytttal

HJ} — SN(J})H = (SN < (SM < €.

Mivel itt € > 0 tetszbleges, ezért ||z — Sy (z)|| = 0, kovetkezésképpen x = Sy (z). Ekkor
tehdt barmely z € X elemre x = Zszo z(k)e.

Ha viszont N' = N, akkor az el6z6zekben kapott ||z — Sy (z)|| = 6, <e (N3 n > M)
becslés éppen azt jelenti, hogy 6, — 0 (n — o0). Igy S, (z) — x (n — ), azaz
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3.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (X, (,)) euklideszi térben az e, € X (k € N) ONR zdrt.
Ekkor (eg, k € N) bdzis.

Bizonyitas. A 3.3.1. iii) megjegyzés alapjan azt kell mar csak beldtni, hogy ha valamely z € X
esetén x = Zszo ager,  (ha N ={0,..., N} valamilyen N € N esetén) vagy = > ,o,&(k)ep (ha
N =N), akkor oy, = &(k) (ke N).

Legyen ehhez n € N, j =0, ...,n. Ekkor
(@ =) oner,ej) = 2(j) = > anler, ;) = 2(j) — aj.
k=0 k=0

Az N = {0,..., N} esetben n = N-et ifrva = — ZkN oarer = 0 miatt Z(j) — a; = 0, azaz 2(j) =
a; (j=0,..,N) addédik. Ha N = N, akkor a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlétlenséget (1d. 1.2.)
felhasznalva

n
(x — Zakek,ej> <

k=0

2(5) — ay] = (n — o)

n
xr — E ALCL
k=0

miatt 2(j) —a; =0, azaz (j) =«a; (j€N). m

3.3.2. Megjegyzések.

i) A 3.3. pont bevezet6jében mondottakra is utalva tehat barmely szeparabilis euklideszi térben
van zart ONR, ami a 3.3.1. Tétel szerint bazis.

ii) Ha (az eddigi jeloléseket hasznélva) az (ex,k € N') ONR bdzis az (
3.3.1. Bessel-azonossdgot alkalmazva n := N-re (ha N' = {0,...,N}
menet utdn (ha ' = N) kapjuk az tin. Parseval-egyenléséget:

X, (,)) térben, akkor a
), ill. n — oo hatarat-

N %)
YR = fel?, i Y jEE)P ==l (e X).
k=0 k=0

Az ) #Y C X halmazt (,rendszert”) teljes rendszernek nevezziik, ha egyértelmilen van olyan
x € X elem, hogy (x,y) = 0 (y € Y). Ha (z,y) = 0, akkor azt mondjuk, hogy x ortogondlis
(merdleges) y-ra. Vildgos, hogy minden (nem iires) Y esetén (0,y) =0 (y € Y), ezért més széval:
Y akkor és csak akkor teljes rendszer, ha egyediil a nulla elem ortogondlis az Y halmaz minden
elemére.

3.3.2. Lemma. Tetszdleges (X, (,)) euklideszi térben barmely (ex,k € N) zdrt ONR teljes
rendszer. Ha az (X, (,)) tér Hilbert-tér, akkor minden teljes ONR zdrt rendszer.

Bizonyitas. Tegyiik fel elszor, hogy (ex,k € N) zart ONR. Ha x € X és (k) = (z,ex) =0
(k € N), akkor a 3.3.1. Tétel miatt = = S, #(k)ex = 0 (ha N = {0,...,N}), ill. = =
>reo&(k)er =0 (ha N =N). Tehdt (ex, k € N) teljes rendszer.

Most azt tegyiik fel, hogy (X, (,)) Hilbert-tér és az (ex,k € N) ONR teljes rendszer. Ha N =

{0, ..., N}, akkor tetszileges x € X elemre legyen y := Zszo z(k)ek. Legyen tovdbba j = 0,..., N,
ekkor



3. Szeparabilis terek, bazisok 39

N
(@ —y,e;) =2(j) = Y _ a(k)(ex, ;) = (j) — 2(j) = 0.
k=0

Az (er, k € N) rendszer feltételezett teljessége miatt innen x —y = 0, azaz x = y kovetkezik. Tehdt
barmely z € X elem el6éllithaté © = Zszo % (k)ey alakban, igy a rendszer valéban zért.

Legyen most N =N, z € X és m,n € N,n < m. Ekkor

m

> d(k)ex

k=n

2:<Zx(k5 ix >:§\5@(k)2

k=n

A Bessel-egyenldtlenség (1d. 3.3.1. i) megjegyzés) szerint Y oo |£(k)|? < 400, ezért

S EE)P =0 (n,m— o0).
k=n

Igy 1>, Z(k)ex]| — 0 (n,m — oo) is igaz. Az (X, (,)) tér teljessége miatt tehdt a >, _, &(k)ex
(n € N) részletosszegek konvergdlnak, legyen z := Y 72, #(k)ey. Ha j € N, akkor

(@ —ze5) = 2(j) = Y &(k){ex, ;) = 2(4) — #(j) = 0.
k=0

Az (e, k € N) rendszer feltételezett teljessége miatt innen = — z = 0, azaz x = z kovetkezik. Tehat
barmely z € X elem el8allithaté = >"77 , #(k)ex alakban, azaz a rendszer valéban zért. m

3.3.3. Megjegyzések.

i) A bizonyitds végén az aldbbi egyszertien beldthaté tényt hasznéltuk fel: ha alkalmas zj € X
elemekkel Y2 (zp € X, akkor tetszéleges y € X elemre

Ui. a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlStlenséget (1d. 1.2.) alkalmazva

<Zxk,y>:<ixk+2xk,y>zz T, Y <Zxk, > (n e N)
k=0 k=0 k=n k=0

és || re, x| — 0 (n — o0o) alapjan

gl

Alylf =0 (n — o0).

00 n—1
‘<Zxk7y> - Z Tk, Y)
k=0 k=0

Igy valéban
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00 n—1 e
D (wry) = lim Y (z4,y) = <Zxk,y>.
k=0 k=0 k=0
ii) Az ortonormaltsdg fogalma is kiterjesztheté barmilyen () # Y C X ,rendszerre”: Y ONR,
ha
0 (y+#2)
(y,2) = (y,2€Y).
L (y=2)
Ugyanakkor igaz a kovetkezo allitas: bdrmely x € X esetén az
Yoim{y €Y : (a,y) 0}
halmaz legfeljebb megszdmldlhato. Ehhez ui. nyilvan elegendé azt megmutatni, hogy
tetszdleges § > 0 mellett
Ysi={yeY:[(z,y)l =6}
legfeljebb véges, hiszen Yy = (J,2, V] /n- Indirekt médon okoskodva legyen 6 > 0 olyan,
hogy Y;s legaldbb megszamldlhaté. Ekkor vélaszthatunk Ys-ban egy e, € Y5 (n € N)
ortonormalt rendszert. A Bessel-egyenlétlenség (1d. 3.3.1. 1) megjegyzés) szerint viszont
+oo > [l = Y [ en)]? = D 6% = +oo,
n=0 n=0
ami nyilvan nem lehet.
iii) Erdemes kiilon is kiemelni a 3.3.2. Lemma bizonyitésabdl, hogy
Z z(k)eg|| — 0 (n,m — o0).
k=n
Vildgos, hogy itt csak a kovetkezot hasznéltuk ki: e, € X (n € N) ortonormélt rendszer
és Y07 o |2(n)|* < 4oo. Més széval tehdt barmely (z,) ONR és «a, € K (n € N,
oo o lam|? < 400) egyiitthatésorozat esetén
Zakek — 0 (n,m—>oo),
k=n
azaz a ZZ:O ager,  (n € N) részletosszegek Cauchy-sorozatot alkotnak. Ha a széban forgd
(X, (,)) tér Hilbert-tér, akkor tehdt a (>, _, arey) sorozat konvergens. Specidlisan, ekkor
tetszéleges x € X elem > (Z(n)e,) Fourier-sora konvergens.
iv) Nem nehéz meggondolni, hogy a 3.3.2. Lemma akkor is igaz, ha az (ex,k € N) rendszer

nem ortonormalt.

Foglaljuk Gssze a 3.3. pontban mondottakat az aldbbi tételben.
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3.3.2. Tétel (Riesz-Fischer). Legyen (X, (,)) szepardbilis Hilbert-tér, e, € X (k € N) zdrt
ONR. Ekkor

o tetszbleges x € X esetén x = Zszo z(k)ey (ha N ={0,...,N}) vagy x = 1, &(k)e (ha

N =N);
e minden X > x-re Zszo 1Z(k)|* = ||z]|* (ha N ={0,...;N}) vagy > ;oo |2(k)|? = ||z]|* (ha
N =N);

o biarmely ap, € K (k= 0,..,N), ill. By € K (k€ N, >07,18> < +ox) esetén
egyértelmden van olyan x € X elem, amelyre &(k) = o, (k=0,...,N) (ha N ={0,...,N})
vagy &(k) = Bk (k€ N) (ha N =N).

3.3.4. Megjegyzések.

i) A 3.3.2. Lemma alapjidn a Riesz-Fischer-tételben zart rendszer helyett teljes rendszert is
feltételezhetiink.

ii) Legyen N =N és

Eg::{:c:(:cn):N—>K:2|:rn|2<+oo},

n=0

]2 :=

Ezzel egy ({2, ||.||2) Banach-teret definidltunk. Ha a skaldris szorzast a kovetkezéképpen
értelmezziik:

<£L',y>2 = any_n (x?yEEZ)’
n=0

akkor ({2, ||.]l2) = (€2, (,)2) Hilbert-tér. Tekintsiink egy (e,,n € N) zart ONR-t X-ben,
ekkor barmely x € X esetén

Z:=(2(n)) € la, |Z]2 = |z,

ill. tetszbleges a = () € fo sorozathoz egyértelmiien van olyan z € X, amellyel o = 7.
Ko6nnyt meggondolni, hogy az

Xoz— 1z el

megfeleltetés izomorfia is, azaz (X, (,)) izomorf és izometrikus (2, (,)2)-vel. Tovabba igaz
az altaldnositott Parseval-egyenléség is: tetszbleges x,y € X esetén (z,y) = (&, 7)2, azaz

<ZL’,y> :Z@(”)m (:c,yEX).

n=0
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4. Kompaktsag

4.1. A kompaktsag fogalma.

Adott (X,7) topologikus tér esetén egy A C X halmaz nyilt lefedésén olyan T, € T
(v € T') nyilt halmazokbdl &ll6 halmazrendszert értiink (jelolésben (T,v € T') valamilyen ) # T'
sindexhalmazzal”), amelyre A C U'yEF T, teljestil. Azt mondjuk, hogy ebbdl a lefedésbél kivdlaszthato
véges lefedés, ha I'-nak van olyan véges 'y C I' részhalmaza, hogy A C Uvern T, igaz.
4.1.1. Lemma (Lindeldf). Tegyiik fel, hogy B C T topologikus bdzis, legyen k a B halmazrendszer
szamossaga. Ekkor tetszéleges A C X halmaz barmely (Ty,v € T') nyilt lefedése esetén van a T’

halmaznak olyan LcT részhalmaza, amelynek a szdmossaga legfeljebb k és A C Uvef T,.

Bizonyitas. Legyen ui. valamely A C X halmaz esetén (T, € I') nyilt lefedése A-nak. Ekkor
bérmely v € I' indexre Ty = | By, ahol T, #0 és B,, € B (v eT,). Tehat

Ac ) U B

yel'vel'y

vel',

Legyen

By:={B,y,eB:yel,vel,}.

Vilagos, hogy By szdmossaga legfeljebb x. Minden B € By halmazhoz legyen yp € T' egy olyan
index, amelyre B C T, és I' az igy definidlt yg (B € By) indexek halmaza. Ekkor I' legfeljebb
K-szamossagu és nyilvan A C U7 g h-m

4.1.1. Megjegyzések.

i) Legyen (X,7) = (X, p) és tegyiik fel, hogy (X, p) szepardbilis. Ekkor a 4.1.1. Lemma,
ill. a 3.1.2. Tétel alapjan barmely A C X halmaz tetszbleges (T,v € I') nyilt lefedésébdl
kivdlaszthaté egy legfeljebb megszamlalhato lefedés: van olyan legfeljebb megszamlalhato
I' c I, amellyel A C Uwef T,.

ii) Az el6z6 megjegyzés alkalmazhaté a (K", p,) terekre barmely 0 < n € N, 1 < p < 400
esetén (Id. 1.3.,ill. 3.1.2. ii) megjegyzés).

iii) Vildgos, hogy minden véges A C X halmaz kompakt. Ha a 7 topoldgia véges, akkor nyilvin
barmely A C X halmaz kompakt.

4.1.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy A C X kompakt, B C A pedig zart részhalmaza A-nak. Ekkor
B kompakt.

Bizonyitas. Legyen ui. (T,,v € I') nyilt lefedése B-nek. Ekkor X \ B € 7 miatt

(X\B,T,,veTl)

nyilvan nyilt lefedése A-nak. Ezért ebbdl kivalaszthatd véges lefedés, azaz van olyan véges I'o C I’
részhalmaza I'-nak, hogy
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Ac| U |Ux\B).

RIS

Mivel B()(X \ B) = 0, ezért nyilvin igaz egytittal az is, hogy B C U, cp, T+ ®

4.1.2. Megjegyzés.

Egy kompakt halmaz nem feltétleniil zart. Tekintsiik ui. valamely a # b esetén az
X := {a,b} halmazt és a 7 := {0, X, {a}} topolégidt (1d. 1.5.). Ekkor pl. az {a} hal-
maz kompakt, de nem zéart, ui. X \ {a} = {b} ¢ 7.

4.1.3. Lemma. Ha az (X,7) tér Tyh-tér, akkor tetszéleges A C X kompakt halmaz zdrt.

Bizonyitas. Indirekt médon tegyiik fel ui., hogy valamilyen A C X kompakt halmazra A # A
és legyen x € A\ A. Ekkor barmely a € A esetén a Tr-tulajdonség (Id. 2.1.) miatt vannak olyan (fel-
tehetd, hogy nyilt) K(a), K(®(z) kérnyezetek, amelyek diszjunktak. Mivel A C Uaea K(a) nyilvan
igaz, ezért (K(a),a € A) nyilt lefedése A-nak. Tehat van olyan véges Ay C A részhalmaz, amellyel
A C Uuea, K(a). Ha

K(z):= (] K“(a),

a€Aop

akkor K (z) is kornyezete z-nek és nyilvin K(x)(K(a) =0 (a € Ap). Kovetkezésképpen

AnNK(z)c | (K@@ nK() =10

a€Ap

miatt A(K(z) = 0, ami ellentmond annak, hogy = € A, azaz annak (Id. 1.5.1. Allitds), hogy =
érintkezési pontja A-nak. W

4.1.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy az A C X halmaz kompakt. Ekkor bdrmely B C A végtelen
halmaznak van A-beli torldoddsi pontja.

Bizonyitas. Az allitdssal ellentétben tegyiik fel, hogy valamely kompakt A C X halmaz és
végtelen B C A részhalmaz esetén A (B’ = (). Tehét barmely a € A esetén a ¢ B’, azaz van olyan
K(a) kornyezet, hogy

(K (a)\ {a}) N B = 0.

Nyilvén feltehetd, hogy az itt szereplé K (a) kornyezetek valamennyien nyiltak. Vildgos tovabba, hogy
(K(a),a € A) nyilt lefedése A-nak, igy A kompaktsiga miatt egy alkalmas véges Ay C A halmazzal
A C U,uea, K(a). Egyittal persze

B=BnA= | (K(a)nB).
a€Ap

Mivel K(a) (B (a € Ap) legfeljebb véges (ti. K(a) N B = 0 vagy K(a) N B = {a}), ezért innen B
végessége kovetkezne, szemben a feltételezéssel. m
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4.2. Kompaktsag metrikus terekben.

A tovabbiakban tegytik fel, hogy (X,7) = (X, p). Nevezziink egy A C X halmazt korldtosnak, ha
van olyan z € X elem és K(z) kornyezet, hogy A C K(z). Kénnyd meggondolni, hogy ez ekvivalens
az alabbiakkal: az A halmaz akkor és csak akkor korlatos, ha lefedhet véges sok kornyezettel.

4.2.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy A C X kompakt. Ekkor A korldtos és zdrt.

Bizonyitas. A 4.1.3. Lemma miatt elegend6 mar csak a korlatossagra vonatkozo allitast belatni.
Mivel (Ki(a),a € A) nyilvan nyilt lefedése A-nak, ezért egy alkalmas véges Ay C A halmazzal
A C U,uea, Ki(a), azaz A korldtos. m

4.2.1. Megjegyzés.

Az €l6z6 lemmabeli &llitds nem megfordithaté. Legyen ui. (I1d. 3.3.4. ii) megjegyzés)
(X, p) = (b, || -[|2), azaz

X::{x:(:cn):N—>K:2|fl?n|2<+OO},

n=0

[ee]

Z |$n - yn|2

n=0

p(x,y) = (z,y € X).

Ha Y := {(dnx) € X : n € N} (ahol 0, a jol ismert Kronecker-szimb6lum), akkor ¥ nyilvan
korldtos, végtelen halmaz. Tovdbba barmely z,y € Y, x # y esetén p(z,y) = /2, ezért
Y’ =), azaz Y zart is. Mivel az el6bbi  # y € Y elemekre

K\/§/2(9‘3) N K\/§/2(y) =0,

ezért az Y-t nyilvén lefedd K s5,,(2) (2 € Y) nyilt halmazok koziil nem vélaszthatd ki
véges sok Y-t lefed6 halmaz. fgy Y nem kompakt.

Metrikus terekben kompakt halmazokra vonatkozéan a korlatossagnal erdsebb tulajdonsag is
igaz. Legyen ui. A C X kompakt és egy tetszoleges € > 0 szdm mellett tekintsiik az A halmaz aldbbi
nyilt lefedését:

Ac | Ee(x).

zeX

Ekkor az A kompaktsdga miatt van olyan véges Xy C X halmaz, amellyel

AcC U K (z).
zeXo
Kovetkezésképpen A lefedhetd véges sok e-sugard gémbbel.

Ez utébbi tulajdonsagot mintegy ,kiemelve” nevezziik az Y C X halmazt teljesen korldtosnak,
ha tetsz6leges € > 0 esetén van olyan véges Xo C X halmaz, hogy YV C U, cx, Ke(7). Azt mondjuk,
hogy az (X, p) metrikus tér teljesen korldtos, ha X teljesen korlatos.
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4.2.2. Megjegyzések.
i) A teljesen korlatossag tehdt sziikséges feltétele a kompaktsdgnak.

ii) Vildgos, hogy minden teljesen korldtos halmaz egytuttal korldtos is. A 4.2.1. megjegyzésbeli
példa mutatja, hogy ez forditva nem igaz.

iii) Konnyt beldtni, hogy barmely A C X esetén A akkor és csak akkor teljesen korldtos, ha A
is az.

iv) Egyszertien adddik az is, hogy a (K", p,) (0 <n € N,1 <p < 400) térben (Id. 1.4.) a
korlatossag és a teljesen korlatossag fogalma ugyanazt jelenti.

4.2.1. Tétel. Az ) #Y C X halmaz akkor és csak akkor teljesen korldtos, ha tetszbleges x, € Y
(n € N) sorozatnak van olyan (x,,) részsorozata, amely Cauchy-tulajdonsdgi.

Bizonyitas. Léssuk be elOszor a tételben jelzett tulajdonsig elégségességét. Tegytik fel tehat,
hogy barmely x, € Y (n € N) sorozatbdl kivélaszthatunk egy Cauchy-tulajdonségi részsorozatot.
Indirekt gondolkodva tegyiik fel tovabba, hogy Y nem teljesen korlatos, azaz valamilyen € > 0 esetén
Y nem fedhet6 le véges sok e-sugari kornyezettel. Legyen xg € A. Ekkor Y nem lehet részhalmaza
K. (xo)-nak, azaz A\ K.(xo) # 0. Hax1 € A\ K(z0), akkor p(xg,z1) > e. Mivel Y a K (zo) | K< (1)
halmaznak sem lehet részhalmaza, ezért van olyan zo € Y elem is, amelyre p(xo, x2) > €, p(z1, 22) > €.

Teljes indukcidval igy kapunk egy olyan x, € Y (n € N) sorozatot, amelyre

P( Ty, Tiy) > € (n,m € N,n # m)

igaz. Ekkor barmely (v,) indexsorozattal is fenndll, hogy p(z,,, ., ) > € (n,m € N,n # m).
Kovetkezésképpen (z,,) egyetlen (v,) indexsorozatra sem Cauchy-sorozat, szemben a kiinduld
feltételiinkkel.

Most a tétel sziikségességéhez azt tegyiik fel, hogy Y teljesen korldtos és z, € Y (n € N). Azt
kell belatnunk, hogy alkalmas (v,) indexsorozattal (x,,) Cauchy-sorozat. Mivel ez trividlis akkor, ha
valamilyen N € N esetén végtelen sok N 3 m-re x,, = xn, ezért mindjart feltehetjiik azt is, hogy
Ty # Ty (n,m € N, n # m). Ekkor egyittal az x := (x,,) sorozat R, értékkészlete végtelen halmaz.

Tekintsiik az Y halmaz Y C (J, ¢, Ki1(y) lefedését, ahol Xo C X véges halmaz. Mivel

R. ¢ |J (i) nR,),

y€Xo

ezért alkalmas yo € X elemmel K;i(yp) N R, végtelen halmaz. Van tehét olyan v indexsorozat,
amelyre

Rzou<0) - Kl (yO)

Hasonléan, véve az Y halmaz Y C Uye x, K1/2(y) lefedését valamilyen X; C X véges halmazzal,

kapunk olyan 3; € X elemet és olyan (1) indexsorozatot, amelyekkel

Rwou(o)ozx(l) - K1/2 (yl) .
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Az eljarast teljes indukcidval folytatva konstrudlhatunk minden n € N esetén olyan y, € X elemet
és olyan v(") indexsorozatot, amelyekkel

Raov©@o...ontm) C K1/2” (yn) (n € N)

Legyen n € N és v, := v(© o ... o v("(n). Kénnyti meggondolni, hogy v := (v,,) indexsorozat.
Tovabba barmely n,m € N, n < m esetén

2, =zovWo.  ov™opmt o  opm(m),

m

azaz Ty,, € Ryop©o...opm); 18Y

Ty, € K120 (Yn).

Ezért

1
(v Tuy) < p( X0, Yn) + P(Yns To) < 5 + o = —0 (n — o0),

tehat x o v Cauchy-sorozat. B

4.2.3. Megjegyzések.

i) Ha tehdt az (X, p) tér teljes, akkor ) # A C X teljesen korldtossdga azzal ekvivalens, hogy
barmely A-beli sorozatnak van konvergens részsorozata.

ii) Ha az el6bbi megjegyzésben A még zart is, akkor a teljesen korlatossdga azt jelenti, hogy
tetszbleges A-beli sorozatnak van olyan konvergens részsorozata, amelynek a hatarértéke
A-ban van.

iii) Specidlisan, ha (X, p) teljes, az ) # A C X halmaz pedig kompakt, akkor (1évén A teljesen
korldtos és zart) minden A-beli sorozatnak van olyan konvergens részsorozata, amelynek a
hatérértéke A-ban van.

Megmutatjuk, hogy az elébbi iii) megjegyzés végkovetkeztetése szempontjabdl a tér teljessége
nem lényeges, s6t igaz a

4.2.2. Tétel. Legyen (X,p) tetszbleges metrikus tér, 0 # A C X. Ekkor A kompaktsdgdnak
sziikséges €s elégséges feltétele az, hogy bdrmely A-beli sorozatnak legyen olyan konvergens
részsorozata, amelynek a hatdrértéke A-ban van.

Bizonyitas. Tegytik fel el8szor, hogy a széban forgé halmaz kompakt és legyen z,, € A (n € N)
tetszéleges. Ha az R, értékkészlethalmaz véges, akkor van az (x,) sorozatnak olyan részsorozata,
amely konstans sorozat, kovetkezésképpen konvergens és a hatarértéke A-ban van.

Feltehetd tehat, hogy R(,,) nem véges. Ekkor a 4.1.4. Lemma miatt van az R(,,) halmaznak
A-beli torlédasi pontja: a € R’(mn) () A. Tehat barmely n € N esetén létezik olyan z,, € A, hogy
p(x,,,a) < 1/(n+ 1). Nyilvan feltehetjiik, hogy v, < vn+1 (n € N), azaz, hogy (v,) indexsorozat.
Vilagos, hogy lim(z,, ) = a € A.
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Most azt tegyiik fel, hogy barmely A-beli sorozatnak van olyan konvergens részsorozata, amelynek
a hatérértéke A-ban van és legyen A C |J ~er Iy az A halmaz egy nyilt lefedése. Mutassuk meg el8szor,

hogy

alkalmas r > 0 szdmmal minden a € A elemhez van olyan v € T', hogy K, (a) C T,.

Ha ui. ez nem lenne igaz, akkor barmely n € N esetén valamilyen A > z,-re a Kl/(n+1)(xn)
kornyezet egyetlen T, halmaznak sem lenne részhalmaza. Legyen (1,) olyan indexsorozat, amellyel
(v, ) konvergens és a := lim(z,,, ) € A. Mivel A C |, T, ezért valamilyen v € I' mellett a € T,. A
T, halmaz nyiltsdga miatt viszont létezik olyan o > 0, hogy K, (a) C T.

Léassuk be, hogy alkalmas n € N indexre K/, 4+1)(7s,) C Kq(a). Legyen ehhez n € N egyel6re
tetszéleges, t € K /(,, +1)(7y, ). Ekkor

p(t,a) < p(t,xy,) + p(2y,,a) < + p(2y,,,a).

v, +1

Mivel l/n—l—l—I + p(zy,,a) = 0 (n — o0), ezért valamilyen n € N esetén l/n—l—l—I + p(zy,,a) < o,

azaz ekkor p(t,a) < o. gy valéban K1/, +1)(70,) C Ko (a). Kévetkezésképpen Ky, +1)(20,) C Ty,
szemben az (x,) sorozatra vonatkozé feltételezéssel.

A most beldtott észrevételt szem el6tt tartva tegyiik fel indirekt médon, hogy az A C U'yEF T,
nyilt lefedésbél nem vélaszthaté ki véges lefedés. Ha xy € A tetszéleges, akkor az A halmaz nem lehet
részhalmaza K, (x¢)-nak, kiilonben az el6bb beldtott észrevétel alapjan lenne olyan v € I', amellyel
A C T,. Létezik ezért A-nak olyan z; pontja, amely nem eleme K, (x¢)-nak: p(zo,x1) > r. Viszont
ugyanilyen okokndl fogva A C K, (z¢)|J K,(x1) sem teljesiilhet, azaz alkalmas x5 € A esetén

p(xo, x2) > 1, p(x1,22) > 7.

Teljes indukcidval igy eljutunk egy olyan x,, € A (n € N) sorozathoz, amelyre

P( Ty Tyy) > 1 (n,m € N,n #m)

igaz. A 4.2.1. Tétel bizonyitdsanak az elején mondottaknak megfeleléen tehat az (x,) sorozatnak
nincs olyan részsorozata, amely Cauchy-sorozat lenne. Ezért konvergens részsorozata sincs (x,,)-nek,
ami ellentmond a feltételezésiinknek. m

4.2.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy az A C X halmaz minden végtelen részhalmazdnak van A-beli
torloddsi pontja. Ekkor A kompakt.

Bizonyitas. A 4.2.2. Tétel alapjin elegendd azt beldtnunk, hogy barmely z, € A (n € N)
sorozatnak van A-ban konvergens részsorozata. Ezt viszont a 4.2.2. Tétel bizonyitasinak az elején
mar valdjadban megmutattuk. W

Foglaljuk 0ssze egyetlen allitasban a metrikus terekbeli kompaktsdggal kapcsolatban eddig mon-
dottakat.
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4.2.3. Tétel. Legyen (X, p) tetszdleges metrikus tér, ) # A C X. Ekkor az aldbbi kijelentések
egymassal ekvivalensek:

az A halmaz kompakt;
az A halmaz minden végtelen részhalmazanak van A-beli torlddasi pontja;

tetszdleges A-beli sorozatnak van A-ban konvergens részsorozata.

Ha az (X, p) tér teljes, akkor az eddig mondottak ekvivalensek a kévetkezdvel:

az A halmaz teljesen korldtos és zdrt.

4.2.4. Megjegyzések.

i)

ii)

iii)

Ha az (X, p) metrikus térben X kompakt (nevezziik ekkor magat a teret kompakt metrikus
térnek), akkor a széban forgé tér teljes. Ui. (1d. 4.2.2. Tétel) barmely (z,) Cauchy-
sorozatnak van konvergens részsorozata, amib6l (x,) konvergens volta mar kovetkezik (1d.
2.2.1. Tétel bizonyitasa).

Bérmely kompakt (X, p) metrikus tér szeparabilis. Ui. (1d. 4.2.2. i) megjegyzés) tetszéleges
n € N esetén van olyan véges X,, C X halmaz, hogy

X = U Ki/ny1)(2).

Az Y =, X, (legfeljebb megszdmlalhaté) halmazrdl viszont nem nehéz beldtni, hogy
mindeniitt strd.
Fogalmazzuk meg a 4.2.3. Tételt arra az esetre, amikor A = X. Ekkor
az (X, p) tér kompaktsiga ekvivalens az alabbi kijelentések barmelyikével:
o tetszileges Y C X végtelen halmaznak van torléddsi pontja;
e hdarmely sorozatnak van konvergens részsorozata;

o (X, p) teljes és teljesen korldtos.

4.3. Kompaktsag normalt terekben.

Tegyiik fel a tovdbbiakban, hogy (X, p) = (X, ||.||). Ha (X,].||) véges dimenzids, akkor a 3.2.2.
Tétel alapjan X-en barmely két norma ekvivalens. Specidlisan (1d. 3.2.) .|| ~ ||.||cc- Ha tehat
valamilyen 0 < n € N esetén ey, ..., e, bézis (X, |.||)-ben, akkor (X, ||.||) topologiailag azonosithat6 a
(K™, ||.|loc) térrel. Mivel az utébbi térben a kompaktsag ekvivalens a korlatossag+zartsaggal, ezért
igaz a

4.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy (X, ||.||) véges dimenziés. Ekkor eqy A C X halmaz kompaktsiga
ekvivalens azzal, hogy A korldtos és zdrt.

Lattuk (1d. 4.2.1. megjegyzés), hogy ebben az &llitdsban a dimenziéra vonatkozé feltétel
altaldban nem hagyhaté el. A kovetkez6 tételben megmutatjuk, hogy ennél erésebb a viszony a
kompaktsag és a dimenzié kozott.
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4.3.2. Tétel (Riesz). Ha az (X,|.||) tér nem véges dimenzics, akkor létezik olyan A C X
halmaz, amely korldtos és zdrt, de nem kompakt.

A bizonyitashoz sziikséglink lesz az alabbi lemmara.

4.3.1. Lemma (Riesz). Bdrmely (X, ||.||) normadlt tér, L C X wvalddi zart altér és 0 < e < 1
esetén van olyan x € X, amelyre ||x|| =1 és p(z, L) :=inf{|lx —a| :a € L} > 1 —¢.

Bizonyitas. Legyen z € X \ L, ekkor p(z, L) > 0. Kiilonben lenne olyan (a,) : N — L sorozat,

amelyre ||z — a,|| < #I (n € N) teljesiil. Ekkor viszont lim(a,) = x, amibél az L zirtsiaga miatt

x € L kovetkezne, ami nem igaz.

Az infimum definiciéja miatt barmely ¢ > 0 mellett van olyan ls € L, amelyre ||z—Is|| < p(z, L)+0.
Mivel z ¢ L, ezért ||z — I5|| > 0. Tekintsik az x5 := ﬁ elemet, ekkor ||zs]| = 1 és tetszileges
l € L mellett

p(z, L)
Iz = LslI”

—ls—|lz ZSWH

—Us+ 1z =610 = ——=
Iz = Ls]|

s =1l =

l||”

hiszen L altér volta miatt 5 + ||z — I5||l € L. Tehat

L

ok B T
p(z, L)+ ~ ©
hacsak 0 < p_(lz,__lé)e Innen
p(z, L)
Ly> ———>1-
P(xa, )_p(Z,L)+(S> €

adddik, igy ezzel a d-val x := x5 megfelels. m

A 4.3.2. Tétel bizonyitasa. Legyen e € X, |leg|| = 1. A feltétel szerint X # L({eo}).
Mivel L({eg}) véges dimenzids, igy zart altere X-nek, azaz a Riesz-lemma miatt egy alkalmas
e1 € X, |ler]] = 1 elemre p(e1, L({eo})) > 1/2. De X # L({eo,e1}), ezért megint csak a Riesz-lemma
alapjan egy es € X, |le2]| = 1 elemmel p(es, L({eg,e1})) > 1/2. Az eljardst folytatva kapunk egy
e:=(es) : N —= X, |les]| =1 (s € N) sorozatot, amelyre

plex+1, L({eo,...,ex}) > 1/2 (k e N)

igaz. Tehét tobbek kozott az is teljesiil, hogy |lex —e;|| > 1/2 (j,k € N,j # k). Ez azt is jelenti,
hogy e-bdl nem valaszthato ki olyan részsorozat, amely Cauchy-tulajdonsagi, ezért e-nek konvergens
részsorozata sincs. Ugyanakkor az A := {e; € X : k € N} halmaz nyilvén korlatos és zart (hiszen
barmely a,b € A,a # besetén ||a—b|| > 1/2 miatt A-nak nincs torlddési pontja). Az e-r6l mondottak
miatt viszont a 4.2.3. Tétel alapjan az A halmaz nem kompakt. B

Legyen a,b € R,a < b és tekintsikk a (Cla,b],| - |lco) Banach-teret (1d. 1.3.). Mit jelent az,
hogy ebben a térben egy () # F C C|a,b] fiiggvényhalmaz kompakt? Tudjuk (Id. 4.2.3. Tétel), hogy
mindez ekvivalens azzal, hogy az F halmaz zart és teljesen korlatos.
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Tegyiik fel a tovdbbiakban, hogy F zart, ekkor F akkor és csak akkor kompakt, ha F telje-
sen korlatos. Tehdt egyrészt F korlatos, azaz van olyan K > 0, hogy barmely f € F fiiggvényre
I flloo < K. Ez utébbi més széval azt jelenti, hogy alkalmas K > 0 szdimmal minden f € F, z € [a, b]
esetén

(1) |f(z)] < K.

Az (1) feltétel teljesiilésekor roviden azt fogjuk mondani, hogy az F elemei egyenletesen korldtosak.

Az F teljesen korldtos volta miatt masrészt minden € > 0 esetén van olyan véges Fy C Cla, b]
halmaz, hogy tetszoleges f € F fliggvényhez megadhatd egy fy € Fp, amellyel

1f = folleo <&

Mivel minden Fyp-beli fliggvény egyenletesen folytonos, ezért barmely g € Fy fiiggvényre egy alkalmas
0 < d4-vel teljesiil a kovetkez6 egyenlétlenség:

l9(z) —g(®)] <e  (z,t €[a,b], |z —t] <5y).

Ha ¢ := min {d, : g € Fo}, akkor tetszileges f € F,x,t € [a,b] és |z —t| < § mellett a fenti fy-val

[f(@) = fFOI < [f(@) = fo(@)| + [ fo(z) = fo®)] + [fo(t) = F(B)] <

2/|f = follso + |fo(x) — fo(t)] < 3e,

hiszen |z —t| < 6 < dy,, azaz | fo(x) — fo(t)] <e.

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy akdrmilyen o > 0 esetén van olyan § > 0, hogy minden F > f-re

(2) |flx)—f®)| <o (z,t€ab] |z —1t[ <)
Azt mondjuk, hogy az F halmaz elemei egyenld mértékben egyenletesen folytonosak, ha (2) igaz.

4.3.3. Tétel (Arzela). A zdrt ) # F C Cla,b] halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha az F
elemei egyenletesen korldtosak és egyenld mértékben egyenletesen folytonosak.
Bizonyitas. A sziikségességet a tétel kimonddasa el6tt mar belattuk.

Tegyiik most fel, hogy a széban forgé zart F halmazra (1) és (2) igaz. Legyen o > 0és K > 0
az (1)-nek, § > 0 pedig a (2)-nek eleget tevd egy-egy szdm. Vilasszuk az n,m € N pozitiv szamokat

ugy, hogy b = 4 < §és % < o teljestljon, ill. vezessiik be a kévetkezo jeloléseket:
b— . 2K .
Tri=a-+k- na (k=0,...,n), y; == —K—i—j‘ﬁ (j=0,..,m).

Jelentse tovabba £ C Cla, b] az Osszes olyan L tordttvonal (linedris spline) dltal meghatarozott hal-
mazt, amelynek a toréspontjai (legfeljebb) az xp (k = 0,...,n) pontok és barmely k = 0, ..., n esetén
valamilyen j = 0, ..., m indexre
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L(zk) = y;-
Vilagos, hogy L véges halmaz.
Ha f € F, akkor minden k = 0, ...,n indexhez egyértelmiien van olyan j; = 0, ..., m — 1, amellyel
Yjp < f(l'k) < Yjrt1-

Legyen L € L olyan, hogy L(zy) := y;, (kK = 0,...,n). Ekkor tetszéleges k = 0,...,n — 1 és
x € [T, Tpy1] esetén

[f (@) = L(@)| < |f(2) = far)[ + [f(@r) =y | + | L(xr) — Lz)] <

[f (@) = f(or)| + [f (o) — gl + [L(x) = Llwra)| < |f(2) = flee)| + 1f(@r) — vsl+

|L(wx) — f(ze)| + | f(zr) = f(@ra)| + | f(@rr1) — L(zgsa)| =

|f(z) = flap)| + 2| f (xk) = ysi| + | f(zr) = f@re)| + [ f(@p41) — yjp 0| < 5o,

hiszen [z — x|, |2k — 241l <O, [f(@r) — Yji | [ (@r41) = Yjuiu | <0

Azt 1attuk tehdt be, hogy ha e > 0 és f € F, akkor (az el6bbiekben a 0 < o < /5 vélasztédssal)
alkalmas L € L fliggvénnyel ||f — L||- < . Ez éppen azt jelenti, hogy F teljesen korldtos. m

4.3.1. Megjegyzések.

i) Nyilvdn barmely véges O # F C C|a,b] halmaz elemei egyenld mértékben egyenletesen
folytonosak.

ii) Legyen 0 <n € N,

2nx (Oémﬁﬁ)
fa@)={ 2 (E-2) (F<e<d)
0 <%<x§1>

és F := {fn € C[0,1] : 0 < n € N}. Ekkor F-re (2) nem 4all fenn, azaz van olyan o > 0,
hogy minden 0 > 0 mellett egy-egy megfelel6 0 < n € N és x,t € [0,1], |x — t| < 0 esetén

[fu(x) = f()] = 0

Ugyanis

fn(1/(2n)) — fr(0)|=1=:0 (0 <neN),
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de bérmely § > 0 esetén 1/(2n) — 0 (n — oo) miatt alkalmas N > n-reat := 0,2 :=1/(2n)
vélasztassal |z — t| < 4.

iii) Valamely f € Cla,b],d > 0 esetén legyen

w(f,0) = sup{[f(x) — f() : 2w, t € [a,b], | — 1] < 5}

(az f flggvény folytonossdgi modulusa). Mivel f egyenletesen folytonos, ezért
lims_,o w(f,d) = 0. Tovdbba a (2) feltétel pontosan azt jelenti, hogy ez a lims_,ow(f,d) =0
egyenlGség az f € F fliggvényekre egyenletesen teljesiil: barmely € > 0 szamhoz megadhaté
a dp > 0 ugy, hogy ha 0 < § < dg, akkor w(f,d) <e (f € F).

5. Az approximacidelmélet alapjai

5.1. Halmazok tavolsaga.

Legyen (X, p) metrikus tér, ) # A, B C X és

p(A, B) :=inf{p(z,y) :z € A,y € B}.

Azt mondjuk, hogy a € A,b € B extremdlis pontok, ha p(a,b) = p(A, B). Speciélisan, ha z € X, akkor
legyen

p(z, B) := p({z}, B) = inf{p(z,y) : y € B},

ill. nevezziikk a b € B pontot extremdlisnak, ha p(z,b) = p(z, B). Nyilvdnvald, hogy z € B esetén
b := z extremalis, p(z, B) = 0 és ekkor ez az egyetlen extremalis elem. S6t, ha p(z,B) = 0 és van
extremalis elem (b € B), akkor 0 = p(z, B) = p(z,b) miatt z =b € B.

Azt a kérdést vizsgaljuk a tovabbiakban, hogy milyen feltételekkel lehet garantdlni extremélis
pontok 1étezését? Ehhez azt fogjuk mondani, hogy a B halmaz kvdzikompakt, ha tetszoleges =,, € B
(n € N) korldtos sorozatnak van olyan (z,,) konvergens részsorozata, hogy lim(x,, ) € B. Vildgos,

hogy
e minden kvazikompakt halmaz zart;
e (1d. 4.2.3. Tétel) minden kompakt halmaz kvazikompakt.

Az utébbi észrevétel nyilvan nem megfordithaté: ha ui. (X,p) = (R,]|.|), akkor pl. R
kvazikompakt (1d. a klasszikus Bolzano- Weierstrass-féle kivalasztasi tételt), de nem kompakt, hiszen
nem korlétos.
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5.1.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a fenti A halmaz kompakt, B pedig kvdzikompakt. Ekkor léteznek
a € A, b€ B extremdlis pontok: p(a,b) = p(A, B).

Bizonyitas. Az infimum tulajdonsdgai miatt minden n € N esetén vannak olyan a,, € A, b, € B
elemek, amelyekkel

1
A, B) < plan, by A B) 4+ ——.
p(A, B) < p(an,b,) < p( )+n+1

Kovetkezésképpen lim(p(an, b,)) = p(A, B).

Az A halmaz kompaktsiga miatt egy alkalmas (v,) részsorozattal (1d. 4.3.2. Tétel) (a,, ) kon-
vergens és a := lim(a,, ) € A. Mutassuk meg, hogy a (b,,, ) sorozat korlatos. Ui.

p(by,,a) < p(by,,a,) + pla,,,a) < +play,,a) — 0 (n — o0),

v +1

azaz alkalmas M > 0 szdmmal p(b,,,a) <M (n € N).

A B halmaz kvazikompaktsdga miatt van tehat olyan (p,) indexsorozat, amellyel (b,, ) konver-
gens és b :=lim(b,, ) € B. Tovabba minden N > n-re

p(a,b) < p(a, al/#n) + p(amn ) bl/un) + p(bvun ,b),

azaz (megfelel$ szerepcserét is alkalmazva)

19(@,5) = plas,, by, )| < plasan,, ) + plbuy, D) =0 (10— o0).
fgy
p(a, b) = hm(p(al/#n?bl/un)) = hm(p(am bn)) = p(A, B)?

azaz a, b extremalisak. m

Mivel tetszéleges z € X esetén a {z} halmaz kompakt, ezért az elébbi tételbdl specidlis esetként
rogton adodik az

5.1.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a B halmaz kvdzikompakt. Ekkor minden z € X elemhez létezik
b € B extremdlis pont: p(z,b) = p(z, B).

5.2. Approximacié normalt terekben.

Legyen a tovabbiakban (X, p) = (X, ||.||), L € X véges dimenzids altér. Ekkor a 3.2.2. Tétel
szerint az (L, ||.[||,) tér topologiailag azonosithaté (alkalmas 0 < n € N mellett) a (K", ||.|[o) térrel.
Ebbdl rogton kovetkezik, hogy L zart és ,miikodik” benne a Bolzano- Weierstrass-féle kivalasztasi
tétel: barmely x,, € L (n € N) korlatos sorozatnak van L-ben konvergens részsorozata. Mds széval
L kvazikompakt. Az 5.1.2. Tétel alapjdn tehat igaz az
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5.2.1. Tétel. Bdrmely véges dimenzios L C X altér és x € X elem esetén van olyan 1l € L,
amely extremdlis: ||l — z|| = p(z, L).
5.2.1. Megjegyzés.

Igen tanulsdgos az 5.2.1. Tétel aldbbi bizonyitdsa is. Legyen eq,...,e, € L (valamilyen
0 < n € N mellett) bézis L-ben és rogzitett x € L esetén

fle) =

(= (a1, ...,ap) € K").

n
T — g QRe
k=1

Ekkor az M =Y, _, |lex| jeloléssel

[f(@) = F(B) <D lar = Bel-llexl] < Mlla = Blloe (o, 8 €K"),
k=1

amibdl az f fiiggvény (egyenletes) folytonossdga rogton kovetkezik. Mivel

fla) >

= [zl = lletfloo- = ll=ll =

[lv]] oo

n
E o715
k=1

n
k
D TaTo
k=1

lelloo- fla/llalloc) =l (0# e KY),

ezért m-mel jelolve az f fiiggvény minimumat a (K™-ben kompakt)

{BeK": [|Bllc =1}

halmazon azt kapjuk, hogy f(a) > mlla|l — ||z|. Vildgos, hogy m > 0, igy az
llal|oo > 2||z||/m vektorokra f(a) > ||z||. Kovetkezésképpen a

plz, L) = inf{f(a) : a € K"} < f(0) = [l]|

becslés miatt

plw, L) = inf{f(a) : a € K", [laf|oc < 2][x] /m}.

Az E = {a € K" : ||ofjx < 2|z||/m} halmaz is (K™-ben) kompakt, tehdt az f fliggvény
folytonossdga miatt 1étezik a

p(z, L) = min{f(a) : « € E} = f(a)
minimum valamilyen & € E vektorral. Ez azt jelenti, hogy a Y, _, axer € L elem extremalis.
Az el6bbi tétel alkalmazasat illetéen tekintsiik a kovetkezd példakat.

1° Legyen () # U C R kompakt halmaz (a szdmegyenes ,szokdsos” topoldgidjéra nézve),
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X :={f:U — R: ffolytonos} , ||f| := rq{leal>]<|f(x)| (f e X).

Legyenek tovabba valamely 0 < n € N esetén adottak a gi,...,9, € X fliggvények és definidljuk az
L C X alteret gy, mint a g1, ..., g, fliggvények linedris burkét:

L:=L{g1,9n})-

Vildgos, hogy L véges dimenzios, ezért az 5.2.1. Tétel alapjan tetszoleges f € X fliggvényhez vannak
olyan ay, ..., a, € R egyiitthatok, hogy a g := >"}_, argr € L fiiggvény extremadlis: ||f —g|| = p(f, L),
azaz,

fx) = Z arge(@

=, oin _ max| f(z)

max

- Zakgk(ff)
k=1

2° Tegyiik fel, hogy az el6bbi példaban az U halmaz véges: U = {z1,...,x,} (valamilyen
0 < m € N mellett). Ekkor az el6bbi feladat a kovetkezd alakot 6lti (min-maz-feladat):

max
i=1,....m

Z ar gk (i)

= min max
at,...,an€RI=1,....om

- Z gk (i)
k=1

=(f(z1), ..., f(zm)) € R, a:= (aq,...,a,) € R",

= (gk(l’i)):’i’ikzl € Rmxn , O I= (Oél, ...,Oén) S Rn?

akkor a min-max-feladat a kovetkezoképpen irhato:
—A = mij —A .
Iy — Aalle = min [}y — Ao

Nyilvan barmely y € R™ vektor és A € R"™*™ métrix felirhaté ilyen alakban alkalmas g1, ..., gn
fliggvényekkel és x1, ..., T, ,alappontokkal”. Viladgos tovabba, hogy ha az Az = y linedris egyenlet-
rendszernek van megoldéasa, azaz valamilyen Z € R" esetén AZ = y, akkor a fenti min-max-feladatban
a = % irhaté. Ha ilyen Z nincs, akkor nevezziik a min-max-feladat barmely a € R”™ megoldasat a
szoban forgd linedris egyenletrendszer approximativ megolddsdnak.

Tekintsiik pl. a (klasszikus értelemben nem megoldhato)

20 =3
3r =4

egyenletrendszert. A min-max-feladat most az alabbi elemi feladatot jelenti: hatdrozzunk meg olyan
R 3 a-t, amellyel
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mirlimax{mx — 3|, 3z — 4]} = max{|2a — 3|, |3a — 4]}.
e

A ¢(z) == max{|2x — 3|, |3z — 4|} (= € R) fuggvény vizsgdlatabdl rovid meggondolds utan adodik az
a = 7/5 megoldés.

k—1

3° Ha az 1° példdban gi(x) := =z (x €Uk =1,...,n), akkor legyen (az ottani jelclésekkel)

P(z) := iakxk_l (r € R).
k=1

Ekkor P legfeljebb (n — 1)-edfoki polinom, ill. g = P,. A P polinomot az f-et (az U halmazon)
egyenletesen legjobban kézelitd legfeljebb (n — 1)-edfoki polinomnak nevezziik. Ennek a feladatnak a
klasszikus esete az, amikor U egy kompakt intervallum. Ha a most vizsgélt polinomapprozimdciot a 2°
példaban tekintjiik, akkor m = n esetén P nem mas, mint az f fliggvény Lagrange-féle interpolacids
polinomja az x1, ..., x,, alappontokon. Ekkor a 2° min-max-feladat megoldasa egyértelmii. (Ham < n,
akkor szintén tudunk interpoldlni, de a feladat megolddsa mar nem egyértelmii.)

4° Trjunk a 2° feladatban szerepld R™-beli ||.]|os vektornorma helyett ||.o-t:

m
Izll2 = ([ D lzl> (2= (21,0, 2m) €R™).
k=1
Ekkor az
— Aall = mi — A
Iy~ Aall2 = min |1y — Aallz
feladatra jutunk, azaz
D) =Y akge()| = min (ST = > oxge(e:)
i=1 k=1 e i=1 k=1

Ez nem mas, mint a legkisebb négyzetek maodszere néven jél ismert feladat.

Azt mondjuk, hogy az (X, ||.|) normdlt tér szigordan normdlt, ha az ||z + y|| = |z|| + ||y]
egyenldség valamely x,y € X esetén akkor és csak akkor all fenn, ha alkalmas A > 0 szdmmal y = Az
vagy = = \y. Kénnyen lathatd, hogy pl. az (R?, ||.]|) tér nem szigortian normalt. Ui. az z := (1,0),
y:= (1,1) € R? vektorokkal ||z|| = ||y|| = 1, z+y = (2, 1), azaz ||z +y| = 2 = ||z|| + ||ly||. Ugyanakkor
barmely A > 0 szammal = # Ay és y # Ax.

Megmutatjuk azonban, hogy igaz az
5.2.1. Lemma. Legyen (X, |.|) = (X,(,)). Ekkor (X,|.||) szigorian normdlt.

Bizonyitas. Ha z,y € X, |z +y| = ||| + ||ly]| és y = 0, akkor a X\ := 0 vélasztdssal y = Az.
Feltehet§ ezért, hogy y # 0. Tekintsiik ebben az esetben a
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h(t) =llz —ty|*  (t€R)

fliggvényt:

h(t) = (o — ty, = — ty) = ||2|* — 2t Re (2, y) + £*]ly||*.

Mivel az ||z + y|| = ||z|| + ||ly|| feltételezés szerint

lz +yl1* = (@ +y. 2 +y) = |2 + 2Re (@, y) + [lyl* = l=[1* + [yI* + 2]z [lyll,

ezért Re (x,y) = [|z]- ||ly||. Kovetkezésképpen

h(t) = [z = 2tz [yl + 2 lyl* = (=l - tlyl)?>.

Ez azt jelenti, hogy a \ := H (> 0) jeloléssel

0="n(A) = [z = Ayl?,
azaz = Ay. i

5.2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (X,|.||) tér szigorian normdlt. Ekkor bdrmely L C X altér
és v € X esetén legfeljebb egy olyan | € L létezik, amelyre ||x — || = p(x, L).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy valamely x € X, 1,15 € L esetén
lz = Ll = [lz = L2l = p(z, L)
és legyen [ := Ll + L2 Mivel L altér, ezért | € L, kovetkezésképpen

I+ 1o
2

1
plo 1) < llo =1 = [}o = 52| = Fie - ) + - )] <

1
> Ul =1l + o = &) = p(, L),

Innen azt kapjuk, hogy

(& = 1) + (z =) || = [z = L]l + [l — Lo,

azaz a szigori normaltsdg miatt van olyan A > 0, amellyel (pl.) z — {1 = Az — l2).

Ha itt A = 1, akkor I; =[5 rogton kovetkezik. Ha viszont A # 1, akkor

LA

L.
- ©
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Vildgos (ahogyan azt mér kordbban is megjegyeztiik), hogy tetszéleges y € L esetén az egyetlen
extremalis elem is y, azaz ekkor x =11 =l5. &
5.2.2. Megjegyzések.

i) Tekintsiik az (X, ||.||) :== (C[0, 1], ||.||cc) teret és az L := {f € X : f(0) = 0} (nyilvan) alteret,
valamint az f € X, f =1 fiiggvényt. Konnyl meggondolni, hogy ha g € L olyan fiiggvény,
amelyre R, C [0,1], akkor g extremadlis. Legyen ui. g ilyen, = € [0, 1], ekkor

L= 1£(0) = 9(0)]  max [£(@) — gla)| = 1 ~ gl = max 1= g(a)] <1.

azaz ||f — g|| = 1. Ugyanakkor tetszéleges h € L esetén

L= |£(0) ~ h(0)] € max |f(@) ~ h(x)| = |If = h.

z€[0,1
Egybevetve a fentieket p(f, L) = 1 = || f—g|| kovetkezik. Vildgos, hogy a jelzett tulajdonsdgi
g fuggvénybdl (azaz egytttal extremalis elembdl is) végtelen sok van.

ii) Az 5.2.2. Tétel alapjén tehat az i) megjegyzésbeli tér nem szigorian normalt, ami a hivatko-
zott tétel nélkiil is konnyen beldthaté: az elébbi f és a g(x) :=x (x € [0,1]) fiiggvényre

If+ gl =2=1f1+lgl,
de nyilvan nem létezik olyan A € R, amellyel f = Ag vagy g = Af teljestiilne.

5.3. Approximacié euklideszi terekben.

Legyen az (X, (,)) euklideszi térben L C X altér. Azt fogjuk mondani, hogy L teljes altér, ha
barmely z,, € L (n € N) Cauchy-sorozat konvergens és lim(x,,) € L. Nyilvdnval6, hogy

e minden teljes altér zart;

e ha (X, (,)) Hilbert-tér, akkor az L C X altér akkor és csak akkor teljes altér, ha zart.

5.3.1. Tétel. Tegyik fel, hogy L C X teljes altér az (X, (,)) euklideszi térben. Ekkor bdrmely
x € X esetén egyértelmien létezik olyan | € L, amely extremdlis, azaz ||x — || = p(x, L).

Bizonyitas. Az egyértelmiiség az 5.2.1. Lemma, ill. az 5.2.2. Tétel alapjan mar kovetkezik.

Legyen I, € L (n € N) olyan elem, amelyre

1
L)<z — || < p(z, L) + ——.
pla, L) < llz = lnll < pz, L)+~

Ekkor lim( ||z —1,,||) = p(z, L). A paralelogramma-szabaly (1d. 1.3.1. Tétel) alapjan minden n,m € N
esetén a kovetkezét mondhatjuk:

ltn = Ll = (& = 1) = (2 = L) |* = 2(ll2 = al® + Iz = 1 1?) = (122 = (ln + L) |-

Az l,,1,, elemek konstrukciéja miatt
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2z = lal® + e = lm|®) — 4p*(z, L) (n,m — o0).
Megmutatjuk, hogy
122 — (In + )| — 4p*(2, L) (n,m — o)

is igaz. Valéban,

Ly + L |2
H2:U—(ln+lm)\|2=4Hx— —’2_ ,
ahol W € L miatt
Ly + Lo |I?
4H:c— —; > 4p%(z, L).

Mivel

122 = (I + 1) 1? = (& = 1n) + (2 = L) | <

(o = lall + llz = lnlD)? = 4p°(z, L) (n,m — 00),

ezért |22 — (L, + In)||? — 4p?(xz, L) (n,m — oo) mér valéban kovetkezik.

Azt kaptuk tehat, hogy ||l — lm|| — 0 (n,m — o0). Az L altér teljessége miatt igy 1étezik az
[ :=1im(l,) hatarérték és l € L. Az

llz =il =llz =l < 10 = lull = 0 (n — o0)
becslés miatt azonban ||z — || = lim(||x — 1,,||) = p(x, L), azaz | extremélis. m

5.3.1. Megjegyzések.

i) Ha az (X, (,)) tér Hilbert-tér, akkor az 5.3.1. Tétel az alabbi alakot Olti: bdrmely L C X
zdrt altér és x € X esetén egyértelmien létezik olyan | € L, amely extremdlis, azaz ||x —1| =

p(z, L).

ii) Az elébbi megjegyzésben az L altér zartsdga, ill. az 5.3.1. Tételben az illet6 altér teljessége
nem hagyhaté el. Legyen ui. (Id. 3.3.4. ii) megjegyzés) (X, (,)) := (£2,(,)2) = (L2, ||-||2),
L := 1/, azaz

L:= {(mn) €ly: i|a?n| < —|—oo}.

n=0

Ha z := (1/(n+ 1)) € {3, akkor tetsz6leges n € N esetén az
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0 (k>n)
el6irassal definidlt nyilvan L-beli (") sorozatokra

lz—2™5= " el =0  (n—o0).
k=n+1

Ezért barmely € > 0 mellett vehetiink olyan n-et, amellyel p(z, L) < ||z — 2™ ||y < . Tehat
p(x,L) = 0. Mivel = ¢ L, ezért nincs extremadlis elem, hiszen ha [ € L ilyen volna, akkor
0= p(x,L) = ||z — ||z miatt x =1 € L lenne.

5.3.2. Tétel. Legyen (X, (,)) tetszbleges euklideszi tér, L C X altér, x € X, 1 € L. Azl elem
akkor és csak akkor extremdlis, ha barmely y € L esetén (x —1,y) = 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel eldszor, hogy ||z — || = p(z, L) és (indirekt médon) valamilyen y € L
elemre (x — l,y) # 0, pl. a:=Re(x —1,y) > 0. (A tobbi eset hasonléan kezelhets.) Ekkor minden
A > 0 esetén

lz = (L4 M)l = (@ = 1) = Ay, (@ = 1) = Ay) =

lz = 12 + N?[lyll* — 20X =[]z — 1] + A [lyll* - 20).
Mivel A|y||2 = 0 (A — +0), ezért alkalmas A-ra A||y|? — 2a < 0, azaz ||z — (I + \y)||*> < ||x — {||>. Ez
azt jelentené, hogy az | + \y € L elemre p(x,L) = ||z — || < ||z — (I + Ay)||, ami nem lehet.
Most azt tegyiik fel, hogy barmely y € L esetén (z —[,y) = 0 és legyen z € L. Ekkor

lo = (= +DIP =& = 1) =z, (x = 1) — 2) = [l = 1> + ||,

ui. a feltétel szerint (x — [, z) = (z,& — 1) = 0. Tehat ||z — (z + )| > ||z — I||. Vildgos, hogy az L
altér minden eleme felirhaté alkalmas L > z-vel z 4 [ alakban, igy az elobbi eredmény masképpen
fogalmazva azt jelenti, hogy ||z — || < ||z — s|| (s € L). Ezért | extremadlis elem. m

5.3.2. Megjegyzések.

i) Geometriai hasonlattal élve az (u,v) = 0 esetben azt mondjuk, hogy az u,v € X elemek
ortogondlisak (vagy merdlegesek), és mindezt az u 1 v szimb6lummal jeloljik.

ii) Valamely () # A C X esetén legyen A+ := {z € X : 2 L a (a € A)}. Vildgos, hogy At
altér. Azt sem nehéz belatni, hogy A+ zart. Ha ui. x, € A+ (n € N) konvergens és
x := lim(x,,), akkor tetsz6leges a € A és n € N esetén

(2, ) = |z, a) = (zn, )| = [(x = 2n, @) < [lz = 2n[|- o] =0 (n = o0),

azaz (r,a) = 0. Tehat x € A, {gy AL valéban zdrt. Az Al zirt alteret az A halmaz
ortogondlis kiegészits alterének nevezziik.
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iii) Legyen pl. (X, {(,)) = (R?,(,)2) és (pl.) L ,egy origbn dtmend egyenes’. Ekkor az 5.3.2.
Tétel az elemi matematikdbdl jol ismert tényt jelenti: valamely = € R? vektor esetén z és L
(euklideszi) tavolsdgat ugy kapjuk meg, hogy z-bdl merélegest bocsatunk L-re és ha ennek
a talppontja az [ € L vektor, akkor a keresett tavolsag ||z — ]|2.

iv) A most bevezetett terminoldgidval élve tehét az 5.3.2. Tétel a kovetkez6képpen fogalmazhatd
meg: ||z — || = p(x, L) akkor és csak akkor igaz, ha x —1 € L*.

Az utolsé megjegyzésbdl kiindulva legyen valamely L C X teljes altér és x € X esetén [ € L
extremalis elem: ||z—I|| = p(x, L) és 1 := [, x5 := v—1. Ekkor 21 € L, x5 € L+ és nyilvan o = z1+2.
Nem nehéz belatni, hogy az x elem elébbi tulajdonsagu felbontdsa egyértelmii: ha valamely u; € L,
us € L+ elemekkel is igaz az x = uy + uo el6allitas, akkor

LB[L’l—ul:UQ—{EQGLJ'

miatt ¥ —u; € LN LY, azaz ||[x1 — w1]|? = (z1 — ui,x1 — u1) = 0. Kovetkezésképpen z; = u; és
hasonléan x9 = us.

Ezzel belattuk az alabbi allitast:

5.3.3. Tétel (Riesz). Legyen L C X teljes altér az (X, (,)) euklideszi térben. Ekkor bdarmely
x € X esetén egyértelmiien léteznek olyan x1 € L, x5 € L+ elemek, amelyekkel v = x1 + 5.

5.3.3. Megjegyzések.

i) A fenti tétel alapjan azt mondjuk, hogy az X tér az L, L+ alterek ortogondlis direkt dsszege:
X=LoL:.

ii) Ho @ = z1 + 22 az ¢ € X elemnek az 5.3.3. Tétel szerinti felbontdsa, akkor igaz az
llz||? = ||z1]|? + ||z2||? Pitagoraszi-dsszefiiggés. Ui. (xe,x1) = (w1, 12) = 0 miatt

[2]|? = (z1 + @2, 31 + 22) = (21, 21) + (2, T2) = [|21]]* + ||22*-

iii) Specidlisan barmely (X, (,)) Hilbert-tér és zart L C X altér esetén X = L & L*.

iv) Legyen valamely (X, (,)) euklideszi tér és teljes L C X altér mellett P, : X — L az
a leképezés, amelyre Pr(z) := 21 (x € X), ha x = 21 + 22 az x elem el6bbi felbontésa:
r1 € Lyxy € L. A Py leképezést (operétort) az L altérre val6 projekcionak (vagy vetitésnek)
nevezziik. Az eddigiek alapjan mar eléggé nyilvanvald, hogy Pp linedris, azaz

Pr(pr+My) = pPr(z) + APr(y)  (z,y € X,pu, A € K).

Tovabba || Pr(z)|| < ||z|| (z € X), azaz (1d. 6.2.) Pr, korldtos linedris operdtor. Ha x € L,
akkor az x = x + 0 felbontasbdl az 5.3.3. Tételbeli egyértelmiiség alapjan Prax = x adddik.
Ez azt is jelenti egytittal, hogy Rp, = L. A P projekci6 idempotens, azaz P? := PoP = P, ui.
barmely r € X esetén Prx € L 1évén az elobb mondottak szerint Pfx = Pp(Prx) = Ppx.
Az L+t altér a Pp projekcié magtere: L+ = {x € X : Ppx = 0}. Valéban, ha z € L*,
akkor © = x 4+ 0 az z elem ortogonalis felbontdsa: 0 € L,z € L+, ezért Prz = 0. Tehat
L+ C {x € X : Ppz = 0}. Forditva, ha x € X és Prx = 0, akkor az

T=x1+ 2= Prx+x2 = T2 (1’2€LJ_)
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vi)

felbontdsbdl & = @9, azaz & € L+ kovetkezik. Igy {z € X : Pro = 0} € Lt is igaz. Konnyfi
meggondolni, hogy a most kapott kovetkezmények jellemzik is a projekcidkat: a P: X — X
linedris leképezés akkor és csak akkor projekcio az L teljes altérre, ha P idempotens, Rp = L
és LY = {x € X : Px = 0}. Ha ui. P ilyen, akkor barmely X > z-re Pz € L, ill.
P(z — Pz) = Pz — P?2 = Pr — Pz = 0 miatt * — Pr € L. Ezért * = Pz + (v — Pz) az
(L altérre vonatkozo) ortogonalis felbontésa x-nek. Kovetkezésképpen Pr = Ppz.

Tegyiik fel, hogy az elébbi megjegyzésben e, € X (k € N) ONR (Id. 3.3.) és legyen
valamely n € N esetén L := L({eo, ..., e, }). Ekkor a 3.3.1. Lemma szerint barmely = € X
esetén igaz, hogy ||z — Sy (z)| = p(x, L), azaz

x =8y (r) + (v — Sn(x))

az x elem ortogondlis felbontdsa. (Emlékeztetiink az S, (x) Fourier-részletosszeg definiciéjé-
ra: Sp(z) = > p_o&(k)er € L, ahol (k) = (z,ex) (k € N).) Més széval tehdt P, = S,
(Fourier-projekcid).

Ha az v) megjegyzésben (X, (,)) Hilbert-tér és N' = N, akkor legyen

L:=L({e, € X :neN}).

Ekkor L zart (azaz teljes) altér. A 3.3.3. iii) megjegyzés szerint barmely = € X elemre
létezik az S(x) := Y .-, &(n)e, Fourier-dsszeg. Ha k,n € N és k < n, akkor

0<[(z—5(x),ex)| = [2(k) — (S(2), ex)| =

(k) = (S(2) = Sn(2), ex) = (Sn(2), ex)| =

[(S(2) = Sn(x), ex)| < ||S(2) = Su(x)[| =0 (n— 00).
Kovetkezésképpen (x — S(x),er) =0, azaz x — S(z) L e (k € N). Vildgos, hogy innen
x—S(x) L L{e, € X :neN})

is rogton adddik. Ha viszont z € L, akkor alkalmas z, € L({e, € X : n € N}) (n € N)
sorozattal ||z — z,|| = 0 (n — 00), azaz (x — S(z),2z,) =0 (n € N) miatt

[(z = S(@),2)| = [(z = S(2), 2 = 20) + (& = (), 20)| =

[(z = 5(2), 2 = zn)| < [lx = S@)|- |z =zl =0 (n — 00).

Tehat (x—S(x),z) =0, igy x—S(x) L L is teljesiil. Mivel S,,(z) € L (n € N) és L zértsaga
alapjan

S(z) = lim(S,(x)) € L
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vii)

viii)

(+x)

nyilvan igaz, ezért (1d. 5.3.2. Tétel) p(z, L) = ||z — S(z)|, ill. az

x=85(z)+ (x — S(x))

felbontds miatt Pr, = S.

Tudjuk (1d. 3.3.2. Tétel), hogy ha az v) megjegyzésbeli (e,) ONR zért (vagy ami ugyanaz:
teljes) rendszer, akkor S(x) = z. Ekkor tehat p(x, L) = 0 minden = € X elemre igaz, azaz
re€L=Xé P,L=Px =id.

Legyen (X, (,)) tetsz6leges euklideszi tér, zg,...,x, € X (n € N) linedrisan fiiggetlen
rendszer, L := L({zg,...,zn}). Ekkor (Id. 5.2.1., 5.2.2. Tételek) barmely = € X esetén
egyértelmiien megadhaték olyan ay, ..., oy, € K egylitthatok, amelyekkel az [ := ") cpzy,
jeloléssel p(x, L) = ||l —1||. Az 5.3.2. Tétel alapjén azt mondhatjuk, hogy

n

0=(z—1,x;) = (x,xj>—2ak(xk,xj> (j=0,..,n),
k=0

azaz

n

Z<xkaxj>ak = (x,x;) (j=0,...n).

k=0

Tovabba (x —[,1) = 0 miatt

(e, L) =l — U = (& — Lo —1) =z — La) = o] = 3 anfan, 2),
k=0

amibdl

n

p*(z, L) + Z(a?k,a:mk = (z,x)
k=0

kovetkezik. Vegytik észre, hogy (x), (xx) egyiitt egy (n+2) X (n+ 2)-es linedris egyenletrend-
szer a p?(x, L), ag, ..., a, ismeretlenekre:

1-p2(:13,L) + (xo, ) + oo + (T, )0y, = (T, )
0-p2(ar, L) + (xo,x0)ap + ... + (Tn, z0o)n = (x,x0)

0- pg(:c,L) + (@0, Tp)ao + ... + Ty, Tp) iy, = (T, T4).

Ennek az egyenletrendszernek a determindnsa nem més, mint az xg, ..., z, elemrendszer
Gram-determindnsa: T'(xg,...,x,) (> 0). A Cramer-szabaly szerint kiszdmitva p?(z, L)-et
azt kapjuk, hogy
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[(z, zo, ..., Tn)

2
I) =
P L) T(zo, .oy p)

ahol értelemszertien I'(z, xo, ..., x,) az x, xg, ..., T, elemrendszer altal meghatdrozott Gram-
determinans. Kovetkezésképpen

I(z,x0, ..., Tn)

plz, L) = T(xo, .oy Tn)

ix) Ha viii)-ban z, ..., z,, ONR, akkor (kénnyen ellenérizhetéen)
(20, &) =1, T(x, 20, ..., zn) = 2> = Y _ &),
k=0

ahol most Z(k) := (x,zr) (k=0,...,n). Tehdt

pla, L) = |llz]2 =Y 12 (k)2
k=0
ami nem mds, mint a Bessel-azonossag (Id. 3.3.1. Lemma).

6. Linedris operdtorok

6.1. Folytonos leképezések.

Legyen (X,p) és (Y,0) egy-egy metrikus tér, f € X — Y, a € Dy. Azt mondjuk, hogy f
folytonos a-ban, ha minden € > 0 szdmhoz van olyan ¢ > 0, hogy tetszlleges = € Dy, p(x,a) < &
esetén o(f(z), f(a)) < e. Mindezt az f € C{a} szimb6lummal fogjuk jel6lni. Ha az el6bbi definiciéban
megkovetelt tulajdonsdg barmely a € Dy helyen igaz, akkor roviden azt mondjuk, hogy f folytonos
és erre az f € C jelolést hasznaljuk.

Vildgos, hogy a leképezések folytonossaganak ez a definicidja az elemi analizisben , megszokott”
folytonossdg kiterjesztése absztrakt fiiggvényekre. A pontbeli folytonossig egy ekvivalens megfogal-
mazdsa a kovetkezé: f € C{a} akkor és csak akkor igaz, ha barmely K (f(a)) kérnyezethez megadhat6
olyan k(a) kornyezet, hogy

flk(a) N Dy] C K(f(a)).

6.1.1. Megjegyzések.

i) Tegyiik fel, hogy f: X — Y (azaz Dy = X) és f € C. Ha () # Z C Y nyilt és valamely a € X
esetén f(a) € Z, akkor egy alkalmas K(f(a)) kornyezettel K(f(a)) C Z. Mivel f € C{a},
ezért van olyan k(a) kornyezet, amellyel f[k(a)] C K(f(a)). Vildgos, hogy az A := ¢ x k(a)
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ii)

iii)

iv)

v)

vi)

vii)

viii)

ix)

x)

halmaz nyflt és f~1[Z] = A. Forditva, ha azt tudjuk, hogy tetsz6leges Z C Y nyilt halmazra
f7YZ] nyilt, akkor barmely a € Dy és K(f(a)) esetén f~'[K(f(a))] nyilt. Van tehét olyan
k(a) kérnyezet, amelyre k(a) C f~1[K(f(a))], azaz f[k(a)] C K(f(a)). Ez éppen azt jelenti,
hogy f € C{a}. Mivel itt a € Dy tetszéleges volt, ezért f € C.

Az i) megjegyzésben tehét a folytonossdg aldbbi ekvivalens megfogalmazasat kaptuk: az
f: X =Y figguény akkor és csak akkor folytonos, ha barmely Z C'Y nyilt halmaz esetén
az f71[Z] bskép is nyilt.

Nem nehéz beldtni, hogy ha f € X — Y (azaz f nem feltétlenill az egész X-en van
értelmezve), akkor a ii)-beli ekvivalencia a kovetkez6képpen médosul: f € C akkor és csak
akkor, ha tetszéleges Z C Y nyilt halmaz esetén f~1[Z] = AN Dy alkalmas A C X nyilt
halmazzal.

Legyen () # U C X. Nevezziik a V C U halmazt (U-ra nézve) relativ nyiltnak (1d. 1.5.), ha
van olyan A C X nyilt halmaz, hogy V.= ANU. Ha py(z,y) := p(z,y) (x,y € U), akkor
(U, pv) metrikus tér és ebben a térben a nyilt halmazok pontosan az U-ra nézve relativ nyilt
halmazok:

T, ={ANU €PU): AeT,}.
Az U € 7, esetben 7,, ={V € P(U) : V € 7,}. Legyen pl. (X,p) = (R,].|), U :=[0,1],
ekkor V :=[0,1/2) relativ nyilt, ui. V=UN(-1,1/2) és A := (—1,1/2) nyilt.
Nyilvédnvald, hogy ha iv)-ben U = X, akkor a nyilt és a relativ nyilt halmazok egybeesnek.

A fenti termionoldgiaval élve ezért egy f € X — Y leképezés folytonossagdnak sziikséges és
elégséges feltétele az, hogy barmely Z C Y nyilt halmaz f~1[Z] &sképe (Ds-re nézve) relativ
nyilt egyen. Ha itt D nyilt, akkor a ,(Dy-re nézve) relativ” jelzé elhagyhaté.

Legyen f € X — Y és a € D}. Azt mondjuk, hogy f-nek az « torlédasi pontban van
hatdrértéke, ha alkalmas y € Y mellett tetszbleges ¢ > 0 esetén megadhaté olyan § > 0,
hogy o(f(x),y) < €, hacsak * € Dy és 0 < p(x,) < 0. Az elemi analizisben latottakkal
analég médon kovetkezik, hogy mindez legfeljebb egyetlen y € Y esetén teljesiilhet, amikor
is y-t az f leképezés a-beli hatdrértékének nevezzik: lim, f := y. (Idénként haszndlatos
minderre az f(x) -y (z — «) vagy a lim,_., f(z) = y jeldlés is.)

Vildgos, hogy a € Dy N D} esetén f € C{a} azzal ekvivalens, hogy f-nek a-ban van
hatérértéke és lim, f = f(a).

Legyen pl. a € X és f(z) := p(z,a) (z € X). Ekkor f € C. Valéban, ha z, z € X, akkor
f(2) = p(z,0) < p(z,2) + p(x,a) = p(z,2) + f (),

amibdl (a z < x szerepcsere utén) |f(z) — f(2)| < p(x,z) kovetkezik. Ha tehdt ¢ > 0,

akkor (pl.) a d := e valasztédssal p(z,z) < § esetén o(f(z), f(2)) := |f(z) — f(2)| < e, azaz

f e C{z}.

Ha (X, p) = (X, |]]) és f(z) := ||z| (z € X), akkor f € C. Ui. tetszéleges a,x € X esetén

[f(x) = f(a)] = [llz]| = llall] < [z — o,

amibdl az allitdasunk mar nyilvanvalo.
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xi) Legyen most (X, p) = (X, (,)) és valamely a € X esetén f(z) := (x,a) (x € X). Ekkor
tetszoleges x, z € X elemekre

[f(z) = ()| = [z = z, )| < la||- |z = 2| = 0 (z — 2),
amib6l f € C{z}, azaz f € C' mar kovetkezik.

Az aldbbiakban felsorolunk néhany olyan allitast leképezésekkel kapcsolatban, amelyek (a bi-
zonyitasaikkal egyiitt) pontos megfeleléi az egy-és tobbvaltozos fiiggvényekkel kapcsolatban korabban
tanult tételeknek.

° (Atviteli elv.) Az f € X — Y figgvény valamely a € Dy helyen akkor és csak akkor
folytonos, ha lim(f(xy,)) = f(a) teljesil minden olyan x, € Dy (n € N) sorozatra, amelyre
lim(z,) = a.

o (Atviteli elv.) Az f € X —Y fiigguénynek valamely a € D’ helyen akkor és csak akkor van
hatdrértéke (amiy € Y), ha lim(f(x,)) = y teljesil minden olyan o # x, € Dy (n € N)
sorozatra, amelyre lim(x,) = a.

o (Weierstrass-tétel.) Ha az f € X — Y leképezés folytonos és Dy kompakt, akkor Ry is
kompakt. Specidlisan, ha (Y,0) = (R, |.|), akkor léteznek a mar Ry minRy, szélséértékek.

o (Heine-tétel.) Ha az f € X — Y leképezés folytonos és Dy kompakt, akkor f egyenletesen
folytonos, azaz tetszdleges € > 0 szdmhoz van olyan 6 > 0, amellyel minden x,y € Dy,

plx,y) <0 esetén o(f(x), f(y)) <e.

o Tegyiik fel, hogy f € X — Y folytonos, invertdlhaté és Dy kompakt. Ekkor az f~' in-
verzfiigguény is folytonos.

A Kklasszikus Bolzano-tétel absztrakt megfelelojének a megfogalmazasahoz vezessik be a
kovetkezd fogalmat. Az (X, p) metrikus tér valamely () # A C X részhalmazat nem dsszefiiggének
nevezzilk, ha A = BUC, ahol BNC =0, B # 0, C # 0 és a B,C halmazok (az A halmazra
nézve) relativ nyiltak. Mds széval tehdt B = AN B, C = ANC, ahol a B,C C X halmazok nyiltak.
Ha az el6bbi A halmazra mindez nem igaz, akkor A-t dsszefiiggdnek nevezziik. Nyilt halmaz nem
Osszefliggbségének a definiciéjaban a B, C' halmazok is nyiltak.

Nem nehéz belatni, hogy ha (X, p) = (R, |.|), akkor egy A C R halmaz pontosan akkor 6sszefiiggd,
ha A intervallum.

o (Bolzano-tétel.) Tegyik fel, hogy az f € X — Y fiiggvény folytonos és Dy dsszefiiggd.
Ekkor Ry is dsszefiiggd. Specidlisan, ha (Y,0) = (R,|.|) és valamilyen a,b € Dy esetén
fla) <0< f(b), akkor alkalmas ¢ € Dy helyen f(c) = 0.

Mivel a klasszikus Bolzano-tétel ,szokasos” igazoldsa nem viheto at erre az absztrakt esetre,
ezért roviden vazoljuk a fenti tétel egy bizonyitasat. Tegyiik fel ehhez indirekt médon, hogy R nem
Osszefliggd: Ry = BUC, ahol BNC =0, B# 0, C' # () és a B,C halmazok (az Ry halmazra nézve)
relativ nyiltak. Tehdt B =Ry N B, C =Ry NC, ahol a B,C C Y halmazok nyiltak. Vilagos, hogy

Dy = TRl = fTHBUCI = fTH(Ry NB)U Ry NCO)] = fHBIU f71(C],
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ahol (Id. 6.1.1. iii) megjegyzés) f~1[B] = U N Dy, f~1C] = V N Dy alkalmas U,V C X nyilt
halmazokkal. Nyilvan igaz, hogy U N Dy, V N Dy egyike sem az tres halmaz, ill. U N Dy, VN Dy
diszjunktak. Mivel

Df = (Uﬂpf) U (VﬂDf),

ezért Dy nem Osszefiiggd, szemben a feltétellel. Ha f valds értékii, akkor Ry intervallum. Ha ez
tartalmaz negativ szdmot is (f(a)) meg pozitiv szdmost is (f(b)), akkor tartalmazza a nullat is, azaz
valamilyen ¢ € Dy helyen f(c) = 0.

6.2. Linearis operatorok.

Tegyiik fel, hogy X, X5 linedris terek K felett, A : X; — X5. Azt mondjuk, hogy A linedris, ha

e additiv, azaz barmely x,y € Xy esetén A(x +y) = A(x) + A(y)
és
e homogén, azaz tetszOleges \ € K és x € X valasztassal A(A\x) = N\A(z).
Tehét A(ux 4+ \y) = pA(z) + AA(y) (z,y € X1,p, A € K). Az X1 — X5, linedris operatorok halmazét

L(X1, X2)-vel fogjuk jeldlni. Vildgos, hogy £(X1, Xs) vektortér K felett, ill. barmely A € £(X;, X2)
esetén A(0) = 0 (ahol az ,els6” nulla az X; tér, a ,masodik” nulla az X2 tér nulleleme).

Allapodjunk meg a kovetkezd jelolésben: A € L(X1,X2),z € X; esetén (hacsak nem
okoz félreértést) A(z) helyett Ax-et frunk. Jegyezziik meg, hogy az A € L(X;,Xs) operédtor
{r € X1 : Az = 0} magtere, ill. {Az € Xy : x € X;} képtere (kbnnyen beldthatéan) egyarant
linearis tér, Xi-nek, ill. Xs-nek altere.

Az aldbbi példdkban a széban forgd (nyilvén linedris) operatorok definici6jabdl vildgos, hogy
milyen X7, X terekrél van szé:

10 Hf:=f(0) (feC[0,1); 20 If:= [y f (f€C[0,1]); 3° Df:=f (f € C'[0,1]);
4° Lf =37 _o fxr)ge (f € Cla,b]), ahol n € N, a < zp < ... <z, < b s go, ..., gn € Cla, b];

5°Qf :=> p_oarf(zr) (f €Cla,b]),aholn e N, a<xg<..<xz, <bés ag,...,a, €R;

6° Tf(x) := fab fWOK(t,z)dt (f € Cla,bl,z € [c,d]), ahol K : [a,b] X [¢,d] — R folytonos
magfigguény;

7° Ryx := (x,a) (x € X), ahol (X, (,)) euklideszi tér, a € X;

8° (X, (,)) euklideszi tér, L C X teljes altér, Py, : X — L (1d. 5.3.3. iv) megjegyzés).

Specialisan, ha 4°-ben a gy, ..., g,, fiiggvények az xy, ..., x,, ,alappontokra” vonatkozé Lagrange-
féle alappolinomok, akkor az L operator nem mas, mint a Lagrange-féle interpolaciés operator. Ezért
a 4°-beli L linearis operatort dltaldnositott interpoldcios operdtornak nevezzik.

Vilagos, hogy a 4°-beli példabdl kiindulva a

b n b
Qf = / Lf=3" ( / gk) flar)  (f € Cla,b])
a k=0 a
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definicidval értelmezett operator egy 5°-tipusu linearis operator: ay := ff g (k=0,..,n). Ha itt
Lf egy Lagrange-polinom (Id. az elébbi észrevételt), akkor Qf a megfelels Newton-Cotes-formula.
Ennek alapjan nevezziik az 5°-beli linearis operdtort kvadratira operdtornak.

A 6°-beli folytonos magi integrdaloperdtort a késébbiekben még részletesebben is vizsgalni fogjuk.

Azt mondjuk, hogy az A : X1 — Xs leképezés korldtos linedris operdtor, ha A € L(X1, X2) és
megadhaté olyan M > 0 konstans, amellyel

[Az|lz < Mllzlly  (z € X1).

Jeloljiikk az X7 — Xj korlatos linedris operatorok halmazat L(X1, X3)-vel. Vildgos, hogy L(Xi, X2)
altere £( X7, X2)-nek.

Emlékeztetiink a korldtos halmaz fogalméra (1d. 4.2.): valamely (X, p) metrikus tér esetén az
Y C X halmaz korldtos, ha van olyan K(z) kornyezet, hogy Y C K(z). Kénnyli meggondolni, hogy
mindez normélt terek esetén (tehdt, amikor (X, p) = (X, |.||)) azzal ekvivalens, hogy létezik olyan
r > 0, amellyel Y C K,(0) = {x € X : |z <r}. Ha A € L(X1,X>2) és K,(0) DY C X;, akkor
(a fenti M-mel) |Az|ls < M|z|y < Mr (x € Y). Més széval {Ax € Xy : 2 € Y} C K;(0)
(ahol Mr < § tetszbleges), azaz az A[Y] halmaz korlatos. S6t, ha A € L(X;,X2) és barmely
korlatos Y C X; halmazra A[Y] korlatos, akkor A € L(X;, X5). Ekkor ui. A[K;(0)] korlatos, azaz
alkalmas r > 0 mellett |[Atlls < r (¢t € K1(0)). Ha 0 # x € X;, akkor nyilvan igaz, hogy (pl.)
x/(2||z]1) € K1(0), ezért

[Az]2
2|l

[ACz/2]|zl[)ll2 =

<r.

Innen ||Az||2 < 2r|x|; kovetkezik (ami nyilvén igaz x = 0 esetén is), azaz A € L(X;, X2).

Emeljiik ki kiilon is a most mondottakat: egy A € L(X1,X2) operdtor akkor és csak akkor
korldtos linedris operdtor, ha tetszdleges korlatos Y C Xi halmazra az A[Y] képhalmaz korldtos. Az
indokldsbdl vildgos, hogy itt ,tetszéleges korldtos Y C X;” helyett K1 (0) (vagy: barmely r > 0 esetén
K, (0) irhato).

Legyen pl. a fenti 3° példaban definidlt D differencidloperdtor esetén
X, :=CY0,1], Xy :=CJ0,1],
az X; (i =1,2) tereken egyardnt az
[flli:= max [f(z)]  (f € Xii=1,2)
x€(0,1]

normét vezetve be. Ekkor D ¢ L(X;, Xs). Valéban, ha n € N és f,(z) :=sin(nz) (0 <z <1),
akkor || fn|l1 <1, ill.

Df,lls = / = > n.
IDalle = mae 17,(2)] = ma [cos (nz)] >

Innen nyilvédnvalé, hogy nem létezik olyan M > 0 konstans, amellyel
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n < |[Dfull < M| folp <M (neN)
teljesiilne.

Ugyanakkor pl. az 5°-beli () kvadratira operator az

X1 :=Cla,b], Xo: =R, [[fll1:= max |f(z)] (f€X1), [lallz:=]a] (veR)

z€a,b]

szereposztéassal korlatos linedris operator: @ € L(X1, X2). Ui. barmely f € X; esetén

1QFll2 = 1QFI <> lowl | f ()| < (Z mw) Al
k=0 k=0

azaz pl. az M := ), _,|ou| konstanssal ||Qf|ls < M||fllx (f € X1) igaz.

Ugyanigy kapjuk a 4°-ben definidlt dltaldnositott interpoldciés operatorra, hogy L € L(X1, X>),
ha (X1, ||.|l1) ugyanaz, mint az elébb és (Xa, ||.||2) := (X1, ||.]l1)- Ti. ha f € X;, akkor

ILfll2 < <

A1

> 1F@n)llgxl > Lol
k=0 k=0

[ee] [ee]

azaz most pl. az M := || >}, |gk|||co konstanssal | Lf|2 < M| flli (f € X1) teljesiil.

A 6°-beli folytonos magi integraloperatorral kapcsolatban legyen ismét (X1, ||.||1) az elébbi tér,

Xy :=Cle,d], [[fll2 := max |f(z)|  (f € Xa).
z€Jc,d]

Ekkor el6szor is jegyezziilk meg, hogy a paraméteres integralokrdl tanultak szerint minden f € X;
esetén valéban igaz, hogy Tf € X,. Tovabba

b

b
71l < mox [ |f<t>||K<t,x>|dts<;g[g;§] / |K<t,a:>|dt> Il (FexX),

Kovetkezésképpen az

b
M = max/ |K(t,z)|dt

z€|e,d]

konstanssal ||T'f|lo < M|/ fll1 (f € X1), azaz T korlatos linearis operdtor: T' € L(X1, X2).

Speciélis esetként kapjuk a T := S,, (n € N) trigonometrikus Fourier-részletosszeg-operatorokat:

S f(x) = Oﬂf(t)Dn(ﬂf—t)dt (xER),

ahol tehdt K(t,z) := D, (x —t) és
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D, (z):= % <% + ZCOS (k:z)) (z € R)
k=1

a Dirichlet-féle magfiiggvény. Mivel D,, periodikus 27-szerint, ezért

27 27
L, = Inax/ \Dn(a:—t)\dt:/ D,
0 0

zeR
fgy
= < =
197 f1l == max |Sn f(2)] < Ln max|f(z)] = Lallfll - (f € Cex),

ahol C,; a 2m-szerint periodikus f : R — R filiggvények halmazat jelenti. Mutassuk meg, hogy az L,
un. Lebesgue-konstansokra L, ~ In n, azaz alkalmas ¢y, co > 0 allanddkkal

cclnn<L,<clnn (2<neN)

igaz. Legyen ehhez el6szor 0 < t < 2w, ekkor

mDy(t)sin (t/2) = sin +ism (t/2) cos (kt) =
k=1
Sm +%Zsm( (k+1/2)t) —sin ((k — 1/2)t)] =
k=1
sin(t/2) 1, . : _ sin((n+1/2)t)
5 +§(Sln((n+1/2)t)—81n(t/2))—f,

azaz

_ sin((n+1/2)t)
D, (t) = “orem(t/3)

Vilagos, hogy

Dy (0) = lim D (t) = : +7T1/2 - Sinzfr(gnj (2//22))”

Ezért

2 |'sin ((n + 1/2)t)] gt > " |sin ((n+1/2)t)]

o J, sin (£/2) = 27r sz =

L, =
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sin ¢ T

1 ™2 |sin((2n+ 1)t)] 152 [ [sin((2n+ 1)1)]
—/O dt > —Z/ p dt,

™
k=0 " Ink

ahol

m/4+kr 3m/4+ kw]

2n+1 7 2n+1 = [ank, bt ] (k=0,..,n—1).

Lk = {

Innen |sin ((2n + 1)t)] > v2/2 (t € I,x) (k=0,...,n— 1) alapjan

L, > — —_—
= bnk 2(2n +1) 7Tk203/4+k:
V2 =1 V2 [Mdx V2
— - > — —=—1Inn
7rk:1k i J; =z 47

Az L, <celnn (2 <neN) fels6 becslés hasonléan kaphaté meg. Ui.

1 2”|sin((n+1/2)t)|dt:l

"o sin (¢/2) 7T sin ¢

/’T [sin(@n+1)0)] . _

/2 | o
g/ |sin ((2n + 1)t)] g —
0

T sin ¢
1/n | : /2 | o
g/ ]sm((?n—i—l)t)]dt_’_g/ \sm((?n-l—l)t)]dt
T Jo sin ¢ T J1/n sin ©

A sin fiiggvény [0, 7| feletti konkdvitasa miatt sin z > 2z/m (0 < z < 7/2), ezért

1/n w/2
L, < / wdt+/ ldt:
0 t 1/n t

2n+1

+In(r/2)+Inn <3+In(r/2) +1nn,

amibdl az L,, < ¢y In n felsé becslés mar nyilvanvaléan teljesiil alkalmas ¢y (abszolit) konstanssal.

Tekintsiik az (X, (,)) euklideszi téren 7°-ben definidlt R, linearis operatort:

R,z = (z,a) (x € X1),
ahol X7 := X, ||z||1 := /{z,z) (z € X1), (Xo,|.ll2) = (K,|.|) és a € X; rogzitett. A Cauchy-
Bunyakovszkij-egyenlGtlenség alapjan
[Rall2 = |Raz| = [(z, ) < [laf|- [zl (2 € X3),

azaz az M := ||a|| konstanssal ||Raz|lz < M|jz|: (z € X1). Igy R € L(X1,K).

A 8°-beli Py, projekcidra lattuk (5.3.3. iv) megjegyzés), hogy ||Prz| < ||z|| (z € X), azaz P, is
korlatos linearis operator: P, € L(X,X).
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6.3. Az (L(X1,X2),].||) operator-tér.
Tetszbleges (X, ||.]l:) (i =1,2) normélt terek esetén igaz a

6.3.1. Tétel. Legyen A € L(X1, X2). Ekkor az aldbbi feltételek egymdssal ekvivalensek:
i) A € L(X;, X2) ; ii) A folytonos ; iii) A € C{0}.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy A € L(X1, X2). Ekkor barmely z,y € X; esetén

| Az — Aylle = A — 9)llo < Mz = ylls,

ahol M olyan konstans, amellyel [|At||s < M|ty (¢t € X1). Kovetkezésképpen ||Az — Ayl — 0
(r — vy), azaz Ax — Ay (z — y). Ez azt jelenti, hogy A € C{y}. Mivel y € X; tetszbleges volt,
ezért A € C.

Forditva, legyen most A € C és indirekt médon tegyiik fel (az indirekt feltevést mindjért
célszertien alkalmazva), hogy barmely n € N esetén van olyan x,, € X;, amellyel ||Az,|2 > nH:vnﬂl
Mivel z, = 0 esetén Az, = 0, azaz ||Az,||2 = 0, ezért a nyilvan nem igaz 0 > 0 &llna fenn. Igy
Tn #0 (n€N). Atalakitds utdn (az A operator homogenitdsa alapjan) azt kapjuk, hogy

| (er)

Ly =19 (n — ), ezért az A operdtor feltételezett folytonossiga szerint (1d.

6.1.1. x) megjegyzést is)
Ez nyilvan ellentmond annak, hogy HA (:1?771)

> 1 (0 <neN).
2

Mivel

— [|A0|l2 =0 (n — 00).
2

>1 (0 <neN). Tehdt A€ L(X, Xa).
2
Ha A € C, akkor nyilvan A € C{0} is igaz. Forditva, ha A € C{0}, akkor tetsz6leges = € X,
esetén legyen z,, € X7 (n € N) olyan sorozat, amelyre lim(z,,) = x. Ekkor lim(z — x,,) = 0, azaz
A € C{0} miatt (1d. atviteli elv)

Alx — ) = Ax — Az,, — A0=0 (n — o0),

azaz Az, — Ax (n — o0). Ez azt jelenti, hogy A € C{z}. Mivel x € X; tetszbleges volt, ezért
AeC. m

6.3.1. Megjegyzések.

i) A bizonyitds nyilvanval6 médositasaval a iii) feltétel a kovetkezore cserélhets: wvan olyan
z € Xy, hogy A € C{z}.

ii) Az 5.3.3. iv) megjegyzésben mondottakra utalva legyen (X, (,)) Hilbert-tér, P € L(X,X)
idempontens és az L := Rp jeldléssel tegyiik fel, hogy Lt = {z € X : Pr = 0}. Ekkor
P az L zart altérre valé projekcié. Ehhez ui. az idézett megjegyzés szerint elegendd azt
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meggondolni, hogy L zart (azaz teljes) altér. Mivel L nyilvan altér, ezért csak a zartsagot
kell megindokolnunk. Legyen ehhez vy, € L (n € N) konvergens sorozat: y := lim(y, ). Ha
Tp € X ésy, = Pz, (n € N), akkor P folytonossdga miatt Py = lim(Py,,) = lim(P%x,) =
lim(Pz,) = lim(y,) =y, azaz y € L. Tehat L valéban zart.

Legyen A € L(X1,X2) és Ma:={M e R: ||Az|ls < M|z|1 (xz € X1)}.

6.3.2. Tétel. Tetszbleges A € L(X1,X2) esetén az M a halmaznak van minimuma és az

L(X1,X2) 2 A ||A|| :=min My
megfeleltetés norma.
Bizonyitas. Legyen m4 := inf M 4. Azt kell megmutatnunk, hogy ma € M4, azaz barmely
x € X; elemre [|Az|l2 < mal|z|1. Tegyiik fel ehhez indirekt médon, hogy valamilyen x € X; esetén

|Az|l2 > mallz||1. Ekkor egyrészt x # 0 (kilonben ||Az||2 = ||0]|2 = 0 > ma||z|1 = 0 lenne, ami nem
igaz), masrészt alkalmas ¢ > 0 szdmmal

[Az]l2 > (ma +&)|z[lx

is teljesiil. Az m 4 infimum definiciéja alapjan viszont van olyan M € My, M < ma + &, amellyel
|Az|l2 < M|z]l1 (z € X7). Tehdt a z := z valasztassal

(ma + &)zl < [|Azll2 < M|z,

azaz ma + ¢ < M < ma + €, ami nyilvan nem igaz. Ezért ma € M4, igy valéban van az My
halmaznak minimuma: ||A]| :=m4 = min M 4. Ez azt is jelenti egyittal, hogy

[Azllz < [[Allllz], (= € X3).
Mutassuk meg, hogy L(Xi, X2) 3 A +— my = ||A]| norma. Ha A = 0, akkor ||Az|2 = ||0]|2 =
0<0-|zl]i (xe€ X1) miatt 0 € My, azaz my = ||A|| = 0.

Forditva, ha ma = [|A| = 0, akkor 0 € My, azaz tetszOleges © € X; elemre ||Az|2 < 0 ||z1.
Ezért ||Az||2 = 0, tehat Az = 0. Kovetkezésképpen A = 0.

Ha A € K, akkor
[(AA)z[lz = [[NAz[l2 = [A[- [[Az[2 < [Al- [[A[] lzlly (= € X3),

azaz |A|- ||A]| € Maya. Ezért |MNA|| < |A|-||A]]. Ha A = 0, akkor AA = 0, igy [|[AA| = 0 = X ||A]|
trividlisan igaz. A X\ # 0 esetben

[AA)zl2 _ [AA]
|AJ}|2: < l’|1 ($€X1
], = 1252 < Lol )
miatt % € My. Innen ||A] < ||/|\<|1”, azaz |\|-||A]] < ||AA]| kovetkezik. Utébbi egyenlStlenség

forditottjat az el6bb kaptuk, ezért ||[AA[ = |A|- ||A]|.
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Végiil, ha A, B € L(X;, X3), akkor barmely z € X; esetén

[(A+ B)z|2 = [[Az + B2 < [[Azllz + |[Bz|2 < ([[All + [[B) 121
Ez azt jelenti, hogy ||Al| + ||B|| € Ma4p, azaz ||[A+ B|| < ||A|| + || B||. =

6.3.2. Megjegyzések.

i) Emeljiik ki kiilon is azt, hogy minden A € L(X1, X2) korldtos linedris operator esetén

[Azllz < [[A[l- [zl (z € X1).

ii) Ha A € L(X1,X>y), akkor tetszbleges M € My  korlatra” ||A|| < M. Vilagos, hogy ha
valamilyen M € My és 0 # = € X; mellett |Az|s = M||x|:, akkor ||A| = M. Ui
M|z||1 < ||A|" ||| miatt ekkor (||A]] <)M < ||All. Nem nehéz beldtni, hogy

[A]l = sup{[|Az[|s : © € Xy, [[z[ly = 1} = sup{[|Az[ls : & € Xy, [Jz]L < 1}

(de itt ,sup” helyett altaldban nem irhaté ,max”).

iii) Pl. a 6.2. pontban mondottakat figyelembe véve (az ottani jelolésekkel)

)

I <D lawl 5 LI <
k=0

n
> Lokl
k=0

o0

b
17 < max [ [K@a)ld s IR < ol 5 [P <1

iv) Mutassuk meg pl., hogy [|Q| = > ,_,|ak|. Legyen ehhez f € Cla,b] ,tordttvonal” az
@, X, ..., Tn, b t0réspontokra” nézve, ahol f(zy) :=signax (k =0,...,n) és f(a) = f(xo),
f() := f(xn). Ekkor [[f[l1 = [[fllec <1, ill.

n

Qf =Y anf(zi) =Y lawl < Q- Iflle < IQII-
k=0

k=0

Tehdt > _o lak| < [|Q], amibél iii) miatt mar kovetkezik a [|Q] = Y p_, |ax| egyenléség.

Hasonléan kapjuk, hogy [|L|| = |37 _; |g|ll, - Legyen ui. z € [a,b] olyan (1d. Weiertstrass-
tétel), hogy

n
Z |9k |
k=0

k=0

o

ill.  legyen f € Cla,b] ,toréttvonal” az a,xg,...,Tn,b ,toréspontokra” mnézve, ahol
=0,

flaw) :=signgi(z) (k=0,...n) & f(a):= f(zo), f(b) := f(zn). Ekkor [[fll = [|flloc <1
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n

Lf(z) =) flae)gr(z) = Y lgu(2)| =
k=0

k=0

<

n
> 1ol
k=0

[ee]

I lloo < LA 1 flloe < IIL,

amibdl a iii) megjegyzés alapjan a mondott &llitdsunk mar nyilvan kovetkezik.

v) Egy A € L(X;,X2) operdtor |A|| norméjanak az alkalmazdsok szempontjabdl is fontos
szerepe van. Pl. a @ kvadratirdk esetén (1d. 6.2.) megvilagitva mindezt tegyiik fel, hogy
Qf =Y 1_o o f(xr) kiszdmitdsakor valamilyen f € C|a,b] fiiggvényre csak az

yr ~ flag) (k=0,..,n)

kozelito értékek dllnak a rendelkezésiinkre. Ha az emlitett kozelitésekre az

\flze) =yl <e (k=0,..,n)

hibabecslés ismert (valamilyen ¢ > 0 mellett), akkor Qf helyett csak a ¢ := >} _, aryk
kozelité értéket tudjuk kiszamitani. (A szdmolds kozben fellépd kerekitési hibdaktdl most
eltekintiink.) Ekkor

n

<D lawllfan) =yl <& lan] = (1Qlle.

k=0 k=0

Qf —q| =

> an(f(ar) — vk)
k=0

A |Qf — q| ,oroklott” hiba az e ,mérési” hibdhoz képest ezért (a ,legrosszabb” esetben)
||Q||-szorozédik.

vi) Legyen 0 < n,m € N, (Xy,]|.]1) = (K" [.|h), (X2 ]-]2) := (K™,].|]2) valamilyen K"
feletti ||.||1-, ill. K™ feletti ||.||2-vektornormaval. Ha A € K™*", akkor az

Az = Ax (x € Xy)

definiciéval értelmezett A : K" — K™ operédtorra A € L(X1, X5) igaz. Ui. A € L(X1, X5)
a méatrix-vektor-szorzas szabalyai alapjan trividlis. Ugyanakkor a 3.2.2. Tétel miatt

[RIFeacIF P B ER B[P

ahol

x| := ml?x\xk\ (x = (21,...,x0) € X1),

yll« := max il (= (Y1, ym) € Xo).

Legyen A = (ail)?;’fl, ekkor alkalmas ¢y > 0, co > 0 konstansokkal az elébbi x vektorokra
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n
< calfol max Y Ja| <

n
E ATl

14z][2 < erf| Az < er max

k=1 k=1
crcallzly max Y |aji| =: Ml|z|1,
7 k=1
azaz valéban A € L(X1, X5). Nem nehéz belatni, hogy az
K™ 3 A~ Ac L(Xl,XQ)
megfeleltetés izomorfia. Ha itt |A|| := ||A|, akkor a K™*™ 5 A — [A|| mdtriznormdra

nézve az elébbi K"*" 5 A — A € L(X1, X2) leképezés izometria is.

6.3.3. Tétel. Tekintsik az [a,b],[c,d] kompakt intervallumok és a K : [a,b] X [c,d] — R
folytonos magfiggvény esetén a Tf(x) := fb f@)K(t,z)dt (f € Cla,bl,z € [c,d]) folytonos
magi integriloperdtort. Legyen (X, 1) ='(Clo.b), 1)y (X2, 12) = (Clesdl, ). Bbkor
T € L(X1, Xs) és |T) = maxyegeq Jo 15 ()| di.

Bizonyitas. A 6.2., 6.3. pontokban eddig mondottak szerint azt kell méar csak beldtnunk, hogy
az

M= max/ K (¢, )| dt

r€lc,d

jeloléssel M < ||T||. Legyen ehhez (a Weierstrass-tétel szerint 1étezd) zo € |c,d] olyan, hogy
M = f;|K(t,a70)|dt és

b
1 = sign/ K(two)dt  (te[ab).

Ekkor barmely f € X1, [|f|lcc <1 esetén

b b b
M= / 9K (t, wo) di = / (9(t) — F(£) K (t, z0) dt + / FOK(tx0) dt =

b
/ (9(t) — F(O)K (t,20) dt + T (z0).

Innen azt kapjuk, hogy
b
M < [ 1g(t) = fFOIK(E, o) dt + [T f(zo)| < / 9(t) = FOIK(E zo) dt + | T flloe <

b
\g(t)—f(t)HK(t,wo)!dtJrHTH-Hf!ooS/ l9(t) — FOIE(E, xo)| di + [|T|-
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Mivel a [a,b] 5 t — ¢(t) := K(t,x0) figgvény folytonos, ezért a Heine-tétel miatt tetszéleges € > 0
esetén megadhaté olyan 6 > 0, hogy

|K(t,z0) — K(1,20)| < &,

hacsak a t, 7 € [a,b] pontokra |t — 7| < § teljesiil. Valasszuk az [a, b] intervallum

a=xp<r1<...<Tp=">

felosztését (valamilyen n € N mellett) ugy, hogy z;y1 —2z; <6 (i =0,...,n — 1) igaz legyen. Ha
I =[xk, 2541 (kK =0,...,n—1) egy osztasintervallum ebben a felosztdsban, akkor legyen I’ := I,
ha az I intervallumon ¢ nem vélt el6jelet. Kiilonben legyen I” := I. Az utdébbi esetben a ¢ fliggvény
folytonossdga és a Bolzano-tétel alapjan egy alkalmas ¢ € I” helyen ¢(c) = 0. Kovetkezésképpen
barmely t € I esetén

()] = le(t) —wlc)| <,

ui. |t —c| <.

A fentieket figyelembe véve legyen f € Cla,b] olyan tordttvonal az xo, ..., z, ,toréspontokra”
nézve, amelyre minden I’ osztdsintervallum esetén f(t) := g(t) =signp(t) (t € I') és || flleoc < 1. Az
el6bbiek szerint

xk+l

M<|T] + Z/ O 1K (¢ x0)] dt =

17l +Z/ l9(t) = F(O)]- | K (¢, zo)| dt < || T]| +2¢ Y 11" < ||T +2(b — a)e.

I” I//
Mivel ez a becslés minden € > 0 mellett teljesiil, ezért M < ||T||, azaz M = ||T||. m

6.3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (X, ||.|l;) (i = 1,2) normdlt terek kozil (Xa, ||.|2) Banach-tér.
Ekkor az (L(X1, X2),|.||) operdtor-tér is Banach-tér.

Bizonyitas. Azt kell tehdt beldtnunk, hogy ha az A, € L(X;,Xs) (n € N) sorozatra
A, — Al = 0 (n,m — o0), akkor alkalmas A € L(X;, X5) mellett |4, — A] - 0 (n — o0).
Jegyezziik meg, hogy sup,, ||An|| < +4oo. Ui. valamilyen N € N mellett [[Ay — A,] < 1
(m e N,N <m), azaz

[Aml = [[AN + (Am — AN)[| < [AN [l + |[ANn — Am|| < [[AN[[+1  (m € N,N <m).
Ezért sup,, ||A,|| < max{||4ol, ..., [[An-1], |An|l + 1}.

Legyen z € X1,n,m € N tetsz0leges. Ekkor

[Anz — Amzlls = [[(An — Am)zlla < [[An = Amllz]i = 0 (n,m — o0),
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ezért (az Xs-beli) (A,z) sorozat Cauchy-sorozat. Az (Xa,||.||2) tér telessége miatt igy létezik a
lim(A,x) hatérérték.

Vildgos, hogy az Az := lim(A,z) (z € X;) médon definidlt A : X; — X, operédtorra
A€ L(X4,X>) igaz. Mivel (1d. 6.1.1. x) megjegyzés) ||Az|2 = lim(||Anz|2), ezért

[Azlz < limsup(||An |- [lz][1) < sup [[An[- [|2]]1-
n

Ezzel belattuk, hogy A € L(X1, X3).

Legyen ¢ > 0, M € N pedig olyan, hogy ||A, — An|| <e (M < n,m € N). Ekkor a mar el6bb
is alkalmazott || A,z — Apzll2 < ||An — Al [|z]]1 becslés miatt

|Anz — Anzx|2 < e||lz|1 (M <n,me N).

Ha itt rogzitett M < n € N mellett m — oo, akkor

[(An = A)zl}2 = [[Anz — Az]2 = lim_[|Apz — Apzlz <ellz[i (M <meN).

Kovetkezésképpen |4, — A|| < e (M < n € N). Ez pontosan azt jelenti, hogy |4, — A|| — 0
(n—o00). M

6.4. Dualis terek.

Legyen (X, ||.]|) normélt tér, ekkor a (K, |.|) tér teljessége és a 6.3.4. Tétel miatt az (L(X, K),|.||)
tér Banach-tér. (Az X vektortér feletti normat és az L(X,K) tér feletti normét ugyanazzal a |.||
szimbélummal jelolve.) Az X* := (L(X,K),||.||) Banach-teret az (X,|.||) tér dudlisinak (dudlis
terének vagy konjugdlt terének), az X* dudlis elemeit korldtos linedris funkciondloknak nevezziik.

Ha pl. (X, |l.|) = (X,(,)) és a € X, akkor (Id. 6.2.) barmely a € X esetén az R,z := (x,a)
(x € X) funkciondl X*-beli és |R,| < ||a||. Ha itt = := a, akkor

Roa = {a,a) = ||a]|* < [|Ra]- [la]
miatt ||a|| < ||R.||, azaz ||R.|| = ||a]| adédik. S6t, igaz a

6.4.1. Tétel (Riesz). Tegyiik fel, hogy (X, (,)) Hilbert-tér. Ekkor barmely R € X* funkciondlhoz
egyértelmien létezik olyan a € X, hogy R = R, és ||R|| = ||a]|.

Bizonyitas. Legyen R € X* és Y := {z € X : Rr = 0} az R funkciondl magtere. Ekkor Y
altér (1d. 6.2.), s6t zart altér: ha z, € Y (n € N) és létezik az x := lim(x,,) hatarérték, akkor R
folytonossdga és az atviteli elv miatt (1d. 6.3.1. Tétel, ill. 6.1.) Rz = lim(Rx,) = lim(0) = 0 miatt
zeY.

Két eset lehetséges:
1°Y = X, amikor is R = 0. Ekkor az a := 0 elem nyilvan megfelel?.

2°Y # X. Legyen (I1d. 5.3.1. i) megjegyzés) u € X \ Y és y € Y extremalis: ||u —y|| = p(u,Y).
Ekkor az 5.3.2. Tétel miatt a b := u —y # 0 elemre b € Y1, azaz (z,b) = 0 minden z € Y mellett
igaz. Vegyiik észre, hogy
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bRr —xRbeY (x € X).

Ezért tetszbleges x € X esetén

Innen Rx =

0 = (bRx — xRb,b) = (bRx,b) — (xRb,b) = Rx(b,b) — (x,bRb) = ||b||* Rz — (x, bRD).

(z,bRb) < bRb bRD
0]

e A" ||b||2> , més széval az a = LI elem megfelels.

Ezzel a tételben szerepld a elem egzisztencidjat beldttuk. Ha ¢ € X is olyan, hogy Rz = (z,c)
(r € X), akkor (z,a —c) =0 (z € X), specidlisan az x := a — ¢ vélasztdssal innen |ja — ¢|| = 0
adodik. Tehdt a = ¢, amivel az a elem unicitasat is megmutattuk.

Az ||R|| = ||Ral| = ||a]| egyenléséget mar a tétel kimondésa el6tt megindokoltuk. m

6.4

i)

ii)

iii)

iv)

v)

vi)

.1. Megjegyzések.

Vilagos, hogy a,b € X esetén R,y = R, + Rp. Ha A € K, akkor

Ryaz = (z,)a) = Mz, a) = AR,z (r e X)

miatt Rag = AR,.

Allapodjunk meg abban, hogy barmely (X, [|-]]) normdlt tér esetén az A € X* funkciondl és
a A € K szam szorzatan azt a AA € X* funkciondlt értjiik, amelyre (AA)z := ANz (z € X).
Vilagos, hogy mindez nem valtoztat azon a tényen, hogy X* Banach-tér.

Az el6bbi megjegyzéseket is figyelembe véve most mar azt mondhatjuk, hogy barmely
(X, (,)) Hilbert-tér esetén az X > a — R, € X* megfeleltetés izomorfia és izometria.

Jeloléstechnikailag is gyakran kiemeljiik, ha egy dudlis tér elemeirdl van sz6: ezeket altaldban
kis betiikkel jeloljiik, ill. a linedris operdtorokra bevezetett Az irdsmoéd helyett f € X*,
x € X esetén a hagyomdanyos f(z) szimbdélumot hasznéljuk.

Legyen (X, ||.||) tetsz6leges normaélt tér, f € L(X, K),

Xo:=X] ={zeX:f(z)=0}

pedig legyen az f linedris funkciondl magtere. Ekkor f € X* azzal ekvivalens, hogy X,
zart. Ha ui. f € X*, akkor X, zartsdga ugyanigy adodik, mint azt lattuk a 6.4.1. Tétel
bizonyitasaban. Forditva, ha Xy zart, akkor két eset lehetséges: Xo = X, ekkor f = 0,
azaz nyilvan f € X*. Ha viszont X, # X, akkor barmely a € X \ X esetén alkalmas
r > 0 mellett K,(a) N Xg = 0. Mivel f(a) # 0, ezért (legfeljebb a-t a/f(a)-ra cserélve)
feltehetd, hogy f(a) = 1. Legyen = € X \ Xy, ekkor f(z) # 0 és a — z/f(x) € Xo. Igy
a—z/f(x) ¢ Kr(a), azaz ||(a —x/f(x)) — a|| > r. Ez azt jelenti, hogy ||z|/|f(z)| > r, azaz
|f(x)| < ||z||/r. Ez utébbi becslés nyilvan igaz x € X, esetén is, tehat f € X*.

Az el6z6 megjegyzésbeli f € L£(X,K) funkciondlra f ¢ X* akkor és csak akkor igaz, ha
(1d. v)) Xo # X és Xy = X. Valéban, ha Xg = X és f € X*, azaz f folytonos, akkor
tetszéleges © € X esetén egy alkalmas z,, € Xy (n € N) sorozattal lim(z,) = x. Innen
f(z) = lim(f(z,)) = lim(0) = 0 adédik, azaz f = 0. Ha tehat X # X, mindeniitt siirt
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X-ben, akkor f nem lehet folytonos, fgy f ¢ X*. Ha viszont Xo # X, akkor van olyan
a € X\ Xyésr >0, hogy K.(a) N Xg = 0. Innen az v)-ben latottak szerint f € X*
kovetkezik. Ezért f ¢ X* esetén Xy = X. Vildgos, hogy ekkor X # X is sziikségszertien
igaz, hiszen Xy = X esetén az f = 0 funkciondl nyilvan X*-ban lenne.

vii) A linedris funkciondlok magterének a szerepére vilagit ra az alabbi megjegyzés is. Legyen
ui. (Id. v)) f,g € L(X,K). Ekkor Xg = X§ azzal ekvivalens, hogy alkalmas o € K
konstanssal f = ag. Ha ui. a két funkcional kozil az egyik a maésiknak konstansszorosa,
akkor az Xg = X{ egyenléség meglehetdsen nyilvéanvalé. Forditva, legyen X := X({ = X{§.
Feltehet6, hogy Xo # X, kiilonben f = g = 0, azaz (pl.) az « := 1 vdalasztds megfeleld.
Tehét legyen Xo # X, a € X \ X és ¢ € X esetén

zi=x— @a.
f(a)
Ekkor egy egyszerli behelyettesités utdn azt kapjuk, hogy z € Xg , azaz z € XJ. Ezért
f(z) f(z)
g\x) = ——=gla) +g9(2) = ——=9(a),
(@) = g ola) + 9(2) = 5 0la)

)

gy az o := ?((—2 konstans megfeleld.

~—

Emlékeztetiink az (¢,, ||.|[,) (1 < p < 400) Banach-terek definiciéjdra:

{22 @) N =K all = (50 )77 < 00} (p < +00)

Ly =
{z = () : N = K ||2|loc := sup,, |zn| < +00} (p = 400).
6.4.2. Tétel. Legyen 1 < p,q < —1—00,219 + % = 1. Ekkor
i) bdrmely a € {y esetén az fo(x) := > o0 (anan (z € €y) elbirds egy fo € £y funkciondlt
hatdroz meg, amelyre || foll = |lal|q;

ii) ha p < +oo, akkor minden f € £} funkciondlhoz egyértelmiien létezik olyan a € £, sorozat,

hogy f = fa-

Bizonyitas. Eloljaréban a jél ismert Holder-egyenlotlenségre hivatkozva azt mondhatjuk, hogy
a tételben jelzett a € ¢, x € £, sorozatok esetén

[ee]

[fa(@)] < Y lzaan| < llallgllzll, < +oo,

n=0

azaz fq : £, — K. Vildgos, hogy f, linedris, ill. az el6z6 becslés miatt f, € £ és || full < [lall4-

Tegytik fel, hogy 1 < p < +o0, ekkor 1 < ¢ < 400 is nyilvan igaz. Legyen (x,) a kovetkezd
sorozat:

0 (an, =0)
(n € N).

Ty =

9l (0, 2 0)
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Konnyen adédik, hogy x := (z,,) € £p. Ui.

27 =" lzal” = lan[P Y =Y " lag|? = [la]}§ < +oc.
n=0 n=0 n=0
Az is kidertilt, hogy ||z, = (||a||q)Q/ P Mindezt egybevetve a fentiekkel azt mondhatjuk, hogy
Fa(@) =" lanl? = a2 < | fall- 2]l = I full (lall)®’?
n=0

amibdl |||l > (lall)" """ = Jall, kovetkezik. Ezért [|fa]l = al,.

Ha p = 400, akkor ¢ = 1. Legyen ekkor

0 (an, =0)
Tni= 0 gl (n e N).
an (an % O)
Mivel |z,| <1 (n € N), ezért x := () € loo 6s ||z]l0 < 1. Tovdbba fo(z) = D07 |an| = |lallx
miatt
fa(@) = llally < [ fall- #]lco < [Ifall
alapjan |lally < [[fal, azaz || fall = [lall:.

Ha p = 1, akkor ¢ = +o00. Ebben az esetben (a d,; (n,k € N) Kronecker-szimbélummal)
tekintsiik az

e™ .= (6,1, k € N) (n e N)

(nyilvén ¢;-beli) sorozatokat. Ha n € N, akkor

[fa(e"™)] = lanl < [ fall- 161 = 1 full

alapjan |[alcc = sup,, |an| < || fall; azaz || foll = lla/|oo-

Ezzel a tétel 1) allitdsat beldttuk. A ii) bizonyitasdhoz vegyiik figyelembe, hogy p < +00 esetén
az elébb defininalt (™ (n € N) sorozatok Schauder-bazist alkotnak £,-ben: x = (z,,) € £, esetén
=3 xnel™, hiszen

n p )
x—Zxke(k) = Z |zkP — 0 (n — 00).
k=0 P k=n+1

Ha tehat f € £, akkor f folytonossdga (Id. 6.3.1. Tétel) alapjn
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D=3 wnf ™) = 3 v
n=0 n=0

ahol tehét a, := f(e(™) (n € N). Mutassuk meg, hogy az a := (a,) sorozat {,-beli, azaz f = f,.
Legyen ehhez el6szor 1 < p. Ekkor tekintsiik valamely N € N mellett azt az x = (x,,) sorozatot,
amelyre

0 (an, =0 vagy n > N)
(n € N).

Ty =

|an|?
o (n/§<hﬂan§£0)

n

Nyilvédn z € £, és

N N 1/p
f@)y=sn:=>_lan| < IfI- [zll, = I £] (Z !%!”“‘”) =
n=0 n=0

N 1/p
I (Z w) s

n=0

Kovetkezésképpen sy < ||f||?, azaz

oo
lally = 3" lanl” = lim sy < [|f]}* < +oo,

n=0
igy a € ,.
Ha p =1, akkor
Jan| = 1FE) < NI =1/ (neN),
amibdl

lalloe = sup |an| < |[f]| < +o0,
n

tehdt a € ¢, kovetkezik.

Ha ii)-ben b = (b,) € {4 is olyan sorozat, hogy f = f;, akkor minden = = (x,) € ¢, esetén
fa(x) = fo(z), azaz

— fo(z) = Zxkak—bk =0.

Legyen n € N és z := e(™ akkor fa(z) = fo(x) = ap, — by, = 0, amibdl a,, = b, kovetkezik. Tehdt
a=b.1
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6.4.2. Megjegyzések.

i) Az el6z6 tétel ii) éllitdsa a p = 400 esetben nem igaz. Tehét van olyan f € ¢%  funkciondl,
amely egyetlen a € £; esetén sem &llithat6 el6 f = f, alakban. Legyen ui.

¢ :={x € l~ : v konvergens}

és g(z) :=limz (z € ¢). Vildgos, hogy c altere fo.-nek, g linedris funkciondl ezen az altéren
és |g(z)] < ||z|lo (= € ¢) miatt g € ¢*. Az is meglehetésen nyilvéanvald, hogy nincs olyan
a = (ay) € {1 sorozat, amellyel

g(z) =limz = anﬁ (x €c)
n=0

igaz lenne. Késébb megmutatjuk (1d. 6.5.1. Hahn-Banach-tétel), hogy van olyan f € %
funkciondl, amelyre f(z) = g(z) (z € ¢).
ii) Tehdt {f, € 0% :a € £1} valddi altere % _-nak.

iii) Roviden vazoljuk az £% duélis tér szerkezetét. Legyen ehhez f € (% és valamely A C N
esetén u(A):= f(xa), ahol x4 € o az A halmaz karakterisztikus sorozata:

1 (ned)
xa(n) = (n e N).
0 (n¢A)

Az {gy definidlt pu : P(N) — K fiiggvényrdl nem nehéz megmutatni, hogy (@) = 0 és p
e additiv, azaz (AU B) = p(A) + u(B) (A, BCN,ANB = 0);
e korldtos vdltozdsu, azaz

(1] :=sup Y |p(Ag)| < +o0,
k=0

s6t, [u] < |If]l, ahol a szuprémum a pédronként diszjunkt halmazokbdl &ll6
N =} oAr (n e N) felbontasokra vonatkozik.

Ha ¢ :={x € lo : R, véges }, akkor barmely x € ¢ sorozatra

=1 > af (Xo=a})

OéGR:L‘

<

‘f(x)’ = ‘f ( Z aX{wk:a}>

OLERI

Y lalu({er = a}) < (4 [zl

OéGR:L‘

Mivel (kénnyen beldthatéan) ¢ mindeniitt stirti £o.-ben, ezért tetszdleges S {+ elemhez
van olyan (™) € £ (n € N) sorozat, hogy ||z — 2™ || — 0 (n — 00). Igy az el6bbiek
alapjan
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[f(@)] = [lim(f(z™))] < lim([u]- 2™ e) = [ l2]loo,

amib8l || f|| < [u] kovetkezik. Mindezt egybevetve a fentiekkel azt mondhatjuk, hogy
IIf]] = [u]. Legyen M a (fenti értelemben) korlatos valtozasi additiv p: P(N) — K komplex
mértékek halmaza és yu € M esetén

fu(@):= ) ap{zr=a})  (z€).

OLGRI

Ekkor f, € €%, ill. x € £ esetén az elébbi (™) € ¢ (n € N), lim(z(™) = x sorozattal

[fu(@™) = L@ = [ fu(@™ = 2] < W] 2™ =2 oo =0 (n,m — o0)

miatt 1étezik a lim(f,(z(™)) € K hatérérték. Nem nehéz beldtni, hogy ez csak z-tél fiigg,
ezért értelmes” az f(x) := lim(f,(z(™)) definicié. Az f funkcional nyilvan linedris, ill.

[fu(@)] = lm(|f, (™)) < [u) lim(|[z" o) = [ 2]l

alapjan f, € 0% és (az el6z8ek szerint) || f.| = [p].

iv) Megmutathat6, hogy M > p +— [u] norma, ill. (M, [.]) Banach-tér és (1d. iii))

M3 p— fu el

izomorfia és izometria.

v) Specidlisan barmely a = (a,) € ¢; sorozat esetén a

pa(A):=> a (A€ P(N))
keA

definiciéval értelmezett p, fliggvény M-beli és [u| = ||all,. Nyilvan f,, = fa.

vi) Legyen ¢ := {z € ¢ : limz = 0}, a € {1 és f,(x) := fo(x) (z € ¢p). Mutassuk meg, hogy
¢y ={fs 1 a € (1} és a € {1 esetén ||f,|| = ||a|l1. Valéban, ha a € ¢y, akkor az f, € ¢,
IIfo|| = |lal|1 allitdsok ugyanigy lathatok be, mint a 6.4.2. Tétel i) allitdsdnak a p = +oo-re
vonatkoz6 része: ||[f,] < |lall1, ill. legyen N € N és

0 (an, =0 vagy n > N)

x, ) = (n e N).
lom| (n< N, a, #0)

n

Mivel limy,_.oc 23" = 0, ezért z() = (:csLN)) € ¢ és ||zN)]|oo < 1. Tovabba

N
fo(@) = Y lan| < |lfall- [l2%)]|oc < [1£a]

n=0
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vii)

alapjn [lafly = limy—ce 32310 lan| < |Ifall, azaz |I£a] = [lal:.

Forditva, legyen f € cfj, ekkor a 6.4.2. Tétel bizonyitdsaban bevezetett e™ € ¢y (n € N)
sorozatok segitségével

f(x) = i xnf(e(")) =: i TnCms
n=0 n=0

ahol tehét a, := f(e™) (n € N). Ha itt N € N és (a most definidlt a,-ekkel) (V) az
el6bbi sorozat, akkor

N
£ ) = 3 lanl < (£ llse < £

n=0

tehdt ||lall; = imy— oo ij:o lan| < ||f]]. Ez azt jelenti, hogy a € ¢1 és

fx) = @ntn =fu(z) (2 € o),

azaz f =f,.

A vi) megjegyzésben értelmezett f, (a € ¢1) funkcionalok ¢y helyett a konvergens sorozatok
¢ terén is nyilvén értelmezhetdk. S6t, ha ¢ € K, akkor (az el6bbi ¢1 3 a-val) az

fra(®):=qlimz + Y zpan (2= (2,) €0)

n=0

definiciéval értelmezett f, , : ¢ — K funkciondl nyilvan linedris, ill. a trividlis

[fg.a(@)] < (gl + llall)][z]lec  (z€c)

becslés miatt f; o, € ¢* és ||fg.all < lg| + ||alli. Nem nehéz meggondolni, hogy

[ fq.all = lal + [lall1-

Ez ¢ = 0-ra ugyanugy ,mehet”, mint fent az f, funkciondlokra. Ha ¢ # 0, akkor legyen
N € N és

s(an) (n < N)
i) = (n € N),
s(q)  (n>N)

ahol valamely v € K esetén s(v) := 0, ha v = 0 és s(v) := |v|/v, ha v # 0. Ekkor yV) € ¢,
limyN) = s(q) és
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N
Faa™)| = lal + 3 lanl < 1fall Iy llse < [l fall
n=0
amib6l || fq.oll > |g| + [lalj1 kovetkezik.
Legyen most f € c* tetszOleges és mutassuk meg, hogy egyértelmiien megadhaté olyan ¢ € K
szam és olyan a € ¢; sorozat, hogy f = fq.. Valéban, ha = (z,,) € ¢, akkor az e := (1)
(azaz e € c a konstans 1 sorozat), a := limz jelolésekkel x — ae = (z, — @) € cp, tehat
r—oae = Z(:cn —a)el™,
n=0
Ko6vetkezésképpen
f(@ = ae) = f@) = af(e) = Y (wn —a)f ().
n=0
Az (f ((e(")))) sorozatrol a fentiekhez hasonléan lathaté be, hogy #1-beli, igy
fl@)=a (f(e) +> (e<">)> + D zaf(e™) =
n=0 n=0
glimz + Z Tnln = fq.a(T),
n=0
ahol értelemszertien q := f(e) + Y oy f(e™) és a, = f(e™) (n€N).
HageK,a €/ és fq7a = fq’a, azaz
qlima:—kZ:L’nan:(jlim:v—FZ:vndn (x = (zp) € ),
n=0 n=0
akkor
(= Plimaz+ Y zplan —dn) =0  (v=(zn) € ).
n=0
Ha itt 2 helyébe rendre az e(™ (n € N), e sorozatokat irjuk, akkor az a, —a, =0 (n € N),
azaz az a = a és a ¢ — ¢ = 0, azaz a ¢ = § egyenlOségeket kapjuk.
viii) Mivel p = 2 esetén ¢ = 2 és (la, ||.|l2) = (f2, (,)2) Hilbert-tér, ezért ekkor a 6.4.2. Tétel a

6.4.1. Tétel specidlis esete.
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6.5. Funkcionalok kiterjesztése.

Legyen a tovabbiakban (X, |.||) normélt tér a K testre vonatkozéan (K = R vagy K = C),
Y C X altér és f € Y*. Ha Z C X is altér, Y C Z, tovabbd van olyan F' € Z* funkcional,
amely kiterjesztése f-nek (azaz F(z) = f(x) (x €Y)) és ||F| = ||f||, akkor mindezt az f C F
szimbdélummal juttatjuk kifejezésre. Vilagos, hogy ha f C F és FF C V, akkor f C V.

Nyilvan minden olyan ® € Z* funkcionalra, amelyre ®|,, = f igaz, egyuttal
[f(@)] = [®@@)] < (|| [z (z€Y),

azaz || f|| < [|®| is fennall. Ezért ahhoz, hogy f C F teljesiiljon, két dolgot kell megmutatni: Fj, = f
és [|F) < [IfIl-

6.5.1. Tétel (Hahn-Banach). Bdrmely (X, ||.||) normdlt tér és tetszéleges Y C X altér, f € Y*
funkciondl esetén van olyan F € X*, amelyre f C F.

Csak szeparabilis (X, ||.]|) tér esetén fogjuk maradéktalanul bebizonyitani a tételt. Ebbdl a
szempontbdl (is) alapvetd az aldbbi

6.5.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy a fentiekben szerepld Y altér mindenditt stri X -ben és f € Y*.
Ekkor megadhato olyan F € X*, amelyre f C F.

Az 6.5.1. Lemma bizonyitasa. A feltétel miatt minden X > z-hez vanolyany, € Y (n € N)
sorozat, amely konvergdl x-hez. Ha m,n € N, akkor

|f(yn) - f(ym)| = |f(yn - ym)| < ||f|| ||yn - ymH?

azaz ||yn — Ym| — 0 (n,m — oo) miatt (f(y,)) egy (K-beli) Cauchy-sorozat. Létezik tehdt a
lim(f(yn)) € K hatarérték. Konnyti belatni, hogy ez utébbi csak z-t6l fiigg. Haui. z, € Y (n € N)
is egy olyan sorozat, amelyre lim(z,) = x, akkor

[f(yn) = f(zn)l = [f (yn = 20)| < (1 fll-llyn = 2all = 0 (0 — o0),

azaz valéban lim(f(y,)) = Um(f(zn)).

Ertelmes tehét (a fenti szereplSkkel) az

F(x) == lim(f(yn))

definicié. Az igy definidlt F': X — K funkciondl egyrészt linearis, hiszen z € X, z = lim(¢,,) (t, €Y
(neN)) és pu, A € K esetén ux + Az = lim(uy, + Aty,), ezért

F(px 4+ A2) = im(f(uyn + M) = Um(pf (yn) + M (tn)) =

plim(f (ya)) + Aim(f () = pF (x) + AF(2).

Masrészt [F(z)| = [Hm(f(yn))| = Bm([f(yn)]) és [f(yn)] < [If] [lynll  (n € N) miatt
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[E (@) < [l (llynll) = A1 ll2]]-

Ezért F' € X* és ||F|| < || f|l. Ha x € Y, akkor az y, := = (n € N) vélasztdssal lim(y,) = z, igy
F(x) = lim(f(yn)) = f(z). Ez azt jelenti, hogy F|, = f, azaz f C F. m

6.5.2. Lemma. Legyen K=R, 2 € X\Y, Vi ={y+ Xz X:yeVY e R} (azY altér
egydimenzids bévitése). Ekkor minden f € Y* esetén van olyan Fy € Y{*, amelyre f C F}.

A 6.5.2. Lemma bizonyitasa. Ha F} € Y|* és f C Fi, akkor

Fi(y+A2) = Fi(y) + AFi(2) = f(y) +mA  (y€Y,A€R),

ahol m := Fi(z) € R. Jegyezziik meg, hogy barmely £ € Y7 esetén egyértelmiien van olyan y € Y és
A€ R, hogy { =y+ Az. Haul. g € Y, A € Ris olyan, hogy { = § + Az, akkor y —y = A=)z

Ha A # X lenne, akkor z = % € Y teljesiilne, ami nem igaz. Tehat A= )és igy y—gy = 0.
Kovetkezésképpen barmely ¢ € R mellett a

h(€) =hly+Az) = f(y) +qr  (E=y+rzeYr (yeY,AeR))

funkcional definiciéja korrekt, h : Y7 — R linedris és

hMy)=hly+0-2)=fly) (yeY)
teljesiil. Igy by, = f.
Ezért f C Fy érdekében a fenti m-et kell csupdn gy megvalasztani, hogy ||Fi| < ||f||, azaz
F)+mA < |fl-lly+ Xz (yeY,AeR)

igaz legyen. Mivel f : X — R, ezért az utdbbi egyenlotlenség azzal ekvivalens, hogy

(1) =1 lly + Azl < f(y) +mA < fll-ly + Azl (y €Y, A€ R).

Az itteni bal oldali egyenlétlenség azt jelenti, hogy

—f(y) —mA = f(=y) +m(=A) < |IflI- |y + Xzl = [If]- 1(=y) + (=N)z|]|  (y€Y.,AeR),

ami (—y) + (—A)z € Y7 miatt persze kovetkezik az (1)-beli jobb oldali becslésbdl. Elegendd tehét
(1)-ben a jobb oldali egyenl6tenséget biztositani az m alkalmas megvélasztdsdval.

Ez A = O-ra a trividlisan igaz f(y) < ||f]]- llyll (y € Y) egyenlétlenséget jelenti. Ha (1)-ben
A > 0, akkor az elébb emlitett jobb oldali egyenlétlenséget ekvivalens mdédon atalakitva azt kapjuk,

hogy

@) m< LD i al = (D) 1L e weviaso,
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Vildgos, hogy {% eX:yeY,A> 0} =Y, azaz (2) azt jelenti, hogy

3) m < —f)+fI-lt+= (FeY).

Ha viszont (1)-ben A < 0, akkor az ekvivalens atalakitas (1) jobb oldaldn azt eredményezi, hogy a
= —M\ jeloléssel

1
m> L8 Ly = el = (E) 1A HE .
u 7 u

(yeY,u>0),
"

azaz (a (3)-hoz vezeté meggondolédssal analég médon)

(4) m = f(z) = |fll-lz == (zeY).

A Dedekind-axiomara hivatkozva (3) és (4) egylittes teljesiiléséhez elegendé mér csak azt meg-
gondolni, hogy

f@) = lfll-lle =2 < =f@ + A1+ 21 (2,8 €Y).

Ez viszont azzal ekvivalens, hogy f(t) + f(z) = f(t +z) < ||[fll(|t+ 2| + ||z — 2]|) (t,z €Y), amia
héromszog-egyenlotlenség miatt fenndlld

[+ 2]+l =2l > [[(E 4+ 2) + (& = 2)|| = ||t + =]

becslést és a nyilvan teljesils f(t+z) < || f]|- [t +z|| (¢t,x € Y) egyenlétlenséget is figyelembe véve
igaz. B

6.5.3. Lemma. A Hahn-Banach-tétel K = C (komplex) esete kiovetkezik a K = R (valds)
esetbdl.

A 6.5.3. Lemma bizonyitasa. Legyen K = C és f € Y*, ekkor barmely = € Y esetén

f(z) = fi(z) +fa2(2),

ahol v := v/—1, fi(x) az f(x) valés részét, fa(x) pedig a képzetes részét jeloli. Ertelmeztiik ezzel az
fi Y =R (j=1,2) funkcionalokat. Az f = f; +1f> felbontds alapjan

1f1(x) — fa(x) = of () = f(ux) = f1(ex) + o f2(2x) (zey).

Ezért fo(z) = —f1(rx) (x €Y), azaz

f(@) = filz) —afi(ex)  (z € X).

Tovabba az f linearitasat figyelembe véve
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fily +Az) +afo(y + Az) = f(y + Ax) = f(y) + Af(z) =

fiy) + A fi(x) +a(fa(y) + Afa(x)) (AeCmyeY),

amibol A € R esetén

f](y+)‘x):fj(y)+)‘f]($) (iL‘,yEY,j:172)

kovetkezik. Ha tehdt az (X, |.||) teret, ill. az Y alteret mint R feletti normalt teret, ill. alteret
tekintjiik, akkor az f; : Y — R (j = 1,2) funkcionalok linedrisak. Korldtosak is, hiszen

@) <\ @)+ f2@) = [f @ < [ f]- =l (zeY,i=1,2).

Ez azt is jelenti egyuttal, hogy pl. | fill < |fll. S6t, ||fill = |If]], wi. barmely =z € Y,
f(x) # 0 esetén f(x) =re'™ (alkalmas r > 0, o € (—, 7| paraméterekkel). Kovetkezésképpen

[f(@)| =r=e""f(z) = fle*x) = file™x) < [lAall- lle™* [l = [|f2ll- =[],
azaz || f|| < |[f1ll is igaz, fgy valéban [|f]| = [[f1]].

Ezért, ha a Hahn-Banach-tétel igaz a K = R esetben, akkor van olyan F; : X — R, F} € X*
funkciondl, amelyre f; C Fy. Mas szdval Fj-re a kovetkezok teljestilnek:

Fi(z+ \y) = Fi(x) + AFi(y) , Fi(t) = fi(t) (r,ye X,teY,A€eR)

és [Fu(@)] < IAl-lzll (= € X).

Legyen

F(z) = Fi(z) — oFy (wx) (x € X).

Ekkor F; (R feletti) linearitdsa miatt
F(x+ M\y) = Fi(z+ Ay) —oFy (W(x + Ay)) = Fi(z) + AF1(y) — oFy () — NeFy(ey) =

(F1(z) —F1 () + A (Fiy) —oF1(y)) = F(x) + AF(y) (2,5 € X, A € R).

Ezt felhasznédlva viszont A=a 41 € C (a,b € R), z,y € Y esetén azt mondhatjuk, hogy

F(z+ \y) = F(x + ay +1by) = F(z) + aF (y) + bF (1y) =

F(z) +aF(y) + bF1(2y) — bFi(—y) = F(x) + aF(y) + bF1(wy) +bF1(y) =
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F(z) +aF(y) + (F1(y) — 1F1(wy)) = F(z) + aF(y) +10F(y) = F(z) + A\F(y).

Ezzel belattuk, hogy F': X — C linearis. Ha y € Y, akkor wy € Y és

F(y) = F1(y) —1F1(w) = fi(y) —ofa(y) = f(),

azaz F|, = f. Az F funkciondl korldtos is, ui.

|F ()] < [Fi(@)] + [F1 ()| < [Eu(|Cll] + ) = 21 =] (2 € X))

Az ||F|| = [[F1| egyenl6séget ugyanazzal a gondolatmenettel kapjuk, amivel |[f[| = [/ fi[-hoz
jutottunk. Igy

IEN = L = (A2l = 1A
azaz f C F.

A Hahn-Banach-tétel bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy (X, |.||) szeparabilis és K = R. Ekkor
megadhatd egy e, € X (n € N) zért rendszer, ahol N' = N vagy egy alkalmas N € N mellett
N ={1,..,N}.Hae, €Y (neN),akkorY nyilvin slirli X-ben és alkalmazhat6 az 6.5.1. Lemma.
Egyébként valamilyen N' 3 n-re e, ¢ Yy := Y. Irjunk ekkor a 6.5.2. Lemmadban z helyébe e,-et és
legyen ugyanott Fy := f. fgy a jelzett lemma szerint kapunk egy Y; alteret és egy F; € Y;* funkciondlt
Ugy, hogy Yy C Y] és Fy C Fy. Ha van olyan n € N, hogy e, ¢ Yi, akkor a 6.5.2. Lemmdbdl az
eléz6ekhez hasonléan addédik Yo, Fo € Y5 tgy, hogy Y1 C Y és Fi C Fy. Az eljarast folytatva az vagy
véges sok 1épés utan befejezédik, amikor is egy Xoo C X alteret és egy Fioo € X2 funkciondlt kapunk
ugy, hogy f C F, vagy el6éll egy Y, altér- és egy F,, € V¥ (n € N) funkciondlsorozat, amelyekre
Y, C Y1, F, C Fopr (n € N) teljesiil. Legyen az utébbi esetben Xo := |J;— Y, (ami nyilvén
altér) és Fy : Xoo — R az a funkcionél, amelyre

Foo(x) := F,(x) (x € X,,n € N).

Az F, funkciondl értelmezése korrekt, mert n,m € N, n < m esetén X,, C X,,,, F,, C F,,, azaz
x € X, mellett z € X,,, és F,,(x) = Fp,,(z). Az F funkciondl nyilvén linedris, ill. f = Fy C F,
(n € N) miatt ||f|| = ||F,]|, azaz

[Foo (@) < |Ell- Izl = [lANI- [l (2 € Xn,n € N).

fgy ||l < || f]]- Tovédbbéd x € Y esetén Fuo(x) = Fy(z) = f(x), tehdt f C Fuo.

Vildgos, hogy e, € Xoo (n € N), ezért X siirl altér X-ben. Az 6.5.1. Lemma szerint van
tehat olyan F € X*, amelyre Fi, C F, azaz ||F|| = ||Fx| = ||f]| és F(z) = Fx(z) = f(z) (x€Y).
Mindez azt jelenti, hogy f C F. A 6.5.3. Lemmédt is figyelembe véve, ezzel a szepardbilis esetben a
tételt bebizonyitottuk. M

6.5.1. Megjegyzések.

i) Ha a széban forgé normalt térrél nem tudjuk, hogy szeparabilis, akkor a Hahn-Banach-tétel
bizonyitasaban az in. Zorn-lemma alkalmazhato:
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tegyiik fel, hogy A # 0, < pedig rendezés A-ban. Ha az A minden teljesen rendezett
részhalmaza felilrél korlatos, akkor A-nak van mazimuma.

ii) Legyen pl. A := {(U,g) : U C X altér, g € U*, f C g} és definidljuk az alabbi (nyilvén)
rendezést A-ban: ha (U, g), (V, h) € A, akkor

(U,9g) < (V,h) <= UCViésgCh.

Ha B C A a most definidlt értelemben teljesen rendezett, akkor barmely B-beli (U, g),
(V,h) esetén vagy U C V és g C h, vagy pedig V. C U és h C g. Ez azt jelenti, hogy
az A == Uy g)ep U halmaz altér, az s(z) := g(z) (z € U,(U,g) € B) definicié pedig
korrekt médon értelmez egy s : A — K funkciondlt. Az s-rél a Hahn-Banach-tétel fenti
bizonyitdsaban szereplé Foo-r6l mondottakhoz hasonléan lathaté be, hogy s € A* és barmely
(U, g) € B valasztédssal g C s. Mivel minden, az el6bb emlitett (U, g) esetén nyilvdn U C A,
ezért (U,g) < (A,s). Tehdt (A, s) felsé korlatja B-nek. Ezért a Zorn-lemma szerint létezik
A-nak maximuma, azaz olyan (Z,F) € A, hogy ha (U,g) € A és (Z,F) a < rendezés
értelmében Osszehasonlithaté (U, g)-vel, akkor (U, g) < (Z, F'). Mutassuk meg, hogy Z = X.
Kiilonben ui. lenne olyan z € X elem, amelyre z ¢ Z igaz. A 6.5.2. Lemma alapjan viszont
ekkor a Z altér egydimenzids Y7 bovitéséhez megadhatd lenne egy £y € Y{* funkciondl dgy,
hogy F' C Fy. Mivel f C F, ezért f C Fy, azaz (Y1, Fy) € Aés (Z,F) < (Y1, F1). Ugyanakkor
Z valddi altere Yi-nek, ezért (Z, F) # (Y1, F1), azaz nem lehet igaz, hogy (Y, Fy) < (Z, F).
Mindez viszont ellentmond annak, hogy (Z, F') maximélis elem .A-ban. fgy Z = X, tehat
FeX*és fCF.

iii) Megemlitjiik a Hahn-Banach-tétel egy altaldnositasat: legyen X linedris tér K felett, Y C X
altér, f 1Y — K pedig olyan linedris leképezés, amelyre |f(t)| < p(t) (t € Y) igaz, ahol
ap: X — [0,+00) figgvényre p(x +y) < p(x) +ply) (z,y € X) és p(Ax) = |[A|p(=)
(x € X, X € K) teljesil. Ekkor van olyan F : X — K linedris leképezés, hogy F(t) = f(t)
(teY) és|F(z)| <p(z) (xe€X).

iv) Vildgos, hogy ha iii)-ban |.|| norma X-en, akkor tetszéleges a > 0 szdmmal a
p(z) = allz| (zr € X) fliggvény rendelkezik az el6bb emlitett tulajdonsdgokkal. Ha ezzel a
p-vel |[f(t)| < p(t) (t €Y) is fennall, akkor nyilvan || f|| < «, azaz a iii)-beli F' kiterjesztésre
is ||F|| < . Specidlisan az « := || f|| valasztassal || F|| < | f||, azaz ||F|| =||f]: f C F.

v) Az f C F Kkiterjesztés egyértelmiiségét illetéen a kovetkezéket mondhatjuk. A 6.5.1. Lemma
bizonyitasabol az is kideriil, hogy ha a széban forgé ¥ C X altér mindeniitt stirli X-ben,
akkor egyértelmiien létezik olyan F' € X*, hogy f C F. Hasonlbéan, ha a 6.5.2. Lemma
bizonyitasaban jelzett (3), (4) egyenlStlenségeknek egyetlen m szam tesz eleget, azaz (az
ottani jelolésekkel)

mo = sup{f(z) = |[fl- [z = z[| : 2 € Y} =

my = inf{—f(t) + [ f]- It + 2] - £ € Y},

akkor a Kkiterjesztés egyértelmi, egyébként végtelen sok F' € X* funkcionallal (minden
m € [mg, m1] mellett) lesz f C F.

Az aldbbiakban a Hahn-Banach-tétel néhdny kovetkezményét targyaljuk.
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6.5.1. Kovetkezmény. Legyen (X, |.||) normdlt tér. Ekkor bdrmely 0 # x € X elemhez van
olyan F € X* funkciondl, amelyre |F|| =1 és F(z) = ||z| igaz.

Bizonyitas. Tekintsiik az Y := {cz € X : ¢ € K} (nyilvén) alteret és az

flex) == clzl|  (c€K)

funkciondlt. Vildgos, hogy f € Y* és |f(cz)| = || ||z|| = |lez]] (¢ € K) miatt ||f] = 1, ill.
f(z) = f(1-x) = ||z||. Kévetkezésképpen minden olyan F' € X* megfelels, amelyre f C F. m

6.5.2. Kovetkezmény. Az (X, |.]l;) (i =1,2) normdlt terekrdl tegyiik fel, hogy X1 # {0} és
az (L(X1,X2),||.||) operdtor-tér teljes. Ekkor az (Xa,||.||2) tér is teljes.

Bizonyitas. Az el6bbi megjegyzés szerint van olyan f € X* funkciondl, amely nem azonosan
nulla. Tekintsiik valamely y € X, elemmel az A,z := f(z)y (v € X1) operdtort. Az f linearitésa
miatt A, nyilvan linedris. Tovabba

[Ayzlla = [If (@)yll2 = [f(@)] lyllz < [IF1] lylla- 2l (2 € Xa).

Ez azt jelenti, hogy A, € L(X1,X2) és || Ayl < | fIl llyll2-
Tegyiik fel, hogy az y,, € Xo (n € N) sorozat Cauchy-sorozat, azaz

[Yn = Ymlla =0 (n,m — o0).

Ekkor

1Ay, = Ay, | = Ay, | < NFI-lyn = ymllz = 0 (n,m — o0),

tehat (A,,) Cauchy-sorozat az (L(X1,X2).||.||) operdtor-térben. A feltétel miatt ezért van olyan
A € L(X1, X2) operator, amellyel |4, — Al — 0 (n — oo0). Ekkor viszont barmely x € X; elemre
A, v — Ax (n — 00) is igaz. Ha itt x olyan, amelyre f(z) # 0, akkor az

1 1
Yn = mf(a?)yn = mAyn{E (n € N)

egyenléség alapjan az (y,,) sorozat is konvergens. B

6.5.2. Megjegyzések.

i) Ha tehdt X # {0}, akkor a 6.5.1. Kovetkezmény miatt van olyan X *-beli funkciondl, amely
nem azonosan nulla. Ugyanez mas megfogalmazasban: barmely z,y € X, x # y esetén van
olyan F' € X* amelyre F(z) # F(y). Valéban, a 6.5.1. Kévetkezményt az x — y # 0 elemre
alkalmazva kapunk olyan X* > F-et, amelyre F(z —y) = F(x) — F(y) = ||z — |ly|| > 0.

ii) Emlékeztetiink a 6.3.4. Tételre: ha (Xo,|.||2) Banach-tér, akkor az (L(Xi,X2),|.|)
operator-tér teljes. A 6.5.2. Kovetkezmény szerint (egy partikularis esettdl eltekintve) ez a
tétel meg is fordithaté: (L(X1, X3),||.||) akkor és csak akkor teljes, ha (Xo,|.||) Banach-tér.
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6.5.3. Kovetkezmény. Legyen (X, |.|) normdlt tér, Y C X wvalddi zart altér, z € X \'Y. Ekkor
van olyan F € X* funkciondl, amelyre az alabbiak teljesilnek: F(y) =0 (y€Y), F(z) =1 és
IEll =1/p(2,Y).

Bizonyitas. Tudjuk, hogy p(z,Y) > 0. Legyen

L:={cz+yeX:yeY,ce K}

Ekkor I C X altér, minden [ € L egyértelmiien allithaté el6 [ = cz+y alakban alkalmas y € Y,c € K
elemekkel, az f(cz +vy) :=c (cz+y € L) funkciondl pedig linedris. Korlatos is, ui.

1
flez+y)|=lc] < —=|lcz+y cz+yey).
[ ( )= le| p(z’y)ll I )

Ez utébbi indokldsdhoz nyilvan feltehetd, hogy ¢ # 0. Ekkor

lez +yll = lel- |z + y/cll = le|- Iz = (=y/O)

alapjan azt kell meggondolni, hogy p(z,Y) < |[z—(—y/c)||, ami —y/c € Y (y € Y) miatt nyilvanvald.
Ezért | < 1/p(2,Y).

Léssuk be, hogy ||f|| = 1/p(z,Y). Valéban, ha y, € ¥ (n € N) olyan sorozat, amelyre
lim(||z — yn||) = p(z,Y), akkor

[f(=z+y)l = 1< If]- Iz = ynll = Ifl-p(z,Y) (0 — 00),

azaz || f|| = 1/p(2,Y).

Mivel f(z) = f(1-:2+0) =1, f(y) = f(0-24+y) =0 (y€Y), ezért barmely F € X*, f C F
olyan funkciondal, amely a széban forgd allitdsban szerepel. m

6.5.3. Megjegyzés.

Emeljiik ki kiilon is, hogy barmely valédi zart ¥ C X altér esetén van olyan F' € X*
funkciondl, amely nem azonosan nulla és F'(y) =0 (yeY).

Tegytik fel, hogy adott (X, |.||;) (¢ =1,2) normalt terek esetén A € L(X7, X2) és legyen f € X.
Ekkor

A*f:=foAe X].

Valéban, A és f linearitdsa miatt A*f € £(X1, K) nyilvdnvalé. Ha x € X5, akkor

A" f ()| = [F(Az)| < [IF]I- [[Azll2 < (71 ALl

amibdl A*f € X7 és egyuttal ||[A*f|| < ||A||- ||f|| kovetkezik. (Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az
utolsé becslésben hdromféle norma szerepel, mindegyiket ||.||-val jeloltiik.)

Ha f,g € X3, pu, A € K, akkor nyilvan A*(uf + Ag) = pA* f + A\A*g, azaz az
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X532 f—AfeX]
leképezés linedris: A* € L£(X3, X{). S6t, az el6z6 becslés miatt A* € L(X5, XT) és ||A*]| < ||A].

6.5.4. Kovetkezmény. Tetszdleges (X, ||.|[:) (¢ =1,2) normdlt terek és A € L(X1, X2) esetén
A* e L(X3, X7) és ||A™]| = [|A]l.

Bizonyitas. Azt kell mar csak beldtnunk, hogy ||A|| < ||A*||. Legyen ehhez x € X; olyan, hogy
0 # Az € Xo (nyilvan feltehet, hogy A nem az azonosan nulla operdtor, kiilénben az allitasunk

trividlis) és f € X3 olyan funkciondl (1d. 6.5.1. Kovetkezmény), amelyre || f|| = 1, f(Az) = ||Az]|2.
Ekkor

[Az]l2 = [f(Az)| = [A"f(2)] < A" fII- Nzl < (AT llefle = (AT [zl (2 e Xa),

azaz valéban [|Al < || A*[. m

Az A* € L(X3,X7) korlatos linedris operdtort az A € L(X1,X3) operator adjungdltjanak
nevezzik. Vizsgdljuk meg az aldbbi specidlis eseteket.

1° Legyen 0 < n,m € N, (X1,|.[[1) == (K™, [.]1), (X2, [|.|]|2) := (K™, ||.||2) valamilyen K"-beli
[[-l1, ill. K"™-Deli ||.||o vektornormdval. Ha A = (a;x);2 -, € K™*", akkor tekintsiik az

Az = Ax (x € Xq)

definiciéval értelmezett A : X1 — Xy operdtort, amelyre A € L(X1, X2) (1d. 6.3.2. vi) megjegyzés).
A most idézett 6.3.2. vi) megjegyzést az m := 1, ill. az n := 1 esetben alkalmazva azt kapjuk,
hogy X7 izomorf Xi-gyel, X3 pedig izomorf Xs-vel. Ennek alapjan konnyl meggondolni, hogy
L(X3, X7) izomorf L( X2, X1)-gyel és ebben az értelemben az elébbi A operdtor esetén A* azonosithaté
az A* = (ag) 0}, € K™™ adjungdlt mdtrizszal.

2° Ha (X, (,)) Hilbert-tér, akkor (1d. 6.4.1. iii) megjegyzés) X* izomorf és izometrikus X-szel.
Legyen A € L(X, X), ekkor A* € L(X*, X*), ahol tehat f € X* esetén A*f € X*. A 6.4.1. Tétel

szerint egyértelmilen megadhatdk olyan a,b € X elemek, amelyekkel f(z) = (z,a), A*f(z) = (z,b)
(r € X). Viszont az A* f funkcionél értelmezése alapjan

A f(z) = f(Az) = (Az,a) (v € X),

azaz (Azx,a) = (x,b) (x € X). Legyen By(a) := b, ezzel definidltunk egy B4 : X — X (nyilvan
linedris) operatort, amellyel az el6bbiek a kévetkez6képpen irhaték:

A f(z) = (Az,a) = (z, Baa) (x € X).

Mivel a 6.4.1. Tétel alapjan

[Baal = [l = [[A*FI < [[A*[-[[FIF = A7 llall - (a € X)),
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ezért By € L(X, X) és | Bal| < ||A*|. Az

| A" f(@)] = [z, Baa)| < [|z[|- [ Baa| < [|Ball- [all- lzIl = [ Ball- [l£]l- |l (z € X, f e X7)

becslésbol viszont az kovetkezik, hogy ||A*f|| < ||Ball- | fl, azaz ||A*|| < ||Bal|- Azt kaptuk tehat,
hogy [|A*][ = [|Ba]l-

A fentiek alapjan vildgos, hogy az L(X*, X*) 5 A* — Ba € L(X, X) megfeleltetés izomorfia és
izometria. Ebben az értelemben A*-ot azonosithatjuk Ba-val: A* = Ba, az L(X™*, X*) teret pedig
L(X, X)-szel: L(X*, X*) = L(X,X). Ezt figyelembe véve azt irhatjuk, hogy

(Azx,y) = (z, A%y) (r,ye X, A€ L(X, X)),

ill. azt mondjuk, hogy az A € L(X, X) operator énadjungdlt, ha A* = A. Ez utébbi esetben tehat
barmely z,y € X esetén (Az,y) = (z, Ay).

Legyen pl. L C X zart altér, ekkor a Pp, projekcié (1d. 5.3.3. iv) megjegyzés) énadjungalt. Ui.
barmely z,y € X esetén az x = Prx + 2,y = Pry+49 (2,9 € L*) felbontas (1d. 5.3.3. Tétel)
alapjan

<PL$7y> = <PL$,PLy+g> = <PLx7PLy> = <$_5:7PLy> = <x7PLy>7
hiszen Prx,Pry € L miatt (Prx,y) = (T, Pry) = 0. Tovdbba L # {0} esetén ||Pr| = 1, mivel
barmely 0 # x € L elemre ||Ppx| = ||z| < || Pl |||| miatt egyrészt ||Pp|| > 1, mésrészt (1d. 6.3.2.
iii) megjegyzés) || Pr| < 1. (Ha L = {0}, akkor P;, = 0 miatt nyilvan [|Pr| = 0.)

3° Egy (X, ||.]|) normalt tér X** mdsodik dudlisdt értelemszertien az X** := (X*)" definiciéval
értelmezziik. Ha x € X, akkor a

o (f) = flx)  (feX)

el6irassal értelmezett @, : X* — K leképezés (funkciondl) nyilvan linedris: ®, € £(X*, K). Mivel

[@o(N] = f@) < fll- Nl (f € X,z € X)),
ezért &, € L(X*, K) = X** is igaz, ill. ||®,] < ||z]|.
6.5.5. Kovetkezmény. Bdrmely x € X esetén ||®,| = ||z|.
Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy ||z|| < ||®,]] (z € X). Mivel ez = 0 esetén

trividlis, ezért feltehetd, hogy = # 0. Legyen (1d. 6.5.1. Kovetkezmény) f € X* olyan, hogy || f]| =1
és f(x) = ||z||. Ekkor

. (f) = f(z) = el < |2l £l = |22,

azaz valéban ||z| < ||®,|. m
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6.5.4. Megjegyzések.

i)

ii)

iii)

iv)

Az el6bbieket szem el6tt tartva legyen

X ={P, e X" :x e X}.

Nyilvédnvalé, hogy X altere X**-nak, ill. az X > = — ¢(z) := &, € X megfeleltetés
izomorfia és izometria. Azt mondjuk, hogy az (X, |.||) tér reflexiv, ha X = X**.

Az eddigiek szerint azt kapjuk, hogy barmely Hilbert-tér, ill. tetszileges 1 < p < 400 esetén
az (Up, ||.||p) terek reflexivek (Id. 6.4.1. iii) megjegyzés, ill. 6.4.2. Tétel). Ugyanakkor (1d.
6.4.2. 1) megjegyzés) az ({1, ||.||1); (foos ||-||co) terek nem reflexivek.

Reflextv (X, ||.||) tér esetén tehdt X** izomorf és izometrikus X-szel, ebben az értelemben
X = X**. Mivel a dudlis terek Banach-terek, ezért minden reflexiv tér egyittal Banach-tér.
Felhivjuk azonban a figyelmet arra, hogy a most mondottakban az is ,benne van”, hogy az
emlitett izomorfidt és izometridt az i) megjegyzésben értelmezett ¢ leképezés valdsitja meg.
Konstrualtak ui. olyan (X, |.||) teret, hogy X** ugyan izomorf és izometrikus X-szel, de ¢
nem izomorfia és izometria. Kovetkezésképpen (X, ||.||) nem reflexiv.

Normalt terek X *** X**** . harmadik, negyedik, ... dudlisa is értelemszeriien definidlhato,
ill. felvethetd ezek egyméshoz vald viszonya. Pl. mutassuk meg, hogy az (X, ||.||) Banach-tér
akkor és csak akkor reflexiv, ha a dudlisa is reflexiv. Ha ui. g € X* esetén ¥, € X** az a
funkcional, amelyre

Uy(F):=F(g)  (FeX™)

és 1(g) := ¥, akkor azt kell megmutatnunk (ld. i)), hogy

R, =X" = Ry=X"""

Ehhez tegyiik fel el6szor, hogy R, = X** és legyen ¥ € X***. Ha g := W o ¢, azaz
g(x) :=¥(p(z)) (ze€ X),akkor g nyilvan linedris és

lg(@)| <[]l llp() | = ] [l (= € X)

miatt g € X*. Ugyanakkor W, (F) = F(g), ahol F' € X**, azaz alkalmas = € X esetén
(Id. 1)) F = ¢p(z) = ®,. Tehat

Vy(F) = ®u(g) = g(x) = U(p(x)) = ¥ (F),
amibdl ¥, = ¥ mér kovetkezik. Ezért Ry = X***, igy a dudlis tér valéban reflexiv.

Forditva, ha a dudlis tér reflexiv: R, = X***, akkor indirekt médon gondolkodva tegytik
fel, hogy R, # X**. Lassuk be el6szor, hogy X = R, zart. Ha ui. ®,, € X (n € N)
konvergens sorozat: ||®,, — ®|| -0 (n — oco) valamilyen ® € X** funkcionallal, akkor

[2n = 2m|| = [|®a, = Pa,, [| =0 (n,m — o00)

alapjan az z, € X (n € N) sorozat Cauchy-sorozat, igy az (X, ||.||) tér teljessége miatt
konvergens: x := lim(z,,). Innen viszont
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1@z, = @of| = lzn —2f| =0 (n — 00),

azaz ¢, = lim(®,, ) = @, tehdt & € X kovetkezik. Azt kaptuk, hogy X valddi zart altere
X**-nak. A 6.5.3. Megjegyzés szerint ezért van olyan 0 # © € X, amelyre ©, = 0.
Az Ry = X*** feltétel miatt alkalmas g € X* esetén © = VU, igy

0= 0(B,) = Uy(d,) = B, (g) = gz) (v € X).

Ezért g = 0, amibdél © = ¥, = 0 kévetkezik, ami nem igaz. Kovetkezésképpen R, = X™**,
azaz az (X, ||.||) tér reflexiv.

v) Az el6bbi megjegyzésbol mér egyszertien kovetkezik, hogy ha az (X, ||.|) Banach-tér nem
reflexiv, akkor (izomorfia és izometria értelmében) az

XcX*cX™ c..,ill. X*CcX™ cCc X" cC..

tartalmazéasok valamennyien szigoru tartalmazasok:

X # XL X £l X5 X5 £ X £

Ha ui. pl. X*** = X***** akkor ez azt jelentené, hogy X*** reflexiv, azaz X** is az. Innen
viszont X* és igy X reflexivitdsa is kovetkezne (A. E. Plessner).

6.5.6. Kovetkezmény. Bdrmely (X, |.||) normdlt tér és S C X részhalmaz esetén S akkor
és csak akkor zdrt rendszer, ha az aldbbi ekvivalencia igaz: tetszéleges f € X* funkciondlra
f=0 = fis=0.

Bizonyitas. Tegyiik fel el8szor, hogy S zart rendszer és f; = 0. Ekkor f linearitdsa miatt

nyilvén f. . = 0is igaz. Innen viszont f folytonosségdt is figyelembe véve f|m =0, azaz L[S] =X
szerint f = 0 kovetkezik.

Ha S nem zart rendszer, akkor az Y := L[S] (# X) vélasztédssal a 6.5.3. Megjegyzés miatt egy
alkalmas f € X* funkciondllal f|, = 0, de f # 0. Mivel fj; = 0, ezért - feltéve a tételben emlitett
ekvivalencia fenndllasat - f = 0 kovetkezik, ellentétben az el6bbi f # 0 tulajdonsdggal. Ezért S zart
rendszer. W

6.6. Erds konvergencia.

Tekintsiik valamely (X, [|.]];) (i = 1,2) normélt terek esetén korlatos linedris operdtoroknak egy
(T,) sorozatéat: T, € L(X1,X2) (n € N). Azt mondjuk, hogy a (T},) sorozat erdsen konvergens, ha
minden x € X esetén a helyettesitési értékek (7),x) sorozata konvergens. Vildgos, hogy ekkor minden
X1 3 a-re sup,, |[Thz|l2 < +0o. Megmutatjuk, hogy (bizonyos feltételek mellett) ekkor az ,erésebb”
sup,, || Tn|| < 400 korldtossdg is teljesiil. S6t, igaz a
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6.6.1. Tétel (az egyenletes korldtossdg elve). Legyenek adottak az (X1, |.]1), (Xa,|.||l2) normdlt
terek és a T, € L(X1,X2) (o € T') linedris operdtorok valamely I' # 0 (index)halmaz esetén. Ha
az

{z € X1 :sup||Toz|2 < 400}

Bizonyitas. Legyen = € X1, k € N esetén p(x) := sup,, [|Tnzl2 és

{p <k}:={zeXi:p) <k}

Ekkor minden k € N természetes szamra {p < k} zart halmaz. Val6ban, ha

ze{p>k}:=Xi\{p <k},

akkor p(z) = sup,, || Taz|2 > k. Ezért van olyan « € T, hogy ||Thz|2 > k. Mivel Ty, ||.||2 folytonos
leképezések, ezért egyittal a z pont egy alkalmas K(z) kornyezetének minden ¢ € K(z) pontjira is
teljesiil a [|T,t||2 > k egyenlStlenség. Ez més széval azt jelenti, hogy K(z) C {p > k}, azaz {p > k}
nyilt halmaz.

A feltétel szerint a
{p <0} :={z € Xy :sup||[Tazx|2 < +oo} = U {p <k}
« k=1
halmaz mésodik kategéridju (1d. 2.2.2. i) megjegyzés) ezért egy alkalmas 0 < k € N természetes
szamra a {p < k} halmaz belseje nem iires. Létezik tehdt olyan y € {p < k} elem és olyan 6 > 0

szam, hogy a K;(y) kornyezetre K5(y) C {p < k} igaz. Igy tetszbleges t € Xy, ||t — y|l1 < & esetén
minden « € I" indexre || Tot||2 < k.

Legyen most mér x € X tetsz6leges, ekkor nyilvan van olyan r > 0, amellyel y + rx € Ks(y),
azaz

Ty + 1)l = [|Tay + rTaz||2 < k (a €T).

A hiromszog-egyenlStlenség miatt

1 Tay + rTazl2 = rl|Tozllz = [Taylle,
amib6l r||Tox|l2 < k + || Tayll2 < 2k kovetkezik. Ha = # 0, akkor az

)
7=
2||z(lx

valasztds megfeleld, amikor is
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4k
ITazllz < =l

Ez utébbi egyenlétlenség nyilvan igaz x = O-ra is, hiszen ekkor T,x = T,0 = 0 (a € T'). Tehét
|Tall < 4k/6 (o €T), ami az allitdsunk bizonyitasat jelenti. m

Vilagos, hogy a {p < oo} halmaz masodik kategdridji, ha valamilyen masodik kategéridju X C X,
halmazra X C {p < co}. Mas széval tehat az el6bbi tétel alkalmazdsdhoz nem kell a teljes” {p < oo}
halmazt ,felderiteniink”, elegend6 a pontonkénti korlatossagot egy masodik kategdridju X halmazon
ellenérizni.

A 2.2.2. Baire-féle kategoria-tétel alapjan az aldbbi specidlis esethez jutunk:

6.6.2. Tétel (Banach-Steinhaus I). Tegyiik fel, hogy az (X, ||.|l;) (i = 1,2) normdlt terek koziil
(X1, |-ll1) Banach-tér, a T,, € L(X1,X2) (n € N) operdtor-sorozat pedig erésen konvergens.
Ekkor a T,, (n € N) operdtorok egyenletesen korldtosak, azaz sup,, |T,| < +oo és a Tx =
lim, T,z (z € X1) (pontonkénti) limesz-operdtorra T € L(X1, X2), ||T| < liminf,, ||T,|| teljesil.

Bizonyitas. Val6ban, a feltétel szerint barmely = € X; esetén a (T,z,n € N) (helyettesitési
értékekbdl 4ll6) sorozat konvergens, igy sup,, ||1,x||2 < 4+o00. Ez azt jelenti, hogy {p < oo} = X, ami
(1d. Baire-tétel) masodik kategérigji. Igy a 6.6.1. Tétel kbvetkeztében sup,, || Th| < +oc. Specidlisan
M :=liminf, ||T,| < +oo.

A T leképezés nyilvan linedris, ill. | Tz||2 = lim, [|[T,z|l2 (x € X1). Mivel || T,z|2 < [T,z
(n € N), ezért ||Tx|2 < M||z|y (z € X1), azaz az allitdsunk masodik fele is kovetkezik. m

6.6.1. Megjegyzések.

i) Legyen pl. (X, |.||) szepardbilis Banach-tér, f, € X* (n € N) és tegyik fel, hogy az (fy)
sorozat korldtos: q :=sup, || fn] < +o0. Ekkor van olyan (v,) indexsorozat és olyan f € X*
funkciondl, hogy f(z) =lim(f,,(z)) (ze€ X).

Valéban, legyen {z,, € X :€ N} mindeniitt stiri X-ben. Ekkor

[fn(@o)| < [full- o]l < gllzoll  (n€N)

miatt az (fy,(zo)) szdmsorozat korlatos. A Bolzano- Weierstrass-tétel miatt ezért van olyan
v(0) indexsorozat, amellyel az o (xg)) részsorozat konvergens. Hasonldan, az 0 (21
y v g v

@) (z1)) részsorozat

n

sorozat korlatosséga alapjan van olyan (1) indexsorozat, hogy az ( I ooy

konvergens. Teljes indukciéval folytatva a konstrukciét minden N 3 i-re kapunk olyan v
indexsorozatot, amellyel (f @ (x;)) konvergens. Legyen most mér

v(0o...ov,
Vp 1= V(O)o...oyr(ln) (TLGN)

Ekkor v nyilvan indexsorozat és barmely n,¢ € IN,i < n esetén

fon (i) = fy<o>o...oy<i>( )(xz‘%

Hq

ahol p;(n) := V(0. oy Ezért (f,0)0...0, (i) konvergencidja miatt tetszbleges i € N

n

esetén
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fo (i) = fo, (xi) = 0 (n,m — o0).

Ha z € X, e > 0, akkor legyen i € N olyan, hogy ||z —z;|| < . Legyen tovdbbd N € N olyan
kiiszobindex, amellyel |f, (x;) — fu, (zi)] <e (N <n,m € N), igy ilyen n, m esetén

| fu, (%) = fu, (z)] <

\fuon (@) = o (@)l + | o, (@) = fo, ()| + | o, (20) = fo, (2)] < (2¢+ D)e.

Az (f,, (z)) szdmsorozat tehat Cauchy-sorozat, azaz konvergens. Definidljuk az f funkcionélt
a kovetkezéképpen: f(z) :=lm(f,,(z)) (z € X). A 6.6.2. Tétel alapjan f € X*.

ii) Az i) megjegyzésben szereplf &llitds nem mds, mint (a bizonyitds kozben is idézett) Bolzano-
Weierstrass-tétel absztrakt valtozata funkciondlok sorozatara.

iii) Beldthat6, hogy a most emlitett absztrakt Bolzano- Weierstrass-tétel akkor is igaz, ha az
(X, |||]) tér nem szeparabilis, de reflexiv.

A tovédbbiakban a bevezetoben megfogalmazott erés konvergencia-kérdésre adunk véalaszt.

6.6.3. Tétel (Banach-Steinhaus II). Ha az (X;,|.]l;) (i = 1,2) terek mindegyike Banach-tér,
T, € L(X1,X2) (n € N), akkor a (T,,) sorozat erds konvergencidjinak sziikséges és elégséges
feltétele az, hogy ez a konvergencia az X1 tér eqyY zdrt rendszerén fenndlljon és sup,, ||T,|| < 400
legyen.

Bizonyitas. A tételben megfogalmazott feltétel szlikségessége részben trividlis, részben pedig
az egyenletes korlatossag imént bebizonyitott specidlis esetébdl kovetkezik (1d. 6.6.2. Tétel).

Az elégségesség igazolasdhoz elészor is jegyezziik meg, hogy a T, (n € N) operatorok linearitdsa
miatt a (T,,z) sorozat az Y rendszer £(Y) linedris burkdnak minden elemére is konvergédl. Mivel az
L(Y) linearis burok mindentitt siiri X;-ben, ezért tetszéleges x € X; és ¢ > 0 esetén van olyan
z € L(Y), amellyel ||z — 2|1 < e. Tovdbbd, a hdromszog-egyenlStlenséget felhasznilva minden
n,m € N természetes szamra az adddik, hogy

Tz — Tozlle < [|[Thx — Thnzlla + |[Thz — Tmzll2 + [|[Tmz — Tinxll2 <

2q||lx — 2|1 + | Thz — Timzlle < 2qe + ||Thz — T zl|2,

ahol ¢ := sup, ||Th|. A (Txz) sorozat konvergens, ezért egy alkalmas N & N  kiisz6bbel”
|Thnz — Timzll2 < €, hacsak n,m > N. Ilyen n,m-ekre tehat [T,z — Tnx|2 < (2¢ + 1)e, azaz a
(T,x) sorozat Cauchy-sorozat, igy az (X7, ||.|[1) tér teljessége miatt (75, z) konvergens is. B

Egy T, € L(X1,X2) (n € N) operétorsorozat konvergenciahalmazdn értsiik az Osszes olyan
x € X; pont éltal meghatdrozott X C X; halmazt, amelyre a (7T,z) sorozat konvergens. Ekkor az
aldbbi allitas igaz:
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6.6.4. Tétel. Ha az (Xi,|.|l;) (i = 1,2) terek Banach-terek, akkor az X halmaz vagy elsé

e

Bizonyitas. Ui. a T,-ek (n € N) linearitdsa miatt X nyilvan altere az X; térnek. Ha X
masodik kategoéridji, akkor (ld. az egyenletes korldtossdg elvét) sup,, ||T,.] < +o0o. Megmutatjuk,
hogy ekkor X = X;. Valéban, mivel X mdsodik kategdridji, ezért van olyan a € X és § > 0, hogy
Ks(a) C X. Ha z € X tetszéleges, akkor egy alkalmas r > 0 szdmmal y := a + rz € Ks(a), amibdl
y € X és igy (X altér volta miatt)

z=(y—a)/reX
kovetkezik. Tehdt X = X, azaz X zért rendszer, ezért a Banach-Steinhaus II-tétel miatt X = X;. m

6.6.2. Megjegyzések.
i) Vildgos, hogy az el6bbi okoskodas alapjan egy masodik kategdridju altér mindig stirti altér.

ii) Ha tehdt (Xi,||.|1) Banach-tér, (Xa,|.||2) normélt tér és a T,, € L(X1,X3) (n € N)
operatorsorozatra sup,, ||T5,|| = +oo teljesiil, akkor (Id. 6.6.1. Tétel) van olyan =z € Xj,
amelyre a (T),x) sorozat nem konvergens, s6t, sup,, ||T,x||2 = +o0.

iii) Erdemes kiemelni a 6.6.3. Tétel alabbi véltozatat is: ha (X1, |.|[1) Banach-tér, (Xa,||.||2)
normdlt tér, T,T, € L(X1,X3) (n € N), akkor a lim(T,(x)) = Tz (x € X;) konver-
gencidanak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy ez a konvergencia az Xy tér eqy Y zdrt
rendszerén fenndlljon és sup,, ||T,| < +oo legyen. Valéban, a 6.6.3. Tétel bizonyitasdban
frjunk T, helyébe T-t, ekkor (az ottani jelolésekkel) |T,x — Tz|2 < (¢ + ||T| + 1)e
(N >n>N), azaz lim(||T,,z — Tz||]2) = 0 adédik.

iv) A 6.6.1. Tétel altaldnositdsaként roviden targyaljuk az I. M. Gelfandtdl szirmazé aldbbi
véltozatot. Ehhez vezessiik be a kovetkezd fogalmat: valamely (X, |.||) Banach-téren ér-
telmezett ¢ : X — [0,4o00) funkcionalt konvernek neveziink (Id. 6.5.1. iii) megjegyzés),
ha

i) gz +y) <ox) +é(y) (v,y€X)és
i) (o x) = |af]- ¢(z) (0 € R,z € X).

Ha a ® konvex funkciondl folytonos (X 3)0-ban, akkor korlatos is, azaz van olyan M > 0
konstans, amellyel ®(z) < M||z| (x € X) (1d. 6.3.1. Tétel bizonyitédsa).

A most mondottak segitségével az emlitett Gelfand-tétel igy fogalmazhaté meg:

legyen ¢, : X — K (n € N) konvez, folytonos funkciondloknak egy sorozata. Ha bdrmely
x € X esetén sup{¢, () : n € N} < 400, akkor az X 3 x — sup{¢,(z) : n € N} funkciondl
is konvex és folytonos.

v) Ha (X1,].][1) Banach-tér, (Xa,||.||2) normalt tér és T' € L(X1, X2) , akkor az

Xidrx— ||T£L'||2

funkciondl nyilvan konvex és folytonos. Legyen T, € L(X1,X3) (n € N) egy adott opera-
tor-sorozat, amelyre
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vi)

vii)

viii)

sup{||Tnz|l2 : n € N} < 400 (z € X1).

A iv)-ben mondottak szerint ekkor az

X1 3z — sup{||Tpz|]2 : n € N}
funkciondl konvex és folytonos, igy korlatos is. Ezért alkalmas M > 0 konstanssal
sup{||Tnzll2 : n € N} < M||z||1 (x € X;) is igaz, amibél sup,, || T,,|| < M mar kévetkezik.

A Gelfand-tétel egyik fontos kovetkezményeként tekintsik az (X, |.||) Banach-téren
értelmezett f, € X* (n € N) korldtos, linedris funkcionalok sorozatdat. Han € N,1 < p,
akkor az

n 1/p
X350 <Z|fi<x>|f’)

funkciondl nyilvdn konvex, folytonos. Ezért > o | fi(z)[? < 400 (z € X) esetén az

oo 1/p
Xszm (Z |f¢($)|”>

leképezés is egy konvex és folytonos funkciondl, azaz valamely M > 0 konstanssal

oo 1/p
(Z!fi(@\"’) <M-z| (=€ X).
i=0

Emlékeztetiink a bazis fogalmara (1d. 3.2.): legyen (X,|.||) Banach-tér, ekkor a z, € X
(n € N) rendszer bazis, ha barmely 2 € X esetén egyértelmiien megadhaté egy z-et el6allité
Y onen Onzn (= x) végtelen sor (vagy Osszeg). Jeldljikk z; (z)-szel az elébbi eldallitdsban
szerepld v, egylitthatét, Sy, (z)-szel a sor (Osszeg) n-edik részletosszegét:

zi(x) i=an , Sp(x):= ZzZ(m)zk (neN).

Az igy definidlt 2} : X — K koordindta-funkciondlok mindegyike nyilvan linearis. Ugyanez
all az S, : X — X részletdsszeg-operdtorokra is. Igaz tovabbé a kovetkezd két (ekvivalens)
allitds: bdarmely n € N esetén z} € X*, ill. S, € L(X,X).

A tovébbiakban feltessziik, hogy N' = N. Mivel bérmely z € X esetén x = lim,, S,,(z) (azaz
az (S,) operédtor-sorozat erésen konvergens), ezért a Banach-Steinhaus II-tétel (1d. 6.6.3.
Tétel) miatt

C :=sup{||Sn|| : n € N} < 400
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(%)

ix)

és ||zx]| < 2C/||znll (n € N). Legyen z* := (z},n € N). Mivel z bazis, ezért z}(zr) =
onk (n,k € N), azaz a z, z* rendszerek ,egyiitt” egyfajta ortogonalitési reldcionak tesznek
eleget. Ennek fényében vezessiik be a kévetkezd definiciot:

az T, € X , ¢, € X* (n € N) rendszerek biortogondlisak, ha ¢, (xg) = onr (n,k € N).
AN on(x)z, (z€ X)sort az x elem biortogondlis sordnak nevezzik.

Amennyiben tehdt z bézis X-ben, tigy z,z* biortogondlisak. (Valdjaban ekkor mondjak,
hogy z Schauder-bézis.)

Tegytik fel, hogy az x,, € X, ¢, € X* (n € N) rendszerek biortogonalisak és legyen

Xn=L{zreX: N>k#n}) (n e N).

Mivel ¢, (z) =0 (z € X,,) és on(z,) = 1, ezért z,, ¢ X,, (n € N). Azt mondjuk, hogy az
yn € X (n € N) rendszer minimdlis, ha barmely n € N esetén

Yn € L{yr € X : N3k #n}).

Az el6bbiek szerint tehat, ha egy X-beli rendszernek van biortogondlis tarsa, akkor a szoban
forg6 rendszer minimdlis. A Hahn-Banach-tétel (1d. 6.5.1. Tétel) 6.5.3. Kovetkezménye
alapjan konnyl megmutatni, hogy ez forditva is igaz. Hasonléan lithaté be, hogy ha az
(xn,n € N) rendszer zért X-ben, akkor legfeljebb egy, vele biortogondlis X *-beli rendszer
létezik, ill. minden minimalis rendszer egytuttal fiiggetlen is.

Ha tehdt egy X-beli elemekbél 8116 z = (z,,n € N) rendszer bazis X-ben, akkor

i) z zart rendszer;
ii) z minimélis rendszer;

iii) sup{||Sn|| : n € N} < o0,

ahol S, (z) = >0 _o2i(x)zr  (x € X, n € N) és z* = (2;,n € N) a z-vel biortogonalis
rendszer. A 6.6.3. Tételt felhaszndlva megmutathatd, hogy a most felsorolt (sziikséges)
feltételek elégségesek is ahhoz, hogy a z rendszer bézis legyen, nevezetesen igaz az alabbi
allitas (,alaptétel”):

az X-beli z = (zn,n € N) rendszer akkor és csak akkor bdzis X -ben, ha teljesiinek a (*)
feltételek.

A ix) megjegyzésbeli (x) feltételekben szerepel egy, a rendszeren ,kiviilli” eszkoz is, ti. (az Sy,-
ek definici¢jdban) a z* (z-vel) biortogondlis rendszer. Hogyan lehet kizarélag a z rendszer
segitségével eldonteni, hogy az bazis-e vagy sem? Ezzel kapcsolatos a kovetkezd (a Hahn-
Banach-tétel (1d. 6.5.1. Tétel), ill. a Banach-Steinhaus II-tétel (1d. 6.6.3. Tétel) alapjin
beldthato) allitéds:

legyen adott egy (a nullelemet nem tartalmazd) z = (z,,n € N) rendszer az (X.||.||) Banach-
térben. Ekkor z pontosan abban az esetben bdzis L(z)-ban, ha

van olyan B > 0 konstans, hogy barmely n € N és

= Y o Ban € L(2) esetén || Tp_y Bzl < Bllel.
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xi) Az el6bbi (#x) tulajdonsagbdl kiindulva vezessiik be a kévetkezd fogalmat: valamely
X-beli z = (z,,n € N) linedrisan fiiggetlen rendszer és © = > ;- Bz € L(2) esetén
legyen p(z) :=sup{|| > r_o Brzkl : n € N}. A

B, i=sup{p(x) : = € L(2), ||=]| <1}

szdmot (vagy +o0o-t) a z rendszer Banach-konstansdinak nevezzik. A ix) megjegyzés alapjin
azt mondhatjuk, hogy amennyiben z zart rendszer X-ben, akkor

z bazis X—ben <= B, < +oo.

Mivel barmely = € L(z) elemre p(z) > ||z|, ezért B, > 1. Ha pl. (X, (,)) Hilbert-tér és z
ONR X-ben, akkor p(z) = ||z|| (z € L(z)), azaz B, = 1.

xii) Legyen z = (z,,n € N) bézis X-ben, z* = (z,n € N) a z-vel biortogonélis koordindta-
funkciondlok rendszere. Ekkor barmely z € L(z) esetén

2 (@)]- 12nll = |27 (2) 2]l = < 2p(z),

n n—1
Z zp ()2 — Z zp () 2,
k=0 k=0

azaz ||z%]| < 2B,/||zn|| (n € N). Ha tehat z normdlt (||z,|| =1 (n € N)), akkor barmely
n € N esetén ||z < 2B..

A Banach-Steinhaus I, II-tételek alkalmazdsaként tekintsiik elszor az S,, (n € N) trigonomet-
rikus Fourier-részletosszeg-operatorokat (1d. 6.2. pont):

Suf(x) = O% FO)Dp(x —t)dt  (f € Com,z € R),

ahol tovabbra is Cyr-vel jeloltiik a 27-szerint periodikus f : R — R fiiggvények halmazat. Legyen
f € Car esetén || f|loo := maxzer |f(z)|. Ekkor (Car, ||.||) Banach-tér, ebben a térben a konvergencia
a fliggvénysorozatok egyenletes konvergencidjat jelenti, ill. S, € L(Car, Car) és (1d. 6.3.3. Tétel)

27 27
||Sn||:max/ |Dn(a:—t)|dt:/ D, (neN).
zeR 0 0

Mivel (I1d. 6.2.) alkalmas ¢y > 0 konstanssal fOQTr |Dy| > c2ln(n+2) (n € N),igy sup, ||Sn|| = +oo.
Ezért a 6.6.1., 6.6.2. Tételek kovetkezményeként (1d. 6.6.2. ii) megjegyzés) kapjuk az alabbi &llitast:

6.6.5. Tétel. Van olyan f € Car fligguény, amelyre az (S, f) sorozat nem konvergdl egyenlete-
sen, sét, sup,, ||Sn flloo = +00.

Legyen z € R és definialjuk a (fbsf)) Fourier-funkciondlok sorozatat a kovetkezéképpen:
O(f) = 5uf(2) (€N, fEC).

Vildgos, hogy ®%7) € £(Cor, R), ill.
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1D ()] < 11Snflloo < 1Snll- I flloo
miatt &) € O, és |05 < |1Sall (n € N). A 6.3.3. Tétel bizonyitsséval analég médon nem nehéz
beldtni, hogy barmely z € R és n € N esetén ||<I>£f)|| = ||Sn||. Kovetkezésképpen sup,, ||<I>$f) || = 400,
ezért a 6.6.1., 6.6.2. Tételek alapjan (1d. 6.6.2. ii) megjegyzés) igaz a
6.6.6. Tétel (Fejér). Bdarmely z € R esetén van olyan f € Cyp figgvény, amelyre az
(Snf(z)) sorozat nem konvergens (az f fliggvény trigonometrikus Fourier-sora z-ben divergens),

s6t, sup,, | Sy f(2)] = +oo0.

Az elébbi S, (n € N) részletosszeg-operatorok helyett tekintsiik a

1 n
onf ._n—H;skf (f € Con,n € N)

Fejér-féle-operdtorokat. Ha

az n-edik Fejér-féle magfiiggvény, akkor

2
onf(z) = ; FO)Kp(x—1t)dt (f € Can,n e N,z € R).

Kovetkezésképpen a o, (n € N) operatorok is specilis folytonos magu integraloperdtorok (1d. 6.2.).
Ezért o, € L(Car, Cor) és a 6.3.3. Tétel miatt

27 21
ow]| = max/ K ( — )] dt = / Ko|dt (neN).
J?GR 0 0

Nem nehéz ellenérizni, hogy K, >0 (n € N), igy

27 27
/ |Kn|dt= | Kpdt=1 (neN).
0 0

Ui. (Id. 6.2.) 0 < t < 27 esetén

) el 1/2))
2m(n + 1) K, (t) 1+kzzl sin (t/2) sin? (£/2) (t/2

Zsm (t/2)sin ((k+1/2)t) =

n

1 Z[cos (kt) —cos ((k+1)t)] =1+

N cos t —cos ((n+1)t)
2sin® (t/2) = B

2sin?(t/2)
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2sin?(t/2) + 1 — 2sin?(t/2) — cos ((n + 1)t) B sin? ((n + 1)t/2).

25sin?(t/2) sin?(t/2)

Tehat

_ sin®((n+1)t/2)
() = 2r(n+1) sing(t/2)'

Mivel K,,(0) = n—"zi, ezért innen K,, > 0, ill.

n

27 2T 1 n 27 1 k 1
| Ky = K,=——— / —+ > cos(jt) | dt=———= > w=1
| a2t X =Y

=0

rogton kovetkezik. Ez azt is jelenti, hogy sup,, ||on| < +o00. Mivel a trigonometrikus polinomok
halmaza (]|.||cc-ban) mindentitt stiri Cor-ben és tetszleges ilyen T polinomra” |01 — T||ec — 0
(n — o0) trividlisan igaz, ezért a 6.6.3. Tétel egyenes kovetkezménye a

6.6.7. Tétel (Fejér). Minden f € Con fliigguény esetén a onf (n € N) Fejér-kizepek egyen-
letesen konvergdlnak f-hez.

Valamely kompakt [a,b] C R intervallum esetén legyenek adottak az a < x,0 < ... < Zpp < b
yalappontok” és a gno, ..., gnn € Cla,b] (n € N) ,alapfiiggvények”, ill. f € C[a, b] esetén legyen (1d.
6.2.)

Lnf = Z f(xnk)gnk

k=0

Vezessiik be Cla,bl-ben az ||f[loc = max,cap [f(z)] (f € Cla,b]) normét, ekkor (Cla,b], ||.||o0)
Banach-tér, ebben a térben a konvergencia a fiiggvénysorozatok egyenletes konvergencidjat jelenti,
ill. (1d. 6.2.) L,, € L(Cla,b],C|a,b]) és (1d. 6.3.2. iv) megjegyzés)

[Lnll = (n € N).

n
Z |gnk|
k=0

oo
Ha itt gni := lor-k (n € N,k =0,...,n) a Lagrange-féle alappolinomokat jelentik, azaz

n

T — Tnj
lnk(x) = | | — (I‘ € [aab])a
k£j=0 Tnk — Tnj

akkor L, f-ek (f € Cla,b],n € N) az f fiiggvény Lagrange-féle interpoléciés polinomjai az [a, b]
intervallumon a megadott alappontrendszerre nézve. Ismert (1d. 6.6.18. Tétel), hogy ebben az
esetben is valamilyen ¢ > 0 abszolit konstanssal
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L. || = > cln(n+2) (n e N).

Z |lnk|
k=0

o0

Ezért sup,, || L, || = 400, azaz a 6.6.2., 6.6.3. Tételekbdl (1d. 6.6.2. ii) megjegyzés) adédik a

6.6.8. Tétel (Bernstein). Bdrmely kompakt [a,b] intervallum és xn, € [a,b] (n € N,
k =0,...,n) alappontrendszer esetén van olyan f € Cla,b] figguény, amelyre az (L, f) Lagrange-
féle interpoldcics polinomok sorozata nem konvergdl egyenletesen, sét, sup,, || Ly floo = +00.

6.6.3. Megjegyzések.

i)

ii)

Mivel >} _olnk = Lnfo (n € N), ahol fo(z) :=1 (z € [a,b]), ezért - 1évén fo (az [a, b]-n)
0-adfokid polinom - Ly, fo = fo, azaz Y, _olnk = fo. Igy

=lfolls =1  (neN),

[ee]

Z lnk
k=0

kovetkezésképpen az el6bb idézett Faber-Bernstein-féle logaritmikus becslés miatt az [,
(I = 0,...,n) alappolinomok nem lehetnek végtelen sok N > n-re alland6 elGjeliiek. Ti.
minden ilyen n esetén |3 [lnk|ll . = 1> r_o Inkl|  , azaz ha ez végtelen sok n-re fenndllna
(mondjuk egy (n;) indexsorozat tagjaira), akkor a lehetetlen

Zlnjk

k=0

cln (n; +2) < || Ly, = =1 (j €N)

[ee]

egyenlOségre jutnank.

Kordbban mar emlitettiik, hogy linedris operatorok norméjanak komoly szerep jut az
oroklott hiba szempontjabdl is. Ha pl. a fenti L, f Lagrange-polinom kiszamitdsahoz csak
az Ynk ~ f(xnr) kozelitések allnak rendelkezésre az

Yk — f(znr) <e  (k=0,..,n €N)

hibabecsléssel (valamilyen € > 0 mellett), akkor az

n
Lnf = Z ynklnk
k=0
,,koOzelité Lagrange-polinomrodl” a kovetkezot mondhatjuk:

Természetes kivansag az xng, ..., Tnn alappontok megvélasztasat illetéen, hogy az ||L,| =
1> %—o llnklll,, norma a lehetd legkisebb legyen. Az ilyen értelemben optimalis alappontok
maig nem ismertek, de pl. az [a,b] := [—1, 1] intervallum és az
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Tk = cos ((2k + 1)7/(2n + 2)) (k=0,..,n)

un. Csebisev-féle alappontok esetén belathaté, hogy alkalmas (abszolit) ¢ > 0 konstanssal
ILn|| < éln(n+2) (n e N)igaz. (Ugyanakkor pl. n = 1-re kdnnyen ellenérizhetd, hogy a
Csebisev-alappontok nem optimadlisak a most mondott értelemben.)

iii) Legyen az el6z6 megjegyzésben z € [a, b] rogzitett és

LOf=Laf() =Y fl@alar(z)  (f € X :=Cla,b,n € N)
k=0

(Lagrange-funkciondl). Vildgos, hogy L e X+ és ||L$f)|| < ||Ln|| (n € N), de éltaldban
||L$f)|| # ||L,||. PL.  adaptiv alappontrendszer esetén - tehét, amikor {z,q,...,Znn}t C
{Znt10s s Tngint1}  (n € N) -, akkor tetszdleges z € (U, o{Znos ..., Tnn} ponthoz van
olyan N € N, amellyel

LOf=L{f=f(z) (N<neN, feX).

Kovetkezésképpen L) f — f(z)  (n — o0), ezért sup, ||L7(f)|| < +4o0. Igy az |L,| >

cln(n+2) (n € N) becslés miatt az ||L$f)|| = ||L,|| egyenléség nem allhat fenn végtelen
sok n-re.
A valamely kompakt [a,b] C R intervallum esetén bevezetett a < x,0 < ... < Tpy < b

(n € N,k =0,...,n) alappontok mellett legyenek adottak az a0, ..., € R (n € Nk =0,...,n)
Lsulyok” is, ill. (1d. 6.2.) tekintsiik a

Qnf =Y onrf(znk)  (f € Cla,b],n € N)

k=0

kvadratira-sorozatot. A Cfa,b] téren tovébbra is a ||.||s normét tartva meg lattuk (1d. 6.3.2. iv)
megjegyzés), hogy

1Qnll =) lomk]  (n€N).
k=0

Emlékeztetiink arra, hogy a polinomok ([a, b]-re lesziikitett rendszere := P) mindeniitt siirt (a ||.|loo
normdra nézve) Cla, bl-ben, ezért a 6.6.3. Tétel specidlis esete a

6.6.9. Tétel (Pdlya-Szegd). Legyen [a,b] egy tetszbleges kompakt intervallum, s egy sulyfigguény
[a,b]-n és tegyiik fel, hogy adott az alappontoknak eqy a < Tpo < ... < Tpyp <b (n € N) és a

sulyoknak egy ang, ..., ann € R (n € N) rendszere. Ekkor a Qn,f — f: fs (n— oo, f € Cla,b])
konvergencidnak szikséges és elégséges feltétele az, hogy sup,, ZZ:O lank| < +oo és bdrmely

P € P polinomra Q,P — f; Ps (n — o0) teljesiiljon.

Vildgos, hogy apr >0 (n€ N,k=0,...,n) esetén
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n

Z || = Zank = Qnfo (n € N),

k=0 k=0

ahol fo(z) :=1 (z € [a,b]). Mivel fy € P, igy ebben az esetben a sup,, > _ |ank| < +00 korldtossag

kovetkezik a P € P polinomokra megkovetelt @, P — ff Ps (n — oo) konvergencidbdl, azaz ekkor
a Polya-Szegd-tételben elég ez utébbit feltenni:

6.6.10. Tétel (Sztyeklov). Legyen [a,b] egy tetszédleges kompakt intervallum, s egy sulyfiggvény
[a,b]-n és tegyiik fel, hogy adott az alappontoknak eqy a < Tno < ... < Tpy < b (n € N)

és a sulyoknak egy ang > 0,....,an, > 0 € R (n € N) rendszere. Ekkor a Qn,f — f: fs
(n — oo, f € Cla,b]) konvergencidnak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy bdarmely P € P

polinomra QP — f: Ps (n — o0) teljesiiljon.

Ha itt még rdadésul

b
Qnf ::/ sLnf (neN, f e Cla,b]),

ahol L, f (n € N) a széban forgé alappontokra vonatkozé Lagrange-féle interpolaciés polinomja f-nek
(tehat @, (n € N) egy un. interpolicids kvadratira vagy Newton-Cotes-formula), akkor a barmely

P € P esetén az ,elég nagy” N > n-ekre fennallé L,, P = P egyenl6ség alapjan a lim,, .o, @, P = f; Ps

feltétel automatikusan teljesiil. Igy a 6.6.10. Tétel miatt P helyett minden f € Cla, b] figgvényre
is igaz az el6bbi konvergencia. Specialis esetként megkapjuk a Gauss-kvadratirdk konvergenciajara
vonatkozé alabbi tételt:

6.6.11. Tétel (Stieltjes). Tegyiik fel, hogy a Q, (n € N) interpolicids kvadratira-eljdrds
alappontjai az s sulyra ortogondlis P, (n € N) polinomrendszer gyokei: Pp(xnr) = 0
(k=0,...,n). Ekkor barmely f € Cla,b] figgvényre a (Qn,n € N) kvadratira-sorozat konvergens,

azaz f: fs=1im,(Q.f).

Legyenek adottak az ay,r € K (n,k € N) (valés vagy komplex) szdmok. Azt mondjuk, hogy
az (zn,n € N) szdmsorozat szummdbilis, ha minden n € N esetén létezik az

oo
Yn = § AT
k=0

sorosszeg, y, € K és az (yn,n € N) sorozat konvergens. Ha mindezek tetszSleges konvergens
(xn,n € N) mellett igazak és még rdadasul lim(z,) = lim(y,), akkor a,i-k egy un. permanens
(vagy Toeplitz-tipusi) szumméciét hatdroznak meg.

Legyen pl.

A (k=0,.,n)
Qpk 1= ne (n e N).

0 (k> n)

Ekkor barmely = = (x,,) szdmsorozatra



6. Linearis operatorok 111

n

1

azaz (yn) az (x,) sorozat szamtani kozép sorozata. Jol ismert, hogy ha = konvergens, akkor y is az
és limz = limy. Mas szdval tehat a most definialt (C, 1)-szummdcid permanens.

6.6.12. Tétel (Toeplitz). A fenti ank-k akkor és csak akkor hatdroznak meg permanens
szummdciot, ha az aldbbi feltételek teljestlnek:

i) lim,—oo(ank) =0 (k€ N);

i) sup{d> ;e ank| : n € N} < +o0;

iii) limy,—oo (O peg k) = 1.

Bizonyitas. 1° Legyen o, € K (n € N) és tegyiik fel, hogy minden konvergens (z,,n € N)

sorozatra létezik a Y | ana,, € K sorésszeg. Ekkor Y 0 |, | < 400.

Valéban, ha ez nem lenne igaz, akkor egy alkalmas (ng, k € N), ng = 0 indexsorozattal

nk+1—l
> Jajl>k+1 (keN)
Jj=ng
teljesiilne. Viszont az
0 (a; =0)

(nk §j<nk+l7j7k€N)

(nyilvan) nulla-sorozatra

oo Mk+1—1 Np+1—1

o0 o0 1 o0
;anxnzz Z ajszkz_ok—H Z ‘aj’2§1:+oo

k=0 j=ng Jj=ng

lenne, ami ellentmond a feltételezésnek. (Mellesleg az is kideriilt, hogy elegend6 a kovetkezét feltenni:
minden (z,,n € N) nulla-sorozat esetén a y ,_,axzr (n € N) Gsszegek korldtosak.)

2° Emlékeztetiink arra (ld. 6.4.2. vii) megjegyzés), hogy a konvergens szamsorozatok ¢ terében
az ||z]|co = sup,, |zn| (x = (2,) € ¢) normdra nézve az

e:=(1,1,...,1,..), ™ :=(0,..,0,1,0,...,0,...)  (neN)
sorozatok zért rendszert alkotnak (ahol e(™-ben az (n + 1)-edik tag 1).

3° Mutassuk meg, hogy c zart altere (o, ||.||oo)-nak. Legyen ehhez ,,,& € ¢ (n € N) és tegyiik
fel, hogy a (&,,) sorozat konvergdl {-hez: ||§, —€&lloc = 0 (n — ). Ha &, = (zpk, k € N) (n € N),
¢ = (z, k € N), akkor tehdt barmely € > 0 esetén van olyan N € N, hogy

Sup |Tpr — okl < € (N <neN).
k

Legyen k,j € N, ekkor
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|2k — x| < |k — Tnk| + |Tok — Tnj| + |20 — 2] < 26 + [Tk — Tnjl,

aholn € N ésn > N. fgy véalasztva n-et vegyiik figyelembe, hogy a &, = (zn, k € N) sorozat c-beli,
azaz konvergens. Ezért létezik olyan M € N kiiszébindex, amellyel |z, — x| <e (M < k,j € N).
Kovetkezésképpen ilyen k, j-k esetén

|z — 25| < 3e,

azaz a & = (x, k € N) sorozat Cauchy-sorozat. Tehdt £ € ¢, ami ¢ zartsdgat jelenti.

4° Tegyiik most fel, hogy a,,x-k permanens szummaéciot hatdaroznak meg. Ekkor 1° szerint minden
N > n-re

o0
Op 1= Z |atng| < 400,
k=0

kovetkezésképpen a

Thx = Zankxk (x = (zj) €¢)
k=0

el6irdssal egy T, : ¢ — K korldtos linedris funkciondlt hatdroztunk meg, amelynek a norméja (1d.
6.4.2. vii) megjegyzés) J,. Mivel most permanens szumméciérél van szd, ezért a (T,x) sorozat
konvergens és lim,, oo (Tpz) = limax. (Més széval tehat a (7),) sorozat erdsen konvergal a limesz-
funkciondlhoz.) De e,e(™ € ¢ (n € N), ezért egytittal

lim(T,e) = lim <Z ank> =lime=1,
k=0

lim (Tne(k)> = lim (@) = lim e®) =0 (ke N).

n—oo n—oo

Tudjuk (Id. 3°), hogy ¢ zart fo-ben, azaz a (c,||.|s) tér Banach-tér. Ezért a Banach-Steinhaus
II-tétel (6.6.3. Tétel) miatt

sup{||T,.|| : n € N} = sup{6, : n € N} < +o0,

amit (még) be kellett 14tni.

5° Forditva, ha a tételben mondott i), ii), iii) feltételek teljesiilnek, akkor a 4°-ben definidlt
T, (n € N) funkciondlok léteznek, ii) szerint egyenletesen korlatosak, i) és iii) szerint pedig az
Y :={e,el™ :n € N} c-beli zart rendszeren erésen konvergalnak a limesz-funkcionalhoz:

lim (T,,z) = limz (xeY).

n—oo

Ezért ismét a Banach-Steinhaus II-tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy minden z € ¢ (azaz konvergens)
sorozatra is lim, oo (Tp,z) = limz. &
6.6.4. Megjegyzések.

i) Legyen (y,) egy szdmsorozat és tegyik fel, hogy az &ltala generdlt ) (y,) végtelen sor
konvergens. Ekkor
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Zykrkazeyk (r—1-0)
k=0 k=0

(Abel-féle folytonosségi tétel). Valdban, legyen z,, := >, yr (m € N), akkor

Yo =To, Yk = Tk — Th—1 (1<keN),

ill. im(z,,) =Y oo gyk. Ha0 <7, <1 (n € N) olyan sorozat, amelyre lim(r,) = 1, akkor
azt kell megmutatnunk, hogy

o0 o0

k
E YiTyn = To + g (g — Tp—1)r
k=0 k=1

xo(l — 1) + Z Nz, — lim(x,,) (n — o0).
k=1

Legyen ehhez i :=r¥(1 —7,) (n,k € N). Ekkor

Z YkT Z QnkTk (n e N).

Tovabbéd minden k € N esetén ay,, — 0 (n — o00), ill. tetszbleges N > n-re

oo oo oo
E Apl = E |Oénk| 1 — ?"n E ?"
k=0 k=0 k=0

Teljestilnek tehdt a 6.6.12. Tétel feltételei, igy a fentiek szerint az Abel-tétel is kivetkezik.

ii) Azt mondjuk, hogy a > (z,) végtelen szdmsor Abel-szummdabilis, ha létezik és véges a

hatdrérték. Az i) megjegyzés azt mutatja, hogy a most értelmezett Abel-szummdcid is per-
manens: ha a » (z,) sor konvergens, akkor Abel-szummabilis is és

— 1 k
Z k= TEIlIiO Z KT
k=0 k=0
iii) Legyen ii)-ben z, := (—1)" (n € N), ekkor

- 1
];)zwk = (=)= T

k=0
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azaz

Tehdt a > ((—1)") (Cauchy-értelemben divergens) sor Abel-szummédbilis és az Abel-
szumméja:= lim, 1_0 > peg 2™ = 1/2.

iv) Mutassuk meg, hogy ha a Y (z,) szamsor (C,1)-szummdbilis, azaz az

k

sk::sz (keN), o

Jj=0

1 isk (n € N)

n+ 1=
jelolésekkel létezik és véges az s :=lim(oy,) hatarérték, akkor a > (zyn) sor Abel-szummdbilis

is 6s lim, 10 Y e 267" = s (Frobenius-tétel).

Ui. az

spn=(n+1)o, —nop_1, Snp—1 =nop_1 — (n—1)oy_2 (n € N)

(ahol legyen o_5 := 0_1 := s_1 := 0) egyenl6ségekbdl

Zn = 8n — Spn—1=(n+ 1o, —2nop—1+ (n—1)o,—2 (n € N),

azaz

iznr”—Z(n—i— Dopr —QZnan 1" +Z n—1)o,_or"
n=0

n=0
> ((k+ 1)k =20k + D)r* T 4+ (k+ 1)r"2) oy
k=0

Legyen 0 <1, <1 (n € N) és lim(r,) = 1. Ekkor

8

Z 2T, Z k+1rk —2(k+ D)rftt + (k+ 1)rkt?) o), =

k=0

(k+ D)7k —7,)204 = Z QnkOk,
k=0

NE

>
I
o

ahol tehdt au,p, := (k+1)rk(1—7,)% (n,k € N). Mivel lim,, .o any =0 (k € N) trividlisan
igaz, ill. tetszOleges n € N esetén

Zank—Z!ank\ (1=r)®> (k+1)rk =1,
k=0

k=0
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ezért teljesiilnek a 6.6.12. Tétel feltételei. Kovetkezésképpen

o0
lim E zkr hm E anro = lim(o,) =

v) Tekintsiik a z, := (—=1)"(n + 1) (n € N) sorozat altal generalt > (z,) végtelen sort. Ekkor
a iv)-beli jelolésekkel so;, = n+ 1, s2p41 = —n — 1, azaz 09, = (n+1)/(2n+1), 02,41 =0
(n € N). Igy a (0,) sorozat divergens. Ugyanakkor barmely 0 < r < 1 esetén

7;)7: g Vi (n 4 1) ;(n—kl)( ) = (le) ﬁ% (r—1-0),

azaz a y (zp) sor Abel-szummébilis és az Abel-szummadja 1/4.

vi) JOl ismert az elemi analizisb6l, hogy ha egy > (z,) szamsor konvergens, akkor (Id. iv))
(C,1)-szummabilis is és lim(oy,) = Y o0 2n. A iv)-beli Frobenius-tétel tehdt kiterjesztése az
i)-beli Abel-tételnek (C,1)-szummébilis sorokra.

A 6.6.5., 6.6.8. Tételekben szereplé S,, (n € N) trigonometrikus Fourier-részletosszeg-opera-
torok, ill. L, (n € N) Lagrange-interpoldciés operatorok kozos tulajdonsdga, hogy mindegyikiik
projekcié az aldbbi értelemben: ha (X, ||.||) egy normalt tér, akkor a 0 # T € L(X, X) korlatos
linedris operatort projekcionak nevezziik, ha T idempotens, azaz T? = T. Ha'Y := T[X] a T operator
képtere, akkor Y altér, Tx € Y (x € X) és Ty = y barmely y € Y esetén.

Vilagos, hogy ez utébbi harom tulajdonsag egyuttal jellemzi is a projekcidkat. Valéban, ha T
projekcié, akkor (mint minden linedris operdtor esetén) Y := T[X] altér X-ben és az értelmezése
miatt Tx € Y (x € X). Tovdbba barmely y € Y esetén van olyan = € X, amellyel y = Tz, tehat
Ty = T?z = Tx = y. Forditva, ha T korlatos linedris operdtor és valamely Y C X altérrel T : X — Y
és Ty =y (y€Y), akkor ez utébbi tulajdonsidg miatt nyilvan ¥ = T[X]. Ha x € X, akkor teh4t
Tx €Y és ezért T(Tx) = T?x = Tx, azaz T? =T.

Az is nyilvanval6, hogy T' norméja legaldbb 1, hiszen || Ty|| = ||yl < |T||- llyll (y € Y).

Legyen pl. (X, |.]]) := (C2nr,||-||cc) és valamely n € N mellett jeloljiik 7,,-nel a legfeljebb n-ed-
rendd trigonometrikus polinomok halmazat:

T, = {Z(akck + bksk) Dag, by € R} ,

k=0
ahol ¢ (t) := cos (kt), si(t) := sin (kt) (k € N,t € R). Ekkor 7, altér Car-ben, S, : Cor — 7, pedig
projekcié.

Hasonléan, ha [a,b] egy kompakt intervallum, akkor legyen (X, ||.||) := (C[a,b],||.||s) és adott
n € N esetén jeloljik P,-nel a legfeljebb n-edfokd polinomok [a, b]-re valé lesziikitéseinek a halmazat.
Tegyiik fel, hogy kijeloltiik [a, b]-ben az a < g < ... < z, < b alappontokat, ekkor az ezekre vonatkozé
L, : Cla,b] — P, Lagrange-féle interpolaciés operdtor nyilvan projekcio.

Vizsgéljuk el6szor a trigonometrikus esetet. Legyen ehhez valamely f € Cy, fiiggvény ést € R
szam esetén f; az a fliggvény, amelyre

fi(x):=fz+1)  (rcR).
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Vilagos, hogy barmely f € Cs, és t € R esetén f; € Co,. Tovabba az f egyenletes folytonossaga
miatt

|fe = falle =0 (a€R,t—a).
Mutassuk meg, hogy igaz a kovetkezo &llitas:

6.6.1. Lemma. Barmely A € L(Car,Cay) operdtor, f € Con fligguény és x € R szam esetén a

Rot— (Afi)(z—t) R
leképezés folytonos.

Bizonyitas. Valéban, ha a € R, akkor tetszoleges t € R esetén

[(Afe)(z — 1) = (Afa)(z — a)| <
[(Afe) (@ —t) = (Afa) (@ — )| + [(Afa) (z — t) — (Afa)(z — a)| =
[(A(fe — fo)) (@ —t)| + |(Afa) (z — t) — (Afa) (z — a)| <

AN fe = fallso + [(Afa) (@ = 8) = (Afa) (@ = a)].

Mivel |z —t— (x —a)| = |t —a| = 0 (t — a) és Af, folytonos fiiggvény, ezért

‘(Afa)(m_t)_(Afa)(w_a)‘_>O (t — a),

ill. [|fe = falle = 0 (¢t — a) miatt (Af)(z —t) — (Afa)(z —a) - 0 (t — a). Ez éppen azt jelenti,
hogy az éllitasban szerepl6 leképezés folytonos a-ban. B

A tovabbiak szempontjabdl alapvetd fontossagu az aldbbi, egy Marcinkiewiczt6l (és részben
Fabertdl) szarmazo formula Berman-féle dltalanositasa:

6.6.13. Tétel. Legyenn € N, T : Cor — T, pedig projekcio. Ekkor barmely f € Cor fiigguényre
1gaz az aldbbi eqyenldség:

1 27

o ), (Tf)(z—t)dt = S, f(z) (x € R).

Bizonyitas. Eloljaréban jegyezziik meg, hogy a 6.6.1. Lemma alapjan a tételben szerepld
integralban az integrandus folytonos fliggvény, ezért a széban forgé integral minden = € R esetén
létezik. El6szor azt mutatjuk meg, hogy a bizonyitandé egyenléség minden trigonometrikus polinomra
igaz. Legyen ehhez U : Cy; — C5, az az operator, amelyet az
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_1
o

Uf(a) : /OW(Tft)(x—t)dt (f € Con,z € R)

egyenloség definial. Tekintettel arra, hogy az .S, operdtor is, meg az U leképezés is linedris, ezért a
most mondott allitast elegend6 a ci, s, (k € N) fiiggvényekre belatni. Csak cg-ra részletezziik a
bizonyitast, si-ra analég médon végezheto.

Legyen tehdt k € N és f := ¢;. Ha k < n, akkor S,,f = f és fr € Tp,, ezért Tf, = fr (t € R).
Tehat (T'f;)(z —t) = fi(z —t) = f(z), amibdl

1

S0 = f@) =5 [ (@h)a-0d @R

nyilvan kovetkezik. Ha viszont k > n, akkor

fi(z) = cos(kz + kt) = ci(t)cx(2) — sk(t)sk(2) (z,t € R),

gy fi = cp(t)c — sk(t)se (t € R). A T linearitdsa miatt ezért

Tft = Ck(t)TCk — Sk(t)TSk (t € R)

A bizonyitandé allitdasban szerepld integrandus tehat a kovetkezd alak:

(Tf,)(x —t) = cr(t) (Ter) (x — t) — sp(t) (Tsp) (w — t) =

ck(t)P1(t) — s (t)Pa(t) (teR),

ahol

Py (t) := (Teg)(z —t), Po(t) := (Tsp)(x —t) (teR).

Mivel Tcy,Tsy € T,, ezért nyilvan &1, D5 € 7,,. A trigonometrikus rendszer ortogonalitidsa miatt
tehat

/% o ()P (£) dt — /zw e (H)Pa(t) dt = 0,
0 0

1 2T

[ )=

% (/027T cr(t) Py (t) dt — /027r cr(t)2(t) dt) =0=5nf(2).
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Ezzel a Berman-formuldt trigonometrikus polinomokra beldttuk. A tetszéleges Cor-beli fiigg-
vényre val6 igazolasdhoz emlékeztetiink arra, hogy U linedris operator Co,-r6l Cor-be. Konnyen
belathaté, hogy korlatos is, ui.

1 27 1 21
Us@| < 3 [ 1@ @=ola< o [ Thled s

1 27 1 27
o T|- 00 = 5_ T} oo At = T|- 0o T 5
5= | 171Ut = 5= [Tl dt = T I (f € Coniz € R)

azaz |U flloo < |T-[[flloc (f € Can)-

Azt kaptuk tehdt, hogy az S,,—U € L(Car, Car) operator a trigonometrikus polinomok halmazéra
lesziikitve az azonosan nulla leképezés. Mivel S,, — U folytonos is, a trigonometrikus polinomok pedig
mindeniitt sirtin vannak Ca,-ben, ezért tetszbleges f € Car fiiggvényre (S, — U)f = 0. Ez éppen a
Berman-formula igazolasét jelenti. B

Vegyiik észre, hogy a fenti bizonyitds végén a kovetkezo egyenlotlenség deriilt ki:

[Snflloc = 1T flloo < I T[fllec (f € Can),
azaz ||Sy| < ||T||. Ez tobbek kozott azt is jelenti, hogy igaz a

6.6.14. Tétel. AT : Cor — 7, (n € N) projekciok kézott van legkisebb normdji és ez az S,
trigonometrikus Fourier-részletdsszeg-operdtor.

Mivel (1d. 6.6.2. ii) megjegyzés) ||Sn|| > cln(n+2) (n € N) (ahol ¢ > 0 egy abszolit konstans),
ezért egyuttal [|T|| > cln(n+2) (n € N) isigaz. A 6.6.2. Banach-Steinhaus-tételt alkalmazva mar
egyszerien kapjuk a Lozinszkij- Harsiladze-tételt:

6.6.15. Tétel. Tetszbleges Ty, : Cor — T, (n € N) projekcid-sorozat esetén van olyan f € Coy
figguény, amelyre a (T, f) sorozat nem konvergdl egyenletesen, sét sup,, ||Tn f|lco = +00.

AT, =5, (n € N) specidlis esetben a trigonometrikus Fourier-sorokra vonatkozé 6.6.5.
(divergencia) Tételhez jutunk.

6.6.5. Megjegyzések.

i) Nem ismert viszont a Fejér-féle 6.6.6. Tétel megfelelGje, nevezetesen, hogy tetszéleges
T, : Cor — T, (n € N) projekcié-sorozat esetén van-e olyan f € Co, fiiggvény és olyan
x € R pont, hogy a (T, f(x)) sorozat divergal.

ii) A 6.6.15. Tétel szerint tehat egy T, : Cor — 7, (n € N) operédtor-sorozat esetén a
T,.-ek projekcids tulajdonsiga és a (7)) sorozat erds konvergencidja ,nem Ossszeférhets”
tulajdonsagok.

iii) Emlékeztetiink (1d. a 6.6.7. Tétel el6tti fejtegetéseket) a trigonometrikus Fourier-sorok tn.
Fejér-féle (C,1)-kozepeit megadd o,, (n € N) operdtorokra:

1 n
onf ;zn—ﬂkzzoskf (f € Cap).
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A o0y, : Con — T, operatorok nem projekciok, mivel (pl.)

on(sin) = " sin # sin (0 <neN),
n

+1

pedig sin € 7,. Ugyanakkor legyen valamely 0 <n € N és f € Cy, esetén

_ (2n + 1)02nf - nan—lf

Vo f:
/ n—+1

Mivel

2n
(2n+ Doonf — non_1f = > _ Skf,

k=n

ezért barmely f € 7, trigonometrikus polinomra V,f = f. A V, : Cor — 1o, Un.
De la Vallée Poussin-operdtorok ezért ,majdnem” projekcidk (ti. V;, nem 7,-be, hanem
Ton-be képez). A 6.6.7. Tétel alapjén minden f € Cyr esetén ||opf — flloc = 0 (n — o),

kovetkezésképpen
2n+ D(oonf — f) = n(on_1f —
n+1 ~
2n+1

oS = flloo + = llonaf ~ Tl =0 (0 o0),

azaz [|[Vof — flloo = 0 (n — 0).

Az algebrai eset vizsgdlatahoz jeloljik C3 -gal a Cor-beli paros fiiggvények halmazat, 7 *-gal
(n € N) pedig a legfeljebb n-edrendii paros trigonometrikus polinomok halmazat. Legyen tovabba
Sy (n € N) az S, részletosszeg-operatornak a Cj -ra valé lesziikitése. Ebben az esetben a fenti
Berman-féle formula megfeleldje a kovetkezo:

6.6.16. Tétel. Legyenn € N, U : C5_ — T pedig projekcid. Ekkor bdrmely f € C5.. figgvényre
1gaz az aldbbi eqyenldség:

1 27

(I =U)(fi + f=0)) (@ —t)dt = f(z) = S, f(x)  (z€R),

2 Jo
ahol I*g:=g (g€ C5.).

A most mondott &llitds bizonyitdsat nem részletezziik, hiszen az a fentiekkel analég mdédon
végezhetd. Ehhez annyit jegyziink meg csupan, hogy konnyen beldthaté médon a paros trigonometri-
kus polinomok halmaza mindeniitt stiri a C5, térben. Valdéban, ha f € C5_ és € > 0 egy tetszOlegesen
adott szam, akkor (lévén a trigonometrikus polinomok halmaza mindeniitt stir Ca,-ben) van olyan
F trigonometrikus polinom, amelyre ||f — F||o < €. Az
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F(x)+ F(—x)

Fo(x):= 5

(r€R)

fliggvény nyilvan péros trigonometrikus polinom és (egyszertien ellenérizhetéen) ||f — F°|| < €.
Az elébbi médositott Berman-formula rogton elvezet az
11" = Sall < 2|11 = U]
becsléshez, amibdl az alabbi éllitast kapjuk:

6.6.17. Tétel. Legyenn € N, P : C|—1,1] — P, pedig projekcio. Ekkor 2||I — P| > ||[I* — Sk,
ahol Ih :==h (h € C[-1,1]).

Bizonyitas. Han € N, f € Cj,, akkor foarccos € C[—1,1]. Igy P(foarccos) € P, amibsl

Uf:= (P(f o arccos)) o cos € T,
kovetkezik. Ha itt f € 7,%, akkor foarccos € P, azaz P(foarccos) = foarccos. Ezért U f = f.
A fent definialt U operator nyilvan linedris és
IU flloe = 1P(f o arccos)|oe < [Pl || o arccos|loe = [Pl | fllec  (f € Cop)-
Mis széval U korlédtos is, azaz U : C3,. — 7, projekcié és ||U|| < ||P||. Mivel barmely g € C[—1, 1]
fiiggvényre nyilvan
Pg = (U(gocos)) o arccos,

ezért || P|| < ||U]. Tehat || P|| = ||U||. Ha mindezt P helyett I — P-re alkalmazzuk, akkor a médositott
Berman-formula alapjan kapjuk a bizonyitandé allitast. m

Mivel ||Si|| ~ [|Sn]l ~ In (n + 2), ezért egy alkalmas 5 > 0 abszolit konstanssal

Pl =z B8In(n+2)  (neN).

Vildgos, hogy ebben az allitdsban nincs jelentésége annak, hogy azt éppen a [—1, 1] intervallumra
mondtuk ki, egy egyszerii transzformdciéval kapjuk az analég tételt barmely (kompakt) [a,b]-re. A
P := L,, specidlis esetben a Faber-Bernstein-tétel kovetkezik:

6.6.18. Tétel. Barmely [a,b] kompakt intervallum, n € N ésa < Xpg < ... < Tppn < b alappontok
esetén || Ly || > cln(n + 2), ahol ¢ > 0 egy abszolit konstans.

Megjegyezziik, hogy az algebrai esetben nincs sz6 a P : Cla,b] — P, projekcidk norma szerinti
minimalizalasarol. Viszont ismét csak a 6.6.2. Banach-Steinhaus-tétel alkalmazédsaval adddik a fenti
Lozinszkij- Harsiladze-tétel algebrai valtozata:

6.6.19. Tétel. Tetszbleges P, : Cla,b] — P, (n € N) projekcid-sorozat esetén van olyan
f € Cla,b] figgvény, amelyre (P, f) nem konvergdl egyenletesen, sét sup,, || P f|lcc = +00.
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A P, :=L, (neN) valasztdssal a Lagrange-interpolaciéval kapcsolatos 6.6.8. Tételt kapjuk.

A 6.6.7. Tétel megfogalmazisa elétt megmutattuk a Fejér-féle o,, (n € N) operatorok egy
karakterisztikus tulajdonsagat: Cor 2 f > 0 esetén o, f >0 (n € N).

Ezzel a pozitivitdsi tulajdonsiggal méas fontos operatorok is rendelkeznek. Tekintsiik pl. az alabbi
B, (n € N) Bernstein-féle operatorokat:

Bof(z) = zn: (Z)f (%) F—2  (@elo.1], f e Clo,1).

k=0

Vildgos, hogy minden f > 0 fiiggvényre B,,f >0 (n € N).

Hasonldan, ha

$$nk

H, f(x) : Zf(m l @) (@e[-1,1], feCl-1,1))

(ahol az

o 2k +1)m B
Tk 1= COS( o 12 (k=0,..,n)

pontok a Csebisev-féle alappontok, l,-k (k= 0,...,n) az ezekre vonatkozé Lagrange-féle alappoli-
nomok), akkor a H,, (n € N) Hermite-Fejér-féle interpolécids operdtorok szintén pozitiv operatorok
a fenti értelemben: H,f >0 (n € N) minden 0 < f € C[—1, 1] figgvényre.

Ezeknek a korldtos linearis operatoroknak tehat egy kozos tulajdonsiga a pozitivitas. Ez utdbbi
megfogalmazdsahoz legyen az (X, ||.||) normélt tér vagy a (Cor, ||.||o0) tér, vagy pedig a (Cla, b], ||.||co)
tér (valamely kompakt [a,b] intervallum mellett). A T : X — X leképezést pozitiv operdtornak
nevezziik, ha barmely X > f > 0 esetén T'f > 0.

Vildgos, hogy ha T linearis is, akkor monoton is, azaz tetszéleges f,g € X, f < g vélasztassal
Tf <Tg,ill. alinedris operatorokat illetéen a pozitivitas ekvivalens a monotonitassal.

Jeloljiik a T': X — X pozitiv linedris operatorok halmazat LT (X)-szel.

A kovetkezd jeloléseket fogjuk még hasznélni:

a) az X = Cla,b] esetben legyen
fo(z):=1, fi(z) =2, fax) := 22 (x € [a,b]),
ill. valamely ¢ € [a, b] mellett

Dy (x) := (x — t)2 (x € [a,b));
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b) ha X = Csy,, akkor legyen

fo(x):=1, fi(x) :=cos x, fa(x):=sin z (x € R),

ill. valamely t € R mellett

®,(z) = sin’ (“" - t) (z €R).

Mivel (kénnyen beldthaté médon) barmely f,g € X, |f| < g és T € LT (X) esetén |Tf| < Ty,
ezért (a trividlis |f| < || flle- fo (f € X) egyenlStlenség alapjan)

ITflloe < T folloo I fllee (f € X).
Ez azt jelenti, hogy LT (X) C L(X, X), azaz barmely T : X — X pozitiv linedris operdtor egyuittal
korlatos is és ||T|| < ||T follco- Ha itt még rdadasul T fy = fy is igaz, akkor ||| = 1.

A tovébbiakban a T,, € LT(X) (n € N) operéator-sorozatok er6s konvergencidjit vizsgéljuk.
Ehhez el6szor is bebizonyitjuk az alabbi, Bohman-Korovkin-tételt:

6.6.20. Tétel. Bdrmely T,, € LT(X) (n € N) sorozat esetén az aldbbi hdrom kijelentés
egyenértéki eqgymdssal:

i) tetszdleges f € X figguényre | Tnf — flloo = 0 (n — 00);
ii) az1i)-beli konvergencia teljesil az f = fo, f1, f2 fliggvényekre;
iil) | Tnfo — follo = 0 (n— 00) és maxy (T, P:)(t) — 0 (n — o0).

Bizonyitas. Csak az algebrai esettel foglalkozunk, az erre adott bizonyitas alapjdn a trigono-
metrikus valtozat analég médon igazolhato.

Mivel a ii) allitds az i)-bél trividlis médon kovetkezik, ezért az emlitett ekvivalencidhoz elegendé
azt megmutatni, hogy a ii)-bél a iii), ill. a iii)-bdl az i) levezethetd.

Lassuk elészor a ii) = 1iii) kovetkeztetés bizonyitasat. Legyen ehhez n € Nt € [a, b], ekkor a
T, linearitdsa és ®; = t>fy — 2tf1 + fo miatt T,,®; = t2T, fo — 2tTy, f1 + T fo, azaz

(T @) (t) = 2Ty, fo(t) — 2tT f1(t) + T fo(t) =

[T fo(t) — 1] = 2t[Tn f1(t) — t] + [Tufo(t) — ¢2].

Ha a C valés szdmot tigy vélasztjuk, hogy barmely t € [a,b] mellett max{t?,2[t|} < C igaz legyen,
akkor

tlél[g}g](Tn@t)(t) S C(ITnfo = folloo + I Tnf1 — filloo + | Tnf2 — f2lloo) -

Mivel a feltételezésiink szerint most a ii) allitds igaz, ezért max;c(q,4) (15, P¢)(t) — 0 (n — 00), azaz
a iii) kijelentés rogton adddik.
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Léassuk be most a iii) = 1) kovetkeztetést. Ehhez el6szor is emlékeztetiink arra, hogy a Heine-
tétel (1d. 6.6.1.) miatt f egyenletesen folytonos. Ezért tetszéleges e > 0 szdmhoz van olyan pozitiv §
szam, hogy |f(z) — f(t)| < e, hacsak az z,t € [a, b] argumentumokra |z —¢| < § teljesiil. Ha ez utébbi
nem igaz, azaz |z — t| > 6, akkor ®;(x) > §2 és nyilvan

£(&) ~ FO] < 20 e < 2]l 2

5—2 :7@t($)7

ahol tehdt vy := 2| f||o0 /2.

A most mondottakbdl trividlisan kdvetkeznek az aldbbi becslések, mégpedig az x,t € [a, b] elemek
barmely megvélasztdsa mellett:

—& =70y (x) < (1) - f(2) <e+7Pi(2),

azaz ugyanezt fliggvények kozotti egyenlotlenségekként felirva

—efo =P < f(t)fo — f <efo+7P:.

Innen a 7,, (n € N) operator monotonitésat kihasznélva tetsz6leges [a, b] 3 t-re azt kapjuk, hogy

_ETnfO - 'Yan)t S f(t)TnfO - Tnf S 5Tnf0 + 'YTn(I)t

Ugyanezt egyetlen egyenlétlenségbe atirva

[fO)Tnfo(x) = Tuf(2)| < eTnfo(x) +7(Tn®:)(x) (£ € [a,b]).

Specialisan az x = t valasztassal az

[fO)Tnfo(t) = Tnf ()| < eTnfo(t) +7(Tu®:)(t) (€ [a,b])

becsléshez jutunk. Ezt és a hdromszog-egyenlStlenséget felhasznédlva azt kapjuk, hogy

T f (@) = fOI < |Tuf () = FO)Tufo ()] + [f(O)Tnfo(t) — f(B)] <

el fo(t) +1(Tn®@) (@) + [f(O)]- [Tnfot) = 1] (t € [a, b]).

Ezért
IT0f = fllo < ellTafollc + 7 i (T0)(O) + 1o | Tao = foll
A iii) 4llitas szerint a fenti e-hoz van olyan N € N, hogy tetsz6leges n € N,n > N esetén

tren[a%](Tn(Pt)(t) <e€, ||Tnf0 - fUHOO <e.
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AT fo— folleo — o0 feltételbdl az is kovetkezik, hogy [ := sup,, || T follco < 400, igy n € N, n > N
mellett

ITnf = flloo < (B+7+ [Ifllc)e-

Ez pontosan azt jelenti, hogy [|T,f — fllooc = 0 (n — o00).
Ezzel a Bohman-Korovkin-tételt bebizonyitottuk. m

A tétel kimondésa el6tt tett megjegyzésiinkb6l rogton kovetkezik, hogy amennyiben a (7, fo)
sorozat konvergens, akkor sup,, ||7,| < oco. Ez azt jelenti, hogy ha pl. ii) igaz, akkor a Banach-
Steinhaus-féle 6.6.3. Tétel egyik feltétele, a T;, (n € N) operdtorok egyenletes korldtossdga au-
tomatikusan teljesiil. Az emlitett tétel mésik feltétele viszont azt kovetelné meg, hogy a (7))
sorozat erdsen konvergaljon (jelen esetben az identikus leképezéshez) egy alkalmas zért rendszer va-
lamennyi elemére. Ezzel szemben ii)-ben ez a kovetelmény mindossze harom fiiggvényre sziikiil, ami
jOl szemléleteti azt a tényt, hogy egy operator-sorozatot illetéen a pozitivitds mennyivel erésebb
tulajdonsag a sorozat korlatossaganal.

Mutassuk meg, hogy ha T}, fo = fo (n € N), d,, := max;(T,,P¢)(t) (n € N), akkor

ITof — fllo < Cw(f,V/6,)  (f€X,neN),

ahol

w(f,0) :=sup{[f(x) = f()] : 2, t € Dy, Jx —t| <0} (6=0)

az f fiiggvény (szokdsos) folytonossigi modulusa, C pedig a trigonometrikus esetben 1+, az algebrai
esetben 2.

A bizonyitast ismét csak az algebrai esetre részletezve induljunk ki a trividlis

[f(t) = F(@)| < w(f |t —x])

becslésbdl, ami az w értelmezése miatt nyilvan minden f € Cla,b] és t,x € [a, b] mellett fenndll. Az
w(fy,A0) < A+ Dw(f,0) (A, > 0) egyenlStlenséget, ill. a négyzetes és a mértani kézép kozti
Osszefliggést kihaszndlva barmely § > 0 mellett a kdvetkezét irhatjuk:

[t—x* 3

|t—l‘| 252 +§>U)(f’6):

- sl < (M55 1) w o <

(‘I’t(l")

3
252 +§>w(f,5)

Innen a 6.6.20. Tétel bizonyitasdban latottakkal megegyez6 médon jutunk a

0

T2 = fll < Ul o = olls + 5 (55 43) 0 (£.0)

becsléshez. Kihasznalva a T, fo = fo (n € N) feltételt azt kapjuk, hogy
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Hﬂf—ﬂw§%<%+ﬁ>mﬁ& (n e N).

Ha itt valamilyen n € N esetén §,, = 0, akkor barmely § > 0 szamra

|Tnf — flloo < gw (f,6).

Mivel az f egyenletes folytonossdga miatt w( f 6) — 0 (0 — 40), ezért ekkor T, f = f. Ha viszont
0, > 0, akkor § helyébe irhatunk +/d,-et, és kapjuk a

T f — flloo < 2w(f.\/30)

becslést.

AT,.fo=fo (ne N) feltétel trividlisan teljesiil pl. a T;, € {o,, By, Hy,} specidlis esetekben.
Egyszertien megmutathatd tovabba, hogy

Valéban, a binomidlis tételre hivatkozva barmely f € C|0, 1],z € [0, 1] esetén

n

Bufo(z) =Y (:):rk(l —)" k=1 (neN),

k=0

" (n—1
xz (n )xk_l(l — )= — g (1<neN),

ill.
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on—1 — (n—2 k—2 (n—2)—(k—2) , T ~ (n—1 k=11 _ \(n=1)—(k—1) _
e Z(k 2> (1-=) +nz E—1)" (1-2) B

k=1

-1
r xQ—i—— (2<neN).

(Konnyen ellenérizhetd, hogy az utébbi egyenléség n = 1 esetén is igaz.) Innen

(Ba®,)(t) = By f2(t) — 2tBy f1(t) + t* By fo(t) =

-1 t t—t2 (1t
L _ =t
n n n n
azaz
-1 1
on = foax, (Br®:)(t) = fax — — = (0<neN)
adodik.

Hasonléan kapjuk, hogy barmely N > n-re

1 = 1 <
onfo=—=> Scfo=—=>_ fo= fo,
n+1 P n+1 prd
1 n
onf1 = on(cos) = Z Sk (cos) ] ;Sk(cos) =

n

1 n
n+1];1008— n+1cos,

ill. ugyanigy o, (sin) = nL—i-l sin. Mivel

-t 1- —t 1- t — sin ¢ si
(IDt(x)—stx _ cos(x—1t) cos tcos x — sin tsin x (

5 5 = 5 z,t € R),

ezért

fo— ficost— fasint

@tZZ 2

fgy
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1 n n .
Op = rtneagi(Onth)(t) = It%ali(i (1 e cos®t — I sin? t> =

1 1 n _ 1
2 n+1) 2n+2

A T, = H, (n € N) eset vizsgalatdhoz emlékeztetiink arra, hogy

Hyf(z) = HQZM” _($)2(1 erar)  (z€[-1,1]),

k)

ahol

wp () : H(:r Tnj) ! 5-cos ((n + 1) arc cos ) (z € [-1,1])

) w2 () )
és az ——— hdnyados az © = z,, helyen a

T — Tpk)
2 n
lim % = H (mnk — I'nj)Q
T—=Tnk (J} — xnk) kit =0
hatarértékként van értelmezve. Kovetkezésképpen
(Ho®0)() = Z(t )20 (1 gy

2 (&L W2(1)
— 1—t nk | = =,
(n+122(1 fenk) = G )2 2:: z::“ +1
hiszen Y _;_, znk = 0. Tehét

wi(t) cos?((n + 1) arc cos t) 1
0p = max max = .
Si<i<in 41 —1<i<1 n-+1 n—+1

A fentiekbdl a

lonf = fllee < (1 +mw(f,1/vV2n+2)  (f € Cor),

1Bnf = flloo < 2w(f,1/2v/n)  (f € C[0,1]),

[Hnf = flloo < 20(f,1/vn+1)  (f € C[=1,1])
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becslések, ill. a oy, By, H, (n € N) operédtorok erds konvergencidjat kifejezé

lonf = flloo =0 (n—o00)  (f € Can),

[Bnf = flloo = 0 (n — o0) (f € Cl0,1]),

[Hnf = flloo =0 (n—00)  (f€C[-1,1])

allitasok azonnal kovetkeznek. Ez utébbiak egyuttal igazoldsul szolgdlnak a Weierstrass-féle approxi-
macios tételekekre is:

barmely f € Car (g € Cla,b]) figgvényhez és tetszbleges € > 0 szdmhoz van olyan F' trigonomet-
rikus (G algebrai) polinom, amellyel ||f — Flloo <& (|lg — Gl < &) teljesiil.
6.6.6. Megjegyzések.

i) A Bohman-Korovkin-tétel fenti alakja messzemenden altaldnosithato. fgy pl. legyen A
egy legaldbb két pontbdl &ll6 Hausdorff-féle kompakt topologikus tér (1d. 1.5., ill. 4.1.)
és tekintsiik a (C(A),||.]|) Banach-teret. (Tehat C(A) := {f : A — R : f folytonos},
lfllooc = max{|f(z)| : « € A} (f € C(A)). Tegyiik fel, hogy valamely m € N mel-
lett ag, fo,...s @m, fm € C(A) olyan fiiggvények, amelyek rendelkeznek a kovetkezd tulaj-
donsagokkal:

P(z,y) =Y qar(y) fr(z) >0 (z,y € A),ill. a P(z,y) = 0 egyenléség akkor és
csak akkor teljesiil, ha x = y.

Ekkor a kovetkezo allitas igaz:
ha T, : C(A) — C(A) (n € N) pozitiv linedris operdtoroknak egy sorozata, akkor a

ITnf — flloo = 0 (n — oo; f € C(A)) erds konvergencia ekvivalens azzal, hogy minden
k=0,..,m esetén | T, fr — frlloo = 0 (n — 00).

ii) Vilagos, hogy az A = [a,b] (algebrai) esetben pl. a P(z,y) := (z —y)? (z,y € [a,b])
fliggvény eleget tesz a fentieknek, amikor is m = 2 és

az(y) = fo(z) =1, fi(z) ==,

a1(y) == =2y, fo(z) =2, ao(y) :=y*> (2,y € [a,b]).

Hasonléan, az A = R (mod27) (trigonometrikus) esetben a P(x,y) := 1 — cos (z — y)
(z,y € R) ilyen fiiggvény. Ekkor tehat megint csak m = 2 és x,y € R esetén

ap(y) := fo(z) =1, fi(z):= cos x,

a1(y) == —cos y, fo(x) :=sin z, as(y) := —sin y.
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6.7. Kompakt operatorok.

Legyenek adottak az (X, ||.]l;) (¢ = 1,2) normalt terek és egy f € X1 — Xo leképezés. Azt
mondjuk, hogy f kompakt operdtor, ha barmely Y C X;, Y korldtos halmaz esetén az f[Y] halmaz
kompakt. Ha még f folytonos is, akkor f-et teljesen folytonosnak nevezziik.

Tegyiik fel, hogy f € £(X1, X3). Ekkor nem nehéz beldtni, hogy az f kompaktsaga a kovetkezével

ekvivalens: van olyan r > 0, hogy f[K,(0)] kompakt.

Valéban, a mondott ekvivalencia egyik iranya trividlis. Forditva, ha Y C X korlatos, akkor
alkalmas s > 0 szammal Y C K,(0), azaz f[A] C f[Ks(0)]. Elég tehdt azt meggondolni, hogy
f[Ks(0)] kompakt, ami a feltételbdl és az

JIEL(0)] = = f[K, (0)]

egyenléséghdl rogton kovetkezik. (Ez azt is mutatja, hogy az elébbi ekvivalens feltételben a ,,van
olyan 7 > 0” helyett ,minden r > 0” is irhatd.)

A most mondottakbdl azonnal adédik, hogy ha f € L(X;,X2) és f kompakt, akkor
f S L(Xl,XQ).

Ha X5 véges dimenzids, akkor tetszbleges f € L(X1, X2) kompakt. Ui. ekkor barmely ¥ C X,
korlatos halmaz esetén f[Y] C X, korldtos és zart, azaz (1d. 4.3.1. Tétel) f[Y] kompakt. fgy barmely
(X, ]].]]) normalt tér esetén az X* dudlis tér minden eleme kompakt operator. Ha viszont az elébbi
X nem véges dimenziés, akkor az I € L(X, X), [z :=x (x € X) leképezés nem kompakt operator.
Tudjuk ui. (1d. 4.3.2. Tétel), hogy ebben az esetben van korlatos és zért, de nem kompakt Y C X

halmaz. Viszont I[Y] =Y.

Mutassuk meg, hogy tetszéleges folytonos magu integraloperator (1d. 6.2.) kompakt, azaz igaz a

6.7.1. Tétel. Legyen [a,b] és [c,d] egy-eqy kompakt intervallum, K az [a,b] X [c,d] ,téglalapon”
értelmezett folytonos valds figgvény, (X1, ||.|[1) := (Cla, b, ||.]le0), (X2,]-]l2) := (Cle, d], ||-||loo) €s
Tf(x):= f; fO)K(t,z)dt (f € X1,z € [e,d]). Ekkor T € L(X4, X2) kompakt operdtor.
Bizonyitas. Az (X, |.||2) térbeli kompaktsdgra vonatkozé Arzela-tétel (1d. 4.3.3. Tétel) miatt
azt kell megmutatnunk, hogy barmely F' C X; korlatos halmaz esetén a T[F] halmaz elemei egyen-

letesen korlatosak és egyenlé mértékben egyenletesen folytonosak. Legyen tehat f € F,z € [c,d],
ekkor

Tf (@) < T flloe < NTU[- 1 lloe

azaz || T f|loco < ||T]|-sup{|lg|lcc : ¢ € F'}. Innen a T'[F| halmaz elemeinek az egyenletes korldtossiga

mér nyilvdnvals. Tovdbbd tetszéleges z,y € [c, d] mellett

b
Tf(x) — TF)] < [1flloo- / K(t,2) — K(t,y)] dt <

b
sup(lgle i 9 € Py [ 1K(to) ~ K(t,y)]dt.
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Mivel K egyenletesen folytonos (ui. [a, b] X [¢, d] kompakt R2-ben a ,szokdsos” (pl. az ||.|| euklideszi)
normdra nézve), ezért barmely £ > 0 szdimhoz van olyan ¢ > 0, hogy

‘K(tvx) _K(tvy)’ <e ((tvx)v(tvy) € [a7 b] X [Cv d]? H(t,iL‘) - (tvy)H = ’iL‘ _y‘ < 5) .

Ha tehat |x — y| < 6, akkor |T'f(z) — T f(y)| < Ce, ahol

C :=sup{|lg|lec : g € F}.
igy T[F] elemei val6ban egyenlé mértékben egyenletesen folytonosak. m

A tovabbiakban kompakt linedris operdtorokkal foglalkozunk. Legyen (a bevezetSben jelzett
(X4, |]-]li) (¢ =1,2) normalt terek esetén)

K(Xl,XQ) = {U € L(Xl,XQ) U kompakt}

6.7.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy U,V € L(X1, X2), o, 8 € K. Ekkor
1) UV e K(Xl,XQ) esetén aU + BV € K(Xl,XQ);
i) ha (Xs,|.|s) is normdlt tér, W € L(X5,X3) és U/ W kézil legaldbb az egyik kompakt
operdtor, akkor WU :=W oU € K(X1, X3).

Bizonyitas. Ha U,V € K(X;, X2), A C X; korlatos, akkor barmely
yn = (U + BV)(x,,) € (aU + BV)[A] (xn, € A,n € N)

sorozat esetén az U[A], V[A] halmazok kompaktsdga miatt alkalmas (v,), (@) indexsorozatokkal az
(Uz,,), (Vm,, ) sorozatok konvergensek. Tehat a v, := v,, (n € N) jeldléssel az (y,,) sorozat
konvergens. Mivel barmely (X, p) metrikus tér és ) # Y C X halmaz esetén az Y halmaz pontosan
akkor kompakt, ha tetsz6leges Y-beli sorozatnak van konvergens részsorozata (1d. 4.2.2. Tétel), ezért
a fentiek alapjan (aU + SV)[A] kompakt.

Tegyiik most fel, hogy W kompakt és legyen A C X; korlatos. Ekkor U[A] korlatos, igy
W [U[A]] = W o U[A]
kompakt. Tehdt W o U kompakt operator.

Ha viszont U kompakt, akkor az elébbi korlatos A C X; halmazra U[A] kompakt. Ezért barmely
xn, € A (n € N) sorozathoz van olyan (v,,) indexsorozat, amellyel (Uz,, ) konvergens. Ugyanakkor
W folytonos, igy (1d. atviteli elv) a W(Uz,,, ) sorozat is konvergens. Ez azt jelenti, hogy a W o U[A]
halmaz kompakt. m

Mutassuk meg, hogy a kompakt linedris operdtorok K(Xi,Xs) tere zart az L(Xq, X»)
operatortérben (az (L(X7, X2)-beli ||.|| operdtornormara nézve). Ezt fejezi ki a



6. Linedris operatorok 131

6.7.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy (X2, ||.||2) Banach-tér, U, € K(X1,X2) (n€ N),U € L(X;, X5)
és lim(||U,, — U|)) = 0. Ekkor U € K(X1, Xa).

Bizonyitas. Elegendé azt beldtni, hogy U[K7(0)] kompakt. Mivel (X, ||.||2) Banach-tér, ezért

azt kell bebizonyitanunk (1d. 4.2.3. Tétel), hogy U[K7(0)] teljesen korlatos. Ez utébbi azzal ekvi-
valens, hogy U[K1(0)] teljesen korlatos, azaz, hogy barmely € > 0 szimhoz megadhaté olyan Y C Xo
véges halmaz, hogy

UlK1(0)] € |J Ko (v).

yeyY

A feltételek miatt az elébbi e-hoz van olyan n € N és Y,, C X5 véges halmaz, amelyekkel

g
Vs =Tl <5+ UalEa(0)] € | Kepo(w).
yeyY

Legyen = € K1(0). Ekkor ||U,x — Uz||2 < ||U, — U] ||z|l1 < €/2. Tovabba alkalmas y € Y, elemmel
|Unx — yll2 < €/2, azaz

Uz —ylls < [|Uz = Unzllo + [[Unz — yll2 <e.

Ez éppen azt jelenti, hogy U[K1(0)] C Uyev, K.(y).m

6.7.1. Megjegyzések.

i)

ii)

iii)

iv)

v)

Legyen (X;, ||.|l:) :== (¢1,]]-]1) (i =1,2) (1d. 6.4.) és

Upz = (z9, ..., 2, 0,0, ...) (x = (zp) € l1,n € N).

Ekkor szinte nyilvanvald, hogy U, € K(X;,X2) (k€ N), lim(Uyz) = = (z € £1), de az
Uz :=x (x € {1) operdtor nem kompakt , ui. ¢; nem véges dimenziés. Ez a példa azt
mutatja, hogy az 6.7.3. Tételben nem elegend6 az (U,,) operatorsorozat erés konvergencidjat
feltételezni.

Mutassuk meg koézvetlen szamoldssal is, hogy i)-ben az (||U,, —U]||) sorozat nem nullasorozat.

Bebizonyithat6, hogy ha az (X, ||.|:) (i = 1,2) terek kozil (X, ||.||2) Banach-tér, akkor
barmely U € L(X1, X2) esetén az aldbbi ekvivalencia igaz: U akkor és csak akkor kompakt,
ha az adjungdltja (U*) is az (Schauder-tétel).

Részben az elobbi megjegyzésbol kovetkezik operatorok kompaktsaganak az aldbbi
jellemzése: ha az (Xi, ||.|li) (i = 1,2) normdlt terek kozil (Xa, ||.||2) szepardbilis Banach-tér,
U € L(X1,X3), akkor U € K(X1,X5) azzal ekvivalens, hogy barmely g, € X5 (n € N),
lim(gn(z)) =0 (z € X2) esetén lim (||[U*gy|) = 0 (ahol ||.|| az X{-beli normat jeloli).

Az is igaz, hogy az el6bbi megjegyzésben a . szepardbilis’ jelz6 kicserélhetd . reflexiv’ -re.
b) 9 7
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vi)

vii)

Tegyiik fel, hogy a 6.7.2. Tételben (X, ||.|:) = (X, |.]]) (i =1,2,3). Mivel L(X, X) a o kom-
pozicié-képzésre, mint szorzésra nézve (konnyen beldthatéan) gytirt, ill. ezzel a szorzdssal
algebra, ezért az emlitett tétel algebrai jelentése a kovetkezé: K(X,X) az L(X,X) al-
gebraban kétoldali ideal.

Tekintsiik a vi) megjegyzésbeli (X, ||.||) Banach-teret. Ekkor tetszéleges {0} # Y C X
kompakt részhalmaz egy félnormét indukal L(X, X)-ben az aldbbiak szerint:

|Ally :=sup{||Az|| : z € Y} (Ae L(X,X)).

Ha z = (2,,n € N) bézis X-ben (1d. 3.2.) és S, (n € N) a 6.6.2. vi) megjegyzésbeli
részletOsszeg-operator, akkor egyszeriien adddik, hogy a fenti Y halmazon az (S,,n € N)
sorozat egyenletesen konvergens. Mivel barmely N > n-re S, € K(X,X) (ui. Rg, véges
dimenzids), ezért minden A € L(X, X) operatorra Ao S, € K(X,X) (1d. 6.7.2. Tétel). Igy
minden € > 0 mellett van olyan n € N, hogy

|AoS, — Aly <e.

Ezzel beldttuk, hogy tetszblegesen adott {0} # Y C X kompakt részhalmaz és barmely
A e L(X,X), € >0 esetén van olyan B € K(X,X), hogy ||B — Ally < e. Tehdt ez azt
jelenti, hogy a ||.||y félnorméra nézve K (X, X) mindeniitt stiri L(X, X)-ben. Ezt réviden
ugy mondjuk, hogy teljesiil a kompakt approrimdcids tulajdonsdg (compact approximation
property — CAP). Ha tehédt egy Banach-tér nem rendelkezik a CAP-pal, akkor nincs benne
bézis.

A tovébbiakban kompakt onadjungélt operdtorokkal foglalkozunk (Id. 6.5.). Legyen ehhez
(X, (,)) Hilbert-tér, X # {0}, ||z| := /(z,z) (x € X),U € L(X,X). Ha A € K, akkor

Xy ={re X :Ux= Az}

zart altere X-nek (az U operétor sajdtaltere). Minden olyan A-t, amelyre X # {0}, az U operétor
sajatértékének neveziink. Ez tehat azzal ekvivalens, hogy alkalmas 0 # z € X elemmel Ux = Az
(az ilyen x elemeket az U operdtor \-hoz tartozé sajdtvektorainak nevezziik). Vildgos, hogy ekkor
(Al Nzl = [[Uz]| < U] ||, azaz

Al < (IU]]-

Az U operator U* adjungdltja (1d. 6.5.) az az egyértelmiien létezé6 U* € L(X,X) operdtor,

amelyre

<Ul?,y>:<l‘,U*y> ([L’,yEX)

teljesiil. Azt mondjuk, hogy U dnadjungdlt, ha U = U*. Legyen

S(X,X):={U e L(X,X):U=U"}.
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6.7.4. Tétel. Legyen U € S(X, X). Ekkor
i) (Uz,z)eR (z € X);
|U|| = sup{|(Uz,2)| : z € X, ||=|| = 1};

ii)
iii) ha A az U sajdtértéke, akkor A € R;
)

iv) ha A\, p € K és X # p, akkor az X, X,, sajdtalterek egymdsra ortogondlisak, azaz (x,y) =0
(xe Xy ye X,
Bizonyitas. Mivel

(Uz,x) = (z,U"z) = (z,Uz) = (Uz, ) (x € X),
igy az i) éllitas igaz. Ha x € X, ||z|| = 1, akkor
[(Uz,2)] < Uzl 2] < U] ll2)* = |U].

Ezért a ii) éllitdsban szereplé szuprémumot p-vel jelolve, p < ||U||. Tovabba tetszéleges x,y € X
esetén i)-t figyelembe véve (Id. 1.3.1. Tétel)

Re(Uz,y) = 7 (U +y),2+y) - Ule —y),z—y)) <

] =

1 1
7P (Il + 9l + e = ol?) = 5o (l=l* + ly[*)
adddik. Legyen itt ||z| = 1 olyan, hogy Ux # 0, ill. y := Uz/||Uz||. Ekkor

Re{Uz,y) = |Uz| <p,

azaz |U]| < p, amibél ii) mar kévetkezik.

Legyen most A sajatértéke U-nak, 0 # z € X pedig egy sajatvektor: Uz = Ax. Ekkor i) szerint

ami iii) igazoldsét jelenti.

Végiil, ha a iv)-beli feltételek mellett € Xy, y € X, akkor z = 0 vagy y = 0 mellett iv)
trividlis, kiilonben iii) szerint A\, u € R és (pl.) A # 0 esetén (ami A # p miatt feltehetd)

<3:,y> - <U:1?,y> - <IL’,Uy> - <:1?,y>,

>|=

1
A

> =

amib6l A # p miatt (z,y) = 0 kovetkezik. Ezzel iv)-et, azaz a 6.7.4. Tételt belattuk. m
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6.7.5. Tétel. Bdrmely U € S(X,X)N K (X, X) operdtornak van sajdtértéke.

Bizonyitas. Nyilvan feltehetd, hogy U # 0. Legyen

m:=inf {{Uzx,z) 1z € X,||z|| =1} , M :=sup{(Uz,z): 2 € X, || =1}.
Ekkor a 6.7.4. Tétel szerint
|U|| = max{|m], M}.
Megmutatjuk, hogy

m (U] =|ml|)
A=
M (U] = M)

sajatérték. Csak az ||U|| = M (> 0) esetre részletezve az okoskoddst (||U]| = m esetén analég a
bizonyités), legyen z, € X, ||z,|| =1 (n € N) olyan sorozat, amelyre

M =lim ((Uzxy,, z,)) -

Mivel U kompakt, ezért egy alkalmas (ny) indexsorozattal az (Ux,, ) sorozat is konvergens. Tovabbé

||ank - M{EnkHQ = ||ank||2 - 2M<ank?xnk> + M <

U2+ M? = 2M (U, 20n,) = 2M(M — (Up, 20, ) — 0 (k— c0).
Innen viszont az kévetkezik, hogy lim(Ux,, — Mz,,) = 0, azaz, hogy
1
xnk:M<ank—(ank—M:cnk)) —z (k — 00)
egy alkalmas z € X elemmel. Az U folytonossiga miatt tehat

0=1lm(Ux,, — Mz,,)=Uz— Mz,

azaz Uz = M z. Mivel ||z|| = im(||z,,||) = 1, ezért z # 0, igy M valéban sajatértéke U-nak. m
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6.7.2. Megjegyzések.

i) Ha tehét az U € S(X,X) N K(X, X) operdtornak egyetlen sajatértéke van és ez a nulla,
akkor U = 0.

ii) Mivel a 6.7.5. Tételben szereplé U operator barmely p sajatértékére |u| < ||U]| igaz, ezért a
6.7.5. Tétel bizonyitasa mas olvasatban a kovetkezot jelenti:

max{|p| : p sajatértéke U-nak} = ||U||.

iii) Legyen 0 < n € N, (z,y) := > p_,%¥r  (x = (T1, s Tn), ¥y = (Y1,..,yn) € C"). Ekkor

2l = llzlls = V2 koy l2al* (2= (21, .., 20) € C") 6

S(X, X)NK(X,X)=5(X,X)NL(X,X) =

S(X,X)={AeC": A= A"},

ahol A = (aji) € C™*" esetén A* = (ag;) € C"*" az A méatrix adjungdltja. Ha tehat
A = A* (r6viden: A hermitikus), akkor

Al = sup{||Az||2 : x € C™, ||z||2 = 1} = max{|A| : A sajatértéke A-nak}.
iv) Az el6bbi megjegyzésben szereplé jelolésekkel legyen A € C™*™. Vildgos, hogy

A*A € S(X,X). Ha X sajatértéke A*A-nak, akkor valamilyen x € C", |z|2 = 1 vektorral
A*Ax = Az, azaz

A= (A*Azx,2) = (Azx, Az) = || Az|3,
tehdt 0 < A € R. Tovébba (I1d. 6.7.4. Tétel, ill. 6.3.2. ii) megjegyzés)

|A|]? = sup {||Az||3 : 2 € C", |jz]s = 1} =
sup {(Az, Az) : x € C",||z|2 =1} =
sup {(z, A*Az) : x € C", x| = 1} =

sup{[(A" Az, z)|: x € C", [[zf]2 = 1} = [|A"A]].
Innen a ii) megjegyzést figyelembe véve azt kapjuk, hogy
|A]| = /[[A* Al = max{V/X : \ sajitértéke A* A-nak}
(az A métrix un. spektrdlnormdja.)

Az aldbbi jeloléseket fogjuk hasznélni: ha U € L(X, X), A € C, akkor Py : X — X, jelenti az
X\ altérre val6 projekciét (1d. 5.3.3. iv) megjegyzés). Tehdt barmely x € X esetén Pyz € X, és
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tetszOleges y € X, esetén Pyy = y. Legyen tovabba I : X — X az identikus operator, azaz Ix := x
(x € X).
6.7.6. Tétel (Hilbert-Schmidt). Bdrmely U € S(X,X) N K(X,X) operdtornak legfeljebb meg-
szamldlhato sok sajdatértéke van, U pedig elbdllithato (az ||.| operdtornorma szerint konvergens)
ZkN:1 APy, alakban, ahol N € N vagy N = 400 €s A1, Ag, ... az U osszes, paronként kilonbozo,

nem nulla sajdtértékét jelenti.

Bizonyitas. Nyilvdn feltehetd, hogy U # 0. Legyen X egy sajatértéke U-nak. Ekkor a 6.7.4.
Tétel miatt A € R és

AP, =UP, = P\U.

Valéban, barmely z € X esetén Pyx € X, ezért U(Pyx) = APyx, azaz U Py = AP). Tovabbé (kénnyen
ellendrizhetéen) Py, AP\ € S(X, X), ezért az el6bbiek szerint U Py 6nadjungélt. Kovetkezésképpen

UPy = (UP\)" = PU* = P\U
is igaz.

Legyen (I1d. 6.7.4. Tétel és 6.7.2. ii) megjegyzés) Uy := U és A1 € R olyan sajatértéke U;-nek,
amelyre |[A\1| = [|U:|| > 0. Ha

Uy :=U; — P,

akkor az elébbiek, ill. az 6.7.2. Tétel alapjan

Uy =Ui(I — Py,) = U Py, € S(X,X)NK(X, X).

Vilégos, hogy |Ua]| < |y, - [T1] < [T, hiszen

[Py 2| = [l = Pzl < flzf - (2 € X),

azaz ||Py,|| < 1. (Itt felhasznaltuk azt, hogy a pitagoraszi-osszefiiggés szerint (Id. 1.3.1. Tétel)
2] = [[Pa, 2| + [l — Py, 2]

A fentiekhez hasonléan van olyan Ay € R sajdtértéke Us-nek, amelyre |Ao| = ||Usz||. Ekkor
[A2] < |A1]. Belatjuk tovédbba, hogy A1 nem sajitértéke Us-nek. Kiilonben lenne olyan 0 # = € X,
amelyre Usx = A\, azaz

Ull‘ — /\1P)\11? = )\1{L’.

Utobbibdl az kévetkezne, hogy

}D/\1 (le - )\1P)\ll‘) = P)\l ()\11’) = )\1P)\ll’.

A bizonyitas elején mondottakat is figyelembe véve itt
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Py, (Uhz — A\ Py, z) = P\,Urz — M\ Py 2 = \ Py, 2 — \ Py, 2 =0,

tehat A1 Py, z = 0. Mivel A1 # 0, ezért Py,x = 0, tovdbba U;z = Az, amibdl meg z € X, adddna.
Ez utébbibdl azonban azt kapnank, hogy = = Py, z = 0, ami nem igaz.

Legyen most A # 0 sajatértéke Us-nek és lassuk be, hogy A sajatértéke U;-nek is és
{r e X : Uz =Xz} ={z € X : Uz = \z}.

Ui. legyen 0 # z € X egy A-hoz tartozé sajatvektora Us-nek: Usx = Az, azaz

Uiz — M Py,z = Ax.

Ekkor

P)\l (U1{L' — /\1P)\11?) = P)\1U1{L' — /\1P)\11? = )\P)\la?.

De tudjuk, hogy P\, Ui = A\ Py,, ezért APy, z = 0. Mivel A # 0, igy Py,x =0, azaz Uyx = Ax. Tehat
A valéban sajatértéke Ui-nek. Ezzel egyuttal azt is belattuk, hogy

{r e X :Uyr =X} C{zreX: :Uzx=A}
Ha viszont z € X és Uz = Az, akkor az (el6bbiek szerinti) A # \; egyenl6tlenség és a 6.7.4. Tétel

alapjan Xy, és X ortogondlis egymasra, azaz

<P)\1Z?y>:<zap)\1y>:0 (yEX)

Ez azonban csak 1gy lehetséges, ha Py, z = 0, amibdl Usz = Az kovetkezik. Tehdt

{re X :Uix=X} C{r e X:Uyr = Az}

is fenn4ll.

Ha Us # 0, akkor az el6bbi eljarast megismételve legyen Us := Uz — A2 Py, ési.t. Teljes indukciéval
okoskodva, tegyiik fel, hogy

1<neN,Uy :=UUs,.. U, €S(X,X)NK(X,X),

A1, . An @ megfelel6 sajatértékek és
) Dl = Pl = > [l
i) Uk = el k=1, m);
i) Upser = Up — MNPy, =U =5 NPy (k=1,.,n—1).
Ekkor a Ap-k paronként kiilonbo6z6 sajatértékei U-nak. Két eset lehetséges:
1° van olyan 1 < n € N, hogy U,, = 0, amikor is U = Z;:ll AjPys
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2° minden 1 < n € N esetén U,, # 0. Mutassuk meg, hogy ekkor lim(),,) = 0. Valéban, kiilonben
lenne olyan 6 > 0, amellyel |A,| > (n=1,2,...). Legyen =, € X, ||[zn]| =1 (n=1,2,...), ekkor
barmely két kiilonbozé n,m = 1,2, ... esetén az X, _, Xy, alterek ortogonalitdsa miatt

|Uzm — Uzn|® = | Anzm — Mzl = [Am)® + [An]? > 26

Innen persze az is adédna, hogy az (Ux,) sorozattal egyiitt annak barmely részsorozata is diver-
gens, ami ellentmond az U kompaktsiga miatt annak, hogy az (Ux,) sorozatnak van konvergens
részsorozata.

Tehat
n—1
lm(|A,]) = lim([|Un]]) =lim | [U=>"X;Py | | =0,
j=1

azaz U = 3 77| APy,

Végiil megmutatjuk, hogy U minden A sajatértéke vagy nulla vagy alkalmas k = 1,2, ... mellett
A = Ax. Ha ui. minden k = 1,2, ... esetén X\ # A\, és 0 # x € X olyan, hogy Uz = Az, akkor az U-ra
mar bebizonyitott eléallitas alapjan

A =Ux = Z/\jP)\j:r.
j=1
Innen barmely n = 1,2, ... mellett azt kapjuk, hogy

AP,z =3 APy, (Pyz) = \Py, 2,

Jj=1

ui. Xy, Xy, (j#n) ortogonalitdsa miatt Py, (P,\jx) = 0. Tehat AP\, x = A\, P>, x, ezért Py, x =0
(n=1,2,...). [gy Az =0, amib8l A = 0. m
6.7.3. Megjegyzések.

i) Ha a fenti tételben A # 0 sajatértéke U-nak, akkor az X sajataltér véges dimenzids. Ui.
legyen E C X, zart és korldtos halmaz. Ekkor

E*::{ieX:meE}

korlatos, ezért U kompaktsdga miatt U[E*] kompakt. De U[E*] = E, azaz U[E*] = E = E,
ami azt jelenti, hogy az X, altér minden korldtos és zart részhalmaza kompakt. A normalt
terekbeli kompaktsagra vonatkozo Riesz-tétel (1d. 4.3.2. Tétel) alapjan tudjuk, hogy ekkor
X, sziikségképpen véges dimenzids.

ii) Megmutathatd, hogy Ry nem més, mint az Xo := {z € X : Uz = 0} altér ortogondlis
kiegészité altere: X = Xo @ Ry (1d. 5.3.3. 1) megjegyzés).
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iii)

iv)

vi)

vii)

Legyen a Hilbert-Schmidt-tételben k = 1,2,... és valasszunk X, -ban egy ®; teljes or-
tonormalt rendszert. (Ez i) szerint véges.) Ha az igy kapott ®j rendszereket egyetlen
& = {z1,x9,...} rendszerben egyesitjik, akkor ® teljes ortonormalt rendszer Ry-ban (és
konnyen beldthaté médon Ry-ban is), minden eleme az U sajatvektora: Uz = prxg
(k=1,2,...). A ii) megjegyzés és a Riesz-felbontési tétel (1d. 5.3.3. Tétel) miatt barmely
r € X egyértelmiien irhaté fel x = z* + & alakban, ahol z* € Xy, 2 € Ry. Az & elemet
Fourier-sorba fejtve a ® rendszer szerint azt kapjuk, hogy

T = Zak:rk (Oék = <SZ',{L'k> (k‘ = 1,2, ))
k

Tehat Uz* = 0 miatt Uz = ), appir@g.

Tegytiik fel, hogy az el6bbi megjegyzésben (X, (,)) szepardbilis is. Ekkor Xy-ban is
valaszthatunk egy ortonormalt bdzist, amit a iii)-beli ®-vel egyesitve egy (tovabbra is)
x-val (k = 1,2,...) jelolt ortonormélt bézist kapunk X-ben. Itt minden zj sajatvektora
U-nak (a megfelel6 sajétértékeket is pg-val jelolve ez utébbiak kozott mér lehetnek nulldk
is). Ekkor tehdt barmely « € X el6allithaté a sajatvektorbézis szerint © = >, oz, alakban

és Uz = ), Qi Tg-

Ha iv)-ben X véges dimenziés, azaz U = A € C™*" (n = 1,2,...) egy hermitikus métrix,
akkor z1,...,z, € C" az A ortonormalt sajatvektoraibdl allé bazisa C™-nek, 1, ...,y a
megfelels (valds) sajatértékek és barmely x € C™ esetén

n
Ax = Z QAR UET -

j=1
Ha a T € C™ ™ métrix oszlopvektorai rendre az x1, ..., x,, vektorok, akkor T' nem szingularis,
a T~1AT maétrix diagonalis, amelynek a f64tléjdban a ji1, ..., i, sajatértékek vannak.

Vilagos, hogy iv)-ben
(Ux,a:)zz,uﬂaﬂg (x € X).
k

Ha X véges dimenziés, azaz (1d. v)) U = A € C™*" (n = 1,2,...) egy hermitikus métrix,
akkor

(Az,z) =) pelax*  (zeC™)
k=1

(1d. kvadratikus alakok fétengelytranszformdcidja).

Legyen (X, |.||) tetszéleges normélt tér, Iz :=x (x € X),Y C X altér és A € L(Y, X).
Ekkor barmely A € K esetén harom eset lehetséges:

1° A — Al nem invertalhaté;
2° (A — M )-nek van inverze és (A — X)~1 € L(X,Y);
3% (A — M)-nek van inverze, de (A — \I)~' ¢ L(X,Y).
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Az 1° eset nyilvan azzal ekvivalens, hogy alkalmas 0 # = € Y elemre Az = Az. Ekkor A-t
az A sajdtértékének, z-et pedig az A (A-hoz tartozd) sajdtvektordnak nevezziik. A X szdm
requldris, ha a 2° eset all fenn. (fgy minden sajatérték nem reguldris.) Legyen Sp A a nem
reguldris értékek halmaza (az A operator spektruma). Ha (X, ||.||) Banach-tér, A € L(X, X),
akkor (a Banach-féle inverz-tétel (1d. 6.8.5. Tétel) miatt) barmely A € K akkor és csak akkor
reguldris, ha tetszoleges y € X elemhez egyértelmiien van olyan x € X, hogy Az — Az = y.

viii) Tekintsiink most egy A € L(X, X) korldtos linedris operatort. Megmutathatd, hogy 1étezik

n

A"H> = inf{ {/][A"] : 0 < n € N}

oy = lim(

(A spektrdlsugara), SpA C {\ € K : |A| < aa}, ill. az, hogy SpA zart halmaz. Ha
A€ K(X,X) és X nem véges dimenziés, akkor 0 € Sp A. Kiilénben ui. A~! € L(X, X) len-
ne, amibél a 6.7.2. Tétel szerint I = A~'A € K(X, X) kovetkezne, ami tudjuk, hogy nem
igaz. SOt (egy nem trivialis tétel szerint), ha K := C, akkor barmely (X, ||.||) Banach-tér és
A€ L(X,X) esetén Sp A # () és

as =max{|A|: A € Sp A}.

Tovabba tetszbleges (X, ||.||) Banach-térre és A € L(X, X)) operdtorra igaz, hogy

SpA*=SpA:={AcK:\c SpA}
(ahol A* € L(X™*, X*) az A operdtor adjungéltja).
ix) Ha (X, (,)) (komplex) Hilbert-tér, A € S(X, X),
m = inf{(Az,x):x € X, ||z|| =1} , M :=sup{(Az,x):x € X, |z| =1},

akkor az aldbbiak lathatok be:

m,M € SpA , SpA C [m,M].

Ha itt A még kompakt is, akkor Sp A legfeljebb megszdmldlhat6, minden eleme vagy nulla
vagy az A sajatértéke és a Sp A halmaznak legfeljebb a nulla lehet torlodési pontja.

6.8. Nyilt leképezések.

Legyenek adottak az (X;, [.||;) (¢ =1,2) normadlt terek és az A € L(X1, X2) linedris leképezés.
Tegyiik fel, hogy A : X1 — X sziirjektiv és invertdlhatd, ekkor nyilvdan A=! € £(X2, X1). A tovabbi-
akban azt a kérdést vizsgaljuk, hogy ha az A leképezés folytonos, akkor igaz-e ugyanez A~ !-re, azaz
(1d. 6.3.1. Tétel) kovetkezik-e A € L(X1, X2)-b8l A~! € L(X2, X1).

Konnyti példat adni arra, hogy a fenti kérdésre a valasz altalaban az, hogy nem. Legyen ui.
Xi:={feC®0,1]: f(0) =0}, [lli = e (=1,2)

és If := [, f (f e X1). Ekkor egyszeriien ellendrizhetd, hogy I : X; — X5 bijekcid, I € L(X1, Xa),
II|=1é I-'f = f (f € Xs). Tudjuk (Id. 6.2.), hogy D := "' ¢ L(Xs, X1).
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Mit jelent az, hogy A= € L(X2, X1)? Egyrészt azt, hogy A™! : Xy — X linedris leképezés
(ami az A-ra tett feltételek mellett mindig igaz), mdsrészt azt, hogy A~ folytonos is. Ez utébbi azt
koveteli meg (1d. 6.1.1. ii) megjegyzés), hogy

-1

bérmely Y C X1,Y nyilt : (A7!) " [Y] = A[Y] nyilt.

Nevezziink egy f : X1 — Xo leképezést nyiltnak, ha
minden Y C X;,Y nyilt: f[Y] nyilt.

6.8.1. Tétel. Az A € L(X1,X2) linedris operdtor akkor és csak akkor nyilt, ha az X1 térbeli
nulla bdrmely kornyezetét az A olyan halmazra képezi le, amelynek az Xo tér nulleleme belsd
pontja, azaz: tetszbleges r > 0 szdmhoz van olyan p > 0 szdm, hogy K,(0) C A[K,(0)].

Bizonyitas. A sziikségesség nyilvanvalé: ha ui. A nyilt, akkor K,.(0) nyilt halmaz 1évén, az
A[K,(0)] képhalmaz is nyilt. De A linedris, ezért A0 = 0, azaz 0 € A[K,(0)], tehdt 0 € X2 belsd
pontja A[K,(0)]-nak.

Az elégségességhez legyen Y C X nyilt halmaz (nyilvan feltehetd, hogy Y # 0) és z € A[Y].
Ekkor van olyan y € Y, amellyel z = Ay. Mivel Y nyilt, ezért egy alkalmas r > 0 sugarral K, (y) C Y,
igy A[K,(y)] C A[Y]. De K,(y) =y + K,(0), azaz

A[K(y)] = Ay + A[K(0)] = 2 + A[K,(0)] C A[Y].

A feltétel szerint most van olyan p > 0, amelyre K,(0) C A[K,(0)]. Igy

Ky(2) = 2 + K, (0) € 2+ A[K,(0)] C A[Y].
Mas széval z bels6 pontja A[Y]-nak, azaz A[Y] nyilt halmaz. Ezzel a 6.8.1. Tételt belattuk. m

6.8.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az A € L(X1,X2) linedris operdtor Ra értékkészlete mdsodik

e

Bizonyitas. Vilagos, hogy Ra = (U, A[K,(0)]. A feltétel szerint R4 mdsodik kategéridji

n=1

(Id. 2.2.2. 1) megjegyzés), tehdt 1étezik olyan 1 <n € N, y € A[K,(0)], p > 0, hogy

K,(y) < A[K,(0)].

Léssuk be elészor is, hogy K,(0) C A[K,(0)]. Valéban, ha € K,(0), akkor nyilvin = +y € K,(y),
z —y € K,(—y). Konnyen adédik, hogy

Ky(=y) € A[Kn(0)]

isigaz. Haui. z € K,(—v) (azaz ||z+y|]2 < p), akkor —z € K,(y), igy —z € A[K,(0)]. Ezért alkalmas
zs € K,,(0) (s € N) sorozattal —z = lim(Az,). Innen

z = —lim(Azs) = im(—Azs) = lim(A(—=zs))
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kovetkezik. Mivel —z5 € K,,(0) (s € N), ezért valéban z € A[K,,(0)].

Igy barmely z € K,(0) esetén z+y € A[K,(0)]. Megadhatdk tehét olyan ug, vs € K,(0) (s € N)
sorozatok, amelyekre x + y = lim(Aus), z — y = lim(Av,). Ezért

(1 (5) () - (4 (52)) TR

hiszen Y23 € £, (0) (s € N).

Legyen most mar

|3

Ekkor barmely r > 0,z € K,(0) esetén pz/r € K,(0), amibél a fentiek szerint px/r € A[K,(0)], azaz

~—~—

v € SAR(O)] = AR, (0)] = AT (0)]

kovetkezik. B

6.8.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (X, ||.|l;) (i = 1,2) normdlt terek kézil (X1, ||.||1) Banach-tér,
A € L(Xy,X2) és Ra mdsodik kategoridaji. Ekkor tetszéleges r > 0 esetén K, (0) C A[K24r(0)]
(ahol q-t a 6.8.2. Tételben kaptuk).

Bizonyitas. Legyen r > 0,y € K,(0). Azt kell belatnunk, hogy egy alkalmas = € K4, (0)
elemmel y = Ax. A 6.8.2. Tétel szerint y € A[K,-(0)], azaz van olyan y; € A[K,-(0)], amellyel
|y —y1ll2 < r/2. Mivel y—y1 € K, /2(0), ezért y —y; € A[Ky/2(0)], igy egy alkalmas yo € A[K,/2(0)]
elemmel ||y — y1 — y2|l2 < 7/4.

Az el6bbieket folytatva teljes indukciéval azt kapjuk, hogy minden 0 < i € N mellett egy
Yi € A[K gy /2i-1(0)] elemmel

<— (0 <neN).

Ez r/2" — 0 (n — oo) miatt egyittal azt is jelenti, hogy y = > %, y;. Legyen z, € K, j2n-1(0)
(0 < n € N) olyan, hogy y,, = Ax,. Ekkor barmely 0 < n,m € N, n < m esetén

1 qr
<Yl <ar Y g < i 0 m )

azaz Y (x,) Cauchy-sor. Mivel az (X1, ||.||1) tér teljes, ezért 1étezik az z := > > |z, sorosszeg és

n=1

o0 o0 1
||[L'||1 < § ||:L'k||1 <qr E F = 2(]7’.
k=1 k=1

Tehat x € Ko4,(0) és az A folytonossaga miatt
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Ax:ZAxk:Zyk =y. n
k=1 k=1

6.8.1. Megjegyzések.

i) Azt kaptuk, hogy barmely r > 0 mellett (az Xs-beli) K,(0) kérnyezet minden z pontja
A[K24r(0)]-beli, azaz z € R 4. Innen vildgos, hogy R4 = X». Ha tehat az (X, ||.|[;) (i=1,2)
normalt terek koziil (X7, ||.|[1) Banach-tér, A € L(X;,X>), akkor az R4 értékkészlet vagy
elsé kategoriaju vagy pedig R4 = Xo.

ii) A Baire-féle kategéria-tételre (1d. 2.2.2. Tétel) gondolva a 6.8.2. Tétel feltételei nyilvdn
teljesiilnek, ha R4 = Xz és (X, ||.||2) Banach-tér.

iii) Az el6bbi megjegyzéshez hasonléan az 6.8.3. Tétel alkalmazhatd, ha abban (Xa, ||.||l2) is
Banach-tér és R4 = Xs.

6.8.4. Tétel (a nyilt leképezések tétele). Legyenek az (X, |.|;) (i = 1,2) normdlt terek
Banach-terek, A € L(X1,X3), A: X1 — Xy szirjektiv. Ekkor A nyilt leképezés.

Bizonyitas. Legyen ui. r > 0, amikor is a 6.8.3. Tétel (és az el6bbi megjegyzések) szerint

K, /(29)(0) C A[K,(0)].
A 6.8.1. Tételt alkalmazva innen valoban azt kapjuk, hogy A nyilt. m

Figyelembe véve a nyilt leképezések és az invertalhatd linedris operatorok inverzének a
korlatossaga (folytonossdga) kozotti, a bevezetében emlitett viszonyt, a 6.8.4. Tételbél kovetkezik a

6.8.5. Tétel (Banach). Tegyiik fel, hogy az A € L(X1, Xs) operdtor eqy A : X1 — Xy bijekcio
az (Xi,|.li) (i =1,2) Banach-terek kozétt. Ekkor A=! € L(Xa, X1).

Miés széval tehat az 6.8.5. Tétel feltételei esetén az (X, ||.|;) (¢ = 1,2) terek homeomorfak.

6.8.6. Tétel.  Legyen X linedris tér, ||.|,|.|l« egy-eqy olyan norma X-en, hogy az
(X, 1D, (X, |.]l«) terek Banach-terek. Tegyiik fel tovdbbd, hogy egy alkalmas m > 0 szdmmal
llz|| > m||x||. teljesil minden X > x-re. Ekkor |.|| és ||.||« ekvivalens, azaz van olyan M > 0

konstans is, hogy
mlzll, < llzfl < M|zl (z € X).

Bizonyitas. Legyen Az :=x (z € X). Ekkor A : X — X bijekci6 és
1 1

A = g = — e X),

[Az]lz = llzlls < —llzlls = —fz] - (2 € X)

tehdt A € L(X;, X2), ahol (Xq,|.]1) := (X, ].]]), (X2, ].ll2) := (X, ].]|x) Banach-terek. Az 6.8.5.
Tétel szerint tehat A~1 = A € L(Xs, X;), igy egy alkalmas M > 0 konstanssal

A7 2l = ||z < Mlz] (z€X). m
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Ha az el6bbi tételben X véges dimenzids, x1,...,x, € X bézis (valamilyen 0 < n € N mellett),
akkor barmely = € X egyértelmiien eldallithaté z = Y. | a,z; alakban alkalmas a; € K (i = 1,...,n)
egytitthatokkal. Vilagos, hogy

| ]| oo := max{|a;| : i =1,...,n} (x € X)

norma X-en és (X, ||.||sc) Banach-tér (1d. 3.2.). Ha ||.|| is norma X-en és (X, |.||) is Banach-tér, akkor
a nyilvan fennalld

lzll < llzlloo D llzill - (2 € X)
=1

egyenlStlenség és az 1.6. Tétel miatt ||.|| ~ ||.||oc-

Legyenek adottak az (X;,p;) (i = 1,2) metrikus terek és egy f € X; — X, fiiggvény. Azt
fogjuk mondani, hogy f zdrt leképezés, ha barmely

reXi,yeXs, 2, €Dy (neN), lim(z,) =2, im(f(z,)) =y

esetén = € Dy és y = f(x). Kénnyli meggondolni, hogy ha

X = Xl X X2 5 P(fﬁ,y) = 01(171,3/1) +P2($Qay2) (I‘ = (171,372)ay = (yhy?) S X)a

akkor f zéartsdga pontosan azt jelenti, hogy az f grafikonja zdrt halmaz az (X,p) metrikus
(szorzat)térben.

6.8.2. Megjegyzések.

i) Ha Dy zart és f folytonos, akkor f zart (ami a folytonossdgra vonatkozd atviteli elv
(Id. 6.1.) alapjdn meglehetésen trividlis). Igy pl. barmilyen (X;,|.|[;) (¢ = 1,2) normélt
terek és A € L(X;, X2) esetén A zart.

ii) Az f(z):=1 (0 <z < 1) egyvaltozos valés fiiggvény folytonos, de nem zart.
iii) Ha f:[0,+00) = R, f(0) :=0és f(x):=1/x (x> 0), akkor f zart, de f ¢ C{0}.

iv) Ha (X1, [].]l1) :== (CY0,1], |I.lls0), (X2, |.]l2) := (C[0,1],].]|cc), akkor a 6.2.-ben definidlt
Df = ' (f € X1) (differenciél)operdtor linearis (D € L(X1,X32)), D zart, de D
nem folytonos (azaz D ¢ L(X1,X5)). (Emlékeztetiink a fliggvénysorozatok tagonkénti de-
rivilasaval kapcsolatos allitasra: ha a korlatos I intervallumon differencidlhaté f,, : I — R
(n € N) fiiggvénysorozat az I intervallum legaldbb egy pontjiaban konvergens és az (f},)
(derivélt)sorozat egyenletesen konvergens, akkor az (f,,) sorozat is egyenletesen konvergens,
az f := lim(f,) hatarfiiggvény differencidlhaté és f' = lim(f)).)

1

v) Gondoljuk meg, hogy ha f zart és injektiv, akkor az f~' inverz is zart.

6.8.7. Tétel (zdrt grdf tétel). Legyenek az (X, ||.|l:) (i =1,2) normdlt terek Banach-terek, az
A € L(X1,X>) linedris operdtor pedig legyen zart. Ekkor A folytonos, azaz A € L(X1, X2).

Bizonyitas. Vezessiik be Xi-en az aldbbi normaét:
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ol == ol + Azl (x € X1),

Ez valéban norma, hiszen ||z|| > 0 (x € X;) trividlis, ||z|| =0 <= ||z|1 = ||[Az|]2 =06és ||z|1 =0
<= x = 0. Tovadbb4

Azl = [[Azlly + [[AQA)[l2 = [A]- [l ]l + [[AAz]l2 =

Al + A [[Azll = (A 2] (2 € X3),

ill.

lz+yll=llz+yll + A=+ y)llz2 = [z + yll1 + Az + Ay|l2 <

[l + lyll + l[Azlle + [[Aylle = llzll + vl (2z,y € X1).

Haz, € X3 (n € N) és ||l — x| — 0 (n,m — o0), akkor ||z, — zpm|1 — 0 (n,m — 00) és
|Az,, — Azpll2 — 0 (n,m — o0). Ezért az (X, ||.|l;) (¢ = 1,2) terek teljessége miatt van olyan
z € X; és y € Xy, amelyekkel

lim([lz — zn[[1) = lim(|| Az, — yl[2) = 0.

Innen viszont az A zartsaga alapjan az kovetkezik, hogy y = Ax, tehat

& = 2all = & = 2l + [ Az — Azlls = lle — @ally + ly — Azalle = 0 (0 — o).

Ezzel megmutattuk, hogy (X7, ||.||) is Banach-tér. Mivel az ||z| > ||z|1 (z € X1) egyenlStlenség
nyilvan igaz, ezért a 6.8.6. Tétel alapjan van olyan M > 0 konstans, hogy

[zl = llzlls + [[Az]l < Mllz], (€ X1).
Vildgos, hogy M > 1, igy |[Az|s < (M —1)||z|1 (z€ X;). m

6.8.3. Megjegyzések.

i) Tehdt a 6.8.7. Tételt ugy is felfoghatjuk, mint a Banach-féle inverz-tétel (1d. 6.8.5. Tétel)
kovetkezménye.

ii) Nem nehéz meggondolni, hogy az el6bbi megjegyzés forditva is igaz, azaz, hogy a 6.8.7. Tétel
ekvivalens a Banach-féle inverz-tétellel. A 6.8.5. Tétel feltételei mellett ui. az A operator
zart, ezért A=l is zart, ahol A=1 € £(Xo, X1). Tehét a zart graf tétel miatt A=! € L(Xo, X1).

iii) Legyen pl. (X, (,)) Hilbert-tér, A € L(X, X) pedig olyan linedris operator, amelyre (z, Ay) =
(Az,y) (z,y € X). Ekkor A € L(X,X). Haui. z, € X (n € N) és az (z,), (Az,)
sorozatok konvergensek: x := lim(z,), y := lim(Az,,), akkor tetszileges z € X esetén



146

6. Linearis operatorok

iv)

vi)

(z,y) = lim((z, Azy,)) = im((Az, z,)) = (Az,x) = (z, Az).
Tehét 0 = (z, Az —y) (z € X), amib6l y = Az kovetezik. Ez azt jelenti, hogy az A operdtor
zért, ezért a 6.8.7. Tétel miatt A € L(X, X).

Legyen z = (zp,n € N) béazis az (X, |.||) Banach-térben (1d. 3.2.), (z5,n € N) a vele
biortogonalis rendszer (1d. 6.6.2. vi), vii) megjegyzések) és

X, .= {(an):NHK:ZanzneX}.
n=0

A szokésos miiveletekre nézve X, nyilvan vektortér K-ra vonatkozéan, az

lal, := sup {

moédon definidlt |.|, leképezés pedig norma X.n. Egyszerien megmutathatd, hogy X, a
|.|. norméra nézve Banach-tér. Vildgos, hogy X. = {(z%(z),n € N) : z € X}. Legyen
llz||« == |(2}(z),n € N)|, (z € X), akkor ||.|| és ||.||« ekvivalens normak X-en (I1d. 1d. 3.2.2.
i) megjegyzés).

~

: nEN} (a=(an) € X2)

n
E Ak Zk
k=0

Az el6bbi megjegyzést folytatva jeloljiik ®-vel azt az X, — X-beli leképezést, amelyre
®(a) := Zanzn (a=(an) € )?Z)
n=0

Nyilvanvalé, hogy @ : X, > X invertalhato, linearis operdtor. Mivel

n
E A2k
k=0

ezért [|®(a)|| < |al. (a € X.), azaz ® korlatos. Igy a Banach-féle inverz-tétel (1d. 6.8.5.
Tétel) miatt @1 : X — X, is korldtos (linearis) operdtor. Tehat van olyan M > 0 konstans,
amellyel

)

[(a)]| = tim

|27 (2)]. = sup {

n
k=0

teljesiil. Ezzel belattuk azt a kordbban mdar emlitett tényt (1d. 6.6.2. vi) megjegyzés),
miszerint minden n € N mellett S,, € L(X, X).

:nEN}§M||:17|| (x e X)

Ha pl. (X, (.)) szeparabilis Hilbert-tér, z pedig ortonormalt bazis X-ben, akkor a Riesz-
Fischer-tétel (1d. 3.3.2. Tétel) miatt X, = by, |a|l. = |lall¢, (a € X;) ésa ®: X, — X
leképezés izomorfia és izometria.

Legyenek a z = (z,,n € N), y = (yn,n € N) rendszerek bazisok az (X, ||.|) Banach-térben.
Azt mondjuk, hogy z,y ekvivalens bdzisok, ha X, =Y,. Az v) megjegyzés végén mondottak
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vii)

alapjan pl. egy szeparabilis Hilbert-térben barmely két ortonormélt bézis ekvivalens. A
Banach-Steinhaus II-tétel (1d. 6.6.3. Tétel) miatt ez azt jelenti, hogy vannak olyan A, B > 0
konstansok, amelyekkel minden v = >"77 ) Br2i € L(2) elemre

Z Bryk

k=0

Aljv]| < < BlJ]|

teljesiil. Legyen (z,n € N) a z-vel biortogonalis rendszer. Megmutathaté, hogy ha x,, € X
(n € N) és

oo
D lzn —aall- Izl < 1,
n=0

akkor (zy,,n € N) bdzis X -ben és ekvivalens z-vel. Innen vildgos, hogy ha az (X, ||.||) Banach-
térben van bézis, akkor barmely, az X-ben mindeniitt stiri halmaz elemeibdl is kivalaszthato
X-beli bézis. Legyen pl. sz6 a (C[0,1],].]|ec) térrél. Lattuk (1d. 3.2.3. Tétel), hogy ebben
minden Schauder-szerii rendszer bazis. Mivel a polinomok halmaza stirii C[0, 1]-ben, ezért
C'[0, 1]-ben van polinomokbdl &ll6 bézis.

A vi) megjegyzéssel kapcsolatos a kovetkezd érdekes probléma. Legyen P = (P,,n € N)
egy polinomokbdl allé bazis a (C[0, 1], ||.||oc) Banach-térben és jeldljiik ¥,,-nel a P,, polinom
fokszdméat (n € N). Ha

qn = max{Vo,...,¥,} (neN),

akkor —1évén a Py, ..., P, polinomok legfeljebb ¢,,-edfokiiak és linearisan fiiggetlenek — ¢,, > n
és a P bézis szerinti n-edik részletosszeg-operator (S,) a C[0, 1] teret a legfeljebb g,-edfoku
polinomok (P, ) alterébe képezi. Amennyiben valamely n € N esetén ¢,, = n, akkor barmely
R € P, polinomra S, R = R teljesil, azaz ekkor S,, : C|[0,1] — P,, projekcid. A 6.6.14. Tétel,
ill. a6.6.2. ii) megjegyzés szerint ebben az esetben (egy alkalmas C' > 0 abszoliit konstanssal)
|Sn] > C-In(n + 2). Mivel sup{||S,|| : n € N} < 400, ezért az {n € N : g, = n} halmaz
legfeljebb véges. A kérdés most mér az, hogy mit lehet mondani a (g,/n,0 < n € N)
sorozatrdl. A részletek mell6zésével csupan annyit jegyziink meg, hogy meglehetdsen b az
idevago irodalom.
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1. Tegyiik fel: (X, 77), (X, 72) topologikus terek. Igaz-e, hogy (X, 73 U Tz), (X, 71 NT3) is az?
(Utm.: T, NT; topolégia, ill. legyen X := {1,2,3}, 71 := {0, X, {1}}, T5 := {0, X, {2}} . Ekkor
T UT = {0, X,{1},{2}} nem topoldgia, mivel {1} U {2} ¢ T; UT5.)

2. Legyen ) # X,G C X. Ekkor G pontosan akkor bézisa egy (X,7) topologikus térnek, ha
Vee XdAeG:z e Aés VA BeG Ve e ANB 1Q€G 2 €Q C ANB.

3. Haa # b, X := {a,b} és T := {0, X, {a}}, akkor (X, T) topologikus tér, de nem létezik olyan
p: X? — [0, +00) metrika, amely szerinti nyilt halmazok rendszere megegyezne 7 -vel.

(Utm.: ha lenne ilyen metrika, akkor d := p(a, b) > 0. Mivel a p szerint K;5(b) = {b} nyilt halmaz,
ezért {b} € T kellene, ami nem igaz.)

4. Az (X,T) topologikus térben valamely A C X halmaz lezdrtja legyen A. Mutassuk meg, hogy
AUB=AUB; AcA4; A=4; 0=0.

5. Valamely X halmaz esetén legyen adott a P(X) > A +— A € P(X) leképezés és tegyiik fel, hogy
erre a leképezésre teljesiilnek a 4. feladatbeli allitdsok. Ha C := {A € P(X) : A = A}, akkor
lassuk be, hogy 7 := {A € P(X): X \ A € C} topoldgia X-en.

6. Az (X4,77),(X2,73) topologikus terek esetén legyen

X =X1xXy9,G:={AxB:AcT,BeTh}, T :={UX:XCG}
Ekkor 7 topoldgia X-en (szorzattopoldgia), amelynek G bazisa.
7. Ha (X, 7T) topologikus tér, z € X, akkor legyen
T, :={A € P(X) : A kdrnyezete x nek}
(az x kornyezetrendszere). Bizonyitsuk be, hogy VA€ T, :x € A; X €7, ; VA€ T, VAC B:
BeT,; VA BeT,: ANBeT,; YVAc€T, 3BT, Yye B: AcT,.
(Utm.: ha A € T,, akkor B :=int A € T, és barmely y € B esetén A € T,,.)

8. Tegyiik fel, hogy valamely ) # X halmaz esetén minden z € X elemhez kijeloltiink egy olyan
7. C P(X) halmazrendszert, amelyre az el6bbi feladat dllitdsai igazak. Definidljuk ezek utén a
7 C P(X) halmazrendszert tgy, hogy A € 7 <= A =0 vagy Vx € A 3Be€ 7, : B C A.
Igazoljuk, hogy 7 topoldgia X-en és barmely x € X elem kornyezetrendszere éppen 7.

9. Legyen X # (), K C XN x X és

i) V(z,a) € K Vv indexsorozat: (zov,a) € K;
ii) Va € X : ((a),a) € K (ahol az () sorozat minden tagja «).

Azt mondjuk, hogy (X, K) egy Frechet-tér. Nevezziink egy A C X halmazt zdrtnak, ha A = ()
vagy V(z,0) € K,z € AN : a € A. Ekkor 7 := {Y € P(X) : X \ Y zirt} topolégia X-en.
Bizonyitsuk be tovabba, hogy minden topologikus tér Frechet-tér.

(Utm.: legyen K := {(z,a) € XN x X : o limeszpontja z-nek}.)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Mutassunk olyan K-ra vonatkozé X vektorteret és p : X2 — [0,+00) metrikat, amelyre
X 2z +— p(x,0) nem norma.

(Utm.: pl. R-en a diszkrét metrika.)

Tekintsiik az (X, p) metrikus teret, ahol X vektortér K-ra vonatkozéan. Léassuk be, hogy akkor
és csak akkor van olyan |[.|| : X — [0, +00) norma, amelyre p(z,y) = ||z —y| (z,y € X), ha
p(x+ 2,9+ 2) = p(x,y) é p(Az, \y) = (Np(z,y) (z,y,2 € X, € K).

Adjunk példat olyan (X, p) metrikus térre és ||.|| : X — [0,4+00) normdra, hogy |z| = p(z,0)
(z € X), de alkalmas x,y € X elemekkel p(z,y) # ||z — y||.

(Utm.: legyen (X, | -||) normalt tér, p(z,y) = lz=ultllzl=lvll (5 o € 2). Ekkor p metrika,

2
p(x,0) = |lzl| (z € X), de p(z,y) = lz =yl <= llz—yl ==l —Ilyll.)

Igazoljuk, hogy ha az (X, p) metrikus tér szepardbilis, akkor barmely 0 # Y C X esetén az
(Y, p),,) altér is az.

Egy (X, Q, ) mértéktér és 1 < p < 400 esetén lassuk be, hogy (L?, |.||,) akkor és csak akkor
szeparabilis, ha a p mérték szepardbilis, azaz van olyan A, € Q, u(4,) < +oo (n € N)
sorozat, hogy minden A € Q, u(A) < +oo és ¢ > 0 esetén egy alkalmas N > n-nel
p((A\ Ap) U (An\ 4)) <e.

(Utm.: 1d. Simon: Analizis V.)

Az elébbi feladat alapjan mutassuk meg, hogy (€, |.lp) (1 < p < 400) szepardbilis. Lassuk be
ugyanezt a definicié alapjan is, azaz adjunk meg olyan ¢ C ¢, legfeljebb megszdmlalhaté halmazt,
amely mindeniitt strii £,-ben.

Gondoljuk meg, hogy {z € { : R, véges} sliril (altér) fo.-ben, de 15. nem igaz, ha p = +oc.

Adjunk példat olyan (X, p) metrikus térre és olyan a,b € X elemekre, ill. R > r > 0 szdmokra,
hogy Kpr(a) valédi részhalmaza legyen K,.(b)-nek.

(Ijtm.: X = {1,2,3},p(z,z) :=0 (x € X), p(1,2) := p(2,1) := 2, p(x,y) := 1 (egyéb
z,y € X,z #y) esetén. Ekkor K3/5(3) = X és K7/4(2) = {2,3}.)

_J0 (n=m)
Legyen p(n,m) := { 1+ (n+m)~t (n#m)
amelyben van olyan x, € N (n € N) elemsorozat, hogy alkalmas r, > 0 (n € N) szdmokkal
aK,:={keN:pkz,) <r,} (neN)halmazokra K,11 C K,, (n€ N)é N2 K, =10
teljesiil.

(n,m € N). Ekkor (N, p) teljes metrikus tér,

(U'tm.: lassuk be, hogy a térben egy sorozat akkor és csak akkor Clauchy-sorozat, ha
kvazikonstans. Tovabba legyen x,, :=n, r, :=1+1/(2n+1) (n € N).)

Ha (X, |.||) Banach-tér, z, € X,r, >0 (neN)ésa K, :={x € X :|lz—x,]| <r,} (neN)
halmazokra K,+1 C K, (n € N) igaz, akkor NS, K, # 0.

(Ijtm.: Elészor gondoljuk meg, hogy az (r,) sorozat monoton fogyé. Ui. ha valamilyen
N 3 n-re r,41 > 7, volna, akkor £n+1+w € K41\ K, lenne, ami K, 1\ K,, = () mi-

Hxn+1—an
att nem lehet. Ha most mar lim(r,,) = 0, akkor a feladatbeli allitds a megfeleld tételbdl kovetkezik
(Id. Banach-terek Cantor-szerti jellemzése (2.2.1. Tétel)). Ha viszont r := lim(r,) # 0, akkor
tekintsiikk a K, :={x € X : ||z — x,|| <r, —7} (n € N) sorozatot.)
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20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

Mutassuk meg, hogy tetszéleges (X, p) metrikus térben K,.(a) C {x € X : p(z,a) < r}
(a € X,r > 0). Adjunk példat olyan esetre, amikor az elébbi C-ban # van. Végiil ldssuk
be, hogy normalt térben K, (a) = {x € X : p(z,a) <r} (a€ X,r>0).

(Eml.: K,(a) a K,.(a) halmaz (topologikus) lezardsat jelenti.)
(Utm.: diszkrét tér!)
Tekintsiik az (X, ||.||) normaélt teret, legyen a € X,r > 0és () # A C X. Ekkor

i) d(A) :=sup{p(z,y) : z,y € A} = d(A) (az A halmaz dtmérdje);
ii) d(K,(a))=2r

Igaz-e mindez metrikus terekben is?

Tegyiik fel, hogy az (X;,7;) (i = 1,2) topologikus terek kompaktak (azaz X; (i = 1,2) kom-
pakt) és legyen X := X; x Xo, 7 pedig a szorzattopoldgia (1d. 6.). Bizonyitsuk be, hogy az
(X, T) szorzattér is kompakt ( Tyihonov-tétel).

Igazoljuk, hogy a (K", p,) (0 <n € N,1 <p < +00) metrikus térben egy A C K" halmaz
teljesen korldtos volta ekvivalens azzal, hogy A korlétos.

Ha (X, p) tetsz6leges metrikus tér, A C X, akkor A teljesen korldtos <= A teljesen korlétos.

Legyen (X, ||-||) véges dimenzi6s normalt tér, L C X valédi (zéart) altér. Lassuk be, hogy alkalmas
e€ X, ||| =1 elemmel p(e, L) := inf{p(z,e) : x € L} = 1.

(Utm.: a Riesz-lemma (Id. 4.3.1. Lemma) miatt van olyan e, € X, [le,|| =1 (n € N) sorozat,
amellyel 1 > p(ep, L) >1—1/(n+1). A véges dimenzids feltétel, ill. a Bolzano- Weierstrass-féle
kivalasztdsi tétel miatt feltehetd, hogy az (e,,) sorozat konvergens, legyen e := lim(ey,).)

Az X =0, ||z := /D pep lzk]? (2 € X) normalt térben
L:={( )eX'i Tk
' g ek

zart altér, de barmely e € X ||e]| = 1 esetén p(e, L) < 1.

(Ijtm.: (pl.  valds testre vonatkoz6 terekre.) Az L zartsdgdhoz vegyiik észre, hogy ha
h = (1/(n+1),n € N), akkor h € ¢y és L = {x € {1 : (z,h) = 0} (ahol (,) az l-beli
szokdsos skaldris szorzast jelenti). Legyen tovabba e = (e,,) € X, |le]| = 1 esetén pl. ey > 0. Ha
n € N, lp € R, akkor

= (10,0,.,0,00,0,..) €L <= lo+1p/(n+1)=0,

amibol
o0

le =11* = (o = 10)* + (en = 1)+ D €=
n#k=1

1412412 —2(eolo + enln) = 1+ 12 + (n 4+ 1)%12 — 2 (eolo — (n + enlo) =
1+1o ((n®+2n+2)lg — 2(e0 — (n+ 1)ey)

kovetkezik. Mivel e € £y, ezért eg — (n + 1)e, > 0 végtelen sok n-re igaz. Ha n ilyen, akkor

0<ly< % esetén |le — ]| < 1.)
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27

28

29

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Az (X, () euklideszi térben egy =, € X (n € N) ONR (ortonormdlt rendszer) akkor és csak
akkor zért, ha Vo € X : [|z||? = Y 1o, |2(k)|* (ahol &(k) := (z,z) (k € N)).

(Altalénosftott Parseval-egyenl6ség.) Az el6bbi feladatban szereplé barmely zart ONR esetén
Vo,y € Xt (z,y) = 3520 2(R)i(k) (= (2, 9)es)-

Adjunk példat olyan (X, (,)) euklideszi térre és benne olyan z,, € X (n € N) teljes ONR-re,
amely nem zart.

(Utm.: tekintsiik a 26. feladatbeli normalt teret és L alteret. A
h:=1/(n+1),n € N)

jeloléssel élve, ha valamely = € X esetén (z,l) =0 (I € L), akkor x = zoh. Kilénben ui. lenne
olyan k € N, amellyel xy # x1/(k + 1). Legyen ekkor

z:=(-1/(k+1),0,..,0,1,0,0,...)
(ahol tehat z = 1). Nyilvén z € L, azaz
(x,2) =0=—xo/(k+1) + x,
ami nem igaz. Mivel V0 # A € R : Ah ¢ {q, ezért 1 = 0, azaz * = 0. Az L szepardbilis 1évén,

van benne zart ONR, ami a fentiek szerint teljes, viszont nem zart X-ben, ui. L # {;.)

Az (X, p) metrikus térben adottak az A, B C X nem tires, diszjunkt halmazok és tegyiik fel,
hogy A zart, B pedig kompakt. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

p(A, B) :=inf{p(x,y) :x € A,y € B} > 0.

Mutassuk meg egy példaval, hogy ebbdl a szempontbdl a B zartsadga nem elég. Specialisan az is
adédik, hogy barmely () # A C X zdrt halmaz és z € X esetén p(z,A) =0 < 2z € A.

(Utm.: X :=R2,p:=py, A:={(z,0) € X :z € R}, B:={(z,1/z) € X : 2 > 0}.)

Legyen (X, p) egy tetszileges metrikus tér, ) # A C X egy kompakt halmaz. Ekkor Vz € X
Ja € A : p(z,a) = p(z, A). Lényeges-e itt, hogy A kompakt? Mutassuk meg, hogy ha (X, p)
helyett egy véges dimenzids normalt térrdél van szd, akkor az allitasban elegendé azt feltenni,
hogy A zart.

(Utm.: pl. az (£, |.|]2) térben legyen B := {e, = (0,0,...,0,1,0,...) € f5 : n € N} (tehat
ep-ben az (n + 1)-edik poziciéban van 1-es). Ha x := (—=1/(n + 1)), akkor p(z, B) = /1 + ||z]|3,

de Vb € B: p(x,b) > +/1+ |z|3.)

Tekintsiik a (C[—1,1], || - ||oo) normélt teret és legyen f(x) := 22 — 1, g(z) =« (Jz| < 1),
Ly :={ag € C[-1,1] : a € R}, Ly :=={ag+ [ € C[-1,1] : o, f € R}. Szamitsuk ki p(f, L;)-t
(i=1,2).

Bizonyitsuk be, hogy barmely (X, p) metrikus tér és tetszéleges ) # A, B C X esetén p(A, B) > 0
= AN B = 0. Igaz-e az allitds megforditdsa?

Mutassuk meg a torléddsi pontokra vonatkozd kovetkezd jellemzést: ha (X, p) tetszdleges
metrikus tér, ) # A C X, akkor x € A’ <= p(x,A\ {z}) = 0. Specidlisan x € A <=
p(x, A) =0.

Béarmely (X, p) metrikus tér és tetszéleges kompakt ) # A C X halmaz esetén megadhatdk olyan
a,b € A elemek, amelyekkel p(a,b) = d(A).
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

Tudjuk (1d. 5.1.1. Tétel), hogy egy (X,p) metrikus térben valamely kompakt ) # A C X
és ) # B C X kvazikompakt halmaz esetén megadhatdk olyan a € A,b € B elemek, hogy
p(a,b) = p(A, B). Adjunk példéat annak az illusztraldsara, hogy ebbél a szempontbdl a B zartséga
nem elég.

(Utm.: 1d. 31. ttm.)

Valamely (X, p) metrikus tér esetén legyen K(X) := {A € P(X) : 0 # A kompakt}. Lassuk be,
hogy tetszéleges A, B € K(X) halmazokra létezik a d(A, B) := max{p(z, A) : ¢ € B} maximum.

(Utm.: |p(z, A) — p(y, A)| < p(z,y) (2,y € X) és alkalmazzuk a Weierstrass-tételt (Id. 6.1.)
az X 3 x + p(z, A) (az elébbiek szerint (egyenletesen) folytonos) fiiggvényre.)

A 37. feladatbeli jeloléseket alkalmazva bizonyitsuk be, hogy a o : K(X)? — [0, +00),

o(A, B) := max{d(A, B),d(B,A)} (A,Be K(X))
fiiggvény metrika.

Megjegyzés. (A, B) az A, B halmazok un. Hausdorff-tavolséga.

Egy metrikus tér A C X részhalmazanak a kornyezeteit értelmezziik az aldbbiak szerint:
K. (A) :=Uea Kr(a) (r>0). Gondoljuk meg, hogy K, (A) = {z € X : p(z,A) <r}.

A 37 - 39. feladatokat figyelembe véve legyen az (X, p) metrikus tér A, B € K(X) részhalmazaira

[A,B] :=inf{r >0: AC K,(B)}
és mutassuk meg, hogy o(A, B) = max{[A, B|, B, A]}.

(Utm.: el8szor lassuk be, hogy 0 < r < [A, B] esetén r < o(A, B). Ha pedig r > [A, B], akkor
r>d(B,A).)

A 37 - 40. feladatokbdl kiindulva bizonyitsuk be, hogy tetszileges (X, p) teljes metrikus tér
esetén (K(X), o) is teljes metrikus tér.

(Utm.: gondoljuk meg, hogy ha A, A, € K(X) (n € N)és o(An, A) — 0 (n — o0), ak-
kor A = .o Ure,, Ax (=t B). Ha ui. a € A, akkor minden N > n-re van olyan a, € A,
hogy p(a, An) = pla,a,). Ezért p(a,a,) < 0(A,A,) — 0 (n — oo) miatt barmely K(a)-ra
K@)NUZ, Ax) #0 (neN). gy a € B, azaz A C B.

Forditva, ha b € B, akkor alkalmas (v,) indexsorozattal a,, € A,, (n € N) és p(a,,,b) — 0
(n — o00),ill. 0<p(B,A) < pb,A,,)+0(AA,)— 0 (n— oo) miatt p(b,A) = 0. Ezért
b€ A, azaz B C A is igaz. Mutassuk meg, hogy A teljesen korldtos, tehat (1d. 4.2.3. Tétel)
kompakt.

Ha mér most C,, € K(X) (n € N) és o(C,,Cp,) — 0 (n,m — o0), akkor legyen C :=
Moo Ure,, Ci és ldssuk be, hogy o(C,,C) — 0 (n — 00) : barmely € > 0 mellett van olyan
N € N, amellyel d(C,,,C) < ¢, d(C,Cp,) <e (N>n>N).)
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42

43.

44.

45.

46.

Legyen f(x) :=2% g(x):=2 (0<x<1)és L:={ag+becC[0,1]:a,bc R}. Szdmitsuk ki a
p(f,L) = f{Lf — hllow  h € L} = min{|lf — hlloc : h € L}

tavolsagot, azaz oldjuk meg a min{max{|z? — (ax +b)| : € [0,1]} : a,b € R} =? min-maz
feladatot.

Altalénositsuk az elébbi feladatot a kovetkezd értelemben: az ottani f helyett legyen f € D?[a, b],
fr=0,f"=0.

(Utm.: tekintsiik az (a, f(a))-t a (b, f(b))-vel 6sszekdts hir és a vele parhuzamos érinté kozép-
parhuzamosét.)

Mi az approximativ megoldasa a

20 =3
r=1
doe =7

egyenletrendszernek? Keressiik meg tehat azt az x € R szdmot, amelyre

max{|2z — 3|, |z — 1|, |4z — 7|} = min{max{|2t — 3|, [t — 1],|4t — 7|} : t € R}.

Hatérozzuk meg az a,b € R egylitthatékat gy, hogy az l(z) == ax +b (z € R) jeloléssel az
1(0)[* + [1(1/2) — 2* + [1(1) — 1

0sszeg minimalis legyen. Agyazzuk be a feladatot a pont és halmaz tdvolsdiga feladatkorbe
(legkisebb négyzetek mddszere).

Legyen (X, Q, ) mértéktér, 1 < p < +o0. Bizonyitsuk be, hogy (L?, || - ||,) szigorian normalt.
(Gtm.: ha f,g € L2 & | + gllp = |l + llgllp, akkor

||f+g||£=/|f+g||f+g|”‘1 < /|f||f+g|“"1+/|g||f+g|”‘1 <

<</If|p>l/”+ (/ |g|p>1/p> </|f+g|<p_1>s>”s’

ahol 1/p+1/s =1 (1d. Hélder-egyenl6tlenség). Tehdt

1/s
1£ + gl < by + ) (f1£+017) " = (sl -+ Il 17 + gl =1 + ol

” van. BEzért

/|f+g|”‘1(|f|+ gl —1f +gl) =0,

amib6l | f| + g] — | f +g| > 0,|f + g[P~! > 0 miatt

[f+ gl (f1+1gl = 1f +gh) =0
m.m. kovetkezik. Ha A := {f+g = 0}, akkor B-vel jelélve az A komplementerét azt kapjuk, hogy
If+gllp = (fB |f+g|p)1/p < (ld. Minkowski-egyenlétlenség) < (fB |f|p)1/p+ (fB |g|p)1/p <

I £llp + lgllp, azaz a feltételek miatt ezekben a becslésekben is mindeniitt ,=” van. Igy [ S fP=
Salgl? = 0, tehat f(z) = g(x) = 0 (mm. z € A). Mindezt figyelembe véve az el6bbiek

alapjan |f + g| = |f| + |g| m.m. adddik, amibdl meg sign f =sign g m.m. kovetkezik. Tovabb&

Ez azt jelenti, hogy a fenti becslésekben mindeniitt ,=
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47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

a Holder-egyenlétlenség azon mulik, hogy ab < a?/p+b°/s (a,b > 0) és itt ,=" akkor és csak
akkor van, ha aP = b°. Most

N P ]

o 1L g e If +glP~"
£l 191l

IS +glP= s

, valamint b :=

Ezért
[fIP_ If+gl D5 (f+gl?
Iz Mf+gP= s (f +glp

m.m., mas széval

| f] |f + gl

£l 11f + glly

m.m. és u. ez f helyett g-vel, amibdl azt kapjuk, hogy |f|/||fll, = |gl/llg|lp- Tehdt mindent
figyelembe véve

_ I flls

7=l

m.m. (Nyilvan feltehetd, hogy [|f||p, [lg]l, mindegyike pozitiv.))
Gondoljuk meg, hogy az (¢1,||.]l1), (loo, ||-]|c), (Cla, b], ||-]|cc) terek nem szigorian normaltak.

Legyen (X, p) kompakt metrikus tér, f, : X — R, f, € C, fu < fur1  (n € N) (vagy

frn = fay1 (n € N)). Tegyiik fel, hogy az (f,) fiiggvénysorozat pontonként konvergal egy
folytonos fliggvényhez. Bizonyitsuk be, hogy a konvergencia egyenletes (Dini-tétel).

(Ijtm.: 1d. Székefalvi-Nagy B.: Valds fiigguények és fiigguénysorok.)

Mutassuk meg, hogy barmely ¢ > 0 szdmhoz van olyan P polinom, amelyre |P(x) — |z|| < €
(x € [-1,1)).

(Ijtm.: 1d. Székefalvi-Nagy B.: Valds figguények és figgvénysorok.)

Bizonyitsuk be, hogy ha —co < a < b < 400, f € Cla,b] és € > 0, akkor 1étezik olyan P polinom,
hogy |f(z) — P(x)| <e (x € [a,b]). (Weierstrass-féle approximaciés tétel).
(Ijtm.: 1d. Szdkefalvi-Nagy B.: Valds figguények és figguénysorok.)

Valamely (X, |.];) (¢ = 1,2) normalt terek és A € L(X;, X2) linedris operdtor esetén
Ae L(Xy,Xs) < VY CX,,Y korlatos: A[Y] korlétos.

Adottak az (X, ||l.|l;) (i = 1,2) normalt terek és az A € L(X1, X5) operator. Léassuk be, hogy
|A]| = sup{||Az||2 : * € X1, ||z||1 < 1}. Adjunk példét arra az esetre, amikor a ,sup” helyett nem
irhaté ,max”. Mi a helyzet akkor, ha X; véges dimenziés?

Bizonyitsuk be, hogy ha (X, (,)) euklideszi tér, A € L(X, X), akkor

uAuzmm{“A%y”:%yexx{m}.

]l [yl

Tekintsik az X1 := Xo := C[~1,1] tereket, az ||f|[1 = [|flloos |fll2 := [, [f] normékat és
az Af .= f(0) (f € C[-1,1]) operatort. Mutassuk meg, hogy A € L(X;,R) (i = 1,2),
Ae L(X;,R),de A¢ L(X2,R). Mennyi az A € L(X;,R) operédtor norméja?
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55. Ha (X, |.[) := (C[0, 1], [[-lc) és

- k
Bpf(z) =Y (n)f (—) F(1—2)"*  (feCl0,1,neN,ze0,1))
— k n
(Bernstein-operdtor), akkor B,, € L(X, X) és ||B,|| = 1.
56. Valamely —0o < a < b < 400, a < Tpg < Tpi < oo < Tpp < b (n € N) esetén legyen
Lof =Y f@a)lnr  (f € Cla,b],n €N),
k=0
ahol [,; (n € N,j = 0,...,n) az x,,-kra vonatkozé j-edik Lagrange-féle alappolinom. Milyen
Tnk-k esetén lesz [|L;]| (i =0,1,2) (1d. 6.3.2. iv) megjegyzés) a legkisebb?

57. Legyen Xy := C*[0,1], X5 := C[0, 1], [|f]l := [ fllso: llgll2 == llglle (f € X1, g € X5). Lassuk
be, hogy ha Df := f' (f € X1), akkor D € L£(X1, X5) \ L(X1, X2). Médositsuk a |.|[; normét a
kovetkezéképpen: [|fll1 == ||flloc + ||f'llcc (f € X1). Ekkor D € L(X;, X5) és || D|| = 1.

58. Tekintsitk az Xy := Xy := C[0,1], | fll1 := || flloo, |1 fll2 == fol |f| (f € C[0,1]) definiciéval értel-
mezett (X, |.][;) (¢ =1,2) normalt tereket. Legyen 0 < a < b <1és A;f := f;f (f € X;)
(1 =1,2). Igazoljuk, hogy A; € L(X;,R) (i =1,2)és ||A1]| =b—a, ||A2| =1.

59. Tegyiik fel, hogy az (X, (,)) euklideszi térben adott egy véges ) # Y C X ONR és legyen
Axv =3 cy(z,y)-y (2 € X). Mutassuk meg, hogy A € L(X, X) és [|Af| = 1.

60. Adott —oco < a < b < 400 mellett legyen (X, ||.||) := (Cla,b],|.]|s) és tegyiik fel, hogy az

A € L(X, X) operator pozitiv, azaz barmely 0 < f € X esetén Af > 0. Bizonyitsuk be, hogy ha
e(xr):=1 (x € [a,b]), akkor ||Al = || Ael/c-
(tm: f e X = |f] < |flloc-e, azaz |flloce—|f| 20 = 0< A(|flloc-e—|f]) =
[flloo- Ae = A(f]) = A(|f]) < [Iflloc- Ae. De —|f| < f < [f| = —A(lf]) < Af < A(If]),
azas [Af] < A(J) = [Af] < |fllc: Ae, tehdt [Afloe < (/o | Acllo 5 itt f = exe
egyenléség van.)

61. A B, (n € N) Bernstein-operdtorokrdl (1d. 55. feladat) mutassuk meg, hogy lim(|| By, f— f|oc) =
0, ha f legfeljebb masodfoku polinom.

62. Az 60. feladatban értelmezett A € L(X,X) pozitiv operatorrdl lassuk be, hogy |A(fg)| <

VA2 VAg?) (f.g9 € X).
(Utm.: (F+ 292 20 (A€ R) — 0< A((f+Ag)%) = \2A(g?) + 20A(fg) + A(f?), azaz
minden z € [a, b] esetén A\2A(g?)(z) +2XA(fg)(z) + A(f?)(z) > 0, ill. u. ez f és g felcserélésével.
Ha pl. A(g?)(x) > 0, akkor az elébbi (A-ra nézve) masodfokt polinom diszkrimindnsa nem lehet
pozitiv, stb.)

63. Legyen (Xi,||.|l1) Banach-tér, (Xo,|.||2) normalt tér, A € L(X;,X2) és ||z := ||z|1 + [|Az]2
(z € X1). Mutassuk meg, hogy X; 3 = — ||z|| norma és (X1, ||.||) Banach-tér.

64. Bizonyitsuk be, hogy az ({x € lo : limx = 0}, || - ||oc) térben van (Schauder-) bazis.

65. Valamely (X, ||.||) normalt tér esetén lassuk be, hogy VA € L(K,X) Jla € X : Az = za

(z € K) és [[All = [la].-
(Utm.:VzeK:zx=1-2 = Az =z - Al, stb.)
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66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

Terjessziik ki a 65. feladatbeli allitdast: 0 < n € N és jellemezziik az L(K™, X)) teret (K"-en a
yszokasos” ||.|l; (¢ = 1,2, 00) normékat vezetve be).

Tekintsitk az (X, |.||) normélt tér és az f € X* korldtos linedris funkcional esetén az
L:={z € X : f(x) = 0} magteret. Bizonyitsuk be, hogy Vz € X : | f| - p(z,L) = |f(z)].

(Ijtm.: f = 0 esetén a dolog trivialis, kiilénben
VieL:[f(z)|=|f(z =D <[f]- ]z =1,

azaz |f(x)| < ||f|l-p(z,L). Tovdbba Vz € X, ||z]| = 1, f(2) # 0 : x — f(x)z/f(2) € L, igy
pz, L) < |f(2)z/f(2)| = |f(2)/[f(2)] = [f(2)] < [f(@)|/p(x, L), ezért || fI| < [f(x)|/p(x, L).)

Az (X, |.]]) :== (C[0,1],]| - ||oc) normalt tér esetén tekintsiik az aldbbi leképezéseket: A;f(t) :=
tf(t), Aaf(t) == f(0) +t-f(1), Asf(t) == f(t2), Auf(t) = [y [, Asf(t) = [y e f(x)dz
(f € X, t € [0,1]). Mutassuk meg, hogy A; € L(X) (i = 1,2,3,4,5), és szamitsuk ki a
széban forgd operatorok normait.

Egy (X,]|.||) normalt tér és f € X* esetén legyen L az f magtere (1d. 67. feladat). Tegytik fel,
hogy X \ L # () és x € X \ L olyan, hogy egy alkalmas y € L elemmel p(z, L) = ||x — y||. Lassuk
be, hogy ekkor van olyan z € X, ||z|| = 1 elem, amellyel |f(z)| = || f]|-

(Utm.: 1d. 67. feladat.)

Az el6z6 feladatbeli normdlt tér és 0 # f € X* funkciondl mellett legyen most L :=
{z € X : f(x) = 1}. Bizonyitsuk be, hogy ha m := inf{||z|| : € L}, akkor m- || f| = 1.

(Utm.: Ve e L:1= f(z) < || |z|, azaz 1/||f|| < m. De Vz € X, f(z) #0: z/f(z) € L,
azaz m < ||z/f(2)|| = ||zl|«/|f(2)|, ezért | f(z)| < ||z]|/m, amibSl mar || f|| < 1/m kovetkezik.)

Legyen X = {z = (z,) € loo : limz = 0}, || := |||l és f(2) :== Y pepzk2™® (z € X).
Bizonyitsuk be, hogy f € X* és ha L az f magtere, akkor barmilyen x € X \ L elemet is adunk
meg, ehhez nem létezik olyan y € L, amellyel p(z, L) = ||z —y|| igaz lenne. Mennyi az f norméja?

(Ijtm.: a 64. feladatra hivatkozva okoskodhatunk indirekt médon. Legyen tehat x € X \ L
olyan, hogy egy alkalmas y € L elemmel p(z, L) = ||z — y||. Ekkor lenne olyan z € X, ||z|| = 1,
hogy 1£(2)] = IfIl- De Ifll = 2 (ui. egyrésnt [f()] < [t S22 F = 2llloc (¢ € X).
masrészt f((1,1,...,1,0,0,...)) = 027" < ||lf (neN))és Vz=(2,) € X, ||z]| = 1
IneN: |z, <1 = |f(2)| < X277 =2)

Az (L3, ].]|2) normélt tér és valamely A\, € K (n € N) egyiitthaték esetén tekintsiik az Az :=
(Anzn) € KN (z = (1,) € £3) leképezést. Ekkor A € L({y, KN). Mikor igaz, hogy A € L({q,{3)?
Milyen esetben lesz A € L({s,/5) és ekkor mennyi az A norméja?

Mutassuk meg, hogy ha az ({1, |.||1) tér esetén f,(z) := z, (n € N, z = (x3) € (1), ak-
kor f, € ¢ (n € N). Szdmitsuk ki az f, (n € N) funkciondl norméjat. Igazoljuk, hogy
Va €l : (fn(z)) konvergens, de nincs olyan f € ¢5, amelyre lim(||f — f,||) = O lenne.

Az 56. feladat jeloléseit megtartva tekintsiik az L, (n € N) Lagrange-féle interpoldcids operd-
torokat és legyen

Pn:={P,, € Cla,b]: P legfeljebb n—edfokti polinom} (n € N).

Bizonyitsuk be, hogy ha f € Cla,b] és f-re teljesil a lim (p(f,Pn)- ||Ln||) = O feltétel, akkor
Hm([[f = Lnflloc) = 0.
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75.

76.

(Gtm.: VP € Py |If = Luflloo < If = Plloo + I1P = Laflloc = Ilf = Plloot |ILa(f = P)lloc <
(L+[LnlD-If = Plloo, amib8l [|f — L flloo < (14 [[Lall)- p(f,Pn) (0 € N) kivetkezik.)

Megjegyzések.

i) Van olyan C' > 0 konstans, hogy ||L,|| > Cln(n+2) (n € N) (1d. Faber-Bernstein-tétel).
Ezért a lim (p(f, Pn)- || Lnl||) = 0 egyenléséghez sziikséges, hogy lim (p(f, Pn)-In(n+2)) =0,
azaz p(f,Pn) =0(1/In(n+2)) (n— o0) legyen (azaz p(f,P,)-In(n+2) -0 (n— c0)).

ii) Ismert (1d. Jackson-tétel), hogy egy alkalmas ¢ > 0 konstanssal p(f,Pn) < cw(f,1/n)
(0 <n € N) (ahol w(f,d) :=sup{|f(x) — f(y)|: xz,y € [a,b],|x —y| < I} (§ >0) az f foly-
tonossdgi modulusa). Tehdt w(f,d) =o0(1/In(1/5)) (6 — 40) (azaz w(f,d)-In(1/0) — 0
(0 — +0)) elegendé ahhoz, hogy lim(||f — Ly f|loc) = 0 legyen (Dini-Lipschitz-feltétel).

Tovabbra is az 56. feladatra hivatkozva gondoljuk meg, hogy ha z € [a, b], akkor V f € Cla,b] :
f(z) =lim (L, f(z)) <= sup{d ,_o|lnk(z)] : n € N} < +o00 (Hahn-tétel).

(Utm.: szamitsuk ki az Cla,b] 3 f — L,f(z) (n € N) Lagrange-funkciondl normajat, és
alkalmazzuk a Banach-Steinhaus-tételt (1d. 6.6.3. Tétel).)

Megjegyzések.

i) Az dtmutatéban szereplé funkciondl egy kvadratira (ld. 6.2.), amelynek a stlyai I, (z)-ek
(k=0,..,neN).

ii) Barmely x,r (k=0,...,n € N) alappontrendszer esetén van olyan x € [a,b] és f € CJa,b],
hogy az (L, f(x)) sorozat divergdl (Bernstein). SOt, f ugy is megvalaszthat6, hogy az
(Ln f(z)) sorozat az [a, b] intervallum majdnem minden pontjaban divergdl (Erdds- Vértesi).

Tegyiik fel, hogy az 56. feladatban szereplé x,, (kK = 0,..,n € N) alappontok egy, az

[a, b]-n értelmezett r sulyfiggvényre ortogondlis (P,) polinomsorozat gyokei, azaz f; P,P,r=0
(n #m € N) és P,(xnx) =0 (k= 0,...,n € N). Mutassuk meg, hogy Vf € Cla,b] :

lim (f; r(f — Lnf)2) =0 (Turdn-Erdés).
(Ijtm.: mivel f: Luklnjtr =0 (j # k=0,...,n € N), ezért minden olyan @, € P, (n € N)

sorozatra, amelyre im(||f — Qnl|oc) = 0, igaz az, hogy

b b
/r(f—Lnf>2=/ ¥ (f = Qn+ La(Qn — f))? <

2 (/:r(f — Q) +/:r<Ln<@n —f))2> ,

ahol Vg € Cla,b] :

n

b b 2 b n b n
[ iz = [ r<zg<xnk>znk> — [ 3 Pt < Dol [ 3ot -
a a k 0 k:()

k=0 @ = @

b n 2 b
2 2
lglP%- / (St ] =Nl / ,
a kZO a

tehiit [, r(f = Laf)® < 4| = QullZ: [ 7 =0 (n—o0).)

Megjegyzés. Ha infR, > 0, akkor konnyen belathaté mdédon az is igaz, hogy
. b . b

tim (J2(f ~ Laf)?) = tim ([ 1 ~ Lof]) = 0.
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e

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

Legyenek adottak az (X, ||.]|;) (¢ = 1,2) Banach-terek és tegyiik fel, hogy valamely ) # N C N
indexhalmazzal U, € L(X1,X2) (k€ N,n € N). Bizonyitsuk be, hogy ha minden N 3 k-ra
sup{||Unk|l : n € N} = 400, akkor Jx € X1 Vk € N : sup{|Unrz|]2: n € N} = +o0.

(Utm.: Yy, := {2 € X1 : sup{||Unrz|2 : n € N} < 400} (k € N) elsé kategéridji halmaz (1d.
6.6.1. Tétel)), ezért YV := Uren Yy is az, de X7 nem ilyen (1d. Baire-tétel (2.2.2. Tétel).)

Legyen (X, ||.[l+) := (Cor, |l.lloc), @ € R és @ f := S, f(x) (n €N, f € Cay), ahol S, f az f
fiiggvény Fourier-sordnak az mn-edik részletosszege. Lassuk be, hogy a @SC) (n € N) Fourier-
funkciondlra az alabbiak igazak: &) € X*, H(ID,(f) | = 027r |D,,| (n € N) (itt D,, jeloli az n-edik
Dirichlet-féle magfiiggvényt, azaz S, f(x) = 027r f(t)Dy(x —t)dt).

Bizonyitsuk be, hogy barmely () # D C R legfeljebb megszémldlhaté halmazhoz van olyan
f € Cy, fiiggvény, amelynek a Fourier-sora minden D-beli pontban divergdl (Fejér-tétel).

(Utm.: gondoljuk meg (Id. 78.), hogy alkalmas C' > 0 konstanssal ||<I>${E)|| > Cln(n+ 2)
(n € N). Legyen D = {z, € R : k € N}, ahol N C N egy legfeljebb megszdmldlhaté halmaz.

frjunk ezek utén 77.-ben X := Cop-t, Xo := Reet, ||l|[1 1= |[-|loc-t, ||.l]2 == |-]-et, Upp := Bt
(neN, keN).)

A B,, (n € N) Bernstein-operatorokrél (Id. 55.) mutassuk meg, hogy ha hj(x) := 27 (z € [0,1],
j=0,1,2), akkor lim(||B,,h;j — hj|le) = 0.

Legyen (X, (,)) euklideszi tér, L; C X teljes altér, P; : X — L; projekcié (i = 1,2) (1d. 5.3.3.
iv) megjegyzés) és tegyiik fel, hogy Va € X : (Pyx, Pox) = 0. Mutassuk meg, hogy ekkor P, P, :=
PioP,=0 (azaz Ve X : Pl(PQ.IL') :0)

(Utm.: Vo € Ly : 0 = (Piz, Pyx) = (Pyz, ), ezért |Prz|® = (Piz,z) = 0, igy Vo e X :
P1 (PQJ}) = 0)

Az el6bbi feladat jeloléseit hasznalva lassuk be, hogy L1 L Ly <= Vz € X : (Piz, Pox) =0.
(Ijtm.: a szikségesség nyilvanvald, az elégségességhez pedig vegylik figyelembe, hogy
Vo€ Li,y € Ly : (x,y) = (Piz, Pox) = 0.)

Adott egy (X, (,)) Hilbert-tér és benne egy zart L C X altér. Jeloljiik P-vel az L-re val6 projekciot
és legyen A € L(X, X). Bizonyitsuk be, hogy

i) AP=A = L+t Cc{reX:Az =0}

) PA=A — R4 C L

iii) AP=PA = A[L] C L és A[L'] C L*;

iv) irhatunk-e az elébbiekben ,C” helyett egyenldséget?

ii

A 81. feladatbeli jelolésekre hivatkozva gondoljuk meg, hogy ||P1 — P < 1,ill. Lyl L; <
Py + P, projekci6 = ||P; — P|| = 1. Szemléltessiik a feladatot R?-ben.

(Ijtm.: barmely P : X — X projekcié és x € X esetén
1P(22) — z|* = [|(Pz — ) + Pz|* = ||Pz — 2|* + || Pz|* = ||z]%,
ezért

[Pz — Pox|| = |Prz — /2 + 2/2 — Pox|| < ([P1(22) — x| + [lz — P2(22)[]) /2 = |[=]].)
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

Az (X, (,)) euklideszi térben tekintsiik az L C X alteret, és mutassuk meg, hogy L C (LL)J‘,
ill., ha L teljes, akkor (LJ-)J' = L. Igaz-e az utobbi egyenléség akkor is, ha L nem teljes?

(Utm.: = € (LL)l < Vye€Lt:(z,y) =0, ami minden x € L esetén igaz —>
L C (LJ-)J' Forditva, ha L teljes, akkor V x € (LJ-)J' cx = x1 + X9, ahol z1 € L, 29 € L.
Tehdt ||z]|* = (z,2) = (z,21) < [[z]- |21, azaz [|z1]| > [|z]. Ugyanakkor [|z[|* = [lz1]|* + [[z2||?,
amibél H:L’QH =0, igy x = x1 € L kovetkezik. Ezért (LJ-)L C L. Legyen X := {5, L := {7, ekkor
=) =t ={0} = () ={0}=b6#0)

Legyen (X, (,)) Hilbert-tér, L C X zart altér és f € L* (azaz f korldtos linedris funkciondl L-en).
Bizonyitsuk be, hogy ekkor egyértelmiien adhaté meg a Hahn-Banach-tételben (1d. 6.5.1. Tétel)
szerepld kiterjesztés, tehat olyan F' € X* funkciondl, amelyre F|, = f és [[F'|| = || f|.

(Ijtm.: az idézett tétel alapjan tudjuk, hogy van ilyen F. Viszont a Riesz-reprezentécids tétel (1d.
6.4.1. Tétel) miatt 3|be X,a € L: f(x) = (r,a) (x € L), ill. F(z) = (z,b) (z€ X). Ezért
Vo€ L:(x,a—b) =0.A Riesz-felbontds (1d. 5.3.3. Tétel) miatt b = by +bo, ahol by € L, by € L*,
igy az elébbiek szerint Vx € L : (r,a — by — by) = 0. Ezért az x := a — by véalasztéssal
(a—bi,a—by) =0, azaz a = by. Tovabbé |[F|| = [b] = v/Tbi[Z+ Tl = +/Tal2 + [Eal? =
I £l = llal|, amibdl by = 0 kovetkezik. Végiil tehdt a = b.)

Az (X,(,)) Hilbert-térben tekintsitk az L C X zart alteret. Ellendrizziik, hogy Vo € X :
p(z, L) = max{|(z,y)| : y € L+, [ly] = 1}.
(Utm.: |(z,y)| = |(x — Pz,y)| < |z — Pz| = p(z, L), ahol P az L-re valé projekci6. Tovabba

x ¢ Lesetén y = =5 € L+, |ly| = 1, azaz |(2,y)| = |(a — Pr,y)| = |z — Pal| = p(a, L).)

Az X = R%|(z,9)|l« = |z| + |y| ((z,y) € X) normalt tér esetén tekintsik az
Y := {(z,0) € X : x € R} alteret és az f(x,0) := z ((2,0) € Y) funkcionélt. Lassuk be,
hogy f € Y*, | f|| = 1. Hatdrozzuk meg az sszes olyan F' € X* funkciondlt, amelyre F}, = f és
|F|l = f]] (x6viden: f C F') teljesiil.

(Utm.: tudjuk, hogy F € X* <= 3Ja,be R VY(z,y) € R?: F(z,y) = az + by. Bzért
F(z,0) =azx = f(z,0) =2 (x € R) miatt a = 1. Tovabba |F(z,y)| = |z + by| < |z| + |b] |y| <
max{L, [b|}- [[(z,y)ll«  ((z,y) € X), azaz ||F|| < max{1,[b]}. De [F(z,0)| = |z| = [|(z,0)],
ey IFI > 1, il 1F(0,9)] = [b'lyl = [l 0,9)ll., amibél meg |F|| > [b] adédik. Tehat
[F]l = max{1,[b]} = [[f[ =1 <= [b|<1.)

Mi van akkor, ha az el6z6 feladatban ||(z,y)|« := max{|z|,|y|} (z,y) € X)?

Legyen (X, ||.||s) :== (R?,[|-[|2), Y := {(=,y, PeX v=y=2zlésflry2) = ((z,y,2)€Y).
Igazoljuk az aldbbiakat: f € Y*, || f] = 7— Adjuk meg az Gsszes olyan F' € X* funkcionélt,

amelyre f C F.

Médositsuk az eléz6 feladatot a kovetkezOképpen: Y = {(z,y,2) € X : x +y + z = 0},

flz,y,2) =ax+y ((z,y,2) €Y). Ekkor | f| = \/g Adjuk meg most is az Gsszes F € X*,

f C F funkciondlt.

Legyen (X, ||.||) normélt tér, x,,,z € X (n € N) és tegytk fel, hogy V f € X* : f(z) = lim(f(z,))

(azaz az (x,,) sorozat gyengén konvergdl x-hez: LIM (x,,) := x). Igazoljuk az aldbbi allitasokat:
i) lim(z,) =2 = LIM (z,) = z;

ii) az el6bbi kovetkeztetés forditva nem igaz;
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93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

iii) a LIM (z,) gyenge limesz egyértelmiien létezik;

iv) ha LIM (y,) is létezik, akkor Va € R : LIM (ax,, + y,) = a- LIM (x,,)+ LIM (y5 ).

Tegyiik fel, hogy 87.-ben (X, ||.||) véges dimenziés. Ekkor LIM (z,,) = =z <= lim(z,) = x.

A 92.-beli jeloléseket hasznédlva mutassuk meg, hogy a gyengén konvergens (z,,) sorozat korldtos
és ||z|| < liminf(||z,]).

(Utm.: legyen ®,(f) := f(zn),®(f) := f(z) (n € N, f € X*), ekkor ®,, ® € X** és
lim(®,(f)) = ®(f). Alkalmazzuk a Banach-Steinhaus-tételt (1d. 6.6.3. Tétel).)

Legyen 92.-ben L := L({z,, € X : n € N}) és gondoljuk meg, hogy = € L.

(Ijtm.: indirekt okoskodva tegyiik fel, hogy x ¢ L. Ekkor - 1évén L zért altér - lenne olyan f € X*
funkciondl, amelyre f(z) =1és f(t) =0 (¢t € L). Tehat erre az f-re lim(f(z,)) =0# f(z) =1
lenne, ami nem igaz.)

Tekintsiik az (X, |.||) := (¢2,].]2) normalt teret és legyen x,, = (zpi,k € N), x = (z1) € X
(n € N). Bizonyitsuk be, hogy LIM (z,,) =+ <= (x,) korldtos és Vk € N : lim(x,x) = z.

(Utm.: 1d. Kolmogorov-Fomin-kényv.)

Megjegyzés. Belathat6, hogy (41, ||.]|1)-ben a gyenge konvergencia ekvivalens a konvergencidval
(Schur-tétel).

Tegytik fel, hogy az (X, ||.||) Banach-tér reflexiv (1d. 6.5.4. i) megjegyzés) és f, f € X* (n € N).
Léassuk be, hogy ekkor LIM (f,,) = f <= Vz € X :lim(f,(z)) = f(x).

Igazoljuk a gyenge konvergencia aldbbi jellemzését tetszoleges (X, ||.||) normalt tér esetén:
LIM (z,) = ¢ <= (z,) korldtos és JY C X* zdrt rendszer, hogy lim(f(z,)) = f(z)
(feY).

Legyen (X, (,)) Hilbert-tér. Ekkor:

i) LIM (zy,) = z és lim(||z,]|) = ||z|| = lim(z,) = z;
ii) LIM (z,) = x és lim(||z,|) < ||z|| = lim(z,) = x;

ili) LIM (z,,) = 2 és ||zy] < ||z]] (n € N) = lim(z,) = x.
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100.

101.

102.

103.

104.

105.

Egy (X, ||.||) normalt tér, § # A C X* véges halmaz és £ > 0 szdm esetén legyen
Kd ={zeX:|f(x)|<e (f €A}

Lassuk be a kovetkezdket:

i) minden K halmaz nyilt és 0 € K4;

i) a KA(2) := 2+ KA (2 € X,0 # A C X* véges) halmazok (gyenge kirnyezetek) eleget

tesznek a kornyezetrendszerrel kapcsolatos kivanalmaknak (1d. 7. feladat);
i) KA(2) ={z e X :|f(2) — f(x)|<e (f€ A} (€ X,0# AC X* véges);
iv) legyen z € X,

T ={KA2) € P(X):e>0,0#AC X*, Avéges}

és T* a T (z € X) kornyezetrendszer &ltal indukalt topolégia X-ben (1d. 8. feladat)
(az X gyenge topoldgidja). Ekkor (X,7T*) To-tér és ha T jeloli az (X, ||.||) tér topolégiajat,
akkor 7% C 7T (azaz T* gyengébb, mint 7T );

v) legyen z,,,x € X (n € N), akkor LIM (z,,) =2 <= VK €T :z,€ K mm. n¢cN.

Megjegyzés. Hae > 0,0 #Y C X, Y véges, akkor legyen
KY :={feX":|f(x)|<e (zeY)},

ill. g € X* esetén KY (g) := g+ KY (a g gyenge kirnyezete). A fentiekhez hasonléan lathaté be,
hogy 7, := {KY(9) e P(X*):e>0,0#£Y C X,Y véges} is eleget tesz a kornyezetrendszerrel
szembeni kivdnalmaknak. A 7* (g € X*) dltal (X*-ban) indukalt 7** topoldgiat az X* gyenge
topologidjanak nevezziikk. Nem nehéz beldtni, hogy ez részhalmaza az X* gyenge topolégiajanak
(azaz anndl gyengébb), ill. reflexiv tér esetén a ketté megegyezik.

Legyen (X, |.||) reflexiv Banach-tér, x,, € X (n € N) és tegyiik fel, hogy barmely f € X* esetén
az (f(zy)) sorozat konvergens. Lassuk be, hogy ekkor az (x,) sorozat gyengén konvergens.

Megjegyzés. Egy (X, ||.||) normélt tér gyengén teljes, ha barmely =, € X (n € N) esetén igaz
a kovetkez6 ekvivalencia: (x,) gyengén konvergens <= Vf € X*: (f(x,)) konvergens. A
feladat szerint tehat minden reflexiv Banach-tér gyengén teljes. fgy pl. minden Hilbert-tér vagy
barmely (L?,||.]l,) (1 < p < +00) tér gyengén teljes. Megmutathatd, hogy (41, ||.||1) gyengén
teljes, bar nem reflexiv.

Igazoljuk, hogy az (%, := {z € l, : limx = 0}, ||2]| := ||7]|ec (2 € %) definiciéval értelmezett
(09, || - I|) tér nem gyengén teljes.

Tegyiik fel, hogy az (X, |.||:) normélt terek esetén az A,, € L(X1,X2) (n € N) operatorsorozat
olyan, hogy egy alkalmas A : X; — X5 operatorral LIM (A,z) = Az (x € X1). Gondoljuk meg,
hogy ekkor A € L(X1,X2), sét, ha A, € L(X;1,X2) (n € N) és (Xy,].]1) Banach-tér, akkor
Ae L(Xl, XQ)

Adottak az (X;,|.|};) normalt terek és az x,, € X1 (n € N) sorozat gyengén tart valamely
Xi-beli z elemhez. Lassuk be, hogy ekkor barmely A € L(X;, X2) operatorra LIM (Ax,) = Az.

Tegyiik fel, hogy a 104. feladatban szereplé A operdtor egyben kompakt is (1d. 6.7.), és bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor LIM (z,) = ¢+ = lim(4x,) = Ax.

(Utm.: feltehet, hogy # = 0 és okoskodjunk indirekt médon: (Az,) nem tart
0-hoz. Ekkor van olyan m > 0 konstans és olyan (v,,) indexsorozat, hogy [|Ax,, |2 >m (n € N).
Feltehet6 tehat rogtén az is, hogy [|Az,|2 > m  (n € N). Mivel (z,) korldtos és A kom-
pakt, az is feltehet8, hogy (Az,) konvergens, legyen z := lim(Ax,)(€ X2). Tehdt Vf € X3 :
f(z) =lm(f(Azy)) = lim(f*(x,)) = 0 (ahol f* € X7), ami nyilvan ellentmond ||z||2 > m-nek.)
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106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

A 68. feladatban szerepl6 operdtorok koziil melyik kompakt?

Valamely (X, ||.||) normélt esetén egy A C X halmazt nevezziink gyengén kompaktnak, ha bérmely
x : N — A sorozathoz van olyan v indexsorozat, amellyel x o v gyengén konvergens. Mutassuk
meg, hogy ekkor A korlatos. Igaz-e mindez forditva?

(Ijtm.: tekintsiik ¢1-ben a (0,0, ...,0,1,0,...) alakd elemek sorozatét.)

Nyilvan minden kompakt halmaz gyengén kompakt. Mutassuk meg, hogy ez forditva nem igaz.

(Utm.: tekintsiik £5-ben a (0,0, ...,0,1,0, ...) alaku elemek halmazat.)

Legyen (X, |.][;) (i = 1,2) normélt tér, A € L(X;,X2). Ekkor igaz az aldbbi ekvivalencia:
JA tés A7 € L(Xy, X)) <= A sziirjektiv és alkalmas m > 0 szdmmal ||Az|s > m|z|;
(x S Xl)

Tegyiik fel, hogy (X, |.||«) Banach-tér, A € L(X,X) és ||A]| < 1. Legyen Iz :=z (v € X) és
mutassuk meg, hogy I — A invertdlhat6, (I — A)~! € L(X,X) és ||[(I — A) 7L < (1 - |A|)~ .
(Utm.: V 2 € X @ Vo := Y0 A% € X, ul. || 3200, 4% < S0 A |z =
(1 —]|A|)~ ||z]] < +oo. Ezért V € L(X, X), V]| < (1= ||A|)~!. De Vz € X : V (z — Az) =
Ve—V(Az) =3 AMe—> | A"z = x, azaz V sziirjektiv. A most mondottak miatt y € X
esetén (I — A)(Vy) =y, amibdl V injektivitdsa is nyilvdn kovetkezik. Ezért V=1 =1 — A.)

Bizonyitsuk be, hogy ha (X, |.]l;) (i =1,2) Banach-tér, akkor
Lo(X1, Xo) :={A € L(X1,Xs) : A7 € L(X4, X)}
nyilt halmaz L(X;, Xs)-ben (az ||.| operdtornormdra nézve). Nevezetesen, ldssuk be, hogy ha

Ac€ LO(Xl,XQ), B e L(Xl,Xg) és HBH < HA_1H_1, akkor A+B € L()(Xl,Xg) és H(A+B)_1H <
[ATHA = ATEBI) < AT (A = A 1Bl

(Utm.: alkalmazzuk az eléz6 két feladatot.)

Valamely (X, ||.||) Banach-tér és A € L(X, X) esetén igazak az aldbbiak:
i) Jay = lm({/[|A"|]) és aa = inf{ {/[|A"] : 0 <n € N},

ii) aa <1 esetén a » (A™) operatorsor konvergens;
iii) g > 1 esetén a ii)-beli operatorsor divergens;

iv) a > (A™) operatorsor konvergens <= dn e N:|A"] < 1.

(Utm.: legyen a := inf{ {/[A*[[ : 0 < n € N}. Ekkor Ve > 032 <m € N: ®/[[A"[ < a+e. Le-
gyen M := max{1, ||A], ..., [|]A™|}. Han € N, akkor 3|k, € N, l,, = 0,....m—1:n = kym+l,,
i 3/ = /[ A (AP < 4/ [AR AT < MY A [n/n & N1 (g 1 )1~/ Do
m(MY"™(a + e)'=n/") = a + ¢, ezért alkalmas N € N mellett minden N < n € N esetén
MY"(a+e)' /" < a + 2. Tnnen (a <) ¥/]|A"|| < a + 2¢ mér kivetkezik.)

Legyen adott a (valds) (X, ].||) := (Cla,b],||.|lc) normdlt tér, Af(z) = x- f(z) (f € X,
x € [a,b]) (ahol —oo < a < b < +00). Bizonyitsuk be, hogy A € L(X, X) (1d. kvantummechani-
ka helyzetoperdtora), A-nak nincs sajatértéke, s6t, az A spektruma=: Sp A = [a, b] (1d. 6.7.3. vii)
megjegyzés).

(Utm.: igazoljuk, hogy VA € R: J(A—X)"1és )\ ¢ [a,b] esetén (A — A)~! e L(X,X),
azaz Sp A C [a,b]. Tovabba, ha A € [a,b], akkor D q_»;)-1+ # X, tehdt Sp A = [a, b]. Nyilvan
VAela,b]:z f(z)=Af(x) (z€]a,b]) <= [f=0, azaz X nem sajatérték.)
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114. Legyen A € L({s,05), Ax := (0,20, 21,...) (x € {3). Hatdrozzuk meg Sp A-t.
115. Az X :=C[-1,1],|.|| := ||-]loo (valés) normdlt tér esetén tekintsiik az
Af(@) = f(—2) (f€X,|al < 1)
modon értelmezett (nyilvan) L(X, X)-beli A operatort. Szamitsuk ki az A sajatértékeit, ill. a
megfelel$ sajdtvektorait (1d. 6.7.3. vii) megjegyzés). Mutassuk meg, hogy Sp A = {—1,1}.
116. Az (X, |.]]) := (C[0,27],||.|loc) (komplex) normalt tér és az Af(x) := e f(z) (0 < x < 2m,
f € X) operétor esetén mutassuk meg, hogy Sp A = {\ € C: |\| = 1}. Van-e sajatértéke A-nak?
117. Definialjuk az A : C[0,1] — C]0, 1] operatort a kovetkezdképpen:
Af(x) = fO)+ f(Dz (f € X,z €[0,1]).
Hatédrozzuk meg a4-t és Sp A-t, ha a (valds) C[0, 1] téren a ||.||s normat tekintjik.
118. Legyen X := CI0, 1], .|| :== ||-/lco>

Xo={f €X:f€C0,1, f(0)=0} , Xy:={f€X:feC'01]},
Xo={f € X: feC0,1], f(0) = (1)}

és D; € L(X;,X), Dif :=f" (f € Xi,i=0,1,2) (Da-t illetéen 1d. kvantummechanika impulzus-
operdtora). Bizonyitsuk be, hogy Sp Dy = ), Sp D; = K és itt Sp D1 minden eleme sajatérték,
Sp Dy = {2min : n € Z} és itt is minden Sp Da-beli elem sajatérték.



