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ELOSZO

Jelen példatar hianypotlé a maga nemében. A Numerikus médszerek témakorében szamtalan szin-
vonalas tankonyv és jegyzet latott méar napvilagot, de a gyakorlatokon is hasznalhat6é példatar
eddig nem volt, mely segiti az 6rai munkat és a zarthelyi dolgozatokra val6 6nallo felkésziilést.
Igazan akkor lehet megérteni egy modszert, ha azt konkrét feladatokra alkalmazzuk. Ebben kiva-
nunk segitséget nyijtani a példatarban 6sszegytijtott feladatok és azok megoldasainak segitségével.
Ezt a feladat- és megoldasgytijteményt elsGsorban az ELTE IK Programtervezd informatikus BSc,
Informatika tanir BSc és TTK Matematika tanar BSc szakos hallgatéinak ajanljuk. Természetesen
azok is haszonnal forgathatjak, akik segitséget szeretnének kapni a numerikus modszerek gyakorlati
alkalmazéasaihoz. A példatarat ajanljuk még azok szamara, akik a numerikus modszerek alapjaival
feladatokon keresztiil szeretnének megismerkedni.

A példatarat az ELTE-n oktatott, korabban Numerikus Analizis elnevezést targy tematikajat
kovetve épitettiik fel. Mivel a targy neve és témakorei is véiltoztak, ezért a korabbi b&vebb tematika
alapjan dolgoztunk, arra gondolva, hogy bizonyos részekre az MSc-s hallgatoknak lehet sziikségiik.
Minden témakor az elméleti anyag mélyebb megértése mellett hozzasegiti az olvasét a feladatok
mogott meghiizodd technikak és tritkkdk elsajatitdsahoz is. A példatar elkészitése soran a gyakor-
lati szempontokat is figyelembe véve torekedtiink az egyszertd példaktol az Gsszetett és bonyolult
szamitasokat tartalmazé példakig minél szélesebb feladatkort bemutatni. Természetesen helyet kap-
tak elméleti jellegti és mélyebb absztrakciot igényls feladatok is. A feladatmegoldasok elkészitése
soran torekedtiink a minél érthetébb és minél részletesebb leirasokra, esetenként tébbféle megoldast
is adtunk. A tObb éves sikeres oktatési gyakorlatbol kikristalyosodott és letisztult példak mellett
szamtalan 4j példa is belekeriilt az anyagba. A feladatok fejezetenként sorszdmozottak. Minden fe-
jezet két alfejezetre bomlik, egyikben a feladatok, a masikban azok megoldésai talalhatoak, igy a
feladatok szovege utan csak néhéany oldalt kell lapozni a megoldasokig. Célunk ezzel az volt, hogy
az egyes fejezetek Onalléan is hasznalhatdak legyenek.

Eziton szeretnénk koszonetet mondani Dr. Szili Laszlonak, a technikai problémak megoldasaban
nyujtott segitségéért és Dr. Hegediis Csabanak, aki 6tletes és gondolkodtatd példaival jarult hozza
a példatarhoz. Koszonjiik Dr. Laszld Lajos lelkiismeretes lektori munkajat és értékes tanécsait.
Tovabba kioszonjiik az ELTE Numerikus Analizis Tanszékének és az ELTE Informatikai Karanak a

példatar létrejottéhez nyujtott tamogatéasat.

Ajanljuk kedves csalddtagjainknak, akik tiirelmiikkel és segitségiikkel hozzajarultak a példatar
létrejottéhez. Halalanak 5. évfordulojan Dr. Sévegjarté Andras emlékének ajanljuk, aki halhatatlan
érdemeket szerzett az altala oly kedvelt és szeretett targy, a Numerikus Analizis oktatésa soran.

A példatarban talalhato példak megoldésahoz kellemes és hasznos id6toltést kivanunk!

Budapest, 2010. november 2.

Krebsz Anna, Bozsik Jozsef



1. fejezet

GEPI SZAMABRAZOLAS ES
HIBASZAMITAS

1.1.

Feladatok

1.1.1. Gépi szamabrazolas

1.

10.

Vizsgéaljuk meg az M (6,—3,3) gépi szamhalmazt!

a) Mennyi az elemszama?

b) Adjuk meg a nevezetes szamait: £g, 1, Moo!

Vizsgéljuk meg az M (5,—4,4) gépi szamhalmazt!

a) Mennyi az elemszama?

b) Adjuk meg a nevezetes szamait: gg, 1, Mso!

Vizsgéaljuk meg az M (8,—4,4) gépi szamhalmazt!

a) Mennyi az elemszama?

b) Adjuk meg a nevezetes szamait: £g, 1, Mo!

Az M = (6,—4,4) gépi szamhalmazban adjuk meg fI(4,21) értékét!

Az M = (6,—4,4) gépi szamhalmazban adjuk meg f1(0,11) értékét!

Az M = (8,—4,4) gépi szamhalmazban adjuk meg fl(%) értékét! Hasonlitsuk 6ssze, milyen
binéaris tort kozelitést kapunk 2, 3 illetve 4 tizedesjegy pontossagbol kiindulva!

Az M = M(6,—-3,3) gépi szamok halmazaban adjuk meg a v/2 -nek megfeleltetett gépi
szamot, és adjuk meg a gépi szaméabrazolasbol szarmazod abszolut hibakorlatot!

Az M = (5,—4,4) gépi szamhalmazban adjuk meg fI(1/3) értékét!

Adjuk meg a /5-nek megfeleltetett gépi szamot az M(6,—3,3) gépi szamok halmazaban!
Adjon a kozelitésre abszolit és relativ hibakorlatot!

Az M = M(6,—4,4) gépi szamok halmazaban

a) adjuk meg az % -nak és 11—2 -nek megfeleltetett gépi szamokat,

b) végezziik el az fl(3) — fl(15) gépi kivonast,
c) adjuk meg a gépi szamabrazolasbol szarmazo abszolut hibakorlatot fl(%) ra, fl(3) -re
és az eredményre!
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11.

12.

13.

14.

Az M = M(6,—3,3) gépi szamok halmazaban adjuk meg az % -nak megfeleltetett gépi szamot
és szamitsa ki az f l(%)Jr f l(%) Osszeget a megadott aritmetikdban! Adjon abszolat hibakorlatot
a szamitott Osszegre!

Az M = M (8,—4,4) gépi szamok halmazaban

a) adjuk meg az % -nak és é -nak megfeleltetett gépi szamokat,

b) végezziik el az fl(3) — fl(3) gépi kivonast,

c) adjuk meg a gépi szamabréazolasbol szarmazo abszolut hibakorlatot f l(%) -ra, f l(%) -ra és
az eredményre!

Az M = M (6,—4,4) gépi szamok halmazaban

a) adjuk meg a /3 -nak és 7 -nek megfeleltetett gépi szamokat,

b) végezziik el az fl(r) — f1(\/3) gépi kivonast,

c) adjuk meg a gépi szamabrazolasbol szarmazo abszoltt hibakorlatot fI(v/3) -ra, fl(r) -re

és az eredményre!

Az M = M(5,—3,3) gépi szamok halmazaban keressiik meg a v/2 -nek és a /3 -nak megfelel-
tetett gépi szamot! Szamitsa ki a fI(v/2) + fI1(v/3) értékét a megadott aritmetikiban. Adjon
a kozelitésre abszolut és relativ hibakorlatot!

1.1.2. Miiveletek hibaja

15.

16.

17.

18.

19.

20.

A 3-t 1,73 - 1,73 -mal kozelitjiik. Adjunk a szorzatra abszolut és relativ hibakorlatot, ha
tudjuk, hogy 1,73 a v/3 két tizedes jegyre kerekitett értéke!

A 4-et 1,41 - 2,83 -mal kozelitjik. Adjunk a kozelitésre abszolit és relativ hibakorlatot, ha
tudjuk, hogy 1,41 a /2 és 2,43 a /8 két tizedes jegyre kerekitett értéke!

A % -t ﬁ -gyel kozelitjiik. Adjunk a kozelitésre abszolut és relativ hibakorlatot, ha tudjuk,
hogy 1,414 a v/2 harom tizedes jegyre kerekitett értéke!

Az % -t ﬁ -gyel kozelitjiik. Adjuk meg a kozelités abszolut és relativ hibakorlatjat, ha tudjuk,
hogy 3,14 a 7 két tizedes jegyre kerekitett értéke!

Kozelitsik az e - m szorzatot 2,718 - 3,142 -vel. Adjuk meg a kozelités abszolut és relativ
hibakorlatjat, ha tudjuk, hogy e és m harom tizedes jegyre kerekitett értékét hasznaltuk.

Szamitsuk ki a +/2007 — /2006 mennyiséget, ha tudjuk, hogy /2007 ~ 44,80 és +/2006 ~
44,79 két tizedesjegyre szamitott kozelitések!

a) Adjuk meg a szamitott kiilonbség abszolut és relativ hibakorlatjat!
b) A kiilonbséget irjuk fel a vele ekvivalens alakba.

2007 — 2006 1
V2007 — /2006 = = )
V2007 + /2006 /2007 + /2006

Ezzel a szamitasi méddal milyen abszolut és relativ hibakorlatot kapunk?

c) Hasonlitsuk 6ssze a kétféle szamitas hibabecslését!
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1.1.3. Fuggvényérték hibaja

21. A 3™ kozelitésére 33-t hasznaljuk. Adjuk meg a fiiggvényérték abszolut és relativ hibakorlatjat,
ha tudjuk, hogy 3 a 7 egészre kerekitett értéke!

22. A e? kozelitésére 32-t hasznéljuk (e = exp(1)). Adjuk meg a fiiggvényérték abszoltt és relativ
hibakorlatjat, ha tudjuk, hogy 3 az e egészre kerekitett értéke!

23. A cos(0,8) kozelitésére cos(%) = ?—t hasznaljuk. Adjuk meg a fiiggvényérték abszolut és
relativ hibakorlatjat, ha tudjuk, hogy 0,8 a 7 -nek az egy tizedesjegyre kerekitett értéke!

24. A sin(0,5) kozelitésére sin(g) = %—et hasznaljuk. Adjuk meg a fliggvényérték abszolut és
relativ hibakorlatjat, ha tudjuk, hogy 0,5 a § -nak az egy tizedesjegyre kerekitett értéke!

1.2. Megoldasok

1.2.1. Gépi szamabrazolas

1. a) A szam elgjele kétféle lehet. Az els6 mantissza jegy mindig 1, a tobbi 5 egyenként kétféle
lehet. A karakterisztika —3-t6l 3-ig 7 féle lehet. Vegyilik még hozza a 0-t, igy Gsszesen

2.25.741 =449

eleme van a halmaznak.

b) eo-t, a legkisebb pozitiv szamot a legkisebb mantisszéaval és legkisebb karakterisztikéval
kapjuk.

1 1
e0 = [100000] - 3] = 5270 =271 =

€1-t, a gépi szamébrazolas relativ hibajat ugy kapjuk, hogy az 1 utan kdvetkezs gépi szambol
kivonjuk az 1-et.

1
1 = [100001| 1] — [100000| 1] =276 . 2! = 27° = 5

Moo-t, a legnagyobb pozitiv gépi szamot a legnagyobb mantisszéval és legnagyobb karakter-
isztikaval kapjuk.

. 1
My = [111111]3) = (1 —279) - 23 =8 — g =T8T

2. a) A szam elGjele kétféle lehet. Az els6 mantissza jegy mindig 1, a tobbi 4 egyenként kétféle
lehet. A karakterisztika —4-t6l 4-ig 9 féle lehet. Vegyiik még hozza a 0-t, igy Gsszesen

2.24.941=289

eleme van a halmaznak.

b) eo-t, a legkisebb pozitiv szamot a legkisebb mantisszéaval és legkisebb karakterisztikéaval

kapjuk.

1 1
20 = (10000 —4] = 527t =270 = &
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€1-t, a gépi szamébréazolas relativ hibdjat gy kapjuk, ha az 1 utan kévetkezs gépi szadmbol
kivonjuk az 1-et.

1
£1 = [10001] 1] — [10000[1] = 27° . 2! =271 = 6

Moo-t, a legnagyobb pozitiv gépi szamot a legnagyobb mantisszéval és legnagyobb karakter-
isztikaval kapjuk.

1
My = [11111]4] = (1 —277) - 2* =16 — 5 = 15,5

a) A szam elgjele kétféle lehet. Az els6 mantissza jegy mindig 1, a tobbi 7 egyenként kétféle
lehet. A karakterisztika —4-t6l 4-ig 9 féle lehet. Vegyiik még hozza a 0-t, igy Osszesen

2.27.941=2305
eleme van a halmaznak.

b) eo-t, a legkisebb pozitiv szdmot a legkisebb mantisszaval és legkisebb karakterisztikaval

kapjuk.
1 1
= [10000000| — 4] = = - 274 =279 = —
s = =3 32
€1-t, a gépi szamabréazolas relativ hibajat tgy kapjuk, ha az 1 utan kévetkezs gépi szambol

kivonjuk az 1-et.

1
1 = [10000001| 1] — [10000000|1] =278 .2t =277 = o8

Mo-t, a legnagyobb pozitiv gépi szamot a legnagyobb mantisszaval és legnagyobb karakte-
risztikaval kapjuk.

1
My = [11111111[4] = (1 —27%) - 2* =16 — 6 = 15,9375

Nézziik meg, melyik az a két gépi szdm, mely a 4,21 -t kozrefogja. Egy lehetséges megoldas,

hogy atirjuk binaris szAmma. Az egész és tort részét kiilon valtjuk at. Az egészrésznél maradékosan

osztunk kettével. A hényadost az elsé oszlopba irjuk, a maradékot a mésodik oszlopba. A
tortrésznél a tortrészt szorozzuk kettével, ez keriil a masodik oszlopba, az atvitelt (ha van)
az elsd oszlopban taroljuk. Mivel 6 jegyt a mantissza, ezért a kerekitéssel egyiitt 7 jegyre van
sziikségiink, ez az egész résznél 3 jegy (lasd atvaltas), a tortrésznél 4 jegy kiszamitasat jelenti.
Mivel a 4. binaris tort jegy 1, ezért felfelé kerekitiink, a kapott binéris szam utolsé jegyéhez
egyet hozzdadunk binarisan. A tablazatbol az egészrésznél a maradék jegyek kiolvasasat lentrol
felfelé, a tortrésznél az atviteli jegyek kiolvasasat fentrsl lefelé végezziik. Igy a 4, 21 kerekitése
kettes szamrendszerben 100.010 lesz.

21

;lo 0|42
0|84

110

ol1 168
136

A kapott binaris szamot normalizaljuk, azaz harommal balra toljuk a binaris pontot. Igy
megkaptuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a balra tolas miatt 3 lesz. A gépi
szam szokasos jelolésével felirva

1>'23:16+1_17

1
[100010] 3] = (2 + 5 = 4%
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Ellendrizziik a kapott szdm helyességét. Mivel felfelé kerekitettiink, ezért meg kell nézniink a
szam alsé szomszédjat. Ez az

1 1 32+1 33
1 13/ =(=4+— ) -22= =" =4.125.
[100001] 3] <2+64> 3 2 ,125

Osszehasonlitva, hogy melyik szam van kozelebb 4,21-hez azt kapjuk, hogy az eredeti sza-
munk.
4,21 —4,125=0,085 > 0,04 =4,25—4,21

Tehat f1(4,21) = [100010|3] = 1T = 4,25. A szdmabrazolasbol szarmaz6 abszolit hibakorlat
(a karakterisztikat is figyelve) az utolso helyiérték fele, azaz

i 23:i_

A - :
.21 64 16

N | =

5. Nézziik meg, melyik az a két gépi szam, mely a 0,11 -t kozrefogja. Egy lehetséges megoldas,
hogy atirjuk binaris szadmmé. A szdmnak csak tortrésze van. A tortrészt szorozzuk kettével,
ez keriil a masodik oszlopba, az atvitelt (ha van) az els§ oszlopban téaroljuk.

11
22
44
88
76
52
04
08
16
32
64

Latjuk, hogy az elsé harom binéris jegy 0, ezeket nem abrazoljuk a mantisszaban. Utana mivel
6 jegyld a mantissza, a kerekitéssel egyiitt még 7 jegyre van sziikségiink. Mivel a 10. binéris
tort jegy 0, ezért lefelé kerekitiink. A tablazatbol az atviteli jegyek kiolvasaséat fentrdl lefelé
végezzitk. Igy a 0,11 kerekitése kettes szamrendszerben 0.000111000 lesz.

A kapott binaris szamot normalizaljuk, azaz harommal jobbra toljuk a binaris pontot. Igy
megkaptuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a jobbra tolas miatt —3 lesz. A gépi
szam szokasos jelolésével felirva

1 1 1 44241 7
111 —3=(=4-4=)-283=—"—"""=_—=0,1 .
[111000| — 3] <2+4+8> 6l 6 0,109375
Ellendrizziik a kapott szdm helyességét! Mivel lefelé kerekitettiink, ezért meg kell nézniink a
szam fels6 szomszédjat. Ez az

1 1 1 1 32416+8+1 57
111001 = 3] = (= +—+ =+ — |- 273 = = _——=0,11132812
(111001} = 3] <2+4+8+64> 512 s1g 111828120

Osszehasonlitva, hogy melyik szam van kozelebb 0,11 -hez azt kapjuk, hogy az eredeti sza-
munk.
0,11 —0,109375 = 0,000625 < 0,001328125 =0,111328125 — 0,11
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Tehat f1(0,11) = [111000] — 3] = & = 0,109375. A szamabrazolésbol szarmazo abszoldt
hibakorlat (a karakterisztikat is figyelve) az utolso helyiérték fele, azaz

1 1 1
A _ - . — . 2_3 = —.
JHOID =9 " 64 128
Latjuk, hogy a nulldhoz kozeli szamokat sokkal pontosabban abrazoljuk.
6. Irjuk 4t mindharom tizedestortet binaris szamma. A szamoknak csak tortrészitk van. A

tortrészt szorozzuk kettdvel, ez keriil a masodik oszlopba, az atvitelt (ha van) az els§ osz-
lopban taroljuk.

17 167 1667
034 0334 0] 3334
0168 0| 668 0| 6668
1|36 1336 13336
0172 0672 0] 6672
1|44 1| 344 1| 3344
088 0| 688 0| 6688
1|76 1376 13376
1|52 0752 0| 6752
1|04 1| 504 1| 3504
0108 1| 008 0 | 7008
016 0]016 14016

Latjuk, hogy az els6 két binaris jegy 0, ezeket nem &brazoljuk a mantisszaban. Mivel 8 jegyti
a mantissza, a kerekitéssel egyiitt még 9 jegyre van sziikségiink.

Els6 esetben a 11. binéaris tort jegy 0, ezért lefelé kerekitiink. A 0,17 kerekitése kettes szam-
rendszerben 0.0010101110 lesz.

A maésodik esetben a 11. binéris tort jegy 0, ezért lefelé kerekitiink. A 0, 167 kerekitése kettes
szamrendszerben 0.0010101011 lesz.

A harmadik esetben a 11. binaris tort jegy 1, ezért felfelé kerekitiink. A tablazatbol az
atviteli jegyek kiolvasésat fentrél lefelé végezziik. A 0, 1667 kerekitése kettes szamrendszerben
0.0010101011 lesz, vagyis ugyanazt a gépi szamot kaptuk, mint az el6z8 esetben.

A kapott binéris szamot normalizaljuk, azaz kettGvel jobbra toljuk a binéris pontot. Igy

megkaptuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a jobbra tolds miatt —2 lesz. A gépi
szam szokasos jelolésével felirva

11 1 1 1 _
[10101110]—2]_(2+8+32+64+128>.2

= 0,169921875.

1 1 1 1 1 1284+32+8+2+1 171
10101011 = 2] = ( =+ =+ — 4+ — 4+ —}.272 = - -
[10101011] —2] < Tttt + > 1024 1024

o 64+16+4+2+1 87 174

512 T 512 1024

2 8 32 128 256
= 0,1669921875.

Keressiink két szomszédos gépi szémot kaptunk, mely kézrefogja az % -ot. Mivel a felirt
tizedestortek mind nagyobbak néla, ezért érdemes a kapott legkisebb szam als6 szomszéd-
jat megnézni. Ez az

512 T 512

1
s 32" 198

1
[10101010| — 2] = (2 +

170
= 1024 0,166015625.

11 > g2 _04+16+4+1 85
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Mivel most méar van két szomszédos gépi szamunk, mely kozrefogja az % -ot, ezért fl(%) a
kettd kozil a kozelebbik lesz. A 4 tizedesjegyre felirt kozelitésbdl kapjuk a keresett gépi szamot

171

To2d — 0,1669921875.

fl <é> = [10101011] — 2] =

Latjuk, hogy a nulldhoz kozeli szamok nagyon kozel vannak egyméshoz, ezért a kozelitésiikre
figyelni kell.

7. Nézziik meg, melyik az a két gépi szam, mely /2 -t kozrefogja. Egy lehetséges megoldas, hogy
atirjuk tizedestortbe (figyelve arra, hogy a mantisszahoz kell pontossagi legyen), majd ezt
az alakot atvaltjuk binaris szamma. v/2 ~ 1,414 -gyel dolgozunk. Az egész és tort részét kiilon
valtjuk at. Az egészrésznél maradékosan osztunk kettével. A hanyadost az els6 oszlopba irjuk, a
maradékot a masodik oszlopba. A tortrésznél a tortrészt szorozzuk kettével, ez keriil a mésodik
oszlopba, az atvitelt (ha van) az els6 oszlopban taroljuk. Mivel 6 jegy® a mantissza, ezért a
kerekitéssel egyiitt 7 jegyre van sziikségiink, ez a tortrésznél 6 jegy kiszamitasat jelenti. Mivel
a 6. jegy 0, ezért lefelé kerekitiink. (Ha a kerekitd jegy 1 lenne, akkor a kapott binéris szam
utolso jegyéhez egyet hozzdadunk binarisan.) A tablazatbol az egészrésznél a maradék jegyek
kiolvasésat lentrdl felfelé, a tortrésznél az atviteli jegyek kiolvasasat fentrdl lefelé végezziik.
Igy 1,414 kerekitése kettes szamrendszerben 1.01101 lesz.

414
828
656
312
624
248
496

1
01

A kapott binaris szamot normalizaljuk, azaz eggyel balra toljuk a binaris pontot. Igy megkap-
tuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a balra tolas miatt 1 lesz. A gépi szam szokasos
jelolésével felirva

11 1 1 3248+4+1 45
1 = — — —_ _— . 1:—:—: .
[101101]1] <2+8+16+64> 2 % 55 = 140625

Ellendrizziik a kapott szam helyességét. Mivel lefelé kerekitettiink, ezért meg kell nézniink a
szam fels§ szomszédjat. Ez az

1 1 1 1 16+4+2+1 23
101110(1] = (S + =+ —+ = ) -2 = ———— =7~ — 22 — 1 4375.
[101110]1] <2+8+16+32) 16 T

Osszehasonlitva, hogy melyik szam van kozelebb /2 -héz azt kapjuk, hogy az eredeti szamunk.
V2 —1,40625 ~ 0,00796 < 0,02328 ~ 1,4375 — /2

Tehat fI(v/2) = [101101] 1] = 32 = 1,40625.

A szamabrazolasbol szarmazo abszolut hibakorlat (a karakterisztikat is figyelve) az utolsod

helyiérték fele, azaz

i lei.

A = .
64 64

fiv?) —

N | =
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Nézziik meg, melyik az a két gépi szam, mely /3 -at kozrefogja. Egy lehetséges megoldas,
hogy atirjuk tizedestortbe (figyelve arra, hogy a mantisszahoz kell§ pontossagu legyen), majd
ezt az alakot atvaltjuk binéaris szamma. /3 ~ 1,732 -vel dolgozunk. Az egész és tort részét
kiilon valtjuk at. Az egészrésznél maradékosan osztunk kettével. A hanyadost az els6 oszlopba
irjuk, a maradékot a mésodik oszlopba. A tortrésznél a tortrészt szorozzuk kettével, ez keriil a
méasodik oszlopba, az atvitelt (ha van) az els§ oszlopban téaroljuk. Mivel 5 jegyd a mantissza,
ezért a kerekitéssel egylitt 6 jegyre van sziikségiink, ez a tortrésznél 5 jegy kiszamitasat jelenti.
Mivel a 5. jegy 1, ezért felfelé kerekitiink, a kapott binaris szdm utolsé jegyéhez egyet hoz-
zédadunk binédrisan. A tablazatbol az egészrésznél a maradék jegyek kiolvasaséat lentrdl felfelé,
a tortrésznél az atviteli jegyek kiolvasasat fentrsl lefelé végezzitk. Igy 1,732 kerekitése kettes
szamrendszerben 1.1100 lesz.

732
464
928
856
712
424

]
—

A kapott binaris szamot normalizaljuk, azaz eggyel balra toljuk a binaris pontot. Igy megkap-
tuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a balra tolds miatt 1 lesz. A gépi szam szokasos
jelolésével felirva

1 1 1 44241 7
11100|1]= (= +=>4+=-)-2t=—1— "~ = _ =1.75.
[11100] 1] (2+4+8> 1 1 .75

Ellenérizziik a kapott szam helyességét. Mivel felfelé kerekitettiink, ezért meg kell nézniink a
szam alsé szomszédjat. Ez az

1 1 1 1 16+8+2+1 27
1011 ==+ —4— |- 2l="2T2 T2 2 .
[11011}] <2+4+16+32> 2 16 16— 1087

Osszehasonlitva, hogy melyik szam van kozelebb /3 -hoz azt kapjuk, hogy az eredeti szamunk.
V3 —1,6875 ~ 0,04455 > 0,01795~ 1,75 — /3

Tehat fI(v/3) = [11100[1] = £ = 1,75. Mivel 6 mantissza jegyet kellett pontosan kisza-
molnunk, ezért két tizedesjegyre kerekitett értékkel is ugyanezt az eredményt kaptuk volna.
(103 = 219 azaz 3 tizedesjegy felel meg 10 binéris jegynek.)

Nézziik meg, melyik az a két gépi szam, mely /5 -6t kozrefogja. Egy lehetséges megoldas,
hogy atirjuk tizedestortbe (figyelve arra, hogy a mantisszahoz kell§ pontossagu legyen), majd
ezt az alakot atvaltjuk binaris szamma. v/5 ~ 2,236 -tal dolgozunk. Az egész és tort részét
kiilon valtjuk at. Az egészrésznél maradékosan osztunk kettével. A hdnyadost az els§ oszlopba
irjuk, a maradékot a mésodik oszlopba. A tortrésznél a tortrészt szorozzuk kettével, ez keriil a
méasodik oszlopba, az atvitelt (ha van) az els§ oszlopban téaroljuk. Mivel 6 jegyt a mantissza,
ezért a kerekitéssel egylitt 7 jegyre van sziikséglink, ez a tortrésznél 5 jegy kiszamitésat jelenti.
Mivel az 5. jegy 1, ezért felfelé kerekitiink, a kapott binaris szam utolsé jegyéhez egyet hoz-
zédadunk binédrisan. A tablazatbol az egészrésznél a maradék jegyek kiolvasaséat lentrdl felfelé,
a tortrésznél az atviteli jegyek kiolvasasat fentrsl lefelé végezziik. Igy 2,236 kerekitése kettes
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10.

szamrendszerben 10.0100 lesz.

236
0472
0| 944
1| 888
1
1

O =N

776
952

A kapott binaris szamot normalizaljuk, azaz kett6vel balra toljuk a binaris pontot. Igy megkap-
tuk a mantissza jegyeit, a karakterisztika értéke a balra tolas miatt 2 lesz. A gépi szam szokasos
jelolésével felirva

1 1 8+1 9
100100(2] = (= + — | .22 = — = = = — 2 95,
[ 2] <2+16> 4 47

Ellenérizziik a kapott szam helyességét. Mivel felfelé kerekitettiink, ezért meg kell nézniink a
szam alsé szomszédjat. Ez az

= 2,1875.

1 1 1 22_32+2+1_§
2 32 64 a

[100011|2] = ( ot = 1e

Osszehasonlitva, hogy melyik szam van kozelebb /5 -hoz azt kapjuk, hogy az eredeti szamunk.
V5 —2,1875 ~ 0,04857 > 0,01393 ~ 2,25 — V5

Tehat f1(v/5) = [100100|2] = 2 = 2, 25.

A szamabrazolasbol szarmazd abszolut hibakorlat (a karakterisztikat is figyelve) az utolso

helyiérték fele, azaz
L1, 1

A

VB T 9 6g T T 32

A relativ hibakorlat (abszolut hibakorlat /kozelits érték)

1
=—=—=0,01389.
72 ’

Of1(v/5) = 9-8

N@‘%‘H

a) A megoldéashoz hasznaljuk fel a 6. feladat megoldasaban az % binaris kozelitésére kapott
megoldast: 0.0010101011. Mivel most csak 6 hosszi a mantisszank, ezért 6 jegyre van sziik-
ségiink az elsd egyest6l. A 9. jegyben 1évS 1-es miatt felfelé kerekitiink (a kettedes pont utani
két O-t nem abrazoljuk).

Igy fi(3) = [101011] — 2].

Ellenérizziik, hogy [101010| — 2] és az [101011| — 2] kéziil  az utobbihoz van kézelebb.

1 1 1 16+4+1 21
101010) — 2] = (= 4+ =+ — ) - 272 = """ - = = —,164062
[101010] —2] <2+8+32) 128 198~ U»1040025

1 1 1 1 32+8+24+1 43
101011 — 2] = (= + -4+ —+— ) .22=22""T2T° _ =2 _ 16796875
[ |=2] <2+8+32+64> 256 256 107

11—2 binaris kozelitését gy kapjuk, hogy jobbra léptetjiik eggyel % binaris kozelitését (kettdvel
osztunk): 0.00010101011. Mivel 6 hosszi a mantisszénk, ezért 6 jegyre van sziikségiink az els6
egyestSl. A 10. jegyben 1év6 1-es miatt felfelé kerekitiink (a kettedes pont uténi héarom 0-t
nem abrazoljuk).
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Igy fU({5) = [101011] — 3].
Ellendrizziik, hogy [101010| — 3] és az [101011| — 3] kéziil 75 ~ 0,08333333 az utébbihoz van
kozelebb.
1 1 1 16+4+1 21
101010| = 3] = ( =+ =+ =] - 2783 = ———— = —— =10,08203125
[ | —3] <2+8+32> 256 256 ’
1 1 1 1 32+8+2+1 43
101011 =3]=(=+=-+—4— ) - 23 =" —— =~ — = — 4
[101011] — 3] <2+8+32+64> 512 510 0,083984375
A kivonéast csak gy tudjuk elvégezni, ha kozos karakterisztikira hozzuk a szamokat és kerekitiink.
Ez a karakterisztika a nagyobbik lesz, mert igy lesz kisebb a hiba.
Az fl(5) kerekitése [101011] — 3] — [010110| — 2].
[101011] — 2]
—[010110| — 2]
[010101] — 2]
A kapott eredményt normalizalni kell (a binaris pontot eggyel jobbra toljuk és csokkentjiik a
karakterisztikat eggyel)
21
101010| — 3] = — = 0,08203125.
[ | =3= o
c) fl(3) = [101011] — 2] abszolit hibakorlatja
Ay = L2780 972 297
g ~ 9 —°
fl(35) = [101011] — 3] abszolit hibakorlatja
A, —1-2*6-2*3—2*10
fil33) 7 9 B )
Az eredmény abszolat hibakorlatja
1
Ag =-.270.273=2710,
25 2
11. Az %-ot tizedestorttel kozelitjiik (figyelve arra, hogy a mantisszahoz kell§ pontossagu legyen),

majd ezt az alakot atvaltjuk binaris szadmma. % ~ 0,833 -mal dolgozunk. A szamnak csak
tortrésze van, ezt arirjuk binaris szamma (lasd a korabbi megoldéasokat). Mivel most 6 hosszi
a mantisszank, ezért a 7. jegyben 1é6vé 0 miatt lefelé kerekitiink. A karakterisztika 0, mivel az
elsd binéris jegy 1.

833
| 666

332

664

328

656

312
624
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12.

Ellenérizziik, hogy 2 az [110101]0] és az [110110|0] koziil az el6bbihez van kézelebb. Igy
fU(2) = [110101]0].

1 1 1 1Y\ ., 32+16+4+1 53
[110101|0]_<2+4+16+64>-2 = o = o = 0828125

1 1 1 1 16+84+2+1 27
11011 (a4 g )= T2 2 0,844
[110110] 0] <2+4+16+32> = 55 = 0844375
Az bsszeadast egyszert elvégezni, mivel a karakterisztikak megegyeznek. Elvégezziik binarisan

az Osszadést.
[110101]0]

+ [110101|0]
[1101010]0]

A kapott eredményt normalizalni kell (a karakterisztikat eggyel noveljiik a keletkezett atvitel

miatt)

93 53
110101 =[110101|1] = — - 2= —- =1 25.
[1101010| 0] = [110101| 1] o D) , 65625

Az Osszeg abszolut hibakorlatja

a) A megoldashoz felhasznaljuk a 6. feladat megoldasaban % binéris kozelitését: 0.0010101011.
Az % binaris kozelitését tgy kapjuk, hogy balra léptetjiik eggyel az é binaris kozelitését
(kettdvel szorzunk): 0.010101011. Ellendrizziik, hogy i = 0,333333 az [10101010| — 1] és
az [10101011| — 1] koziil az utobbihoz van kozelebb.

Igy fl1(3) = [10101011] — 2] és fI(3) = [10101011] — 1].

1 1 1 1 64+16+4+1 85
10101010 —= 1] ==+ -+ —+ — ). 271 = = =0,33203125
[ =1 (2 tstTg ™ 128) 256 256

1 1 1 1 1 128432+8+2+1 171
10101011 - 1] = (= + =+ — 4+ — 4+ — ) .27t = - =
[10101011] —1] <2+8+32+128+256> 512 512

=0, 333984375

b) A kivonast csak gy tudjuk elvégezni, ha kozos karakterisztikara hozzuk a szamokat és
kerekitiink. Ez a karakterisztika a nagyobbik lesz, mert igy lesz kisebb a hiba.

Az fI(}) kerekitése [10101011] — 2] — [01010110] — 1].

[10101011| — 1]
—[01010110] — 1]
(01010101 — 1]

A kapott eredményt normalizalni és kerekiteni kell (a binéris pontot eggyel jobbra toljuk és
csokkentjiik a karakterisztikat eggyel)

85
(10101010 — 2] = - = 0,166015625.

c) fl(§) = [10101011| — 2] abszolat hibakorlatja

A

_1 -8 -2 _ o—11
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f1(3) = [10101011| — 1] abszolt hibakorlatja
Apy = 5278 971 =910
iz ~ 9 - :
Az eredmény abszolut hibakorlatja
L g 52 —11
Ag =--27°.27=2""",
512 2
13. a) A /3-nak megfeleltetett gépi szamot mar az 8. feladatban kerestiik, de akkor mas man-

tisszaval. Még egy jegyet szamoljunk hozzé a tortrészhez és kerekitstink.

1 1 1
2 4 16 32

FI(V3) = [110111] 1] = <1++++614>,21:

_32+16+4+2+1 55

32

= 20 =1, 71875.

32

Ellenérizziik, hogy /3 az [110111]1] és az [111000| 1] kéziil az el6bbihez van kbzelebb. Igy
fl1(v/3) = [110111]1]. A © =~ 3,142, ezt frjuk 4t binaris tortté a korabbi megoldasokban

ismertetett médon 7 =~ 11.00105.

142
0284
0| 568

1136
0
0|

O =W
—

272
544

1 1 1 16 +
fl(m) = [110010] 2] <2+4+32)
Ellenérizziik, hogy 7 az [110010|2] és az [110011|2] koziil

fl(w) = [110010] 2].

8 8

1 2
St1_25 5495

az elobbihez van kozelebb. Igy

b) A kivonast csak gy tudjuk elvégezni, ha kozos karakterisztikara hozzuk a szamokat és
kerekitiink. Ez a karakterisztika a nagyobbik lesz, mert igy lesz kisebb a hiba. Az atalakitas

[110111|1] — [011100]2].
[110010) 2]

—[011100] 2]

[010110] 2]
(

A kapott eredményt normalizélni és kerekiteni kell (a binaris pontot eggyel jobbra toljuk és

csokkentjiik a karakterisztikat eggyel)

1 1 1 8
10110]2] = [101100[1] = ( =+ =+ — ) - 2! =
[010110] 2] = [101100] 1] <2+8+16>

c) fI(+v/3) = [110111] 1] abszolat hibakorlatja

1

_ ~ .96 _ 9ol _ 96
e =g =

A
fl(m) = [110010| 2] abszolut hibakorlatja

1 —6 2 -5
Apmy = 527022 =27,

+2+1 11

— =1,375.
8 8
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14.

Az eredmény abszolut hibakorlatja

1
A1 :5.2—6-21:2—6.

e

A /2-nek megfeleltetett gépi szamot a 7. feladatbol leolvashatjuk, most 5 jegyi mantisszat
keresiink

fI(V2) = [10111]1].
A V/3-nak megfeleltetett gépi szam a 8. feladatbol

F1(v/3) = [11100]1].
Mivel azonos a karakterisztika, egyszert 0sszeadni.

[10111[1]
+[11100|1]
[110011]1]

Az Osszeg 5 jegyre kerekitve és normalizalva

1 1 1 8+4+1 13
11010[2|= (= + >+ — ) .22 ="~ ~ = — 7,
[ 2 <2+4+16> 4 4

Az eredmény abszolut hibakorlatja

Az
4

:1.2—5.22:2—4
5 .

1.2.2. Miiveletek hibaja

15.

16.

A V3 ~ 1,73 kozelités abszolut hibakorlatja a két tizedesjegyre valé kerekitésbsl adodoan
A173 = 0,005.

Az 1,73 relativ hibakorlatja 552 = %% < 0,0029 = 6, 73.

A szorzat hibakorlatjaira vonatkozo tételbdl

Ay731,73=2-1,73- Ay 73 =0,0173
01,731,73 = 2 - 81,73 = 0,0058.

A relativ hibakorlatot szamolhatjuk a definiciobol is

Aj73a73  0,0173
1,73-1,73  2,9929 — 7 1,73-1,73

A V2~ 1,41 és a V8 ~ 2,83 kozelités abszolut hibakorlatja a két tizedesjegyre valo kerekités-
bél adoddan A1’41 = A2,83 = 0, 005.

Az 1,41 relativ hibakorlatja S48 = %905 < 0 00355 = 6y 4.

A 2,83 relativ hibakorlatja A22é§3 = 2’08035 < 0,00177 = 02 83.
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17.

18.

19.

A szorzat hibakorlatjaira vonatkozo tételbdl

A1741.2,83 =1,41- A2,83 + 2,83 - A1,41 = 0,005 - (1, 41 + 2, 83) =0,0212

01,41.2,83 = 01,41 + 0283 = 0,

00355 + 0,00177 = 0,00532.

A relativ hibakorlatot szamolhatjuk a definiciobél is

A1 41.2,83 _0,0212
1,41-2,83  3,9903

< 0,00532 = 01 41.283-

A V2 & 1,414 kozelités abszolat hibakorlatja a harom tizedesjegyre valo kerekitésbdl adodoan

Ay 414 = 0,0005.

Az 1,414 relativ hibakorldtja L4 = 00005 < 000354 = §; 414.

1,414 1,414
Az osztéas hibakorlatjaira vonatkozo tételbdl

. 2. A1’414 + 1,414 -0

A 2

Tad 1,4142

~ 0,00051

0 2 = 517414 4+ 0 = 0,000354.
1,414

A relativ hibakorlatot szamolhatjuk a definiciobol is

Az _ 0,00051

2 —_—
21,4144

<0,00037=05_5 .

1,414

A 7 = 3,14 kozelités abszolat hibakorlatja a két tizedesjegyre val6d kerekitésbdl addddan

Asz 14 = 0,005.

A 3,14 relativ hibakorldtja 521 = %00 < (0 0016 = 53, 14.

3,14 3,14
Az osztéas hibakorlatjaira vonatkozo tételbdl

A 1

_ 1-A3714+1,14‘0 N 0,005

514 3,142

~ g ~ 0.00051

01 = (53’14 + 0 =0,0016.

3,14

A relativ hibakorlatot szamolhatjuk a definiciobdl is

Ai}M _ 0,00051

— 9,8596

3,14

<0,00051 =6 1 .

3,14

Az e = 2,718 és a m ~ 3,142 kozelités abszolat hibakorlatja a harom tizedesjegyre vald
kerekitésbsl adoddan A27718 = A37142 = 0, 0005.

A 2,718 relativ hibakorlatja Q278 _ 270701085 < 0,000184 = 42 718.

2,718

A 3,142 relativ hibakorldtja 5212 = %9995 < 000160 = d,142.

3,142 3,142
A szorzat hibakorlatjaira vonatkozo tételbdl

Ao 713142 = 3,142 - Ao 71g 4 2,718 - Ag 149 = 0,0005 - (2,718 + 3,142) = 0,00293

02,718.3,142 = 02,718 + 03,142 = 0,

000184 + 0,000160 = 0,000344.

A relativ hibakorlatot szamolhatjuk a definiciobdl is

A2 718.3,142 0,00293

2,718 - 3,142  8,539956

< 0,000344 = 657183 142-
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20.

A 2007 =~ 44,80 és a /2006 = 44,79 kozelités abszolut hibakorlatja a két tizedesjegyre valod
kerekitésbdl adodoan Agygo = Aga 79 = 0,005.

A relativ hibakorlatok

Agas0 0,005
— = < 0,000111607
44,80 44,80 —

és
Ags79 0,005
= < 111632.
44,79~ ad,79 = V00011163
Iy 644,80 = Oaa,70 ~ 0,0001117.
a) A szamitott kiilonbség 0,01. Az abszolat hibakorlatja

Ago1 = Ayg80 + Ays79 = 0,01.

A relativ hibakorlatja a definici6 alapjan szamolva Aoo(ﬁl =1=do,01-

b) A masik modon szamolva
Ay4.80+44,79 = Ago 50 = Aga80 + Ayg 79 = 0,01

_ 1-Aggs9+0 N 0,01

AL = ~
.55 89, 592 8026

= 0,000001245.

A relativ hibakorlat

A

1
T2 = 0,000001245 - 89, 59 = 0,00011624 = Jgg 59

89,59

c) Az els6 rész eredményébdl latjuk, hogy a kozeli szamok kivonasa megnéveli a relativ hibat,
most 10%-szeresre nétt. Az 1 relativ hibakorlat til nagy. Ezzel ellentétben a méasodik részben
kapott eredmény relativ hibaja a kiindulasi értékek relativ hibajaval azonos nagysagrendd.
Tehét ez a szamitasi moéd stabilabb, megbizhatobb eredményt ad.

1.2.3. Fuggvényérték hibaja

21.

3 abszoliut hibakorlatja a kerekitésbdl adédéan Asz = 0, 5.

3 relativ hibakorlatja 3 = % = 05’ = %.

A fliggvényérték hibajara kapott Ay = My - A, becslés alapjan szamolunk, ahol

My = max{|f'(x)| : x € ka,(a)}.

Mivel f(z) = 3% és f'(x) = In(3) - 3%, igy x € [2,5; 3, 5]-re
My =In(3) - 3% ~ 51, 377.

Ags =1In(3)-3%°.0,5 =1n(3)- 3% - V30,5 ~ 25,6885

Az In(3)-3%°.0,5

3 33 B
A kapott értékekbdl latjuk, hogy az abszolut hibakorlat kb. 50-szeresre, a relativ hibakorlat
pedig kb. 6-szorosra nétt.

1
1n(3)-\/§.3-6§0,952:533
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22.

23.

24.

3 abszolut hibakorlatja a kerekitésbdl adédéan Asz = 0, 5.

3 relativ hibakorlatja d3 = % = 0:’35 = é.

A fiiggvényérték hibdjéra kapott Ay, = Mi - A, becslés alapjan szdmolunk, ahol

My = max{|f'(z)| : € ka,(a)}.

Mivel f(z) =22 és f'(z) = 2z, igy = € [2,5;3, 5]-ra

7
A32—7'0,5:§:3,5

A32 % 7
32 T3 g0

A kapott értékekbdl latjuk, hogy az abszolit hibakorlat a 7-szereséra, a relativ hibakorlat
pedig tobb mint a kétszeresére nétt.

A feladat szerint most 0,8 a pontos érték, helyette 7 -gyel dolgozunk, mert ennek ismerjiik a
koszinuszat (cos(%) = g) Az 7 abszolut hibakorlatja a kerekitésbol adodéan Az = 0,05.

A T relativ hibakorlatja 0= = 21 _ 005 _ 0,0625
1 Ja 0z = 33 0,8 ’ ‘
A fliggvényérték hibajara kapott Ay = My - A, becslés alapjan szamolunk, ahol

My = max{|f'(x)| : x € ka,(a)}.
Mivel f(x) = cos(x) és f'(x) = —sin(z), igy = € [0,75;0, 85]-ra
M = sin(0,75) ~ 0, 682.

Acos(z) = 0,682 0,05 = 0,0341

ACos(g) < 0,0341
2 T V2

< 0,0482 = deoy(z) = 05
2
2 2

A feladatban most 0,5 a pontos érték és § a kozelits érték, mert a szinuszat ismerjiik (sin(f) =
0,5). A § abszolit hibakorldtja a kerekitésbdl adodéan A% =0,05.

A%_0,05_01
05 — 05 — bl

A fliggvényérték hibajara kapott Ay = My - A, becslés alapjan szamolunk, ahol

A & relativ hibakorlatja = =
6

My = max{|f'(z)| : € ka,(a)}.

Mivel f(z) = sin(z) és f'(x) = cos(x), igy = € [0,45;0, 55]-ra
M, = cos(0, 55) ~ 0, 853.
Agin(zy = Ao = 0,853 0,05 = 0,04265

Agin(z)  0,04265
6 <
0,5 — 0,5

<0,0853 = dp5 = 5sin(%)



2. fejezet

MATRIX SZORZAT FELBONTASOK

2.1. Feladatok

2.1.1. Gauss-eliminaci6é és determindns meghatarozasa

1. Oldjuk meg az Ax = b linearis egyenletrendszert Gauss-eliminéciéval!
1 2 -1 4
-1 3 1 6
2 Oldjuk meg az Ax = b linearis egyenletrendszert Gauss-eliminécioval!
1 -2 5 9
A=1|1 -1 3|, b= 2
3 -6 -1 25
3. Oldjuk meg az Ax = b lineéris egyenletrendszert Gauss-eliminécioval és szamitsuk ki az A
méatrix determinansét!
1 -2 3 1
-1 2 =2 0
4.  Oldjuk meg az Ax = b lineéris egyenletrendszert Gauss-eliminéaciéval és szamitsuk ki az A
méatrix determinansét!
2 -6 0 2
A=|-5 -5 -7|, b=|-6
-4 3 -1 7
5. Oldjuk meg az Ax = b lineéaris egyenletrendszert Gauss-eliminacioval, részleges fGelem-

kivalasztéssal és hatarozzuk meg a matrix determinansat!

2 1 3 1
A=|4 4 7|, b=|1
2 5 9 3
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10.

Oldjuk meg az Ax = b linearis egyenletrendszert Gauss-eliminacioval, részleges fGelem-
kivalasztéassal és hatarozzuk meg a matrix determinansat!

0 7 -8 3
A=| 2 4 —5|, b=|1
-4 -6 5 9

Oldjuk meg az alabbi Ax = b linearis egyenletrendszert Gauss-eliminacidval, teljes féelemkivalasztés-
sal és szamitsuk ki az A métrix determinénsat!

1 -1 2 3
A=1|2 3 1|, b=|5
3 21 8

Oldjuk meg az aldbbi Ax; = by és Axga = bg linearis egyenletrendszereket Gauss-eliminécio
segitségével ugy, hogy az A maéatrixon az eliminaciot csak egyszer végezzik el

1 -1 2 1 3 3
2 3 1 -1 5 5
A=l3 o 3 | Pr=|g| P2=]g
1 4 -1 —2 2 0

Oldjuk meg az Ax = b lineéris egyenletrendszert Gauss-eliminécioval!

[ 1 0 0 ... 0] [ =17

-1 1 0O ... 0 1

A = 0 -1 1 ... 0 ., b= -1
| 0 0 ... =1 1] _(—1)”_

1 0 0 ... 0 1
11 0 ... 0 1
A=(01 1 ... 00 p=]|1
[0 0 1 1] 1

2.1.2. Matrix inverz meghatarozasa

11.

Szamitsuk ki az A matrix inverzét és determinansat Gauss-eliminacioval!
1 1 1

A= 2 4 2

-1 5 -2
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Hatéarozzuk meg az A métrix inverzét Gauss-eliminaciéval és adjuk meg a determinans értékét!

1 -1 0
A=]|-1 1 -1
0 -1 1

Hatarozzuk meg az A métrix inverzét Gauss-eliminaciéval és adjuk meg a determinans értékét!

1 -1 0
A=|-1 4 -1
0 -1 1

Hatarozzuk meg az A matrix inverzét Gauss-eliminacidval és adjuk meg a determinans értékét!

1 11
A=|-1 11
1 -1 1

Hatarozzuk meg az A matrix inverzét Gauss-eliminaciéval és adjuk meg a determinans értékét!

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

A=

Hatéarozzuk meg a kovetkezs (n x n)-es méatrix inverzét Gauss-eliminaciovall

(100 ... 0
110 ...0
A—|1 11 ..0
111 1]

1 0 0 0
2 1 0 0
0 2 1 0
A= , .
0 2 10
0 0 2 1]

1 1 0 ... ... 0
0 1 1 ... ..0
0 0 1 ... ...0
A= , .
0 0 11
0 0 0 1]
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2.1.3. LU-felbontas

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

Adjuk meg az A méatrix LU-felbontésat és ennek segitségével hatarozzuk meg a determinéns
értékeét!

1 2 3
A=|-2 47
1 3 7

Adja meg az A méatrix LU-felbontaséat és ennek segitségével hatarozzuk meg a determinéns
értékét!

2 -5 3
A= 1 3
-4 2 -1

Hatarozzuk meg az A matrix LU-felbontasat és ennek segitségével hatarozzuk meg a deter-
minéns értékét!

A_:

[ NCRETEN N}

1
4
)

© g W

Hatarozzuk meg az A matrix LU-felbontasat és ennek segitségével hatarozzuk meg a deter-
minéns értékét!

4

A= 2

© O W
oo
_= o O

Készitsiik el az A matrix LU-felbontasat a Gauss-eliminécioval parhuzamosan!

1 2 3
A=|-2 47
1 3 7

Készitsiik el az A matrix LU-felbontasat a Gauss-eliminécio segitségével, azzal parhuzamosan!

2 -5 3
A= 1 3 7
-4 2 -1

Készitsiik el az A matrix LU-felbontasat a Gauss-eliminécio segitségével!
4
2

3 0
A=16 0
9 1

oo

Hatarozzuk meg az A matrix LU-felbontasat matrix szorzas segitségével, hasznaljuk a par-

ketta elrendezést!
1

2
A=|-2 4
1 3

- W
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Hatarozzuk meg az A matrix LU-felbontasat matrix szorzas segitségével, hasznaljuk a par-
ketta elrendezést!

2 -5 3
A= 1 37
-4 2 -1

Hatarozzuk meg az A matrix LU-felbontésat matrix szorzas segitségével, hasznaljuk az osz-
lopfolytonos elrendezést!

1 2 3
A=1|-2 47
1 3 7

Hatéarozzuk meg az A métrix LU-felbontasat métrix szorzés segitségével, hasznaljuk az osz-
lopfolytonos elrendezést!

2 -5 3
A= 1 37
-4 2 -1

Hatarozzuk meg az A matrix LU-felbontasat matrix szorzas segitségével, hasznéljuk a sor-
folytonos elrendezést!

2 -5 3
A= 1 3
-4 2 -1

Hatéarozzuk meg az A métrix LU-felbontasat métrix szorzés segitségével, hasznaljuk az osz-
lopfolytonos elrendezést!

2 3 -3 -3

16 25 -33 —4f

_ 2
A=ls 9 18 —2
33 63

—-10 14 = 7

Hatarozzuk meg az A matrix LU-felbontéasat sorfolytonos, oszlopfolytonos és parketta elren-
dezés segitségével!

2 4 -6
A=|-6 —-17 19
8§ —4 —-14

Készitsiik el az A méatrix egy particionalasat, ahol az atléban all6 blokkok négyzetes méatrixok.

Aq A12]
A =
{Am Aao

Tegyiik fel, hogy Aj11 invertidlhaté és az LU-felbontas soran odaig jutottunk, hogy Aii
teriiletén készen vagyunk a felbontéssal, Ago helyén pedig mér megvaltozott elemek van-
nak, de még a felbontast nem végeztiik el. Mutasssuk meg, ekkor Agg helyén az [A|A11]
Schur-komplemens talalhato!
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2.1.4. LDU-felbontas LU-felbontas segitségével

34. Adjuk meg az A matrix LDU-felbontasat az LU-felbontas segitségével!

4 3 1
A=|8 8 5
-4 -7 -5

35. Adjuk meg az A matrix LDU-felbontasat az LU-felbontas segitségével!

1 2
A=13 1
0 1

0 N

36. Adjuk meg az A matrix LDU-felbontaséat az LU-felbontas segitségével!

A=|-

S =N
—_ N
N = O

37. Adjuk meg az A matrix LDU-felbontasat az LU-felbontés segitségével!

A=

[S2RTENEEN

1 2
4 2
6 1

38. Adjuk meg az A matrix LDU-felbontaséat az LU-felbontas segitségével!

4 1
A=1|1 14
10

O =

39. Adjuk meg az A matrix LDU-felbontaséat az LU-felbontas segitségével!

11
A=1|1 4
10

- O N

40. Adjuk meg az A matrix LDU-felbontasat az LU-felbontas segitségével!

11 2
A=1|1 21
2 11
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2.1.5. LDL"- és LLT- (Cholesky) felbontas

41. Adjuk meg az A matrix LL”-felbontasat!

A:

N =N
— N
Q)

42. Adjuk meg az A matrix LDLT- és LL"-felbontasat!

4 -2 2
A=|-2 5 -3
2 -3 6

43. Adjuk meg az A matrix LDL”- és LLT-felbontésat!

4
A=]2
1

N DN

1
2
4
44. Adjuk meg az A matrix LDL”- és LLT-felbontésat!

A=

—= =
DN DN =
W N =

45. Adjuk meg az A matrix LDLT- és LL"-felbontasat!

4
A=10
1

o A~ o
SO

46. Adjuk meg az A matrix LDL"- és LL"-felbontésat!

A=

N DN DN
SO
)

2.1.6. [LU-felbontas Gauss-eliminacioval

47. Mi lesz az A matrix J pozicidhalmazra illeszked§ részleges LU-felbontésa?
Hatarozzuk meg az L, U és Q maéatrixokat!

4 -1 2
A=|-1 4 —1| J={(1,3),(21),(23)}
2 —1 4



30

2. Mdtrixz szorzat felbontdsok

48.

49.

50.

51.

Mi lesz az A métrix J pozicidhalmazra illeszkeds részleges LU-felbontasa?
Hatarozzuk meg az L, U és Q maéatrixokat!

3 5 1
1 1 3

Mi lesz az A métrix J pozicidhalmazra illeszkeds részleges LU-felbontasa?
Hatarozzuk meg az L, U és Q maétrixokat!

)
A=10
1

N =~ O

1
2 J = {(1’3)a(273)}
3

Mi lesz az A métrix J pozicidhalmazra illeszkedd részleges LU-felbontasa?
Hatarozzuk meg az L, U és Q maéatrixokat!

2
A=15
7

N W o

1
5 J:{(172)7(1’3)7(2)3)}
2

Mi lesz az A métrix J pozicidhalmazra illeszkedd részleges LU-felbontasa?
Hatarozzuk meg az L, U és Q maéatrixokat!

3 5 3 —4
-3 3 2 1

A_ 1 4 3 4 J_{(153)7(274)5(37 1)5(374)7(452)}
2 11 3

2.1.7. (QR-felbontias Gram—Schmidt-ortogonalizaci6éval

52.

53.

54.

Adjuk meg az A matrix Q) R-felbontasat Gram—Schmidt-ortogonalizacidval!

2 5 4
A=1|6 8 0
3 =3 2

Adjuk meg az A matrix @ R-felbontasat Gram—Schmidt-ortogonalizécioval!

3 6 -1
A=14 8 7
0 -2 3

Adjuk meg az A matrix @ R-felbontasat Gram—Schmidt-ortogonalizacioval!

0 4 1
A=|5 7 =2
03 5
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55.

56.

57.

58.

59.

60.

Hatérozzuk meg az A métrix @ R-felbontasat Gram—Schmidt-ortogonalizacidvall

0 1 0,8
A=|0 0 0,2
1 0,7 0,7

Hatérozzuk meg az A métrix QR-felbontasat Gram—Schmidt-ortogonalizaciovall
Oldjuk meg a feladatot kétféleképpen!

A

Il
=N N
ja—

Hatérozzuk meg az A matrix @) R-felbontasat Gram—Schmidt-ortogonalizéciéval, hasznaljuk
az egyszertisitett modszert! Ne felejtsiik el a végén a normaélast!

1 4
A=12 5
2 2

Nelie)RNe)

Hatéarozzuk meg az A matrix @) R-felbontésat Gram—Schmidt-ortogonalizécioval, hasznalja az
egyszertsitett modszert! Ne felejtsiik el a végén a normélast!

1 6 1
A=1]1 50
175
Hatarozzuk meg az A matrix Q) R-felbontasat Gram—Schmidt-ortogonalizicioval, hasznaljuk

az egyszerisitett modszert! Ne felejtsiik el a végén a normélast!

-1 2
A= 01
1 2

W N Ot

Hatarozzuk meg az A matrix Q) R-felbontasat Gram—Schmidt-ortogonaliziciéval, hasznaljuk
az egyszerisitett modszert! Ne felejtsiik el a végén a normaélast!

A_:

W O =

1
0
7

S N o

2.1.8. Householder transzforméacio

61.

62.

Householder transzformécioval hozzuk az a = [—1 2 —Q]T vektort k - e; alakra!
Végezziik el a transzforméaciot a transzformécios matrix elemeinek kiszamitasa nélkil!
Irjuk fel azt a Householder transzformécios matrixot, amely az a = [2 2 1]T vektort k- ey

alakra hozza!
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63. Irjuk fel azt a Householder-méatrixot, amely az a = [2 11 ]T vektort k - ey alakra hozzal
Mennyi lesz k értéke?
64. Irjuk fel azt a Householder-méatrixot, amely az a = [2 -1 Q]T vektort k - e1 alakra hozza!
Mennyi lesz k értéke?
65. Householder transzforméciéval hozzuk az a = [1 2 2 O]T vektort k - e alakra!
Végezziik el a transzformaciot a transzforméciés méatrix elemeinek kiszamitasa nélkil!
66. Householder transzforméciéval hozzuk az a = [1 1 11 ]T vektort k - e7 alakral
Végezziik el a transzformaciot a transzforméciés méatrix elemeinek kiszamitasa nélkil!
67. Adjuk meg azt a Householder transzforméciot, mely az a = [2 210 ] T vektort k-eq alakra
hozza és végezzik is el a transzformaciot a vektoron! (A métrixot nem kell elgallitani.)
68. Adjuk meg azt a Householder transzformaciot(a Householder-méatrix elemeit nem kell felirni),
amely az a = [1 0 2 Z}T vektort k - e alakra hozza!
Alkalmazzuk a vektorra a transzformaciot!
69. Adjuk meg azt a Householder transzformaciot(a Householder-méatrix elemeit nem kell felirni),
amely az a = [1 2 2 4}T vektort k - e alakra hozza!
Alkalmazzuk a vektorra a transzformaciot!
70. Irjuk fel azt a Householder-matrixot, amely az a = [2 10 2]T vektort k-e; alakra hozza,
majd alkalmazzuk a matrixra a transzformaciot! Mennyi lesz k értéke?
71. Irjuk fel azt a Householder transzforméciot, amely az a = [1 11 11 ]T vektort
k - e1 alakra hozza! Végezziik el a transzforméaciot a-n, a transzforméaciés méatrix elemeinek
kiszamitasa nélkiil!
72. Householder transzforméciok felhasznalasaval hozzuk fels6haromszog alakra a Cx = d linearis
egyenletrendszert és oldjuk meg!
4 1 -2 2
c=|0 1 3|, d=|3
0 —1 1 1
73. Householder transzforméaciokkal hozzuk fels§ haromszog alakra a C matrixot!
1 20
C=|0 3 4
1 2 2
74. A D matrixot Householder transzformaciokkal hozzuk fels6 haromszog alakral
1 1
o[
75. Oldjuk meg az Ax = b egyenletrendszert, ha az A métrixnak adott a QR-felbontésa.

(Az A matrix elGallitasa nélkiil, Q és R felhasznalasaval oldjuk meg a feladatot.)
T
Q=H(v),av=1[2 -1 2]

altal meghatarozott Householder-méatrix,
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b=1[5 11 —4]"

és

I
Ne)
OO =
O =
= = O

2.2. Megoldasok

2.2.1. Gauss-eliminaci6 és determinins meghatarozasa

1. Az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldasara a Gauss-eliminéciot hasznaljuk fel. Az
eliminéci6 lényege, hogy fels6haromszog alaku linearis egyenletrendszert hozunk létre. A k.
lépésben mindig a k. egyenlettel nullazzuk (eliminaljuk) az xj ismeretlent a (k 4+ 1). — n.
egyenletekbdl.

Az eliminacios lépéseket a matrix elemein és az egyenletrendszer jobboldalan (b vektoron) is el
kell végezniink. Azért, hogy az eliminacios lépéseket konnyen el tudjuk végezni a jobboldalon
is, vezessiik be az lgynevezett bévitett matrixos jelolést. Ez azt jelenti, hogy az egyiitthaté
méatrixhoz "hozzaragasztjuk" a jobboldalt reprezentélé b vektort.

1 2 -1]4
2 -1 3|3
-1 3 1|6

Az els6 oszlopban kezdjiik az eliminaciot. Az els sor valtozatlan marad. A méatrix elsé os-
zlopaban eliminéljuk a fgatlobeli elem (a1; = 1) alatti elemeket. Fentrol lefelé haladva végez-
ziikk az eliminacids 1épéseket. ElGszor a matrix as; = 2 elemét eliminaljuk az elsé sor segit-
ségével.

1. 1épés: Az eliminécids 1épésben a 2. sorbol kivonjuk az els6 sor 2-szeresét, tehét
2.sor - (2)-1. sor.

1 2 -1 1 2 -1 4

4
2] -1 3|3 —|[o] -5 5|-5
6

-1 3 1 -1 3 1 6

Majd a 3. sorban taldlhaté ag; = —1 elemet kell elimindlnunk az 1. sor segitségével. Tehat a
3. sorbdl kivonjuk az 1. sor (—1)-szeresét, azaz hozzaadjuk az 1-szeresét
3. sor + (1) -1. sor.

1 2 -1 4 1 2 —-1] 4
0 -5 S| —=5| — 0 -5 5| -5

-1} 3 1] 6 o] 5 o0} 10

Ezzel az els6 oszlopban a f6atlobeli elem alatti elemeket eliminaltuk a métrixbol.

2. 1épés: A masodik oszlopban taladlhato f6atlobeli elemek alatt kell eliminalnunk. Ennek
megfelelGen a jelenlegi matrix esetén ez egyetlen elem (a3 = 5) eliminaciojat jelenti.
3. sor + (1) -2. sor.



34

2. Mdtrixz szorzat felbontdsok

1 2 -1 4 1 2 —-1] 4
0 -5 5|-5|—1]0 =5 5| -5

0 [5] o] 10 0 [o] 5] 5

Altalanossagban egy nan-es matrix esetén n — 1 oszlopban kell eliminalnunk és a j-ik oszlop-
ban az ajt1,j, ..., an,; elemeket kell eliminalnuk.

Ezzel megkaptuk a célul kitlzott felsGharomszog alaka egyiitthaté matrixunkat. A linearis
egyenletrendszer megoldasat elemi tton, visszahelyettesitésekkel is meghatarozhatjuk, de emel-
lett bemutatunk egy egyszerd és konnyen automatizalhaté modszert is.

a) Megoldas visszahelyettesitéssel:

Alulroél felfelé haladva soronként kiszamoljuk az ismeretleneket. Tehat ennek megfelelGen az
utols6 sorbdl indulva az x3 értékét szamitjuk ki a kovetkezdképpen.

523 =5 — [55=1]

Ennek segitségével meghatarozzuk a kivetkezs, vagyis a 2. sor egyetlen ismeretlen értékét az
xo-t.

—5x2+5-1=—5:>

Innen pedig az els§ sorba visszahelyettesitve kapjuk xq értékét az alabbiak szerint.

T1+2:2+ (1) 1=4=[2 = 1]

Vagyis a keresett megoldas a kévetkezs.

»
1
— N

b) Sormiiveletek segitségével diagonalis alakra hozzuk a matrixot:

A moédszer lényege abban &ll, hogy a Gauss-eliminéci6 végeredményeként kapott métrixot sor-
miiveletek segitségével egységmatrixsza alakitjuk. Ez az alak azért lesz kellemes a szamunkra,
mert ilyen formaban a megoldés vektort a transzformaciok elvégzése utan egyszertien le tudjuk
olvasni. Ehhez a Gauss-eliminacidhoz hasznélt modszert alkalmazzuk "visszafelé". A metdédust
a matrix utolsé oszlopaban kezdjik, de még az eliminacié el6tt az adott oszlop féatlojaban
talalhato elemet leosztjuk 6nmagéaval, hogy igy biztositsuk a f6atloban az egyest. Ezt kdvetSen
a f6atlo feletti elemeket eliminaljuk.

Tehat ennek megfeleléen a 3. sort végigosztjuk 5-tel, majd pedig a 2. és az 1. sorokban
eliminaljuk a fgatlobeli elem (ags = 5) feletti elemeket a kovetkezSképpen.

1 2 1] 4 1 2 0 )
0O -5 5|-5|—1]0 -5 0]|-10

0o o [5]] 5 0 o0 [1]] 1
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Ezt kovetGen a 2. sort végigosztjuk (—5)-tel, majd pedig az 1. sorban eliminaljuk a f6atlobeli
elem (ago) feletti elemet (a12 = 2) a kovetkezképpen.

1 20 5 1 0 0]1

0 0]-10| — |0 012

0 01 1 0 0 1|1
Vagyis a keresett megoldés konnyen leolvashato.
1
x=|2
1

2. Az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldasat Gauss-eliminacié segitségével az el6zé fela-

datban részletesen bemutattuk, igy a tovabbiakban csak a legfontosabb részleteket, illetve az
esetleges tjdonsagokat mutatjuk be.

1. lépés: Az els6 oszlopban a 2. sorhoz hozzaadjuk az els6 sor 1-szeresét, illetve a 3. sorbol
kivonjuk az els6 sor 3-szorosat, tehat

2. sor + (1) - 1. sor.

3. sor - (3)-1. sor.

1 -2 5|9 1 -2 5| 9
-1 3| 2| —|]o] 1 -2|-7
6 —1]25 0] 0 —16] -2

2. lépés: A kovetkezs 1épésben a 2. sorban kell a f6atlo alatti elemeket eliminalnunk, de a
példankban szerencsére nulla keriilt az as3 pozicidba, igy nincs sziikség az eliminaciora. Ezzel
elkésziilt a fels§ haromszogmatrix.

Sormiiveletek segitségével diagonalis alakra hozzuk a métrixot. Az eliminaciot nem kell feltétleniil
az utolsé oszlopban kezdeniink, hiszen eléfordulhat, hogy mésik oszlop esetén egyszertibb a
kézi szdmolas. Fontos megjegyezni, hogy a fels§ haromszogmatrix kialakitdsa esetén ez az
egyszerisités nem hasznalhaté! A mostani példaban a 2. oszlopban kezdjiik az eliminéciot.

1 50 9 1 [o] 1|-5
0 1 —2|-T|—]0 1 -2|-7
0 0 —16|-2 0 0 —16|—2

Ezt kovetSen az utolso oszlopban kell eliminalnunk, vagyis a 3. sort leosztjuk (—16)-tal, majd
pedig az igy kapott 0] 3. sor 2-szeresét hozzdadjuk a 2. sorhoz, illetve a 3. sor (—1)-szeresét
hozzaadjuk az 1. sorhoz.

1o [1]]-5 10@%;5“
01 [-2||-7|—1]0 1 [0]] =
00 —16|—2 00 1| =

Tehéat az Ax = b lineéris egyenletrendszer megoldasa a kovetkezd.

—41

N

0ol —00
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3. A korabban mar bemutatott modszer 1épéseit kivetve kapjuk az alabbi megoldést.

1. lépés:
2.sor + (—2) - 1.sor.
3.sor + (+1) - 1.sor.

1 -2 3| 1 1 -2 3| 1
A= 1 1]-3| —A=][0o] 5 -5|-5
2 -2| 0 o] o 1] 1

Az els§ 1épés utan szerencsére megkaptuk a fels§ haromszégmatrixot.

Mivel a Gauss-eliminacié soran csak sormiiveleteket végeztiink, melyek nem valtoztatjak meg
a matrix determinansat, igy a kapott fels§ haromszogméatrix (A’) determinansa megegyezik
az eredeti (A) méatrix determinansaval. A felsé haromszog alaki matrixok determinansa a
féatlobeli elemek szorzata.

det(A') = ay; - ahy-ahs =1-5-1=5.

Ezt kovetSen a egyenletrendszer megoldasahoz sziikséges diagonélis alakot allitjuk eld.

1 -2 3 1 1 0 0| -2
0 5 =5|-5|—1]0 10 0
0 0 1 1 0 01 1
Tehét az egyenletrendszer megoldasa:
-2
X = 0
1
4. A korabbi feladatokhoz hasonléan a megoldas 1épései a kévetkezdk.
1. lépés:
2.sor + (5) - L.sor.
3.sor + (3) - Lsor.
2. lépés:
3.s0r - (55) - 2.s0r.
2 -6 0 2 2 -6 0 2 2 -6 0 2
-5 -5 -7\-6{—(0 -20 -7|-1|{—|0 —-20 -7 | -1
-4 3 1| 7 0 -9 —1| 11 0o 0 2|%
Innen a determinéns:
43
det(A) =2-(—20) - — = —86.
et(A) =2 (=20) - -
Most diagonélis alakra hozzuk a matrixot.
2 -6 0] 2 2 -6 0] 2 1 00 {%31
0—200%%0 — |0 1 0|-Bf—]010| -5
229 22 22
0 0 1| 545 0 0 1] 0 01 =
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Az egyenletrendszer megoldésa

5. Elsfordulhat olyan eset, amikor egy adott eliminécids 1épés utan a soron kévetkezs diagonélis
elem nullava valik. Ilyen esetben megakad a Gauss-eliminéacié. Az ismeretlenek, vagy az egyen-
letek felcserélésével elérhetjiik, hogy az imént emlitett nulla helyére egy nem nulla elem
keriiljon. Erre két eljaras is ismert.

Reészleges f6elemkivalasztas

Az adott k. oszlopban az ay, i, x+1 i, ---, G i elemek koziil megkeressiik a legnagyobb abszolit
értékiit és a sorat feleseréljiik a k. sorral. Igy a hibaszamitasnal tanultak szerint a kis szammal
val6 osztéas elkeriilhets, melyrsl tudjuk, hogy néveli a hibat. Azonban igy is el6fordulhat, hogy
a sorcserével a probléma nem oldhat6é meg, ekkor az Ggynevezett teljes felemkivalasztast kell
alkalmazni.

Teljes f6elemkivalasztas

A k-t6l n-ig terjedd sorok és oszlopok altal meghatarozott matrixrészben megkeressiik a leg-
nagyobb abszolut értékd elemet. A sorat felcseréljiik a k. sorral, az oszlopat a k. oszloppal.
Igy a hibaszamitasnal tanultak szerint a kicsi szammal valo osztas elkeriilhets. A legnagyobb
abszolut értékiivel vald osztas az osztaskor keletkezd abszolut hibat minimalizélja. Az oszlop-
cserékre figyelni kell, mert a megoldasvektor megfelel6 komponenseinek cseréjét vonja maga
utan. Ha még igy is elakad a Gauss-eliminacio, akkor rang(A) < n. A b jobboldal megfelels
koordinatainak értékétdl fiiggGen vagy nincs megoldasa, vagy végtelen sok megoldésa van az
egyenletrendszernek.

Fontos megjegyezni, hogy a sorcserék és oszlopcserék esetén a determinans értékét korrigal-
nunk kell a sorok és oszlopok cseréjében 1évs inverziok egylittes szamaval. Altalanos alak a
determinéns meghatarozasara

det(A) = aﬁ) . ag? calmh (—l)i,

nn

ahol az 7 az inverzidk szamat jeloli.

1. 1épés: A részleges fGelemkivalasztéashoz megkeressiik a méatrix els§ oszlopaban a diagonélis
alatti elemek koziil az abszolut értékben legnagyobbat. Vagyis keressiik a max{|a11], |a21|, |as1|}
értékét. Mivel

max{|a11|, |a21], |as1|} = max{2,4,2} = 4,
igy az ag1-et kell cserélni az aji-gyel. Ezt az 1. és 2. sor cseréjével tudjuk megtenni.
Ne feledjiik, hogy a sorcsere a jobboldalra is vonatkozik!

2 1 311 4 4 711

4 4 71| — |2 1 3|1

25 913 2 5 913
Ezt kovetGen a Gauss-eliminacid elsG 1épését kell végrehajtanunk az atrendezett rendszeren,
vagyis:

2. sor—(
3. sor—(

) - 1. sor
)1 .sor

SIS

DN DN W~
[S2 BN TN
© W
w

M‘:Mh—l\]
DO|OWO [t
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2. lépés: A kovetkez§ 1épés ismét a részleges fGelemkivalasztis, amelyet a soron kévetkezd
oszlopon kell végrehajtani, vagyis abszolut maximumot kell keresni, tehat

1 1
max{|aly|, [aly |} = max{1,3} = 3.
Ez azt jelenti, hogy meg kell cserélniink a 2. és 3. sort. Ezt kovetSen el kell végezniink a
Gauss-eliminacié kovetkezs 1épését.
4 4 711 4 4 7|1
1|5 1|5
0 3 3|3 — |0 3 5|3
0 -1 =313 00 313
Ezzek elértiik a fels6 haromszog alakot. A determinins meghatérozasakor - ahogy azt mar
fentebb emlitettiik - figyelniink kell a sorcserékre. Mivel két szomszédos sorcsere tortént, igy a
determinéns értékének meghatarozasakor korrigalnunk kell az inverziok szamaval, vagyis 2-vel
4 2
det(A)=4-3- 3 (—1)° = 16.
Most méar csak az egyenletrendszer megoldasanak meghatérozasa van hatra.
4.4 7|1 10 0|—3
03 32| —1]010|-1
4|1
00 3|3 0 01 1
Tehét az egyenletrendszer megoldasa
1
2
x=|—1
1
6. Az el6z6 példéaban latott modszer segitségével oldjuk meg ezt a feladatot.

1. lépés: Lathato, hogy az a11 = 0, ezért sziikséges a részleges fGelemkivalasztas. Mivel
max{|a11|, |az21], |as1|} = max{0,2,4} = 4,

ezért az; = (—4)-et kell becserélni az a1; = 0 helyére.

0 7 —-8|3 -4 -6 5|9
2 4 =51 — 2 4 =511
-4 -6 519 0 7 =813

Ezt kévetSen a 2. sorhoz hozzaadjuk az els6 sor %—ét.

-4 —6 5|9 —4 -6 5| 9
2 4 51— | 0o 1 -3 4
0 7 —8|3 0 7 8|3

2. lépés: Folytatva a részleges f6elemkivalasztast, mivel
1 1
max{|agy |, Jajy|} = max{1,7} =7,

a 3. sort és a 2. sort fel kell cserélni.
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-4 —6 5|9 -4 -6 5] 9
o 1 -3/3/—1| 0 7 -8|3
0 7 -8| 3 0 1 -3

Ezt kévetSen a 3. sorhoz hozziadjuk a 2. sor (—%)—szeresét.

-4 -6 5| 9 -4 —6 51 9
0O 7 =8| 3| — 0o 7 =8| 3
o 1 3lg] Looo-pln

A determinéns értéke a sorokra vonatkozé (3,1,2) sorrendet figyelembe véve (melyben 2 az

inverziok szama)
19

14

Ezt kévetSen diagonalis alakra hozzuk a matrixot és meghatarozzuk a lineéris egyenletrendszer
megoldasat.

det(A) = (—4)-7-(——) - (—1)* = 38.

-4 -6 5] 9 -4 -6 0| 2¢ -4 0 0 2%
0 7 83— | 0 7 O0of-3|—]| 07 0f-24

19 71 19 1 19 1
o o -2|4 o o0 -B| & 00 -2 4

Tehat az egyenletrendszer megoldasa:

22 _22
o 1ol Bl |8
oo bl IR

A feladat megoldasahoz a teljes fGelemkivalasztéas modszerét hasznéljuk fel. Tehat els 1épésként
a teljes A méatrixban abszolut maximumot kell keresniink. Figyelem, csak az A maéatrixban kell
az abszolit maximumot keresniink, tehat a kiegészitett matrix b vektorhoz tartozoé részében
nem!
1. 1épés: Mivel

max{|a;|} =3,

3,j=1

nem csak egy a;; elemre teljesiil, ezért ebben az esetben tetszélegesen valaszthatunk koziiliik.
A példa szemléletességét megtartva az ago elemet vélasztjuk és ezt cseréljik az aq; helyére.
Ehhez egy oszlopcserére és egy sorcserére lesz sziikség, vagyis az 1. és a 2. sort felcseréljiik,
majd ezt kovetSen az 1. és a 2. oszlopot is megcseréljik.

o W Ut

1 1 213 2 3 1|5 3 21
2 3 1|5 — 1|1 -1 2|3| — | -1 1 2
3 2 118 3 2 118 2 31
Ily moédon a maéatrixot megfelel§ alakra hoztuk, tehat végrehajthatjuk a Gauss-eliminéci6 1.
lépését.

2. sor+(
3. sorf(

)-1. sor
)'1. sor

W)=
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32 115 3 5
-1 1 23] — |0 4
2 3 1|8 0 ¥

wlTlut PO
W~ =

3

2. lépés: Ismét a teljes fGelemkivalasztéas kovetkezik, de arra figyeljiink, hogy most méar csak
egy (n—1) x (n—1)-es , vagyis jelen esetben egy 2 x 2-es részméatrixon kell csak ezt az abszolut
maximumot megkeresniink. Igy
1 1 1 1 7
max{|a§2)], ]ag?,)\, \a:(az)|a |a:(>,3)’} -3
Tehat jelen esetben csak egy oszlopcserére lesz sziikség, hiszen a felcserélendé elemek egy sor-
ban helyezkednek el, vagyis a 2. oszlopot és a 3. oszlopot kell felcserélniink. A cserét kdvetGen
elvégezziik a Gauss-eliminécio kovetkezs 1épését.

w

3
— | 0
0

3
0
0

o O
O wWIN N

IR N
WIHWI[= =
o )

o Fe| 2 ot
ol—eol~T N
WU TT i
T
oo‘%w‘% ot

=
~Sceien —
NG

Ezzel elkészilt a fels§ haromszogmatrix, igy ezen a ponton kénnyedén meghatarozhatjuk a
matrix determinansat. Mivel az inverziok szama 3, hiszen volt egy szomszédos sor cserénk és
két szomszédos oszlopcserénk, igy a determinéns:

7 10
3 7
Most mar csak az ismeretlenek meghatarozasa van hatra. Visszahelyettesitést kovetSen az

alabbi eredményt kapjuk

det(A) =3 (=1)% = —10.

14 1 0
Tr1 = — To = —— Trq = .
1 5 ) 2 57 3

Az el6z8 példdkban mar ismertetett Gauss-eliminécio segitségével kiilonb6z6 jobboldali, azonos
méatrixa egyenletrendszerek megoldaséra is van lehet&ség. Ilyen esetben a méatrix mellé irjuk
a kiilonb6z§ jobboldalakat és az eliminacios 1épéseket igy hajtjuk végre.

Albibs

1. lépés:

2. sor + (—2) - 1. sor

3. sor + (—3) - 1. sor

4. sor + (—1) - 1. sor
1 -1 2 113 3 1 -1 2 1 3 3
231—155_>0 5 -3 3| -1 -1
3 2 3 0|8 8 0 5 -3 -3|-1 -1
1 4 -1 =212 0 0 5 -3 -3|-1 -3

2. lépés:

3. sor + (—1) - 2. sor

4. sor + (—1)-2. sor
1 -1 2 1 3 3 1 -1 2 1 3 3
05—3—3—1—1_}0 5 =3 3| -1 -1
0 5 -3 -3|-1 -1 0O 0 0 O 0 O
0 5 -3 -3|-1 -3 0O 0 0 O 0 -1
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Mivel a 3. oszlop és 3. sor altal meghatarozott részmatrixban csak nulla elemek vannak, igy
a teljes f6elemkivalasztas sem segit a tovabblépésben. Mivel a by jobboldal esetén a "nul-
las" sorokhoz nulla érték tartozik, ami azt jelenti, hogy azonossagot kaptunk, igy ebben az
esetben az Ax; = by egyenletrendszernek végtelen sok megoldésa van. Ezzel szemben a bo
jobboldal esetén van nem nulla érték a "nullas" sorokhoz tartozoan, ami azt jelenti, hogy
ellentmondéashoz jutottunk, igy nincs megoldasa az Axo = bg linearis egyenletrendszernek.

Tehat azt érdemes megjegyezniink, hogy a Gauss-eliminécioé soran eldél, hogy megoldhato-e
a linearis egyenletrendszer vagy sem.

9. Az altalanos megoldas meghatarozasahoz el§szor néhany konkrét 1épését végezziik el a Gauss-
eliminécionak.
1 0 0 ... 0 —17] 1 0 0 ... 0 —17]
1 0 0 0] 1 0 0| [o]
0 -1 1 0 -1 0 -1 1 0 -1
. 0 O -1 1] (-1)"] | 0 0 . -1 1] (-]
1 0 0 0 —17 [1 0 O 0 —17
0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 [F1] 10 B
0 0 ... =1 1| (-1)"] L0 0 ... =1 1] (=1)"]

Az els6 par lépés utan lathatjuk, hogy a matrix bidiagonalis volta miatt hogyan alakul az
altalanos (k — 1). lépés utani alak. A méatrix els6 k sora az egységmatrix elsé k sora, mig a
jobboldali vektor els6 k komponensében a (—1) és 0 valtakozik. A k. komponens (—1), ha k
paratlan és 0, ha k paros.

Végezziik el a k. eliminacios 1épést, vagyis a k + 1. sorhoz hozzdadjuk a k. sort, ezzel teljesen
kinulldzva a k. oszlopot. Nézziik meg, hogy ez a jobboldalra milyen hatassal van.

paratlan k esetén: a b vektor k + 1. helyén 1+ (—1) = 0 lesz.
paros k esetén: a b vektor k + 1. helyén (—1) + 1 = —1 lesz.

Latjuk, hogy a k. lépés utani allapot formailag megegyezik a (k — 1). 1épés utéani allapottal.
Az igy kapott méatrixot lathatjuk a sorok szdmozéasaval.

Lo 0 oo L1 oo oo o]

0 1 0 0 0 5 [0 1 0 0 0

0 : | : 0 :

k.| : 0 1 0 ... 0 -1 — kE.|l: 0 1 0 0 -1
kK+1. | - 0 1 0 k+ 1. S @ 1 0 @
o o o ... -1 1| o 0 o0 ... -1 1D

Tehét végeredményben a b vektor a kévetkezé alaku lesz

paratlan n esetén:

(-1 0 -1 0 ... —1]"
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paros n esetén:

[-1 0 -1 0 ... 0]".

10. Az altalanos megoldas meghatarozasahoz a Gauss-eliminacié els6 néhany lépését végezziik el.

1 0 ... 0| 1 10 0 ...0] 1
1] 1 0o ... o|[1] 0] 1 o0 01[o]

01 1 ...0[ 1|_—5] 01 1 0] 1
L 00 1 1] 1] L 00 1 1] 1]
10 0 ... 0 17 10 0 ... 0| 17
11 01[1] 0 1 0 0
0o [1] 1 0| 1| _— o0 [0o] 1 01[1]
0 0 1 1] 1] (0 0 1 1] 1]

Az els6 két 1épést kovetSen mar jol latjuk a szabalyossagot. Tehat k = 1 és k = 2 esetére
latjuk, hogy a b vektor hogyan is alakul. Tegyiik fel, hogy a (k — 1). 1épés utan is igaz ez a
szabalyossag. Nézziik meg k. 1épést, vagyis a k + 1. sorbdl vonjuk ki a k. sort, ezéltal a k.
oszlopot kinullaztuk.

paratlan k esetén: a b vektoron is elvégezve a miiveletet, a k + 1. elem 1 — 1 = 0 lesz.
paros k esetén: csak annyi a kiilonbség, hogy a vektorban a k. helyen 0 talalhato, ezért a
k+1.elem 1+ 0 =1 marad.

M1 0 0 7 F1 0 0 7
Llo 1 o0 0 1 1 0 0

2 0

. 0 . O .

Ll 0 1 0 ol 1| & 0 1 0 0l 1

k+1.01 0 o 1 0 k+1. 0o [0] 1 0|[0]

n . 1 n. . 1

o 0 0 . 11| " 0o 0 0 . 11| |

Tehét végeredményben a b vektor a kévetkez6 alaku lesz

n paratlan esetén:
(1 o100 .. 1]
n paros esetén:

(1010 ..0].
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2.2.2. Matrix inverz meghatarozasa

11.

Az inverz meghatarozasara szamtalan modszer all a rendelkezésiinkre, de ezek a modszerek
nehezen automatizalhatéak vagy olykor igen sok szamitéast igényelnek. Egy egyszert és kon-
nyen elsajatithato eljarast fogunk megismerni a kévetkezd példak megoldasa soran. A Gauss-
eliminéciot fogjuk alkalmazni matrix inverz meghatarozasara.

Kezdjiik egy rovid elméleti attekintéssel. Az A matrix inverzét az A - A~ = T Ssszefiiggésbol
hatarozhatjuk meg. Ez azt jelenti, hogy keresniink kell egy olyan X métrixot, amelyre igaz az
alabbi matrixegyenlet

A-X=1L

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket.
X:(Xl,Xz,...,Xn), 12(61,82,...,en)

Blokkos métrix szorzassal ellendrizhetd, hogy az imént emlitett métrixegyenlet valojaban n
darab linearis egyenletrendszer.
A X1 =e€e1

A-X2:e2

A -x,=e,

Vegyiik észre, hogy ez nem més mint n darab A maétrixi linearis egyenletrendszer. Ahogy
azt mar korabban emlitettiik erre a tipusi probléméra nagyon jol alkalmazhaté megoldast
ad a Gauss-eliminéacid, hiszen a jobboldal vektorokat egymas mellé irva, csak egyszer kell a
métrixon elimindlnunk. Most nézziik meg, hogy ez hogyan is miikddik a gyakorlatban.

1. 1épés: Irjuk fel a jobboldalakkal kiegészitett bovitett matrixunkat, majd pedig végezziik
el rajta a Gauss-eliminaci6 els6 1épését. Az elsd 1épés soran a kovetkezd sormiiveleteket kell
elvégezniink.

2. sor + (—2)- 1. sor

3.sor + (+1)-1. sor

11 11 0 O 11 1 1 00
24 2|01 0]—(02 O0-2120
-1 5 =20 0 1 0 6 -1 1 01

2. 1épés: A 2. oszlopban kell eliminalnunk, tehat a megfelels sormitvelet a kivetkezd.
3. sor + (—9)- 2. sor

11 1 1 00 11 1 1 00
02 0|-210|—]02 0|-2 120
0 6 -1 1 01 0 0 -1 7T -3 1

Igy megkaptuk a fels6 haromszog alakot, ahonnan kénnyedén le tudjuk olvasni a méatrix de-
terminansat.

det(A) =1-2-(=1) = —2

Folytatva a matrix inverz meghatarozasat, ezt kovetGen sormiveletek segitségével diagonalis
alakra hozzuk a métrixot.
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sor -(—1)
1. sor 4+ (—1) - 3. sor
11 1 1 00 110 8 =3 1
02 0/-2 10|—1]020-2 1 0
00 -1 7T -3 1 0 0 1]-—7 -1
sor %
1. sor + (—1) - 2. sor
11 0] 8 =3 1 1 00| 9 —% 1
020/-2 1 0|—1/(010]-1 5 0
001(-7 3 -1 0 0 1|-—7 3 -1
Vagyis az A matrix inverze konnyen leolvashato.
9 -2 1
Al=1-1 35 0
-7 3 -1
12. A megoldas soran az el6z6 feladatban latott eljarast alkalmazzuk.

1. lépés:
2. sor + 1. sor

1 -1 01 0 0 1 -1 0|1 0 0
-1 1 -1{0 1 0 —1]0 O -1{]1 1 O
0 -1 110 0 1 0 -1 110 0 1

2. lépés: Latjuk, hogy elakad a hagyomanyos Gauss-eliminacio, ezért sziikséges egy sorcsere,
vagyis ennek megfelelGen a 2. és a 3. sort megcseréljiikk. A sorcsere nem befolyasolja az inverz
métrixot, de a determinéans értékét igen.

1 -1 0|1 0 O 1 -1 01 0O
0 0 -1j1 1 0] —1]0 -1 110 0 1
0 -1 110 0 1 0 0 —-1j1 10

Sorcserét kovetGen megkaptuk a fels§ hdromszogmaéatrixot. Vagyis meghatarozhatjuk a matrix
determinénsanak értékét, figyelve a sorcsere miatti 1 inverziészamra.

det(A)=1-(=1)-(=1)- (=)} = -1

Sormiiveletekkel diagonélis alakra hozzuk a matrixot.

1 -1 01 0 O 1 -1 0] 1 00 1 00 0o -1 -1
0 -1 i1tlo01|—|(0 -120, 1 11|—1]01O0|-1 -1 -1
0O O —-1|1 1 0 0O 0 1|]-1 -1 0 00 1|-1 -1 0
Tehat az A maéatrix inverze
0o -1 -1
Al=]-1 -1 -1

-1 -1 0
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13. A megoldas soran az eléz§ feladatban latott eljarast alkalmazzuk
1. 1épés: 2. sor + 1. sor

1 -1 1 -1
0 -1

2. lépés: 3. sor + % - 2. sor

Wl = =

W= = O

0(1 0 O 0(1 0 O
-1 4 -1j0 1 0| —|0 3 —-1]1 1 0
110 0 1 110 0 1

= o o

1 -1 0|1 00 1 -1 0
0 3 -1j1 1 0f—|0 3 -1
0 -1 10 01 0o 0 2
A fels6 haromszog alakbol kiolvasva a determinéns értékét, kapjuk hogy
2
det(B):1-3-§:2.

Sormiiveletekkel diagonélis alakra hozzuk a matrixot.

1 -1 0/1 0 O 1 -1 0|1 0 O
0 3 -1/1 10— |0 302 3 3| —
211 1 I 1 3
0 0 5|3 3 1 0 0 1|5 5 3
Tehat a B matrix inverze a kovetkezd.
3 1 1
1 it 71
B =33 3
1 1 3
2 2 2

14. A megoldas soran az elézd feladatban latott eljarast alkalmazzuk.

2. 1épés:
3. sor + 2. sor

1. lépés:
2. sor + 1. sor
3. sor - 1. sor

1

1 1 11 0 O 11 1 00
-1 1 1/01 0| —1|0 2 2 1 10—
1 -1 170 0 1 0]—-1 0 1

0 -2

S O =

1
0
0

A fels§ haromszog alakbol megkapjuk az aldbbi determinéns értéket

det(A)=1-2-2=4.

Folytatva az elimindciét megkapjuk az A maétrix inverzét.

111|100 1101 -5 %

02211 1O0f—1]020]1 0 —-1| —

0 0 2(0 11 00 110 % %
Tehat az A maétrix inverze a kovetkezd.

Al =

O D=
Nl O NI
NI=NI= O

S O =

o = O

S = O

SN =

= O O

= o O

O NN

[N NI O

O = =

Nl= O Nl

D=0 =

e )

[NISUNITENI T

_— o O

|
N=0I= O



46 2. Mdtrixz szorzat felbontdsok

15. A maétrix méretével a szamitasok mennyisége ugyan megnd, de az eddig alkalmazott technika
természetesen tovabbra is miikodik. Ennek megfelel6en a megoldéas az alabbiak szerint alakul.

1 1 1 1/1 0 0 O 1 1 1 111 0 0 O
1 1 -1 -1]0 1 0 O N 0 0 -2 -2]0 100
1 -1 1 -1/0 0 1 0 0 -2 0 -2(0 01O
1 -1 -1 110 0 0 1 0 -2 -2 0|0 0 0 1

A kovetkezd 16pésnél elakad a Gauss-eliminacio, ezért sorcserét kell végrehajtanunk, a 2. és a
3. sort cseréljiik meg. A sorcserét kovetGen folytatjuk a Gauss-eliminéci6 1épéseit.

1 1 1 1/1 0 0 O 1 1 1 1 10 00
0 -2 0 -2]0 010 . 0 -2 0 -2|-10 10 N
0 0 -2 =201 0 O 0O 0 -2 -2|-11 00
0 -2 -2 0|0 0 01 0 0 -2 -2 00 -1 1
1 1 1 1 10 00 1 1 1 1 1 0 00
N 0O -2 0 -2}-1 0 10 N 0O -2 0 -2(-1 0 10
0o 0 -2 -2|-11 00 0O 0 -2 -2|-1 1 00
0 0 -2 -2 00 —-11 0O o0 0 4 1 -1 -1 1

Megkaptuk a fels6 haromszogmatrixot, innen a determinans a szonszédos sorok cseréje miatt
a kovetkez6képpen alakul

det(A) =1-(-2)-(~2)-4-(-1)! = —16.

Folytassuk a diagonéalis alakra hozast!

1 1 1 1| 1 0 00 1 1 1o 3 X 1 2
0 -2 0 -2/-1 0 10| |0 =2 0|-2 -2 2 2 R
0 0 -2 —2|-1 1 00 0 0 -2 0|-% % —2 %
o 0 o 1| &+ -1 -3 % 0 0 01| 1 -1 -1 1
1 100 2 2 0 0 1roo00]s + 1 4
0 -2 003 -5 2 2l o100l & - -
1o o010 |l SR “loo 1o R I
0 00 1| 3 -3 -7 1 000 1) -3 -1 1
Tehat az A maétrix inverze a kovetkezs:

101 11

4 4 4 4

) i1 1 _1

Av=11 1 1 1

4 4 4 4

T 1 1 1

4 4 4 4

16. Az altalanos megoldés meghatéirozasahoz elszor néhény lépést el kell végezniink, hogy megsejt-
siik a megoldast. Ezt kovetGen pedig indukciéval bebizonyitjuk a sejtést.
1. 1épés:

0 ... 07 [
0

o
o
|
—_
=
[es}

0
1
1

S = O

[ e

=l El=l-
l

=l El=l-
\

r
=
—_
—_
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2. lépés

10 0 0ol 1 00 0] 1 00 ... 0| 1 00 0]
0 1 0|-1 10 0 0 10 ...0|-1 10 0
0 [1]1...0-1[0]1 o —v o o] 1 ...0[-1[-1]1 0
01 1] -1 [0] 0 1] 0@11—10 1]

Innen megsejtjiik, hogy az inverz egy olyan bidiagonalis méatrix, ahol a f6atloban csupa 1-es
szerepel és az 4tlo alatti atloban pedig (—1)-esek szerepelnek.

Tegyiik fel, hogy a (k—1). 1épés utan kapott alak elsé k sora is ilyen alaku illetve a jobboldali
részen a k. oszlopban a k. — n. poziciokig (—1) all.

Megmutatjuk, hogy a k. 1épés utan is ilyen alakdt matrixhoz jutunk. Mivel a k. oszlopban a
k.—mn. poziciokban 1-es all, ezért a k. 1épésben az i. sorbol kivonjuk a k. sort (i = k+1,...,n).
Ez a jobboldali részmatrixon a (k—1)., k. pozicidkon 1évs (—1, 0)-bol kivonva a k. sor (—1,1)-et
(0, —1)-et kapunk.

10 0 0] 1 0 0 0
01 0 0|-1 1 0 0
00 1 0| 0 -1 1 0
0 E 0

0 0 0 1 0| 0 0 -1 1 0]
0 0 0 1 1 0| 0 0 -1 1 0
0 0 0 1 1 0| 0 0 -1 0 0 0
2 0 : : 0
[0 0 0 1 1 1{ 0 0 -1 0 0 1|

(1.0 0 0] 1 0 0 0]

01 0 0|-1 1 0 0

00 1 . 0] 0 -1 1 0

© 0 0

_,10 0 0 1 .00 0 0 -1 1 0

0 0 0 0 1 ...0[ 0 0 0 -1 1 0

0 0 0 0 1 0] 0 0 0 -1 0 0

: .0 : 0

[0 0 0 0 1 ...1| 0 0 0 -1 0 1]

A fenti alakon nyomonkovethets, hogy a sejtésiink helytallo, tehat az A matrix inverze a
kovetkezo.

1 0 0 0
-1 1 0 0
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17. Az éltalanos megoldas meghatérozasihoz el§szor néhéany lépést el kell végezniink, hogy megsejt-
siik a megoldast. Ezt kdvetSen pedig indukcioval bebizonyitjuk a sejtést.
1. lépés:
1.0 0 ... 0| 1 0 ... 0] [ 1 0 ... 0 10 0 ... 0]
10 of[o] 10 0 0] 10 0 1 0
0 2 1 0 O 1 0] — 0 1 0 0 0 1 0
. 000 ... 1] 00 O0 ... 1] | 00 0 ... 1 000 ... 1]
2. lépés:
(1 00 ... 0] 1T 0 0 ... 0] 1 0 0 ... 0] 1 0 0 ... 0]
0 1 .. 0l-2 10 0 0 1 0| -2 1 0 . 0
021 ...0| ofo]1 0| — |0 [0] 1 ol[4] [-2] 1 ... 0
|0 0 0 1] 0 0 O 1] |0 0 0 11 0 00 1]
Mivel A bidiagonalis matrix, minden 1épésben csak az eliminal6 sor alatti sorban kell elimi-
nalnunk. Az a sejtésiink, hogy a (k—1). lépés utan a bal oldalon az elsé k sor az egységmatrix
els§ k soraval egyezik, mig a jobboldalon az els6 k sorban a diagonalisban 1 szerepel, majd
lefelé haladva a k. pozicidig (—2)-vel szorzodnak az elemek.
A k. sor jobboldali része: [(—2)*,...,(~2),1,_0 ,0,...,0].
—~—
k+1.
A (k +1). sor jobboldali része: [0,...,0,0, 1 ,0,...,0] = eEJrl.
k+1.
A k. 1épésben csak a (k+1). sorban kell eliminélni, a (k+1). sorbél kivonjuk a k. sor 2-szeresét.
Ezzel a (k + 1). sor baloldali része e, 17 alaki, mig a jobboldalon
(=2)- [ (=2 ... =2 1.0 0 0 ]
+ 0 ... 0 010 0 ]
[ (-2t ... 4 2 10 0 ]
Ezzel k 4 1-re olyan alakot kaptunk, amit k-ra megsejtettiink.
A f6atlo alatti atloban 1év6 elemek megegyeznek, igy az A métrix inverze
i 1 0 0 0]
—2 1 0 ... 0
Al 4 —2 1 ...0
i (_2)n—1 (_2)n—2 -2 1 |
18. Ebben a példdban a korabbiaktol eltéréen méar rendelkezésiinkre all a fels§ haromszogmatrixi

alak, igy ebben az esetben "csak" sormitveletekkel diagonélis alakra kell hoznunk a matrixot.
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Az eddigiekben megszokott modon elvégziink néhany lépést az altalanos megoldas megsej-

téséhez.

1

0
0
0

)

1
0
0

0j1 0 O

o
@)

[an)

~[els

[an}

0
0
1

o HE\

1

o

0
0
0

0
0
0
00
1 0
0 1]
.
0
0
o =
1 0 0
0 1 [
0 0 1]
.
0
0
L[]
0 1 -
0 0 1

A matrix specialis alakjabol azt sejtjik, hogy a baloldalon egy fels6 haromszégmatrix alakul
ki, mégpedig olyan forméban, hogy a f6atlo feletti atloban (—1) -esek e feletti atloban djra 1
-esek, majd pedig e felett Gjra (—1) -esek és igy tovabb.

Tehat tegyiik fel, hogy a (k — 1). lépésig igaz ez a sejtés, vagyis a jobboldali matrixban jobb
also (k x k)-s matrixara igaz az imeént leirt struktira. Mutassuk meg, hogy a k. 1épésre is igaz.

A (k —1.) lépés utan kapott matrix

1
0
0

0

Az (n — k). sor jobboldali része: [0, ...

1
1

0
1
1

(=N RN

oo R =

0

0

ojr 0 O
0o 1 0
0jo0 0 1
010
00
010
010
110
707 1 7070?' 70}
~~
n—=k.
0 ) 17 _17
—~—

Az (n — k+1). sor jobboldali része: [0,...,0,

0
0

0

1 0 0 ... 0
0 1 -1 1
0 0 1 ~1
0 0 1
0 0 1]
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Végezziik el a k. lépést, vagyis az (n — k). sorbol vonjuk ki az (n — k + 1). sort. A jobboldali
részen elvégezve

o ... 01 0 ... ]

— 0 ... 00 1 =1 ... (=1 ]

[0 0 1 -1 1 ... (=D)L ]
(11 0 ... ... ... ... 0|1 0 0 ... ... ... ... 0]
11 0j0 1 0
1 00 1 0
0 1 0 0 00 1 -1 1 —1
0 0 1 0 00 0 1 -1 1
0 0 0 1 00 0 0 1 ~1
0 0 0 0 1|0 0 0 1
o ... ... ... 0 O ... 1|0 ... ... ... 0 O ... 1]

Latjuk, hogy a k. 1épés utén kapott jobboldali matrix (k+1) x (k+1)-es jobbalso részmatrixara
is igaz maradt a sejtés, vagyis az A matrix inverze a kovetkezd.

1 -1 1 -1
0 1 -1 1
A-l_ |0 0 1 -1
0 0 0 1

2.2.3. LU-felbontas

19. A € R™"™ matrix LU-felbontésa azt jelenti, hogy keressiik azt az L és U métrixokat, melyekre
teljesiil, hogy A = LU. Ebben a felbontasban az L € R™*™ als6 haromszogmatrix, mégpedig
ugy, hogy a f6atléban rendre 1-es elemek helyezkednek el és U € R™*" pedig egy fels6 harom-
szogmatrix. Egy A € R3*3 matrix esetén L és U matrix alakja a kovetkezd.

1 0 0 U1l U2 U113
L=|L4 1 0|, U= 0 wuoo o3
lg l3 1 0 0 uss

Linearis egyenletrendszer megoldésahoz az LU felbontas egy tjabb moédszert ad a keziinkbe.
Miért is jo az LU-felbontés egy linearis egyenletrendszer megoldéasara?

Ax=b << 1. Ly=b —y
2.Ux=y —x

Ebben az esetben az Ax = b helyett az Ly = b, majd pedig az Ux = y egyenletrendszert
kell megoldanunk. Az LU-felbontas hatterében - mint azt majd latni fogjuk a tovabbi példak
megoldasa soran - tulajdonképpen a Gauss-eliminéacié hizodik meg.

Eppen ezért érdemes megjegyezni, hogy az LU-felbontés létezik pontosan akkor, ha a Gauss-
eliminéci6 sor- és oszlopcsere nélkiil elvégezhets. Az LU felbontéast tobbféleképpen is elGal-
lithatjuk. A példa megoldasok soran 3 alapvetd modszert mutatunk be.
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a) Elsallitas L; also haromszogmatrixok segitségével (i = 1,...,n —1).
b) Elgallitas Gauss-eliminacioval parhuzamosan, tomoritett alakkal.
c) Elsallitas matrixszorzas segitségével.

Elgszor tekintsiik végig a jelenlegi példan, hogyan készithetjiik el az LU-felbontast az L; al-
sOharomszog matrixok segitségével.

Az Ly (i = 1,...,n — 1) méatrixok segitségével a Gauss-eliminacié egyes lépéseit valositjuk
meg. Tehéat a Gauss-eliminacio k — 1. lépése utan kapott Ay_1 méatrixra a kdvetkezs 1épésben
kapott Ay matrixhoz eljuthatunk egy alkalmas Ly métrix szorzas segitségével is.

Ay =Lx-Ax 1

Ennek megfelelGen a Gauss-eliminacio k. 1épését szeretnénk reprezentélni. Minden lépésben
az el6z6 1épésben kapott méatrixbél indulunk ki.

k. lépés: Az Ly szamitéasa a kovetkezSképpen torténik. Vegyiik az I € R™" egységmatrixot és

modositsuk azt a k. oszlopdban gy, hogy a diagonélis alatt 16v6 —lp i1, ..., —lnr értékek
rendre a (5-1)
- k—1
Otk B aik :
(k=177 777 (k—1)
Ak Ak

(k—1)
hanyadosok legyenek, tehat l;; = %, (i=k+1,...,n).
a

kk

Miutén az Ly _1 méatrixot, vagyis a Gauss-eliminacio n — 1. 1épését is alkalmaztuk, megkapjuk
az U matrixot, vagyis a fels6 hdromszog alakot.

Ly1-...-Lo-L;-A=U
Innen invertélassal és matrixszorzassal kapjuk, hogy
A= (L' Lyt Lt) U

Belathato, hogy az L als6 haromszogbeli elemei a kordbban emlitett /; ;, elemekbdl a megfelels
oszlopokba pakolédssal elsallithatok. Nézziik meg ezt a technikit a konkrét példa megoldéasa

Soran.
1

2 3
Apg:=A=|-2 4 7
3 7

—_

Els6 lépésként elkészitjiik az Ly maéatrixot. Ahogy azt mar korabban leirtuk, ebben az esetben
az I egységmatrix els6 oszlopaban kell a f64tl6 alatti elemeket kiegésziteni a kivetkezSképpen.
(-DE = (-1)3E =2

(DB = (-1} =1

a1 1
1 00
Li=| [2] 10
-1} 0 1
Ezt alkalmazzuk az A matrixra.
1 2 3
Ai=L; - Ag=1]0 8 13
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20.

A kovetkezd 1épés az Lo métrix elGallitésa.

(1)
(% = -0E=-1

Ezt alkalmazzuk az A métrixra.

—

2

A, =Ly -A;=]0 8 13
0o 1

e}

Mivel a matrixunk 3 x 3-as volt, ezért készen is vannak az L; matrixok, s6t ahogy azt mar
korabban leirtuk ebben az esetben az U métrix is konnyen leolvashato.

12 3
U=|0 8 13
19
00 L

Most mar csak az L matrixot kell elkésziteniink, ami definici6 szerint 3 x 3-as esetben.
L= LII Ly 1 Az L; méatrixok inverzét kiszamitani nagyon egyszertd, hiszen az egységmatrix-
tol kiilonboz6 elemeinek a (—1)-szeresét kell venni.

1
L;yt=| -2
1

—_

Ly' =

O = O
—_— o O
o
o= = O
(@)

o

Igy az L matrix a kovetkezd

1
L=Li' - Ly'=| -2
1

0
0
1

R = O

Ha nem vagyunk kivancsiak az L; métrixokra, akkor az L -be keriil§ elemek tugy is megj-
(k—1)

egyezhet6k, hogy az eliminacié k. lépésében az L k. oszlopdban a diagonélis ala az %
Ak

elemek keriilnek, vagyis a diagonélis elemmel osztunk.

Az A métrix determinénsa a Gauss-eliminaciéonal mar emlitett moédon szamolhato ki. Mivel

elkésziilt a fels§ haromszogmatrix, igy abbdl konnyedén leolvashatd a matrix determinénsa.
19

Az el6z6 feladatban megismert modszert felhasznédlva hatarozzuk meg az A matrix LU-
felbontésat.

2 -5 3
Apg:=A= 1 3 7
-4 2 -1

Ennek segitségével elkészitjiik az Ly matrixot. Tehat az I egységmatrix els6 oszlopaban kell
a f6atlo alatti elemeket kiegésziteni a kévetkezSképpen.

_ 1_ 1
(g =(-1)z3=—3
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21.

1 00
1

L]_ - —5 ]. O
2] 0 1

Tehat innen az A; métrixot a kovetkezdképpen szamoljuk.

2 -5
Ai=Li-Ag=|0 Y
0 -8

o™= o

Innen az Lo matrix a kovetkezd.

—
_= O

Lo =

16
11

Az A5 métrix az el6bbiekben mar ismertetett moédon szamithato.

2 -5 3
Ay=Ly-Ay=|0 Y LU
0 0 13

Ezzel elkészitettiik az L matrix meghatarozasahoz sziikséges L; métrixokat. Arra kell csak
figyelniink, hogy az L métrix meghatérozasihoz az L; matrixok inverzére van sziikségiink.
Ezt a mar emlitett 0sszepakoléssal készitjiik el.

1 0 0 2 -5 3
1 11 11
L= i 10|, U=|o0o & U
—9 16 4 0 0 13

1

A determinans meghatéarozasa az eddigieknek megfelelGen a kdvetkezd.

11
det(A) =2 - 13 = 143

Készitsiik el az A métrix LU-felbontésat a korabbi példakban bemutatott modszer segit-
ségével.

2 1 3
Ag:=A=|4 4 7
2 5 9

Elkészitjiik az Lq méatrixot. Tehat az I egységmaétrix elsé oszlopaban kell a f6atlo alatti ele-

meket kiegésziteni a kovetkez&képpen.
(-1 = (-1)d = -2
11

(D& = (-1)F =1

ail

L,

Il

|

[\V]
O = O
= O O
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22,

Tehat az A1 méatrix

Ay =L;-Ag=

S O N
= N
S = W

Innen az Lo méatrix a kovetkezd.

10
Lo=|0 1
0 [—2

Most mar csak L; matrixok inverzét kell meghatarozni az L matrix elkészitéséhez.

0
0|, U=Ag=Ls A; =
1

O O N

1 3
2 1
0 4

1 00
L=(2 10
1 21
Az A matrix determinansa a kovetkezs

det(A) =2-2-4 = 16.

Készitsiik el az A métrix LU-felbontésat a korabbi példakban bemutatott moédszer segit-
ségével!

3 40
AO = A= 6 2 0
9 -8 1

Elkészitjiik az Li méatrixot. Tehat az I egységmaétrix elsd oszlopaban kell a f6atlo alatti ele-
meket kiegésziteni.

(-2 = (-1)§ = -2
(D& = (-1)§ = -3

ail

100
Li={|-2| 1 0
-3 0 1
Vagyis az A1 matrix a kovetkezd.
3 4 0
Aj=L; - Ag=|0 -6 0
0 —20 1

Innen az Lo méatrix konnyen szamolhat6 a kovetkez§ segitségével.

l P —
(D == =%

—6 3

Az L és U matrix
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23.

Innen az A maéatrix determinéansa a kovetkezd.

det(A) =3 - (—6) -1 = —18

Az LU-felbontashoz nem sziikséges az L; matrixokat elkésziteni, hiszen ezek, ahogyan azt ko-
rabban mar emlitettiik, a Gauss-eliminacié egyes lépéseit reprezentaljak. Igy elsallithatjuk
az LU-felbontast a Gauss-eliminédcioval parhuzamosan is. A kévetkez6kben megmutatjuk,
hogy hogyan is lehet a szamitégépes reprezentacidhoz helytakarékosan megvalésitani az LU-
felbontast a Gauss-eliminacioé segitségével.

Az alap oOtletre barki kénnyen rajohet, ha megfigyeli a matrixok szerkezetét. Az L matrix egy
olyan als6 haromszogmatrix, amelyben a féatloban egyesek taladlhatoak. Vagyis az "értékes"
elemek valdjaban a f64atl6 alatt helyezkednek el.

A miésik fontos megfigyelés a Gauss-eliminacioé sorén elGallitott fels§ haromszog, vagyis az
LU-felbontasban U matrixként ismert métrix strukarajara vonatkozik. A fels§ haromszog-
méatrixban a f6atld alatt nulldk helyezkednek el, igy az értékes elemek a f&atloban, illetve
f6lotte helyezkednek el. Most mar csak egy aprd megfigyelésre van sziikség. Az L; matrix
inverze egy (—1) -es szorzé segitségével konnyen képezhetd, illetve a struktira specialitasabol
fakad, hogy az L I matrixok szorzata gyakorlatilag a méatrixok megfelels oszlop vektorainak
egymas mellé irasaval képezhets. Ezeket a megfigyeléseket Gsszesitve kapjuk az alabbi hely-
takarékos algoritmust.

i/1. lépés: Végrehajtjuk a Gauss-eliminécio i. lépését.

i/2. lépés: kiszamitjuk az i — 1. lépésben kapott méatrixbol az L matrixhoz sziikséges hanya-
dosokat. Ezeket az el6z6 1épésben kapott matrixban a nullak helyére beirjuk. Csak arra kell
figyelniink, hogy ezek az elemek nem az A; matrix elemei, vagyis a kovetkezs 1épésben raj-

tuk nem végezziik el a Gauss-eliminacié miveleteit, hiszen a Gauss-eliminacié szempontjabol
ezeknek az elemeknek a helyén nullak vannak.

A Gauss elminaci6 végeztével kénnyen le is tudjuk olvasni az L és U matrixokat. Nézziik meg
ezt a modszert a gyakorlatban is. Keretezve jeloljiik az L matrixhoz tartozo6 részt.

12 3 12 3
A=|-24 7| —A,=]0 8 13
137 01 4

Ezzel elkészitettiik a Gauss-eliminécid elsd 1épését. Most ki kell szamolnunk az L, matrixhoz
sziikséges hanyadosokat. Arra tigyeljiink, hogy most nem kell a (—1)-szerest venni, hiszen az

inverzhez erre van sziikség.
a1 . =2 _ _ 2

a1 1 1

as1 _ % =1

ail

A kapott hanyadosokat az eliminacié végén kapott nulldk helyére beirva kapjuk az elsé lépés

utani tomoritett alakot.

12 3 12 3
Al=|0 8 13| —A;=|[-2] 8 13
01 4 11 4

Most elvégezziik a Gauss-eliminacié méasodik 1épését, arra tigyelve, hogy az elsg oszlopban a
f6atlo alatti elemek ebben a kontextusban nullék.

1 2 3 12 3
Av=|[-2] 8 13| —A,=|[-2] 8 13
1] 1 4 1o ¥
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24.

25.

Most pedig az Lg méatrixbeli hayadost kell meghataroznunk.
aza _ 1

asze 8

L=|-2

1

R = O
o
I

o O =

Az el6z6 feladatban bemutatott modszer segitségével oldjuk meg ezt a feladatot is. Tehat a
Gauss-eliminacio elsg lépése utédn az alabbi hanyadosokkal egészitjiik ki a métrixot.

a1 __ 1
all 2

s = 3t = (-2)

ail 2

-5 3
oo n
2 2

-8

[y
—_
[y
—_

—>A’1: — A =

O O N
N | —
no
v

t

Folytassuk a Gauss-eliminacio 2. 1épésével és a hanyadosok beépitésével.

2 -5 3 2

[y
—_

Ay =

N | —

11 11
2 2

-8 5

’
—>A.2:

N | —

—2

2
u
2 2
2]

vl

16
11

Az el6bbiekben megismerteknek megfeleléen kénnyen leolvashatjuk az L és az U maétrixot.

0 0 -5 3

11 11
6o B
—16

2

2
,U=10
0 0 13

A Gauss-eliminacio elsg lépése utéan az alabbi hanyadosokkal egészitjiik ki a métrixot.

_ 6 _
ar =3 =2
asr _ 9 __
an —3=3
3 40 340 3 40
A=|6 20| —A=]0 6 0| —A;= 6 0
9 -8 1 0 20 1 3] —20 1

Folytatva a Gauss-eliminacié 2. 1épésével és a hanyadosok beépitésével kapjuk.

3 40 3 40 _gg
A = —6 0| — Ay= 6 0| — Ay = o
-20 1 0 1 3 1
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26.

Az el6bb megismerteknek megfelelen konnyen leolvashatjuk az L és az U matrixot.
1 00 3 40

L=|2 10}, U=[0 -6 0

3 81 0 01

A korabbiakban megismert kétféle modszer (L; matrixok, Gauss-eliminacio) utéan egy har-
madik alternativit mutatunk be az LU-felbontas megvaldsitasara. Ez a modszer a méatrix-
szorzas segitségével késziti el az LU-felbontast.

Ez a médszer az L és az U matrixok speciélis szerkezetének koszonhetGen miikodhet. Harom-
féle elrendezés segitségével fogjuk meghatarozni az ismeretleneket, ezek a sorrendek beszédes
elnevezéstiek.

a) Oszlopfolytonos kifejtés esetén az A méatrix els6 oszlopaban fentrdl lefelé haladva hatéroz-
zuk meg az ismeretleneket, majd folytatjuk a masodik oszlopban és igy tovabb.

b) Sorfolytonos kifejtés soran az A métrix elsd sorabdl indulunk ki és az elemeken balrél
jobbra haladva sorban hatérozzuk meg az ismeretleneket.

c) Parketta kifejtés esetén az A matris elsg soran haladunk végig balrol jobbra, ezt kévet&en
az elsG oszlopban a masodik elemtdl fentrdl lefelé. Igy egy (n — 1) x (n — 1) -es részmatrix
marad, amin ugyanezt kell folytatnunk.

Oldjuk meg a konkrét feladatot a parketta kifejtéssel.

1 2 3 1 0 O Uy U2 U3
A=|-2 4 7|={(L 1 0]- 0 wg us
1 3 7 lo I3 1 0 0 wue

A fent lefrtaknak megfelelGen az elsG sorban kell az ismeretleneket meghataroznunk balrél
jobbra haladva. Mivel az A matrix els6 sora mindig megegyezik az U els§ soraval, a késGbbi
feladatok soran ezt mar felhasznéljuk.

1=1-u1 —u =
2=1-upg —ux =
3=1-u3 —uz =

Ezt kovetSen az els6 oszlopban folytatjuk a kifejtést fentrdl lefelé haladva a mésodik poziciotol.

2=l -1 +1-04+0-0=0-1—1; = -2
1=l -u1+Il3-04+1-0=10-1—1l, = 1

Ezt kovetGen a maradék 2 x 2-es méatrix részen Kkell elvégezniink az elbbi kifejtést.
4=101 - u+1-u4+0-0=-2-14us —ug = 8
7=l -us+1-us+0-ug=—-2-34+us —us = 13
3=ly-us+Ilz3-us+1-0=1-248-l3 — I3 =

1

8

1 19
7:l2-U3—|—l3-U5+1-u6:1-3+§-13—|—U6—>u6 = §
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Visszairva a méatrixokba a meghatarozott ismeretlenek értékeit, megkapjuk az alabbi L és U
maéatrixokat.

1 00 1 2 3
L=|-2 10|, U=]0 8 13
1 19
1 g1 00 %
27. Az el6z6 feladatban leirtaknak megfelelGen oldjuk meg a feladatot.
2 =5 3 1 0 0 uy u2 U3
A = 1 3 7 = ll 1 0 . 0 U4 Us
—4 2 -1 lQ l3 1 0 0 Ue
Az U els soraban 16v§ ismeretlenek egyeznek az A elsd soraval.
U1:2, U2:—5, U3=3
Ezt kovetSen az els6 oszlopban folytatjuk a kifejtést fentrdl lefelé haladva a mésodik poziciotol.
1
1=-u1+1-04+0-0=0-2—1; = 5
—4=l-u1+1l3-0+1-0=0-2—1l, = -2
Ezt kovetSen a maradék 2 x 2-es matrixrészen kell elvégezniink az el6bbi kifejtést.
1 11
3=l1-UQ+1-U4+0-0=§~5+U4—>U4 = ?
1 11
7=l1-U3+1-U5+0'u6=§'3+U5—>U5 = ?
Es igy tovabb.
11 -8 16
2=1y- l3 - 1-0=(-2)-(— — 1 I3 = = ——
2-uz+l3-us+1-0 ()(5)+2 3 — 13 5.5 11
-8
—1:l2-U3+l3~U5+1‘u6=(—2)'3+5 5 -5, b4+ug —ug = 13
Visszairva a matrixokba a meghatarozott ismeretlenek értékeit, kapjuk az alabbi L és U
matrixokat.
1 0 0 2 -5 3
1 11 11
L=| 1 10|, u=|o0o 4 U
-2 - 0 0 13
28. A korabbi példdban emlitett oszlopfolytonos kifejtést hasznaljuk a feladat megoldasahoz.

1 2 3 1 00 ur u2 U3
A= -2 4 7 = ll 1 0 . 0 Ugq4 Us
1 3 7 12 lg 1 0 0 Ug

A fentebb leirtaknak megfelelGen az els§ oszlopban kell az ismeretleneket meghataroznunk
fentrdl lefelé haladva.

1=1-u41+0-04+0-0—u; = 1

2=l -u1+1-040-0—1; = -2

1=l -u1+13-0+1-0—1, = 1
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29.

Folytatjuk a mésodik oszlopban fentrdl lefelé. A tovabbiakban a nulla szorzatokat nem irjuk

ki.
2=1-upg—uy = 2
4d=1y -us+ugs —>ug = 8
1
3=ly-ug+lg-ug —lg = g
A harmadik oszloppal folytatjuk.
3=uz3 —uz = 3
T=1l1-us+us —us = 13
19
Tl ugtlyus i —ug = o
Tehat az L és az U matrixok.
1 00 1 2 3
L=|-2 10|, U=]0 8 13
1§ 1 00 %

Az el6z6 feladatban leirtaknak megfelelen oldjuk meg a feladatot.

2 -5 3 1 00 up uz ug
A= 1 3 7 = ll 1 0 . 0 U4 Us
—4 2 -1 lQ l3 1 0 0 Ue

Az els6 oszlopban kezdjiik az ismeretlenek meghatarozasat.

2=u1 —u; = 2

1

1=L-uw=4L-2—1 = 5
—4:l2-u1:l2'2—>lg = -2

Folytatjuk az ismeretlenek meghatarozasat a masodik oszlopban.

—5ZUQ—)U2 = (—5)
1 11
3:l1-UQ+U4:§'(—5)+U4—)U4 = ?
11 -8 16
2—[2‘U2+l3-U4—(—2)‘(—5)+?-l3—>13—575 =

Most mar csak a harmadik oszlopban kell az ismeretleneket meghataroznunk.

3=uz3 —uz3 = 3
1 11
7:l1-’UJ3—|—U5:§-3—|—U5—>U5 = ?
16 11
—1:l2-U3—|—l3-U5+u6:(—2)-3—ﬁ~?+u6—>u6 = 13
1 0 O 2 -5 3
L=| 3§ 10|, U=|0 4§ 4
-2 16 0 0 13
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30. Els6 lépésként az ismeretlenek meghatarozasahoz az els§ sorban haladunk végig balrél jobbra.

2 -5 3 1 00 ur U2 U3
A= 1 3 7 = ll 1 0 . 0 U4 Us
—4 2 -1 lg l3 1 0 0 Ue

Az els6 sor U -ban ugyanaz, mint A -ban.
U1:2, 'LL2:—5, U3:3

Folytatva a masodik sorban

1
1:l1'u1:l1'2—>l1 = 5
1 11
3=l1-’lL2+U4:§'(—5)+’LL4—>U4 = 5
1 11
T=L -uzs+us=--3+us —us = —.
2 2
Az utolso sorban folytatjuk az ismeretlenek meghatarozasat.
—4:l2'U1:l2~2—>l2 = -2
11 16
2:l2'u2+13'u4:(—2)'(—5)+?'l3—>l3 = _ﬁ
16 11
—1:l2-U3+l3-U5—|—u6:(—2)-3—ﬁ'?+u6—>u6 = 13
Tehét a megoldés
1 0 0 2 -5 3
1 11 11
-2 -4 1 0 0 13
31.
2 3 -3 =3 1 0 0 O Ul Uy U3 U4
A_| 1625 =33 =% 1L 1 00| | 0w u ur
- 8 9 18 =2 | |l I3z 10 0 0 us wug
—10 —14 % % l4 l5 l6 1 0 0 0 Uu10
Els6 1épésként az ismeretlenek meghatarozasahoz az els§ oszlopban haladunk végig fentrél
lefelé.
u = 2
16:u1-11:2-l1—>l1 = 8
8=wuy-lpg =219 —1ly = 4
—10=u1 -4y =2-ly —1ly = -5
A masodik oszlopban folytatjuk a megoldast.
Ug = 3

25 =wug -1 +tus=3-84us —>us =
9=wug-lotus-l3=3-44+1-l3—1l3 = -3
—14ZUQ'Z4—|—U5'Z5:3'(—5)—|—1'l5—)l5 =1
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A harmadik oszlopban folytatjuk az eljarast.

us = —3
—33ZU3'Z1+’LL6:(—3)'8+u6—)u6 = -9
18:u;>,-l2—|—u6-l3+u8:(—3)'4+(—9)‘(—3)+u8—>u8 = 3
33 3
Z:U3‘l4+U6'l5+U8'16:(—3)‘(_5)+(_9)’1+3‘l6—>16 = 1
Végiil az utols6 oszlopon haladunk végig.
U = -3
47 1
—5:U4‘l1+u7:(—3)‘8+u7—>’w7 = §
29 1
—?ZU4-l2—|—’LL7'l3+UQ:(—3)-4+§-(—3)+UQ—)’LLg = -1
63 1 3
ZZU4~Z4+U7'Z5+UQ-Z6+U10:(—3)'(—5)-}-5'1-}-(—1)'1—)ulg = 1
1 0 0O 2 3 -3 -3
8 1 00 01 -9 1
e s 2
L 4 -3 1 0|’ U 0 0 3 —1
-5 1 31 00 0 1
32.
2 4 -6 1 00 up U2 U3
A=|-6 -17 19 (=10 1 0 0 ug wus
8 —4 —-14 lg lg 1 0 0 Ug

a) Sorfolytonos kifejtés:
Els§ sor

2=1-u1 —u; =2
4=1-upg —ug=4
—6=1-u3 — ug =—6

Maésodik sor

—6:l1'U1:2'l1—>l1:—3
—17T=l-ugtus=4-(-3)+ug — ug = —4
19=11-us+us =(—6) - (—=3)+us — us =1

Harmadik sor

8=ly-u1 =2-1o —1s=4
*4:l2-’u,2+l3'U4:4-4+(*5)-l3—>l3:4
—14:l2-U3+l3-u5+u6:(—6)~4+1-4+u6—>u6:6

b) Oszlopfolytonos kifejtés:
Els6 oszlop

2=1-u1 — u; =2
*6:l1'U1:2-l1—>11:*3
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8=ly-u1 =21y —1ls=4
Masodik oszlop
4=1-u9 —us =4
—17T=l -upgt+us=4-(-3)+ug — ug = =5
—4:l2"LL2—|-l3-U4:4~4—|—(—5)'l3—>l3:4
Harmadik oszlop
—6=1-u3 — uzg = —06
19=101-us+us =(—6) - (—=3)+us —us =1
—4212-U3+l3-U5—|—u6:(—6)-4+1-4+u6—>u6:6
c) Parketta kifejtés:
Els§ sor
2=1-uy1 —u; =2
4:1-u2—>UQ:4
—6=1-uz — ug = —06
Els6 oszlop
—6:ll~U1:2-ll—>l1:—3
SZZQ-U1:2'ZQ—>ZQZ4
Es igy tovabb.
—17T=l-ugt+us=4-(-3)+ug — ug = —4
19=10-ug+us=(-6)-(-3)+us —us =1
—4ZZQ~UQ+Z3-U4=4-4+(—5)-13—)lg=4
714:l2-U3+l3-U5+u6:(76)-4+1-4+u6—>u6:6
A megoldas
1 0 0 2 4 —6
L=|-310]|, U=|0 -5 1
4 4 1 0 0
33. A teljes blokkos LU-felbontas:

A21 Azz L21 L22

el Al )

Végezziik el a beszorzast!

A1 = L11Uqq,
A1 = L21Uqq,
A2 = L11Uqg,

|

U1r Uje
0 Ujz2

A2z = L21Ujz + L22Uss.

E
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Ha az Ass helyén 1évs blokkot még nem bontottuk fel, akkor ott LoaUszg all. De ez a kapott
egyenletekbdl

L22U22 = Ags — Loy U = Agy — Agi UL L Aa = Ago — Agi AT Ags = [A|Aqy]

éppen ezt kellett bizonyitanunk.

2.2.4. LDU-felbontas LU-felbontas segitségével

34. Az LDU-felbontés esetén az A métrix egy olyan szorzat felbontésat keressiik, amelyben az L
egy als6 haromszogmétrix, a D egy diagonélis méatrix, mig az U egy fels§ hdromszogmatrix,
ahol az L és U diagonéalisiban egyesek vannak.

1 0 ... 0 di1 0 ... 0 1 w9 Uln

L — lo1 1 00 . D= 0 dp2 0 0 U= 0 1 U2p
I31 32 10 0o 0 - 0 0 1 Up—1n

lnl e lnnfl 1 0 . 0 dnn 0 0 1

Az eléllitdshoz hasznélhatjuk a korabban tanult LU felbontasbél kapott métrixokat. Ez
utobbi fels§ haromszégmatrixat méasképp kell jeldlniink, hiszen ott a diagonalisra nincs megkdtésiink.
Ha elkésziilt az A matrix LU felbontasa, akkor a D matrix meghatarozasa kénnyt, hiszen az

U matrix diagonalisdban 1év6 elemeket kell a D matrix diagonalisaba helyezniink.

U1l 0o ... 0
0 gz ... 0
D= ,
0 0o . 0
0 ... 0 Upy

A D-vel valo szorzas kompenzalasaként az U matrix sorait végig kell osztani a diagonéalisbeli
elemekkel. Nézziik meg ezt a mddszert a gyakorlatban a kitlizott feladat megoldésa soran.
Els6 1épésként elkészitjik az A méatrix LU felbontasat. Ennek a részletes bemutatésatol el-
tekintiink, hiszen a korabbi példak esetén méar megtettiik.

4 3 1 1 00 4 31
A= 8 8 5| = 2 1 01]-10 2 3
-4 -7 =5 -1 -2 1 0 0 2
Ebbdl készitsiik el a fent leirt modszer segitségével az LDU-felbontést, mely a kovetkezs lesz.
1 00 4.0 0 1 3 1
L= 2 10|, D={0 2 0|, U=|0 1 3
-1 -2 1 00 2 0 0 1
35. Legyen adott az A = LU felbontas.
1 2 4 1 0 0 1 2 4
A=1|3 2 1|=13 10 0 -5 -—-10
01 8 0 -+ 1 0o 0 6
Az LDU-felbontas a kovetkezd
1 00 1 00 1 2 4
L=]3 10|, D=0 -5 0], U=(0 1 2
0 -+ 1 0 0 6 001
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36. Legyen adott az A = LU felbontas.
2 1 0 1 0 0 2 1 0
A=|-1 2 1|=|-3 10 03 1
2 12
0 -1 2 0 -5 1 00 %
Az LDU-felbontas a kévetkezd
1 00 2 0 0 1 40
L=|-% 10|, D=|03 0|, U=|0 1 2
2 12
0 -5 1 00 % 0 0 1
37. Legyen adott az A = LU felbontas.
4 1 2 1 0 0] 4 1 2
A=|4 4 2|=]1 10 03 0
6 6 1 53 1] (00 -2
Az LDU-felbontas a kévetkezd
1 00 40 0] 1 12
L=(1 10|, D=]03 0], U=]0 1 0
3 3
5 5 1 00 —2 | 0 0 1
38. Legyen adott az A = LU felbontas.
4 1 1 1 0 0 4 1 1
1 15 1
A=|1 4 0| = ] 11 0 0 g
1 0 4 R 0 0
Az LDU-felbontas a kovetkezd
1 00 4 0 0 1 2
_ 15 _ i
Lz%llo,D_OISGO,U—Olﬁ
7 —1i 1 0 0 % 0 0 1
39. Legyen adott az A = LU felbontas.
11 2 1 00 11 2
A=|1 4 0|=|1 1 0 0 3 -2
1 4
1 0 4 1 -3 1 00 3
Az LDU-felbontas a kovetkezd
1 00 1 0 0 11 2
L=|1 10|, D= 3 0|, U=|0 1 -2
1 -3 1 00 % 00 1
40. Legyen adott az A = LU felbontas.
11 2 1 00 11 2
A=|1 2 1|=|1 1 0(-1]0 1 -1
211 2 -1 1 0 0 —4
Az LDU-felbontas a kovetkezd
1 00 10 0 11 2
L=|1 10|, D=|0o1 0], U=|0 1 -1
2 -1 1 0 0 —4 00 1
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2.2.5. LDL'- és LLT- (Cholesky) felbontas

41.

Az LLT-felbontas meghatéarozasara harom modszert mutatunk be.

a) LU-felbontéas segitségével.
b) Az LDU segitségével, ami jelen esetben LD L -felbontas.
c) Matrix szorzasbol oszloponként.

Mivel az LLT szorzat szimmetrikus matrix, ezért csak szimmetrikus matrixnak tudjuk a
Cholesky-féle felbontésat elkésziteni. Ha A még pozitiv definit matrix is, akkor létezik LLT-
felbontas. A felbontés egyértelmid, ha megkoveteljiik, hogy l;; > 0 (i =1,...,n) legyen.

a) Eloszor nézzilk meg az LU-felbontds segitségével. A jobb érthetdség kedvéért az eddigi
LU-felbontast jelolje LU. Tehat az 1j jeloléssel legyen adott az A = LU felbontés és ennek
segitségével hatarozzuk meg az LLT-felbontast.

2 1 2 100 2 1 2
A=|12 1|={310] |0 2 0
2 1 4 101 0 0 2

Az LLT-felbontashoz az L matrix oszlopait szorozzuk meg az U diagonélisiban talalhato
elemek gyokével. Fzzel megkapjuk a keresett L matrixot.

10 0 V2. 0 0 V2. 0 0
L=|5 10 0 i oo f=|2 i o

b) Az LDU-felbontas segitségével is ugyanilyen egyszertd az elGallitas. Mivel A szimmetrikus
matrix, ezért LT = U, igy valéjaban LDLT-felbontéasbol indulunk ki. Az jDLT—felbontésnél
az eldz6ekhez hasonldéan bevezetjiik a hullamos jelolést, legyen A = LDLT. Vegyiik a D ele-
meinek gyokét és szorozzuk meg L oszlopait. Igy L = L vD.

2 1 2 100 2 00 131
A=|12 1|={310]-]0 30 0 1 0|=LDU
2 1 4 101 0 0 2 001

0 0 V2.0
L=L VD= o] 03 ol=]2 /i o
1 V2

0 0 V2

c) Az LLT-felbontas elkészitéséhez a jegyzetekben megtalaljuk a képleteket, ezek a képletek
a programozashoz hasznosak, de a kézi szdmolasnal egyszeriibb az alapdtletet hasznalni, azaz
a matrix szorzast. A szorzashoz nem kell a képletet megjegyezni és nem kell tartanunk a
képletekbe torténd helyettesités hibaitol.
Irjuk fel az L - LT = A matrixszorzatot.

e Ll
S = O

L 0 0 lh 1o Uy 2 1 2
lo I3 01013 s |=1]121
la Is g 0 0 I 21 4

Innen az L matrix oszlopain sorban végighaladva meghatarozhatjuk az [; értékeket.
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e Az elsd oszlop alapjan
l2 =2—1l = \/§
lQ‘l1:1—>l2:§
l4~l1:2—>l4:\/§.
e A maésodik oszlop alapjan
B+B=2— 1=/}
lg-lo+1l5-l13=1—15=0.
e A harmadik oszlop alapjan
22424 — = o
V2. 0 0
_ 2 3
L 2 \@ 0
V2 0 V2
Latjuk, hogy mindharom esetben ugyanazt az eredményt kaptuk.

42. Az el6z6 feladatban bemutatott LLT-felbontas kapcsan megismerhettiik az LU-felbontasbol
torténé meghatarozas modszerét. Az LD LT -felbontéasnal is hasonloan fogunk eljarni, mint az
LLT esetnél. Most is hasznaljuk a kénnyebb kévethetség kedvéért a hullamos jelolést, vagyis
legyen A = LU. Az L -re nem kell 1j jellést bevezetniink, hiszen az LDLT-felbontasnal és
az LU-felbontasnél is egyesek vannak az L diagonalisaban.

4 -2 2 1 00 4 -2 2 N
A=|-2 5 =3|=|-3 10 0 4 -2 |=LU
1 1
2 -3 6 5 —35 1 0 0 4
Az LDLT-felbontas elallitasa tulajdonképpen megegyezik az LDU-felbontasnal megismert
modszerrel. A D matrixba rakjuk az U diagonalis elemeit.
Ellenérizhetjiik, hogy LT =D~1. I~J, chhez az U sorait kell a diagonélis elemekkel leosztani.
Ezzel tulajdonképpen el6 is allitottuk az LDLT-felbontast.
1 00 400 1 -3 1
L=|-+ 10|, D=0 40|, LT=|0 1 -1
1 1
5 —35 1 0 0 4 0 0 1
Az LLT-felbontast elkészithetjiik az LDLT segitségével is, hiszen
(LVD)(vDL)T = LLT.
Tehat az LLT-felbontas
R 2 00 R 2 -1 1
L=|-1 20|, LT=]0 2 -1
1 -1 2 0o 0 2

43. Hasznéljuk fel az A = LU felbontas eredményét.

4 2 1 1 0 0 4 2 1
A=|24 2 |=[1 10 03 %
1 2 4 1 31 00 3
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44.

45.

46.

Ebbél az LDLT-felbontés

1 00 4 0 0 1
L=|1 10|, D={03 0|, LT™=]0
1 1
7 3 1 0 0 3 0
Innen pedig az LL”-felbontas
2 0 0 2 1 3
L=|1+Vv3 0|, LT=|0 v38 ¥
RN 0 0V
Hasznéaljuk fel az A = LU felbontas eredményét.
1 1 1 1 00 1 11
A=1]1 2 2(=]1 1 0f-/]0 11
1 2 3 1 11 0 0 1
Ebbél az LD LT -felbontés
1 00 1 00 1
L=|110]|, D=|0 10|, LT=1]0
1 11 0 0 1 0
Innen pedig az LLT felbontas
1 00 1 11
L=|110]|, LT™=|0 11
1 11 0 0 1
Hasznaljuk fel az A = LU felbontas eredményét.
4 0 1 1 00 4 0 1
A=]104 0|=l010 0 4 0
10 4 1 01 00 &
Ebbél az LD LT -felbontés
1 00 4 0 0 1
L=|010]|, D=|04 0], LT=1|0
1 15
7 01 00 ¢ 0
Innen pedig az LLT-felbontas
2. 0 0 2 0 1
L=1|0 2 0|, LT=1]0 2 0
1 V15 V15
2 0 %7 00 %=
Hasznaljuk fel az A = LU felbontas eredményét.
2 2 2 1 0 0 2 2 2
A=1[2 4 4|=(11 0 0 2 2
2 4 6 1 11 0 0 2

O =

S = O

N e

—_ O el
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Ebbél az LDLT-felbontés

1 00 200 111
L=|110]|, D=]|0 20|, LT=]0 1 1
111 0 0 2 00 1
Innen pedig az LLT-felbontas
V2.0 0] V2 V2 V2
L=|Vv2 v2 0|, LT=| 0 v2 V2
V2 V2 V2 0 0 V2

2.2.6. [LU-felbontas Gauss-eliminacioval

47.

Adott a J = {(1,3),(2,1),(2,3)} pozicibhalmaz, amely a {64tl6 poziciéit nem tartalmazza. A
tovabbiakban csillagokkal szemléltetjiik ezek matrixbeli helyzetét.

*
* *

Az a feladatunk, hogy meghatarozzuk az A matrix J-re illeszkedd faktorizéciojat. Ez olyan
LU-felbontas jelent, ahol az L és U matrix a szokasos - egy apré kiilonbséggel

Loi — l,’j ha(z,])géJ, o Ujj ha(z,])géj,
Y710 hal(i,j)eJ 9710 ha(ij)ed
és

_J 0 ha (i,7) ¢ J,

ij = —a;; ha(i,j)EJ

E harom matrix segitségével fel tudjuk irni az A matrix felbontasat
A=LU-Q

alakban. Az I LU-felbontast a Gauss-eliminécié segitségével végezhetjik el.
A modszer k. lépése két részbsl All.

a) Ay =Py Q
és Py -ban a k. sorbeli (k, j) € J és k. oszlopbeli a (i, k) € J pozicidkat kinullazzuk.

b) ;‘;k+1 := Ly Py, azaz elvégezzilk Py-n a Gauss-Eliminacio k. 1épését.

A kiindulési matrixot A = Ay -mal jelolve

L= LIl e L;El a Gauss-eliminaciobol 1épéseibdl,

U = A, a fels6 héromszog alak és

Q=Q1+...4+Qn_1, vagyis a lépésenként félre rakott elemeket dsszepakoljuk.

1. lépés:
B 4 -1 0 00

Aj=A = P;=|0 4 -1, Q=110 0

2 -1 4 0 0
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48.

Az Ly métrixszal vald szorzés a Gauss-eliminacio 1. 1épését jelenti, tehat P1-et megszorozva
balrol Li-gyel, a P4 els6 oszlopaban a {64tlo alatti elemek kinullazodnak. Emlékezziink vissza
a Gauss-eliminacional (LU-felbontasnal) tanultakra! Az L; matrixot a P; matrixbol agy
(1)
1

kapjuk, hogy az els6 oszlopanak elemeit —p;,’-gyel leosztjuk. Pq-en elvégezziik az eliminéciot.

1 00 4 -1 0
L; = 01 0|, LiP1=1|0 4 -1
1 1
-3 01 0 —3 4
2. lépés:

_ 4 -1 0 4 -1 0 0 00
A2:L1P1: 0 4 -1 = P2: 0 4 0 s Q2: 0 0 1
0 -+ 4 0 -1 4 000

Az Lo matrixszal vald szorzas a Gauss-eliminécid 2. 1épését jelenti, tehat Pa-t megszorozva
balrol La-vel, a P2 maéasodik oszlopaban a fgatlo alatti elemek kinullazdédnak. A Gauss-
eliminéacional (LU-felbontasnél) tanultak szerint az Lo méatrixot a Pg méatrixbdl ugy kapjuk,
hogy a méasodik oszlopanak diagonalis alatti elemeit —pg)—vel leosztjuk. Po-n elvégezziik az
eliminéciot.

100 4 -1 0
L2:010,L2P2:0 4 0
0§ 1 0 0 4

Tehat mindent megkaptunk ahhoz, hogy kiszamoljuk a kivant L, U és Q matrixokat. (Erdemes
megjegyezni, hogy L 1 megegyezik Ly-val, csupan a fGatlo alatti elemek (-1)-szeresét kell
venni.)

1 00][t 00 1 00
L = Li'Ly'={0 1 0[]0 1 0[=|0 10
1 1 1 1
2o 1]lo —% 1 -1
B 4 -1 0
U = A3=LP,=|0 4 0
0 0 4
00 -2
Q = Q+Q=|10 1
00 0

Adott J = {(3,1),(2,3)} pozicibhalmaz, ami az alabbi poziciokat jelenti.

*

A feladatunk, hogy meghatarozzuk az A matrix J-re illeszkedd faktorizaciojat.
1. lépés:
B 3 5 1 000
A=A = Pi=(5 3 1|, Q1= 000
01 3 -1 0 0

Az Ly métrixszal vald szorzés a Gauss-eliminacio 1. 1épését jelenti, tehat P1-et megszorozva
balrol Lip-gyel, a Py elss oszlopaban a f64tlo alatti elemek kinullazédnak. Az L matrixot a Py
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méatrixbol tgy kapjuk, hogy az elsé oszlopanak elemeit —pgll)—gyel leosztjuk. P1-en elvégezziik
az eliminaciot.

1 00 3 5 1
Ly=|-2 10|, LiPy=|0 -¥ -2
0 01 0 1 3
2. lépés
N 3 5 1 3 5 1 0 0 O
Ay=LP;=|0 - 2| = Py=]0 -¥ 0|, Q=]|00 2
0 1 3 0 1 3 0 0 O
Az Lo métrixszal vald szorzés a Gauss-eliminacié 2. 1épését jelenti, tehat Pa-t megszorozva
balrél Lo-vel, a P2 méasodik oszlopaban a f6atlo alatti elemek kinulldzodnak. Az Lo matrixot
a Po matrixbol gy kapjuk, hogy a méasodik oszlopanak diagonalis alatti elemeit —pg)—vel
leosztjuk. Po-n elvégezziik az eliminéciot.
1 0 0 3 5 1
Ly={0 1 0|, LyP;=|0 -2 0
3
0 5 1 0 0 3
Tehét ki tudjuk szdmolni a kivant matrixokat.
1 00 1 00 1 00
L = Li'Ly'=|2 1 0[]0 1o0|=]|2 10
3 3
0 01 0 —35 1 0 —35 1
B 3 5 1
U = A3=L;Py=|0 - 0
0 0 3
00 O
Q = Q+Qz=| 00 3
-1 0 0
49. Adott J ={(1,3),(2,3)}, ami az alabbi poziciokat jelenti.

*
*

A feladatunk, hogy meghatarozzuk az A matrix J-re illeszkedd faktorizaciojat. Ehhez elGszor
ki kell szamolni a P41 és Q1 maétrixokat.

1. 1épés:
_ 5 0 0 0 0 -1
A=A = Pi=(04 2|, Q=0 0 0
1 2 3 0 0 O

Az L matrixszal vald szorzas a Gauss-eliminécié 1. 1épését jelenti, tehat P1-t megszorozva
balrol Li-gyel, a Py els6 oszlopaban a f64tlo alatti elemek kinullazodnak. Az L matrixot a Py
méatrixbol tgy kapjuk, hogy az elsé oszlopanak elemeit —pgll)—gyel leosztjuk. Pi-en elvégezziik
az eliminaciot.

LiP, =

Y

O = O
= o O
S O Ot
N =~ O
w N O

1

L; = 0
_1

5
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50.

2. lépés:
_ 5 0 0 5 0 0 0 0 0
Az = L1P1 =10 4 2 = Pz =10 4 0 s Q2 =10 0 -2
0 2 3 0 2 3 00 0

Az Lo matrixszal vald szorzas a Gauss-eliminécid 2. 1épését jelenti, tehat Pao-t megszorozva
balrol Lo-vel, a Po méasodik oszlopaban a {6atlo alatti elemek kinullazodnak. Az Lo méatrixot
a P2 métrixbol tgy kapjuk, hogy a masodik oszlopanak diagonélis alatti elemeit —pg)—vel
leosztjuk. Pa-n elvégezziik az eliminaciot.

0
1

1 0 50
L= |0 0|, LePy= |0 4
0 1 00

w o o

1
2

Végiil, a mar kiszamolt métrixokat felhasznalhatjuk a kivant L, U és Q kiszamitasara.

1 00][t 00 1 00
L = Li'Ly'=(0 1 0{[0 1 0[=[0 10
1 1 1 1

10 1]0o i1 1
B 500
U = A3=LP,=|0 4 0
00 3
00 -1
Q = Q+Qz2=[0 0 -2
00 0

Adott J = {(1,2),(1,3),(2,3)}, ami az alabbi pozicidkat jelenti.

* ok
*

A feladatunk, hogy meghatarozzuk az A matrix J-re illeszked§ faktorizacidjat. Ehhez elGszor
ki kell szamolni a P41 és Q1 maétrixokat.

1. lépés:
2.0 0 0 -4 -1
Ai1=A=P;=1|5 3 5|, = Q=1/0 0 0
72 2 0 0 0

Az L; métrixszal vald szorzés a Gauss-eliminacié 1. 1épését jelenti, tehat Pq-t megszorozva
balrol Lip-gyel, a Py els6 oszlopaban a f64tl6 alatti elemek kinullazédnak. Az Ly matrixot a Py

méatrixbol ugy kapjuk, hogy az els§ oszlopanak elemeit —pgll)-gyel leosztjuk. P1-en elvégezziik
az eliminaciot.

100 2 0 0
Li=|-2 10|, LiPy=|0 3 5
-5 01 02 2
2. lépés:
2 0 0 2.0 0 00 0
A, =LP;=1|0 3 5 = P,=10 3 0|, Qx=1]0 0 =5
02 2 02 2 00 0
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Az Lo matrixszal vald szorzas a Gauss-eliminécid 2. 1épését jelenti, tehat Pao-t megszorozva
balrol Lo-vel, a Po méasodik oszlopaban a {6atlo alatti elemek kinullazodnak. Az Lo méatrixot
a P2 métrixbol tgy kapjuk, hogy a masodik oszlopanak diagonélis alatti elemeit —pg)—vel
leosztjuk. Pa-n elvégezziik az eliminaciot.

1 0 O 2 00
L2 - 0 1 0 y Lsz = 0 3 0
0 -2 1 00 2
Az eddig kiszamolt méatrixok segitségével megkaphatjuk az eredményt.
1 00 1 0 0 1 00
IJ:LfE%:§10 01 0= %10
2 2
5 01 0 5 1 5 3 1
B 0 0
U = A3=L3P>=1|0 3 0
0 0 2
0 —4 -1
Q = Qi +Q2=|0 0 -5
0 0 0
51. Adott J ={(1,2),(2,4),(3,1),(3,4),(4,2)} pozicichalmaz, ami az alabbi pozicidkat jelenti.

*
*
*x *x
>k
1. 1épés:
303 -4 0 =5 0 0
- 332 1 0 00 0
Ar=A=Pi=1 o g 4 @=] 7 90
211 3 0 00 0

Az Ly métrixszal vald szorzés a Gauss-eliminacié 1. 1épését jelenti, tehat Pq-t megszorozva
balrol Lip-gyel, a Py els6 oszlopaban a f64tl6 alatti elemek kinullazédnak. Az L matrixot a Py
(1)

méatrixbol gy kapjuk, hogy az elsd oszlopanak elemeit —pll1 -gyel leosztjuk. P1-en elvégezziik
az eliminaciot.

1000 30 3 —4
1100 03 5 -3
Li=1 o010 MPr=]g 4 3 4
2 17
-2 .0 0 1 01 -1 U
2. lépés
30 3 —4 30 3 —4 0 00 0
03 5 -3 03 5 0 0 00 3
Az=LaPa=\g | o5 | = Pe=|g, 3 4| Q=|y (g9
01 -1 & 00 -1 i 0 -1 00

Az Lo matrixszal vald szorzas a Gauss-eliminécid 2. 1épését jelenti, tehat Pao-t megszorozva
balrol Lo-vel, a P2 méasodik oszlopaban a f6atlo alatti elemek kinullazodnak. Az Lo méatrixot
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2.2.7.

52.

(2)

a P2 matrixbol ugy kapjuk, hogy a masodik oszlopanak diagonéalis alatti elemeit —pqy -vel
leosztjuk. Pa-n elvégezziik az eliminaciot.

Az = LoPy =

o O O W

Lo

o O w o

o O O

L g

1

0

O Wik =

—4
0

4
17

3

0 0
0 0
107L2P2
0 1
3
0
:>P3—O
0

o O w o

3 0
0 3
00 —
0 0
3 —4
5 0
11
-5 0
_31 17

3

3 —4
5 0
11
5 4
3
17
-1 i
0
0
7Q37 0
0

o O o o

Az Lg matrixszal vald szorzas a Gauss-eliminécid 3. 1épését jelenti, tehat Pg-t megszorozva
balrol Lg-mal, a P3 harmadik oszlopaban a f6atlo alatti elemek kinullazodnak. Az Lg méatrixot
a P3 matrixbol tgy kapjuk, hogy a harmadik oszlopanak diagonalis alatti elemeit —pg?g)—mal

leosztjuk. P3-n elvégezziik az eliminéciot.

10 00 30 3 -4
01 00 03 5 0
La=10 9 10’L3P3_00—%0
3 17
00 -2 1 o0 o ¥
Végiil kiszamolhatjuk az eredményeket.
L = Li'Ly'Lgt =
1000 1 000 10 00 1 0 00
B 1100 0 100 01 o0o0| | 1 1 00
B 0010 [0-210] OO0 10| | 0=-5 10
2 3 2 3
-2 00 1 0 001 00 -2 1 -2 0 -% 1
30 3 —4
~ 03 5 0
U = A;=LsPs= |, o o
17
00 0 ¥
0 -5 0 0
0 00 3
Q = Q1 +Q2+Q3= 1 0 0 -4
0 -1 0 0

Q) R-felbontas Gram—Schmidt-ortogonalizacioval

Egy nagyon j6l hasznalhato modszert ad a keziinkbe a linearis egyenletrendszerek megoldasahoz
a QR-felbontas. Miért is j6 a (QR-felbontas a linearis egyenletrendszerek megoldésahoz? A
valasz nagyon egyszerd, természetesen a matrixok specidlis tulajdonsagai miatt igaz az alabbi
ekvivalencia. A Q matrix ortogonalis matrix, mig az R matrix egy felsé haromszogmatrix.

Ax=b <= QRx=b <<= Rx=QTh,
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A feladat megoldasahoz a Q és az R matrixokat a kovetkezs alakban keressiik.

Tl T2 T13
Q=|a1 92 a3 |, R=| 0 7o 7o
0 0 733

Az egyszertiség kedvéért a Q matrixot oszlopvektoronként fogjuk elGallitani. Q és R elGal-
litdsdhoz a Gram—Schmidt-ortogonalizacioé képleteit hasznaljuk.

i1 = a2
1

qQq = —a
T11

k=2,...,n -re a kdvetkezs képleteket hasznaljuk.

rik = <ak,qj>
k-1
e = [l =Y g ll2
Jj=1
k1
1
ax = ak_ZTijj
Tkk =

Fontos megjegyezni, hogy kézi szamolas esetén nem kell feltétlenil ragaszkodni a normalt
vektorok elGallitdsdhoz, ezt a végén egy egyszerti kompenzacioval eld tudjuk allitani. Ezt
majd egy kés6bbi feladat kapcsan ismertetjiik.

A feladatbeli matrix

2 5 4
A=1|6 8 0],
3 -3 2

melynek a @) R-felbontasat keressiik. Az el6bbiekben leirtaknak megfelelen szamitsuk ki az
ismeretleneket. Az 7. elem meghatérozasa el6tt célszert kiszamolni az

k—1

ak — Z Tjkqj

Jj=1

vektort, ezzel konnyitve a norma szamolésat.

ri o= Jlaila=v22+624+32=V4+36+9=Vv49=7

2
1 1
q1 = T—alz—- 6
11 3
1 49
riz = <827Q1>=?-(5~2+8'6+(—3).3):7:7
5 1 2 3
az —ridy1 = 8 —7-?~ 6| = 2
-3 3 —6
rey = Jlaz —rpan 2= /3 + 22+ (62 = VI +4+36=v49=7
1 1 3
a2 = 7(32—?“12011):?- 2

722 _6
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13

23

ag — T'139q1 — 72392

733

qs3

Tehét a Q és R matrixok

Q

53. Az el6z6 feladatban ismertetett modszer alapjan készitjik el az

méatrix QR-felbontasat.

=

q =

12

az —r12qi

722

q2

13

723

ag — r'1i3q1 — 72392

33

1 14
<a3,q1>—§ (4-2+0-6+2.3):7:2
1
<a3,q2>—? (4-34+0-2+2- =0
4 1 2 6
0 —2- 6 _12 = -3
2 3 2
4 2 2 5 _ 4
||a3—7“13Q1—7"23Q2H2—? V62 + (=3)2+2 :?-7:
6
1
— (ag — 71391 — 72392 ) = 5 - | —3
733 7 9
1 2 3 6 77 2
-6 2 -3, R=]070
3 —6 2 007
3 6 —1
A=1|4 8 7
0 —2 3
||a1||2=\/m: 9+16+-0=v25=5
3
—a; = - 4
0
_ L 50
6 3 0]
1 1
8 —10-5- 4 =z 0
-2 0 -2
a2 — ri2qi [l2 = /02 + 02 + (—2)2 = V4 =2
1 0 [0
(a2 —rpa) =g ol=1] 0
22 9 1
1 25
<a3,q1>—5 ((-1)-34+7-443-0)= 5 =5
<ag,q2>=(-1)-0+7-0+3-(-1)=-3
-1 BE 0 —4
7 —5-5- 41 —(-3)- 0l = 3
3 0 -1 0

|| ag — '1i3qi1 — 723q2 ”2 =

V(=42 +32+02=v25=5
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—4

1
g3 = — (a3 —7ri3q1 —7r23q2)=--| 3
33 5 0

Tehat a Q és R matrixok

1 3 0 —4 5 10 5
Q= £ 4 0 3, R=]0 2 -3
0 -5 0 0 o0 5

54. Az el6z6 feladatban ismertetett modszer alapjan készitjiik el az

0 4 1
A=|5 7 =2
03 5

matrix QR-felbontasat.

r1 o= Jlarfa=V02+52+02=v0+25+0=v25=5

1 0
@ = A= car= 1
11 0
rig = <ag,q1>=4-047-14+43-0=7
4 0 4
az —Tr12gq1 = 7T =7 1 = 0
3 0 3
ree = |lag —riedilla = V42 +024+32=v25=5
1 1 4
q2 = T(az—rlqu)Zg- 0
22 3
riy = <a3,q1>:1-0—|—(—2)-1+5-0:—2
1 19
re3 = <a3aQ2>:g'(1'4+(—2)'0+5'3):g
1 0 19 1 4
ag —713q1 — 12392 = | —2| —(-2)-|1 ~ 55’ 0=
5 0 3
R N
2 125 —0— 57 25 68 25 4
17 17
r33 = |az —ri3q1 —re3qz|le = % V(=3)24+02 442 = =
1 1|73
g3 = —(az—7ri3q1 —723q2)=--| O
33 9 A
Tehét a Q és R matrixok
1 0 4 -3 5 7 =2
_ _ 19
Q_g- 50 0|, R=]05 ¥
03 4 00 ¥
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55. Az el6z6 feladatban ismertetett modszer alapjan készitjiik el az

0 1 08
A=1[0 0 02
1 0,7 0,7

matrix QR-felbontasat.

o= Jara= V02 +02+12=V0F0+1=Vi=1

1 0
a1 = —a=-a1= |0
r11 1
rig = <agz,q1>=1-0+0-0+0,7-1=0,7
1 0 1
az —riq1 = 0[-0,7-10] =10
0,7 1 0
roe = |lag—raillz=VI12+024+02=V1=1
1 1 1 1
qz = 7(32—7”12%):1- 0[=10
22 0 0
ri3 = <ag,q1>=0,8:04+0,2-040,7-1=0,7
reg = <ag,qz>=0,8-14+0,2-04+0,7-0=0,8
0,8 0 1 0
ag—ri3q1—resqz = (0,2 -0,7-{0]—-0,8-]0f=10,2
0,7 1 0 0
r33 = [as —7r13q1 —ra3qz ]2 = v/0% 4+ 0,22+ 02 = 0,2
0 0
1 1
g3 = — (a3 —713q1 —723q2) = 10,21 =11
733 0,2
0 0
Tehat a Q és R matrixok
010 1 0,7 0,7
Q=(0 0 1|, R=1|0 1 0,8
1 00 0 0 0,2
56. [ElGszor keressiik meg az
2 0 3
A=12 12 0
1 12 3

matrix Q R-felbontasat az eddig megismert médon, majd ezt kbvetGen egy egyszertisitett mod-

szert mutatunk be.

a) Az eddig bemutatott modszer segitségével oldjuk meg a feladatot.

o= |lae= V2 +2+12=Va+4+1=1/9=3

1 1 g
q1 - 1 3 1
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1 36
T2 = <a2,q1>:§-(0~2+12-2+12~1)=§=12
2 BE [ -8
az —Ti2q1 = 12 —12-3- 2| = 4
12 I
Trog = H as — r12q1 H2 = \/(—8)2 +42 4+ 82 =144 =12
1 1 -8 1|72
q2 = 7(32—7'12%):5- 4 =3 1
22 | 5] 9
1 9
T3 = <a3,q1>:§-(3-2+0-2+3-1):§:3
1
ro3 = <a3,q2>=§-(3-(—2)—|—0-1+3-2):0
3 2 1
ag —ri3q1 —r23q2 = |0 —3'5- 2| =] -2
3 1 2
r33 = |laz —713q1 — 723q2 ]2 = V12 + (—2)2 +22=V9=3
1 1 1
g3 = — (a3 —713q1 —723q2) = 5 - | —2
33 3 2
Tehét a Q és R matrixok
1 2 =2 1 3 12 3
Q=5-|2 1 2|, R=[0 120
1 2 0O 0 3

b) Az eddigi megoldasok soran, minden lépésben normélva tartottuk a Q métrix oszlopvek-
torait. A mostani megoldasban ezt a normalast az eljaras végén hajtjuk végre. Igy menet
kozben nem kell a normalasbol fakado esetleges nehezebb szamitést okozo szamokkal szé-
molni. Ehhez az alabbi moédositott képleteket hasznaljuk.

qa = a

k=2,...,n -re a kdvetkezs képleteket hasznaljuk.

- < ag,q; > .

Tik = 7}? (j=1,...,k—1)
<4qj,q; >

e = 1

k-1
qx = ak—§ 7k q;
Jj=1

Fontos megjegyezniink, hogy a matrixokat az eljards végén kompenzalni kell a Q méatrix
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oszlopvektorainak normaival.

7,:11 == 1
2
Q1 = a;= |2
1
g, - <22@>_0-2+12-2+12.1 36 _
<di1,q1 > 2:24+2-2+1-1 9
0 2 -8
Q2 = az—Ti2q1 = [ 12| —4- 2| = 4
12 1 8
Py = <33,§1>:3-2+0-2+3-1:g:1
<qn,aqr> 2-2+2-2+1-1 9
s = <az,qz> _ 3-(-8)+0-4+3-8 _ 0 _,
<q2,q2 > (—8)-(—8)+4-4+8-8 144
?33 = ].
3 2 -8 1
Q3 =ag—73q1 —7To3q2 = |0 | —1- (2| —-0-| 4| =]|-2
3 1 8 2

Ezt kovetSen Q oszlopait osztjuk a 2-es norméjukkal , mig az R sorait ugyanezekkel az

értékekkel szorozzuk.

Nem meglepd moédon mind a két

laillz =3, [lazllz =12, [lasll2=3

2 =8 1 1 2 -2 1

2 4 =2 — Q= 3 2 1 -9

1 8 2 1 2 2
N 1 4 1 3 12 3
R=|0 10 — R=[0 12 0
0 01 0 0 3
modszer azonos megoldast adott.

57. Az el6z6 feladat masodik részében megismertiik a @) R-felbontés meghatarozasanak egy egy-
szerlsitett valtozatat. Most ennek a médszernek a segitségével oldjuk meg a kitiizott példat.

11

d1

T12
T92

qz2

=1
1
231:2
2

<apqr> 4-2+5-2+2-2 18

T o<q. 1> 1-142-242.2° 9 =2
=1

4 1 2
= a2—?1261: 51 =212 | = 1

2 2 -2
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=~ _ <aa@> 6-146-2+9-2 36 _
BT o <@,a > 11422422 9

<az,dz>  6-246-14+9-(-2) 0

BT e 2241 0+(=2) (=2 9 "
6 1 2 2
q3 = a3 —713q1 —723q2= | 6| —4- (2| —0- 1l =1-2
9 2 -2 1

Ezt kovetGen Q oszlopait osztjuk a 2-es norméajukkal, mig az R sorait ugyanezekkel az
értékekkel szorozzuk.

laill2 =3, [lazll2=3, [asll2=3

1 2 2 1 2 2
Q=12 1 -2 — Q=--]2 1 -
2 -2 1 2 -2 1
124 3.6 12
R=[010| — R={03 0
00 1 00 3

58. Az el6z6 feladatban hasznélt modszert alkalmazzuk.

1
q = a;= |1
1
~ < ag,qp > 6-14+5-147-1 18
ne = e ST iatia+11 3 0
6 1 0
qz2 = az—riaq1= (5| —6-|1|=|~-1
7 1 1

<a3,c~11>_1-1+0~1+5~1_6

T3 = ——— = =,=2
<dq1,q1 > 1-1+1-14+1-1 3
. <ag,qg2> 1-04+0-(-1)+5-1 5
2 <Qqzaq2> 0-0+4(=1)-(=1)+1-1 2
1 1 5 0 -1
ds = az—713q1 —T23q2= [0 —2- |1 —5 |7 = 3
5 1 1 3

Ezt kovetGen (3 oszlopait osztjuk a 2-es norméajukkal, mig az R sorait ugyanezekkel az
értékekkel szorozzuk.

P ~ ~ 1
a2 =3, J[dzlz = V2, |ldsll2 = V6
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1 0 —=2

N v
Rl EE S o
! 2 R
o [1 6 2 V3 6V3 2V3
R=|01 3 — R=| 0 V2 32
00 1 0 0 36

59. Az el6z6 feladatban hasznalt modszert alkalmazzuk.

?11 =1
—1
q = a1=
1
- <apdi> _ 2 (-1)+1:0+2:1 0 _
<aqnqr> (=1)-(=1)+0-0+1-1 2
roo = 1
2 -1 2
g2 = az—Tieqi1= [1| -0 Of =1
2 1 2
Pl = ii/i3,al>: 5-(-1)4+2-0+3-1 :_2:_1
“ana > (-D)-(-1)40-0+1-1 2
_ <ag, 2> 5-2+2-1+3-2 18
™S T g, s 22+1.1722 9 2
5 -1 2 0
q3 = ag—713q1 —723q2= [2| —(=1)-| 0| —=2-[1]| =10
3 1 2 0

Ezt kovetGen Q oszlopait osztjuk a 2-es normaéajukkal, mig az R sorait ugyanezekkel az
értékekkel szorozzuk.
laillz=v2, [lazl2=3, ldasl2=0

(-1 20 -5 30

Q=| 0 10 — Q= 0%0
1

120 7% 35 0

B 10 -1 V2 0 -2

R=[0 1 2 — R=| 0 3 6

00 1 00 0

A kapott eredménybdl lathato, hogy az A oszlopvektorai nem linearisan fiiggetlenek. A kapott
Q matrix nem ortogonalis, csak az els§ két oszlopa alkot ortonormélt rendszert.
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60. Az eddigi feladatban bemutatott modszert hasznalva oldjuk meg a kitiizott feladatot.

T13
T23

733

qs3

4
a1 = ar= |0
3
s L <B@> 14400473 2%
<qi1,q1> 4-4+0-04+3-3 25
?22 =1
1 4 -3
g2 = az—ri2qn= [0 —-1-|0| =] O
7 3 4
<azGqr> _8:4+2-0+6-3 50
<al,a1> 4-44+0-04+3-3 25
<ag,qz> 8- (-3)+2-0+6-4 _0_,
< q2,qz2 > (=3)-(=3)4+0-0+4-4 25
1
8 4 -3

azg —7T3q1 —7Te3q2 = 2| —2-|0| —0- 0 =

o N O

6 3 4

Ezt kovetGen (:2 oszlopait osztjuk a 2-es normaéajukkal, mig az R sorait ugyanezekkel az
értékekkel szorozzuk.

laill2 =5, [llazllz2=>5, [las|z=2

4 -3 0 =20
Q=|0 02| — Q=|0 01
3 4
340 § ¢
11 2 5 5 10
=|010| — R=|05 0
00 1 00 2

2.2.8. Householder transzformacio

61. A feladat, hogy az a = [—1 2 —Q]T vektort a kivant alakra hozzuk, azaz

k
H-a=k-eg= |0
0

A Householder transzformacié elvégzéséhez nincs feltétleniil sziikség a transzformacios matrix
minden elemére, de a feladat megoldasahoz fontos ismerni a szerkezetét. A H métrix olyan
szimmetrikus és ortogonélis (komplex esetben unitér) matrix amelynek specialis alakja van:

a—oep

H=Hv)=1-2.vwl, v=_—"_¢cR"

la — el
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62.

ahol

o = —sgn(a1) - [[a]2.

Els§ feladatunk a o kiszamitasa a fenti képlet alapjén.

o = —sgnlar)-[lallz = —sgn(~1) - /a? + a3 + f =

= VI+d+4=3

A v vektort a o ismeretében megkaphatjuk egy egyszerii behelyettesitéssel a fenti képletbdl.

—1 1 4 e . 4
a—c-eg=| 2| -3-lo|=| 2| = v= LI o2
—2 0 —2 la—ocell: V24 |

Ezutan alkalmazzuk a transzforméciot az a vektorra, hogy megkapjuk a kivant eredményt.

Hv)-a = I-2-vwI).a=a—2-v-(vla)=
= _; 9. ! ! _;1 [-4 2 2] _;
5 V2h V2| 5
[—17 1 4 -1 —4
= | 2| -5 | 2| 2= 2|-| 2|=
=1 —2 —2 —2

3
~ |o] = @=3
0

Ahogy lathato, a fenti képlet segitségével a transzformacio elvégezheté a H matrix konkrét
elGallitasa nélkil. A szamolas utan az a vektort sikeriilt a kivant k - ey alakra hozni.

A feladat megoldéasahoz elGszor ki kell szamolnunk a o-t.

o = —sgn(ay)-|alle = —sgn(2) - \/a% + a% + a% =

= —V4+4+1=-3

A o segitségével mar kdnnyedén kiszamolhato a v vektor értéke:

a—oe; 1

la—oeill: ~ V30 |}

a—o0-e| =

=N N
+
w

1 5
0 =12 = Vv=
0 1
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63.

A fenti adatok segitségével a Householder-métrix immar kiszamolhato.

Hv) = I-2-vwwt=
_ - T
B P B B ) DY (Y b )
00 1 3011 V30 1
= (1) (1) 8 9. L ! g (5 2 1]=
00 1 v30 V30 |y
[1 0 0] 1 25 10 5
= |0 1 0 - 5 10 4 2=
|0 0 1] 5 2 1
_ _ _ 2 _2 _1
1 10 —-10 -5 3 3 3
= 1T —-10 11 -2| = -3 T OO0
) I
A feladat megoldasahoz els6 1épésként ki kell szamolnunk a o-t.
o = —sgn(a1)-|all2 =
= —sgn(2)-VAi+1+1=-V6
A o segitségével kiszamolhato a v vektor értéke.
2 1 2+/6
a—oc-e = 1| +v6-|0]| = 1 =
1 0 1
a—oe; 1 2 +1\/6
v = = .
la—oeill2 /12 + 46 1
A fenti adatok segitségével a Householder-méatrix a kovetkezo.
H(v) I-2 vl =
(10 0] ) 2+6 ) 2+v67\"
010 _— . 1 _— . 1
00 1 V12 + 46 1 12 4+ 4v6 1
[1 0 0] 2+6
01 0|-2- ! : ! : 1 [24+4V6 1 1] =
00 1 V12+4V6 V12446 1
(1.0 0 . 10+4v6 24+v6 2+6
= |01 0|-———=-|2+6 1 1 =
00 1] SFX6 | oi 5 1 1
(1 _ 1044v6  _ 24+V6 _ 246
6+2v6 6+2v/6 6+2/6
— _2+V6 __1 __ 1
o 6+2v/6 6+2v6 6+2/6
_ 26 _ 1 1
L 6+2V6 6+2v6 6-+2v/6



2.2. Megolddsok 85

Ahhoz, hogy megkapjuk a k értékét, végre kell hajtanunk a transzforméciot az a vektorra.

1 0446 _ 24V6 246
6+\2[\/6 64276 6+2v6 2 -6
_ 246 1 1 ) _ _
64216 64+2v6 6426 L= 0 = [k=-V6
246 1 1 1 1 0
6+2/6 6+2v6 6+2v6

A transzorméacio a
Hv)-a=(I-2-vwI).-a=a—-2-v-(vTa)

képlet alkalmazasaval gazdasagosabban szdmolhaté ki.

64. A feladat megoldasahoz elss 1épésként ki kell szdmolnunk a o-t.

o = —sgn(ar)-al2 =

= —sgn(2)-vV4d+1+4=-3

A o segitségével a v vektor értéke is kiszamolhato.

2 1 )
a—o-e = -1[+3-]0]=1|-1 =

2 0 2

a—oe; 1 5

v = =

-1
la—oeq]2 V30 9

A fenti adatok segitségével a Householder-métrix kiszdmolhato.

H(v) = I-2.-vwTl =

100 5
—lo1o|-2. . L. | (5 -1 2] =
00 1 V30 V30|
(1.0 0] , [2 -5 10
= (01 0|l-=-|-5 1 —2|=
00 1] ¥ |10 -2 4
_ _ 2 1 _2
. 10 5 —10 53 3
-10 2 11 -2 % =

Most, hogy megkaptuk a transzformaciés matrixot. Ahhoz, hogy megkapjuk a k értékét, al-
kalmaznunk kell a transzforméciot az a vektoron.

1 -10 5 -10 2 -3
5 o 14 211 -1 = 0 = |k=-3
—-10 2 11 2 0

65. A feladat, hogy az a = [1 2 20
Els6 feladatunk a o kiszamitéasa.

]T vektort a kivant alakra hozzuk, azaz k - eq-re.

o = —sgn(a1)-[laf2 =

= —sgn(l)-vV14+2242240=-3
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Mivel megkaptuk a o-t, a v vektort ki tudjuk szamitani.

+3-

a—o-e; =

O NN =
oo o=
O NN

a—oe; 1

la—oeills V24

v =

O NN~

Ezutan mér csak annyi van hatra, hogy alkalmazzuk a transzformaciot az a vektorra, hogy
megkapjuk a kivant eredményt.

Hv)-a = I-2-vwwl).a=a—-2.v-(vla)=

[1] 4 1
2 1 1 2 2

- ) . 4220 =
2 V24 V24 |2 [ } 2
0] 0 0
(1] 4 -3
2 1 2 0

T2 12 2 0 k=3
0] 0 0

66. A feladat, hogy az a = [1 1 11 ]T vektort a kivant alakra hozzuk, azaz k - e;-re.
Els§ feladatunk a o kiszamitasa.

o = —sgn(a1)-|all2 =

= —sgn(l)-V1+14+14+1=-2

Mivel megkaptuk a o-t, kiszamithatjuk a v vektort.

1 1 3
-0 . +2- 0|1 =

a-oser = 1y ol = |1
1 0 1

3

a—oe; 1 1

A% = = °
la—oeill2 12 |1
1

Az utols6 1épés, a transzforméacié alkalmazésa az a vektoron, hogy megkapjuk a kivant ered-
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ményt.
Hv)-a = I-2-vwwT).a=a—-2-v-(vla)=

1] 3 1
1 1 1 1 1

= B, S . I3 11 1] =
1 V12 V12 |1 | | 1
1] 1 1
[17] 3 -2
1 1 1 0

= {1l |18 of T =2
1] 1 0

67. Szamoljuk ki a o-t.

o = —sgn(a1)-[laf2 =

= —sgn(2) V22 +224+1240=-3

Megkaptuk a o-t, igy most mar ki tudjuk szamitani a v vektort.

2 1 5
a—oc-e = 2 +3- Of_ |2 =
arer = 0] = |1

0 0 0
5
a—oe; 1 2
v = = :
la—celfz2  v30 |1
0

Ezutan mér csak annyi van hétra, hogy alkalmazzuk a transzforméaciét az a vektorra, hogy
megkapjuk a kivant eredményt.

Hv)-a = I-2-vwwT).a=a-2.v-(vla)=

[27] ) 2
2 1 1 2 2

- 9. - .. 5 2 1 0]- —
1 V30 V30 |1 [ ] 1
0] 0 0
[2]] ) -3
2 1 2 0

= 1wl B o] = [k==3
0] 0 0

68. A feladat, hogy az a = [1 0 2 2
Els6 feladatunk a o kiszamitéasa.

]T vektort a kivant alakra hozzuk, azaz k - e;-re.

o = —sgn(a)-|lal2 =

= —sgn(l)-vV1+0+4+4=-3
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Mivel megkaptuk a o-t, lehetségilink van arra, hogy a v vektort kiszamitsuk.

1 1 4
a—oc-e = 0 +3- Of_ |9 =
SR 0|~ |2

2 0 2
4
a—oe; 1 0
VvV = g .
la—oceills 24 |2
2

Ezutan mér csak annyi van hétra, hogy alkalmazzuk a transzformaciét az a vektorra, hogy
megkapjuk a kivant eredményt.

H(v)ra = I-2-vwh).a=I-a-2-v-(vfa)=

1 4 1
0 11 |o 0

= —2 [4 0 2 2] =
2 V24 V24 |2 | E
2] 2 2
(17 4 -3
o] 1 |o 0

= ol |a| 12=] o = [k=-3
2 2 0

69. A feladat, hogy az a = [1 2 2 4
Els6 feladatunk a o kiszamitésa.

]T vektort a kivant alakra hozzuk, azaz k - e;-re.

o = —sgn(a)-|alls =

= —sgn(l)-vV1+4+4416= -5

Megkaptuk a o-t, tehat kiszamithatjuk a v vektort.

1 1 6
- = 2 +5 01 _ |2 =

a g-€e; = 9 0 = 9
4 0 4

6

a—oe; 1 2

VvV = = .
la—oceillz V60 |2
4

Ezutan mér csak annyi van hétra, hogy alkalmazzuk a transzforméaciét az a vektorra, hogy
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megkapjuk a kivant eredményt.

Hv)-a = I-2-vwwT).a=a-2.v-(vfa)=
(17 6 1
2 1 1 2 2
= ) B [6 2 2 4]- =
2 V60 V60 |2 [ ] 2
| 4 ] 4 4
[17] 6 -5
2 1 2 0
— 2~ 307 |2 .30 = 0 = |k=-5
| 4 4 0
70. A feladat megoldasahoz el6szor ki kell szamolnunk a o-t.
o = —sgn(a1)- a2 =
= —sgn(2)-v4+140+4=-3
A o segitségével mar konnyedén kiszamolhato a v vektor értéke.
2 1 5
1 0 1
a—oc-e = 0 +3- ol = 1o =
2 0 2
5
a—oe| 1 1
v = = .
la—oeillz V30 |0
2
A fenti adatok segitségével a Householder-métrix immar kiszamolhato.
H(v) = I-2-vwrf=
(1.0 0 0] 5 57\ "
10100 5. 1 1 1 1
{0010 30 |0 V30 |0
[0 0 0 1] 2 2
[1 0 0 0] 5
01 00 1 1 1
= 1o 01 0 —2-—30-—30 0 (51 0 2]=
[0 0 0 1] 2
[1 0 0 0] 25 5 0 10
_ /o100 1 510 2f_
|00 10 15 000 O0Of
00 0 1] 10 2 0 4
—10 =5 0 -10 -2 1l o9 -2
_ _ iood g J2
_ 1 5 14 0 20 _ 3 5 0 15
15 0 0 15 o | o 01 0
-10 -2 0 11 -2 -2 0 4
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71.

72.

Most, hogy méar megvan a H matrix, a transzformacié elvégzéséhez csupén egy szorzéasra van

sziikség.
2 1 2
-z -z 0 -z 2 -3
iooad o _2) | 0
ca— 3 15 15 - =
H(v)-a=| 3 B | 18- o | =lr=3l
2 2 11
-5 1+ 0 s 2 0

—_
ot
—_
ot

A feladat, hogy az a = [1 11 11 ]T vektort a kivant alakra hozzuk, azaz k - ej-re.

Els6 feladatunk a o kiszamitéasa.

—sgn(a1) - ||lallz =
= —sgn(1)-Vi+1l+14+1+1=—-V5

A o segitségével meghatarozzuk a v vektort.

1 1 1++5
1 0 1
a—oc-e = 1| +v5-|0]| = 1 =
1 0 1
1 0 1
14++5
a—oe; 1
v

la—ceills /10 +2v5

—_ = = =

Ezutan mér csak annyi van hatra, hogy alkalmazzuk a transzformaciot az a vektorra, hogy

megkapjuk a kivant eredményt.

H(V)-a = (1_2'VVT)'a:a—2-v-(vTa):

1++5

2
1

—_ = =

—_ = e —_ = e

1+5

5

1

_m. .(5+\/5):

T
O O O O

J1+v5 1 11 1]-

I T gy
Il

T
5

Feladatunk a C - x = d egyenletrendszer megoldasa. Els§ 1épésként el kell késziteniink a cq

vektorhoz a Hq matrixot, ahol ¢1 vektor a C matrix els§ oszlopa.

—sgn(ci1) - |lexll2 =
= —sgn(4)-4=-4
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4 4 8
c1—oeyp = Ol +10] =10 =
0 0 0
8 1
C1 —o0€ex 1
ler — oexlla 0 0

Miutédn megkaptunk minden sziikséges valtozot a Hy matrixhoz, alkalmazzuk azt a C matrix
minden oszlopvektorara.

Hic;, = (I—2-VVT)~C1:c1—2~v-(VTc1):
4 1 4 —4
= |0|—=2-|0|-[1 0 0]-|O|=] O
0 0 0 0
H102 = 02—2'V-(VT02):
1 1 1 -1
= 1l —2-|0|-[1T 0O0]-|] 1|=] 1
-1 0 -1 —1
Hics = c3—2-v-(vlicg) =
—2 1 —2 2
= 31 =2-(0|-[1 0 0]-| 3|=|3
1 0 1 1

A fenti adatoknak koszonhetSen felirhatjuk a C maéatrix Hy; Householder-matrix-szal valé
szorzatanak eredményét.

-4 -1 2
H, C= 0 1 3
0 -1 1

A célunk, hogy a C matrixbol fels6 haromszogmatrixot készitsiink. Ehhez transzforméciot kell
alkalmaznunk a jobb alsé 2 x 2-es matrixon is. Nevezziik ezt el C-nak. Az el§z6 lépésekhez
hasonloan felirhatunk egy Ho Householder-matrixot a ¢y vektor segitségével.

o= —sgn(l)- \/m =2

e = [0
- ¢1 —oep 1 .[1+\/§]

V pr — pr
[e1 —oe1ll2 4+ 22 -1
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Ezutan a ﬁz matrixot alkalmazzuk a C matrix minden oszlopvektorara.

Hoc; = ¢, —-2-v- (Vi) =
[ 1] 1 1+\/§] [ 1]
= -2 — 14+ v2 -1 =
1] 4+2V2 [ -1 V2
2+V2
I N R B V) B V)
-1 -1 N 0
Hocy, = ¢3—2-v-(VTey) =
[3 1 1+ﬂ} {3}
= —9. - . 1442 —1]- =
_1} 4+2V/2 { -1 : I
2+§ﬁ
T 1]_2+3ﬁ_[1+\/§]_[—\@}
-1 242 —1 2V2
——
2v/2-1
Ezzel megkaptuk a kivant fels6 hdromszogmaéatrixot.
-4 -1 2
0 —V2 —V2
0 0 2v2

A H; és Ho métrixok segitségével meghatarozhatjuk a Q matrixot, mig a kapott fels6 harom-
szOgmatrix megegyezik az R métrixszal. Ezaltal megkaptuk a C matrix QR felbontéaséat.

QR=C = C-x=d & QR-x=d < R-x=QT.d

A kovetkez6 feladatunk tehét, hogy alkalmazzuk a Hy -et d -re, majd annak utolsé két ko-
ordinatajara Hy -t.

Hd = d-2-v-(vid) =

2 1 2 —2
= (3|-2-|0|-[1 0O0] |3]=]| 3
1 0 1 1

Hod = d-2-v-(¥F-d) =

- [ [ s 0 [8-[2]

24+3v2

Tehét a Householder transzforméciok eredménye [—2 V2 2v2 }T.
Utols6 1épésként a fels6 haromszog alakbol visszahelyettesitéssel kiszamithatok a megoldas
vektor elemei.

2V225 =2V2 = [z3=1
—\/5562—\/5163:—\/5@—\[2562—\[2:—\/5 = |22=0

—4x1 —xo+203=-2¢ —4dr1=—4 = |z1=1
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73.

Tehat a linearis egyenletrendszer megoldasa: x = [1 0 1]

A feladat, hogy a

N W N
N =~ O

matrixot fels§ haromszog alakra hozzuk. Ehhez Householder-transzforméaciot alkalmazunk a
méatrixon. Els6 1épésként meg kell alkotnunk a c¢; vektorhoz a Hy matrixot.

o = —sgn(ci) - [leillz =

= —sgn(1)-VI+0+1=—-V2

1 -2 1++v2
c1—oe; = 0] — 0 = 0 =

1 0 1

C1 —o0e€ex 1 1+\/§

lei—oeila /4422 1

Miutan megkaptunk minden sziikséges valtozét a Hy matrixhoz, alkalmazzuk azt a C méatrix
minden oszlopvektorara.

Hic; = I-2-vwwh).ci=c;—-2-v-(vlicy) =
[1] 1+f 1
= |0] - [1+v2 0 1 0| =
1 4+2\f J .
17 1+ﬁ V2
— o -— 0 |-e+ve=| o
1 242 1 0
Hico = 02—2‘v-(vTcz):
2] ) 1++2 2
= 3|~ : 0 [14+v2 0 1] |3 =
5| 2+V2 1 : ) 5

(2] 14++2 —2v/2
= |3 -2 0 = 3
2 1 0




94 2. Mdtrixz szorzat felbontdsok
Hics = c3—2-v- (VTC3) =
[07] . 1++v2 0
= |4] - 1o [1+v2 0 1] 4] =
2| 2+V2 1 2
2
(0] 5 1++2 0 V2 -2
= (4] — 573 7 : 0 = 14| - 0 = 4
2| EfVe 1 2 2—\/2 V2
2-v2
Miutéan elvégeztiik a transzformaciokat, a kapott eredmény felsé haromszogmaétrix, igy készen
vagyunk a feladat megoldéasaval.
-V2 -2v2 -2
0 3 4
0 0 V2
74. A feladat, hogy a
1 1
o[ 1]

méatrixot fels6 haromszog alakra hozzuk. Ehhez Householder-transzforméaciot alkalmazunk a
maétrixon. Els§ 1épésként meg kell hatdroznunk a d; vektorhoz a Hy transzformaciés métrixot.

o = —sqn(di1)-||dill2 =

= —sgn(1)- V12 + (12 = -2
oo = 3] [ -

-1 0 -1
v = dy —oeq B 1 |:1+\/§:|
[d1 —oce1ll2 /4422 -1

Miutan megkaptunk minden sziikséges valtozot a Hy matrixhoz, alkalmazzuk azt a D méatrix
mindkét oszlopvektorara.

Hid; = I-2-vw¥) . dy=d;-2-v-(vTdy) =
] [ e an [ ]
- [Laa 1 e [

H1d2 = d2 —2-v- (Vsz) =

- [ [ s 0l

V2

(1] V2 [1+v2] [0
HEEsa B
V2-1
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75.

Miutéan elvégeztiik a transzformaciokat, a kapott eredmény fels§ haromszogmaétrix, igy készen
vagyunk a feladattal.

0 V2

A feladat az Ax = b egyenletrendszer megoldéasa. Mivel ismerjiik az A matrix Q) R-felbontasat,
igy ezt felhasznalva az A kiszdmolasa nélkil is megoldhat6 az egyenletrendszer, hiszen

QRx=b < Rx=QTb=Qb.

Mivel Q Householder-méatrix, ezért megegyezik a transzponéltjaval. Ebbdl kivetkezik, hogy
elsd 1épésként ki kell szamolni Qb-t.

Qb = b-2-v-(vTb)

5] 5
= |- 2 -1 2] 11| =
| —4 ] —4
-9
[ 5] 2 17
1
= |1 +§8- -1|=15
-4 =~ | 2 8
- - 6

Most mér mindent el6készitettiink, hogy az R segitségével felirjuk az egyenleteket a haromszog
métrixba vald behelyettesitéshez.

8
9r3 =8 = 1‘3:§
1
9294+ 923 =592 +8 =5 = x2:_§
20
9214+ 920 =17 92, — 3 =17 = 561:5
Tehat az eredmény:x:[% —% %}T.



3. fejezet

VEKTOR- ES MATRIXNORMAK,
KONDICIOSZAM

3.1. Feladatok

3.1.1. Vektornormak

1. Szamitsuk ki az alabbi vektor 1-es, 2-es és co vektornormajat!
1
X = 2
-3
2. Szamitsuk ki az alabbi vektor 1-es, 2-es és oo vektornorméjat!
5)
<= -3
N 8
4
3.  Mutassuk meg, hogy ||.|l1 és ||| vektornormak ekvivalens vektornormak!
4.  Mutassuk meg, hogy |[|.||2 és ||.]|cc vektornormak ekvivalens vektornormak!
5.  Mutassuk meg, hogy ||.||1 és ||.||2 vektornormék ekvivalens vektornorméak!
6.  Irjuk fel az ||.|}; vektornorma altal indukélt métrixnormat!

3.1.2. MaAtrixnormak

7.  Legyen T € R™" invertalhat6 matrix és ||.||, egy vektornorma.
a) Igazoljuk, hogy ||x|1 := || Tx]|, vektornormat definial!
b) Irjuk fel a ||.||7 vektornorma éltal indukalt matrixnormat! Mi a kapcsolat a ||.||, altal

indukalt matrixnormaval?

8. Szamoljuk ki az alabbi A matrix 1,2 és oo matrixnormaéit!

=75
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Szamoljuk ki az alabbi A matrix 1,2 és oo matrixnormaéit!
4 2
A=l ]

Szamoljuk ki az alabbi A matrix 1,2 és oo matrixnormaéit!

4 0 -1
A=]10 4 1
-1 1 4

Igaz-e, hogy a Frobenius matrixnorma indukalt matrixnorma?

Adjunk meg egy matrixot, melynek a Frobenius matrixnormaja egyenls az x = (1), € R"
csak egyesekbdl 4llo vektor 2-es vektornorméjaval?

Igazoljuk, hogy barmely matrixnormara és V. A € K™ matrixra igaz, hogy a spektralsugar
kisebb egyenld barmely normanal, azaz

p(A) <[A]!

Bizonyitsuk be, hogy ha A normaélis matrix, akkor

[All2 = p(A) = max |A;(A)] !

Igazoljuk, hogy ha Q € K"*" unitér métrix, akkor igazak a kovetkezé allitasok.
a) Qx| =x[> ¥V xeK"

b) 1Qllz = |Q*[2 = 1.
c) QA2 =]AQ|2= A2 V A €K™

Bizonyitsuk be, hogy
1
|A|lF = (tr(A*A))2 !

Igazoljuk, hogy ha Q unitér méatrix, akkor

IQA|F = AQ|F = [|AllF !

Igazoljuk, hogy

N

[AllF = (Z&(A*A)> !

i=1

Mutassuk meg, hogy
a) a spektralnorma és a Frobenius norma ekvivalensek!

b) a 2-es vektornorma és a Frobenius norma illeszkednek!
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3.1.3. Kondiciészam

20. Szamitsuk ki az alabbi A matrix kondicidszamat 1-es és oo méatrixnorma esetén!

A= s 7]

21. Szamitsuk ki az alabbi A matrix kondiciészamét 2-es és Frobenius matrixnorma esetén!
[y

22. Szamitsuk ki az alabbi A matrix kondiciészamét 1,2, co és Frobenius méatrixnorma esetén!
A=)

23. Szamitsuk ki az alabbi A matrix kondiciészaméat 1,2, 00 és Frobenius matrixnorma esetén!
A= le ]

24. Igazoljuk, hogy a QR felbontassal kapott feladat érzékenysége (kondicionaltsiaga) nem val-

tozik!

25. Igazoljuk, hogy a szimmetrikus, pozitiv definit A matrixra elkészitett A = LLT Cholesky
felbontés esetén
condy(A) = condy(L) - conday(LT) = (condy(L))? !

Ez azt jelenti, hogy ha az eredeti Ax = b linearis egyenletrendszer helyett az Ly = b és
LTx =y haromszogmatrixi egyenletrendszereket oldjuk meg, azzal a feladat érzékenysége
nem valtozik!

3.2. Megoldasok
3.2.1. Vektornormak

1. Szamitsuk ki a megadott normékat!

n
Ixlp = ) lmil=1+2+|-3/=6
i=1

Ixll2 =

n
ozl =12+ 24 (=32 =V1i+4+9="14
=1

Ixlloe = mix |z;| = max{1;2;] - 3]} = 3
1=
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2.

Szamitsuk ki a megadott normékat!

n
Ixlh = > ol =5+]—-3/+8+4=20
=1
n
Ixle = ([D |zl =52+ (=32 + 8 +42 =25+ 9+ 64+ 16 = V114
=1
Ixllo = méx |z = max{5;] - 3];8;4} = 8
1=

A vektornorméak ekvivalensek, ha
Jec,e0>0 VaoeK': ¢ -|xlla<|x|p<c2|x]a
Ennek megfelelGen a feladat valdjaban két egyenlStlenségre bomlik.

a) Elgszor megmutatjuk, hogy

>0 Xl < x|

Mivel

n
Il = o] < S fai] =
=1

Vagyis ¢; = 1 vélasztéassal készen is vagyunk.

b) Most vizsgaljuk meg az egyenlStlenség masik oldalat.

Fe>0: o [lx]l1 < (%]l

Vi=1--,n: |z < m%lx|xl]
1=

I3

<

n
Ixlls =l
j=1

n
n-max || = n - [|x] o

Vagyis co = n valasztassal belattuk a fenti egyenlStlenséget.

Vagyis ezzel megmutattuk, hogy az 1-es és oo vektornormak ekvivalensek.

Az el6z6 feladatban alkalmazott eljarast hasznaljuk most is. Vagyis a feladatot két részfela-
datra bontjuk.

a) Elgszor megmutatjuk, hogy

>0 X[ < |Ix|2-

2 n
n
max || <
i=1 —
1=

> lzi? = 2.

i=1

Mivel

A\
g
&
=

IN

5¢/] oo = miaix ||
=1
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Vagyis c¢; = 1 valasztéassal kész is vagyunk.

b) Most vizsgaljuk meg az egyenlStlenség méasik oldalat.
Fea>0: co-[|x]2 < ||x]loo

Mivel
n 2
n
Dl < n-(gla1><|m|>
i=1 -
I

1x[l2 =

n
2 lwil* < Vil = Vi
i=1 -

Vagyis co = \/n valasztassal belattuk az egyenl6tlenséget.

Ezzel megmutattuk, hogy a 2-es és oo vektornormak ekvivalensek.

5. Az eddigieknek megfelelGen most is két részre bontjuk a feladat megoldaséat.

a) Elgszor megmutatjuk, hogy
e >0: e xll2 < %]

A pozitiv tagn Osszeg négyzetre emelésébdl kovetkezik, hogy

(&)

(lz1] + |za| + ... + |za])? =

= ‘.%'1‘24- ‘.1'2’2 + ...+ ‘.%'n‘2 +
+ 2-|z||ze] .+ 2 |xo|as| 4+ .o+ 2 o] n] >

n

D laif*

=1

Y

Négyzetgyokot vonva ebbdl mar kévetkezik a bizonyitandé allitas.

n n
D a2 <Yl = |xls
=1 =1

Vagyis ¢; > 1 valasztassal kész is vagyunk az egyenl6tlenség egyik oldalaval.

1x[l2 =

b) Most vizsgaljuk meg az egyenlStlenség masik oldalat.
>0 co-|x]1 < Jx]2

A bizonyitast a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlStlenséggel az
X = (o] )it e= (1)L,

vektorokra felirva kapjuk.

n 2 n n n
(2 r) o xies< KB el = Sk S m e S il
i=1 i=1 i=1 i=1

Innen gyokvonassal co = /n.
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6. Induljunk ki a definiciobol.

A
HAH1 = sup H XHl
x#0 [1x[[1

Becsiiljiik feliilrsl a tort szamlélojat. Hasznaljuk kozben az abszolutértékre vonatkozé haromszog-
egyenlGtlenséget és cseréljiilk meg az Osszegzés sorrendjét.

S HAR)| =D agm| <>
=1 =1

i=1|j=1

[ Ax]1

M=

|aij| - |z| =
=1

n n n
n
= ) gl ) layl < I]?jﬂ%z laik] - Y | =
j=1 i=1 =1 j=1

<
S

n
n
= Igj{iz |aix| - [l
=1
x # 0 esetén ||x||; normaval végigosztva az egyenlStlenséget kapjuk, hogy

n
1A% e 3™ .
[x[[r 7 k=1

i=1

Most mar csak azt kell megmutatnunk, hogy 3 x € K", amelyre teljesiil az egyenlGség.

Legyen x = ey, vagyis az x legyen a p. kanonikus béazis vektor, amely a p. pozicioban 1 és
a tobbi helyen nulla. A p legyen az az oszlopa a méatrixnak, ahol maximaélis lesz az elemek

abszolutérték osszege.
n n
> lap| = max Y Jag
aip| = max a;
: ip Je] 4 ik
i=1 =1

Ebben az esetben az ||x[|1 = 1 és teljesiil az egyenlSség.

[ Ax]|y Zn
||XH1 || X||1 ’a2p|

=1

3.2.2. MaAtrixnormak

7. a) Igazolnunk kell, hogy teljesiilnek a vektornorma tulajdonsidgai. Ehhez a ||.||, -vel jelolt
vektornorma tulajdonsagait hasznaljuk fel.

1) |Ixll7 =|Tx|ly,=0<=Tx=0<=x=0
2) Ml = [IATx]ly = A - [[Txlfo = A - [[x[|7

3) [x+yllr = ITx+y)ll < [ITx[ls + [ Tyllo =[xz + yllr
Teh&t a norma tulajdonsagok teljestilnek.

b) A vektornorma altal indukalt métrixnorma

[AX]|7 ITAX],
|A|lr = max =max ————— =
A0 [[x[l7 xz0 [|Tx|,
az y := Tx helyettesitéssel
TAT!
= max STAT Sl ypa,

y#0 [yl
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8. A kért matrixnormak:

n
n n
| Al = max E_l jaij| = max{| — 1] +1;0+2} =2,

n
n n
1A Joo = max E 1 |aj| = max{| =1/ +0;1+2} =3,
j:

Al = | /i i (AA).
1=

Hatarozzuk meg A* A sajatértékeit.

2—A 2
24—

Gi‘/z6_16:3i\/§

IA*A -1\ = ‘:(2—)\)(4—)\)—4:/\2—6)\+4:0

— )\172 =

Innen latszik, hogy A1 =34+ V5, Ao =3 — /5.
Innen a spektralsugar p(A*A) = max?_; \;(A*A) = 3 + /5. Gydkvonassal a 2 -es norma

1Alls = /3 +V5

9. Mivel a méatrix szimmetrikus, ezért az 1-es és co normaja megegyezik.

n
n n
Al = r?alng |laij| = r;lzafc{ZH— 2;24+4} =6
1=

Al = nfhx

|aij| = max{4+2;2+4} =6
=1 =1

n
J=1

Mivel a megadott matrix szimmetrikus, ezért a spektralnormat az eredeti matrix spektralsug-

araval szamithatjuk.
n
| A2 = max |A;(A)]

A-T\ = '4—)\ 2

2 4-)
8 + 464 —48
2

‘:(4)\)24:)\28)\+12:O

— )\172: =442

Innen latszik, hogy Ay = 2 és Ao = 6, igy p(A) =6 és
[A[[2 = 6.

10. Mivel a matrix szimmetrikus, ezért az 1-es és oo norméaja megegyezik.

n
| Al = max D ay| = max{4+0+ | = 1;0+4+ 15| = 1| +1+4} = {5:5:6} = 6
J=L4 - J=
1=1

| Alloe = max Y " lai;| = max{4 +0+| = 1;0+4+ 15| = 1| + 1+ 4} = {5;5;6} = 6
1= ) 1=
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11.

12.

Mivel a megadott matrix szimmetrikus, ezért a spektralnormét az eredeti méatrix spektral-
sugaraval szamithatjuk.

1A]l2 = miax | A;(A))

4-x 0 -1
A-TA=| 0 4-x 1|=
1 14—
4-x 1 0 4- A
- ’ 14— /\‘+(_1) ‘—1 1’
= (4-0-((4-N-1)-(d-x=

= (A=) ((4=A*=-1-1)=4-X1)-(A\=-8A+14) =0

8+ /64 — 56
— )\2’3 — f — 4 Zl: \/§
Innen latszik, hogy A\; = 4 és Ay = 4 + /2, A3 = 4 — /2, gy az eredmény
|All2 =4+ V2.

Legyen |||l indukalt matrixnorma. Ekkor igaz, hogy ||I||,, = 1. Ez minden indukalt matrixnor-
méra igaz, igy ha a Frobenius matrixnorma is indukalt lenne, akkor ra is teljesiilnie kellene
ennek a tulajdonsagnak. Nézziik meg n # 1 esetén.

M= S gl = |3 Y 2= Vil —n £ 1

i=1 j=1 i=1 j=1

Kovetkezésképpen a Frobenius méatrixnorma nem indukalt matrixnorma.

A csupa egyesekbdl allo vektor 2-es vektornorméja

n n
Ixlla = | Y lzil?= | D112 =vn
i=1 i=1

Ha olyan métrixot keresiink, melynek minden eleme azonos, akkor a Frobenius méatrix defini-

civja alapjan

[AllF = ZZI%I = Vn
=1 j=1
)B) SITEE!
=1 j=1
n’-a = n
1
a = —.
n
Tehét egy lehetséges megoldés
1 1
n n
A=|: z
1 1
n n
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13. Definicio szerint p(A) = max}_; |A;(4)|.
Induljunk ki a sajatérték egyenletbdl, jeloljiik A -val az A sajatértékét és x # 0 -val a hozza
tartozo sajatvektort. Az elsé lépésben megszorozzuk mind a két oldalt x*-gal, majd vessziik
a normajat.
Ax = X-x
Axx* = \-xx*
[Axx)[ = [A-xx7]]
A haromszog-egyenlGtlenség és a méatrix normajara vonatkozo azonossag felhasznélasaval és
az ||xx*|| # 0-val val6 osztéssal kapjuk, hogy
[A[ - x| = JAGXT)] = [[A-xxT]| = [A] - [[xx7
[Al > A
Mivel ez V X sajatértékre igaz, igy a legnagyobbra is igaz, vagyis
p(4) = i [X:(4)] < ]| 4]
Ezzel igazoltuk az allitést.
14. Az A matrix normalis matrix, ha A*A = AA*.
Ha A matrix normalis, akkor 3 U unitér matrix, amelyre U*AU = D = diag(\;(A)), azaz
diagonalizalhat6 és atlojaban a sajatértékek vannak.
U unitér azt jelenti, hogy U*U = UU* =1 és igy U~! = U*.
Induljunk ki A*A-bol.
A*A = (UDU")*.UDU~"
= U D"U*UDU"
= =
U I
= UD*DU"
Tehat A*A sajatértékeire
Ai(A*A) = X(D'D) = [N(D)? = [Ai(A)
p(A*A) = max)i(A*A) = (max|\(A)])? = p(A)? = A3
Ezzel bebizonyitottuk az allitast.
15. a) Mivel a 2-es norma a jol ismert euklideszi tavolsag fogalom interpretacioja, ezért ebben a

pontban azt kell megmutatnunk, hogy az unitér transzformacié tavolsagtarto.

1Qx13 = (Q%)"Qx = x*Q*Qx = x"x = |3

1Qlls = sup 1Qx(l2 _ sup Ix[l2
x40 IIXll2  xo lIxl2

1.
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c sz

c) Ismét az indukalt matrixnorma definiciojat és az a) pontbeli allitast hasznaljuk.

|QAx]: __ [Ax];

QA2 = sup = = ||A]l2
x£0  [x[l2 x40 |1x]l2
1AQ]> = sup [AQx[2 _ [[AQx)[l2 _ [lAyl2 _ 1Al
x40 [Xll2 x40 || Qx [2 yx0 [yl
1Qx]|2 y:=Qx

Tehét ezzel igazoltuk az allitast.

16. Nézziik elGszor, mit jelentenek a feladatban szerepls fogalmak.
Az A matrix Frobenius normaja definicié szerint

2

n n
IAIE = | D2 lagl* |

i=1 j=1

egy tetszdleges B matrix nyoma (trace)

Az A*A matrix fatlojaban 16vE elemek az alabbiak.

n

n
(A*A)ii =) a@ji-ai; = _ay[*
j=1

Jj=1

Ezt felhasznélva, kiszamoljuk az A*A méatrix nyomat(trace).

(Z |aﬁ|2> = |Al}

i=1

tr(A*A) = Zn:
=1

Ezzel készen is vagyunk a bizonyitassal.

17. Induljunk ki a QA matrix Frobenius norma négyzetébdl és hasznaljuk fel az el6z6 feladatban
bebizonyitott allitast.

IQA[E =tr (QA)* - QA) =tr(A*- Q*Q-A) =tr(A* - A) = |A|}
e

Alkalmazzuk a most és eddig megmutatott osszefiiggéseket! Mivel A és A* Frobenius normaja
megegyezik, igy

1AQIE = [(AQ))IF = Q" - A% = |A*]F = | A%

Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
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18. Ha A*A szimmetrikus, akkor 3 Q unitér matrix, amelyre

Q" -A*A-Q = D =diag()\i(A*A))
(AQ)*-AQ = D.

Induljunk ki A*A sajatértékeinek 6sszegébsl!

n

> _Ai(A*A) = tr(D) = tr (AQ)* - AQ)
i=1
Most felhasznaljuk az el6z6 két példaban bebizonyitott Osszefliggést.
tr((AQ)"- AQ) = || AQ| % = |A[
Ezzel be is bizonyitottuk a kivant Osszefiiggést.

19. Mindkét allitdshoz hasznaljuk fel az el6z6 eredményeket. Ne felejtsiik el, hogy a A;(A*A)
sajatértékek nem negativak!

a) Induljunk ki az A spektralnorma négyzetébdl.

n

n
IAIG = uen(atA) < DoMAA) =
1=
= |AIF <n- m%fdi(A*A) =n-|Al3
1=

Tehat mind a két oldalbol négyzetgyokot vonva kapjuk az alabbi Gsszefiiggést.

[All2 < [[AllF < vnllAl2
Ez pedig a megadott matrixnorméara az ekvivalencia definicidja.
b) A |.||y vektornorma és a ||.|l, méatrixnorma illeszkedik, ha minden A matrixra és x

vektorra
Ay < [[Allm - [[%][]o-

A 2 -es matrixnorma illeszkedik az 6t indukalé 2 -es vektornorméahoz. Az el6zé feladatbeli
norma becslést felhasznalva

[Ax]l2 < [[All2 - [Ix]l2 < [[A]lF - [[x]l2-

Tehat a ||.||2 vektornorma és a ||.||p matrixnorma illeszkednek.

3.2.3. Kondiciészam

20. Legyen |||l matrixnorma és A € K" (n € N) invertalhaté matrix.
A kondiciészam fogalma: cond,,(A) = ||Allm - [|A™Y|m.

A feladat megoldasahoz els6 1épésként meg kell hataroznunk az A méatrix inverzét.

12 L [ 7 -2
a<ls 3] =are 5]

Ezutan a megfelel§ matrixnormékat kell meghataroznunk.
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21.

a) El6szor az 1-es matrixnormahoz tartozo kondicioszamot hatarozzuk meg.
|Ali = max{4,9} =9
|A7Yy = max{10,3} =10
condi(A) = 9-10=90

b) Most a oo matrixnorméahoz tartozo kondicidszamot hatarozzuk meg.
|Allcc = max{3,10} =10
A oo = max{9,4} =9
conds(A) = 10-9=90

Vegyiik észre, hogy 2 x 2-es esetre mindig megegyezik az 1-es és oo matrixnormakhoz tartozoé
kondiciészam. Ennek a meggondolasat az olvasora bizzuk.

Az el6z6 feladatban leirtaknak megfelelGen els 1épésként meghatarozzuk az A métrix inverzét.

12 L1 (1 2
A‘[z 1]:>A _3’[2—1]

Most mér csak a megfelel§ matrixnormékat kell meghataroznunk.

a) El6szor a 2-es matrixnormahoz tartozo kondicioszamot hatarozzuk meg. Mivel a matrix
szim metrikus, ezért egyszertibben szdmolhaté a méatrixnorma.

[A[l2 = p(A) = max |Xi(A)]
Ehhez ki kell szamitanunk a méatrix sajatértékeit.

’1—)\ 2’

A — M| = 9 -1

=(1-XN*-4=0

M —22-3 = 0
2+4+12 2+4
2 2

Tehét a méatrix sajatértékei: Ay = —1 és Ay = 3.

A2 = =1+2

A 2 -es norma szimmetrikus métrix esetén a maximaélis abszolutértékid sajatérték,
[Afl2 = 3.
Most mar csak az inverz matrixra kell ugyanezt megismételni. Egy egyszertisitéssel éliink és

nem a fent bemutatott médszert ismételjiik meg. Mivel az A~! sajatértéke az A sajatértékének
reciproka, igy

1 1
A7, = — —=-=1.
H H2 max )\i min |>\z| 1
Ezt felhasznalva N3
max |A;
do(A) = ——— = - =3.
condz(A) min |);| 1 3

b) A kovetkezd lépésben meghatarozzuk a Frobenius marixnorméhoz tartozo kondiciosza-
mot.

JAlr = (12422422+1%)2 =(1+4+4+1)2 =10
1 ) ,
A r = (1) + 22422+ (-1))2 = 51 +4+4+1)2 = 2V

1 1
condp(A) = \/1705\/17:§0
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Mivel A szimmetrikus matrix, ezért ||All2 a legkisebb norma és p(A) = [|A|2.

Az A~1lre ugyanez igaz, tehat a conds(A) a legkisebb kondiciészam.

22. Az el6z6 feladatban leirtaknak megfelelGen elsé 1épésként meghatarozzuk az A métrix inverzét.

-1 0 4 1 [=20] [-1 0
SRR e R IR

Ezutan a megfelel§ matrixnormékat kell meghataroznunk.

N[

a) Elgszor az 1-es matrixnorméhoz tartozé kondicioszamot hatarozzuk meg.

A1 = max{2,2} =2
1
JA1), = max{3,}=3
2°2 2
3
condi(A) = 2-523

b) Most a oo matrixnorméahoz tartozo kondiciészamot hatarozzuk meg.

|Allco = max{1,3} =3
||A_1||oo = max{1,1} =1
cond(A) = 3-1=3

c) A kovetkezSkben a 2-es matrixnorméahoz tartozé kondiciészamot hatarozzuk meg. Az

|All2-t mar a 8. feladatban meghataroztuk ||Alj2 = v/3 + /5.
Az ||A7Y||2-hoz elészor az (A~1)* A1 matrix sajatértékeit kell meghataroznunk.

w0

1
2 2

W s =

A karakterisztikus polinomja

(ATAT -1 =

|
N
VR
| Ut

|

>~
N~
VR

AN —6A+1 = 0

A =
1,2 8 8 4
Tehét a méatrix sajatértékei: A\ = 3_4\/5 és Ny = 3+4\/5.
Innen
e 3+5 _ 34v5  V3+V6
AT AT = 25V o Aty =[S S YRRV

A 2-es kondicidszam

condy(A) = \/3+ V5 - 3;\/5=3+2\/5

Egy kevesebb szdmolast igényls megoldast is mutatunk. Az (A~1)*A~1 matrix sajatértékeit
meghatarozhatjuk kozvetleniil az A* A matrix sajatértékeibdl, ugyanis

(ATH)*A™1 = (AA")™L, 65 AA*=A1(AA")A = A*A,
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vagyis A*A és AA* hasonlo, a sajatértékeik megegyeznek. Az (AA*)~1 sajatértékei az A*A
sajatértékeinek reciprokai, azaz ——~ és —L

3—/5 3+V5"

1 3++56 _
= = A Y=

3+v5

p((AT1) AT ;

d) Mar csak a Frobenius mérixnorméhoz tartozé kondicioszamot kell meghatéroznunk.

Al = (C12 402 +12425)3 = (140+1+4)F =6
1 1 1
A7 E = S22+ 02+ 124133 = (4404 1+ 1)F = 6
1
condp(A) = \[.5\/622:3

23. Az el6z6 feladatban leirtaknak megfelelGen elsé 1épésként meghatarozzuk az A métrix inverzét.

4 2 L1 4 -2
A_{Z 4}:>A _12'{—2 4}

Mar csak a megfelel§ matrixnormakat kell meghataroznunk.

a) El6szor az 1-es matrixnormahoz tartozo kondicioszamot hatarozzuk meg.

|A]l1 = max{6,6} =6

1 1
-1 e _ —
AT = 3 max{ 6,6} 5
1
condi(A) = 6- 5= 3

b) Most a oo matrixnorméahoz tartozo kondiciészamot hatérozzuk meg.

|Allco = max{6,6} =6
1 1
-1 — RN = —
A ™ | = 15 max{ 6,6} 5
1
condoo(A) = 6- 3= 3

c) A kovetkezSkben a 2-es matrixnorméhoz tartozé kondicioszamot hatarozzuk meg.

4— )\ 2

A=Al = ' 24—\

‘:(4—A)2—2-2:o

MN_8\+12 = 0

8++64—48 8+4
)

Ao = 5

=4+2

Tehét a méatrix sajatértékei: A\; = 2 és Ay = 6.
Szémolhatunk kondiciészamot kozvetleniil a sajatértékekbdl
max |A;| 6

CO?’LdQ(A) = m = 5 = 3.



110

3. Vektor és mdtrixnormdk, kondicioszdm

24.

25.

d) Most mar csak a Frobenius méarixnorméhoz tartozo kondiciészamot kell meghataroznunk.

JAllF = (42422422 142)2 = (16 +4+4+16)2 = V40 = 210

I3
(aw]

1 1 1
A7 |r = ﬁ(42+(—2)2+(—2)2+42)%25(16+4+H16)%:E\/zfoz

1 1
condp(A) = 2V10- \/6>0 = 30

Induljunk ki az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldasabdl gy, hogy felhasznaljuk az

A = QR felbontést!
Ax=b <= QRx = b
Rx = Qb
Korabban lattuk, hogy az unitér matrixok esetén az ortogonalis transzforméciok normatartoak,
igy
[Allz = [IQR]2 = R[]
A7 2 = [[(QR) M2 =R Q"2 =[R2

vagyis condz(A) = conda(R).

Latjuk hogy az eredeti és a fels6 haromszogmatrixu linearis egyenletrendszer kondicidszama
megegyezik, ez azt jelenti, hogy a QR felbontas nem valtoztatja meg a linearis egyenletrend-
szer érzékenységét.

A Cholesky felbontasbol A = LLT. Elvégezve az L métrix-szal egy hasonlosagi transzforma-
ciot azt kapjuk, hogy
L 'AL=L"L.

Ez azt jelenti, hogy LLT és LTL hasonloak, a sajatértékeik megegyeznek, igy a spektral-
sugaruk is.

p(A) =p(LLT) = p(LTL)
A 2-es (spektralnorma) definiciojabol
L) = o(LTL) = oLLT) = LT3 = [L|l2 = LY}2.
A fenti gondolatmenetet ismételjilk meg az L™ 1-re. Mivel
Al= (LT = @)L= @Y. L,
az L matrix-szal elvégezve egy hasonlosagi transzforméciot
LA lL=1"1. (L 1HT,

Tehat (L~1HT . L1 és L1 (L™1)T hasonloak, a sajatértékeik megegyeznek, igy a spektral-
sugaruk is.

p(AT) =p(@HT- L) =p(L7H- @7HT)

A 2-es (spektralnorma) definiciojabol

IL7HE = o((L™HT L7 =o(L7H- @ H) = [@HTNF = L7 2= @]
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Innen latjuk, hogy
condz(L) = ||Lfl2 - [[L™Y |2 = LT}z - J(LT) "2 = conda(LT).

Mivel A és A1 is szimmetrikus matrix, a 2-es matrixnorma a spektralsugarukbol kozvetleniil
is szdmolhato.
|All2 = p(A) = [ILI3, A7 2 =p(A™h) = [IL73

Ezzel minden részletet bizonyitottunk a befejezéshez.

IAllz - [IA7 |2 = condz(A) = (condy(L))?



4. fejezet

LINEARIS EGYENLETRENDSZER
MEGOLDASANAK ITERACIOS
MODSZEREI

4.1.

Feladatok

4.1.1. Egyszerl iteracio

1.

Adott az xx11 = Bxyi + ¢ egyenldség, ahol

0,4 0,1 O 0,1
B=1|0,1 0,3 0,2, c=|0,5
0 0,1 0,4 0,1
Konvergens-e V xg € R3-re? Irjuk fel a hibabecslést! Hany lépés kell a 1072 pontossag
eléréséhez? Melyik lineéris egyenletrendszer megoldasahoz konvergél?

Adott az xx+1 = Bxyi + ¢ egyenldség, ahol

0,1 0,3 0,1 0,2
B=1{05 0,3 0,1|, c= 10,3
0 0,4 0,1 0,1

Konvergens-e V x¢ € R3-re? Irjuk fel a hibabecslést! Hany lépés kell a 1073 pontossag
eléréséhez? Melyik linearis egyenletrendszer megoldasahoz konvergél?

Adott az xx1 = Bxyi + ¢ egyenldség, ahol
0,2 0,3 10,1
B_[0,7 0,1}’ C_[o,s}

Konvergens-e V xg € RZre? Irjuk fel a hibabecslést! Hany lépés kell a 1072 pontossag
eléréséhez? Melyik lineéris egyenletrendszer megoldasahoz konvergal?

Adott az xx11 = Bxy + ¢ egyenl@ség, ahol

0,2 0,2 0,3 0,3 0,1
B |02 02 01 01 e |02
~ 10,3 0,1 0,2 02> “~ 0,3

0,3 0,1 0,2 0,2 0,4
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Konvergens-e V xg € R*re? Irjuk fel a hibabecslést! Hany lépés kell a 10~% pontossag
eléréséhez? Melyik lineéaris egyenletrendszer megoldasahoz konvergal?

4.1.2. Jacobi-iteracio

5.

10.

Legyen
1 -2 2
A=|-1 1 -1
-2 =2 1

Konvergal-e a matrixra felirt J(1)?

Legyen
1 2
A=l
2 3
Konvergal-e a méatrixra felirt J(1)?
Legyen
1 0 3
A= % 2 0
1
g 03
Konvergal-e a matrixra felirt J(1)?
Legyen
-5 -2 1 1
A=| 1 3 -1|, b=|1
2 -1 6 1

Megoldhato6-e a linearis egyenletrendszer Jacobi-iteracidéval? Ha igen, akkor végezziink 2 1épést!

Legyen
210 1
A=104 2|, b=|1
0 01 1

Megoldhato-e a linearis egyenletrendszer Jacobi-iteracioval? Ha igen, akkor végezziink 2 1épést!

Legyen
1 -2 2 1
A=|-1 1 -1, b=|1
-2 =2 1 1

Megoldhato-e a linearis egyenletrendszer Jacobi-iteracioval? Ha igen, akkor végezziink 3 1épést!

4.1.3. Gauss—Seidel-iteracio

11.

Legyen

A= |-

O ==
e L
— N O

Konvergal-e a matrixra felirt S(1)?
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Legyen
2 1 %
A=|1 -3 0
1 -2 1
Konvergal-e a matrixra felirt S(1)?
Legyen
1 -2 2
A=|-1 1 -
-2 =2 1
Konvergél-e a matrixra felirt S(1)?
Legyen
1 10
A=|-1 1 %
0 2 1
Konvergal-e a matrixra felirt S(1)?
Legyen
1 4 1
A=|-11 3
011
Konvergal-e a matrixra felirt S(1)?
Legyen
10 1 1
A=1|01 -1|, b=|1
11 1 1

Megoldhato-e a feladat Gauss-Seidel-iteracioval? Ha igen, akkor végezziink 3 1épést!

Legyen
4 -1 0 2
A=|(-1 4 —-1|, b=16
0 -1 4 2

Megoldhato-e a feladat Gauss-Seidel-iteraciéval? Ha igen, akkor végezziink 2 lépést! Hany
1épés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

Legyen
4 2 1 1
A={(1 4 3|, b=|0
01 2 0

Megoldhato-e a feladat Gauss-Seidel-iteracidoval? Ha igen, akkor végezziink 2 lépést! Hany
lépés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

Legyen
4 1 1 1
A=1[2 3 1|, b=|1
1 01 1
Megoldhato-e a feladat Gauss-Seidel-iteraciéval? Ha igen, akkor végezziink 2 lépést! Hany
1épés kell a 1072 pontossag eléréséhez?
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20. Legyen
5 3 1 1
A=1[2 5 -2, b=]1
3 1 -2 1

Megoldhato-e a feladat Gauss-Seidel-iteraciéval? Ha igen, akkor végezziink 2 1épést! Hany
lépés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

4.1.4. Paraméteres iteraciodk: csillapitott Jacobi-iteracio és a relaxa-
ciés modszer

21. Legyen
4 -1 0
A=|-1 4 -1
0o -1 4

Alkalmazzuk az A méatrixra a csillapitott Jacobi-iteraciot! Milyen w-ra lesz konvergens?
Melyik w-ra lesz optimaélis?

22. Legyen
3 -2 0
A=|-4 3 -4
0 -2 3

Alkalmazzuk az A métrixra a csillapitott Jacobi-iteraciot! Milyen w-ra lesz konvergens?

23. Legyen
3 -2 0
A=|-2 3 =2
0 -2 3

Alkalmazzuk az A métrixra a csillapitott Jacobi-iteraciot! Milyen w-ra lesz konvergens?
Melyik w-ra lesz optiméalis?

24. Legyen

A=

N W o

01
3 3
0 2

Alkalmazzuk az A maétrixra a csillapitott Jacobi-iteraciot! Milyen w-ra lesz konvergens?
Melyik w-ra lesz optiméalis?

25. Legyen

5 0
A=13 5
20

Tt W N

Alkalmazzuk az A métrixra a csillapitott Jacobi-iteraciot! Milyen w-ra lesz konvergens?
Melyik w-ra lesz optimaélis?

26. Legyen
2 =2
A =
.
Vizsgéljuk meg az A-ra felirt relaxacios modszert! Adjunk olyan w paramétert, melyre a mod-
szer gyorsabb a Gauss—Seidel-iterdcional!
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27.

28.

29.

Legyen
4 1 3
a=[a] el

Alkalmazzuk az Ax = b lineéris egyenletrendszerre a relaxaciés modszert!
w = % esetén szamitsuk ki a relaxacios modszer két 1épését az xg = 0 kezdGvektorral! Adjunk
olyan w paramétert, melyre a modszer gyorsabb a Gauss—Seidel-iteracionél!

Legyen
4 -1 0 2
A=|(-1 4 —-1|, b=16
0 -1 4 2

Alkalmazzuk az Ax = b lineéris egyenletrendszerre a relaxaciés modszert! w = % paraméter
esetén hajtsuk végre a relaxacidos modszer két lépését! Milyen w-ra lesz konvergens? Melyik
w-ra lesz optimalis?

Legyen

N|— = D=
_ = O

Konvergal-e a méatrixra felirt relaxéciés modszer? Milyen w-ra lesz konvergens? Melyik w-ra
lesz optimalis?

4.1.5. Richardson-iteracio

30.

31.

32.

33.

Tekintsiik az

Richardson-iteraciét az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldéséra,
ahol A szimmetrikus, pozitiv definit matrix és c € RT : p(A) < c.
Igazoljuk, hogy V xg-ra konvergens!

Legyen
4 -1 0 3
A=|-1 4 —-1|, b=]2
0 -1 4 3

Alkalmazzuk az Ax = b lineéris egyenletrendszerre a 30. feladatban szereplé Richardson-
iteraciot és bizonyitsuk a modszer konvergencidjat, ha tudjuk, hogy p(A) < 6 = c.
Az xg = 0 € R3 kezd6vektorral végezziink két 1épést és adjuk meg az iteracié hibabecslését.

Tekintsiik az - .
X =(I-—A)x —b
k+1 ( 9e > kt+ 9c
Richardson-iteraciot az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldéséra,

ahol A szimmetrikus, pozitiv definit matrix és ¢ € RT : p(A) < c.
Igazoljuk, hogy V xg-ra konvergens!

Tekintsiik az
Xk4+1 = <I— A) Xk +—Db
c c
Richardson-iteraciot az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldésara,

ahol A szimmetrikus, pozitiv definit matrix és c € RT : p(A) < c.
Igazoljuk, hogy V xg-ra konvergens!
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34.

35.

Legyen
4 10 3
A=1|1 41|, b=|-2
01 4 3

Alkalmazzuk az Ax = b lineéris egyenletrendszerre a Richardson-iteraciot!
Milyen p € R esetén konvergens? Mi az optimélis paraméter?

a3 2) [}

Alkalmazzuk az Ax = b lineéris egyenletrendszerre a Richardson-iteraciot!
Milyen p € R esetén konvergens? Mi az optimélis paraméter?

Legyen

4.1.6. ILU-algoritmus

36.

37.

38.

39.

40.

Legyen
2 0 0 0% 2 1
P=| 8 4 0|, Q=|0 0 0], b=]0
~12 -8 -2 000 0

Konvergél-e az ILU-algoritmus? Ha igen, akkor tegylink meg 2 1épést!
Hany lépés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

Legyen
8§ 8 8 0 00 4
P=|06 6], Q=3 0 0|, b=]0
2 5 10 0 00 0

Konvergél-e az ILU-algoritmus? Ha igen, akkor tegylink meg 2 lépést!
Hany lépés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

Legyen
3 50 0 00 2
P=]06 0], Q=12 0 2|, b=]2
5 5 8 0 00 2

Konvergél-e az ILU-algoritmus? Ha igen, akkor tegylink meg 2 1épést!
Hany lépés kell a 1072 pontossag eléréséhez?

Legyen
5 4 5 000 0
P=146 4|, Q={(0 0 0|, b={0
0 5 4 1 00 4

Konvergél-e az ILU-algoritmus? Ha igen, akkor tegylink meg 2 1épést!
Hany lépés kell a 1073 pontossag eléréséhez?

50 0 2 5
I
Konvergél-e az ILU-algoritmus? Ha igen, akkor tegylink meg 2 1épést!
Hany lépés kell a 10™* pontossag eléréséhez?

Legyen
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4.2. Megoldasok

4.2.1. Egyszert iteracio

1. Els§ 1épésként meg kell vizsgalni a konvergenciat. Ehhez hasznaljuk fel az elégséges feltételt.
Elégséges feltétel:
Ha valamely illeszkedd matrixnormaban az dtmenetmatrixra [|B|| < 1, akkor V x¢ € R™ -bdl

inditva az iteraciot, konvergens lesz az (xy) iteracios sorozat. Tehéat a konvergencia sem x¢-t0l,
sem pedig c-t6l nem fiigg.

Konkrét példankra
3
3
1Bl = ijfz |aij| = 0,6 <1,
=1
tehat V xo € R? -re konvergens.

Hibabecslés:
A k. kozelité vektorra adott hibabecslés alakja

q
_xFll <« 21— —
= < 1 ol
ahol ¢ = ||B|| a kontrakcios egyiitthato.

Ahhoz, hogy a képletet alkalmazzuk, ki kell szamitanunk x; -et. Ehhez ki kell szdmolnunk az
iteracio elsG lépését. Mivel barmely x¢ -bél inditva az iteracié konvergens, ezért valasszunk

egy kezddévektort. Legyen xg = [0 0 O]T.
0,1
x1=B-xg4+c=c= 10,5
0,1

Igy mér kiszamolhat6 a hibabecslés. (¢ = ||BJ|; = 0,6 a B matrix 1-es normaéja.)

0,6
[xp —x"||1 < —
1-0,6

0,7

Lépésszam:
Meg kell hataroznunk a lépésszamot a 10™3 pontossag eléréséhez.

0, 6*

.0,7<1073

2}
/N

=~ =3

—

(@)

w
o~ N——
vV IN
5

)
7N\

W ot
~_



4.2. Megolddsok 119

Tehat k > 15 1épés elegendd a 1073 pontossag eléréséhez.

Utolso 1épésként azt kell meghataroznunk, hogy melyik linearis egyenletrendszer megoldasahoz
konvergal az iteraci6. Az iteracio x hatéarértékére (a fixpontra)

x=Bx+c¢c <= ([I-B)x=b <<= Ax=hb.

N——
A
Tehét a megoldés
1 0 0] 0,4 0,1 O 0,6 —0,1 0
A = (010 0,1 0,3 0,2 =1]-0,1 0,7 —0,2],
0 0 1 0 0,1 0,4 0 -0,1 0,6
0,1]
b = ¢c=10,5
0,1 ]
2. Els6 1épésként meg kell vizsgalni a konvergenciat. Ehhez hasznaljuk fel az elégséges feltételt.
s S
IBll1 = maxZ]aijlzl = Nem alkalmas!
=i

3
3
IBlloo = miax lay|=0,9<1
j=1

Tehat V xo € R3-re konvergens.

Hibabecslés:
Az alabbi képletet alkalmazzuk.

k

q
i = x| < 37— lx1 — ol

—4q

Ahhoz, hogy a képletet alkalmazni tudjuk, ki kell szamitanunk x; -et. Ehhez ki kell szamolnunk
az iteracio els6 lépését. Mivel minden xg-bdl inditva az iteracié konvergens, ezért valasszunk
egy kezddévektort. Legyen xg = [0 0 O]T.

0,2
x1=B-xg+c=c=|0,3
0,1

A B métrix co-norméja alkalmas g-nak, igy mar kiszdmolhaté a hibabecslés a oo norméban.

1 = xloo <

0,3

Lépésszam:
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Meg kell hataroznunk a lépésszamot a 10™3 pontossag eléréséhez.

0,3 < 1073

1073

10\*
3.10° < (=
< ()

Sle
~_—
B
w
AN

lg(3-10%) < kqg<§>
103
k M ~ 75,99
lg ()

Tehat k > 80 lépés elég a 1072 pontossag eléréséhez.

Utolso 1épésként azt kell meghataroznunk, hogy melyik linearis egyenletrendszer megoldasahoz
konvergal az iteraci6. Az iteracio x hatéarértékére (a fixpontra)

x=Bx+c <= (I-B)x=b <<= Ax=hb.

~—
A
Tehét a megoldés
1 00 0,1 0,3 0,1 0,9 -0,3 —-0,1
A= 1010(-1(0,5 03 0,1|=1]-0,5 0,7 —0,1
0 0 1) 0 0,4 0,1 0 —-0,4 0,9
0,2]
b = c¢c=1/0,3
0,1
3. A feladat megoldasahoz el6szor meg kell vizsgalni a konvergencia teljesiilését. Ehhez hasznaljuk

fel az elégséges feltételt.

2
2
B, = = 1
H Hl I?alng‘am‘ 0;9 <
1=

Mivel taladltunk olyan illeszked§ matrixnorméat, aminek az értéke kisebb mint 1, ezért V x¢ €
R3-re konvergens.

Hibabecslés.
Az alabbi képletet alkalmazzuk.

bac =l < 15l = ol

Ahhoz, hogy a képletet alkalmazni tudjuk, ki kell szamitanunk x; -et. Ehhez ki kell szamolnunk
az iteraci6 els6 lépését. Mivel minden xg-bdl inditva az iteracié konvergens, ezért valasszunk
egy kezddvektort. Legyen xg = [0 0 O]T.

x1=B-xg+tc=c= {8’;}
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gy mar kiszamolhato a hibabecslés. (B matrix egyes norméaja alkalmas g-nak.)

0,9%
1-0,9

[xk —x"||1 < -0,4

Lépésszam:
Meg kell hataroznunk a lépésszamot a 10~2 pontossag eléréséhez.

0,9k
Z.0,4 < 1072
0,1 = =

k
9
Z) 4 < 102
10> =

10\*
4.102 < (=
< (3)

lg (4-10%) < k~lg<190)
Ig (4 -10?
k g(imo)zs(s,g?
lg ()

Tehat k > 57 lépés elég a 10~2 pontossag eléréséhez.

Utolso 1épésként azt kell meghataroznunk, hogy melyik lineéris egyenletrendszer megoldasahoz
konvergal az iteraci6. Az iteracio x hatéarértékére (a fixpontra)

x=Bx+c <= (I-B)x=b <+= Ax=bh.
A

A~ |1 ~fo,2 0,31 [ 0.8 —0,3
~ o 0,7 0,1 |-0,7 0,1

Tehét a megoldés

0,3
4. Els6 1épésként meg kell vizsgalni a konvergenciat. Ehhez hasznaljuk fel az elégséges feltételt:
L &
IBl1 = maxz la;j| =1 = Nem alkalmas!
=i
4 4
IBlloc = I?:alxz laijl =1 = Nem alkalmas!
7j=1
4 4
IBllr = ZZ!GUPI\/W%O,85<1
i=1 j=1

Tehat Vxg € R3-re konvergens.

Hibabecslés.
Az alabbi képletet alkalmazzuk.

q
e =x7 < 37 llxa = ol
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Ahhoz, hogy a képletet alkalmazni tudjuk, ki kell szdmitanunk x; -et. Ehhez ki kell szdmolnunk
az iteracio els lépését. Mivel minden xg-bdl inditva az iteracié konvergens, ezért valasszunk

egy kezddévektort. Legyen xg = [0 0 O]T.
0,1
0,2
x1=B:-xg+c=c= 0.3
0,4

A hibabecslés igy mar kiszamolhato. Mivel a ||.||r norma illeszkedik a ||.||2 normara, ezért a
hibabecslésben hasznalhatjuk a vektoroknél a ||.||2 normét. (B méatrix ||.|| p-normaja alkalmas
g-nak.)

0, 85
Joaic = x"[l2 < 2

22 0,55
—~0,85

Lépésszam:
Meg kell hataroznunk a lépésszamot a 10™4 pontossag eléréséhez.

0, 85F
0,15

k
L? E < 1074
20 3
k
2.104 < 20
3 17

20
e [ £
- (i7)

lg (% -10%)
1

0,55 < 107*

)
N
w| =
—
(@)
B
"
AN

g (37)

Tehat k > 51 lépés elég a 10~4 pontossag eléréséhez.

~ 50,5

Utolso lépésként azt kell meghataroznunk, hogy melyik linearis egyenletrendszer megoldasahoz
konvergél az iteracio. Az iteracié x hatarértékére (a fixpontra)

x=Bx+c <= (I-B)x=b <<= Ax=bh.

Tehét a megoldés

10 00 0,2 0,2 0,3 0,3
A - 0100 |02 0,201 0,1
|00 10 0,3 0,1 0,2 0,2
|0 0 0 1 0,3 0,1 0,2 0,2
[ 0,8 -0,2 -0,3 0,3
_ -0,2 0,8 -0,1 —-0,1
N -0,3 —-0,1 0,8 —0,2
| -0,3 -0,1 -0,2 0,8
0,1
0,2
b = c= 0.3
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4.2.2. Jacobi-iteracid

5. A tovabbiakban a Jacobi-modszerre a J(1) roviditést fogjuk hasznélni, utalva ezzel arra, hogy
a csillapitott Jacobi-iteracioban w = 1 paraméterrel kapjuk meg a Jacobi-iteraciot.
Tudjuk, hogy

Ax=bex=-D YL+ U)x+b.

Innen a Jacobi-iteracio

xpy1 = D YL+ U) x+D 'b.
—_——— ~—
dtmenetmdatrix ¢

Els6 1épésként meg kell hataroznunk az dtmenetmatrixot.

B;1 =-D '(L+U)

ahol
0O 0 0 1 00 0o -2 2
A=L+D+U=|-1 0 0(+1]0 1 0|+|0 0 -1
-2 -2 0 0 0 1 0O 0 0
Tehat
- -1
1 00 0o -2 2
By;y = —[0 10 -1 0 -1
[0 01 -2 -2 0
0 -2 2 0 2 -2
-2 -2 0 2 2 0

Mivel megkaptuk az dtmenetmatrixot, meg kell vizsgélnunk, hogy melyik konvergencia tétel
feltételei teljesiilnek. ElGszor megvizsgaljuk az elégséges feltételt.

IBsayllh =4
Byl =4
IByyllr =V18>4

Mint lathaté mindegyik norméval kapott eredmény nagyobb, mint egy, tehit az elégséges
feltétel ebben az esetben nem hasznalhato.

Megjegyzés. Ha a matrixban talalhatéak 1-nél nagyobb elemek, akkor az elégséges feltétel
nem hasznéalhaté.

Mivel az elégséges feltételt nem tudtuk hasznalni, a sziikséges és elégséges feltételt kell al-
kalmaznunk

Sziikséges és elégséges feltétel:
V xo € R"-bdl inditott iteracioé konvergens < p(B) < 1, ahol p(B) = max]", |\;| a B matrix
spektralsugara. A spektralsugar nagysaga mutatja a konvergencia gyorsasagat.
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A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

—A 2 =2
det(BJ(l)—)\I) = 1 =X 1| =
2 2 =)
- 1 1 1 1 =X
e el

= AN =2)—2(-A—-2)—2(242)\) =
= Maoan+o4+4-—4—4\=

A sajatértékek alapjan a métrix spektralsugara
p(By)) = max{|Ail, Ao, [As]} = 0 < 1,

igy V xg € R3-re J(1) konvergens lesz!
Ha az atmenetmatrix spektralsugara nulla, akkor véges iteraciora szamithatunk, legfeljebb n
lépésben konvergél.

6.  Els6 lépésként meg kell hataroznunk az atmenetmatrixot.
0 0 10 0 2
a-vepru=| ) ol 9]+ [0 ]
Tehat
-1
_ 1 0 0 2
B,y = -D 1(L+U):—[0 4] '[_1 0]
3 2
_{10}[02}[02] [0—2]
= - 30" 1 = 3 =3
0 7 -3 0 -5 0 g 0

Vizsgaljuk meg a konvergenciat! ElGszor az elégséges feltételt vizsgaljuk.

Byl =2
HBJ(l)”oo =2

9
B =4/44+=>2
1Byl =y/4+ o

Mint lathatdé mindegyik norméval kapott eredmény nagyobb mint egy, tehat az elégséges
feltétel ebben az esetben nem hasznélhaté, ezért a sziikséges és elégséges feltételt kell alkal-
maznunk.

A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

A =2
det(BJ(l) -AI) = ’ 3y ' =
8

3 3
— 2,9 _ — .12
= M+ =0 = ‘)\1,2‘ = \/7

Mint lathato a sajatértékek komplex szamok, de p(B ;1)) = \/g < 1, igy a konvergencia
teljesiil.
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7.  Els6 1épésként meg kell hatdroznunk az dtmenetmatrixot.

B,1 =-D (L +U),

ahol
000 100 00 3
A:L+D+U:%OO+020+OOO
3 00 00 000
Tehat
- -4 -1
1 00 0 0 3
_ 2
By = —[0 20 §00
0 0 1] 3 00
1 0 0] [O 0 3
1 2
0 0 2] [g 00
[0 0 3 00 -3
1 1
:—700:—*00
I oo iy o
L 4 n 4

Az atmenetmatrixot megkapva, lehetGségiink van a konvergencia vizsgalatara. Mivel |aq3] > 1,
ezért az elégséges feltétel biztosan nem teljesiil. A sziikséges és elégséges feltétel teljesiilését
kell megvizsgalnunk. A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot.

- 0 -3

det(By) — AI) = —% - 0=
-1 0 =
4

Most méar tudjuk a méatrix spektralsugarat.

V3
p(By1y) = max{| M|, [Aal, N[} = == ~ 0,866 < 1

Tehat a Jacobi-iteracié konvergens a megadott matrixra.

8. Els§ 1épésként meg kell vizsgalnunk, hogy a feladatra konvergens-e a Jacobi-iteracio.
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Elsszor ki kell szamolni az atmenetméatrixot.

By = -D'(L+U)=
-5 0 01 ' o -2 1
= —| 030 |1 0 -1|=
| 0 0 6 2 -1 0
(-1 0 0 0 -2 1
= —| 0% 0] |1 0 -1|=
. 0 0 % 2 -1 0
g -2 1 o 2 _1
R (S 8 I I U
I I
L3 5 0 -3 5 0

Megkaptuk az dtmenetmatrixot, az elégséges feltételt kell megvizsgélnunk.
2
Byl = 3 <1

Mivel talaltunk olyan illeszkeds normét, aminek az értéke egynél kisebb, igy V xo € R3-bsl
inditva az iteraciot, konvergens lesz. Ezzel tehéat belattuk, hogy a feladat megoldhat6 Jacobi-
iteracioval.

Ahhoz, hogy kiszamoljuk az els§ két 1épést, alkalmas xg-t kell vilasztanunk. Mivel barmilyen
Xg jO, ezért a legegyszertibb megoldés az xg = [O 0 O]T = 0 vektor. Tudjuk, hogy

Ax=bex=-D YL+ U)x+b.

Innen a Jacobi-iteraciéd

X1 = —D YL +U) x+ D 'b.
N—_————— ~—

C

atmenetmdatrix
Most
2 1 1
5 O I
KOl I S B
-3 5 0 G
1. lépés:
_1
X1:—Dfl(L—FU)-XO—FDilb:BJ(l)'0+C:C: g
6
2. lépés:
x2 = -D'L+U) x3+D'b=Bjy -x1+c=
1
= —_= 0 = + = =
I i i
3 6 6 6

Ol = O Wl

g&8l=s|~
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9.

10.

Els6 1épésként meg kell vizsgalnunk, hogy a feladatra konvergens-e a Jacobi-iteracio.
El6szor ki kell szdmolni az &tmenetmétrixot.

B,y = -D'(L+U)=

2 0 017" [o 10
0 0 1 00 0
(2 0 0] [0 10

= -0 1 0 00 2|=
0 0 1] |00 0
[0 3 0] 0 -3 0

= —-]00 3|=]0 o0 -2
(0 0 0] 0 0 0

Megkaptuk az atmenetmétrixot, az elégséges feltételt kell megvizsgalnunk.

1
IBylloo = 5 < 1

Mivel talaltunk olyan illeszkedd normat, aminek az értéke kisebb, mint egy, teljesiil az a
feltétel, hogy Vxo € R3-bél inditva az iteraciot, konvergens lesz. Ezzel tehat belattuk, hogy a
feladat megoldhat6 Jacobi-iteracidval.

Ahhoz, hogy kiszamoljuk az els6 két 1épést, alkalmas xg-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen

Xg jO, ezért a legkézenfekvébb megoldés az x¢ = [O 0 O]T = 0 vektor. Az

X1 = -D L+ U) - x+D b

képletet felhasznalva, konnyen elvégezhetjiik az elsé két 1épést.

1. lépés:
1
2
X1:—Dil(L—FU)'Xo-FDilb:BJ(l)'0+C:C: i
1
2. lépés
X9 = —Dfl(L—f-U)-Xl—l-Dilb:BJ(l)'X1+C
o0 L0 T3] [
_ 1 1 1
= [0 0 =5 |2+t |1
| 0 0 0 1 1
r_1 1 _3
i 1 i
= |—z|t|3|= |1
0 1 1

Els§ 1épésként meg kell vizsgalnunk, hogy a feladatra konvergens-e a Jacobi-iteracio.
Elgszor ki kell szamolni az atmenetmatrixot.

By = -D'(L+U)=
10 0] " [ 0 —2 2
— —lo 10| -|-1 o0 -1|=
00 1 9 2 0
0 —2 2 02 -2
— -1 o0 -1]=|10 1
2 -2 0 2 92
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Megkaptuk az atmenetmétrixot, az elégséges feltételt kell megvizsgalnunk. Mivel a matrix
elemei kivétel nélkiil egynél nagyobb szamok, ezért az elégséges feltételt nem lehet alkalmazni.
A sziikséges és elégséges feltételt kell alkalmazni. A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel a
karakterisztikus polinomot.

A2 =2
det(BJ(l)—)\I) = 1 =X 1| =
2 2 =\
-2 1 1 1 1 =\
- _A" 2 —A’_Q"z —A‘_Q"z 2‘_

= AN —2)—2(-A—2)—2(2+2)\) =
= M 42N+ 224+4-4—4\=0

o —¥=0=[hz=0

Az atmenetmétrix spektralsugara
p(Byy) = max{|Ai, [Aaf, As]} = 0 < 1.

Ezzel tehat belattuk, hogy a Jacobi-iteraciéo barmely xg vektorra konvergens, igy a feladat
megoldhat6 Jacobi-iteracioval.

Ahhoz, hogy kiszdmoljuk az els6 harom lépést, alkalmas xg-t kell valasztanunk. A legegy-
szertibb megoldés az xg = [O 0 O]T = 0 vektor. Az

xp1 = -DHL+U)-x,+D b

képletet felhasznalva, konnyen elvégezhetjiik az elsé harom 1épést.

1. lépés:
1
x1=-D"HL+U)-x+D 'b=By4-0+c=c= |1
c 1
2. lépés
Xo = BJ(l)'X1+C:
[0 2 -2 1 1
= 1 0 1 114+ (1] =
12 2 0 1 1
[0 1 1
| 4 1 )
3. lépés
X3 = BJ(l)'Xz—I-C:
[0 2 -2 1 1
= 1 0 1 31+ |1]| =
12 2 0 5 1
[0 1 1
| 8 1 9
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4.2.3. Gauss—Seidel-iteracio

1. A tovabbiakban a Gauss-Seidel-iteraciora az S(1) roviditést fogjuk hasznalni, utalva ezzel
arra, hogy a relaxéciés modszerben w = 1 paraméterrel kapjuk meg a Gauss—Seidel-iteraciot.
Tudjuk, hogy

Ax=bex=—-(D+L)'Ux+ (D+L) b

Innen a Jacobi-iteracio

41 = —(D+ L) 'Ux+ (D+L) 'b.

TV
atmenetmatrix c

A feladatunk, hogy meghatarozzuk, hogy az A matrixra felirt Gauss-Seidel-iteracié konvergens-
e. Ehhez els6 1épésként az atmenetméatrixot kell kiszdmitanunk. Tudjuk, hogy

Bsqy =—-(L+D)"'U

ahol,
000 100 0 -3 0
A=L+D+U=|-1 0 0|+ |0 1 0|+]0 0 -1
010 001 0 0 0
Ezt felhasznéalva kapjuk meg a Bg(;) méatrixot.
10 0] Jo =1 0
Bsqyy = —|-1 10 -|0 0 —3|=
L 011 0 0 0
1 00 0 -3 0
= —| 1 10 0 0 —3|=
-1 —1 1 0 0 0
r 1 1
R S d I PO
= —|0 -+ it =1]0 LI 1
o 1 1 o & _1
L 2 2 2 2

A konvergencia vizsgalatdhoz elGszor megprobaljuk hasznalni az elégséges feltételt.

Elégséges feltétel:

Ha valamely illeszked6 matrixnormaban az d&tmenetmatrixra |[|B|| < 1, akkor V x¢ € R™ -bdl
inditva az iteraciot, konvergens lesz az (xi) iteracios sorozat.

Bsaylh =1,5
Bslle =1
5

IBsollr =1/7

Mivel nem talaltunk olyan matrixnormat, ami kisebb lenne egynél, ezért a sziikséges és
elégséges feltételt hasznaljuk.

Sziikséges és elégséges feltétel:
V x¢ € R"-bdl inditott iteracio konvergens < p(B) < 1, ahol p(B) = max]" ; |\;| a B méatrix
spektréilsugara.



130 4. Linedris eqyenletrendszer megolddsdnak iterdcids modszerei

A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

-2
det(Bs(l) —A) =

: fg@ )(2)-(4)-

- A
1 1
= A )\24+4>:)\3: :>>\17273:O

N[ —
(SIS T

A sajatértékek segitségével kiszamoljuk a spektralsugarat.
p(BJ(l)) = max{\)\1|, |)‘2|7 |>‘3’} =0<1

Ezzel tehat belattuk, hogy az A matrixra felirt S(1) iteracié konvergens.
Ha az atmenetméatrix spektrilsugara nulla, akkor véges iteraciora szamithatunk, legfeljebb n
lépésben konvergél.

2. A feladatunk, hogy meghatéarozzuk, hogy az A matrixra felirt Gauss-Seidel-iteracié konvergens-
e. Ehhez els6 1épésként az atmenetmatrixot kell kiszdmitanunk.

Bgy = —(L+D)'U=

2 0 0] [o 1}

= —|1 -3 0 00 0f=
1 -2 3 000
3 00 01 3

= —|1 -2 0[-|/00 0|=
'3 -8 2] [0 0 O
03 5] [0 3

= —|0 1 5[=|0 -1 —3
0 3 3 0 -3 —3

A konvergencia vizsgalatahoz el6szor megprobaljuk az elégséges feltételt hasznalni. Mivel a
méatrixban taldlhatéak egynél nagyobb elemek is, ezért az elégséges feltétel nem teljesil. A
sziikséges és elégséges feltétellel kell probalkoznunk. A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk
fel a karakterisztikus polinomot!

S NI =
|

det(Bs(l) —AI) =

|
i
|
w >
|
[][o8)
Lo

3 3. ., 3
= SA[SHAFIAHA —2>_
)
_ 3 YN\2 _
= A 2)\ =0 :>)\172—0
) )
= —\—- - = Ao = ——
5 0=1|A3 5

Mivel taldltunk egynél nagyobb sajatértéket, ezért a spektralsugar is nagyobb lesz egynél.

5
p(By1y) = max{| 1], | A2, [A3]} = 5 1
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Mint lathato nem teljesiil a sziikséges és elégséges feltétel, ezért a konvergencia nem teljesiil

minden kezd&vektorra!

A feladatunk, hogy meghatarozzuk, hogy az A matrixra felirt Gauss-Seidel-iteracioé konvergens-

e. Ehhez els6 1épésként az atmenetmatrixot kell kiszdmitanunk.

(L+D)'U=

1 0 01" o —2 2
1 10 0 0 —1|=
2 —2 1 0 0 0
10 0 0 —2 2
110 0 0 —1|=
4 2 1 0 0 0

0 —2 2 0 2 —2

0 -2 1| =10 2 -1

0 -8 6 0 8 —6

Mivel a méatrixban egynél nagyobb abszolit értékd elemek vannak, ezért az elégséges felté-
tel nem hasznalhatd. A sziikséges és elégséges feltétellel kell probalkoznunk. A sajatértékek
meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

=

- 2 -2
0 2-2A —-1|=
0 8 —6—-2A

“A((2=N)(=6-X)+8) =
“AI2 =20+ 6A+ X +8) =0 =[\ =0

Aoz =—2+V8

AN arAN—4=0=

Mivel talaltunk egynél nagyobb sajatértéket, ezért a spektralsugar is nagyobb lesz egynél.

p(By) = max{|Ml, [Aa], N3]} =2+ V8 > 1

Mint lathaté nem teljesiil a sziikséges és elégséges feltétel, ezért a konvergencia nem teljesiil

Bsq)
det(Bs(l) —AI)
minden kezd&vektorra.
4.

A feladatunk, hogy meghatarozzuk, hogy az A matrixra felirt Gauss-Seidel-iteraci6é konvergens-

e. Ehhez els6 1épésként az atmenetmatrixot kell kiszdmitanunk.

B

—(L+D)'U=
T 10 07" o1 0
1 1
— =110 00 L=
0021 00 0
1 007 [0 1 0
1 1
~| 3 1o[-]oo L=
-1 -2 1 00 0
0 10 0 -1 0
1 1 1 1
HFEEEE e
0 -1 -1 o 1 1

Mivel a méatrixban egynél nagyobb abszolit értéki elemek vannak, ezért az elégséges felté-
tel nem hasznalhatd. A sziikséges és elégséges feltétellel kell probalkoznunk. A sajatértékek
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meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

—\ -1 0
det(Bsy —AD) = | 0 —3-2A . —5|=
0 1 1o

1 1, 1
= Ao+ A A+ N+ =
< s TNt +8>
1
= —)\3—1)\2:0 = (A2 =
1 1
A= =0= g =—7

A sajatértékek segitségével az dtmenetméatrix spektralsugara kiszamithato.

1
pBy)) = max{[Adl, [Aaf, [As[} = 7 <1

Mivel a spektralsugéar egynél kisebb, ezért az A matrixra felirt S(1) iteracié konvergens minden
kezdgvektorra.

5. A feladatunk, hogy eldontsiik, az A matrixra felirt Gauss-Seidel-iteracié konvergens-e. Ehhez
els§ 1épésként az dtmenetmatrixot kell kiszamitanunk.

Bsqyy = —(L+D) 'U=

10 077" [0 4 1

= —|-11 0 00 3|=
011 00
1 0 0] Jo 4 1

= —| 1 10 00 3|=
-1 -1 1] [0 0 0
0 4 1 0 —4 —1
0 —4 —4 0 4 4

Mivel a métrixban egynél nagyobb abszolut értékii elemek vannak, ezért az elégséges feltételt
nem hasznalhatjuk. A sziikséges és elégséges feltételt kell alkalmaznunk. A sajatértékek meg-
hatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

-A —4 -1
det(Bs(l) — )\I) = 0 —4-)\ —4 | =
0 4 4-— )

= A((4=N{A—A) = (—4)-4) =
= —A(—16+4X — A+ A\ 4+ 16) =

A sajatértékek segitségével az atmenetmétrix spektrilsugara kiszdmithato.
p(BJ(l)) = max{‘)‘l‘7 |)‘2|7 |A3’} =0<1

Ha az atmenetmatrix spektralsugara nulla, akkor véges iteraciora szamithatunk, legfeljebb n
lépésben konvergél.
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6. A feladatunk, hogy eldontsiik, az A maéatrixra felirt Gauss-Seidel-iteracié konvergens-e. Ehhez
els§ 1épésként az dtmenetmatrixot kell kiszamitanunk.
Bsy = —(L+D)'U=

(10 0] Jo o 1

= —10 10 <10 0 —-1|=
(111 0 0
1 00 0 0 1

= — 0 1 0|-]0 0 —-1]|=
-1 -1 1 00 O
[0 0 1 00 -1

= —|0 0 —-1|=1]0 0 1
|00 0 00 O

Mivel a matrixban vannak egy abszolutértéki elemek, ezért az elégséges feltételt nem hasznal-
hatjuk. A sziikséges és elégséges feltételt kell alkalmaznunk. A sajatértékek meghatérozasdhoz
irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

A 0 -1
det(Bs(l) — /\I) = 0O -\ —-1|=
0 0 =X
= AN —-0)=

Mivel az atmenetmétrix fels6haromszog alaki és diagonalisaban nulldk vannak, ezért rdnézésre
is latszik, hogy a nulla haromszoros sajatértéke. Az atmenetmatrix spektralsugara igy nulla.

p(Byay) = max{[A1], [ A2, [A3]} =0 < 1

Ha az dtmenetmatrix spektralsugara nulla, akkor véges iteraciora szamithatunk, legfeljebb n
lépésben konvergél.
Ahhoz, hogy kiszamoljuk az elsé harom lépést, alkalmas xg-t kell valasztanunk. Mivel bar-

milyen xg -ra konvergens, ezért a legegyszertibb megoldas az xg = [0 0 O]T = 0 vektor.
Tudjuk, hogy
Ax=b & x=—-(D+L)'Ux+(D+L)"'b.

Innen a Gauss-Seidel-iteracié
Xkr1 = —(D+ L) 'U x+ (D + L) 'b.

atmenetmatrix c

Ezt felhasznalva, el tudjuk végezni az iteracié els§ harom 1épését.

1. lépés:
X1 = _(L+D)_1U'XO+(L+D)_1b:Bs(1) 0+c=
1 00 1 1
= c= 0 10 1| = 1
-1 -1 1 1 -1
2. lépés:
x3 = —(L+D)'U-x;+ (L D)—lb:BS(l).XlJrC:
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3. 1épés
x3 = —(L+D)"'U-x2+(L+D) 'b=Bgq) x2+c=
00 —1 2 1 2
= |00 1|-| O|+]| 1{=1|0
00 0 -1 -1 ~1

Mint lathato, az iterdcio a 2. 1épésts] kezdve ugyanazt a vektort adja. Ez az
x=—(D+L)'Ux+(D+L)'b

fixpontegyenlet- illetve a vele ekvivalens Ax = b linearis egyenletrendszer megoldasa.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy az iteracidé az adtmenetmatrix meghatarozasa nélkiil is

elvégezhet6, vagyis nincs sziikség matrix invertalasra az iteracios 1épések szamitasahoz. Ehhez
az iteraciot szorozzuk meg balrol (D + L)-el, majd rendezziik at a kovetkezdképpen.

xpp1 = —(D+L) MU -+ (D+L) b
(D+L>Xk+1 = —UXk+b
D xx1 = -L-xg1—U-xc+b
Xk+1 = —D_l(L “Xk4+1 + U - xg — b)
Koordinatakkal felirva
1 1—1 n
ZL'Z(-k+1) = Zaijx§k+1) + Z aijasg-k) —b|, i=1,...,n.
Gii j=1 j=i+1

A képletbdl latszik, hogy a kovetkezs koordinata kozelitéséhez a mar kiszédmitott 4j koor-
dinatat hasznaljuk. 3 x 3-as matrix esetén az alakja

1 1 0 0
565) = —afn~(a12'$§)+a13'Ié)—b1)
1
xél) = - (agl -xgl) + ao3 - xgo) — by
ag2
w _ oW )
T3 = a (a31 Ty +asg - Ty b3)

Alkalmazzuk ebben az alakban a konkrét iteraciot!

1. lépés:
A = L0 e s 1) = 00— =1
S L I R
i) = 1 (e ) =—a1-n =1
2. lépés
RO _%.(o.xgnﬂ.xg)—l)=—(0—1—1)=2
i = (0 e 1) 1) = - (1) - 1) =
O _%.<1.x§2)+1-x§2)—1>2—(2+0_1):_1
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3. 1épés:
1
o) = (0 1) 1) =0+ (-1 -1 =2
RO _%.(o.x?)—yxg?)—l)=—(0—(—1)—1)=0
1
I R

Latjuk, hogy a kordbbi szdmolassal egyezd eredményt kaptunk.

7. Meg kell vizsgalnunk, hogy az A matrixra felirt Gauss-Seidel-iteraci6 konvergens-e. Ehhez
elsd 1épésként az atmenetmatrixot kell kiszAmitanunk.

Bsyy = —(L+D)'U=

4 001" Jo =1 0

= —|-1 40 0 0 —1]|=
| 0 -1 4 0 0 0
L 0 0 [0 -1 0

- _ i L gl.l0 0 =1|=

N 116 % 1 N
5z 16 24 LO 0 0
[0 -1 0 ] 0o 1 0

_ g 21 1 _y L 1

- 116 411 - 116 411
10 -5 —16 0 51 16

A konvergencia bizonyitasdhoz az elégséges feltételt alkalmazzuk.

5
B =—<1
Bl = 16 <

A kapott eredmény egynél kisebb, tehat a Gauss-Seidel-iteracioval mindig konvergens soroza-
tot kapunk. Ahhoz, hogy kiszdmoljuk az els6 2 1épést, alkalmas x¢-t kell valasztanunk. Mivel
barmilyen xq jo, ezért a legegyszertibb megoldés az x¢ = [O 0 O]T = 0 vektor. Az

xkp1=—(L+D)'U-x+ (L+D)"'b

sorozattal tudjuk az iteracié lépéseit kiszamolni. Ezt felhasznélva végezziik el az iteraci6 elsé
két lépését!

1. lépés:
x1 = (L+D)'U-x0+(L+D) 'b=Bgy)-0+c=
1 1
[ I d B B
= c=|= =+ O 6(=1|%
LR e
64 16 4 32
2. lépés
x2 = (L+D)'U-x3+(L+D) 'b=Bg) -x1 +c=
o L o 1 1 29
I PO A B A B
- 16 4 8 8 - 64
0o L 1 2 2 253
64 16 32 32 256
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Végezziik el a két 1épést az el6zb feladatban ismertetett modon, az dtmenetmatrix felhasznalasa
nélkil is! A kovetkezs koordinata kozelitéséhez a mar kiszamitott 0j koordinatat hasznaljuk.

1. 1épés:
(1) 1 (0) (0) 1
To= 73 (—ﬂs2 +0- 2y —2)2—1(0—#0—2):7
atél) = —i (—xgl) - :z:éo) - 6) —% <—; -0 6) = 13
) = L0 —af) —2) i(o_ﬁ_ )zgj
2. lépés
x?) = —%~(—x§1)+0-x§)—2>:—i <—183+0—2>:§);)
B () (BB
xgz) = _1.(0.33&2)—;8%2)—2):—i<0—16245—2>zggz

Latjuk, hogy a korabbi szdmolassal egyez6 eredményt kaptunk. Ez a megoldas akkor elényés,
ha nem kell kiszamolni az atmenetmatrixot. Ha csak konvergenciat kellett volna a feladatban
bizonyitani, azt megtehettiik volna az atmenetmétrix nélkiil is, hiszen a Gauss—Seidel-iteracio
konvergencia tétele szimmetrikus, pozitiv definit métrixok esetén (a konkrét A ilyen) garan-
talja a konvergenciat.

Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 10~3 pontossag eléréséhez.
(¢ = < a kontrakciés egyiitthato, a Bg(1) méatrix [|.[[c normaja.)

k
* q _
e =5 oo = 37 Il = Xollo - =10 ’
1
(15) i3 3
sl 15 0 Rl < 10
16 P 0l
5\F 5\" 13 16 L
) 2= (=) 22 <10
16) L —\16) 8 11

k
26 108 < 16
11 5

o)
N
H‘l\.’)
el =)
=
<
N~
IN
NA
o)
7N

—
ol 5
~_

Q
2
N
%o
IN
?TA

Mint lathato k > 7 iteracios 1épés elvégzése utan elérjiik a 10™3 pontossagot.

8. A feladat megoldasahoz el8szor azt kell megvizsgalnunk, hogy V xg € R3-bél inditva az
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iteraciot, konvergens-e. Ehhez ki kell szamolnunk az atmenetmaétrixot.

Bgyy = —(L+D)'U=
(40 017" Jo 2 1
= —|(1 40 10 0 3| =
01 2 000
L 00 021
= —|-% 10 00 3|=
= —3 = 000
L 32 8 2
r 1 1 1 1
o b ool _|p Tt
— —|o L Hf_]p I _u
3 16 8 16
1 1 1 1
L0 %6 —%x 0 -% =
A konvergencia vizsgéilatdhoz az elégséges feltételt alkalmazzuk.
13
B =—<1
Bs1)lloo 16

A kapott eredmény egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Az elsé 2 1épés kiszamolasahoz,
alkalmas xp-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen x¢ alaklmas, ezért a legegyszertibb megoldas

az Xg = [O 0 O]T = 0 vektor. Az
xkp1=—(L+D)'U-x+ (L+D)'b

sorozattal tudjuk az iteracio lépéseit kiszadmolni. Végezziik el az iteracio els6 két lépését!

1. lépés:
x1 = (L+D)'U-x9+(L+D) 'b=Bgy) - 0+c=
1 1
1ol £
= C = _—— = O . O — —_
S R I S ¥
32 g8 2 32
2. lépés:

1 1 1 1 35

5 3 i i 3%

_ oo P oA il ®
- 8 1 16 16 - 2
0o _+ 1 i bk it

16 32 32 32 1024

Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 10~2 pontossag eléréséhez.
(¢ = % a kontrakci6s egyiitthato, a Bg(;) matrix I|.||co norméja.)

16\"

108 < -

¢ < (5)
16
k-lg | —
(1)

k

1
13\ k 1 0
¥ (Tﬁ) . _f _ -3
16 35 0 -
k k
13 T /1\" 1 16 < 10-
=) +=(5) 77 <
16 16
4
3
4

0
7N
W]
—
(e}
w
~
IN

Q

w
N
N
S
IN
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Lathato, hogy k > 35 iteracios 1épés elvégzése utan elérjitk a 10™3 pontossagot.

9. A feladat megoldasdhoz elészor azt kell megvizsgalnunk, hogy V xg € R3-bél inditva az
iteraciot, konvergens lesz-e. Ehhez ki kell szdmolnunk az atmenetmatrixot.

Bsqyy = —(L+D)'U=
(4 0 0771 [0 1 17
= —(2 3 0| -l0oo0 1]|=
10 1 000
'%00'011'
:——§§0-001:
-7 0 1] |0 0 0]
r 1 1 1 1
R B B O e
= —]Jo -+ L|l=10 L _1
Ofifi Oii
L 4 4 4 4

Alkalmazhatjuk az elégséges feltételt.
2
Bsylli = 3 < 1

Az dtmenetmatrix norméaja egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Az elsd 2 1épés kisza-
molaséhoz, alkalmas xo-t valasztunk. Mivel barmilyen xg-ra konvergens az iteracio, ezért a
legegyszertibb megoldas az xg = [() 0 O]T = 0 vektor. Az

Xgi1 = —(L+D)'U-x + (L+ D) 'b

sorozattal tudjuk az iteracié lépéseit kiszdmolni.

1. 1épés:
x1 = (L+D)'U-x0+ (L+D) 'b=Bg;) -0+c=
100 1 :
1 1 1
= c=|-1 10 1|=|%
o] 1] |8
4 4
2. lépés:
x2 = (L+D)'U-x3+(L+D) 'b=Bg) x1+c=
0 —1 _1 1 1 1
i1 i n i 1
= (o L 1 1 A IR
o Lol B
4 4 4 4 48

Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 10~3 pontossag eléréséhez.
(¢ = % a kontrakci6s egyiitthato, a Bg(;) matrix [|.|[; normaja.)

-

e =xloo = 37 I = xolh < 1072
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IS NN
&

7 N\

[SCIN )

~_

wik|ol~
Il

[SCIN )

~_

T 3\*

1 < =

7 3
lg(=-10%) < k-lg(=

lg (% -10%)
Ig (5)

Tehat k > 15 iteracios lépés elvégzése utan elérjiik a 10~2 pontossagot!

~ 14,45 < k

10. A feladat megoldasahoz elGszor azt kell megvizsgalnunk, hogy V x¢ € R3-bél inditva az
iteraciot, konvergens lesz-e. Ehhez ki kell szdmolnunk az dtmenetmaétrixot.

Bsqy = —(L+D)'U=
5 0 0] [0 3 1
= — |25 0 00 —2| =
13 1 —2 00 0
L 0 0] Jo 3 1
= I 00 0
L 50 10 ~ 24
[0 3 17 o -3 _1
o B BT, B %
L 50 50 50 50

Alkalmazhatjuk az elégséges feltételt.
21
B =—<1
IBs1)lloo 55
Az dtmenetmaétrix normaja egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Az els6 2 1épés kiszé-
molasdhoz, alkalmas xg-t vilasztunk. Mivel barmilyen xg-ra konvergens az iteracio, ezért a

legegyszertibb megoldas az xg = [O 0 O}T = 0 vektor. Az
xkp1=—(L+D) U -x+ (L+D)'b

sorozattal tudjuk az iteracié lépéseit kiszdmolni.

1. lépés:
x1 = (L+D)'U-x0+ (L+D) 'b=Bgq) -0+c=
1 1
Yool
R A R
311 1 _r
0 10 2 50
2. lépés:
x2 = (L+D)'U-x3+(L+D) '"b=Bg) -x1 +c=
0 _3 1 1 1 39
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Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 10™3 pontossag eléréséhez.
(¢ = % a kontrakcios egytitthato, a Bg(1) matrix II-lloc norméja.)

25\ "
L1002 < o2
v < (5)
25
k-lg | —
«(31)

k

Ik — X' [|loe < %q”xl—xonoo < 1073
1
(%)k 3g 8 < 10*3
_ 21 2 B =
2 |- 011l
AN 5 2N L s
25) 4L 25) 5 4 —
5
4
5

,_.
o
N
Ny
—
o
w
"
[N

X
W
uO
Nej
(e}
INA

Tehat k > 41 iteracios lépés elvégzése utan elérjiik a 10~3 pontossagot!
4.2.4. Paraméteres iteraciok: csillapitott Jacobi-iteraci6 és a relaxa-
ci6s modszer

11. A feladatunk, hogy megallapitsuk, hogy a csillapitott Jacobi-iteracié milyen w esetén lesz
konvergens. A modszer képletét a kovetkezdképpen szarmaztathatjuk.

Ax=b & wx=-wDHL+Ux+D'b <
& (l-wxtwx=1-wx-wD ' L+U)x+D'b <
& x=(1-wI-wDYL+U))x+D'b

A kapott fixpontegyenletbdl felirhatjuk az iteracié képletét.

Biw)

xpi1 = (1 —w)I—wD L+ U))xx+wD 'b
—_———

Bya)

Mint lathato a képletben megtalalhato a B ;) matrix is, mely a Jacobi-iteraci6 atmenet-
méatrixa. Azt is észrevehetjiik, hogy a képletben az w = 1 valasztassal visszakapjuk az egyszert
Jacobi-iteracio képletét. Ahhoz, hogy megéllapitsuk, pontosan melyek azok az w-k, melyekre
konvergens a modszer, a sziikséges és elégséges feltételt kell alkalmaznunk.

Sziikséges és elégséges feltétel:
V x9 € R"-bgl inditva az iteraciot konvergens lesz pontosan akkor, ha p(B) < 1, ahol

p(B) = max!" ; |\;| a B matrix spektralsugara.

A feltétel alkalmazaséhoz ki kell szamitanunk a B j(,) métrixot. El6szor azonban érdemes
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meghataroznunk a B j(1) matrixot.

Byuy =

-DHL+U) =
4 0 0]
—10 4 0
(0 0 4
_%?O
_OZ?
L0 0 g
SR
1
o = 0 —
[ 0 -3

OoOkRF O I

Ebb6l mér konnyen szarmaztathatoé a B j(,,) matrix.

Bjw =

1
—
o o |

—_

ol |

w 0 0
1—w 0

0 1—w
w % 0
l-w §

% 1—w

+w

-1 0
0 —1|=
-1 0
-1 0
0 —1|=
-1 0
01 0
1 1
1 0 g
01 0

ORIk O
ORIFRr O
|

1
4
0
1
4

(1-wI-wD (L+U)=(1-wI+wBjq =

A sziikséges és elégséges feltétel hasznalatdhoz sziikséglink van a B j(,,) métrix sajatértékeire.

Irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

det(BJ(w) =-AI) =

A harom sajatérték paraméteres alakja a kovetkezs lesz.

l-w—XAw)=0 = ’Al(w):l—w‘

1—0.)—)\2(0.})

1 —w—2A3(w)

_%:0

+i:0 =

V8

=

)\g(w)—l—w—%
Ag(w):l—w—i—% )

Ahhoz, hogy az iteracié konvergens legyen a spektralsugarnak kisebbnek kell lennie egynél.

P(B(w)) = max{|A1(w)]; Az (w)]; [As(w)[} <1
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Latjuk, hogy a kapott fiiggvények az abszolut értéken beliil linearisan fliggnek w-tol, igy
grafikonjuk V alaku lesz. A kénnyebb atlathatosag kedvéért érdemes felrajzolnunk a fiig-
gvényeket. Ehhez el6szor ki kell szamitani az x tengellyel valé metszéspontokat.
Mw)=1-w=0 = w =1
R
— =

1+ 2 V8+1

V8
V8—1

w
— =0 = wy=

V8

w 1
— =0 = w3= i =

V8 1-

w)=1—w-—

Mw)=1—w+

V8

A metszéspontok meghatarozésa utdn mar fel lehet rajzolni az abrat.
12r -

1ok

4.1. abra.

Amint az 4.1 abran is lathato, arra az intervallumra lesz sziikségiink, ahol mind a harom
fiiggvény grafikonja 1 alatt van. Ez a (0, 2ws) intervallum, hiszen ha 2 - we-nél nagyobb w,
akkor |\a| nagyobb lesz egynél, illetve ha w kisebb 0, akkor a helyzet ugyanez. Tehét

w € (O, 2(,02)

esetén barmely kezd&vektorra konvergens lesz a csillapitott Jacobi-iteréacio.
Az abrarol az is leolvashato, hogy az optimélis w-t a Ao(w) és A\g(w) fliggvények metszéspont-
janal kapjuk.
A2 (wopt)| =
)\2 (wopt) =

Wopt
1-— wopt — =

| A3 (wopt)|
_)\3 (wopt)

_(1 - wopt +

Wopt )

V8

Wopt

V8

1-— wopt -

V8

Wopt

R

= -1 + Wopt —

wopt =1

Tehat az optimélis paraméter wyy; = 1, azaz a Jacobi-iterdcio gyorsabb barmely paraméteres
valtozatanal.

12. A feladatunk, hogy megallapitsuk, hogy a csillapitott Jacobi-iteracié milyen w esetén lesz

konvergens. Ehhez els6 1épésként irjuk fel az iteracié képletét.
Bj(w)
Xps1 = (1 —w)I—wD I L+ U))xx +wD 'b
——

By



4.2. Megolddsok

143

Mint lathat6 a képletben megtalalhato a B j;) matrix is. Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy
milyen w-ra konvergens, alkalmaznunk kell a sziikséges és elégséges feltételt. A feltétel alka-
Imazasahoz ki kell szamitanunk a B ;) matrixot. Erdemes elébb a B J(1) matrixot kiszamol-

nunk.

By = -D'(L+U)=
3001 [ o0
= —|0 30 —4
0 0 3 0
(2 0 0 0
= —|0 3 0| -|—4
0 0 3 0
[0 -2 0
= —|-3 0 —%3|=
. 0 -2 0

Ebbdl méar konnyen szarmaztathaté a B j(,,) matrix.

Bjw)

[1-w 0 0
= 0 1-—w 0
| 0 0 1—-w]|
(1 -—w 2 0
= 4?‘” l-w %“’
| 0 L 1w

+w

-2 0
0 —4| =
-2 0
—2 0
0 —4| =
—2 0
0 2 0
1 () 4
3 3
020

(1-wI-wD ' L+U)=(1-wI+ wB j()

O Wk O

A sziikséges és elégséges feltétel hasznalatdhoz sziikséglink van a B j(,,) matrix sajatértékeire.
Irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

1—w—A Z 0
det(B () — AI) = Lo1-w-2A ) =
0 %"J l—w—2A
2\ 2 4
- (1—w—)\)((1—w—)\)2—8g>—;J<(1—w—)\)§u>:
2 2
_ (1—w—)\)<(1—w—)\)2—8g—8g>:
1 2
- (1—w—)\)<(1—w—)\)2— 65">:
4 4
= (l—w—)\)<(1—w—)\)—;> <(1—w—)\)+§}):0
A hérom sajatérték paraméteres alakja a kovetkezd lesz.
l-w—M\Nw) =0 = ’Al(w)zl—w‘
4 4
1—w—/\2(w)——w:0 = )\g(w)—l—w——w
3 3
4 4
1—w—/\3(w)+?w:0 = )\3(00):1—0.}4‘?&}
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Ahhoz, hogy az iteracié konvergens legyen, a spektralsugarnak kisebbnek kell lennie egynél.
P(B ) = max{|A1(w)], [A2(w)], [Az(w)[} <1
Latjuk, hogy a kapott fliggvények az abszolit értéken beliil linearisan fiiggnek w-tol, igy
grafikonjuk V alaku lesz. A konnyebb atlathatosidg kedvéért érdemes felrajzolnunk a fiig-
gvényeket. Ehhez ki kell szamitani az x tengellyel valé metszéspontokat.
Mw)=1-w=0 = w =1
4w 1 3
)\ = 1 — _ — = O = e — —
2() YT TS 3T
4 1
Mw)=1l-wt—=0 = wy=-—7p=-3
3 1—3
A metszéspontok meghatarozasa utdn mar fel tudjuk rajzolni az abrat.
W f /
1o | /
i | f
e I". |I "ll
“oafly | /
1 |I .'
'\ /
o6F| \ | f
(] f
| ] | —_ 1 —w
0.4 II ':I: -"l
; \ f\ II,-' - |1
o2 | |\ .
| f A\ .-"I — (%2
- \ III"I.'I 3
-3 -3 -1 o 1 3 =l
4.2. abra.
Azok az w-k lennének jok, ahol mindharom fliggvény grafikon 1 alatt van, hiszen ekkor lenne a
spektralsugar kisebb egynél. Azonban - mint az a 4.2 abran is lathat6 - nincs olyan pont ahol
mindharom fiiggvény 1 alatt lenne. Mindhérom metszi az y tengelyt az 1 pontban, azonban,
ha w > 0, akkor a |Az(w)| > 1, ha w < 0 akkor |A1(w)| > 1 és [Aa(w)| > 1. Ebbdl kovetkezik,
hogy nincs olyan w amire konvergens lenne!
13. Az a feladatunk, hogy megallapitsuk, hogy a csillapitott Jacobi-iteracié milyen w esetén lesz

konvergens. Ehhez els6 1épésként irjuk fel az iterdcié képletét.

B
Xpp1 = (1 —w)I—wD YL+ U))x, +wD 'b
N e’

By

Mint lathat6 a képletben megtaldlhato a B j;) matrix is. Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy
milyen w-ra konvergens, alkalmaznunk kell a sziikséges és elégséges feltételt. A feltétel alka-
Imazasahoz ki kell szdmitanunk a B j(,,) matrixot. El6szor azonban érdemes kiilon kiszamolni
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a B (1) matrixot.

|
<

B

1T
o ow— O O W
cuRro © wo =

o wNn O

+
&

|
—

w O O

W O W W O O

Ezutan mar fel tudjuk irni a B () matrixot.

B(w)

0
1—w
0

2w

(1 —w
0
0

(1 —w

%‘” 1—w
2

L 07

2w

1—w

I O Wit

+w

o wIN O

(1-wI-wD HL+U)=(1-wlI+ wB j()

A sziikséges és elégséges feltétel hasznalatdhoz sziikséglink van a B j(,,) matrix sajatértékeire.

Irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

det(BJ(w) - )\I)

l—w—=2AX %w 0
= %“’ 1—w-—2A 27“’ =
0 2 l-w-A
4w? 2w
— (1—w—)\)<(1—w—)\)2—9>—3<(1—w—>\)3
4w 4w?
- (1—w—>\)<(1—w—>\)2—9—9>:
8uw?
_ (1—w—)\)((1—w—>\)2—9)—
- (1—w—A)<(1—w—A)—§“> ((1—W—A)+€“

A harom sajatérték paraméteres alakja a kovetkezs lesz.

l-w—Aw)=0 = ’Al(w)zl—w‘

1—w—)\2(w)—@:0
3
1—w—)\3(w)+%:0

Aw)=1-w

V8w

3

)\3((.«)):1—&}4—

V8w

Ahhoz, hogy az iteracié konvergens legyen, a spektralsugarnak kisebbnek kell lennie egynél.

P(B(w)) = max{|Ar(w)]; Az (w)]; [As(w)[} <1
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A konnyebb atlathatosag kedvéért érdemes felrajzolnunk a fiiggvényeket. Ehhez ki kell szami-

tani az x tengellyel vett metszéspontokat.
Mw)=1-w=0 = w; =1
V8w 1
Mw =l-w-"—-—=0 = w=
V38
s 1+
1

V8w
+T_O = W3—1_§

Mw)=1-w

14F [
|I "X
1.2k / /
r { /
1.0 f I f
ko —
H .' !
ns_.ﬁ1 | / - 1w
C1 ) i
oaFYY
L IlI IR'-I' f "II’I - ! 1
04F | A ,’f
L /
o.2f | \'. / o w+l
L \ f Lo
Py, A 1 1 1 1
0 2 3 4 5 go— 1

4.3. abra.

Amint az a 4.3 abran is lathato, arra az intervallumra lesz sziikségiink ahol mind a harom
fiiggvény grafikon 1 alatt van. Ez a (0, 2ws) intervallum, hiszen ha 2w,-nél nagyobb w, akkor
|[A2| nagyobb lesz egynél, bar a tobbi 1 alatt marad, de a Ag miatt a spektralsugar igy is
nagyobb lesz 1-nél. Ha w < 0 akkor mind a harom fiiggvény egynél nagyobb. Tehat

w e (0, 2(,02)

esetén barmely kezdévektorra konvergens lesz a csillapitott Jacobi-iteracio.
Az abréarol az is leolvashatd, hogy az optimélis w-t a As és A3 metszéspontjanél kapjuk.

| A2(wopt)| | A3(wopt)|
>\2 (wopt) = _)\3 (wopt)
1— Wopt — \/ggjopt _ _(1 — Wopt T \/g;)opt)
\/gwopt — 14 Wopt — \/gi:;opt

1- Wopt — 3
wopt 1

Tehat az optimaélis paraméter w,,; = 1, azaz a Jacobi-iterdcio gyorsabb barmely paraméteres

valtozatanal.
Az a feladatunk, hogy megallapitsuk, hogy a csillapitott Jacobi-iteracié milyen w esetén lesz

14.
konvergens V xg € R3-re. Ehhez el6szor irjuk fel az iteracié képletét.
B(w)

Xps1 = (1 —w)I—wD I L+ U))xx +wD 'b
B
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Mint lathato, a képletben megtalalhato a B ;) méatrix is. Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy
milyen w-ra konvergens, alkalmaznunk kell a sziikséges és elégséges feltételt. A feltétel alka-
Imazasahoz ki kell szamitanunk a B j(,,) matrixot. El6szor azonban érdemes kiilon kiszamolni
a B (1) matrixot, igy késdbb egyszertbb lesz felirni a B ;) matrixot.

By = -D'(L+U)=
40 077 [0 0 1
= —|l0 3 0 <13 0 3| =
|0 0 2 2 00
[ 00 001
= —|[0 % 0 3 0 3|=
0 0 % 2 00
[0 0 1
= —|1 01
(1.0 0
Ezutan mér fel tudjuk irni a B ;) matrixot.
Bjw = (1-wI-uwD L+U)=(1-wI+wBjq =
[1-w 0 0 00 %
= 0 1 —w 0 —wl|1l 0 1| =
0 0 1—-w| 1 0 0
(1 —w 0 -9 i
= —w 1-w —w
| —w 0 1—-w|

A sziikséges és elégséges feltétel hasznalatdhoz sziikséglink van a B j(,,) matrix sajatértékeire.

Irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

l—w—2A 0 -5
det(By,) — AI) = —w 1l—w-—2A —w| =
—w 0 1-—w—2A

— Ll —w= ) =

= 1-w-N(-w-2)"+0-w) -

= (1-—w-2X\ ((1—w—x)2—‘*f> =

_ (1_w—A)((1—w—A)—g) ((1—w—)\)+

)y

Do |

A hérom sajatérték paraméteres alakja a kovetkezd lesz.

l-w—=—A(w)=0 = ’Al(w)zl—w‘
1—w—)\2(w)—g:0 = )\g(w)zl—w—g
1—w—)\3(w)+g:O = Ag(w):l—w—i-%

Ahhoz, hogy az iteracié konvergens legyen, a spektralsugarnak kisebbnek kell lennie egynél.

P(B(w)) = max{|Ar(w)]; Az (w)]; [As(w)[} <1
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A konnyebb atlathatosag kedvéért érdemes felrajzolni a fiiggvényeket. Ehhez ki kell szamitani
az x tengellyel val6 metszéspontokat.

AMw)=1-w=0 = w =1
w 1 2
)\wzl—w——:o = Wy = — _
2(w) 2 T ;3
w 1
)\3(&)):1—w—|—*:0 = w3 = 1:2
2 1—-3
A metszéspontok meghatarozasa utdn mar fel lehet rajzolni az abrat.
f !
1.4 | X
1.2 | A
10 { ,ff
0.8 E\ [/
W\ / -
0.5 ".I‘H wf E
| T - |1
o4fF 4N -!; ;
0.2 \Qx PR -1
:Inllul"llru :l.uuuuluuuuluuuuluuuul
0 1 2 3 4 5 g =1
4.4. 4bra.
Amint az a 4.4 abran is lathato, arra az intervallumra lesz sziikségiink ahol mind a harom
fiiggvénygrafikon 1 alatt van. Ez a (0, 2ws) intervallum, hiszen ha 2ws-nél nagyobb w, akkor
|A2| nagyobb lesz egynél, emiatt a spektralsugar meghaladja egyet. Ha w < 0 akkor mind a
hérom fiiggvény egynél nagyobb. Tehat
4
w e (0, =
0, )
esetén barmely kezd&vektorra konvergens lesz a csillapitott Jacobi-iterécié.
Az abrarol az is leolvashato, hogy az optimélis w-t a Ag és A3 metszéspontjanal kapjuk:
[A2(wopt)| = |A3(wopt)
)\Z(Wopt) = _)\3(wopt)
w w
1~ wopt — = (1 — wopt + )
2 2
Wopt Wopt
1_Wopt_ 9 = _1+wopt_7
Wopt = 1
Tehat az optimaélis paraméter w,,; = 1, azaz a Jacobi-iterdcioé gyorsabb barmely paraméteres
valtozatanal.
15. Az a feladatunk, hogy megallapitsuk, hogy a csillapitott Jacobi-iteracié milyen w esetén lesz

konvergens. Ehhez elsG 1épésként irjuk fel az iterdcié képletét.
B(w)

Xpi1 = (1 —w)I—wD YL+ U))x, +wD 'b
N e’

By
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Mint lathat6 a képletben megtalalhato a B j;) matrix is. Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy
milyen w-ra konvergens, alkalmaznunk kell a sziikséges és elégséges feltételt. A feltétel alkal-
mazéasahoz ki kell szamitanunk a B j(,,) matrixot. Erdemes elsbb a B J(1) matrixot kiszamol-
nunk.

B,y = -D L+ U)=
5 0 01" [0 0 2
= —10 5 0 30 3|=
0 0 5 2 0 0
(1 0 0] [0 0 2
= —|0 % 0|]30 3]|=
(00 2][200
[0 0 2
— — 13 0 3
g 5
(2 00
Ezutan mar fel tudjuk irni a B () matrixot:
Bjw = (1-wI-wD L+U)=(1-wI+wBjq=
[1—w 0 0 0 0 %
= 0 1—w 0 —w % 0 5| =
0 0 1-w| 200
l—w 0 —%“’ i
= |- 1-w -
-5 0 1,

A sziikséges és elégséges feltétel hasznalatdhoz sziikséglink van a B () métrix sajatértékeire.
Irjuk fel a karakterisztikus polinomot!

1—w—2\ 0 —2

5
det(BJ(w)—)\I) = _%‘J 1—w-—\ _3?0.; _
— 2 0 1—w—A
2 2
= (1—W—>\)(1—w—)\)2—w<w(1—w—)\)>:
5 5
2
= a-w-n(a-w-a2- ) -

= 1-w-=2N) <(1—w—)\)—5> <(1—w—)\)+5> =0

A hérom sajatérték paraméteres alakja a kovetkezs lesz.

2 2
5 5
2 2
1—w—Az(w) %:0 = Ag(w)zl—wjugw

Ahhoz, hogy az iteracié konvergens legyen, a spektralsugarnak kisebbnek kell lennie egynél.

P(B(w)) = max{|Ar(w)]; Az (w)]; [As(w)[} <1
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A konnyebb atlathatosag kedvéért érdemes felrajzolni a fiiggvényeket. Ehhez ki kell szamitani
az x tengellyel val6 metszéspontokat.

2 1 )
2() YT 2 1+2 7
Mw=1-w+—=0 = wy= 1 _5
S 5 PT1-2 3

A metszéspontok meghatarozéisa utan maéar fel lehet rajzolni az abréat.

0.8
— |_'|_ L |
0.6
= |1
0.4 c
0.2 — |1 'I
1 1 MR 1 )
3 4 5 g —1

4.5. abra.

Amint az a 4.5 dbran is lathato, arra az intervallumra lesz sziikségiink ahol mind a hérom
fiiggvény grafikon 1 alatt van. Ez a (0, 2w9) intervallum, hiszen ha 2ws-nél nagyobb w, akkor
|A2| nagyobb lesz egynél, emiatt a spektralsugar meghaladja egyet. Ha w < 0, akkor mind a
harom fiiggvény egynél nagyobb. Tehét

10
€ (0, —
w (77)

esetén barmely kezd&vektorra konvergens lesz a csillapitott Jacobi-iterécio.
Az abrarol az is leolvashatd, hogy az optimalis w-t a Ay és A3 metszéspontjanal kapjuk.

[A2(wopt)| = [A3(wopt)|
)\2 (Wopt) = _)\3 (wopt)
2w 2w
1- Wopt — ot = *(1 — Wopt + opt)
5 5
2w t 2w t
1_Wopt_ 50p = —1+wopt_ 5Op
Wopt = 1

Tehat az optimaélis paraméter wey,; = 1, azaz a Jacobi-iterdcioé gyorsabb barmely paraméteres
valtozatanal.

16. A relaxaciés modszer képletét a kovetkezGképpen szarmaztathatjuk. Induljunk ki a Gauss—
Seidel-iteracié fixpontegyenletté valo atrendezésébdl.

Ax=b & x=-(D+L)'Ux+D+L)"'b
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(D+L)x

Dx

wD+L)x+ (1 —w)Dx
(D + wL)x

X

-Ux+b |-w

Dx |- (1—-w)

[-wU+ (1 —w)D]-x+wb
[(1—-w)D—-wU]-x+wb

(D +wL)™ (1 —w)D - wU] - x+wD+wL)"'b

A fixpontegyenletbdl felirhatjuk az iteracio képletét.

Xpy1 = (D + wL) (1 — w)D — wU] x + w(D + wL) 'b

—_——

Bs(w) €5 (w)

Irjuk fel a konkrét A-ra a relaxaciés modszer &tmenetmétrixat!

Bs(w)
(92 0
| w 1

1

(D +wL) ™ '[(1 —w)D —wU] =

;

1—-w) 0
0 1—-w

0
0

—2w
0

RS B ) B

_ 7 0] [2(1-w) 2w _
—sw 1 0 1-w

B 1-w w ]

T w(l-w) —wrtl-w]

w = 1 esetén a Gauss—Seidel-iteraciéo atmenetmatrixa

By

Mivel a métrix sajatértékei: 0 és —1, ezért p(Bg(1)) = 1, igy a Gauss—Seidel iteraci6 dltaldban
nem konvergal. Keressiink olyan w paramétert, melyre a modszer konvergél!

Példaul w = % esetén

=[]

Latjuk, hogy HBS(l)Hl = %, igy a modszer konvergens minden kezd&vektorra.
2

17.

A relaxéciés modszer néhany lépésének szamolasdhoz nincs sziikségiink az Atmenetmétrixra,

helyette a mddszer koordinatas alakjat hasznaljuk. Ennek el6nye, hogy nem kell matrix in-
verzet szémolni hozza. A koordinatankénti szamolashoz alakitsuk at a formulét.
(D 4 wL)-el szorozzuk be az iteraciot.

(D 4+ wL) - xk41
D - xky1

Xk+1

[(1—-w)D —wU]-xk + wb
—wL - xk11 —wU - xg +wb + (1 —w)D - xk
—wD ™t [Lexq U -x — b]+(1 — w)xy

S(1)

WXk+1

Mint lathato a képlet felirhaté a Gauss—Seidel-iteracio k + 1. 1épésével és a k. kozelits vektor
segitségével. Irjuk fel a koordinatas alakot is (a koordinatéak also indexbe, a lépés szama felsG

indexbe kertil).

i—1
k+1 w k+1
x§+):—— g aijx(-+)+
. J

Qi -
j=1

Z aijxg-k) —b | +(1— w)xl(k), i
j=it+1

1,...,n.
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A kapott alakbdél konnyen szamolhatoé az iteracié egy lépése. Azt is észrevehetjiik, hogy a
képletben w = 1 vélasztassal visszakapjuk a Gauss—Seidel-iteracié képletét.
2 X 2-es matrix esetén az k. 1épés alakja

(k+1) _ W k) (k)
) = o (au T b1) + (1 — w)zy
xgkﬂ) = - ((Izl . xgkﬂ) - b2> + (1 - w)xgk)

a2

Alkalmazzuk w = % esetén a konkrét iteracio két lépését!

1. lépés:
) W (0 3 ) (LY a3
AR 1 (:n 3)4—(1 W)y —< 8) ( 3)—8
(1) WM oo (1N (3 _
v = 5 \m ( 3)>+(1 w)xs —< 8> <8 > ol
2. lépés:
@ _ W (1 PRI
v = oy (mQ 3)+(1 w)zy
_o(LL) (2 )\ L3\ 219, 3 315
N 8 64 2 \8) 512 16 512
w
o) = =2 (o - (-9) + (- w)ad) =
_ O (CLY(B15 )L (L2 st 2 i
- 8 ) \ 512 2 64) 4096 128 4096

Ahhoz, hogy konvergenciat bizonyitsunk valamely paraméter esetén, hasznalhatjuk a tanult
konvergenciatételeket.

1. Tétel: Ha a relaxacios modszer konvergens, akkor w € (0;2).
Ez azt jelenti, hogy az w < 0 és 2 < w paraméterekkel nem kell foglalkoznunk konvergencia
vizsgalat esetén.

2. Tétel: Ha az A métrix szimmetrikus, pozitiv definit és w € (0;2), akkor a relaxacios
modszer barmely kezd&vektorra konvergens.

A feladatban megadott matrixra a 2. Tétel feltételei teljesiilnek, ezért w € (0;2) esetén a
relaxécios modszer konvergens. Irjuk fel a konkrét A-ra a relaxacios modszer Atmenetmatrixat!

Bsw) = (_D +WL_)11[(1 —w)D-wU] =
L0 gD

—L
L~ 16

Il
€ mlm
N[ )
[
| —
S
—~
—_
|
&
N
—
—_
|
E g
| IS
|

Tl —w) P+ l-w

A Maple V program segitségével megkaphatjuk a métrix sajatértékeit, amelybdl a spektral-

sugar szamolhato.
1 1
AMa(w)=1—-w+ 3—2w2 + 37200\/&)2 — 64w + 64
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Mivel ezek nagyon bonyolultak, ezért mas megoldast valasztunk w keresésére.
w = 1 esetén a Gauss—Seidel-iterécié atmenetmétrixa

0 —

Bsqa) = [0
Mivel a matrix sajatértékei: 0 és %6, ezért p(Bg(1)) = %6, igy a Gauss—Seidel iteraci6é kon-
vergal minden kezdévektorra. Keressiink olyan w paramétert, melyre a modszer gyorsabb! A
spektrilsugar alapjan szamolni komplikalt lenne, helyette métrixnorméaval dolgozunk.
IBsylli = % = 0,3125, ezért olyan paramétert keresiink, melyre az dtmenetmatrix 1-es
normaja ennél kisebb. Példaul w = 1,01 esetén

"_‘MH

1

=]

5 B —0,01 —-0,2525
S0 = 10002525 0,05375625 | °

Latjuk, hogy [[Bgq,onlli = [ — 0,2525] + 0,05375625 = 0, 30625625, igy az 1-es norméban
szamolt kontrakcios egyiitthaté kisebb, mint w = 1 esetén. Ebben a vektornorméban jobb
becslés adhatd a modszerre.

18. Irjuk fel a koordinatas alakot, mellyel az iteraciot végezziik.
w i—1 n
= T Zaijxﬁk“) + az-jfék) —b |+ -wal”, i=1,...n
(2 . ..
j=1 j=i+1

3 x 3-as métrix esetén az k. 1épés alakja

QD _ain _ <a12 2t agg o — bl) +(1—w)z
:Engrl) _ 7% . <a21 . xgkﬂ) + asg - :cgk) - b2) +(1— W)xék)
22
xngrl) _ W <a31 .ngJrl) T az - xngrl) — b3> +(1- w)xgk)
a33

Alkalmazzuk w = % esetén a konkrét iteracio két 1épését az xg = 0 kezdGvektorral!

1. 1épés:
acgl) = —Z-(—xgo)—2>+(1—w)xgo):(—é>'(—2):i
n _ W (M (0 oo NN 25
Ty =~ (371 T 6)—1—(1 w)xs ( 8)( 1 6)32
o _ W (o oo 1Y (25 _ 39
BT Ty (”32 2)+(1 W) _< 8><32 ?) = 256
2. lépés:
o = 2 () 2) + (1wl =
NGRS SN AN IR S
- 8 4 2 \4) 32 8 32
IL‘g2) = —%-(—x§2)—6>+(1—w)x§):
C(LIY (B )L ()1 25 21
N 8 2 2 \32/) 256 64 256
:Egz) = —%-(—xg2)—2>+(1—w)x§1):
_ o (C\(209 )\, 1 (39 _ 283 30 38
N 8/ \ 256 2 \256/) 2048 512 2048
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A feladatban megadott matrixra a 2. Tétel feltételei teljesiilnek, ezért w € (0;2) esetén a
relaxaciés modszer konvergens. Nézziik a specialisan tridiagonélis matrixokra igaz konvergen-
ciatételt!

3. Tétel: Ha az A matrix szimmetrikus, pozitiv definit és tridiaginalis, akkor a Jacobi-
iteracio, a Gauss—Seidel-iteracio és a relaxéacios modszer w € (0;2) esetén barmely kezdGvek-
torra konvergens. Az optimalis paraméter
2
Wopt = € (O, 2)
L+ 4/1=p(Bya))

Az optimélis paraméterre az optimaélis spektralsugéar értéke
PBS(wop) = wopt — 1 < p(Bsr)) = p(By))*  ha p(Byq)) > 0.
Ha p(B (1)) = 0, akkor
P(Bs(wop)) = P(Bsq)) = p(B 1)) = 0.

Szamitsuk ki a Jacobi-iteraci6 atmenetmatrixat, hogy alkalmazni tudjuk a tételt!

B,y = -D(L+U)=
4007 [0 -1 0] ,Jo10
= —|(0 4 0 -]-1 0—1:1-101
0 0 4 0 -1 0 010
A karakterisztikus polinomja
-2 i 0
det(B 1) — \I) = T -A 1=
1
0 7 =X
1 1 1
- _ 2_ 2y _ Z. _Z =
= QA 16) 4 < 4)‘>
= N4 A=0 =|\=
+3
1 1
= -\ =0\ =_
+8 8
1 1
= |do=—4| |A3=——F
s T
Most mar tudjuk az atmenetmétrix spektralsugarat.
(By) = max{|Mil, ], al} =
= max , [Aal, = —
pPBI) 1 2 3 NG
A 3. Tétel képletébe helyettesitve
2 8
Wopt = = ~ 1,0334

14+ 1_% 4+\/]_4

p(BS(Wopt)) = Wopt — 1~0,0334.
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19.

A feladatban megadott matrixra a 2. Tétel feltételei teljesiilnek, ezért w € (0;2) esetén a
relaxéacios modszer konvergens. S6t a 3. Tétel feltételei is teljestilnek. Alkalmazzuk ra ez
utobbit. Szamitsuk ki a Jacobi-iteracié atmenetmatrixat!

B,y = -DY(L+U)=
100] ] 0 -Lo o L1 o0
= —l010| -|-3 03%|=|3 0 —1
00 1 0 % 0 0 —3 0
A karakterisztikus polinomja
1
-x L0
det(BJ(l)—)\I) = % -A —% =
0 —3 -\

1 1

= A+2 (IR=NPY 5
1 1

= [ d=—"F%| |[M=-—=
SN} T2

Most mar tudjuk az atmenetmétrix spektralsugarat.

p(Bay) = max{|Ai], [Aa], [A3]} =

Sl

A 3. Tétel képletébe helyettesitve
2 4
Wopt = = ~1,1716
Op 14+,/1-1 2+V2

p(BS(wopt)) = wopt — 1= 0, 17].6

4.2.5. Richardson-iteracio

20.

A feladatunk, hogy megéallapitsuk konvergens lesz-e a Richardson-iteraci6. Ehhez kétféle megoldasi
moédszert hasznalhatunk.

1. médszer:
Hivatkozunk a Richardson-iteracié tanult konvergencia tételére, mely szerint szimmetrikus és

pozitiv definit A maétrixra p € (O, %) paraméter esetén az

xkt1 =T —p-A)-xk+p-b

iteraci6 barmely kezd&vektorra konvergens.
Felhasznalva, hogy 0 < p(A) < ¢, fel tudjuk irni a kévetkezd egyenlStlenséget.

2 2

2 2
0<pA)<ec = 0<p:E<m = c€<0’p(A)>



156 4. Linedris eqyenletrendszer megolddsdnak iterdcids modszerei
Ezzel belattuk, hogy a Richardson-iterécié konvergens lesz V xg-ra!
2. moédszer:
A sziikséges és elégséges feltételt is hasznalhatjuk, azaz vizsgalhatjuk konkrétan az atmenet-
matrix spektralsugarat, p(B) < 1 teljesiilését.
2 2 2 2
Ax=b & 0=—A-x+-b & x= (I—A) x+-b
c c c c
Irjuk fel a fixpontegyenletbsl a Richardson-iteraciot!
2 2
Xyl = (I— A) Xk +—-b
c c
Latjuk, hogy az atmenetmétrix B = ( — %A)
Irjuk fel a kapcsolatot A és B sajatértékei kozott! Sejtés: \;(B) = 1 — %)\i.
Ezt konnyen belathatjuk az A matrixra felirt sajatérték egyenletbdl.
Av, = \v;
2 2
——Av;, = —-\v;
2 2
vi— —Av;, = v;—=-\V;
c
2
I--A)v, = [1—=-X\)wv;
c c
—_——
B
Vizsgaljuk meg, hogy az A sajatértékeire felirt feltétel mit ad B sajatértékeire.
O< N <c
2
0<-N\<2
c
2
—-l<-N-1<1
c
2 2
—-1<l-=-\<1 = ’1—&- <1
c c
Ezzel tehat belattuk, hogy p(B) < 1 teljesiil, azaz a Richardson-iteraci6 barmely kezdGvek-
torra konvergens lesz!
21. Legyen
4 -1 0 3
A=|-1 4 —-1|, b=]2
0 -1 4 3

A Gersgorin tételbdl tudjuk, hogy A pozitiv definit és sajatértékeire a 2 < A\; < 6 becslés
adhat6. Azonban a Gersgorin tétel ismerete nélkiil a sajatértékek elGallitasaval is megoldhato
a feladat.

4-x -1 0
det(A—X) = | —1 4—x —1|=
0 -1 4-2)

= U-NE-N-D+(-1)-(4-x =
= A=-AN((4=-N)?=2)=(A-NA-A=V2)4d-A+V2)=0
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Innen a sajatértékek:
)\1:4, )\2:4*\/5, )\3:4+\/§

Latjuk hogy a feladat kittizésében szerepls p(A) < 6 korlat helyes.
Alkalmazzuk az Ax = b linearis egyenletrendszerre a 30. példaban szerepld Richardson-iteraciot.

2 2 1 1
=(I-=-A)- -b=|I--A)- —b

Xk+1 < 6 ) Xk+6 < 3 )Xk+3
——— ~~

B C

Latjuk, hogy a p = % paramétert kell alkalmaznunk a Richardson-iteraciéban. A 30. feladat
megoldasaban bizonyitottuk a mddszer konvergenciajat barmely kezdGértékre. Szamitsuk ki
az iteraci6 B atmenetmatrixat és c vektoréat.

1 00 1 4 -1 0

BzI—%AzOlO—g-—l 4 -1\ =
0 01 0 -1
-1 1 0
:é.l_l
0 1 -—
1
1
c = ~b=]2
3
3 1

Végezziink két 1épést az iterdcioval az xg = 0 vektorbdél indulval!

1. 1épés:
1
1
2. lépés
1 -1 1 0 1 1
x = Bxite=g-| 1 -1 1 21+ 2] =
0 1 -1 1 1
1 8
1 1 8
_ 0 IO I (O
9 3 9
1 1 8
9 9

A k. kozelité vektorra adott hibabecslés alakja

k

q
[xk —x*||l2 < N [x1 — xol|2,

—4q
ahol ¢ = ||B||r = g ~ 0,88 < 1 a kontrakcios egyiitthato és
10

1 —xoll2 = fxafl2 = 4/ 5~

Mivel a kdnnyen szamolhaté matrixnormék koziil csak a Frobenius-norma egynél kisebb, igy
a hibabecslést a hozza illeszkeds 2-es vektornorméaban kell felirnunk. Az iteracié hibabecslése

(?)k 10
¥ = x"l2 < 2=/ 5 = (0,88)" - 15, 46.
1 — %0

3
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22. El kell dénteniink, hogy konvergens lesz-e a Richardson-iteréci6. Ehhez kétféle megoldési mod-
szert hasznalhatunk.

1. modszer:
Hivatkozunk a Richardson-iteracié tanult konvergencia tételére, mely szerint szimmetrikus és

ﬁ) paraméter esetén az

pozitiv definit A métrixra p € (O,
Xkr1=I—p-A)-xx+p-b

iteracié barmely kezd&vektorra konvergens.
Felhasznalva, hogy 0 < p(A) < ¢, fel tudjuk irni a kovetkezd egyenlStlenséget.

9
O<p(A)<c<?c
9¢ = p(A) = p(A) 9¢ = " p(A)

Ezzel belattuk, hogy a Richardson-iterécié konvergens lesz V xg-ral

2. mobdszer:
A sziikséges és elégséges feltételt is hasznalhatjuk, azaz vizsgalhatjuk konkrétan az atmenet-
méatrix spektralsugarat, p(B) < 1 teljesiilését.

7 7 7 7
Ax=b & 0——%A-x+%b & x—<I—96A>‘x+96b

Irjuk fel a fixpontegyenletbsl a Richardson-iteraciot!

7 7
=I-—A)- —b
Xk+1 ( 9c ) Xk + 9

Latjuk, hogy az dtmenetmatrix B = (I — &A).
Irjuk fel a kapcsolatot A és B sajatértékei kozott! Sejtés: A;(B) =1 — L,
Ezt konnyen belathatjuk az A matrixra felirt sajatérték egyenletbdl.
AVi = )\iVi
7 7
—%Avi = —%)\Z’VZ‘

7 7
V; — %Avl = V; — g)\lvz

(I — 7A> V; = <1 — 7)\,) V;
9c 9c

—_———
B

Vizsgaljuk meg, hogy az A sajatértékeire felirt feltétel mit ad B sajatértékeire.
O<\i<e

7 7 7
P VA
S99 T 9"

7
—1<—X—-1<0
9¢
v
9c

7

0<1-— <l = ‘1—)\i<1
9c

Ezzel tehat belattuk, hogy p(B) < 1 teljesiil, azaz a Richardson-iteraci6 barmely kezd&vek-
torra konvergens lesz!
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23.

Be kell bizonyitanununk, hogy konvergens lesz a Richardson-iteracié. Ezt kétféle modszerrel
is belathatjuk.

1. médszer:

Hivatkozunk a Richardson-iteracié tanult konvergencia tételére, mely szerint szimmetrikus és

pozitiv definit A métrixra p € (O, %A)) paraméter esetén az
X1 =T —p-A)-xk+p-b

iteracié barmely kezd&vektorra konvergens.
Felhasznélva, hogy 0 < p(A) < ¢, fel tudjuk irni a kovetkezs egyenlStlenséget.

0<p(A)<c
c _p(A)
0<2< 5
l<1<2<72 = —ie 072
5¢c ¢ ¢ p(A) P= 5 "p(A)

Mivel teljesiil, hogy p = é € (0, ﬁ), ezért a Richardson-iterécié konvergens lesz V xo-ral

2. médszer:
A sziikséges és elégséges feltételt is hasznalhatjuk, azaz vizsgélhatjuk konkrétan az dtmenet-
matrix spektralsugarat, p(B) < 1 teljesiilését.

Ax=Db <« 0:—1A~x+lb & x = I—lA -x—i—lb
3c 3c 3c 3c

Irjuk fel a fixpontegyenletbsl a Richardson-iteraciot!

1 1
Xip1 = (I—E)CA>~xk+56b

Latjuk, hogy az atmenetmétrix B = ( — éA)
Irjuk fel a kapcsolatot A és B sajatértékei kozott! Sejtés: \;(B) = 1 — %)\i.
Ezt konnyen beldthatjuk az A matrixra felirt sajatérték egyenletbdl.

Av, = \v;
—%Avi = —%)\ivi
\ %AV,- = Vv;— %/\m
<I — 510A> v, = <1 — 510)\z> Vi
T

Vizsgaljuk meg, hogy az A sajatértékeire felirt feltétel mit ad B sajatértékeire.

O<\<e
1 1 1
—N<—-c=-<1
O<ghi<pz ¢T3~
1
—1<=X-1<0
5c

! <1
5c

1
0<1-— <l = ‘1—)\1'
ac

Ezzel tehat belattuk, hogy p(B) < 1 teljesiil, azaz a Richardson-iteraci6 barmely kezd&vek-
torra konvergens lesz!
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24. Hivatkozunk a Richardson-iteracié tanult konvergencia tételére. Legyenek
O<m =M< X<...<\, =M
az A matrix sajatértékei. A tétel szerint szimmetrikus és pozitiv definit A matrixra az
Xkt1 =TI —p-A)-xx+p-b
iteraci6 pontosan a p € (0, %) paraméterek esetén konvergens barmely kezdGvektorra.
A modszer optiméalis paramétere, melyre a leggyorsabb a konvergencia po, = Mi

+m”
_ M-m
- M+m:

Az atmenetmatrix spektralsugara o(By,,,)

Latjuk, hogy a feladat megoldasahoz az A matrix sajatértékeit ismerniink kell.
Irjuk fel az A karakterisztikus polinomjat!

A 1
det(A — \I) = 14—
0 1

Innen a sajatértékek:
A =4, /\2:4—\/57 )\3:44-\/5.

A tételben szerepld jeloléseket hasznélva
m=4-+v2, M=4+>2.

Tehat az iteracio a p € (0 paraméterek esetén konvergens barmely kezdGvektorra és

. 2 )
D 4+V2
2 2 1

Pt = 3w T8
az optimalis paraméter. Ekkor az atmenetmétrix spektrilsugara

_M-m _2v2 V2
C M+m 8 4

Q(Bpopt )

25. Hivatkozunk a Richardson-iteracioé tanult konvergencia tételére. Legyenek
O<m= < <...<\,=M
az A matrix sajatértékei. A tétel szerint szimmetrikus és pozitiv definit A matrixra az
Xkt1 =T —p-A)-xk+p-b

iteraci6é pontosan a p € (0, %) paraméterek esetén konvergens barmely kezd&vektorra.
A modszer optimalis paramétere, melyre a leggyorsabb a konvergencia pop; = MLJFW
Latjuk, hogy a feladat megoldasahoz az A matrix sajatértékeit ismerniink kell.

Irjuk fel az A karakterisztikus polinomjat!

det(A — AI) :'2‘A —w:

—1 2-2)
= 2-2)2-1)=2-2-1D2-2+1)=1-N)B-XN)=0
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Innen a sajatértékek a tételben szerepld jeldléseket hasznalva
>\1:1:m, )\2:3:M
Tehat az iteracio a p € (0; %) paraméterek esetén konvergens barmely kezdévektorra és

2 2 1
Port = M¥m 17 2
az optimalis paraméter. Ekkor az Atmenetmétrix spektrélsugara

M—m 3—-1 1
B = = = —.
OBpon) = 1 m T 371 2

4.2.6. ILU-algoritmus
26. Irjuk fel elgszor az ILU-algoritmus konstrukciojat.
Ax=b & (P-Qx=b < Px=Qx+b < x=P1Qx+P b

A fixpontegyenletbdl az iterdcié alakja

-1 -1
xki1= P'Q xc+P'b.
~—— SN——

atmenetmatrix ¢

A feladat megoldasahoz elGszor ki kell szamolnunk az dtmenetmatrixot.

B = P!Q=
2 0 o] [o il

— 8 4 0 00 0=
12 -8 -2 00 0
r1 1 1 1 1
5?0 0 3 3 0@@

1

RS 00 0 o 4+ 1

Mint lathato, a matrixban kis elemek taldlhatok, ezért a konvergencia vizsgalatdhoz alkal-
mazhaté az elégséges feltétel.

2
[Bllo =5 <1

A kapott eredmény egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia barmely kezd&értékre. Az
els§ 2 1épés kiszamolésdhoz, alkalmas xg-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen xq jo, ezért a

legegyszertibb az xo = [O 0 O]T = 0 vektort valasztani. Végezziik el az iteracio elsé két
lépését!
1. lépés:
x1 = P!'Q-xg+P 'b=B-04+c=c=
1 1
3 0 0 1 5
= | -1 ! = | -1

o010
1 -1 -i] |0 1
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xa = P'Q-x;+P'b=B-x;+c=

0 L1 1 1 1 T
R
7
0 3 3 1 1 N
Szamoljuk a lépésszamot a 1073 pontossag eléréséhez.
(¢ = % megegyezik a B matrix ||.||sc norméjaval.)
q -3
1% = X [|oo = 7\\X1 —Xolls < 10
1
2\k 2 0
G s-|l[-1]—]0 < 107°
1-3 1 0
(o0
k k
2 1 2
S) s =(2) 3 < 107®
) 1-6G) @ =

a0 < (BY
3-10° < (2)
3 3
lg(3-10°) < k-lg 3
lg (3-10°)
Iz (3)

Mint lathato k > 20 iteracios lépés elvégzése utan elérjiik a 10™3 pontossagot.

~19,75 < k

27. A feladat megoldésahoz elGszor ki kell szamolnunk az atmenetmétrixot.

B = P1Q=
'8 8 811 [0 0 0
-~ o6 6 300|=
2 5 10 00 0
r 1 1 1
RSN
B P B R |
[ . 00 0 ~3 0 0

Mivel a métrixban kis elemek vannak, ezért a konvergencia vizsgalatdhoz alkalmazhat6 az

elégséges feltétel.

4
[Blloo = £ <1

A kapott eredmény egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Ahhoz, hogy kiszamoljuk az
els6 2 1épést, alkalmas xqg-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen xq jo, ezért a legegyszertibb
az Xg = [() 0 O]T = 0 vektort venni. Az iterici6 alakja

Xk+1 =P 'Q - xx+P 'b=B-x¢+c.

Ezt felhasznalva, el tudjuk végezni az iteracio els6 két 1épését.
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1. 1épés:
x1 = P!1Q-xg+P ' b=B-0+c=c=
1 1 1
1 _1 0 4 1
N A S N I I
G G R O I IS _1
20 10 5 5
2. lépés:
x2 = P!'Qx1+P 1. b=B-x3+c=
1 1 1
RS ?
IR
—10 ~3 —3

Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 10~3 pontossag eléréséhez.

4

(¢ = 5 megegyezik a B matrix .|| normajaval.)

||xk—xHoo—1 < 1073
4 l 0
5 2 ; 0] < 1073
-5 —% 0 -
ko1 k
4 % 40 < 1073
5 1 5] 2
k
5 5
100 < (=
;0 < (3)
5 5
le(=-10%) < k-lg( =
o(510) < v
lg (2103
g (3 h )z35,06 <k
g (%)

Amint az lathato k > 36 iteracios 1épés elvégzése utan elérjitk a 10~3 pontossagot.

[Nericomim

2

=]

)

28. A feladat megoldasahoz elGszor ki kell szamolnunk az dtmenetmatrixot.

B = P1Q=

(3 5
= 0
5

ot O
o O O

Sloo et

Il
ot O Wil

L~ 24

o N O

0
0
0
0
2
0

oo o SO NOo

5
i
g

0
2| =
0 36

= o O

0
0
0

5
?

g

36

A métrixban kis elemek talalhatok, ezért a konvergencia vizsgalatahoz érdemes az elégséges

feltétel alkalmazasaval probalkozni.
1By

1Bl

1B+

3775 > 1 = Nem alkalmas!

1
= 50 > 1 = Nem alkalmas!

V1138
36

~0,9371 <1
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Az ||.||l1 és ||.|lc is nagyobb egynél, de a ||.||F egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia.
Ahhoz, hogy kiszamoljuk az els6 2 1épést, alkalmas x¢-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen
Xg jO, ezért a legegyszeriibb az xg = [0 0 O]T = 0 vektort venni. Az iteracio alakja
X1 =P Q- xx+ P lb=B-x, +c.

Ezt felhasznalva, el tudjuk végezni az iteracid els6 két 1épését.

1. lépés:
x1 = P!'Q-x+P ' - b=B-0+c=c=
1 5 1
R S I 9
= 0 5 0 2| = 3
_5 5 1 9 _ 1
24 72 8 36
2. lépés:
X9 = P_IQ-X1+P_1'b:B X1+ cC=
5 g _3 1 1 T
I I S U T O I A O
O I U Ol A
36 36 36 36 432

Utolso feladatunk, hogy kiszamoljuk a lépésszamot a 10~2 pontossag eléréséhez.
(¢ = 0,9371 megegyezik a B matrix ||.|r normajaval, és mivel a ||.|r illeszkedik a ||.|2
normara, ezért hasznalhatjuk a vektoroknal a 2-es normaét.)

Iic = x*[l2 = Tl = xof2 < 1072
—q
viiss\* 1 0
A ) 1 0 < 1072
] _ V1138 £ -
36 —36 01115
0,3525 k _
0,9371)% . = = (0,9371)%.5,6 < 1072
(0,9371) 0,0629 (0,9371)7-5,6 <
5,6-10° < (1,0672)F
lg (5,6-10%) < k-lg(1,0672)
lg (5,6 - 102
M%97,3 < k&

lg (1,0672)
Mint lathato k > 98 iteracios lépés elvégzése utan elérjiik a 10~2 pontossagot.

29. ElsG lépésként azt kell megvizsgalnunk, hogy V x € R3-bél inditva az iteraciot, konvergens
lesz-e. Ehhez ki kell szdmolnunk az atmenetmaétrixot.

B = P'Q=

5 4 571 [0 0 0

— |46 4 00 0=
0 5 4 100
r 1 9 1 1
TR 00 0 ~1 9 0

-~ |-2 2 o|-looo|=] 000
5 25 1 1
|y -2 100 100
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30.

Mivel a méatrixban kis elemek vannak, ezért a konvergencia vizsgalatdhoz alkalmazhaté az
elégséges feltétel.

1
[Blloo =5 <1

A kapott eredmény egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Ahhoz, hogy kiszamoljuk az
els 2 lépést, alkalmas xg-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen xqg jo, ezért a legegyszeriibb
az Xg = [O 0 O]T = 0 vektort venni. Az iterici6 alakja

xi1 =P 1Q -xx + P 'b =B -x +c.

Ezt felhasznalva, el tudjuk végezni az iteracid els6 két 1épését.

1. lépés:
x1 = P!'Q - xg+P ' b=B-0+c=c=
1 9 1
I Y I el B
I o A e
1 756 1 4 1
2. lépés:
x2 = P!'Q-x;+P 1 b=B - x;+c=
1 3
-1 00 -1 -1 -3
= 000 ol+]| o|l=1| 0
1 3
100 1 1 3

Utolso feladatunk, hogy kiszdmoljuk a lépésszamot a 102 pontossag eléréséhez. (q = % meg-
egyezik a B méatrix ||.||co normajaval.)

k
Iic = x[loo = 7 _qlle —Xolloo < 1077
2] o] —=10 < 107°
1=3 1 ol
k k
1 .%: 1 2 < 1073
2) 1 2
2.10° < (2)F
lg(2-10°) < k-lg(2)
lg (2-10°
leo,w < k
lg (2)

Amint az lathato k > 11 iteracios 1épés elvégzése utan elérjitk a 10~3 pontossagot!

Els6 lépésként azt kell megvizsgalnunk, hogy V x € R3-bél inditva az iteraciot, konvergens
lesz-e. Ehhez ki kell szdmolnunk az dtmenetmaétrixot.

-1 1 2
5 0 0 2 = 0|0 2 0 £
=P 1Q = . — |5 — 5
s-era=[g o) ()=o)l -1
Mivel a métrixban kis elemek vannak, ezért a konvergencia vizsgalatahoz alkalmazhat6 az
elégséges feltétel.

1
Bl =5 <1
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A kapott eredmény egynél kisebb, tehat teljesiil a konvergencia. Ahhoz, hogy kiszamoljuk az
els 2 lépést, alkalmas xg-t kell valasztanunk. Mivel barmilyen xqg jo, ezért a legegyszeriibb

az Xg = [0 O]T = 0 vektort venni. Az iteracié alakja
x41 =P71Q -xx + P 'b =B -xy +c.
Ezt felhasznalva, el tudjuk végezni az iteracid els6 két 1épését.

1. l1épés:

HRHEN

x2 = P!'Q-x3+P 1. b=B-x;+c=
2 7

FRIRNE RN

Végiil ki kell szamolnunk a lépésszamot a 10™* pontossag eléréséhez. (g =
méatrix ||.||co normajéaval.)

IN

—_

3
S

q
%1 = X" loo = T %1 = %ol

I—gq
()"

NHEHISER

~_
>
[T

Il
Y
N | —
~_
>

[\

IN

—_

9

B

2.10" < (2)F
lg(2-10") < k-lg(2)
g (2107 )09 < &
lg(2) T

% megegyezik a B

Amint az lathato k > 15 iteracios 1épés elvégzése utan elérjitk a 104 pontossagot!



5. fejezet

Sajatérték feladatok

5.1.

Feladatok

5.1.1. Sajatérték becslések

1.

Tegyiik fel, hogy az A méatrix valés elemi és a Gersgorin korei diszjunktak. Igazoljuk, hogy a
sajatértékei valosak!

Az A = (aij)?,jzl szimmetrikus méatrix elemeinek segitségével adjunk olyan p € R szamot,
hogy az A + p - I matrix pozitiv definit legyen!

Alkalmazzuk a Gersgorin tételt a megadott szimmetrikus matrixra!

a) Irjuk fel a matrix Gersgorin koreit!

b) Adjunk becslést a matrix sajatértékeire!

c) Egy paraméteres diagonélis hasonlosagi transzformécioval igazoljuk a méatrix invertal-
hatdsagat!

|
N\

A:

O =
L
S = O

Alkalmazzuk a Gersgorin tételt a megadott szimmetrikus matrixra!
a) Irjuk fel a matrix Gersgorin koreit!
b) Adjunk becslést a matrix sajatértékeire!

c) Egy paraméteres diagonalis hasonlésagi transzforméacioval adjunk jobb becslést a 6 koriili
sajatértékre!

-1 2 -1
A= 2 1 1
-1 1 6

Alkalmazzuk a Gersgorin tételt a megadott szimmetrikus matrixra!
a) Irjuk fel a matrix Gersgorin koreit!
b) Adjunk becslést a matrix sajatértékeire!

c) Egy paraméteres diagonalis hasonlésagi transzforméacioval adjunk jobb becslést a 4 koriili
sajatértékre!

A:

— N
S =N

1
0
4
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6. Alkalmazzuk a Gersgorin tételt a megadott méatrixra!
a) Irjuk fel a matrix Gersgorin koreit!
b) Adjunk becslést a matrix sajatértékeire!

c) Invertalhato-e a matrix?

-3 1 -1
A= 0 4 1
3 0 —4

7. Alkalmazzuk a Gersgorin tételt a megadott szimmetrikus matrixra!
a) Irjuk fel a matrix Gersgorin koreit!
b) Adjunk becslést a matrix sajatértékeire!

c) Egy paraméteres diagonalis hasonlosagi transzforméacioval igazoljuk, hogy a matrix pozitiv
definit!

4 2 -1

A= 25 0

-1 0 4

5.1.2. Sajatértékprobléma érzékenysége

8.  Igazoljuk, hogy az A = UDV* € C™*™ szingularis felbontasaban
a) U oszlopai az AA* sajatvektorai,
b) V oszlopai az A*A sajatvektorai.
c) Mit mondhatunk az AA* és az A*A sajatértékeirsl?
9. Adjuk meg az A, A(e) és az A(J) méatrixok sajatértékeit és sajatvektorait!
a) Vizsgaljuk meg A(e) sajatértékeit és sajatvektorait & — 0 esetén!

b) Vizsgaljuk meg A(J) sajatértékeit és sajatvektorait 6 — 0 esetén!
10 1 ¢ 19

10. Adjuk meg az A és az A(t) méatrixok sajatértékeit és sajatvektorait! Vizsgaljuk meg A(t)
sajatértékeit és sajatvektorait t — 0 esetén!

T e

5.1.3. Karakterisztikus polinom meghatarozasara alkalmas mod-
szerek

11. A Fagyejev-féle "trace" modszer segitségével irjuk fel a megadott matrix karakterisztikus

polinomjat!
3 4
A=)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

A Fagyejev-féle "trace" modszer segitségével irjuk fel a megadott matrix karakterisztikus

polinomjat!
2 1
A =
HY
A Fagyejev-féle "trace" modszer segitségével irjuk fel a megadott matrix karakterisztikus
polinomjat!
1 4
A =
o o]
A Fagyejev-féle "trace" modszer segitségével irjuk fel a megadott matrix karakterisztikus
polinomjat!
6 1
A pu—
1]

A Fagyejev-féle "trace" modszer segitségével irjuk fel a megadott matrix karakterisztikus
polinomjat!

A=

O = =

0
4
0

N )

A Fagyejev-féle "trace" modszer segitségével irjuk fel a megadott matrix karakterisztikus
polinomjat!

2 -1 0
A=]|-1 2 -1
0 -1 2

A megadott tridiagonalis méatrixra irjuk fel a karakterisztikus polinom rekurzi6jat!

A=

O =~ =

0
4
0

o O

A megadott tridiagonalis matrixra irjuk fel a karakterisztikus polinom rekurzidjat! Alkal-
mazzuk az intervallum felezés mddszerének egy 1épését a sajatérték kozelitésére, a kiindulési
intervallum a Gersgorin tételbsl kapott [0; 4] intervallum legyen.

2 -1 0
A=|-1 2 -1
0 -1 2

5.1.4. Hatvanymodszer és inverz iteracié

19.

Adjunk becslést az A méatrix maximalis abszolut értékid sajatértékére! Hasznaljuk a hatvany
modszert az xg vektorbol inditva!

a=[i ] el
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20. Adjunk becslést az A métrix maximalis abszolit értéki sajatértékére! Hasznaljuk a hatvany
mobdszert az xg vektorbol inditva!
1 3 1
A=li] ool
21. Adjunk becslést az A méatrix maximalis abszolut értéki sajatértékére! Hasznaljuk a hatvany
modszert az xg vektorboél inditva!
5 0 0 1
A=]01 2|, xo=1]0
01 3 0
22. Adjunk becslést az A matrix maximalis abszolut értéki sajatértékére a hatvany modszer elsé
4 1épését végrehajtva az xg vektorbdl kiindulva.
3 01 1
A=12 2 2|, x=|1
4 2 5 1
23. Kozelitsiik az A matrix dominans sajatértékét hatvany modszer segitségével az xg vektorbol
kiindulva.
1 00 1
A=14 4 4|, x9o=|1
0 0 1 1
24. Az A matrix dominans sajatértékének kozelitésére hasznaljuk az xg vektort! Alkalmazzuk az
alabbi két modszert:
a) A maximalis abszolutértékd komponensek hanyadoséval.
b) A Rayleigh-hanyadossal (ez akkor ad jobb eredményt, ha az A méatrix szimmetrikus).
2 —1 1
A=) =[]
25. Az A matrix dominans sajatértékének kozelitésére hasznaljuk az xg vektort! Alkalmazzuk az
alabbi két modszert:
a) A maximalis abszolutértékd komponensek hanyadoséval.
b) A Rayleigh-hanyadossal (ez akkor ad jobb eredményt, ha az A méatrix szimmetrikus).
5 -2 —4 1
A=|-2 2 2|, x=]1
-4 2 5 1
26. Szamitsuk ki az inverz iteracio segitségével az A matrix legkisebb abszolut értékii sajatértékét!

Hasznaljuk az xg kezd§ vektort!

[y 2) el
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27.

Szamitsa ki az inverz iteracio segitségével az A matrix legkisebb abszolut értéki sajatértékét,
hasznalja az x¢ vektort! Alkalmazza az alabbi két modszert:

a) A maximalis abszolutértékid komponensek hanyadosaval.

b) A Rayleigh-hadnyadossal (az A méatrix szimmetrikus).

() =l

5.1.5. Rangszam csokkentés

28.

29.

Legyen A € R™ " invertalhatdé méatrix és tegyiik fel, hogy ismerjiik a A sajatértékét és vy
sajatvektorat (|[vill2 = 1). Keressiink olyan y € R™ vektort, melyre yTvy; = \; teljesiil.
Igazoljuk, hogy a

B:=A—vq -y’

méatrix sajatértékei

sajatvektorai

Tegyiik fel, hogy az A matrix egy sajatértékét és sajatvektorat méar ismerjik (hatvanymod-
szerrel vagy inverz iteracioval mar meghatéaroztuk dket), jeloljiik ket A1, vi-gyel. Legyen

vi—e

H=H(u)=I-2uw”, u= >+ "1

[vi—e1>

egy Householder transzformécié. Ekkor a transzformaéacio tiikkrozé tulajdonsiga miatt

HV1 =eq.

a) Igazoljuk, hogy
HAH e] — )\1 e,

vagyis a matrix alakja

T
HAH:[/\l b }

0| B
és B sajatértékei: Ag, ..., A\, vagyis az A tobbi sajatértékével egyeznek. Igy az A méatrix
sajatértékeit a tovabbiakban a B redukélt méatrix segitségével kereshetjiik.

b) Ha ismerjiik B sajatértékeit és sajatvektorait, hogyan kapjuk meg az eredeti A sajatértékeit,
sajatvektorait?

5.1.6. Jacobi modszer

30.

Hatarozzuk meg a kovetkez§ matrix sajatértékeit és sajatvektorait a Jacobi modszer segit-

ségével!
2 -1
e
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31.

32.

33.

34.

5.2.

Hatarozzuk meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait a Jacobi-forgatas segitségével!

3 4
A= i)
Hatarozzuk meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait a Jacobi modszer segitségével!
4 2
A= e 2]

Végezziik el az A méatrixon az (i,7) = (1,2) poziciokhoz tartozé Jacobi-forgatast!

2 -1 0
A=[-1 2 -1
0 -1 2

Végezziik el az A matrixon az (i,j) = (2,3) poziciokhoz tartozo Jacobi-forgatést!

p
3
A=12
0

N W N
w N O

Megoldasok

5.2.1. Sajatérték becslések

Mivel az A matrix elemei valosak, ezért a Gersgorin kézéppontok is valdésak. A diszjunkt
Gersgorin korokbdl az kovetkezik, hogy minden kérben talalhatd egy sajatérték. Mar csak azt
kell belatnunk, hogy ezek valosak. Valés elemi matrix karakterisztikus polinomja valos egyiit-
thatos polinom, melynek gyokei lehetnek komplexek, de akkor a komplex gyok konjugaltja is
gyOk, vagyis mindketts sajatértéke a matrixnak. A koronkénti egy sajatérték kizarja a komplex
konjugalt gyokparokat, tehat minden sajatérték valos.

Jeloljiik R; =}, |aij| -vel az eredeti métrix Gersgorin koreinek sugarait. Mivel csak a
diagonélis elemeit valtoztattuk, ezért az A 4 p - I matrixra felirt sugarak ugyanezek, a kozép-
pontok a;; + p -re valtoznak. Mivel az A = (aij)?,j:l méatrix szimmetrikus, az A + p - 1
matrix is szimmetrikus, igy a sajatértékei valosak. A Gersgorin korok valos vetiiletét kell csak
figyelniink a sajatérték becslésnél. Igy

Gi:[(aii—i—,u)—Ri; (aii—l—,u)+Ri] (i:1,...,n).

A pozitiv definitséghez biztositanunk kell, hogy minden sajatérték pozitiv legyen. Ez a sug-
arakkal felirva azt jelenti, hogy a becsl§ intervallum a pozitiv oldalra essen, azaz

(CLZ'Z'-I-,U,)—RZ' >0 (i:1,...,n).
Tehat p -re a kovetkezd feltételt kapjuk

w>Ri—ay (1=1,...,n) = p>max{R;—a;:i=1,...,n}.
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3.

a) Irjuk tablazatba a Gersgorin korck kézéppontjait és sugarait (R; = > oz laig])!

au‘—2‘2‘6‘
R; |

Mivel a megadott matrix szimmetrikus, ezért a sajatértékei valosak, igy a Gersgorin koroknek
csak a valos vetiiletét kell nézniink.

Gi=[=3;-1], Ga=[0;4], G3=][57]

b) Az A maétrix sajatértékei a G; korok tniojaban vannak. Mivel a korok diszjunktak, ezért
mindegyik Gersgorin kor tartalmaz egy sajatértéket. Tehat a sajatértékek becslése

AL E [—3;—1} A9 € [0;4] A3 € [5;7].

c) Legyen D = diag(1,d, 1) diagonélis matrix, d > 0 paraméter. Szamitsuk ki a B = DAD !
matrixot és alkalmazzuk ra a Gersgorin tételt. Mivel A és B hasonlo, ezért a sajatértékeik
megegyeznek, igy az A sajatértékeire kapunk tijabb becslést. Az invertalhatosag ekvivalens
azzal, hogy 0 nem sajatérték. Ugyanis

det(A—-0-I)#0 <« det(A) #0.
1 00][-210][1 00 -2 10
B=DAD '= {0 d 0 12 1|0 L o|l=|4d 24
001 01 6][0 01 016
A B métrixra a Gersgorin korok koézéppontjai és sugarai (r; = ) i i)

bii | —2 6
i al2d[g]

Mivel a métrix szimmetrikus, ezért a sajatértékei valosak, igy a Gersgorin kordknek csak a
valos vetiiletét kell nézniink.

~ 1 1 ~ ~ 1 1
Gi=|-2—-;-2+— Go=1[2-2d;2+42d Gs=1|6——=;6+—
1 d ) + d ) 2 [ ; 2+ ]7 3 |: d 36+ d:|
Az invertalhatosaghoz elegendd ha biztositjuk, hogy egyik Gersgorin kor sem tartalmazza a 0
-t, azaz

1 1

1
d d
2—-2d>0 — 2 >2d — 1>d

1 1 1

Ha % < d < 1, akkor B és igy A is invertalhaté. Példaul d = % esetén

~ T 4 4 10 2
S D) DR S S e

G i 3’ +3] [ 37 3}
3 17

-9 Sl =1Z._

24353

3

2
~ [ 4 4 14 22
Gs = _6‘3’“3] = [3’3]

Gy = |2

latszik, hogy egyik kor sem tartalmazza a 0-t, igy nem lehet sajatérték.
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a) Irjuk tablazatba a Gersgorin korck kézéppontjait és sugarait (R; = > oz laig])!

116
R;| 3[3]2]

Mivel a megadott matrix szimmetrikus, ezért a sajatértékei valosak, igy a Gersgorin koroknek
csak a valos vetiiletét kell nézniink.

Gi=[-42], Ga=[-24], G3=[48]

tak, ezért nem teljesiil, hogy mindegyik Gersgorin kor tartalmaz egy sajatértéket. Tehat a
sajatértékek becslése

M3 € [—42]U[-2:4]U[4;8] = [-4;8].

c) Legyen D = diag(1,1,d) diagonalis métrix, d > 0 paraméter. Szamitsuk ki a B = DAD ™1
métrixot és alkalmazzuk ra a Gersgorin tételt. Mivel A és B hasonlo, ezért a sajatértékeik
megegyeznek, igy az A sajatértékeire kapunk djabb becslést.

1 00][-12 -1][1 0 0 -1 2 -1
B=DAD '= {0 1 0 2 1 1||0o1 o0fl=] 21 4%
00d|[-11 6][00 % —d d 6

A B matrixra a Gersgorin kérok kézéppontjai és sugarai (r; = 3, ., |bi;[)

Mivel a méatrix szimmetrikus, ezért a sajatértékei valosak, igy a Gersgorin koroknek csak a
valos vetiiletét kell nézniink.

ci-[a-(o+ s (] - [}
6.< (o (= [2-oe)

Gy =1[6—2d; 6+ 2d]

A 6 koriili sajatértékre akkor kapunk jobb becslést a kordbbinél, ha a Gersgorin kére diszjunkt
a tobbitdl és a sugara kisebb, mint korabban. A G sugarét 2d -t minimalizéljuk, feltéve hogy
G4 és G9 nem ér Ossze Gz -mal.

1
1+-<6-2d
+d<

1 1
3+g<6—2d — 2d—3+g<0 — 2> -3d+1<0

Mivel 1+ é <3+ é, ezért elég a méasodik egyenlétlenséget megoldanunk.

3£v9—-8 341 1 1

di2 =

Tehat minimalizaljuk d -t, feltéve hogy % <d< 1.
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d = 0,51 -et valasztva
Gy = {—3—2; 1+ ] — [—4,9608; 2,9608]
Go = [—1 — é ] = [—2,9608; 4,9608]
Gs=[6—2d;6+2d] =[4,98; 7,02]
Latjuk, hogy Gs kolon allo kor, ezért a 6 koriili sajatérték becslése

A3 € [4,98; 7,02].

5. a) Irjuk tdblazatba a Gersgorin korok kézéppontjait és sugarait (R; = > i aig])!

ai | —1[ 1] 4]
Ri[ 3]2]1]
Mivel a megadott matrix szimmetrikus, ezért a sajatértékei valosak, igy a Gersgorin kéroknek
csak a valos vetiiletét kell nézniink.

Gy =[-4;2], Gy=[-1;3], G3=13;5]
tak, ezért nem teljesiil, hogy mindegyik Gersgorin kor tartalmaz egy sajatértéket. Tehat a

sajatértékek becslése
Mg € [-4:2]U[-1;3]U[3:5] = [-4;5].
c) Legyen D = diag(1,1,d) diagonalis métrix, d > 0 paraméter. Szamitsuk ki a B = DAD~1

matrixot és alkalmazzuk ra a Gersgorin tételt. Mivel A és B hasonlo, ezért a sajatértékeik
megegyeznek, igy az A sajatértékeire kapunk tjabb becslést.

1 00][-121][1 0 0 -1 2 2
B=DAD '={0 1 0 2 10|01 0|=] 210
00 d 104|000 2% d 0 4

A B matrixra a Gersgorin kérok kozéppontjai és sugarai (r; = 3, ., |bi;|)

bii | —1]1]4]
ri |2+3]2]d|

Mivel a métrix szimmetrikus, ezért a sajatértékei valosak, igy a Gersgorin kordknek csak a
valos vetiiletét kell nézniink.

~ 1 1 1 1

Gi=|-1—-(2+=);-1 24 )|l =]-3-Z:1+=

= )i ()] gl

Gy=[1-2;1+2]=[-1;3]

Gs=[4—d;4+d]
A 4 koriili sajatértékre akkor kapunk jobb becslést a korabbinal, ha a Gersgorin kére diszjunkt
a t6bbitdl és a sugara kisebb, mint kordbban. A G3 sugardt d -t minimalizaljuk, feltéve hogy
G4 és Go nem ér Ossze Gz -mal.

1 1
1+8<4—d — d—3+g<0 —Sd>-3d+1 <0
3<4—-d — d<1
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A maésodfoku egyenlGtlenség megoldéasa
3+v9-4 3+V56
d172 = =
2 2
3 5 3—+b
dy = +2\[ ~ 2,618034, dp = 2\[ ~0,381966 = 0,382 <d <2,618.
Tehat minimalizaljuk d -t, feltéve hogy 0,382 < d < 1.
d = 0,382 -et valasztva
~ 1 1
Gi=|-3—=;1+4-|=[-5,6178; 3,6178]
d d
Gy = [~1;3]
G3=[4—d;4+d =[3,618; 4,382]
Latjuk, hogy C~?3 kolon allo kor, ezért a 4 koriili sajatérték becslése
A3 € [3,618; 4,382].
6. a) Irjuk tablazatba a Gersgorin korck kézéppontjait és sugarait (R; = > i aig])!

ai | =3 | 4|4
Ri[ 2]1] 3]
A Gersgorin korok
Gi={z€C:|z—(-3)] <2}
Go={z€C:|z—4| <1}
Gs={z€C:|z—(—-4) <3}

Go-t6l, ezért G1 U G3 tartalmaz két sajatértéket és Go egyet. Tehat a sajatértékek becslése
)\173 e G1UGs, X € Go.

c) Az invertalhatosag ekvivalens azzal, hogy 0 nem sajatérték. Ugyanis

det(A—-0-I)#0 <« det(A) #0.
Mivel egyik kor sem tartalmazza a 0-t, igy nem lehet sajatérték, tehat a matrix invertalhato.
Megjegyzés: A Gersgorin tételben a sugar képlete R; = Z#i laij|. Mivel A és AT sajatértékei

megegyeznek, ezért ha AT -ra alkalmazzuk a Gersgorin tételt, akkor a sugar képlete El =
> ki laji|, vagyis oszloponként kell 6sszeadnunk a diagonalison kiviili elemek abszolut értékét.

Igy egy tjabb becslést kapunk a sajatértékekre. Ebben a példaban
Gi={z€C:|z—(-3)| <3}
Gy={zeC:|z—4]<1}
Gz3={zeC:|z—(—4)| <2}
Tehét a sajatértékek becslése

)\1,3 € él U 63, Ay € 62.

Ezzel a becsléssel nem bizonyithat6 az invertalhatosag, mert 0 € él.
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7. a) Irjuk tablazatba a Gersgorin korok kézéppontjait és sugarait (R; = > oz laig])!

ai | 4] 5] 4]
Ri|3[2]1]

Mivel a megadott matrix szimmetrikus, ezért a sajatértékei valosak, igy a Gersgorin koroknek
csak a valos vetiiletét kell nézniink.

415
3|2

Gi=[L7], G2=[37], G3=][3;5]

b) Az A matrix sajatértékei a G; korok unidjaban vannak. Nincsenek diszjunkt Gersgorin
korok, igy
/\1’273 < [1; 7}

c) A fenti becslés biztositja a pozitiv definitséget, garantalja hogy minden sajatérték pozitiv.

5.2.2. Sajatértékprobléma érzékenysége
8. Tekintsiik az A = UDV™* € C"*™ szingularis felbontast és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

U= (ul,...,un) € Cnxn’ V= (Vl,...,Vm) € (mem7
D = diag(o1,...,0.,0,...,0) € C™*™,
r=rang(A), o1 >...>0,>0.

a) Ennek felhasznalasaval irjuk fel az A A* matrixot.
AA* =UDV*(UDV*)* =UDV*VD*U* = UDD*U"
Innen
AA*.-U=U-DD*
AA* - (uy,...,uy) = (ug,...,uy) - DD* = (62uy,...,02u;, 0,...,0),
ami épp azt jelenti, hogy U oszlopai az AA* sajatvektorai.
c) Az AA* sajatértékei

2 2
01y...,0,,0,...,0.

b) A szingularis felbontas segitségével irjuk fel az A*A matrixot.
A*A = (UDV*)*UDV* = VD*U*UDV* = VD*DV*
Innen
A*A -V =V .D'D
A*A - (vi,...,Vvim) = (V1,...,Vm) - D*D = (62vy,...,02v;, 0,...,0),
ami épp azt jelenti, hogy V oszlopai az A*A sajatvektorai.
c) Az A*A sajatértékei

a%,... o2 0,...,0.

y Yrs
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9. Az A = | egységmétrix sajatértékei: A; o = 1. A hozzatartozo6 sajatvektorok:

a) Hatarozzuk meg az A(ec) matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Elgszor szamitsuk ki a
karakterisztikus polinom gyokeit.

:(1—)\)2—82:0, —> )\172:1:|:€

det(A(e) — AT) = ‘1 Al A’

Latjuk, hogy € — 0 esetén A (e) sajatértékei konvergalnak az A sajatértékeihez.

A A = 1+¢ sajatértékhez tartozo sajatvektor meghatarozasahoz keressiik a kovetkezé linearis
egyenletrendszer egységnyi norméju megoldasvektoréat.

R

A )y = 1—¢ sajatértékhez tartozo sajatvektor meghatarozasihoz keressiik a kovetkezd lineéris
egyenletrendszer egységnyi norméju megoldasvektoréat.

EE R

Latjuk, hogy a kapott sajatvektorok nem fliggenek az e értékétsl, igy ¢ — 0 esetén az A(e)
sajatvektorai nem konvergalnak az A sajatvektoraihoz.

b) Hatéarozzuk meg az A(J) méatrix sajatértékeit és sajatvektorait. Mivel A(d) diagonalis
matrix, ezért sajatértékeit az atlojarol olvashatjuk le: A; o = 1 A sajatvektorok meghatarozasahoz
keressiik a kovetkez§ linearis egyenletrendszer egységnyi normaja megoldasvektorat.

061, _o = v ]t
0 0] V7 V1= 1o

Mivel a linearis egyenletrendszer matrixanak rangja 1, ezért nincs masik linearisan fiiggetlen
sajatvektor. Igy & — 0 esetén csak a vy sajatvektort kapjuk meg, va-t nem.

10. Az A =1 egységmatrix sajatértékei: A\j o = 1. A hozzatartozo sajatvektorok:

ae[ =]

Hatéarozzuk meg az A(t) méatrix sajatértékeit és sajatvektorait. El6szor szamitsuk ki a karak-
terisztikus polinom gyokeit.

1+tcos(2) — A t sin(
tsin() 1 — tcos(

)

det(A(t) — AT) = . A‘ _

S+ [N

2 2 2
=(1-X+ tcos(z))(l — A= tcos(;)) — 2 sinz(g) =
2 2
=(1-N)?—¢ cosQ(g) — ¢ sinQ(Z) =(1-N2—t*=0— Mao=1+t

Ellendrizziik a sajategyenletbe valé behelyettesitéssel, hogy a \y = 1+t és Ay = 1 — ¢
sajatértékhez tartozo sajatvektorok
):|7 V2:|: Sln( §:|

Vi= [ZTEE ) — cos(

| =k =
ek [
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Latjuk, hogy t — 0 esetén A(t) — A elemenként, s6t az 1 £t sajatértékek is konvergalnak A
sajatértékeihez. Tekintsiik most a t; = ﬁ, (k € N) nulldhoz tart6 sorozatot, ekkor i = km,

cos(i) = cos(km) = (=1)*, Sin(i) = sin(km) = 0, igy

e [F], el

Ez azt jelenti, hogy k — oo esetén a sajatvektorok divergalnak.

5.2.3. Karakterisztikus polinom meghatarozasara alkalmas mod-
szerek

11. Szamitsuk ki a Fagyejev-féle "trace" modszerbeli Sy -kat k = 1,2 -re.

_[3 4 » [25 24
S

Si=tr(A)=3+3=6
Sy =tr(A2%) =25+ 25 =50
A karakterisztikus polinom egyiitthatoéira
Si+p=0 = p=-5=-6

1
So+p1S1+2p2=0 — py= (SQ +p151) = —5 (50 + (—6) . 6) =—7.

1
2
Az A Kkarakterisztikus polinomja

P(A) =X —6X—T.

12. Szamitsuk ki a Fagyejev-féle "trace" modszerbeli Sy -kat k = 1,2 -re.

21 » [ 9 8
A‘[5 6]’ A _[40 41}

S;=tr(A)=2+6=38
Sy =tr(A%) =9 +41 =50

A karakterisztikus polinom egyiitthatoéira
Si+p1=0 — p=-5=-8
So+p1S1+2p2=0 — py= —% (S2 + p15S1) = —% (50 + (—8)-8) =T.
Az A karakterisztikus polinomja

P\) =AM -8\ +T.
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13. Szamitsuk ki a Fagyejev-féle "trace" modszerbeli Sy -kat k = 1,2 -re.

14 > [25 28
A_[G 6]’ A _[42 60}

Si=tr(A)=146=7
Sy = tr(A?%) = 25460 = 85
A karakterisztikus polinom egyiitthatoira
Si+p1=0 — p1=-5=-7

1 1
Sp4+p1S1+2p2=0 = pr=—o(S2+p151)=—5(8+(-7)7)=-18.
Az A karakterisztikus polinomja

P(\) =X\ -7\ —18.

14. Szamitsuk ki a Fagyejev-féle "trace" modszerbeli Sy -kat k = 1,2 -re.

61 2 [37 12
A‘L 6]’ A _[12 37}

S =tr(A)=6+6=12
Sy =tr(A%)=37+37="14

A karakterisztikus polinom egyiitthatoira
S1+p1=0 — pp=-5=-12
SAPSIE =0 & pr= L (S hpS) =3 (T4+(-12) 12) = 35
Az A Kkarakterisztikus polinomja

P()\) = A% — 12\ + 35.

15. Szamitsuk ki a Fagyejev-féle "trace" modszerbeli Sy -kat k = 1,2,3 -ra.

1 00 1 0 0 1 0 0
A= |4 4 4|, A2=120 16 20|, A3= |84 64 84
00 1 0 0 1 0 0 1

S =tr(A)=14+4+1=6

Sy =tr(A%)=1+16+1=18

Sz =1tr(A®) =1+64+1=566
A karakterisztikus polinom egyiitthatoira

Si+pr=0 — p=-5=-6

1 1
So+p1S1+2p=0 — p2:—§ (SQ +p151):—§ (18+(—6)'6):9

1
S3+p1S2 +p2S1 +3p3 =0 — p3= —3 (S3+p1S2 +p251) =
1 12
=~ (66+(=6) - 18+9-6) = - = —4.
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Az A karakterisztikus polinomja

P(\) =A% —6A% + 9\ — 4.

16. Szamitsuk ki a Fagyejev-féle "trace" modszerbeli Sy -kat k = 1,2,3 -ra.

2 -1 0 5 —4 1 14 —14 6
A=|-1 2 —1|, A2=|—-4 6 —4|, A3=|-14 20 —14
0 -1 2 1 -4 5 6 —14 14

=tr(A)=2+2+2=6
tr(A®)=5+6+5=16
tr(A3) =14+20+ 14 =48

A karakterisztikus polinom egyiitthatoira
S1+p=0 — p=-5=-

1 1
So+p1S1+2p2=0 — p2= 3 (S2 +p1S1) = 3 (16 +(=6) -6) = 10

1
S3+p1S2+p2S1+3p3 =0 — p3= —3 (S5 + p1S2 + p2S1) =

1
= 5 (484 (=6) 16+ 10-6) = —4.

Az A karakterisztikus polinomja

PA) =X —6A2 410X —4=(\—2)(\2 — 41+ 2).

17. Az A =tridiag(B;—1, v, 7y;) matrixra
ap 11 O

0
41 =B ax 7
1 0 B2 o3

pe(A) = (k. = A) - pe—1(N) = Be—1mk—1 - pr—2(A) (K =2,3).

A képleteket alkalmazzuk a megadott matrixra

po(A) =1

p1(A) =1—2X

p2(A) = (4 =A)-p1(A) —=4-0-po(A) = (4 =) - p1(N)
p3(A) = (1= A) - p2(A) =0-4-p1(A) = (1 = A) - p2(N).

A kapott p3(\) az A maétrix karakterisztikus polinomja.
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18.

Az A = tridiag(Bi—1, i, 7;) szimmetrikus matrixra 5, =v; (i = 1,2),

2 -1 0 a1 7 0
A=1-1 2 -1|=|p a 7
0 -1 2 0 ﬁz a3

A karakterisztikus polinom rekurziéja
po()\) =1

p1(A) =1 — A
Pe(N) = (g = A) - pr—1(A) = Br—1Ve—1 - Pr—2(A)  (k =2,3).

e

A képleteket alkalmazzuk a megadott matrixra

po(A) =1

pr(A) =2—A

p2(A) = (2=A) - p1(A) = (=1) - (=1) - po(A) = (2= A) - p1(N) — 1
p3(A) = (2= A) - p2(A) = (=1) - (=1) - p1(A) = (2= A) - p2(A) = p1(N)

A kapott p3(\) az A matrix karakterisztikus polinomja. Készitsiink egy tablazatot, ahova a py
polinomok helyettesitéseit irjuk be. A [0;4] intervallumbél indulunk az intervallumfelezéssel,
majd megfelezziik az intervallumot.

z; | po(w;) p1(z4) p2(z4) p3(x;)

0] I |2-0=1] 2-0).1-1=1 2-0)1-1=1
1 1 |2 4= 2|(@2-4) (2-1=3|2-4-3-(2)=_4
51 1 |2-2=0] 2-2)-0-1=-1] 2-2)-(-1)-0=0

Nem kell tovabb folytatnunk a modszert, mert p3(2) = 0, vagyis a karakterisztikus polinomnak
gyOke a 2.

5.2.4. Hatvanymoddszer és inverz iteracié

19.

A hatvany modszer az A € R™" matrix maximalis abszolut értékid sajatértékének és a hoz-
zétartozd sajatvektoranak a meghatarozasara alkalmas. A modszer egy iterdcidos megoldast
szolgaltat a kovetkezs forméaban.

Legyen xg € R"™ kezdgvektor, ekkor

X :=Axx 1 k=1,2,....

Nézziik meg a modszert a konkrét példankon.
Els6 lépésként el kell késziteniink az xj vektorokat.

(7 —21 [1 5
X1:AXO — X1 = 4 1 . 1 = 5

(7 =27 [5 25
X2:AX1 — Xo = 4 1 . 5 = 95

(7 —27 [25 125
X3 = AXz - X3=1y4 1] |25|~ |125
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Ebbél kozelitést adhatunk a maximalis abszolutértéki sajatértékre. Keretezve jeloljiik a vektor
végtelen normajanak megfelels elemét, melynek pozicidja sziikséges a hdnyadosképzéshez.

] - (1)
_ _[5 m_z 5
Xg = 1], X1 = 5] —> A _x(l)_1_5
- 0
] ] (1)
_ _[25 (2 _ Ty _ 25 _
X1 = 5], X2 = 25] — AN _x(l)_5_5
- - 1
' - (1)
_ 125 (3 _ T3 _ 125
2= 25}’ X3__125] — Al T 0T 2 =5

Tehat a maximélis abszolutértéki sajatérték kozelitése: A\; = 5.

Ellendrizhetjiik a kozelitésiinket. Mivel a sajatérték gyoke a karakterisztikus polinomnak.

PO)=(T-A1-A)+8=0 — P(5)=(T—5)(1-5)+8=2-(-4)+8=07

20. Az elgbbi feladatban ismertetett modszer segitségével oldjuk meg a feladatot, vagyis elss
lépésként el kell készitentink az xi vektorokat.

(1 37 [1 1
X1:AXO — X1 = 45 . 0]:|:4:|
1 3] [1 13
X2:AX1 — Xo = 4 5 : A = 24
1 3] [13 85
X3 = Axz - =1y 5] 247 172
_A R (1 3] [ 8] _[ 601
4T A 74 5] 172 T 1200
_A R _[1 3] [ 601] _ [4201
X5 = A =14 5] 1200 | © | 8404

Ebbdl kozelitést adhatunk a maximalis abszolutértéki sajatértékre.

O ] R ) O i

L L IEO

ol 6 A I
x2::}, x3::1§ﬂ — A§3):zéz;:1212:7.1667
X3 = } X4 = 128(1)] — Ag‘*):g:lf%o—ﬁ.g?m
X4 = ] X5 = gigi] — A§5):i§§:§§8§—7.0033

Tehéat a maximalis abszolutértéki sajatérték kozelitése: Ay = 7.

Koénnyen ellendrizhetjiik a kozelitésiinket, hiszen a sajatérték gyoke a karakterisztikus poli-
nomnak.

PO =1-N5E-XN)—-12=0—P(T)=1-7)(5-7)—12=(=6)-(~2) —12=0 v
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21. Az el6bbi feladatban ismertetett modszer segitségével oldjuk meg a feladatot, vagyis els6
lépésként el kell késziteniink az xy vektorokat.

5 00 1 5
X1 = AX() — x1=1[0 1 2 0 =10
(01 3] |[0] | 0
(5 0 0] [5] [ 25
Xo = AX1 — xXxo= |0 1 2 0 = 0
(01 3] |0] | 0
[5 0 0] [25 125
X3 = AX2 — x3= |0 1 2 0 = 0
(001 3] | O 0
Ebbdl kozelitést adhatunk a maximalis abszolutértéki sajatértékre.
1] 5 (1)
xo=1| 0], x1= 1[0 — /\ﬁl):%:§:5
| 0] | 0 Zo
[[5] 25 (1)
25
x1=1| 0], x2=1 0 — )\?):%2325
| 0 | 0 21
[[25] 125 (1)
125
X = 0f, X3 = 0 — >\§3)=%:§:5
| 0 | 0 L2

Tehét a maximalis abszolutértéki sajatérték kozelitése: Ay = 5.

Koénnyen ellendrizhetjiik a kozelitésiinket, hiszen a sajatérték gyoke a karakterisztikus poli-
nomnak.

PA)=G-N[1-XNB=-A)=-2=0— PB)=(5-5)[1-5)(3-5)—21=0-6=0

22. Az elobbi feladatban ismertetett modszer segitségével oldjuk meg a feladatot, vagyis elss
lépésként el kell késziteniink az xy vektorokat.

3 0 17 [1 4
X1:AX0 — x1=12 2 2 1 = 6

4 2 5] |1 11

(3 0 17 [ 47 [ 23
X9 = AXxq — Xeo= 12 2 2 6 | = |42

(4 2 5| |11 ] | 83

3 0 17 [23] [152
x3 = AxXa — xg= 12 2 2 42 | = | 296

(4 2 5| |83] | 591

3 0 17 [152 1047
x4 = Ax3 — xg=12 2 2 206 | = | 2078

(4 2 5| |591 4155
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Ebbdl kozelitést adhatunk a maximalis abszolutérték sajatértékre.

1 4 (3)
11
xo=| 1], x1=| 6 — MW= == =1
[1] |11 | ) 1
[ 4] (23 7] (3)
x1=| 6], xg = | 42 N A® _ T2 8 g
® 11
[11] ] | 83 1
23 [152 (3)
xg= | 42|, x3 = | 296 — Ag‘”:%:@z?,m
[33] | | 591 zy) 83
152 (1047 3)
41
xs = | 296 |, x3 = | 2078 — AW = % - % ~ 7,03
| [591 | 4155 3

Tehat a maximalis abszolutértéki sajatérték kozelitése: Ay = 7.

Konnyen ellendrizhetjiik a kozelitésiinket, hiszen a sajatérték gyoke a karakterisztikus poli-
nomnak.

PA)=B=-XM)2-XNb6-X)—-42-X)—-4B-N)+4 —
P(MH=B-72-7(6-7-4-2-7—-4-B-7+4 =
=(-40)—4-(-5) —4-(-4)+4=-40+204+16+4 = 0V

23. Els§ 1épésként készitsiik el az xj vektorokat.

1 00 1 1
X1:AXO — X1 = 4 4 4 1 = |12
00 1] |1 1
(10 0] [ 1] 1
X2:AX1 — Xo = 4 4 4 12 = | 56
(00 1] [ 1] | 1
(10 0] [ 1] !
X3:AX2 — Xg = 4 4 4 56 = | 232
(00 1] [ 1] | 1

Vegyiik észre, hogy 3 1épés elegendd a dominéns sajatérték becslésére.

L L (1) x(2) 12
Xp = : x1 = | 12 — N == =12
| 1 L 1 T
[ 1] [ 1] @)
56 14
X1 = . x2= |56 — AP = 5= R 4667
1] | 1] Iy
[ 1] 1 ©)
232 29
Xp = . xz= | 232 s AP =B 0 2 143
- | 2D 56 T

Tehét a maximalis abszolutértéki sajatértékre a sejtés: Ay = 4.
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A sejtés ellendrzésére hasznéljuk a karakterisztikus polinomot.

PAN=01-MN4-N1-XN)—P4)=01-4A-49)(1-4)=(-3)-0-(=3)=0V

24. a) Oldjuk meg elGszor a mar bemutatott modszer segitségével a feladatot.

Els§ 1épésként készitsiik el az xy vektorokat.

2 —17] [1 2
X1:AXO — X1 = 1 9 . 0 = 1

[ 2 —1: : 2 5
X2:AX1 — Xo = 1 9 . _1:|:|:_4:|

2 =171 [ 5 14
X3 = AXz - = o —4]:[—13}

- (1)
_ 1] _[ 2 m_z _2_
*0= 0]’ 1 —1} A B R Tt
- 0
i i (1)

_[[2] _[ 5 @ _ T _5_, 1_
X1 = _1:|7 X2 = _4} — )‘1 _x(l)_2_3 2_2’5
- 1

] i (1)
_[[5] _[ 1 (3 _ 3 _14_, 1 _
X2—__4:|, X3—__13:| — )\1 —xgl)—5—3 5—2,8

Tehat a maximalis abszolutértéki sajatértékre a sejtés: Ay = 3.

b) Mivel szimmetrikus matrixrol van szd, igy alkalmazhaté a Rayleigh-hanyados modszer.
Ebben az esetben is ki kell szdmolnunk az xy vektorokat, igy az el6z6 pontban meghatarozott
vektorokat hasznéljuk fel. A kiilonbség az el6z6 modszerhez képest, hogy ebben az esetben
nem a maximalis abszolut értéki elemet, illetve annak pozicojat alkalmazzuk, hanem az alabbi
skalérisszorzatokat alkalmazzuk a hanyadosok kiszamitasara.

< Zo,T1 > g

< Zo,To > 1

< 14 1
Senw> Mg 1,
<T1,Tr1 > 5 5

< To,x3 > 122 1
SIS T 23— = 2976
< X9,xo > 41 41

Tehat a sejtés itt is A\ = 3, de vegyiik észre, hogy ebben az esetben 3 1épés utdn pontosabb
a becslés, mint az el6z8 modszerrel.

A sejtés ellendrzésére hasznéljuk a karakterisztikus polinomot.

PN =(2-XM?-1-—PB)=(2-3?-1=1-1=0V



5.2. Megolddsok

187

25. a) Az el6z6 feladat megoldasahoz hasonloan elGszor a maximalis abszolutértéki komponensek

hényadosaval oldjuk meg a feladatot, tehat elkészitjiik az x) vektorokat.

X1 = AX()
X2 — AX1
X3 — AX2
X4 = AX3

Vegyiik észre, hogy 4 1épés elegend a dominans sajatérték becslésére.

X0 = 1

X1 = 2

X2 = 12

X3 = 112

— X1 =
— X9 =
— X3 =
— Xq =

[—1
X1 = 2
3

—21
X2 = 12
23

—221
X3 = 112
223
—2221
X3 = 1112
2223

[ 5 -2 4] [1
-2 2 2| |1]=
-4 2 5] [1
[ 5 —2 —4] [-1
-2 2 2| 2
-4 2 5] | 3
[ 5 —2 -4 [-21
-2 2 2| 12
-4 2 5] | 23
[ 5 -2 —4] [-221
-2 2 2| 112
-4 2 5] | 223

CRRNE)
0

(3)
(2) _ Tg

— )\1 = ﬁ
1

(3)

(3) _ T3
2

(3)
(3) _ T4

— N = ﬁ
3

Tehat a maximélis abszolutértékd sajatértékre a sejtés: A = 10.

b) Mivel A szimmetrikus matrix, ezért alkalmazhaté a Rayleigh-hanyados modszer.

—1

—221
112
223

—2221
1112
2223

Ebben az esetben is ki kell szdmolnunk az xy vektorokat, igy az el6z6 pontban meghatarozott
vektorokat hasznaljuk fel. A kiilonbség az el6z6 modszerhez képest, hogy ebben az esetben
nem a maximalis abszolitértéki elemet, illetve annak pozicoéjat alkalmazzuk, hanem az alabbi
skalérisszorzatokat alkalmazzuk a hanyadosok kiszamitasara.

4
S R S
< x0, Xy > 3
soper > M ST o)
<x1,Tr] > 14 7

1114
L L =T 917
< T9,T2 > 114 57

11114
<x3,T4 > _ 5557 — 9,977
< x3,T3 > 1114 557

Tehat a sejtés itt is Ay = 10, de vegyiik észre, hogy ebben az esetben pontosabb a becslés,

mint az el6z8 modszerrel.
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26.

27.

A sejtés ellendrzésére hasznéljuk a karakterisztikus polinomot.
P = (5-X*2-XN)—-86-X)—16(2—A)+32—
P(10) = (=5)2-(—8)—8-(=5)—16-(—8)+32=—200+40+128+32=0 v

Az inverz iteracio lényege megegyezik a hatvany iteracié vezér gondolataval. A kiilonbség
két helyen jelentkezik, az egyik, hogy nem az eredeti métrixon dolgozunk, hanem annak
inverzén. Itt fontos megjegyezni, hogy ebbdl kovetkezfen természetesen az inverz iterécid
csak invertalhatéo méatrixokra miikodik. A masik fontos kiilonbség, hogy nem a legnagyobb,
hanem a legkisebb abszolit értékd sajatérték becsléshez ad segitséget a modszer, ellentétben
a hatvanyiteracioval.

Els6 1épésként hatarozzuk meg a matrix inverzét.
1{-5 3
-1 _ +
AT =7 [ 4 -1 }

Ezt kévetSen a lépések megegyeznek a hatvinymoddszernél megismertekkel, vagyis meghatéaroz-
zuk az xi vektorokat.

17— 5
wente o w=23 3R]
1[-5 3 3
_ A1 — 7| — 19
At = we=g[ T ][] =[]

Ezt kovetSen pedig a mar megszokott médon meghatarozzuk a kozelits sorozat elemeit.

1) 5
_ _[-2 om_=’ -2 5
o= m= T T T
5 37 (1) 3
5 37 3: 3T 38 7 37
xi= || 7], xa= 42} SO NCOJN - R I ) 1
! 1 2 [—Zg P —E 49535

Tehat a sejtés Ao = —
A sejtés ellenérzésére hasznéljuk a karakterisztikus polinomot.
PN = 1-XMNb-)N-12—
P(-1) = (1—(=1)6-(-1)-12=(2-6)—12=0V

a) Elgszor a maximalis abszolutértéki komponensek hanyadosaval oldjuk meg a feladatot.

Els6 1épésként meghatarozzuk a métrix inverzét.

12 1
,1_7
A _3[1 2}

A kovetkezd 1épés az, hogy meghatarozzuk az x) vektorokat.

172 11 J1 2
_ A1 — . —
Xl—A X0 — X1—3_1 2- _0:| |:z:|
172 1] [2 5
X2 A X1 — X2 3_1 2— _§:| |:é:|
172 17 [2 7
— A1 —— 9 | = |2
X3 A X2 — X3 3_1 2- _g:| |:%§:|
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Tehat kozelits sorozat elemei

X0 =

X1 =

X9 =

Tehét a sejtés Ao = 1.

|

aerel g lers] ol

| S
>
=

X2 —

X3 —

M2
%] s
L3
[5
=
L9
F 14
I
L 27

1
RO S
NOR
1
N2 3
L= a1 2
Ty 3
1
RO
L= 5

b) Nézziik meg a Rayleigh-hanyados segitségével.

< xo,T1 >
< Zo,To >
< T1,T2 >
<Ti,r1 >
< Z9,x3 >
< Z9,T9 >

2

2_,_1

3 3

14 1
=1

15 15
122 1
123 123

1

Tehat a sejtés itt is Ao = 1. Mint a korabbi feladatnal is lattuk, a Rayleigh-hdnyados pontosabb
becslést ad, mint az el6z6 modszer.

A rend kedvéért ellendrizziik a sejtésiinket a karakterisztikus polinom segitségével.

5.2.5.

PA)=2-M?°-1—P1)=1-1=0V

Rangszam csokkentés

28. Ellendrizziik, hogy B-nek a 0 sajatértékhez tartozéd sajatvektora vi.

= )\1V1 — (yTV1) V1 = )\1V1 — )\1V1 =0=0- Vi

BV1:(A—Vl-yT)-VlZAV1—V1-yTV1=

Bebizonyitjuk, hogy B-nek a \; sajatértékhez tartozo sajatvektora

Felhasznaljuk, hogy yTvy = A\i, Avy = A1 vy és Avi = )\ - Vi.

u; = Vi —

(A-vi-yT) (Vi -
=Av;—vy-yTvi—

=avi—yTviovi - Y

T
=ANVi—y Vi vi—

=Avi— Y viovei =i (vi—

yTViv
Noon
yivi
Nt
T
Avy + vy - .
A, 1 1Y A
T T
Vi Vi
A‘)\lvl—i—y AIV1-yTV1:
T 3
T T
Y Vi yv
A1vy + V1A=
JVRERAE N VM
T
y A%
V1) = Ay
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29.

Ezzel a bizonyitandé allitast belattuk.
a) Az allitas a Householder transzformécio tulajdonsagabol egyszertien adodik. Mivel
He1 = H(Hvl) = H2V1 = Vi,
HAHe1 = HAV1 =H- )\1V1 = )\1 . HV1 = )\1 €eq,

ami HAH-nak a megadott blokkositasat jelenti. Mivel HAH hasonl6 az A méatrixhoz, ezért a
sajatartékeik megegyeznek. HAH egyik sajarértéke a A1, a tobbi a B megfelels sajatértékeivel
egyezik. Ezzel a feladat els§ részét belattuk.

b) A tovabbiakban tegyiik fel, hogy meghataroztuk a B Ao, ..., A, sajatértékeit és ug,...,uy
sajatvektorait. Ezek segitségével szeretnénk az eredeti A métrix sajatvektorait elGallitani. A

HAH matrix sajategyenlete
MDY [ 6] \ . | B
0 ‘ B uj - u;j ’

Felirva a blokkos szorzasokat, a kévetkezd egyenleteket kapjuk

A Bi+ bl =N B
Bui = )\iui.

Innen f;-t kifejezhetjiik, ha \; # Aq.

bTu;

Bi:>\1_)\i

Ha \; = A1, akkor bTu; = 0-nak kell lennie (mésképp ellentmondast kapunk), ekkor 3; értéke
barmi lehet. Tehat az u; sajatvektort ezzel a 8;-vel kell kiegésziteniink, hogy megkapjuk HAH

sajatvektorait.

uj Ui

H-val balrél szorozva
AH[Bi ] —)\,--H[ﬁi]
uj uj

Ebbdl latszik, hogy A sajatvektorai

5.2.6. Jacobi modszer

30.

A Jacobi médszer célja a matrix f6atlon kiviili elemeinek iterativ eljarassal torténd kinullazasa
tgy, hogy végeredményben a diag(\;(A)) méatrixhoz jussunk. Hogyan is miikodik a modszer?

Szimmetrikus matrixok ortogonalis hasonlosagi transzforméacioval diagonalis alakra hozhatoak,
azaz A szimmetrikus métrixhoz 3 Q ortogonalis matrix, melyre

Q'AQ =D,

ahol D diagonalisaban a matrix sajatértékei szerepelnek, Q oszlopai pedig a megfelels sajatvek-
torok. Olyan ortogonéalis matrixokbol allo (Qy) sorozatot készitiink, amelyre

kli_glle‘Qm---’Qk:Q
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Legyen A? = A és
Ak =Qf - AK1.Qy, k=1,2,...

ahol Qg egy adott (i, j) poziciohoz tartozé forgatasi matrix (i < j), melyre

Qx(i,i) =cosp = c
Qk(i,7) =sinp = s
Qx(j,j) =cosp = ¢
Qk(j,i) = —sinp = —s

A matrix tobbi eleme megegyezik az egységmaétrix elemeivel, tehét a méatrix altalanos alakja
a kovetkezd.

1 0 07
0 1 0 000
: 0 1 0
Qx = S0 0
: 0 1 0
00 0 010
[0 0 0 1|

A ¢ szbg értékét ugy fogjuk meghatarozni, hogy a hasonléségi transzformécié utéan kapott
méatrixra aij) = ag-];) = 0 legyen.
Nézziik meg a konkrét példa megoldésat.

kell kinullazni, vagyis ebben az esetben a Jacobi modszer egy lépésével megkapjuk a pontos
sajatértékeket és sajatvektorokat. Legyen

c s
-]
(n _

Hatérozzuk meg c és s értékét ugy, hogy az A = QT . A - Q matrixra ajy = 0 legyen.

AW —qQTaq = |° _SH—T _éH C S]:
_ [2¢+5s —c—2s . c s|
25— c¢ —s+2¢ -5 ¢ |
[2¢2 + 2s¢ + 252 PR
o s2—c% 252 —2sc+ 2¢2

24 2s¢ s2—¢2
s2—c% 2-—2sc

Mivel o-t tigy valasztjuk, hogy s? — ¢? = cos2p = 0 legyen, ezért ¢ = T lesz.

Igy ¢ = cos § = @ és s =sinj = ? miatt Q és AMmatrix a kovetkezs lesz.

V21 W _ . [30
Q‘2'L&1]’A1_D_b J
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Az A métrix sajatértékei a hasonlosagi transzformacio miatt az A = D méatrix atlojabol
és sajatvektorai a Q oszlopaibdl leolvashatok.

V2 1
A =3, V1:7- 1]
\/5 1
A =1, vZ:2-M

31. Az el6z6 feladat megoldédsaban megismert elemi modszer helyett hasznaljuk annak altalanos
valtozatat, melyben a matrix elemeibdl képlettel szamolhato ¢ = cos(p) és s = sin(p) értéke.
A Qy matrix meghatarozasahoz sziikséges az a( b # 0 érték, mely a forgatési (i,j) poziciohoz
tartozik. A képletek az alabbi Gsszefliggésbdl konnyen szarmaztathatoak.

2 2 R el
(2 —s?) o i cos 2¢p 400
= = = C =
2 ces =Y sinzp 00 TP

v

A trigonometrikus Osszefliggések felhasznélasaval konnyen adédnak a kovetkezd képletek. Ezek
csak kézi szdmolasra alkalmasak, gépi megvalositas esetén egy stabilabb képletet alkalmazunk.

cos2p =

_pr
1+ p?
/1 2
c:=cosp = +COS bt
. 1—0082g0
si=sing = {/——F

Ezeket felhasznalva kénnyen adodik a feladat megoldasa.

(ajj — aii) 3—3

P= o, 24!

cos2p = = 0 =
Vitpr V140

c = cosp= 1—;0:?

. 1-0 V2

s = sinp=4/—— =+

Tehat Q és AN matrixok a kovetkezképpen alakulnak.

V2 [ 11 W _ o _[-2 0
Q_Q'Lﬂl]’Al_D_[OlA

Tehét az A méatrix sajatértékei és sajatvektorai konnyen leolvashatéak az eredmény méatrixok-
bol.
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32. Az el6z6 feladatban megismert képletek segitségével oldjuk meg a feladatot.
(ajj - aii) . 5—4

= :1
P 2'%‘ 2.3
) 1 1
cos2¢ = —
\/1+p T Virl
1+\/ \/2+
c = Ccosp=
1
. =7 V2-v2
§ = slnp= 5 = 5

Tehat Q és A matrixok a kovetkezSképpen alakulnak.

N B, 9-y3
2 2 (1) 2 0
Q=1 i e |0 A TPE 0 92
2 2

Tehét az A méatrix sajatértékei és sajatvektorai konnyen leolvashatdak az eredmény méatrixok-

bol.
9— 2 i 2+v2
A= ; vy = 2
2 _V2-V2
L 2
942 2—2
Ay = , vy = 2
2 2+v2
L~ 2

33. Hasznéljuk a korabbi feladatoknal megismert képleteket a feladat megoldasahoz.

ase — a1 2—-2 T T
T o 2- (1) TR T YT
m V2
c:=Cosp=cos— = —
14 1 2
. .o V2
si=sinp =sin— = —
14 4 2
NG
22 s [t 1o
0 0 1 0 0 V2

Tehat ennek segitségével kiszamitva A

= QT AQ matrixot, adodik a kovetkezs.

11 0 2 -1 0 1 -1
2 2
1):QTAQ:\2[-— 1 o0|-[-1 2 -1 .\Qf.1 1
0 V2 0 -1 2 0 0
3 0 -2
= 0o 1 -2
VBB
2 2



194

5. Sajdtértek feladatok

34.

Latjuk, hogy a Jacobi forgatas utan a diagonalison kiviili korabbi 0 elemek feltoltédnek és
az (1,2), valamint a (2,1) pozicion lesznek 0 elemek. Viszont fontos megjegyezni (a modszer
konvergencia tételének bizonyitasaban egy fontos észrevétel), hogy a k. 1épésben a diagonali-
son kiviili elemek négyzetosszege (N(A®X)) csokken, éppen az AK=1) matrix eliminalando

(k_l))z-tel.

elemeinek négyzetével, vagyis 2 - (a; J

N(A) =4, N(A(l)) =4.-—=2= (a12)2 + ((I21)2

N |

Hasznéljuk a korabbi feladatoknal megismert képleteket a feladat megoldasahoz.

ass — a99 3—3 T s
gy D3 2.9 YT T YTy
s \/§
C .= COS = COS — = -
14 1 2
. in ™ V2
S = S1n = S1n — = —_—
14 1 2
L0 0 V2 0 0
_ Ve e | V2
0 V2 V2 0 1 1
2 2

Tehét ennek segitségével kiszamitva AWM = QT AQ matrixot, adodik a kovetkezs.

N 32 0 V2 00
A(l):QTAQ:\f- 0 1 2 3 2 \f 01 -1 |=
0 -1 02 3 01 1

3 V2 —
= V2 5
-2 0

Latjuk, hogy a Jacobi forgatas utan a diagonélison kiviili korabbi 0 elemek feltoltGdnek és a
(2,3), valamint a (3, 2) pozicion lesznek 0 elemek. A diagonalison kiviili elemek négyzetosszege

(N(A)) csokken (ag3)? + (az2)? = 2% + 22 = 8-cal.

}—‘OEHHO



6. fejezet

Polinom interpolaci6

6.1.

Feladatok

6.1.1. Az interpolaciés polinom Lagrange- és Newton-alakja, hibaja

1.

Tekintsiik az f(x) = \/z fuggvényt és az 1,4, 9 alappontokat.

a) Irjuk fel az interpolaciés polinom Lagrange-alakjat!

b) Irjuk fel az interpolaciés polinom Newton-alakjat!

c) Kbozelitsiik f(2) = v/2-t az interpolaciés polinommal!

d) Becsiiljiikk a hibat az x = 2 pontban és az [1;9] intervallumon!

Irjuk fel az (x;,7;) pontokon interpolalé polinom Newton-alakjat!

| —2|-1] 0[1]2]
yi|-15[—4[-1]0[5]

Hatéarozzuk meg az f(x) = logy(z) figgvényt az 1,2, 4 pontokban interpolalé polinomot (P).
Adjuk meg f(3) kozelitését P(3) segitségével és becstiljiik a hibajat hibaformuléaval!

Hatarozzuk meg az f(x) = /x + 1 figgvényt az 1,4,9 pontokban interpolalé polinomot.
Adjuk meg a hibabecslését az [1;9] intervallumon!

Hatarozzuk meg az f(x) = 2” fliggvényt a —1,0,1,2 pontokban interpoléloé polinomot (P).
Adjuk meg a v/2 racionalis kozelitését P(%) segitségével és becsiiljiik a hibajat!

Hatéarozzuk meg az f(x) = 3% fliggvényt a —1,0, 1,2 pontokban interpolal6é polinomot (P).
Adjuk meg a /3 racionalis kozelitését P(%) segitségével és becsiiljiik a hibajat!

Hatéarozzuk meg az f(z) = cos(w - z) fiiggvényt a 0, %, %, 1 pontokban interpolalé polinomot.

Adjuk meg az f (%) racionalis kozelitését a polinom segitségével és becsiiljiik a hibat a megadott
pontban (hibaformulaval)!

Hatéarozzuk meg az f(z) = sin(r - x) fiiggvényt a 0, %, %, 1 pontokban interpolalé polinomot.

Adjuk meg az f (%) racionalis kozelitését a polinom segitségével és becsiiljiik a hibat a megadott
pontban (hibaformulaval)!

1

Jeloljiik P-vel az f(x) = z-e™" fiiggvényt a 0, 3, %, 1 pontokban interpolélé polinomot.

Lassuk be a polinom kiszdmitasa nélkiil, hogy

1 1
‘f <2> —P (2>’ < 0,0015.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

2 3

Jeloljiik P-vel az f(x) = 2% fiiggvényt a 0, £, 7, 1 pontokban interpoldl6 polinomot. Léssuk

be a polinom kiszamitasa nélkil, hogy
1 1
—|-P(=)|<0,1.

1
3
Adjuk meg az f (%) = @ racionalis kozelitését a polinom segitségével és becsiiljiik a hibajat
a megadott pontban és a [0;2] intervallumon!

Hatérozzuk meg az f(z) = sin(7 - z) fiiggvényt a 0 %, 2 pontokban interpolal6é polinomot.

Hatéarozzuk meg az f(x) = logy(z) fiiggvényt az 1,2,4,8 pontokban interpolalé polinomot
(P). Adjuk meg f(3) kozelitését P(3) segitségével és becsiiljiik a hibajat hibaformulavall

Igazoljuk, hogy ha f € C?[a;b] és Py az a és b pontokban interpolalé polinom, akkor

7() ~ P < 2 (6 - a),

ahol My = || f"|| oo = max{|f"(z)|: x € [a;b]}!

Az f(x) = cos(x) fiiggvény [0;w]-beli értéktablazatat szeretnénk elkésziteni. Adjuk meg a h
lépéskoz értékét, hogy milyen stirtin tegyiik a fliggvény értékeit a tdblazatba, ha a tablazatban
nem szerepld értékekre linearis interpolaciot alkalmazunk és azt szeretnénk, hogy a hiba
10~%-nal kisebb legyen!

Igazoljuk, hogy ha f € C"*![a;b] és P, az n-edfoki interpolalé interpolacios polinom, akkor

Mn+1 n
|f(z) — Pa(x)| < m'h 1

ahol h = max” | |a; — zi_1| és Mpy1 = || fHD)]|o!
Az f(x) = %-i-?) fliggvényt interpolaljuk az {:cgn),xgn), - ,xﬁl”)} kiilonboz8 pontokbol 4ll6 alap-

pontrendszeren, ahol az alappontok kifeszitik a [0; 1] intervallumot, ha n — co. Egyenletesen
konvergal-e az interpoléaciés polinomok sorozata a fliggvényhez?

Az f(z) = 225 fiiggvényt interpolaljuk az {x(()n), xgn)

RS -y} killsnbdz6 pontokbol allg
alappontrendszeren, ahol az alappontok kifeszitik a [0; 1] intervallumot, ha n — oo. Egyen-
letesen konvergal-e az interpoléciés polinomok sorozata a fiiggvényhez?

A P polinom az z1,...,x,_1 pontokban interpolalja f-et, a Q pedig az xo, ..., x, pontokban.

Igazoljuk, hogy
Tl —x

P(x) + - (P(x) = Q(x))

In — X1
az xi,...,Ty pontokban interpolélja f-et!
Jeloljiik fg-val a Lagrange-alappolinomokat.
a) Igazoljuk, hogy Ve e R: >0 lp(z) = 1.
b) Igazoljuk, hogy Va e R: >} xp - lp(z) = .
c) Igazoljuk, hogy Vo e R: > ) (ap)" - lp(x) = 2™
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Tekintsiik a —1,0,1 alappontrendszert és az 1,22, 2* fiiggvényrendszert. Igazoljuk, hogy al-
taldban nem létezik egy adott fiiggvénynek a fenti fliggvényrendszer szerinti interpolécios
polinomjal

Tegyiik fel, hogy f(z) = apa™+ ...+ a1x + ap alaka n-edfoka polinom. Tetszdleges x, . .., Tp
kiilénboz6 alappontok esetén mennyi lesz az f|xo, ..., z,] osztott differencia értéke?

Legyen P egy n-edfoki polinom és zg, ...,z kiilonbdz6 alappontok. Igazoljuk, hogy

VEk>n: flro,...,xx] =0.

Kozelitsiik az f(z) = 2"*! fiiggvényt az wo,...,x, alappontokra felirt interpolaciés poli-
nomjaval! (A polinomot nem kell felirni.) Adjunk hibabecslést, majd ennek felhasznalasaval
igazoljuk, hogy

flzo, - xn] = sz
=0

Az 29 < x1 < 2 < x3 alappontokhoz tartozé Lagrange-alappolinomokat jeloljik £g, £1, fo, {3
-mal. Mutassuk meg, hogy

Vo € [x1;22] 0 l1(x) + lo(x) > 1.

Tekintstik az a < xp < ... <xp <bésac<yy<...<y; <d alappontrendszert.
Legyenek f(z;,y;) adott fiiggvényértékek (i =0,...,nés j=0,...,k).
5-2) (y)-nal a [c;d] -beli alappontokra

felirt Lagrange-alappolinomokat. Készitsiik el az ¢;;(x,y) = Egl)(l‘) 2

J
polinomokat. Igazoljuk, hogy ekkor

Jeloljiik Ez(l)(x)-szel az [a;b] -beli alappontokra felirt és ¢
(y) kétvaltozos alap-

n n

P(z,y) = ZZf(l‘“yJ) ’ éij($ay)

i=0 j=0

z-ben n-edfok, y-ban k-adfoki kétvaltozos interpoléciés polinom.

6.1.2. Csebisev polinomok alkalmazéasa

26.

27.

28.

Kozelitsiik az f(x) = sin(§z), = € [-1;1] fliggvényt elséfokt interpolaciés polinommal,
hogy a kozelités hibdja minimalis legyen a C[—1;1] normaban! Mik lesznek az alappontok
és mekkora a hiba maximuma a megadott intervallumon?

Kozelitsiik az f(y) =y —y, y € [0;2] fiiggvényt masodfoki interpolaciés polinommal, hogy
a kozelités hibdja minimélis legyen a C[0; 2] norméban! Mik lesznek az alappontok és mekkora
a hiba maximuma a megadott intervallumon?

Kozelitsiik az f(y) = cos(y), y € [—3; 5] fiiggvényt masodfokt interpolaciés polinommal,
hogy a kozelités hibaja minimélis legyen! Mik lesznek az alappontok és mekkora a hiba max-
imuma a megadott intervallumon?
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29.

T, T

Tekintsiik az f(y) = 2y +sin(y), y € [—3; 3] fiiggvényt.

a) Hatarozzuk meg a —7, 0, § pontokon interpolalé polinomot (P).

b) Becsiiljiik a hibajat a [-F; 7] intervallumon!
c) Mennyi lenne az elérhets legkisebb hiba a megadott intervallumon, ha az alappontokat
szabadon vélaszthatndnk? Mik lennének az alappontok?

6.1.3. Inverz interpolacid

30.

31.

32.

33.

6.2.

Az xp_1,x) pontokra tamaszkodd inverz interpolacioval kozelitsiik az f(x) = 0 egyenlet
megoldasat. Irjunk fel egy kozelitést az xj.q-re!

Az xg,x1, 72 pontokra tamaszkodd inverz interpolacioval kozelitsiik az f(z) = 0 egyenlet
megoldasat. Irjunk fel egy kozelitést az xs-ral

Az inverz interpolécié elvét alkalmazzuk a sin(3 -x) = % megoldésara! A 0, %, 1 alappontokra
felirt méasodfoki inverz interpoléciét hasznéaljuk. Szamitsuk ki az x5 kozelits értéket!

Az inverz interpolacié elve segitségével az xy, f(x), f'(zk) felhasznalasaval irjon fel egy itera-
ci6s modszert az f(x) = 0 egyenlet gyokének meghatarozasara.

Megoldasok

6.2.1. Az interpolaciés polinom Lagrange- és Newton-alakja, hib4aja

1.

a) Az 1,4,9 alappontokhoz tartozo Lagrange-alappolinomok a kovetkezok:

(x —4)(x—9) 1
lo(z) = aA—91-9) ﬂ(x —4)(z —-9)

f(o) = g~ 1@ e -9)
(x—=1)(x—4) 1
©O-DO-10 —E(:x—l)(a:—él).

Az 1,4,9 alappontokhoz tartozo fliggvényértékek rendre 1,2, 3.

EQ (.73) =

Ezt felhasznalva a masodfoki interpolacios polinom Lagrange-alakja:
Lg(x) =1- fQ(IE) +2- fl(x) +3- gz(m) =

= i - —9)~ = (- D -9+ o (o - iz~ 4).

b) Az alappontok és fiiggvényértékek ismeretében készitsiik el az osztott differencia tablaza-
tot.
zi | f(zi) flri,ziva]  floi, T, Tiga)

1

1
4 9 2-1 _| =
1

Ne)
w
T
N
I
o=
ol
I
|

©
|
ol
T
—

60
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A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az interpolaciés polinom Newton-alakjat.
1

1
Ng(x)zl—i—g(x—l)—@(a:—l)(x—ll)

c) Az f(2) = v/2 kozelitése az interpolacios polinom felhasznélasaval

1 1 1 1 41
No(2)=14+4-(2-1)—=2-1)(2—-4) =1 — = — =~ 1,3667.
22 =1+5C2-1) - - DE-4) =1+ 4+ =~ 1,

d) Az interpolaci6 hibabecslése az = € [1;9] pontban

|f(2) = Py(2)] < 5 lw(@)],
ahol Mz = || f"||oc = max{[f"(z)| : = € [1;9]}.
Szamitsuk ki a képletben szerepld mennylsegeket' Az f(x) = /x derivaltjai
1 1 3
flla)=ga72, [@)=—je72, f"(@)=Za"3
Innen a derivalt becslése
3 .5 31 3
" 2,52 <2_ M
illetve
w@)=12-1)2-4)(2-9) =14
Az x = 2 pontban a hibabecslés
41| _ Ms 3 7
Py(2)] = ) =2 .14="_.
1@ - P2 = V2 g < e = § =]

Szamitsuk ki [|w||eo-t
wz)=(z—1)(z—4)(z—9) = 2> — 1422 + 49z — 36
W'(x) = 32% — 28z + 49
Az w lehetséges szélsGértékei

2841282 —-4-3-49 28414 1447
6 6 3

T12 =

w3

w(7) = (7= 1)(7—4)(7T—9) = —36
(-GG ()= 2

Az x € [1;9] intervallumon a hibabecslés

Innen ||w||s = 36.

.36 ==

O |oolwe
Nej

|f(z) = Pa(a)| < 57 2 Jeolow =
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2. Az alappontok és fiiggvényértékek ismeretében készitsiik el az osztott differencia tablézatot.
zi | f() flzis Tiva] flzis Tiv1, Tito)]
-2 1|—15
—4-(=15) _
-1 —4 —1—(—(2) )—
—1-(-4) _ —11 _
0 -1 075713 =3 0—(—2) — -
0—(—1) _ -3 —1—(—4) _
0 o =1 -(-1) — -1 — 72)) —
5-0 _ 5—1 _ 2—(=1) _ -1 _
2 -1=9 20 =2 2—(1) — 1 2—(=2) — @
A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az interpolacios polinom Newton-alakjat.
Ny(z) ==15+11(z+2) —4(z+2)(z+ 1)+ (z+ 2)(z + 1)z =
=15+ 11z +22 —42® — 122 — 8+ 2° + 32® + 22 =
=23 -2’4z -1
Mivel az interpoléacios polinom fiiggetlen az alappontok sorrendjétsl, ezért azokat forditva is
felirhatnank. Az 4j Newton bazisban az egyiitthatok a fenti tablézat legals6 sordban szerepel-
nek, igy az 1j Newton-alak
Ny(z)=5+5b(r—-2)+2(x—-2)(z—1)+ (x —2)(z — 1)z =
=5+52—10+22% — 6 +4+ 2% — 322 + 22 =
=2 -2+ —1.
Latjuk, hogy ugyanazt a polinomot kaptuk.
3. Az 1, 2,4 alappontok és a 0, 1, 2 fliggvényértékek ismeretében irjuk fel az interpolaciés polinom

Newton-alakjat. Ehhez készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

wi | flxi) fleozia]  floes zi, 2igo]
1
U =[
1
2-1 _ 1 5—1 1
412 im=r e

A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az interpolaciés polinom Newton-alakjat.

P@):Nﬁ@:ﬂu4xf1yfé@4¢xx7m

Az f(3) = logy(3) kozelits értéke az interpolacios polinombol

Mivel f(x) =

P(3) = Na(3) =0+ (3—1)— = (3—1)(3—2) = —%zg
Az x = 3 pontban a hibabecslés
M.
F3) = PE)| < 5 lw)],
ahol [w(3)|=13—-1)(3—-2)(3—4)] =2.
logy(z) = %, igy az f derivaltjai
! _ 1 -1 " 1 —2 " 2 -3



6.2. Megolddsok 201

ahonnan z € [1;4] esetén a becslés

2 2

@)= mne S he =M

A kapott értékeket a hibabecslésbe helyettesitve

@ 2
In(2
3!2_3mm“Q%

If3) = PR <

4. A feladat megoldésa az 1. feladat alapjan gyorsan felirhato. A fliggvényértékek eggyel néttek,
de az osztott differencia tabldzatban csak az elsé bekeretezett elem valtozik 2-re.

1 1
No(x) :2+§(z—1)—@(x—1)(x—4).
Az x € [1;9] intervallumon a hibabecslés
@)~ Pa(o)] < 2l = 33— 2
A= g e TG TR Ty
5. A —1,0,1,2 alappontok és az %, 1, 2,4 figgvényértékek ismeretében irjuk fel az interpolacios

polinom Newton-alakjat. Ehhez készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

T f[SUz', l‘i+1] f[SUz', Ti41, ﬂfi+2]

f(xi)
1
_1{£

-1 -1 |1

1 2 1-0 — 1 17(721) 14

2 | 4 -2 _ 9 2-1 _ 1 -1 |1
-1 2-0 — 2 2-(-1) ~ |12

A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az interpolaciés polinom Newton-alakjat.

P(:n):Ng(:r):%—I—%(x%—1)+%($+1)m+%(x+1)x(1‘—1)

Az f(3) = V2 kozelits értéke az interpoléciés polinombol

P L —1+1 1+1 +1 1+1 1+1 1+1 1 1—1 =
2/ 2 2\2 4\2 2 12\2 2\ 2 -
1

5.3 3 1B B 06

ahol



202

6. Polinom interpoldcio

Mivel f(z) =2 = e*(@) igy az f derivaltjai

ahonnan z € [—1; 2] esetén
|fD ()] < (In(2))* - 2* = 4(In(2))* = My.
A kapott értékeket a hibabecslésbe helyettesitve

A —1,0,1,2 alappontok és az %, 1, 3,9 fliggvényértékek ismeretében irjuk fel az interpolacios
polinom Newton-alakjat. Ehhez készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

zi | flzi)  flei, ] floe, T, Tt
H
1 -
3
-1 2
0 -1 ~ |3
3—1 _ 22 . 2
1 3 1-0 — 2 1— —31) -
9-3 6-2 2-32 4
2 9 =1 =0 3= — 2 27(731): 9

A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az interpolaciés polinom Newton-alakjat.

P(x):Ng(x)z%—i—;(m‘—i—l)—&-g(x—i-l):c—&—%(x—i-l):c(x—l)

Az f (%) = /3 kozelits értéke az interpolacios polinombol

P1—1+2 1+1 +2 1+1 1+4 1+111 1) =
2/ 3 3\2 3\2 2 9\2 2\ 2 B

_1+1+1 1 10 5
3 2 6 6 3

Az x = % pontban a hibabecslés

/()7 ()= %k 6)
<EIG) G G-

Mivel f(z) = 3% = e*®) | igy az f derivéltjai

9
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ahonnan = € [—1; 2] esetén
[fD ()] < (In(3))* - 3* = 9(In(3))* = M.
A kapott értékeket a hibabecslésbe helyettesitve

()7 @), 9 _ 2TE)T o s

2 4 16 128
7. A0, %, %, 1 alappontok és az 1, %, —%, —1 fiiggvényértékek ismeretében irjuk fel az interpola-
ciés polinom Newton-alakjat. Ehhez készitsiik el az osztott differencia téablazatot.
zi | f(wi)  flwi, xi] flzis i1, igo)]
0
1 1ot |3
3 2 %_0 9
2 . _2%_1% =-3 _32_(_%) = _9
3 2 573 530 4
T ) R T ol ) IO S ot D N
17§ -2 17% 4 1-0 7|9

A tablazat bekeretezett értékei segitségével megkapjuk az interpoléacios polinom Newton-

alakjat.
3 9 1 9 1 2
P _= (\/ :1—7 —_ = — - — [ - —
(fU) 3(5U) 5 z 4:13 (96 3) + 5 x <:1: 3> <:c 3>

s
6
1 1 1/1 1
p(1)_y 31 9 1/1 1) 0 1/1 1)/l 2\ _
6 2 6 4 6\6 3 2 6\6 3 6 3

—1 1+1+1—7~0875
- 416 16 8 7

Az x = é pontban a hibabecslés

(0=
QBG-H6-DG--

Mivel f(x) = cos(m - x), igy az f derivaltjai

ahol

f'(z) = —7 - sin(r - 1)
(@) = —(m)* - cos(r - x)
J"(@) = (m)? - singr - 2)

FO () = (m)* - cos(m - @),

ahonnan x € [0; 1] esetén
|fD ()] < (1)* = My,

A kapott értékeket a hibabecslésbe helyettesitve

1 1 (m)* 5
“)—P(=)| < %0,04
1(3)-7(5)]< T m=oos
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8. ANO, %, %, 1 alappontok és a 0, %, %, 0 fiiggvényértékek ismeretében irjuk fel az interpolacios
polinom Newton-alakjat. Ehhez készitsiik el az osztott differencia tablézatot.

i | f(xi)  fleo, i) floi, Tig1, Tigo]
0| [o]
1
1 1 50
6 2 z_o :
5| 1 373_g o3 _|_18
6| 2 -5 g0 | 5
0_1 o 18 18
1 0 =t =3 13110:_% 51—(0 5):@
6 6

A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az interpolaciés polinom Newton-alakjat.

pmozNﬁ@=3”‘?x<x_é>

Az f (%) =cos(3) = @ kozelits értéke az interpolacios polinombol

p(iyos. L B8 171 1) _
3 3 5 3\3 6
=1 f—é—OS
5 5 77
Az x = % pontban a hibabecslés

)-r ()l
O-BG-HE-D6--5

Mivel f(z) = sin(7 - x), igy az f derivaltjai

ahol

f(x) =7 - cos(nm - )
() = —(x)? -sin( - )
f"(x) = —(m)* - cos(m - z)
fO (@) = (m)" - sin(m - ),

1 1 (m)* 1
—|-Pl=)| <~ .—=0,1127
1(3)-r ()| G =0
9. Nézzik az x = % pontban a hibabecslést

) =)
O BG-DE-DG--

ahol
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10.

11.

Mivel f(z) =z -e™ %, igy az f derivaltjai

fl@)=e®—2-e*=(1-12)-e"
ffz)=—e*—(1-2)-e"=(x—-2)-e"
f"(x)=e®—(z—-2)-e"=B—xz)-e"
()

ahonnan z € [0; 1] esetén
@) <4 =4 =y

A kapott értékeket a hibabecslésbe helyettesitve

1 1 4 1 1
“)-P(z)| <= -~ =—~0,001157.
‘f(2> P(Q)‘_ZL! 142~ ga ~ 000117

Ezzel bizonyitottuk az egyenlStlenséget.
Nézzik az x = % pontban a hibabecslést

/()G = Tk

OEG-DE-DE-%

Mivel f(z) = 2%, igy az f derivaltjai

f'(z) = 62°
f"(z) = 30z*
" (z) = 12023

@ (z) = 36022,

ahonnan z € [0; 1] esetén

|F D (2)| < 360 = M.
A kapott értékeket a hibabecslésbe helyettesitve

1 1 1 3 3
fl=)-pr 37360. =—<—=0,1.
2 2 4! 160 32 — 30

Ezzel bizonyitottuk az egyenlStlenséget.

A 8. feladat eredményeit fel tudjuk hasznélni az 6sszehasonlitashoz. A kapott polinomban z

helyére 5-t frva megkapjuk az interpolaciés polinomot.

Ellendrzésképpen készitsiik el az osztott differencia tablazatot a megadott adatok alapjan.

zi | f(@i) flovi, wipa]  flri Tigr, Tigo)
0| [0]
1|1 30 _ |3
3 2 %_0 19
5 1 =3 g &3 _|_9
302 3-3 30 10
0—3 3 —30 9 —15-(=15)
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12.

A tablazat bekeretezett értékei segitségével megkapjuk az interpoléaciés polinom Newton-

alakjat
3 9 1
P(z) = N =—zr— — - =
(@) = Nata) = 32 = fyo (2= 3 ).
mely egyezik az 8. feladatbol § helyettesitéssel kapott eredménnyel.

Az f(3) = cos(%) = § kozelits értéke az interpolécios polinombol

p(2)_.3.2_9 2(2 1) _
3/ 23 10 3\3 3/

Az x = % pontban a hibabecslés
2 2 My 2
—_PlZ) <22 z
1(3)-r ()< )
2 2/2 1\ /2 5\ /2 2
wl=)l=1zz==](z==([z-1])|==.
261G G5 Gl =

o= (5) in ()

ahol

Mivel f(z) = sin(

SE]
.
03\
<

ahonnan z € [0;2] esetén

@< (5) =

A kapott értékeket a hibabecslésbe helyettesitve
1 1 (T 2
)Pz ) <2 S x 188.
HOREOIEE o S

A feladatot a 3. feladat felhasznaléséaval oldjuk meg. Egy 1j alappontunk van, amivel az osztott

differencia tablazatot kiegészitjik, majd a Newton-alak rekurzidojat felhasznalva felirjuk az
interpolaciés polinomot.

xi | f(xi)  flaei, i) flos, Tig1, i)
1] [o]
2| 1 ==

4l 9 2m1_1 31 _|_1
4-2 7 2 4—-1 — 6
1 1 1 1
8 3 3—2 1 13 __ 1 _ﬂ_(_g) _ 1
8—4 — 4 8—-2 24 8—1 - 56

A Newton-alak rekurzi6jabol

P(x) = Na(z) + % (&= 1)(x—2)(x—4) =

:0+($—1)—%(a:—1)($—2)+%(m—l)(m—?)(w—@.

Az f(3) = logy(3) kozelitd értéke az interpolacios polinombol
)

P(3) = Na(3) + % (B-1B-2E-9)=2- % ~1,6309.
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13.

14.

Az x = 3 pontban a hibabecslés

78) — P3)| < 24 w(3)],
ahol [w(3)| = (3 — 1)(3 — 2)(3 — 4)(3 — 8)| = 10
Mivel f(z) = logy(x) = a3, ezért
V@) =
ahonnan z € [1; 8] esetén
/@) = o < = M,

~ 24In(2) T In(2)
A kapott értékeket a hibabecslésbe helyettesitve

In(2) 5
16) = P3| < BT 10 = 52 ~ 3,606
Nézziik a linearis interpolécié hibabecslését
Mo

@) = Pio)] < ()],

ahol w(z) = (x — a)(x —b).

Mivel w egy parabola, ezért a szélsGértékét az x = “T‘H’ helyen veszi fel.

at+b\| _|(atb N (atb N\|_(b-a 2
A2 ) T2 T T — 2
Tehit [lw]|o = L5

Folytatva a hibabecslést a bizonyitand6

[f(z) = Pi(2)| < == - (b—a)?
alakot kapjuk.
A 13. feladatbeli eredményt hasznaljuk a megoldashoz. Jeloljiikk h-val az egyenletes felosztas
lépéskozét, azaz h = xp — xp_1 V k-ra.
Mivel f(z) = cos(x), igy a méasodik derivalt becslésére My = 1-et kapunk.

Az [xg_1; xg] intervallumon a hiba

M. h?
@) = Pi(a)| < =5 0P =
A 10~6-n4l kisebb hibahoz

2

h
g < 107% & h<v8-1073 ~0,0028.

Kevesebb felosztas is elegendd, ha nem egyenletes felosztast valasztunk. Mivel My = 1 éles
becslés a [0; 7] intervallum szélein, ezért ott ezt az intervallum hosszat tartanunk kell.

Ahol | cos(z)| < n—lz, ott n - h lehet a lépéskoz, tehat elhagyhatunk osztopontokat.
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15.

16.

Az interpolécioé hibabecslése x € [a; b]-re

Tehét elég belatnunk, hogy
n! 1
lw(z)| < Zh”+ vV x € [a; b].

Rogzitsikk a k € {1,...,n} indexet, melyre x € [zp_1;xk].
h2
(&= an) (e —m)| <
az xp_1,7 zérushelyekkel rendelkezd parabola szélsGértéke. A tobbi tényez6t kiilon-kiilon
becsiiljiik.

|z — xp—a| < 2h

|z — x| < (k—1)h
| — xo| < kh
|x — z11] < 2h

|t —zp| < (n—k—1)h

A becsléseket felhasznalva

hn+1 n+1

lw(z)| < kle(n—k—-1)1<

-n!

Ezzel az allitast belattuk.

Irjuk fel az f(z) = :clﬁ fiiggvény derivéltjait.

fllay=—(@+3)7% flla)=2-(z+3)7° f"a)=-6-(z+3)7"...
Teljes indukciéval belathato, hogy

B (@) = (=DF k! (x4 3)" kD = M k € N.
(z +3)k+1
Az interpolacié hibabecslését felhasznalva
@) = Lu(o)] € ool
ahol
Mipr = 7% oo = mase{ /1 (€)] € € 0; 1)) = "t )

esw(z) =[["y(x — wl(n)) Mivel |z — xgn)] <1, Vi=0,...,n, ezért

wz)| =[]z -2 < 1.
1=0

A kapott eredményeket beirva a hibabecslésbe

@) = Lofa)l < Gy = g =0 (0 ),
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17. Keszitsiik el az f(z) = Iff;;} 5+6 racionéalis tortfiiggvény parcialis tortekre bontasat.
Ellenérizziik, hogy
(@) 245 1 . 1
) = = .
224+5x+6 =+3 z+2
Irjuk fel az f(z) = ﬁ és f(x) = ﬁ fiiggvények derivaltjait.

fllo)y=—(@+3)7% f'@)=2-(z+3)7°, ["(&)=-6-(z2+3)7",...

Teljes indukciéval belathatd, hogy

FB () = (=DF k! (z+3)" R = m ke N.
Hasonléan 1)
FE () = (=DF k- (x4 2)" R = m ke N.
Az interpolacio hibabecslését felhasznalva
@) = Lu(@)] € ot lo(a)l,

ahol

n n 1 1
M1 = || /" oo = max{[f"H(€)] : €€ [0; 1]} = (n+1)! <3n+1 T 2n+1>
ésw(z) =] (x — xl(n)) Mivel |z — J:Z(n)| <1, Vi=0,...,n,ezért
wi@)| =]z - ="l <1.
=0

A kapott eredményeket beirva a hibabecslésbe

(n+1)! [ 1 1 1 1
[f(x) = Ln(z)| < (n+ 1) \ 3n+t + ont1 ) ~ 3ntl + ontl * 0 (n — o).

18. P(zx) = f(xgx) V k€ {l,...,n— 1}, mivel P az z1,...,x,_1 pontokban interpolalja f-et.
Qxg) = f(zr) VY k€{2,...,n}, mivel Q az x9,...,x, pontokban interpolalja f-et.

Legyen
r1—

(P(z) — Q).

Ellenérizziik, hogy interpolal-e az x1, ..., z, alappontokban.

Ip — 1

R(a1) = Pla) + = L (Pan) = Q1)) = P(a1) = f(1)
=0
ke{2,...,n— 1} esetén
1 — Tk

R(xy) = Pxr) + ) (P(xy) — Qxy)) = P(xy) = f(ax)

=f(zr)—f(2x)=0

D (Plag) - Qan)) =

Typ —

R(zy) = P(zy) +

Tp — T1
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19.

20.

21.

22.

a) Az interpolacié pontos az f =1 fiiggvényre, irjuk fel a Lagrange-alakot.

1=f(z)=Ln(x) =) 1-ly(z)=1 VzeR
k=0

b) Hasonlban, az interpolacié pontos az f(x) = x fiiggvényre. Irjuk fel a Lagrange-alakjat.

x=f(x) =Ln(x) =) ap-lp(z) Yz eR
k=0

c) Hasonloan, az n + 1 alappontt interpolécios polinom pontos az f(x) = x™ fliggvényre.
Irjuk fel a Lagrange-alakjat.

2" = f(x) = Ly(x) = Zajﬁ Ap(xr) VzreR
k=0

Tegyiik fel, hogy az interpolacios polinom P(z) = pex* + p12? + po alaku. Irjuk fel az inter-
polécios feltételeket.

P(=1)= py-(-1)* +p1- (=)’ +po=p2+p1+po= f(-1)
P(0) = po=  f(0)
P(1) = pr- (D) +pi- (D)2 +po=p2+pr+po= f(1)
Latszik, hogy ha f(—1) # f(1), akkor ellentmond6 egyenletrendszert kapunk, melynek nincs

megoldasa. Példaul paratlan fiiggvényeket nem tudunk interpolalni az 1, 2%, 2* fiiggvényrend-
szerrel.

Az f(x) = apa™+. . .+ar1x+ag alaka n-edfoka polinomnak az xo, . . . , x,, kiilonb6z6 alappontok
esetén felirt interpolécids polinomja azonos 6nmagéaval, azaz

Az flzg,...,zy,] osztott differencia a Newton-alak f6egyiitthatoja, igy

f[xOV"axn] = Qnp.

A P egy n-edfoki polinom, k > n és xo, ...,z kiilonbézé alappontok esetén a hibaformula

pk+1)
W_l(f')w(x) =0 VzeR.

P(x) = Ly(x) =
Tehat P(x) = Li(z) = Ni(x), igy a Newton-alakban

Vk>n: flxo,...,xE] = 0.
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23.

24.

25.

Legyen f(z) = 2! és P az xy,. .., , alappontokra felirt n-edfoki interpoléciés polinom. A
hibaformulabol
(41 (€) (n+1)!

2 P(@) = o (o) = g wla) = w(@)
Hasonlitsuk 0ssze az z"-es tagok egytitthatdjat.
Bal oldalon a Newton-alakbol: — f[zo, ..., zy],
mig jobboldalon az w(x) = [[;_q(x — x)) -bol: —> 7" x;,
igy

flzo, .. xn] = sz
=0

Az xg < 1 < xy < x3 alappontokhoz tartozoé Lagrange-alappolinomokat £g, ¢y, f2, ¢35 -mal
jeloljiik. Az interpolacié pontos az f = 1 fliggvényre, irjuk fel a Lagrange-alakjat.

3
1=f(x)=Ls(x)=> 1-L(z)=1 VzeR
k=0

Tehét
go(.%’) + 51(.%‘) + gg(l‘) + €3($> =1.
Be kell latnunk, hogy
Vo € [z1;m0] 0 l1(x) + lo(x) > 1.
Ehelyett a vele ekvivalens
Vo € [z1;22] 0 lo(x) + 43(x) <0
egyenlGtlenséget latjuk be. Hasznaljuk a két széls§ Lagrange-alappolinom képletét.
lo() + fa(z) = (r —x1)(x — x2)(x — x3) n (x —xo)(x — 1) (x — 22) _
(@0 — @1)(z0 — @2) (w0 — 23) (w3 — wo)(w3 — @1) (23 — @2)

_ (@ —m)(z —x9) <( T — 13 R k) )

(zo — x3) zo — 21) (w0 — x2) (w3 — 21) (23 — 2)
(= mz) (22 — 1) —(z3 — 1) —(z — xp)
 (z3—0) (21 — o) (22 — 20) * (3 — 1) (23 — 72) =0
>0 <0 <0

A fenti atalakitasbol latszik, hogy az [z1;x2] intervallumon az els§ tényezd nem negativ, a
mésodik pedig negativ. Ezzel a bizonyitand6 allitast belattuk.

Legyen i,s € {0,...,n} és j,t € {0,...,k}, az egyvaltozos Lagrange-alappolinomok tulajdon-
sagat felhasznéalva

1 2
lij(@s ) = 0 () - é M) = bis - 051,
ahol d0;5, 0j; a Kronecker szimbolumokat jeloli (vagyis ¢ = s illetve j = t esetén lesz egy az
értéke, minden mas esetben nulla). Ellendrizziik a polinomra az interpolacios feltételeket.

P(x&yt) = ZZf(wi,yj) 'gij(xsvyt> =

i=0 j=0

:sz(x“yj) '5is'6jt:f(x87yt)
i=0 j=0

s=0,...,n, t=0,...,k
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Ezzel bebizonyitottuk, hogy a kétvaltozos interpoléciés polinom eleget tesz az interpolacids
feltételeknek.

6.2.2. Csebisev polinomok alkalmazasa

26.

27.

A lineéris interpolacié miatt két alappontra van sziikség. Ahhoz, hogy a hiba minimalis legyen
tgy kell valasztani Sket, hogy a Ty (z) = 222 — 1 masodfoki Csebisev polinom gydkei legyenek.

gy

a keresett alappontok.

Szamitsuk ki a hibabecslésben szereplé mennyiségeket.

w@) = @=zo)@—o1) = 5 Tol@) = [wlloo = 5 ITolle = 5

f'(@) = —sin(z) = [f'llec=1=M

A hibabecslés [—1; 1]-en

(@) = Pi(2)] < Mo - [w]loo < ~.

\)

A mésodfoku interpolacié miatt harom alappontra van sziikség. Ahhoz, hogy a hiba min-
imélis legyen tgy kell valasztani 6ket, hogy a harmadfoku Csebisev polinom gyokeit a [0; 2]
intervallumba transzforméaljuk.

A rekurziobol T3(z) = 2z - (202 — 1) — & = 42 — 3z a harmadfoku Csebisev polinom, melynek
gyokei

A p(x) =z + 1 eltolas a [—1;1] intervallumot a [0;2] intervallumba képezi, ezt alkalmazzuk
a gyokokre. Igy y; = ¢(x;), azaz

&

V3
w=-5tL n=1L p="-"+1

a keresett alappontok.

Szamitsuk ki a hibabecslésben szereplé mennyiségeket.

)= =)= -1 = Tl @) = el =

") =6 = |If"llec=6=Ms

A hibabecslés [0; 2]-n

M; 1
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28.

29.

A masodfokt interpolécié miatt harom alappontra van sziikség. Ahhoz, hogy a hiba mini-
maélis legyen tgy kell vélasztani 6ket, hogy a harmadfokt Csebisev polinom gyékeit a [—3; 5]
intervallumba transzformaljuk.

A rekurziobol Ty(x) = 2+ (222 — 1) — 2 = 423 — 3z a harmadfoka Csebisev polinom, melynek
gyoOkei

Ap(x) = gm fiiggvény a [—1; 1] intervallumot a [—F; 7] intervallumba képezi, ezt alkalmazzuk
a gyokokre. Igy
V3 V3
yo=——7m, =0, y2= TW

a keresett alappontok.

Szamitsuk ki a hibabecslésben szereplé mennyiségeket.

m\3 1 1 w3 w3
ww)=(3) 1D W) =5 > lwlo=12
) =sin(y) = | =1=Ms
A hibabecslés [-7; §]-n
Mg 3
— < 2. o < — =0,16.
1f(y) = ()l < 57 - llwlles < 755 ~ 0,16

Tekintsiik az f(y) = %y +sin(y), vy € [—5; 5] figgvényt.
a) A —3,0, 5 alappontok és —2,0,2 fiiggvényértékek ismeretében készitsiik el az osztott
differencia téblazatot.

vi | fwi)  flyovie]  flyi Yic1, visol

=

0-(-2) _|4
R e
4 4
s 2-0 _ 4 T r
2 2 TO0 T (-1) —@

A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az interpolaciés polinom Newton-alakjat.

4

Ply)=Naly) = -2+ = (34 53) =2y

Mivel az eredeti fiiggvény péaratlan és az alappontok a nulldra szimmetrikusan helyezkednek
el, ezért nem meglepd, hogy a masodfoku interpolaciés polinom valdjaban elsGfoku.

b) Az interpoléacio hibabecslése az y € [-F; §] pontban
M3
[f(y) = Pl = 5 lw(y)];
ahol
[f" (W)l = | = cos(y)| < 1= M
Szamitsuk ki ||w]|co-t.
o=+ D) -0 (y-3) = - =
Yy)=1Y B Y Y 5) = Y 1 Y
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Az w lehetséges szélsGértékei

( T ) T <7T2 7r2> 3
wl—=|=—"—=(7=—-——]=-

V12 V12 \12 4 12v/3
Innen ||wl||eo = 1;\3/5 ~ 1,49.

Az y € [-7; 5] intervallumon a hibabecslés

1 73
6 123

¢) A masodfoka interpolaci6 miatt harom alappontra van sziikség. Ahhoz, hogy a hiba
minimélis legyen gy kell vilasztani 6ket, hogy a harmadfokti Csebisev polinom gyokeit a
[—75; 5] intervallumba transzformaljuk.

17() ~ P)] < 5wl =

~ 0, 2486.

A [—1;1]-en értelmezett Csebisev polinom rekurziojabol Ts(z) = 2z - (222 — 1) —x = 423 — 3z
a harmadfoku Csebisev polinom, melynek gyokei

A o(x) = 5 - x fiiggvény a [—1;1] intervallumot a [—F; 7] intervallumba képezi, ezzel transz-
formaljuk a Csebisev gyokdket a [—2; ] intervallumba. Igy

T 202
V3 0 V3
= ——17 = = —17
Yo 4 Y1 Y2 1
a keresett alappontok.
Szamitsuk ki a hibabecslésben szereplé mennyiségeket.
m\3 1 1 73 w3
ww)=(3) 7 BE W) =5 = o= 3
A hibabecslés y € [-F; T]-re
M3 7'l'3
> < =2 < —=0,16.
7) = PO < 52 - ol < 102 0,16

6.2.3. Inverz interpolaci6

30.

Az f(xr—1), f(xr) alappontok és az xy_1,x) fliggvényértékek ismeretében készitsiik el az f
inverzének a kozelitéséhez az osztott differencia tablazatot.

zi | [N () S i, i)

f (k)

flar-) | o1 050 =

1
fler—1, 1]
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31.

32.

Az interpoléaciés polinom Newton-alakja

Qy) =z + (y — f(xr))

flrk—1, 7]
Mivel f(z*) =0 < f71(0) = x*, ezért a gydk 1j kozelitése legyen

f(zy) f (@) (@) — xp-1)
x =0Q0) =z — =Tk — .
b1 = Q) = o flon—noe] 7 flaw) = flaemn)
Az x_q kozelitést hagyjuk el, és folytassuk az xy, xi11 pontokkal. A kapott képletben rais-
merhetiink a szel6 moédszerre.

Az g, 21,79 alappontok és f(xg), f(x1), f(z2) fiiggvényértékek ismeretében az f~! alap-
pontjai f(zg), f(x1), f(z2) és a fuggvényértékei xg, x1, x2. Készitsiik el az osztott differencia
tablazatot.

zi | f(@) Mm@ F s zign, wiso)
f(zo) | [0]
Tr1 — X0
) | ) = )
. s fa) ~ Te)-fae
I e fla)—f@)

Az interpoléaciés polinom Newton-alakja
X1 — X0
f(a1) = f(zo)
Mivel f(z*) =0 < f71(0) = x*, ezért a gydk 1j kozelitése legyen
f(xo)(x1 — 21)
f(@1) = f(zo)
Latjuk, hogy a kapott modszerrel a szel6 mddszer 1épését korrigaljuk egy taggal.

Q(y) = zo + (y — f(20)) + K(y — f(20))(y — f(z1)).

T3 :— Xy —

+ K - f(xo) f(21).

Tekintsiik az f(xz) = sin(fz) fiiggvényt. A 0, %,1 alappontok és a 0, 1,1 fiiggvényértékek

’» 9
ismeretében az f~! alappontjai 0, %, 1 és fliggvényértékei 0, %, 1. Készitsiik el az osztott dif-
ferencia tablazatot.

wi | flz) [, wia] f @ v, wigo)

0 [ [o]

1 50 _|2
0 _
3 75 3

Az interpolacios polinom Newton-alakja

Q(y)=§y+§y<y—;>-

N[ =

SIS
|
ol

Il

—_
=
T
o
[SVIN )
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33. Adottak zy, f(xr) =: yx és f'(zx). Kozelitsiik f~!-et az els6foki Taylor polinomjaval.

P(y) =M uw) + () )y — ue) =

1
TR A

1
Flan) (y — f(xr))

Mivel f(z*) =0 < f71(0) = x*, ezért a gydk 1j kozelitése legyen

_ f(=e)
f' (@)

A kapott képletben raismerhetiink a Newton modszerre.

Tit1 = P(0) = x,




7. fejezet

Hermite-interpolacio

7.1.

10.

Feladatok
[rjuk fel azt a negyedfoki polinomot, melyre P(0) = P'(0) = 0, P(1) = P'(1) = 0és P(2) = 2!

[rjuk fel azt az Hermite-féle interpolaciés polinomot, melyre P(—1) = P'(—1) =1, P(0) = 2,
P'(0)=0¢és P(1)=1, P'(1)=-1!

Irjuk fel az f-et kozelité Hermite-féle interpolaciés polinomot, ha f(0) = —1, f/(0) = —4,
[2) =1, ['2) = d és [(2) = 12

Hatéarozzuk meg a P(—1) = —1, P(0) = 0, P(1) = 1 feltételnek eleget tevs Fejér-féle 1épcss-
parabolat! (P'(—1) = P'(0) = P'(1) = 0)

Hatéarozzuk meg a P(—1) = 0, P(0) =

1, P(1) = 2 feltételnek eleget tevs Fejér-féle 1épess-
parabolat! (P'(—1) = P'(0) = P'(1) = 0)

Tekintsiik az f(x) = IJ%:E fiiggvényt és a 0, 1 alappontokat.
a) Irjuk fel az f-et interpolald Fejér-Hermite polinomot (H)!

b) Becsiiljiik a polinom hibajat az % pontban!

c) Becsiiljiik a polinom hib4jat a [0; 1] intervallumon!

Legyen P(0) =0, P"(0)=0¢és P(1)=1, P'(1) =0.

Irjuk fel azt a legfeljebb 3-adfokt polinomot, melyre a fenti feltételek teljesiilnek.

[rjuk fel azt a harmadfoki polinomot, melyre P(0) = P(1) = 1, P'/(1) = 1 és P"(2) = 2.
Vigyazat! Nem Hermite-, hanem hézagos interpolacio!

Tekintsiik a Fejér-Hermite-interpolaciot az xo,z1,...,x, € [—1; 1] Csebisev alappontokon.
Adjunk hibabecslést a [—1; 1] intervallumon!

Igazoljuk, hogy az xq, ..., x, kiilénbozs alappontok esetén a Fejér—Hermite-alappolinomok a
kovetkezs alaktiak

Aj(x) = [1 = 2(x — @) ()] - £ (),
Bi(z) = (z — ;) - Z?(CL’), (i=1,...,n),

ahol ¢;(z) az i. Lagrange-alappolinomot jeloli.
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7.2. Megoldasok

1. Az Hermite-interpolécios polinom Newton-alakjahoz készitsiik el az osztott differencia tablaza-
tot. A tablazatban minden alappontot annyiszor irunk egymas ala, amennyi a multiplicitasa.
A masodik oszlopba a megadott fiiggvényértékeket irjuk be. Azonos alappontok esetén az el-
sérendii osztott differenciat flx;, z;] = f'(x;)-nek értelmezziik, a megadott derivalt értékeket
irjuk a tablazatba. Az iiresen maradt helyeket az interpolacional tanultak szerint toltjik ki.

X f(iUz) f[iL“i, $i+1] f[l‘i, Li41, $i+2]
0| [0]
0] 0 0]
0—0 0—0
! 0 1-0 N ?O: @ 0—-0
Lo 0 =0 =5 =[0]
1
2—0 2—0 2—0 1-0
2 2 51 =2 =1 = 2 30=1 3=5=|5

A téblazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az Hermite-interpoléciés polinom Newton-

alakjat.
1
Hy(z) = 3 (x -0z —1)2= -2z 1)
1
=3 at — a3 B z?

2. Az Hermite-interpolécios polinom Newton-alakjahoz készitsiik el az osztott differencia tablaza-
tot. A tablazatban minden alappontot annyiszor irunk egymas ald, amennyi a multiplicitésa.
A masodik oszlopba a megadott fiiggvényértékeket irjuk be. Azonos alappontok esetén az el-
sérend osztott differenciat f[z;, z;] = f/(x;)-nek értelmezziik, a megadott derivalt értékeket
irjuk a tablazatba. Az iiresen maradt helyeket az interpolaciénal tanultak szerint toltjik ki.

wi | f(ws)  flog,wip]  fles i, wigo]

1

—1] 1
0 2 03(31) =1 07111) =[0]
0 2 0 09711) =-1 0:1(:0) =

- 1
- 1 —1-(-1 0—(—1 1
1 1 % =1 11—00 =1 7((71)) =0 17571; -
) (=1

1] 1 -1 =Dy

A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az Hermite-interpoléciés polinom Newton-

alakjat.
1
Hy(w) =14 (z = (=1)) = (@ = (=1))*(z = 0) + 5 (z = (-1)*(z = 0)* =
1
=14+ (z+1) —x(m+1)2+§x2(x+1)2
3. Az Hermite-interpolécios polinom Newton-alakjahoz készitsiik el az osztott differencia tablaza-

tot. A tablazatban minden alappontot annyiszor irunk egymas ald, amennyi a multiplic-
itdsa. A masodik oszlopba a megadott fiiggvényértékeket irjuk be. Azonos alappontok ese-
tén az els6rendd osztott differenciat f[x;, ;] = f/(z;)-nek, a masodrendi osztott differenciat
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flzi, zi, ) = w—nek értelmezziik. Ezeket irjuk be a tablazat megfelel§ helyére. Az iiresen
maradt helyeket az interpolacional tanultak szerint toltjiik ki.

wi | f(xs)  flos,zin]  flos, wipr, 2igo)]

NN NO O
|
—
—
[
—
I

Hoo 5[
1 1 i0 =2 9=0-[0]
~1 4 6 SZ=2 Z0-[1]

A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az Hermite-interpoléaciés polinom Newton-

alakjat.
H3(z) = —1—4(x —0) +2(x — 0)* + (z — 0)*(z — 2)* =
=—1l—dz+22%+2t —4d + 22 =2 — 423 + 322 — 4z — 1
4. Az Hermite-interpolécios polinom Newton-alakjahoz készitsiik el az osztott differencia tablaza-

tot az el6z6 megoldasokban ismertetett modon.

zi | f(x)  flvswiva]  flos Tigr, vigo]
—-1] -1
1] -1 0]
0—(—1 _
0 0 0—%—1% = 0—1(—01) =
0-1_ _ —1-1 _
0 0 0—(-1) — -1 0—(-1) —
1-0 _ -0 _ 1-(=1) _ 1-(-2) _|3
1 1 To=1 %—0 =1 1-(-1) — 1 1-(-1) ~ |9
— - o _3_3 3
1 1 0 (1)_71 =-1 1_01 =2 1_2(_1) = _% 1—2(—12) = 9

A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az Hermite-interpoléciés polinom Newton-
alakjat.
Hs(w) = =1+ (z — (=1))* = 2(z — (=1))*(z — 0)+
3

+ = ()P =02 - S (o - (1)@ - 0w - 1) =

3 3
= —1—|—($—1—1)2—2x(x—|—1)2+§x2($+1)2—§x2(az+1)2(az—1)

5. Az Hermite-interpolécios polinom Newton-alakjahoz készitsiik el az osztott differencia tablaza-
tot az el6z8 megoldasokban ismertetett modon.

v | f(zi)  flwi, wia]  flre i, Tigo)

1 @

-1 0
1-0  _ 10 _
O 1 =1 0(1)—
1

2-1 __ -0 _ 1-(=1) _ 1-(-2) _ |3
H? im0 =1 im0 =1 ==t men T
_3_3 3
-1 _ —1-1 _ —-2-1 _ 3 _
1 2 0 -0 — -1 -0 — —2 -(—1) — "~ 2 172(712) - _5
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A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az Hermite-interpoléciés polinom Newton-
alakjat. Latjuk, hogy az 4. feladat megoldasanél felirt tabldzatban csak a masodik oszlopban
valtozas, ami a Newton-alakot csak a konstans tagban valtoztatja.

Hs(z) = (z — (=1))” = 2(z — (=1))*(z - 0)+
3

+ 2= (NP -0 - S @ — (- - 02w - 1) =

=(z+1)*—2x(x+1)?2+ 2372(96—1—1)2—%952(374—1)2(3:—1)

6. a) Az Hermite-interpolacios polinom Newton-alakjéhoz készitsiik el az osztott differencia
tablazatot az el6z6 megoldasokban ismertetett moédon.

zi | f(xi)  flei, zig]  floi, i, Tigo]
0
|

B = S R i G VN
2 1-0 — 2 1-0 -
2
1] 1 T ) S DR o S
2 4 1-0 4 1-0 4

A tablazat bekeretezett értékei segitségével felirjuk az Hermite-interpolaciés polinom Newton-

alakjat.
1L, 1 2
H4($):1—(.I—O)+§$ —Z(:C—O) (x—1)=
1
~1 3+ 2 - —x+1
b) B =13+ - -D=Be =]
Az x = % pontban a hibabecslés
1 1 My 1
i ) <« 2= -
1(5)-m ()= Gl
ahol ) )
ol (5 (Loq)y 24
3 3 3 81
Mivel f(z) = 1+x = (14 2)7L, az f derivéltjai
fl(z) =-(1+u)
f(x) =201 +a)7°
(@) = =61 +2)~
fO(@) = 24(1 4+ 2)7°,
ahonnan z € [0; 1] esetén
24
D)) = ——— <4l = My.
@) = gy < 4= M

A kapott értékeket a hibabecslésbe helyettesitve

1 1 A4 4
— J— _— < —_— — T e—
‘f (3) H3<3>’ ~ 4181 81
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c) Az intervallumra érvényes hibabecsléshez szamitsuk ki ||Q||oo-t.

Qz) = (z - 0)*(z — 1)* = (a(z — 1))°

Az z(x — 1)-nek az x = L pontban van szélséértéke (a parabola csticsa).

2
2
ol = (L)) =1L
2 2\2 16
Innen |[wllso = 75. Az x € [0;1] intervallumon a hibabecslés

(@) — Hy(@)] < 4| Qoc = =

7. A feladatot az Hermite-interpolacio segitségével oldjuk meg. A hianyz6 adatot (f'(0) = ¢)
vegyiik be paraméternek. Igy legfeljebb 6todfokt polinomot kapunk. Amennyiben a feladat
megoldhato, a f6egyiitthato 0-nak valasztéasaval megkapjuk c értékét és a keresett polinomot.

Az Hermite-interpolécios polinom Newton-alakjahoz készitsiik el az osztott differencia tablaza-
tot a fejezet elején ismertetett modon.

zi | f(xi) flri,ziv]  floi, T, Tigo)

0

0 0

0| o c [0]

1 1 1 1—c |1-c

1 1 0 -1 —24c¢ |-3+2
Mivel —3 4+ 2¢ = 0, igy ¢ = % és 1 —c = —%. A tablazat bekeretezett értékei segitségével
felirjuk az Hermite-interpolacios polinom Newton-alakjét.

3 1
Hs(x) = 2%~ §$3

A feladatot a hatéarozatlan egyiitthatok modszerével oldjuk meg. Mivel négy adatunk van,
ezért harmadfokt polinomot kell keresniink. Legyen

H(z)=az®+ bz’ + cx +d
alaki. Ekkor
H'(z) = 3az® + 2bx 4+ ¢, H"(z) = 6ax + 2b,
felhasznélasaval irjuk fel az interpolécios feltételeket.
H(0)=d=1
Hl)=a+b+c+d=1
H(1)=3a+2b+c=1
H"(2) = 12a + 2b = 2
A kapott egyenletrendszert megoldva
a=0, b=1, c=-1, d=1.
Igy a feltételeknek eleget tevd polinom
H(z) =2 -z +1.
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9.  Irjuk fel a Fejér-Hermite-interpolacié hibabecslését!
Moy 12
|f(x) = Hopg1(x)| < @n+2) ont2(T),
ahol
Moo = max{|f(2"+2)(x)| oz e[-1;1]}
és

an+2(:c):H x—xz (H T — X )

=0 0
az n + 1-edfoki egy f6egyiitthatos Csebisev polinom (t,(z) = 57 Thy1(x)) négyzete.

A T,, Csebisev polinomra ismert fels6 becslés (||T),(2)||co = 1) alapJan Qopro-re a kovetkezs

becslés adhato.

2@ = (s Toa@)) < g

Ennek alapjan a Fejér—Hermite-interpolacié hibabecslése

|f(z) — Hans1(z)| <

10. Az interpolaciods feltételek teljesiilését kell igazolnunk. Mivel flz(x) mindkét képletben szerepel,
ezért j # i-re az x; alappont mindkét polinomnak kétszeres gydke, igy A;(z;) = Aj(x;) =0
és Bi(z;) = Bl(rj) = 0. Ezek utédn mar csak a j = ¢ esetre vonatkozo feltételeket kell
ellenérizniink.

Ai(xy) = [1—2(x; — xi) ()] - £ (xl) 1,
Aj(x) = =20i(z;) - 6 () + [1 = 2(x — @) ()] - 2 - () - L ()
Afwi) = =20(x;) - 63 () + [1 = 2(i — @) ()] - 2+ li(wy) - L) =

= —20(z;) + 2 - li(z;) = 0.
By(w;) = (wi — i) - £ () = 0,

Bj(x) = £ (x) + (x — z;) - 2- 4i() - £(x)

Bj(wi) = 6 (i) + (i — @) - 2 Li(q) - Gi(w) =
= (2(x;) = 1.



8. fejezet

Spline interpolaci6

8.1.

Feladatok

8.1.1. Spline interpolacié intervallumonként polinomok segitségével

1.

[rjuk fel azt az S(x) masodfoki spline-t, amely illeszkedik a (—1; —1), (0; 1), (2; —1) pontokra
és S’(0) = 0.

[rjuk fel azt az S(z) masodfoku spline-t, amely illeszkedik a (—1;2), (0;1), (2; —1) pontokra
és S'(2) = —2.

Irjuk fel azt az S(z) masodfokt spline-t, amely illeszkedik a (—1;2), (0;1), (2;—1), (3; —3)
pontokra és S(x) a [2; 3] intervallumon linearis !

[rjuk fel azt az S(z) masodfoku spline-t, amely illeszkedik a (—1;2), (0;1), (2;—1), (3;0)
pontokra és S(x) a [—1;0] intervallumon lineéris !

Megadhato-e a (—m;—1), (0;1), (7; —1) pontokon interpolalé masodfoku periodikus spline?
Ha igen, adjuk meg!

Tekintsiik az f(r) = sin(5z) fiiggvényt és a {—1,0,1} alappontrendszert. Hatérozzuk meg
f-et interpolalo

a) kobos természetes spline-t,

b) kobos spline-t Hermite-féle peremfeltétellel, azaz f'(—1) = f'(1) = 0.

Irjuk fel azt a harmadfoku periodikus spline-t, amely illeszkedik a (0;0), (1;3) és (2,0) pon-

tokra! A spline egyszertien szamolhato, ha az

() = Pi(z) = a12® + b12® + 12 + dy Jha z € [0; 1]
T Pa(x) = ax(z —2)2 +bo(z —2)2 +ca(xr —2) +da hax € [1;2]

alakban keressik!

Létezik-e olyan a, b, c,d € R melyre

P(z)=z+1 Jha x € [-2; 1]
S(x) =< Py(z)=az®+bx®+cx+d haxc|[-1;1]
Py(z) =z —1 Jha z e [1;2]

fliggvény természetes kobos spline? Indokoljuk a valaszt!
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9.  Hatarozzuk meg a, b, c,d € R értékét ugy, hogy az
S(z) = Pi(z) =923+ 2 +3 Jha x € [0;1]
T B@)=alz—12+bxz—-1)2+c(x—1)+d haxze](l;2
fiiggvény kobos spline legyen és f02(5’” (x))? dz minimélis legyen.
10. Irjuk fel az f-et interpolalo Hermite-féle peremfeltételdi harmadfoka spline-t, melyre
(=) =f0)=-1 f)=1, f(-1)=-1, f(1)=3.
11. Irjuk fel az f-et interpolalo Hermite-féle peremfeltételdi harmadfoka spline-t, melyre
f(=1)=-1, f(0)=1, f(1)=3, f(-1)=f(1) =4
12. Az [zy; x4 intervallum egyenletes felosztastu pontjait jeloljik xg, Tgpi1, Tkt2, T+ -mal.
Irjuk fel a By, (z) masodfoku B-spline képletét Hermite interpolacio felhasznalasaval, a kovetkezd
feltételekkel!
By (k) = Bi(k43) =0,
1
Bi(z+1) = Br(wg+2) = B
13. Az [zy;x)44] intervallum egyenletes felosztasa pontjait jeloljik zx, Tgt+1, Thi2, This, Thtda

-gyel. Irjuk fel a By(x) harmadfoki B-spline képletét Hermite interpolacié felhasznalasaval, a
kovetkezg feltételekkel!

By (zr) = Bi(@k44) = 0,

1

Bi(2p41) = Br(zp43) = 3

4
Bi(z42) = 8

8.1.2. Spline interpolacié globalis bazissal

14.

15.

16.

Hatarozza meg az S(—1) = 0, S(0) = 1, S’(0) = 0 és S(1) = 2 feltételnek eleget tevs
masodfoku spline-t az Hermite interpoléci6 alkalmazésavall
A kapott spline-t irja fel az 1,2, 22, (x — O)i bézisban is!

Hatarozza meg az S(—1) = —1, S'(—=1) = 0, S(0) = 0 és S(1) = 1 feltételnek eleget tevs
masodfok spline-t az 1,z, 2%, (z — 0)2 bazis felhasznalasaval!

Tekintsiik az f(z) = cos(z) fiiggvényt és a {—m, 0,7} alappontrendszert.
Hatéarozzuk meg az f-et interpolalé kobos spline-t f/(—m) = f’(7) = 0 Hermite-féle perem-
feltétellel az 1, z, 2% 23, (z — O)‘i bézis felhasznalasaval!



8.2. Megolddsok 225

8.1.3. Spline interpolacié B spline-ok segitségével

17.

18.

19.

20.

8.2.

Adott {z;, i € Z} alappontrendszer és {B;;, ¢ € Z} els6fokt B-spline rendszer esetén mely
ci-k esetén lesz

+oo
Z ¢ Bii(x) =1, Vz e R?

1=—00

Tekintsiik az f(x) = cos(z) figgvényt és a {—x,0, 7} alappontrendszert.
a) Hatéarozzuk meg f-et interpolalé linearis spline-t B-spline-ok felhasznalasaval.

b) Hatéarozzuk meg f-et interpolalé kvadratikus spline-t f’(—m) = 0 peremfeltétellel, B-
spline-ok felhasznalasaval.

c) Hatarozzuk meg f-et interpolalé kobos spline-t B-spline-ok felhasznalasaval, Hermite-féle
peremfeltétellel.

Tekintsiik az f(x) = sin(z) fuggvényt és a {—x,0, 7} alappontrendszert.
a) Hatarozzuk meg f-et interpolalé kvadratikus spline-t f'(—m) = —1 peremfeltétellel, B-
spline-ok felhasznélasaval.

b) Hatéarozzuk meg f-et interpolalé kobos spline-t B-spline-ok felhasznélasaval, periodikus

peremfeltétellel.
Tekintsiik az f(z) = sin(x) fiiggvényt és a {0, 5, 7} alappontrendszert. Hatérozzuk meg f-et
interpolalo természetes kobos spline-t B-spline-ok felhasznalasaval.

Megoldasok

8.2.1. Spline interpolacié intervallumonként polinomok segitségével

1.

A feladatot szétbontjuk két intervallumra, majd felirjuk intervallumonként az Hermite inter-
poléciés polinomokat.

a) A [—1;0] intervallumon a feltételeink a P; polinomra
P (-1)= -1, P(0)=1, P/(0)=0.
Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

wi | f@)  floiwia]  flos v, i)
SyNEn
0| 71 552

Az Hermite interpoléciés polinom Newton alakja

Pi(z)=—-14+2x+1) -2+ 1)z = —22%+ 1.

b) A [0;2] intervallumon a feltételeink a Py polinomra

Py(0) =1, Pl(0)=0, Py2)=—L1.
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Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

wi | fzi)  flei i) flw T, i)

0

=]

9 T e e 1

T
o
D |

Az Hermite interpolaciés polinom Newton alakja

1 1
Pz(x)zlf§:v2:f§x2+1.

Tehat a keresett spline

S(z) = Pi(z)=—222+1 ‘haze[-1;0]
= Py(z) =—32>+1 Jhaz€[0;2].

2. A feladatot az 1. feladat megoldasanal tanultak szerint is megoldhatjuk. Azért, hogy mas
modszert is mutassunk, most a hatarozatlan egyiitthatok modszerét alkalmazzuk. A keresett
spline-rél feltessziik, hogy a kdvetkezs alaka

S(z) = Pi(z) = a1z + byx + ¢ hax € [-1;0]
= Py(x) = agx® + bex + co  ;ha x € [0;2].

Irjuk fel az interpolacios feltételeket!

Pi(-1)=2 — a(=1)?+bi(=1)4+¢; =2
P0)=1 = =1
(0):1 — =1
() — a9+ by +cog=-—1

A 6 ismeretlenhez még két egyenletet kell felirnunk. Egyiket a peremfeltételbsl kapjuk.
PQI(Q):—Q — 2&2'2‘1‘62: —

A még hianyzo feltételt a masodfoki spline derivaltjanak a 0 bels6 pontban felirt folytonossagabol
kapjuk.

Redukaljuk az egyenletrendszert.

al — b1 =1
az + by = —
4ag + b1 = —
A két utolsd egynletet egymasbol kivonva ag = 0, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
b1 = —2, majd az els6 egyenletbe a1 = —1. A keresett méasodfoku spline intervallumonkénti
megadasban

S(z) = Pi(x)=—2*-22x+1 haxze|-1;0
| Pe(z)=—22+1 Jha z € [0;2].
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3.

a) A feladatot a spline-nak a [2;3] intervallumon torténs megadasaval kezdjiik. A linearis
interpolacidhoz az osztott differencia tablézat.

zi | f(x) flzi, wiga]
2 TT]

Igy o € [2;3] esetén a polinom
Py(z) =—-1—-2(z—2)=—2x+3.

b) Folytatjuk a szomszédos intervallumon a spline eldéllitasat. A [0;2] intervallumon az
interpolacios és derivalt folytonossagi feltételeink a P, polinomra

P(0) =1, P(2)=-1, Py(2) = P§(2) = -2
Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

v | f(w)  flvi,ziga]  flre mig, wigo
0
20 1 3o =2l

2] -1 ) e Gt Y

Az Hermite interpoléciés polinom Newton alakja

1 1
PQ(LTJ):1*56*51‘(56*2):*5!%24*1.

c) A [—1;0] intervallumon az interpolacios és derivalt folytonosséagi feltételeink a Py polinomra
Pi(-1) =2, Pi(0) =1, P(0)=P}(0) =0,
Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

i | f(xs) flws, ziv1]  floi, Tt Tiga)
1 -
1-2
0 L o=
1

0

]

Az Hermite interpolaciés polinom Newton alakja
Pz)=2—(z+1)+(x+1)z=2>+1.
A keresett masodfoki spline intervallumonkénti megadasban
Pi(z)=—-2>+1 L hax€[-1;0]

S(z)={ Py(z)=-%2>+1 Jhaze|0;2]
Py(z) =—-2x+3 L hax€[2;3]
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a) A feladatot a spline-nak a [—1;0] intervallumon torténd megadasaval kezdjik. A linearis
interpolaciohoz az osztott differencia tablézat.

i | f(x) flwi, Tiga]
1 E
0 1 0—1(_—21) -

Igy = € [~1;0] esetén a polinom

P(z)=2—(z+1)=—-2z+1.

b) Folytatjuk a szomszédos intervallumon a spline elgallitasat. A [0;2] intervallumon az
interpolacios és derivalt folytonossagi feltételeink a P, polinomra

P(0) =1, P(2) =-1, Py(0)= P{(0) = —1.
Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

zi | flzi))  flzozig]  flozig, vige)

Az Hermite interpolaciés polinom Newton alakja

Py(z)=1—2z=—-x+1.

c) A [2;3] intervallumon az interpolacios és derivalt folytonosséagi feltételeink a Ps polinomra
P3(2) = —1, P3(3) =0, P5(2) = Py(2)=—1.
Keészitsiik el az osztott differencia tablazatot.

wi | f(@) flei i) floi,wi, i)

e

=
0

3 0

Az Hermite interpolaciés polinom Newton alakja
Py(z)=1—2z=—-x+1.

Tehat a keresett spline x € [—1;3| esetén intervallumonként ugyanazzal a képlettel adhato
meg
S(x)=—z+1.

A feladatot a hatarozatlan egyiitthatok modszerével oldjuk meg. A keresett spline-rol feltessziik,
hogy a kovetkezd alaki

S(x) = Pi(z) = a2’ + bz + 1 haz € [—-m;0]
T\ Py() = agz? + bz + o hax € [0;7.
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Irjuk fel az interpolacios feltételeket!

P (—7) = — ai(—m)? 4+ b (—n)+c =-1
(0) = — C1 =1
(0) = — C2 =1
Py(m) = — ag(m)? + bam + o =-1

A 6 ismeretlenhez még két egyenletet kell felirnunk. Egyiket a méasodfoki spline derivaltjanak
a 0 belsg pontban felirt folytonossagabol kapjuk.

P{(O) = PQI(O) — b1 = b2.
A még hidnyzo feltételt a peremfeltételbdl kapjuk.
P/(—m) = Py(r) — —2a17+ by = 2a9m + by

Redukaljuk az egyenletrendszert.

arm — by = —2
a27r2 +br=-2 — —a17r2 + bt = -2
—2a1 = 2a9 — as = —aq

Az elsé két egyenletet ellentmondésos, az egyenletrendszer nem oldhaté meg, tehat a megadott
pontokra nem irhaté fel masodfoka periodikus spline.

A keresett spline alakja mindkét esetben

S(x) = Pi(z)=a2® + 12’ + iz +dp haz € [—1;0]
T\ Pa(w) = agx® + box? +coxr +dy ha x € [0;1]

a) Irjuk fel elséként az interpolacios feltételeket a polinomokra.

(1) AED=f(-1)=-1 = —a+tb-at+ d=-
(2) P1(0)=f(0)=0 — di =0
(3) P(0)=f(0)=0 — dy =0
(4) Py(1)=f(0)=1 — a9 + b + co+ do =1

A polinomok elsé és masodik derivaltjai (i = 1,2)

P/(x) = 3a;x* + 2b;x + ¢;
P!'(x) = 6a;z + 2b;

A bels6 alappontban a spline els6 és masodik derivaltja is folytonos.

(5) P(0)=PF0) —oca =c
6) PI(0)=PJ(0) — 2b1 —2b

Hianyzik még a természetes peremfeltétel, azaz
S"(-1)=0, S"(1)=0

(1) P/(-1)=0 — —6a;+2b;=0
(8) PY(1)=0 — 6as + 2by = 0.
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A fenti 8 egyenletes linearis egyenletrendszert 4 egyenletesre redukalhatjuk.

(1) —a1+by—c =-1
(4) ax+bi+a1

(1) —3a1+b ~0
(8) 3as + by —0

Alakitsuk at az egyenletrendszert.
(8)—(7) — as+a; =0
(4)—(1) — ag+ a1+ 2c =2,
ahonnan c¢; = ¢ = 1. Tovabb egyszertisitve
(1) —ay + b1 =0
(7) —3a1+b; =0

Innen (7) — (1)-bol
ar =0 — CLQZO, blszZO.

Erdekes eredményt kaptunk, amit utolag szamolas nélkiil is latunk.

Sx)=x ze]-1;1]

b) Most az Hermite-féle peremfeltételd spline-t keressiik. Az interpolécios feltételeket ugyan-
azok, mint az a) esetben. A bels alappontban a spline els6 és mésodik derivaltjara is ugyan-
azokat a feltételeket kell felirnunk. Csak a két peremfeltétel valtozik. Az Hermite-féle perem-
feltételek

S'(=1) = f'(-1) =0, §'(1) = f(1) =0.
Az (1) — (6) egyenletekhez vegyiik hozza a kovetkezd kettot.

(7) P{(—l)zO — 3a1 —2by+c; =0
(8) Py(1)=0 — 3ag +2bs +co = 0.

A 8 egyenletes lineéris egyenletrendszert 4 egyenletesre redukalhatjuk.

(1) —a1+by—c;=-1
(4) ag+by+c=1
(7) 3a1 —2b1+c¢1 =0
(8) 3az +2by +¢; =0

Alakitsuk at az egyenletrendszert.

H+M4) —= —ar+ax+200 =0 —2b=a1 —a»
(7)—(8) — 3(az—a1)+4by =0 — by =0=by,

igy a1 = ag. Behelyettesitve (1)-be

Innen (1) + (7)-bol

m=-5 =0 = =34 =—5 = e
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A keresett Hermite-féle peremfeltételii spline x € [—1; 1] esetén

S(x) = —%x?’— ga:

Az el6z6 szép eredmény utdn nem is lepddink meg. A fliggvény pératlan volta, a nullara
szimmetrikus alappontok és a jol megvélasztott paraméterezés konnys szamolast és szép alakot
eredményezett.

7. A keresett spline alakja

S(z) = Pi(z) = ara® + b12® + crx + dy Jha z € [0;1]
T Po(x) = ag(r —2)2 +bo(z —2)2 +ca(x —2)+dy haxell;2.

Irjuk fel elséként az interpolacios feltételeket a polinomokra.

1) P(0)=0 — d =0
(2) PA1)=3 - ar+bi+ca+di =3
(3) P,(1)=3 = —ags+by—co+dy =1
(4) P(2)=0 — do =0

A bels6 alappontban a spline els6 és masodik derivaltja is folytonos.
(5) Pll(l) = Pé(l) — 3a1 +2by + ¢1 = 3ay — 2by + o
(6) P/(1)=Py(1) — 6aj + 2b; = —6ag + 2by

Hiadnyzik még a peremfeltétel. Mivel O-ban és 2-ben is ugyanaz a helyettesitési érték, ezért
periodikus peremfeltétellel megoldhaté a feladat. Ez az els6 és méasodik derivalt folytonossagat
jelenti a végpontokban, azaz

(1) Pl0)=P(2) —c=c
(8) P{I(O) = P2//(2) — 2()1 = 2b2.

A fenti 8 egyenletes linearis egyenletrendszert 4 egyenletesre redukalhatjuk.

(2) a1+bi+ar =3
3) —as+by—c =1
(5) 3a1 +4b1 —3as =0
(6) aj + a9 =0
A (6) egyenletbsl az = —a;. Behelyettesitve (2) — (3)-bol 2¢2 = 2, igy ¢1 = ¢ = 1. Igy

(2) a1 + by =2
(5) 6a;+4by =0

Innen (5) —4 - (2) -bol

201 = -8 — a1 =-—4, by =by=6, ayg=4.
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A keresett periodikus spline

S(z) = Pi(z) = —42® + 622 + = Jha z € [0;1]
(z) = { Po(a) = 4z — 20 + 6(x — 2 + (¢ —2) ,hax e [1:2].

Latjuk, hogy a jol megvélasztott alak redukalhaté linearis egyenletrendszert eredményezett és
ezzel konnyd kézi szamolést.

8. A keresett spline alakja

Pi(z)=2+1 ha z € [-2;—1]
S(z) =% Pyz)=ar3+bx’+cr+d haxc|[-1;1]
Py(z) =2 —1 ha z € [1;2].

A természetes peremfeltétel teljesiil, mert Py’(—2) = P{(2) = 0.
Ezek utan elegends a spline tulajdonsag feltételeit felirni. Irjuk fel elgszor a spline és de-
rivaltjanak a folytonossagét. Ez 4 feltételt ad a 4 ismeretlenre.

(1) P(-1)=P(-1) — —a+b—c+d =0
(2) P(1) = P(1) —~a+btectd =0
(3) P(-1)=Py(-1) — 3a—2b+c =1
(4) Py(1) = Pj(1) — 3a+2b+c =1
Atalakitva

(1) atc=b+d

(2) a+b+c+d=2(a+c)=0 — a+c=b+d=0

(3) 3a+c=1+2b

(4) 3a+2+c=1+4b=1 S b=0, d=0

Maér csak a, ¢ -re kell felirnunk az egyenleteket.

(1) a+c =0
(3) 3a+c =1

(3)—(1)-bsl2a=1 — a=3, c=—3.

Ezzel minden ismeretlen értékét meghataroztuk.

Ellengrizniink kell még a spline masodik derivaltjanak folytonossagat.

(5) Pl(-1)=Pl/(-1) — —6a+2b%0
(6) Pl(1) = Pl(1) — 6a+2b#£0

Az (5) és (6) feltétel nem teljesiil, tehat nincs olyan a,b,c,d € R, melyre S(z) spline.
9. A keresett spline alakja

S(:J;)—{ Pi(z) =923+ 2+ 3 Jha x € [0;1]
T P@)=alz—1)2+bxz—-1)2+c(x—1)+d haze](l;2

Irjuk fel S, 5’8" folytonossaganak feltételét az intervallum belsé alappontjara.

— = -5
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10.

Az a maradt az egyetlen szabad paraméter. Ezt az integral minimalizélasabol hatarozzuk meg.
2 1 2
| @yde = [ (Pi@)2de+ [ (P w)Rdn -
0 0 1
1 2
= / (—54z)2dx + / (=54 + 6a(z — 1))%*dz =
0 1

1 2
= / (29162%)dx +/ (36a2(x — 1)* — 648ax 4 2916)dx =
0 1

=972 + (12a® — 324a + 2916) = 12a® — 324a + 3891 =
= 12(a® — 27a) + 3891

A kapott méasodfoku kifejezés az a = —% helyen minimaélis. Tehét
27 3 2
Pg(x):—?(a:—l) —27(x—1)"—=26(x—1)—5 z€]ll;2].

A keresett spline alakja

Pi(z) = a12® + b12® + c1x +dy  ,ha x € [~1;0]
Py(z) = agx® + box® 4+ cox +dy  ha x € [0;1]

S(z) = {

Irjuk fel els6ként az interpolacios feltételeket a polinomokra.

(1) PA(-)=f(-1)==-1 — —a1+b—c1+d=-1
(2) P(0)=f(0)=0 — dy = —1
(3) P(0)=f(0)=0 — dy = -1
(4) P(1)=f(0)=1 —  aytbyteatda=1

A polinomok els6 és masodik derivaltjai (i = 1,2)
Pl(z) = 3a;x* + 2b;x + ¢,
P!'(x) = 6a;x + 2b;.
A Dbels6 alappontban a spline elsé és masodik derivaltja is folytonos.
(5) P{(0)=P0) —ca =c
(6) P/(0)=Py0) — 2b; =2by
Az Hermite-féle peremfeltételek

S(-)=f(-1)=-1, 1) =f(1) =3
Az (1) — (6) egyenletekhez vegyiik hozza a kovetkezd kettot.

(7) P{(—I)ZO — 3a1 —2b1+¢1 = -1
(8) Pé(l) =0 — 3ag + 2by + ¢o = 3.

A 8 egyenletes linearis egyenletrendszert 4 egyenletesre redukalhatjuk.

(1) —a1+b1—c1 =0
(4) as+by+cp =2
(7) 3a1 —2b1 +c1 = —1
(8) 3as +2b1 +c¢1 =3
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11.

Alakitsuk at az egyenletrendszert.

(1)—|—(4) — —a1 +as 4+ 2by =2 — a9 —a; =2 — 20
(8)—(7) — 3(@2—&1)4—4[)1:6—251:4 — 2b1 =2 —=> by =1 = by,

igy a1 = ag. Behelyettesitve (1)-be

(1) —a] —C1 = -1
(7) 3a1 +c = 1.

Innen (1) + (7)-bol
a1=0=ay — cg=1-3a1=1=co.

A keresett Hermite-féle peremfeltételi spline x € [—1; 1] esetén

S(z)=a3+z—1.

A keresett spline alakja

S(z) = Pi(z) = a12® + b1a® + ciz +d;  ha x € [—1;0]
T\ Pa(w) = agx® + box? + cor +dy hax € [0;1]

Irjuk fel elséként az interpolacios feltételeket a polinomokra.

(1) PA(-)=f(-1)==-1 — —a1+b—c1+d=-1
(2) Pi(0)=f(0)=0 — di =1
(3) P2(0)=f(0)=0 — do =1
(4) Py(1)=f(0)=1 — ag+by+ca+de =3

A polinomok els6 és masodik derivaltjai (i = 1,2)
P!(z) = 3a;z* + 2bx + ¢,
P!'(x) = 6a;x + 2b;.
A bels6 alappontban a spline elsé és masodik derivaltja is folytonos.
(5) Pi(0)=P0) = a=c
(6) P/(0)=P/0) — 2b =2by
Az Hermite-féle peremfeltételek
S'(-1)=f(-1)=4, 1) = f'(1) =4
Az (1),...,(6) egyenletekhez vegyiik hozzéa a kovetkezs kettdt.
(7) Pl/(—l) =0 — 3a;1—2bj+c =4
(8) Pé(l) =0 —  3ag +2by+co =4
A 8 egyenletes linearis egyenletrendszert 4 egyenletesre redukalhatjuk.

(1 —a1+b1—01:—2
(4 az + by +c1 =2
( 3a; —2by +c1 =4
(

3as +2by +c1 =4

7
8

~— ~— ~— ~—



8.2. Megolddsok 235

Alakitsuk at az egyenletrendszert.
(H+#4) — —a1+ag+2b1 =0 — a9 —a; = —2b;
8)—(7) — 3lag—ay1)+4by =—-2b1=0 — by =0 = bo,
igy a1 = ag. Behelyettesitve (1) -be
(1) —a; —cp = —2
(7) a1 +c1 =4
(D+(7) 201=2 = ag=1=as — c1=4—3a1=1=co.
A keresett Hermite-féle peremfeltételii spline « € [—1; 1] esetén

S(x) =2® + .

12. a) Az [zy;xp4q] intervallumon a Pj polinomnak a kovetkezd feltételeket kell teljesitenie: a
két végpontban az interpolécits feltételt és x; -ban a derivalt folytonossagat.
(x < x esetén a spline értéke 0 és az intervallum hossza h.)

Py(z) =0
Pj(x;) =0

1

Py(zpy1) = 3

Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

wi | fw) fleiwig]  floi,wi, wigo

Tk
T 0 @
1 1
1 3=0_ 1 =0 | 1
Tert | 3 = Y =g
Az Hermite interpolaciés polinom Newton alakja
1 2
Py(z) = QTLg(fL‘ — xg)”.

b) Az [xp41;xk42] intervallumon a Pyiq polinomnak a kovetkezd feltételeket kell teljesite-
nie: a két végpontban az interpoléacios feltételt és xxy1 -ben a derivalt folytonossagat. (Az
intervallum hossza h.)

1
Pry1(xpy1) = B
/ / 1
Prp1(Trt1) = Pp(op1) = 7
1
Pry1(zpr2) = 3
Keészitsiik el az osztott differencia tablazatot.
xi | f(xi) fles, v flzi, Tig1, Tigo)
1
Th41 M
1 1
Th+1 5 7
0—+ 1
Tp42 % 0 hh = _ﬁ
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Az Hermite interpolaciés polinom Newton alakja
11 1 , 1, )
Pepi(2) = 5+ - (2 —2p41) — o5 (2 —241)° = 575 (B4 2h(z — 2p40) — 2(2 — 2541)%) -
2 h h 2h
c) Az [xpi9;xpss] intervallumon a Pyyo polinomnak a kovetkezd feltételeket kell teljesite-
nie: a két végpontban az interpolécios feltételt és xpi 3 -ban a derivalt folytonossagat. (Az
intervallum hossza h és x > x4 3 esetén a spline értéke 0.)
1
Pro(xpy1) = 3
Pits(h41) =0
Prys(@p42) =0
Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.
zi | f()  flonwia]  floiwign, wigol
Tp43 @
T3 | 0 0]
1 1
1 30 1 —F-o |1
Lk+2 bl 2—h = T3 2—h | 9n2
Az Hermite interpoléciés polinom Newton alakja
Piaa(e) = iz (2 = ohys)’ = 51 (w43 — 2)°
r)=—(x—=z = — (Tpag3 — x)°.
k-+2 252 k+3 op2 \Th+3
d) Ellendérizziik, hogy az 4o pontban folytonos-e a derivalt.
1
Py (z) = opz (2h =4z = 2p4))
1
Pry1(Tht2) = “h
1
Plio(x) = onz 2 (T — Tp+3)
1
Pio(hy2) = 5
Tehat Py (2r12) = Py o(2ri2) teljesiil.
Ezzel megkaptuk a k. B-spline képletét
(v — )2 Jha x € [xp; xpaq]
Bi(x) = L) B4 2h(z — zpq1) — 2(x — 2pq1)? ha @ € [Ty Thoo)
2h2 | (zhy3 —2)° ha z € [Tpy2; T3]
0 Jha @ & [z Tpys)
13. a) Az [zy;xriq] intervallumon a Py polinomnak a kovetkezs feltételeket kell teljesitenie: a

két végpontban az interpolacios feltételt és xy -ban az els6 és masodik derivélt folytonossagat.
(x < x) esetén a spline értéke 0 és az intervallum hossza h.)
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Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

zi | f(xi) flri,ziv]  floi, Tig1, Tigo)

x| 0]

Tr 0 @
0

Tk

o=

>

|

[«
>
>

|

=2

o

e

|
D
>
w

Tk+1

Az Hermite interpolaciés polinom Newton alakja

1 3

Py(z) = 68 (x — xp)°.

b) Nem a soron kévetkezs intervallumot nézziik, hanem az utolsot, melyre a feltételek hason-
loak az el6z6ekhez. Az [xp43; Tky4] intervallumon a Pj 3 polinomnak a kivetkezd feltételeket
kell teljesitenie: a két végpontban az interpolécios feltételt és xxi4 -ben az elsé és masodik
derivalt folytonossagat. (x > x4 esetén a spline értéke 0 és az intervallum hossza h.)

Keészitsiik el az osztott differencia tablazatot.

zi | (o) flei i) fle zign, oo

Tpiq @

Tpta | O 0] 5]
Lh+4a 0 0
1 1 D
" 1 0 _ 1 @m0 _ 1 gz 0 _|_ 1
k+0 6 —h 6h —h 6h2 —h 613

Az Hermite interpoléciés polinom Newton alakja

1 1
Py(z) = — g (2 = Trya)® = 8 (Whra — ),

c) Az [Tpi1;Tgyo] intervallumon a Pjiq polinomnak a kovetkezs feltételeket kell teljesite-
nie: a két végpontban az interpolacios feltételt és zpi1 -ben az els§ és masodik derivalt
folytonossagat. (Az intervallum hossza h.)

1

Pri1(zp+1) = 5
1
Pl:;+1(1?k+1) = P/é(ﬁkﬂ) = 9%

Py (zpy1) = P (2p41) = 72

W

Pry1(wpy2) = 6
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Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

Xg f(iﬂz) f[iﬂi, 55i+1] f[«'% Li41, l'i+2]

1
Tr+1 6

1 1
Lh+1 6 oh

1

1 1

Try1 % 5K W
4_1 0— L 1

Tk+2 % = 21h 0 ﬁhQ = Ton3

Az Hermite interpoléciés polinom Newton alakja

1 1 1 1
Poi(z) = - + o7 (@ —2p41) + on2 (x — 2py1)? — o3

6 ' 2h (# = )’ =
(A + 3h*(x — wp41) + 3h(z — zp41)? — 3(z — xk+1)3).

_ L
T

d) Az [xpi9;xpss3] intervallumon a Pyio polinomnak a kovetkezd feltételeket kell teljesite-
nie: a két végpontban az interpolacios feltételt és xyi3 -ban az elsé§ és masodik derivalt
folytonossagat. (Az intervallum hossza h és x > x5 esetén a spline értéke 0.)

1

Pryo(zry3) = 6
1
PI::+2(37k+3) = Plé+4(37k+3) = “on

Py o(zys) = Py g(zeys) = 72
4

Pk+2($k+2) = 6

Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

wi | f(@i)  fleozia]  flo v, 2igo]
1
Tk+3 M
x L 1
k+3 6 2%
1
1 1
Tk+3 6 — 3 on2
4 4_1 1 0—_1_ 1
Ter2 | 5 = wm 0 5 =5
Az Hermite interpoléciés polinom Newton alakja
1 1 1 1
Pria(x) = 6 2h (z — Thy3) + BYS) (= Tpys)” + BYEl (z — zpy3)” =
1 3
=B (h? = 3h*(z — Tp43) + 3h(z — Tpp3)® + 3(x — Thy3) ) =

= o (h3 + 3h2 (213 — ) + 3h(zhe3 — )% — 3(zpps — 2)°) .
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e) Ellendrizziik, hogy az x4 o pontban folytonos-e az els6 és masodik derivalt.

1
P i (z) = e (3h2 + 6h(x — zk1) — 9(x — xk+1)2)
1
Pl (Thy2) = o3 (3h% + 6h% —9h%) =0
1
Plo(z) = ] (=3h? — 6h(zpts — ) + N apis — 7))

1
Pl o(Tpq0) = o (—=3h* — 6h* + 9h*) = 0

Tehat P | (vry2) = Pl o(Tr12) teljesiil, az elsé derivalt folytonos xy9-ben.

k+1

1
Pl (z) = 3 (6h — 18(x — xk41))

1 2
Py (zpy2) = o3 (=12h) = 72

1
o () = 63 (6h —18(wpq3 — 1))
1
Py yo(Tp42) = g, (67 —18h) = —-5

Tehat P | (vr42) = Py o(wr12) is teljesiil, igy a masodik derivalt is folytonos x4 2-ben.

Ezzel megkaptuk a k. B-spline képletét

(x — )3
W3+ 3h% (2 — xp41) + 3h(z — 2411)° — 3(x — 2p4)°

ha z € (g wp]
Jha @ € [Tpy1; Trqgo]

[
1 [
Bi(x) = I h3 + 3h? (w13 — o) + 3h(zpes — )% — 3(wpa3 — )3 ha x € (w440 Ths]
(Thga — x)? Jha @ € [Trys; Tpqa]
0 ha & [wg; wpqa).
8.2.2. Spline interpolacié globalis bazissal

14. A feladatot szétbontjuk két intervallumra, majd felirjuk intervallumonként az Hermite inter-
polacidés polinomokat.

a) A [—1;0] intervallumon a feltételeink a P; polinomra
P (-1)=0, P(0)=1, P{(0)=0.
Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

zi | f(@) fleiwig]  floi,wi, i)

-1
o) 1 =[]
of 1T 0 gy =[]

Az Hermite interpoléciés polinom Newton alakja
Pi(z)=(z+1)—(z+1)az=—2®+1.

b) A [0;1] intervallumon a feltételeink a Py polinomra

P(0) =1, P/(0)=0, Py(1)=2.
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Készitsiik el az osztott differencia tablazatot.

i | f(

D) fles, xia]  fle g, wigo)

2—1 @ 1-0
=1 ==

Az Hermite interpolaciés polinom Newton alakja

8

o =[]

0
0
1

Py(z) =142 =22 +1.
Tehét a keresett spline

[ Pi(x)=—-2+1 haze[-10
S(z) = { P;(m) =22+1 haxzel0;1]

c) A spline-t a globalis bazisban felirva,
S(z) = ap + arz + axr® + Bz — 0)3

alakban keressiik.
A [-1;0] intervallumon

A [0; 1] intervallumon
S(z)=1—2"+B(xz —0)3 = Py(z) =2 + 1.

Innen
B(z—0) =22 = B=2

A kért bazisban az elallitas

S(z) =1—2%+2(z — 0)2.

15. A feladatot a 14. feladat megoldasaval analég mddon is megoldhatnank. Most egy masik
modszert mutatunk, amelyhez nem kell ismerniink az intervallumonkénti polinom elallitést.
A spline-t a globalis bazisban felirva,

S(z) = ap + aqz + axx? + Bz — 0)3
alakban keressiik. Sziikségiink lesz még a derivaltjara.
S'(z) = a1 + 200z + 2B(x — 0) 4

Mivel a bazisunk teljesiti a spline-ra tett feltételeket, ezért csak az interpolécits feltételeket
és a peremfeltételt kell felirnunk a fenti alakra.

(1) S(-1)=-1 — ap—a1+as =-1
(2) S'(-1)=0 — a1 — 209 =0
(3) S(0)=0 — Qo =
(4) S1)=1 = aptortat+ B =
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16.

Redukaljuk az egyenletrendszert

Innen
(1) +(2)

A kért bazisban az elsallitas

(1) —a1 +ag =-—1

(2) a1—2a2:0

4 arta+p=1
—ap=—1—= ar=1, o1 =2, B:—Q.

S(z) = 2z + 2* — 2(z — 0)3.

A spline-t

S(z) = ap + a1z + asa? + azz® + Bz — 0)3

alakban keressiik. A peremfeltételek felirasdhoz sziikségiink lesz a derivéltra.

S'(z) = a1 + 2a97 + 3azz® + 3B(z — 0)F

Mivel a bazisunk teljesiti a spline-ra tett feltételeket, ezért csak az interpolacios feltételeket
és a két peremfeltételt kell felirnunk a fenti alakra.

—T) = — — Qg — Q1T + a7 — a3 = —
(1) S(=m) = -1 ? ’ 1
(2) S(0)=1 — Qo =1
(3) S(m)=-1 — ap + arm + agn® 4 oz + prd = —1
(4) S'(-7)=0 — o — 20T + 3oz =0
(5) S'(m) =0 — a1 + 2007 + 3azn? + 3877 =0
Redukaljuk az egyenletrendszert
2
(1) a1 — T+ agn’ = =
T
2
(3) a1 + agm + azm? + prt = —=
T
(4) o1 — 2&27[' + 304371'2 =0
(5) a1 + 2097 + 3azm? + 3672 = 0.
Innen 4 A
(3)— (1) 2097+ fr? = —— 2 (6) 20+ fr=——
(5) — (4)  dagr +3B7° =0  — (7) 4dagy+3B7=0.

Kaptunk egy két ismeretlenes egyenletrendszert, amit kénnytd megoldani.

1
(4) a1+—+3a3772:0 — a1+30437r2:——.
T T

8 8
/377—; B ﬁ
24 6
dag+ =0 — ow=-—5
™
- — a1 + ozt = ——
m ™

12
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4
(4)— (1) 2037 = —— =  az= 3
12 12
4 — It =— =0
4 o 5T - o1
A kért bazisban az elsallitas
6 2 4 3 8 3

8.2.3. Spline interpolacié B spline-ok segitségével

17.

18.

[rjuk fel a By ;(z) elséfoki B-spline képletét.

rT—X; . .
a:prlfza:i ’ha UAS [$i? $Z+1]
() = { T -
Bri(w) =\ zica, oha @ € [wig1; wigo]
0 ,kiilénben.

Az [x;; x;41] intervallumon csak a By ;1 és By ; spline-ok vesznek fel nem nulla értéket.
Igy = € [2;;7541] esetén
T — Tiy1 T — 2 —(r —xip1) + (x — xy)

Byi—1(z) + Bi,i(z) = + = =1,
Ti — Ti41 LTi+1 — T4 LTi+1 — T4

tehat ¢; =1, V 1 € Z.
El6szor irjuk fel, mely pontokon kell &tmennie a spline-nak.
Az xg, 1, 9 alappontok 1épéskoze h = .

T; ‘ —T ‘ 0 ‘ T

v | -1]1]-1

a) Az els6foku spline alakja B-spline-okkal

1
Sl(.%') = Z CkBLk(l‘) = C_1B1’_1($) + C()Bl,()(l’) + 6131,1(1‘).
k=—1

Irjuk fel az interpolacios egyenleteket és hasznéljuk fel, hogy

|1 Jhai=k+1
Bug(z:) = { 0 , kiilonben.
81(330) =-1 — C_lBL_l(fEQ) + CoBLo(xo) + 613171(1‘0) =c_1—~> c_1=-1
S1 (331) =1 — c_1Bl7_1(.fC1) + 003170(.771) + 613171(&:1) =cy — cop =1
Si(z2) = =1 — caBi-1(z2) +coBro(r2) +c1Bri(r2) =e1— ¢ =-1

Tehat
S1 ($) = —Bl7,1($) + BLo(SU) — Bl,l(ﬂf)-

Ellen6rzésképpen felirhatjuk az intervallumonkénti polinom alakot.

b) A masodfoku spline alakja B-spline-okkal

So (JT) = Z Ck’BQ,k;(x) = 67232772(1‘) + 67132771({[}) + COBZO(ZE) + 613271($).



8.2. Megolddsok 243

Irjuk fel az interpolacios egyenleteket.

1 1
(1) SQ(%O) 5 ic = —1
2 S L ! —1
9(x1) = 3¢-1t 5 =
(3)  Salws) = 2o+ |
2(x2) 500 + 5 C1 = —

A 12. feladat megoldasanal kapott képlet alapjén ellenérizhetd, hogy a mésodfoki B-spline-ok
derivaltjai a kovetkezsk

1
By y(-m) =3
Bé,—1(—7f) =

Bé,o(—ﬂ) =
Bé,l(—ﬁ) =

Vegyiik hozzé negyedik egyenletnek a peremfeltételt.

S

1

(4) Sh(zo) = f'(—m) =0 — Z ek By y(20) = —% c_2+ %0_1 =0
k=-2
Rendezziik az egyenleteket.
(1) c_2+cCc_1 =-2
(4) —ca+c 0
(2) cc1+co =
(3) co+ = -2
(1)+(4) 2c.1 =-2— cop=-1
(4) c_g=c_1=—1
(2) —1+c=2— co =
B)3+c1=-2— c1=-5

Tehat
SQ(iL') = —BQ’_Q(JZ‘) - BQ’_l(.:U) + 33270(.%) — 5B2’1(I’).
Ellenérzésképpen felirhatjuk az intervallumonkénti polinom alakot.

¢) A harmadfoku spline alakja B-spline-okkal

1
= Z cp B3 p(x) =

k=—3
=c_3B3 _3(x) + c_2B3 _o(x) + c_1B3 _1(x) + coBzo(x) + c1B3.1(x).

A széamolasunkhoz hasznos lesz a kovetkez§ tablazat, amit a 13. feladat megoldasanal kapott
képlet alapjén ellenérizhetiink.

Tk | Th+1 | Lh+2 | Lh+3 | Th+4
B 0 1 4 1 0
3,k (2) 6 6 6
7 T T
B3,k(5‘7) 0 2 0| =55 0
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Irjuk fel az interpolacios egyenleteket.

1 4 1

(1) S3(z0) =-1= gestgestgen
1 4 1

(2) S3(x1) = 1:60_2+60_1+660
1 4 1

(3) S3(w2) =-1= 60—1 + 660 + 861

Vegyiik hozza a két peremfeltételt.

1
(1) Sheo) = F(-m) =0— > exBha(wo) = —oc s+ 1 =0

27 27
k=-3
! 1 1
(5)  Si(wa) = f(m) =0— ];3 ekByp(2) = ——ca+ 5 =0
Rendezziik az egyenleteket.
(1) c.3+4c_o+c1 =—6
(2) c_o+4c_ 1+ ¢ =6
(3) c_1+4co+ 1 =—6
(4) —c_3+ca =0
(3) —c_1+c =
Koénnyen ellenérizhetjiik, hogy a
6732071261:3, 672200:—3

megoldasa a linearis egyenletrendszernek. Tehét
S3(z) = 3337_3(95) — 3337_2($) + 333,1(x) — BBg,o(x) + 3B371(:C).
Ellen6rzésképpen felirhatjuk az intervallumonkénti polinom alakot.

19. ElG@szor irjuk fel, mely pontokon kell 4&tmennie a spline-nak.
Az xg, 21, 19 alappontok 1épéskoze h = .

(Ei‘—ﬂ"o‘ﬂ'
vi| 0]0]0

a) A maésodfoku spline alakja B-spline-okkal
Sa(z) = Z Ck-BQJC(Qj) = 07232,72(1') + 07132,,1(.7}) + 003270(.1‘) + 6132,1(.29).

Irjuk fel az interpolacios egyenleteket.

1 1

(1) SQ(ﬁQ) =0= 5 c_2 + 5 Cc_q
1 1

(2) SQ(xl) =0= 5 c_1+ 5 Co
1 1

(3) Sa2(x2) =0=-co+=c1
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A 12. feladat megoldasanal kapott képlet alapjan ellenérizhets, hogy a masodfoku B-spline-ok

derivaltjai a kovetkezsk

Bé,—Q(—W) = -
1

B ) = =
2,71( ) h
Bé,o(—ﬁ) =0
B§,1(*7T) =0

Vegyiik hozza negyedik egyenletnek a peremfeltételt.

(4) Sy(wo) = f/(=m) = =1 = > eBjy(0) =

Rendezziik az egyenleteket.

Tehat

T T Y T
52(93) = 5 B27_2(:L') — 5 B27_]_(II:) + 5 BQ,O(QZ') — 5 BQJ([L‘).

1

k=-2

—~4+c=0

2

L Ll

1

h

c1

Cy —

Cl —

oo

Ellendrzésképpen felirhatjuk az intervallumonkénti polinom alakot.

b) A harmadfoku spline alakja B-spline-okkal

= C_3Bg7_3(56) —+ 6_233,_2 (.T) + 0_1337_1($) + Cong(l‘) + 613371(93).

——cao+rcq1=-1

ro|

T
2

A szdmolasunkhoz hasznos lesz a kovetkez6 téablazat, amit a 13. feladat megoldésanal kapott

képlet alapjan ellenérizhetiink.

$k a%+1 xhw {m#g th
By(x) | 0 7 20 ~ 0
Bgﬁ(l‘) 0 e —7z 72 0
Trjuk fel az interpolacios egyenleteket.
1
(1) S3(wg) =0= 6073—1—66734_6071
1 1
(2) S3(z1) =0= 60—2+60—1+600
1 4 1
(3) S3(x2) :0:60_14-7@04_,61

6

6
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Vegyiik hozza a két periodikus peremfeltételt.
1 1 1 1
4 Si(—m) = S5 - ——c¢c3+—C1=——C1+—
(4) 3(—) 3(7) on € 3+2h01 2h01+2h01
1 2 1 1 2 1
(5) S:/))/(_ﬂ') = Sé/(ﬂ') — ﬁ C_3 — ﬁ Cc_9 + ﬁ c_1 = ﬁ C_1— ﬁ Co + ﬁ C1
Rendezziik az egyenleteket.
(1) c_g3+4c_o+c_1=0
(2) Cc_o+4c_1+¢cg=0
(3) c_1+4cpg+c1 =0
(4) —c_34+2c_1—c1 =0
(5) c_.3—2c_o4+2cg—c; =0
Mivel az
1410 0
0141 0
A= 0014 1
-1 0 2 0 -1
12 0 2 -1
matrixra det((A)) = —96 # 0, igy a fenti homogén linearis egyenletrendszernek a 0 vektor az
egyetlen megoldasa.
67320722671200201:0
megoldasa az egyenletrendszernek. Tehat a keresett periodikus kébos spline
S3(z) =0
A megoldas utan jra atgondolva a feltételeket nyilvanvalé az eredmény. Ha az interpolé-
cios feltételek koziil nem lenne mind nulla, akkor lehetne nem azonosan nulla megoldasa a
feladatnak. Ezek utén felmerilhet a kérdés, hogy mésodfokt spline-ként miért nem kaptunk
azonosan nulla megoldast. A valasz a nem nulla peremfeltételben rejlik.
20. ElGszor irjuk fel, mely pontokon kell &tmennie a spline-nak.

Az xg, 21, 9 alappontok 1épéskoze h = <

-
l’iogﬂ'
vy l0[1]0

A harmadfoku spline alakja B-spline-okkal

1

S3(r) = > exBax(x) =

k=-3
= C_3Bg7_3(56) + 0_2337_2(33) + C_1Bg7_1($) + 603370($) + ClBgyl(x).

A szamolasunkhoz hasznos lesz a kovetkezs tablazat, amit a 13. feladat megoldasanal kapott
képlet alapjén ellendrizhetiink.

Tk | Th41 | Tk+2 | Lh+3 | Thk4+4
Bsr(z) | 0 z z 1 0
3,k 6 6 6
!
BS,k(x) 0 %h 0| =95 0
1 T 2 T
Byp@)| O] | -] m| O
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Irjuk fel az interpolacios egyenleteket.

1 4
1 =0=-c_ —c_ —cC_
(1) S3(0) 0 Ge3t o3t o
T 1 4
2 —) =1=—-c_ —c_ —
()53(2) Ge2 T g1t g
1 4 1
(3) Ssz(m) :0:66_1+660+601

Vegyiik hozza a két természetes peremfeltételt.

1 2 1

(4) Sé/(—ﬂ') =0— ﬁ C_3 — ﬁ c_o + ﬁ Cc_1 = 0
1 2 1
(5) Sé/(’ﬂ'):o—) ﬁc_l_ﬁco_'_ﬁCIZO

Rendezziik az egyenleteket.

(1) c3+4ca+c1=0
(2) c_o+4c14+cp=6
(3) c_1+4cg+c1 =0
(4) c3—2co94+c1=0
(5) c.1—2cg+c1 =0

(1)—(4) 6c_o=0— c_o=0
(3)—(5) 6cp =0 — cop=0
3
(2) de_1 =6 — c-1= 3
3 3
1 _ - = a= —_
(1) 03+2 0— c_3 5
3 3
(3) §+61:0—> C1:—§
Tehat
3 0 3
C_3 = —— C_92 =Cy= C_1=C = =
3 27 2 0 3 1 1 2

megoldasa az egyenletrendszernek. A Kkeresett természetes peremfeltételii spline

3 3 3
Sg(:t) = —5 337_3(x’) + 5 B371(.%') — 5 3371(22).



9. fejezet

Nemlinearis egyenletek megoldasa

9.1.

Feladatok

9.1.1. Polinomok gyokeinek becslése

Adjunk also és felsé becslést a P(x) = 32* — 23 — 522 4 42 — 6 polinom gydkeinek abszolut
értékeére!

Adjunk alsé és fels6 becslést a P(x) = —°+223 42248 polinom gydkeinek abszolut értékére!

Adjunk also és felss becslést a P(x) = 42* — 32% — 622 + x — 1 polinom gydkeinek abszolut
értékére!

Adjunk also és felss becslést a P(z) = 2® — 622 — 22 + 4 polinom gydkeinek abszolit értékére!

9.1.2. Intervallumfelezés modszere

5.

Hatarozzuk meg az 22 — 2 = 0 egyenlet [1;2] -beli megoldaséat intervallumfelezéssel, % -es

pontossaggal!

Hatarozzuk meg az 22 — 3 = 0 egyenlet [—2; —1] -beli megoldasat intervallumfelezéssel, % -es
pontossaggal!

Hatarozzuk meg az o3 — 3z + 1 = 0 egyenlet [0; 1] -beli megoldasat intervallumfelezéssel, 1—10

-es pontossaggal! Hany lépés sziikséges az ﬁ -es pontossighoz?

Hatérozzuk meg az 23 — x — 2 = 0 egyenlet kozelité megoldaséat intervallumfelezéssel, % -es

pontossaggal! Keressiink j6 indulé intervallumot!

Kozelitsiik a v/4-et! Szamoljuk ki % -es pontossaggal!

9.1.3. Fixpont iteraci6

10.

Az 23 — 52 + 2 = 0 egyenlet [0;1] -beli megoldasara az

x%—i—Z
5

Tpy1 =

iteraciot hasznaljuk. Bizonyitsuk a modszer konvergenciajat és irjuk fel a hibabecslését!
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Az 23 — 42 — 2 = 0 egyenlet megoldéasara az

xz -2
Lh+1 = 1

iteraciot hasznaljuk. Bizonyitsuk a modszer konvergenciajat és irjuk fel a hibabecslését.
Adjunk meg egy - lehetSleg minél tagabb - intervallumot, melyen konvergal a sorozat!
Mennyi a konvergenciarendje?

Az 23 — 32 + 1 = 0 egyenlet megoldéasara az

x2+1
3

Le41 =

iteraciot hasznaljuk. Bizonyitsuk a moédszer konvergenciajat valamely intervallumon és irjuk
fel a hibabecslését!
Mutassuk meg, hogy a p(x) = 5 + % fiiggvény kontrakci6 az [1 ;2] intervallumon.
Igazoljuk, hogy az
Tk 1

Th41 = o + —
+ 3 Tk

sorozat y/3 -hez konvergdl minden xg € [1;2] kezdértékre! Adjunk az iteraciora hibabecslést!

Az 22 — 2\/x — 2 = 0 egyenlet pozitiv megoldasara a kovetkezd iterdciot hasznaljuk

Th+1 =2 var+ 1.

Mely intervallumon konvergél és mennyi a konvergenciarendje?

Az \/r —x +1 =0 egyenlet [1;4]-beli megoldasara az

Ik+1 = v Tk + 1
iteraciot hasznaljuk. Bizonyitsuk a modszer konvergenciajat és irjuk fel a hibabecslését.

Adjunk meg az x = v/z + 1 egyenlet [0; 3]-beli megoldasahoz konvergalé sorozatot.
Bizonyitsuk a konvergenciat! Mennyi a konvergenciarendje?

Adjunk meg az = (z — 1)® egyenlet megoldasiahoz konvergalé sorozatot.
Mely intervallumbél vegyiik a kezd&értékeket?

Az 22 — x — 2 = 0 egyenlet megoldasara vizsgaljuk az

Y2+ 2
29, — 1

Tpy1 =1+ oo Ykr1 =
k

iteraciokat. Melyik sorozat konvergens? Milyen kezdGérték esetén?
Bizonyitsuk a konvergenciat!

Az 2% — 2 — 1 = 0 egyenlet megoldéasara az [1;2] intervallumon vizsgiljuk az

2y,?€’+1

3
x =xp — 1, =
k+1 k Yk+1 3%% 1

iteraciokat. Melyik sorozat konvergens? Bizonyitsuk a konvergenciét!



250 9. Nemlinedris egyenletek megolddsa
20. Adjunk a 3z = sin(z) + 1 egyenlet megoldasara egy konvergens sorozatot!
Bizonyitsuk a sorozat konvergencidjat és annak rendjét! Mely intervallumbol inditva kon-
vergal?
21. Igazoljuk, hogy az

xi+3A

Tht+1 = Tk - 31_% T A

iteracio (A > 0,20 > 0,23 > A) esetén konvergél! Mi a hatarértéke? Adjuk meg a hibabecs-
1ését és bizonyitsuk a konvergenciarendjét!

9.1.4. Newton-modszer

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

9.2.

Az f(x) = €** + 4z fiiggvény gyokének kozelitésére irjuk fel a Newton-modszert!
Igazoljuk a médszer mésodrendii konvergenciajat a gyok valamely kérnyezetében!

Az f(z) = cos(x) — 4z + 2 fliggvény gyokének kozelitésére irjuk fel a Newton-modszert!
Igazoljuk a mddszer mésodrendd konvergencidjat a gyok valamely kérnyezetében!

Az f(z) =sin(x) — 2z + 1 = 0 egyenlet megoldasara irjuk fel a Newton-modszert!
Milyen intervallumbél inditva konvergal az iteraci6? Mennyi a konvergenciarendje?

Az f(x) =€" — %ZL‘ — 2 = 0 egyenlet megoldasara irjuk fel a Newton-modszert!
Milyen intervallumbél inditva konvergal az iteraci6? Mennyi a konvergenciarendje?

Irjuk fel a Newton-moédszert az f(z) = %wQ — 2 — 1 = 0 megoldasaral

Milyen kezdéértékekre konvergal? Bizonyitsuk a konvergenciat!

Az f(z) = 2?2 \/r—2 = 0 egyenlet pozitiv gyokének kozelitésére irjuk fel a Newton-modszert
és bizonyitsuk a konvergenciajat! Mely intervallumon konvergal?

Irjuk fel a Newton-modszert az f(z) = — 11z = 0 egyenlet megoldasaral

Milyen intervallumbél inditva konvergal a kapott iteraci6? Mit mondhatunk a konvergencia-
rendjérél?

Megoldasok

9.2.1. Polinomok gyokeinek becslése

A P(x) = apz™ + ... 4+ a1z + ag alaki valos egytitthatos polinom gyokeinek abszolutértékére
(ha a, # 0 és ag # 0) a kovetkezs also- és felsé becslés adhato.

1 :ré|xk|SR:1+max{’an71|’m"a0|}
| mallanloJa]) jan|

aol

Alkalmazzuk a P(z) = 32* — 23 — 522 4 42 — 6 polinom egyiitthatéira.

max {| — 1|, | = 5|, 4, | — 6|} 6
=14+-=3
3 372
B 1 1 6
- max{3,|—1|,|—5],4} 5
L tre M

R=1+

Tehat a polinom xj, gyokére 1% < |xg] < 3.
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2. A P(x) = —2°+ 223 + 2% + 8 polinom egyiitthatéibol

2,1
max{0,2,1,0.8) _ 8 o
=1 1
3 1 1 8 4
o pmadd2ll 142100 5

R=1+

r

Tehat a polinom zy, gydkére 2 < |zy| < 9.

3. A P(z) =4a* —32% — 622 + v — 1 polinom egyiitthat6ibol

-3, —6|,1 6
R:1+ma’x{| |7‘ |7 }:1+7:275

4 4

1 1 1

r = = = —,

{47‘_3|7|_6|71} Q
1 + max |_1 1 + 1 7
Tehat a polinom xj gyokére % < x| < 2,5.
4. A P(z) = 2% — 622 — 22 + 4 polinom egyiitthatéibol

—6],|—2|,4 6
1 1

_ 1 1 4
r—1+mwufm4n—1+g—5‘

Tehat a polinom xj, gyokére % <|xg| < 7.

9.2.2. Intervallumfelezés modszere

5.  Legyen [zo;y0] = [1;2] a kiindulasi intervallum. Mivel
2 -2=1-2=-1<0
yo—2=4-2=2>0,
ezért a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.
1. 1épés: A felezGpont
xo+y 1+2 3

= —=1,5.
2 2 2 )

Mivel (1,5)2—2 = 2,25—2 > 0, ezért az [z1; y1] intervallumot valasszuk tigy, hogy tartalmazza
a gyokot, azaz x1 = 1, y1 = 1,5 legyen.
2. lépés: A felezdpont
1+ Y1 B 1+1,5 . 2,5
2 2 2

=1,25.

Mivel (1,25)? — 2 = 1,5625 — 2 < 0, ezért az [z9;ys] intervallumra z = 1,25, yo = 1,5, igy
tartalmazza a gyokot.

3. 1épés: A felezGpont

x2+y2 1,25+1,5 2,75
5 5 5 , 375

Mivel (1,375)% — 2 = 1,890625 — 2 < 0, ezért x3 = 1,375, y3 = 1,5 és az [x3;y3] intervallum

tartalmazza a gyokot.

Az utolso intervallum hossza 0, 125. Ennek a felez6pontja 1, 4375 mar %—es pontossagu kozelitése

a gyoknek.
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6.  Legyen [x0;y0] = [ —2; —1] a kiindulasi intervallum. Mivel
22 -3=4-3=1>0
Yo —3=1-3=-2<0,
ezért a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.
1. lépés: A felezSpont

rotyo _ (<24 (1) _ -3
2 2 2

Mivel (—1,5)2 —3 = 2,25 — 3 < 0, ezért az [x1;y1] intervallumot valasszuk tgy, hogy tartal-
mazza a gyokot, azaz r1 = —2, y; = —1,5 legyen.

2. 1épés: A felez6pont
r1+y (=2)+(-1,75)  -3,5

2 2 2

—1,75.

Mivel (—1,75)% — 2 = 3,0625 — 3 > 0, ezért az [x9;yo] intervallum olyan legyen, hogy tartal-
mazza a gyokot, azaz xo = —1,75, yo = —1,5 legyen.

3. 1épés: A felezGpont

vty (FL7)+(215) =325 ) eon
2 2 2

Mivel (1,625)? — 3 = 2,640625 — 3 < 0, ezért x3 = —1,75, y3 = —1,625 és az [z3;y3]
intervallum tartalmazza a gyokot.

Az utols6 intervallum hossza 0,125. Ennek a felez6pontja —1,6875 maéar %—es pontossagu
kozelitése a gyoknek.

7. Legyen [zo;y0] = [0;1] a kiindulasi intervallum. Mivel
2y —3z9+1=1>0
vo—3yo+1=1-3+1=-1<0,
ezért a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.

1. lépés: A felez6pont

zo4+y2 0+1
= =0,5.
2 2 ’
Mivel (0,5)% —3-0,54+ 1= —0,3750 < 0, ezért az [x1;y1] intervallumot vélasszuk tgy, hogy
tartalmazza a gyokot, azaz x1 = 0, y; = 0,5 legyen.
2. lépés: A felezdpont
1+ _ 0+ O, 9
2 2
Mivel (0,25)% —3-0,25 4+ 1 = 0.265625 > 0, ezért az [r2;ys] intervallum olyan legyen, hogy
tartalmazza a gyokot, azaz xo = 0,25, yo = 0, 5.

=0, 25.

3. 1épés: A felezGpont

0,254 0,5
m;y?: : ; = 0,375.

Mivel (0,375)% —3-0,375+ 1 = —0,072265625 < 0, ezért x3 = 0,25, y3 = 0,375 és az [r3; y3]
intervallum tartalmazza a gyokot.

Az utolso intervallum hossza 0, 125. Ennek a felez6pontja 0, 3125 mar %—es pontossagu kozelitése
a gyoknek.
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8.

Keressiink kiindulasi intervallumot, ahol a végpontokban a polinom értéke kiilonbo6zé elGjeld.
Az [z9; yo] = [1;2] jo valasztas, mivel
-1y —2=1-1-2=-2<0
Yo —yo—2=8-2-2=4>0,
ezért a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.
1. 1épés: A felez6pont
rot+y2 1+2

2 2

Mivel (1,5)3 — 1,5 —2 = —0,125 < 0, ezért az [z1;y1] intervallumot vélasszuk tgy, hogy
tartalmazza a gyokot, azaz x1 = 1,5, y1 = 2 legyen.

1,5.

2. lépés: A felezépont

ity 1,542
= = 1,75.
2 2

Mivel (0,75)% — 0,75 — 2 = 1,609375 > 0, ezért az [xo;ys] intervallum olyan legyen, hogy
tartalmazza a gyokot, azaz xo = 1,5, yo = 1,75.

3. 1épés: A felez6pont

x2—2|—y2 _ 1,5—;1,75 — 1,625,

Mivel (1,625)% — 1,625 — 2 = 0,666015625 > 0, ezért 23 = 1,5, y3 = 1,625 és az [z3;y3]
intervallum tartalmazza a gyokot.

Az utolso intervallum hossza 0, 125. Ennek a felez6pontja 1, 5625 mar %—es pontossagu kozelitése

a gyoknek.

A V4 kozelitéséhez keressiink egy egyenletet, melynek gyoke és egy kiindulasi intervallumot.
Az 23 — 4 = 0 alkalmas egyenlet, a kiindulasi intervallumunk legyen [x¢; o] = [1;2].
Ez j6 valasztas, mivel
1P-4=1-4=-3<0
2 - 4=8-4=4>0,
ezért a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.

1. 1épés: A felezGpont
T2+Y2 142 .
22
Mivel (1,5)3—4 = —0,625 < 0, ezért az [z1; y1] intervallumot valasszuk tigy, hogy tartalmazza
a gyokot, azaz x1 = 1,5, y; = 2 legyen.

1,5.

2. 1épés: A felezGpont
r1+ U 1,542
= =1,75.
2 2 ’
Mivel (0,75)3 —4 = 1,359375 > 0, ezért az [x2; 2] intervallum legyen olyan, hogy tartalmazza

a gyokot, azaz o9 = 1,5, yo = 1, 75.

3. 1épés: A felezépont

1 1
56‘2‘2|‘y2 _ a5—; 775 :1,625

Mivel (1,625)% — 4 = 0.291015625 > 0, ezért x3 = 1,5, y3 = 1,625 és az [x3;ys] intervallum
tartalmazza a gyokot.

Az utolso intervallum hossza 0, 125. Ennek a felez6pontja 1, 5625 mar %—es pontossagu kozelitése
a gyoknek.
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9.2.3. Fixpont iteracié

10. Agz iteracios sorozatot ugy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,

3
2
m:x; & P -524+2=0
majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat. A feladat megoldasira a fixponttételt alka-

lmazzuk.

a) Vizsgaljuk meg, hogy a ¢(z) = % fiiggvény a [0;1] intervallumot [0;1]-be képezi-
e. Mivel ¢ szigortan monoton névé fiiggvény (konnyen bizonyithaté elemi modon vagy a
derivalt segitségével), ezért

¢ (0:1) = [p(0): o] = 31 3] c i1l

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio a [0; 1] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva
e

5 S

@ (©) S=g £l

miatt ¢ kontrakcio [0; 1]-en.

c) A fixponttétel mindkeét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra. A
hibabecslés xp € [0;1] esetén

‘l’k _$*| < 076k ’ |$0 - ZL‘*| < 076k

11. Agz iteraciés sorozatot ugy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,

352
m:$4 & 2 —4r-2=0
majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat. A feladat megoldésara a fixponttételt alkal-

mazzuk.
a) Keressiink egy intervallumot, mely tartalmazza a gyokot. A [—1; 0] intervallum j6 valasztés,
mert

(-1)>—4-(-1)—2=-14+4-2=1>0

0®—4.0-2=-2<0,

igy a Bolzan(s) tétel miatt tartalmazza a gyokot.
A p(x) = & 2 fiiggvény a [—1;0] intervallumot a [—1;0]-ba képezi, ugyanis ¢ szigortian
monoton nové fliggvény (konnyen bizonyithato elemi modon vagy a derivalt segitségével) és

6 (-10) = [p(-1)s ¢ = -3 -3 < [0}

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio a [—1 ;0] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva
_3.g

3
' (€)] TS 79 fel-1:0

miatt ¢ kontrakci6 [—1;0]-n.

c) A fixponttétel mindkeét feltétele teljestil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra. A
hibabecslés xo € [—1;0] esetén

|z, — 2| < 0,757 - |zg — 2*| < 0,755
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12.

13.

Az iteracids sorozatot tigy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,

3+ 1

3 s 22-32+1=0

xr =

majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat. A feladat megoldaséara a fixponttételt alka-
Imazzuk.

a) Keressiink egy intervallumot, mely tartalmazza a gyokot. A [0; 1] intervallum jo valasztas,
mert
02 =3-0+1=1>0
P-3-1+41=-1<0,
igy a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot.
3
A p(z) = &4 fiiggvény a [0;1] intervallumot [0;1]-be képezi? Mivel ¢ szigortian monoton
nove fiiggvény (konnyen bizonyithato elemi modon vagy a derivalt segitségével), ezért
1 2

6(10:1) = [p(0)s o] = [ 3] < 01

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio a [0; 1] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva

P =€¢<1=¢q ¢£€0;1]

bizonyithatd, ami nem elegendd a kontrakcié bizonyitdsahoz. Ahhoz, hogy kontrakcié legyen
az intervallumot csokkenteniink kell. Legyen [0; 0, 9] az 0j intervallum, ekkor

(€ =€ <0,81=¢q, £€0;0,9].

Tehat ¢ kontrakcio [0; 0, 9]-en.

c) Vizsgaljuk az 1j intervallumra is a beleképezést.

mmm%—wmw@mp[}mw%}ﬂmaw

A [0; 0,9] intervallummal a fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alka-
lmazhatok a feladatra.

d) A hibabecslés a fixponttételbsl xp € [0; 0, 9] esetén

|z, — | < 0,817 - |zo — z*| < 0,81F.

A feladat megoldaséara a fixponttételt alkalmazzuk.
_z

a) Vizsgaljuk meg, hogy a o(z) = § + % fiiggvény a [1;2] intervallumot [1; 2]-be képezi-e. A

1 1

/ _ - -

[1;4/3)-n negativ, a (v/3;2]-n pozitiv, igy p-nek v/3-ban lokalis minimuma van.
A o fiiggvény [1;/3)-n monoton fogyd, a (v/3;2]-n monoton nova,
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14.

2 1 7

2:7 _ = —

©(2) st =@

V3 o1 2.3
3)=Y2 4 — 2 V2 1155
0(V/3) R 2 ,155,

ezért

(112 = [e(V) ()] = 1,155 | < 112,

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio a [1; 2] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznélva

1 1
()] = \—2

37 ¢ <gq, &€[1;2]

ahol

2 1 2
- ")) = 2o b2
o = max ¢ ()} ¢ 2)]} =max {3, 15 1 =3 <
Tehat ¢ kontrakcio [1;2]-en.

c) A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra.
A feladatban szereplS x4 = % + ﬁ sorozat konvergal a ¢ [1;2]-beli fixpontjahoz, igy az
x*-gal jelolt fixpont kielégiti az z = 5 + % egyenletet.

1
:czg—i—; & 3P=2"+3 & xQ:% = w—\/g

d) A hibabecslés xg € [1;2] esetén

2\" 2\ "
|z — x| < (3) xg — x| < <3> .

Az iteréacids sorozatot tgy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,

r=V2\/Vi+1l & 22-2/2-2=0
majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat. A feladat megoldésara a fixponttételt alkal-
mazzuk.
a) Legyen f(z) = 22 — 2y/x — 2, keressiink egy intervallumot, mely tartalmazza a gyokot.
Az [1; 4] intervallum jo valasztas, mert
f)=1>-2vV1-2=-3<0
f4)=4%>—-2V4-2=10>0,

fgy a Bolzano tétel miatt tartalmazza a gyokot. Vizsgaljuk meg, hogy a ¢(z) = v/2v/vx + 1
fiiggvény az [1; 4] intervallumot [1;4]-be képezi-e. Mivel

2 1
o(z) = ii > 0,
4 \Jz+x

ezért o szigoriian monoton nov§ fliggvény

¢ ([1:4]) = [p(1); p(4)] = [2; V6] C [1;4].
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15.

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakeio az [1; 4] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva

o) = Y2

1 V2
TVerve i

1
< — _ = -1
< 10 §e[0;1]

1
V2
miatt ¢ kontrakcio [1;4]-en.

c) A fixponttétel mindkét feltétele teljestil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra.
A hibabecslés xo € [1;4] esetén

A sorozat konvergenciarendje 1, mivel a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt 3 & € [xg; x*]
vagy [z*; x| intervallumban, hogy

|zh1 — 27| =l (2r) — @ (@) = [ ()] - |21 — 27

Ezt felhasznéalva

. ’$k+1—$*| . ’ . /
0 T T e 9 (&0 = i 1))
2 1
= lim —\[ =c#0.

Az iteracios sorozatot ugy kaptuk, hogy az egyenletet atrendeztiik a vele ekvivalens alakra,
r=yr+1 & r—z+1=0
majd felirtuk a fixponttétel kozelité sorozatat. A feladat megoldasara a fixponttételt alka-

lmazzuk.

a) Vizsgaljuk meg, hogy a ¢(x) = \/x + 1 fiiggvény az [1; 4] intervallumot [1;4]-be képezi-e.
Mivel ¢ szigorian monoton noévé fiiggvény (kénnyen bizonyithato elemi modon vagy a derivalt
segitségével), ezért

¢ ([1;4]) = [p(1); ©(4)] = [2;3] C [1;4].

b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio az [1; 4] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva

‘ ~

o' ()] = <

5 =g, cei4

=
N | —

miatt ¢ kontrakcio [1;4]-en.

c) A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra.
A hibabecslés xo € [1;4] esetén

qo () oo 3
|z — 2™ < 5 ‘$075U|§27.
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16. Agz iteracios sorozatot az x = v/x + 1 alakbdl a fixponttétel segitségével kapjuk. A feladatra

a fixponttételt alkalmazzuk p(x) = /x + 1 valasztassal, igy a sorozat zpi1 = /xp + 1 lesz.

a) Vizsgaljuk meg, hogy a ¢ fiiggvény a [0; 3] intervallumot [0; 3]-be képezi-e.

Mivel ¢ szigortian monoton nové fliggvény (kénnyen bizonyithaté elemi modon), ezért

¢ ([0;3]) = [(0) 5 ©(3)] = [1;2] C [0;3].
b) Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio az [0; 3] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva ) )
! = < -=q, €10;3
SO g <50 €€

miatt ¢ kontrakcio [0; 3]-en.

c) A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alkalmazhatok a feladatra.

A hibabecslés zg € [0; 3] esetén

oo (1) .3
|xp — 2™ < 5 -|x0—x|§2—k.
A sorozat konvergenciarendje 1, mivel a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt 3 & € [zg; x¥]
vagy [z*; x| intervallumban, hogy
|21 — 27| = [ (k) — @ (@) = 1" (&k)] - |2k — 27
Ezt felhasznalva
_ *
tim LT i ()] = tim [/ (")) =
k—o00 ‘xk — x*‘ k—o00 k—o00
1
= lim —————=c¢#0.
k—oo 2¢/x* + 1 7

17. [Iteréacios sorozatot ugy kapunk, hogy az egyenletet atrendezziik a vele ekvivalens x = ¢(z)

alakra, majd felirjuk és vizsgaljuk az xi.1 = @(xy) sorozatot. Egy kézenfekvs valasztas a

z=(x—1)° = p(x),

mig egy masik az egyenlet atrendezésébdl kapott

r=(x-13 o z=Vr+1=1y).
Az elsgként adott op(x)-rdl belathato, hogy divergens sorozatot general, mig a masodik kon-
vergens sorozatot.

a) Az eredeti egyenlet ekvivalens az f(x) = (z — 1) — 2 = 0 egyenlettel. Bolzano tétellel
keressiink egy intervallumot, mely tartalmazza a gyokot. Az [1;3] és [2;3] intervallum is jo
valasztas, mert

fy=1-1P%-1=-1<0
f2)=2-13-2=-1<0
f3)=3B-13-3=5>0.

b) Az els6ként valasztott p(x) = (z — 1)3-re elég megnézniink a a derivaltjat a [2;3] inter-
vallumon, mely tartalmazza a gyokot.

| (z)| =3(x—1)2>3, z€[2;3]
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18.

Igy a ¢(z) = (z — 1) nem lehet kontrakcié [2; 3]-n.
c) A p(x) = Jx + 1 fiiggvény az [1;3] intervallumon szigorian monoton noves fliggvény
(konnyen bizonyithato elemi modon) és

¢ ([1;3]) = [(1); ©(3)] = [2; V3 +1] C [1;3].

Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakcio az [1; 3] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-

tételt felhasznalva

-1
3y/¢2 73

miatt ¢ kontrakcio [1;3]-n. A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai alka-

lmazhatok a feladatra.

|’ ()]

q, &€[l;3]

Iteracios sorozatot tgy kapunk, hogy az egyenletet atrendezziik a vele ekvivalens x = ¢(z)
alakra, majd vizsgaljuk az xy+1 = @(z)) sorozatot. Az (z) sorozatot a p(z) = 1+ 2, mig az

(yx) sorozatot a (z) = g;ﬁ fliggvénnyel kaptuk.

a) Az f(r) = 22 —x — 2 = 0 egyenlet ekvivalens az © = () és az = = ¢(z) fixpont
egyenlettel. Az [1;3] intervallum j6, mert

f) =
f3)

miatt az intervallum tartalmaz gyokot.

12-1-2=-2<0
32-3-2=4>0

b) A p(z) =1+ 2-re elég megnézniink a derivaltjat az [1; 3] intervallumon.

4, 4
§§’@($)|:?§47 z € [1;3]

Igy a () = 142 nem lehet kontrakeio [1; 3]-n. Megprobalhatnénk sziikiteni az intervallumot,
de a 2-t tartalmaznia kell, mert gyok. Viszont |¢'(2)| = 1, vagyis az intervallumot sztikitve
sem lehetne 1-nél kisebb.

c) Vizsgaljuk a ¢(z) = ;”if% fliggvény derivaltjat.

22 —x—2

Y () = Q'W

Vegyiik észre, hogy a szamlaloban az f(x) fliggvény szerepel, igy a ¢'(z*) = 0. Masrészt
x € [1;2] esetén f(x) < 0 és ¢'(z) < 0, ami ¢ monoton csokkenését, mig x € [2;3] esetén
f(z) > 0 és ¢'(x) > 0, ami ¢ monoton novekedését garantalja, azaz 2-ben 1-nek lokalis
minimuma van. Mivel ¢(1) =3, ¢(2) =2 és (3) = &

¥ ([153]) = [¥(2); »(1)] = [23] C [1;3].
Igazolnunk kell még, hogy 1 kontrakcio az [1; 3] intervallumon.

" 20 —1)2 —4(2? —x -2 14
¥ =2t )(2:1: —(1)3 - @z —1p "

igy 1)’ szigortian monoton nové és
8
—4=9'(1) s ¢(2) <I'B) = 5

Latszik, hogy finomitanunk kell az intervallumot.
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19.

d) Nézziik az [1,5; 3] intervallumot, ami szintén tartalmazza a gyokot, igy a fentiek alapjan

¥ ([1,5:3) = () w(1,5)] = 25 7] € 1,553

8

5 / / / _°
—2 =¥(1,5) <¥(@) SV) = o,

A Lagrange-féle kozépértéktételt felhasznalva
5
WEI<g=a<l ¢€[l,53

miatt ¢ kontrakcié [1,5; 3]-n. A fixponttétel mindkét feltétele teljestil, igy a fixponttétel al-
litdsai alkalmazhatok a feladatra. A sorozat konvergenciarendje 2, mivel a Taylor-formula és
' (2*) = 0 miatt 3 & € [yg; *] vagy [x*; yx| intervallumban, hogy

* * 1 *
[Yer1 — [ = Y () — ¥ (27)] = §!¢”(€k)\ Ny — 2|2
Ezt felhasznalva

. ’yk+1 - JU*| I — . Lo«
lm . = — = 1 m — = O
kiﬂ)o |yk - $*|2 k—o0 Q‘w (fk)| k‘ioo 2‘w (33 )’ ¢ 7&

2
e) Vegyiik észre, hogy az yri1 = Qy;ktzl sorozat az f(x) = 0 egyenletre felirt Newton-
modszer, igy a Newton-modszer konvergenciatételei segitségével is bizonyithato az (yx) sorozat
konvergenciaja.

Iteracios sorozatot tigy kapunk, hogy az egyenletet atrendezziik a vele ekvivalens x = ¢(z)

alakra, majd vizsgaljuk az Tl = o(z1) sorozatot. Az (x}) sorozatot a p(x) = x3 — 1, mig

23 +1
32—

az (yg) sorozatot a 1(x) = fliggvénnyel kaptuk.

a) Az f(x) = 23 —x — 1 = 0 egyenlet ekvivalens az © = () és az z = ¢(z) fixpont
egyenlettel. Az [1;2] intervallum jo, mert

f)=1"-1-1=-1<0

f(2)=22-2-1=5>0

miatt az intervallum tartalmaz gyokot.

b) A ¢(z) = 2> — 1 -re elég megnézniink a derivaltjat az [1;2] intervallumon.
3< | (x)| =32* <12, zell;2
Igy a p(x) = 322 nem lehet kontrakcio6 [1;2]-n. Masrészt

k1 — 2| =l (ar) — @ (@) = [(2r)® — ()] =
= |z, = 2*[ - |(2x)? + 2™ + (%) =
= |z — 2| - ((x +:Ukw + (z%)?) >

)?
>3- |z, — 2| > 38|z — 2¥,

vagyis a hibasorozat végtelenhez tart, igy a vizsgélt sorozat divergens.

c) Vizsgaljuk a ¢(z) = 22 +1 fiiggvény derivaltjat.

3r2—

6z(z3 —x —1)

Vo) = (3x2 —1)2
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20.

Vegyiik észre, hogy a szamlaloban az f(x) fliggvény szerepel, igy a ¢/(z*) = 0. Méasrészt
x € [1; 2*] esetén f(x) <0 és ¢/(x) <0, ami ¥ monoton csokkenését, mig x € [z*; 2] esetén
f(z) > 0 és ¢'(x) > 0, ami 1) monoton novekedését garantalja, azaz z*-ban 1-nek lokalis
minimuma van. Mivel ¢(1) = 3, ¢(z*) = z* és (2) =
. L 17
¥ ([1;2]) = (") v(2)] = [o% 7] < [1;2]:
Igazolnunk kell még, hogy 1 kontrakcio az [1;2] intervallumon. Mivel x € [1;2] esetén

203 + 922 + 22+ 1

") =6 0
V(@) (322 —1)3 >
igy ¢ szigorian monoton novs és
3 , , , 60
—— = 1)< < 2) = —.
Loy v <@ = o

Latszik, hogy finomitanunk kell az intervallumot.

d) Neézziik az [1,1; 2] intervallumot, ami szintén tartalmazza a gyokot és

(1,15 2]) = (") 91, D] = 275 1,5922] C [1,1; 2].

—0,7338 =~ ¢'(1,1) < ¢'(z) < ¢'(2) = %’

A Lagrange-féle kozépértéktételt felhasznalva
[ (€)] <0,7338=qg<1 £€l,1;2]

miatt ¢ kontrakei6 [1,1; 2]-n. A fixponttétel mindkeét feltétele teljesiil, igy a fixponttétel al-
litasai alkalmazhatok a feladatra. A sorozat konvergenciarendje 2, mivel a Taylor-formula és
Y (x*) = 0 miatt 3 & € [yx; x*] vagy [2*; yg] intervallumban, hogy

* * ]' *
Y1 — 27| = ¥ (yr) — ¥ (z%)| = 3 19" (&)] - lye — ¥
Ezt felhasznalva

—z* 1 1
tim PO iy L) = dim L) = e 00
k—o0 2

k—o0 |yk — 1'*|2 k—o0

3
e) Vegylk észre, hogy az ypi1 = ;Z”%i sorozat az f(x) = 0 egyenletre felirt Newton-
k

modszer, igy a Newton-modszer konvergenciatételei segitségével is bizonyithato az (yy) sorozat
konvergenciaja.

Iteracios sorozatot ugy kapunk, hogy az egyenletet atrendezziik x = p(z) alakra, majd felirjuk
és vizsgaljuk az xpy1 = @(x)) sorozatot. Egy kézenfekvs valasztés a (z) = % (sin(z) + 1),

igy a sorozat

L.
Thi1 = 3 (sin(xg) + 1).

a) Az eredeti egyenlet ekvivalens az f(z) = 3z —sin(xz) — 1 = 0 egyenlettel. Bolzano tétellel

keressiink egy intervallumot, mely tartalmazza a gyokot. A [—3 ; T] intervallum jo valasztas,

mert

m 3T

f(_§):—?+1—1:<0
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21.

b) A ¢(x) =1 (sin(z) + 1) fiiggvény a [-7; 3] intervallumon monoton nové fiiggvény (kén-

nyen bizonyithato a derivaltja segitségével) és

(5 2 = [ o] = 2] e [5:)

Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakci6 az [—7; §] intervallumon. A Lagrange-féle kozépérték-
tételt felhasznalva

(6] = 5 -leos(a)| < 2 =g, € [-0: 7]

miatt ¢ kontrakcio [—7; §]-n. A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a tétel allitasai
alkalmazhatok a feladatra.

z7+3A

= T 3h3 4 sorozat alulrol korlatos és monoton fogyd, ebbdl kovetkezik
k

Belatjuk, hogy a xx11
a konvergenciaja.

a) Teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy VA< xp, Yk €N -re.
VA < x¢ a feladat feltételébsl kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy VA < x, teljesiil, igazoljuk k + 1-re az allitast. Mivel
0 S (:):k - \/2)3
3\/2(3%)2 + AVA < (:Uk)g + 3Ax;

(J}k)g + 3Ax;
VA< ==L 70 -
— 3(zp)2+ A Skt

ezért a sorozat alulrol korlatos.
b) Belatjuk, hogy a korlatossaghol kiovetkezik a monotonitas.
(w1)3 + 3Axy,
Th41 = —3(@%)2 TA S Tk,
(z) + 3Ax), < 3(xp) + Ay
2Az; < 2(x)°
VA < xp

Tehét a sorozat monoton fogyo, igy konvergens, jeloljiik a hatarértékét x*-gal.

2* = lim (zpe1) = lim (2x)3 + 34z, (2%)3 + 3Aa*
T ke k+1 koo 3(:Uk)2+A = 3(56*)2—|—A

A kapott egyenletet megoldva z* = v/A-t kapunk.
c) A hibabecsléshez felhasznaljuk a kovetkezd atalakitast
r1)3 4+ 3Ax
Tht1 —\/Z:@(xk)_(p(\/z) = (k)2—k_\/>:
vy + A

(.I‘k)?’ + 3Axy — 3\/21’% + AVA B

3z2 4+ A B
_ (@ — VA)>
S Bal+ A

Ezt felhasznalva a harmadrendd konvergencia bizonyithato.

o - VA 1 . 1 1

e or — VAP ke T Bl A 3@ A AT
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A hibabecsléshez a fenti atalakitast és a sorozat alsé korlatjat felhasznalva kapjuk, hogy

|21 — VA| = w (ap — VA

<1
a:z—i—A — 4A

9.2.4. Newton-modszer

22,

A feladatot a Newton-modszer globalis és lokalis konvergenciatételének alkalmazasaval is
megoldjuk. A Newton-modszer altal generalt sorozat

etk 4 4y,

T =T — 5.
k+1 k 2621]“ +4

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza az f(z) = €** 4 42 = 0
egyenlet gyokét. A [—1;0] intervallum jo valasztéas, mert

b) Nézziik a Newton-modszer globéalis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
A [-1;0] intervallumon

flx) =22 44>0
f"(z) = 4€*® > 0,
tovabba f monoton névekedése miatt
f(aio) . f”(l’o) >0& f($0) >0& x9 > ¥,

Tehat xo > z* esetén a Newton-modszer altal generalt (x) sorozat monoton fogydan kon-
vergal a gyokhoz. Ez a konvergenciatétel csak a monoton konvergenciat bizonyitja.

c) Nézziik a Newton-modszer lokalis konvergenciatételét, annak tovabbi feltételeit.
A [-1;0] intervallumon

fl(z) =2e* +4>0
1f'(x)| =2e** +4>4=m
|f" ()| = 4€** < 36 = Ms.

Ekkor M = QMWQI = %, igy minden xg kezd&érték esetén, melyre

1 2
_x* < = 1 —, * 1’ *_0 = -,
|zg —x*| <7 mln{ |z* + 1], |x |} 9

a Newton-modszer altal generalt (xy) sorozat masodrendben konvergél a gyokhoz és hiba-
becslése

9
|Tpt1 — 2] < 3" |z, — 2|,
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23.

24.

A feladatot a Newton-modszer globélis és lokalis konvergenciatételének alkalmazéséaval is
megoldjuk. A Newton-moédszer altal generalt sorozat

cos(zy) — dxg + 2
—sin(zg) —4

Tkl = Tk —

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza az f(z) = cos(x) —4x+2 =0

egyenlet gyokét. A [0; 5] intervallum jo valasztas, mert

fO)=14+2=3>0

f(g):-aw+2<0

b) Nézziik a Newton-modszer globalis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
A [0; 3] intervallumon

f(z) = —sin(z) —4 <0

f"(z) = —cos(x) < 0,
tovabba f monoton fogyasa miatt

f(l’o) . f//(l‘o) >0& f(SUo) <0& x9> "

Tehat xo > z* esetén a Newton-modszer altal generalt (x) sorozat monoton fogyoan kon-
vergal a gyokhoz. Ez a konvergenciatétel a monoton konvergenciat bizonyitja.
c) Nézziik a Newton-modszer lokélis konvergenciatételét, annak tovabbi feltételeit.

A [0; 3] intervallumon

f(z) = —sin(z) —4 <0
| =sin(z)+4>4=m
|

Ekkor M = zMﬁ = %, igy minden xg kezd&érték esetén, melyre

1
|z — 2| < r:min{M,]w* — g|,|:c* —0} = |z* = 0],

a Newton-modszer altal generélt (xy) sorozat masodrendben konvergal a gyokhoz és hibabecs-
lése

1
|xpr1 — 2| < 3 |xg — x*\Q.

A feladatot a Newton-modszer globdlis és lokalis konvergenciatételének alkalmazésaval is
megoldjuk. A Newton-modszer altal generalt sorozat
sin(zy) — 2z + 1

cos(zy) — 2

Tp+1 = Tk —

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza az f(x) = sin(z)—2x+1 =10
egyenlet gyokét. A [0; 7] intervallum jo valasztas, mert

FO)=1>0

f(3)=1-r+1=2-7<0.



9.2. Megolddsok 265

25.

b) Nézziik a Newton-modszer globélis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
A [0; §] intervallumon

-
~—
8
S—
I

cos(z) —2<0
—sin(z) <0,

i

=
8

S—
I

tovabba f monoton fogyasa miatt
f(xo) - f(x0) >0 < f(xo) <0< 29 > 2"

Tehat xy > z* esetén a Newton-modszer altal generalt (xx) sorozat monoton fogyoan kon-
vergal a gyokhoz. Ez a konvergenciatétel csak a monoton konvergenciat bizonyitja.

c) Nézziik a Newton-modszer lokalis konvergenciatételét, annak tovabbi feltételeit.
A [0; 7] intervallumon

f'(z) = cos(xz) —2 <0
|f'(z)] = —cos(z) +2>1=my
| ()] = sin(z) <1 = M.

Ekkor M = M2 = %, igy minden xg kezd&érték esetén, melyre
|lxg — ™| <r= min{, |x* — g|, |x* — O|} =|z* — g\,

a Newton-modszer altal generalt (xj) sorozat masodrendben konvergél a gyokhoz és hiba-
becslése

1
o =27 < 5 - o — 0

A feladatot a Newton-modszer globalis és lokalis konvergenciatételének alkalmazasaval is
megoldjuk. A Newton-modszer altal generalt sorozat

ek — il’k -2
Thtl =Tk — — 71 I

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza az f(z) = e® — 32 —2 =0
egyenlet gyokét. A [0;1] intervallum jo véalasztéas, mert

b) Nézziik a Newton-modszer globalis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
A [0;1] intervallumon

tovabba f monoton névekedése miatt

fzo) - f"(x0) > 0 & f(zo) > 0% xp > 2™
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26.

Tehat xo > z* esetén a Newton-modszer altal generalt (x) sorozat monoton fogydan kon-
vergal a gyokhoz. Ez a konvergenciatétel csak a monoton konvergenciat bizonyitja.

c) Nézziik a Newton-modszer lokalis konvergenciatételét, annak tovabbi feltételeit.
A [0;1] intervallumon

I

®
)
|

|f' ()]

(@) =" <

Ekkor M = 2]‘4721 = 2, igy minden xg kezdGérték esetén, melyre

1
2o — ¥ <r=min<{ —,|z* — 1|, |z" = 0] p = |z* — 1],
20— {3ple = 1l =0l =1 -
a Newton-modszer altal generalt (xj) sorozat masodrendben konvergél a gyokhoz és hiba-

becslése
|Tpy1 — 2| <2 |z — 22

A Newton-modszer altal generalt sorozat

1,2 2
sxp —xp—1 xy, — 3xp — 3
X =X, - —F = — — =
k+1 k ES— k 90— 3
_Q(xk)2—3:ck—m%+3xk+3: z3+3
2xp — 3 2x — 3

A p(x) = ;’i‘fg fiiggvénnyel kapjuk a fenti x5 = @(z)) sorozatot.

a) A Bolzano tétel segitségével olyan intervallumot keresiink, mely tartalmaz gyokot.
A [-1;0] intervallum jo, mert

f(—l):é(—1)2+1—1:é>0

f(0O)=-1<0

miatt az intervallum tartalmaz gyokot.
. 2T 2.3
b) Vizsgaljuk a () = 55

_ 2z(2z—3)—2(2*+3) 227 —62—6

fliggvény derivaltjat.

@) (22 — 3)2 T T or—3)2
. f=@)
B 6(2$ —3)?

Mivel a szamlaloban az f(z) fliggvény szerepel, igy a ¢/ (x*) = 0. Masrészt « € [—1; x*] esetén
f(z) > 0, ezért f szigortan monoton névs, = € [z*; 0] esetén f(z) < 0, ezért f szigoruan

monoton fogyod, ezért ¢-nek lokalis maximuma van z*-ban. Mivel p(—1) = —%, p(z*) = z* és

p(0) = —1,
¢ ([=1;0]) = [»(0); p(z")] = [-1;27] C [-1;0].

Igazolnunk kell még, hogy ¢ kontrakci6 az [—1; 0] intervallumon.

” 4z — 6)(2x — 3) — 4(22% — 62 — 6 42
(@) =2! . (295)—3)(3 - 2z —3p ~ "
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27.

igy ¢ szigortian monoton fogyo és

A Lagrange-féle kozépértéktételt felhasznélva

PO <z=qg<1 &e[-10]

Wil N

miatt ¢ kontrakcio [—1;0]-n. A fixponttétel mindkét feltétele teljesiil, igy a fixponttétel allita-
sai alkalmazhatok a feladatra.

c) A sorozat konvergenciarendje 2, mivel a Taylor-formula és ¢/(z*) = 0 miatt 3 & € [zg; 2*]
vagy [z*; zi| intervallumban, hogy

* * 1 *
w1 — 27 = | (zk) — @ (@")] = 5 - 0" (&) - |zx — =%
Ezt felhasznalva
. ‘xk+1 — :L‘*’ . 1 1" . 1 "
lim ZFL "2 1 iy = — lim - )| =
kggo |z — x*‘z kggo 2|<,0 (&)l kLH;o 2|S0 ()]
21
= = 0.
|22 — 33 7

Analog modon a [2; 4] intervallumra is elvégezhetjiik a vizsgalatot.

A feladatot a Newton-modszer globdlis és lokélis konvergenciatételének alkalmazésaval is
megoldjuk. A Newton-modszer altal generalt sorozat

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza az f(z) = 22 —2,/(z)—2 = 0
egyenlet gyokét. Az [1;3] intervallum jo véalasztas, mert

f1)=1-2-2=-3<0
f3)=9-2v3-2>0.

b) Nézziik a Newton-modszer globalis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
Az [1; 3] intervallumon

tovabba f szigortian monoton névekedése miatt
f(zo) - f"(z0) >0 f(zo) >0 zg > 2™

Tehat xg > z* esetén a Newton-modszer altal generalt () sorozat monoton fogyoan kon-
vergal a gyokhoz. Ez a konvergenciatétel csak a monoton konvergenciat bizonyitja.
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c) Nézziik a Newton-modszer lokélis konvergenciatételét, annak tovabbi feltételeit.
Az [1; 3] intervallumon f” > 0 miatt f’ szigorian monoton né

f’(x)zQw—\/lE>0

@) =2 - > |F )] =1=m

<1/ =2 = .

@) =2+ .

1
2V x3

Ekkor M = 2]‘4721 = %, igy minden xg kezd&érték esetén, melyre

1
lzg — 2" <71 = min{M, |z* — 1], |z* — 3\} =|z* - 3|,

a Newton-modszer altal generalt (xj) sorozat masodrendben konvergél a gyokhoz és hiba-

becslése
* 5 *|2
|Thrr =2 < - faw — 27
28. El6szor nézzik az f(z) = 7% fiiggvény derivaltjat
() —(1+z)—(-z) —-l—zxz+zx -1
€T) = = = .
(14 x)? (14 x)? (1+x)?

A Newton-modszer altal generalt sorozat

-
I
Tht1 = Tk — J:f'“ = —(zp)*.

(1+mz,)?

A feladatot a Newton-modszer globalis konvergenciatételének alkalmazéséaval oldjuk meg.

a) A Bolzano tétellel keressiink intervallumot, mely tartalmazza a gyokot, azaz 0-t. Minden
[a; b] intervallum jo vélasztas, ahol —1 < a < 0 és 0 < b < 1, ugyanis

f(a):1+a>0
—b
f) =75 <0

b) Nézziik a Newton-modszer globalis konvergenciatételének tovabbi feltételeit.
Az [1; 3] intervallumon

, -1
f(x)_(1+$)2<0
" o 2
f (.’I}) - (1+(L’)3 > 07

tovabbé f szigortian monoton fogyasa miatt
f(xo) - f"(x0) > 04 f(zo) >0 20 < 0.

Tehat xg < 0 esetén a Newton-modszer altal generalt (zy) sorozat monoton noévekedGen
konvergal a gyokhoz. Ha 0 < zg < b kezddértékbsl indulunk, akkor 21 = —(22)? < 0 és innen
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méar monoton novekedden konvergal a modszer. Tehat az [a; b] intervallum barmely pontjabol
inditva a rekurziot, konvergens sorozatot kapunk.

c) Az el6z6 konvergenciatétel csak a monoton konvergenciat bizonyitja, azonban a méasod-
rendd kovergencia a sorozat képletébdl konnyen adodik. A hibabecslés

Th+1 — 0= —(xk — 0)2

2
[@k41 — 0] = |z — O],
és a masodrendd konvergencia bizonyitasa

. *
lim 7‘%“ 932|
k—o0 |$k — 1;*|

=1+#£0.



10. fejezet

Approximacios feladatok

10.1. Feladatok

10.1.1. Altalanositott inverz

1.

Hatarozzuk meg az aldbbi matrixokra az A1 és BT altalanositott inverzet!
Mit jelent az A - x =b € R™ illetve az B -y = d € R linearis egyenletrendszer megoldasa?

1
A=|:|eR™, B=[11 ... 1]eR>™

Készitsiik el a kovetkezd matrixok altalanositott inverzét!

A= , B=[-1 1 1]

— = =
= o =

Hatérozzuk meg a kovetkezs matrixok altaldnositott inverzét!

A

Il
|
[\
o
os]
Il
—

1 0 -1

Hatarozzuk meg a kovetkezd matrix altalanositott inverzét!

110
A‘[011]

Hatarozzuk meg a kévetkezd matrix altalanositott inverzét!

11
A=1]01
0 0

e )
—_ o O
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10.1.2. Diszkrét legkisebb négyzetek moédszere

6.
7.

10.

11.

Hatéarozzuk meg a (0;1), (1; 3), (2;4), (3;6) pontokat négyzetesen legjobban kozelits egyenest!
Irjuk fel a megadott (x;;y;) pontokat négyzetesen legjobban kozelits egyenest!

v 2] <1[0] 1] 2]
w421 2[4

Irjuk fel a megadott (z;;v;) pontokat négyzetesen legjobban kizelité egyenest!

x| =3]-2]0]1]4]
wl-3]-2[1]2]5]

Irjuk fel a megadott (x;;y;) pontokat négyzetesen legjobban kozelits egyenest és parabolat!

x| =2 -1]1] 2]
vi| 3] 1]0]2]

Igazoljuk, hogy a megadott (x;;y;) pontokra felirt négyzetesen legjobban kozelits egyenes
atmegy a (0;0)-n!
v | =4[ -1] 0]2]3

2 3
yi| -4 -2[-1]3[4]

Igazoljuk, hogy az (x;;y;), (i = 1,...,N) pontokat négyzetesen legjobban kozelits egyenes
(va:1 Ti Ef\]:l yi)
N N

; ponton!

atmegy a

10.1.3. Hilbert-térbeli kozelités

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Adjuk meg a P(2;1;0) pont tavolsagat a v = (1;1;1)7 iranyvektort origéon atmend egyenestsl
és a pont egyenesre vonatkozé merdleges vetiiletét a Hilbert térbeli elmélet alkalmazasaval!

Adjuk meg a P(1;1;0) pont tavolsagat a v = (0;1;1)7 iranyvektora origon atmend egyenestdl
és a pont egyenesre vonatkozé merdleges vetiiletét a Hilbert térbeli elmélet alkalmazasaval!

Adjuk meg a P(1;—1;—1) pontnak a v = (1;1;1)7 iranyvektorti origén atmend egyenesre
vonatkozo6 tiikorképét a Hilbert térbeli elmélet alkalmazasaval!

Adjuk meg a P(1;0;0) pont tavolsagat az z = 2x+y siktol és a pont sikra vonatkozo merdleges
vetiiletét a Hilbert térbeli elmélet alkalmazéasavall

Adjuk meg a P(1;—2;1) pontnak az x —y+ 2z = 0 sikra vonatkozo tiikorképét a Hilbert térbeli
elmélet alkalmazasaval!

Adjuk meg a P(1;—1;—1) pont tavolsagat az x + y + z = 1 siktol és a pont sikra vonatkozo
merGleges vetiiletét a Hilbert térbeli elmélet alkalmazasavall Vigyazat, a sik nem altér!

Milyen a,b € R -re lesz az
1
/ (2? + az + b)*/z dr
0

integral értéke miniméalis? A Hilbert térbeli elmélet alkalmazaséval oldjuk meg a feladatot. A
minimum értékét nem kell kiszamolni.
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19. Milyen a,b € R -re lesz az
1
/ (2® + az + b)* 2* dx
0

integral értéke minimalis? A Hilbert térbeli elmélet alkalmazésaval oldjuk meg a feladatot.
A minimum értékét nem kell kiszamolni.

10.1.4. Ortogonalis polinomok

20. Milyen a,b,c € R -re lesz az
! 1
/ (2% + a2? + b + ¢) —=da
1 1-— .’E2
integral értéke minimalis? A minimum értékét nem kell kiszdmolni.

21. Milyen a € R -re lesz az

/1 (223 — ax)?
—dz
1 V1—2?

integral értéke minimalis? A minimum értékét nem kell kiszamolni.
22. Milyen a,b € R -re lesz az

1
/ (2% 4 az + b)* dx
-1

integral értéke minimalis? A minimum értékét nem kell kiszadmolni.
23. Milyen a,b € R -re lesz az
/1(302 + az + b)? dzx
0
integral értéke minimalis? A minimum értékét nem kell kiszamolni.
24. Milyen a,b € R -re lesz az
/1(x2 + az + b)*Vr dx
0

integral értéke minimalis? Az ortogonalis polinomok segitségével oldjuk meg a feladatot.
A minimum értékét nem kell kiszamolni.

25. Milyen a,b € R -re lesz az

1
/ (2 + az + b)*2? da
-1

integral értéke minimalis? Az ortogonalis polinomok segitségével oldjuk meg a feladatot.
A minimum értékét nem kell kiszamolni.

10.1.5. Egyenletesen legjobb kozelités

26. Legyen f € Cla;b] fiiggvény. Adjuk meg az f fliggvényt az [a; b] intervallumon egyenletesen
legjobban kozelité konstanst és a kozelités hibajat!

27. Hatarozzuk meg az f(z) = (z + 1)?, = € [0;1] fiiggvényt egyenletesen legjobban kizelits
nulladfoku és els6fokit polinomot, valamint a kozelitések hibajat!

28. Adjuk meg az f(z) = Tlﬂ, x € [—1;1] fiiggvényt egyenletesen legjobban kozelits elséfoki
polinomot és a kozelités hibajat!
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Adjuk meg az f(z) = e®, x € [0;1] fiiggvényt egyenletesen legjobban kozelits elssfoku poli-
nomot és a kozelités hibajat!

Adjuk meg az f(z) = 2?42z, x € [1;1] fiiggvényt egyenletesen legjobban kézelits legfeljebb
els6foki polinomot! Mekkora a kozelités hibaja?

Adjuk meg az f(z) = 22 + x + 1, = € [~1;1] fiiggvényt egyenletesen legjobban kozelité
els6foku illetve masodfokt polinomot! Mekkora a kozelitések hibaja?

Adjuk meg az f(x) = a* + 22 + 1, » € [-1;1] fiiggvényt egyenletesen legjobban kézelits
legfeljebb mésodfoki polinomot! Mekkora a kozelités hibaja?

Adjuk meg az f(z) = 23, = € [0;1] fiiggvényt egyenletesen legjobban kozelits legfeljebb
maéasodfokt polinomot! Mekkora a kozelités hibdja?

Az f(x) = |z|, = € [-1;1] fiiggvényt egyenletesen legjobban kozelits egyenes meghatarozasa-
hoz irjuk fel a Remez-algoritmus egy lépését a {—1,0, 1} pontokbdl kiindulva.

Az f(x) = (22—1)2, x € [-1;1] fiiggvényt egyenletesen legjobban kozelits egyenes meghataro-
zésadhoz irjuk fel a Remez-algoritmus egy lépését a {—1,0,1} pontokbol kiindulva.

Az f(z) = 22, z € [0;1] fiiggvényt egyenletesen legjobban kizelits egyenes meghatarozasahoz

irjuk fel a Remez-algoritmus egy lépését a {0, %, 1} pontokbol kiindulva.
Az f(z) = 1—5—%’ x € [0; 2] fliggvényt egyenletesen legjobban kozelits egyenes meghatéarozasahoz
irjuk fel a Remez-algoritmus két lépését a {0, 1,2} pontokbol kiindulva.

10.2. Megoldasok

10.2.1. Altalanositott inverz

1.

a) Az A matrix talhatarozott és teljes ranga, rang(A) = 1. Ekkor az altalanositott inverz a
kovetkezs képlettel szamolhato.

Af=A"A) T AT=m) 11 1] ==[1 1 ... 1
(A7A) (m)~"- | J=— ]
Az A -x =Db € R™ linearis egyenletrendszer altalanositott megoldasa
xt = At b= L. (11 ... 1] b= 2zl
m m

vagyis a b; értékek atlaga.

b) Az B matrix alulhatarozott és teljes rangu, rang(B) = 1. Ekkor az altalanositott inverz
a kovetkez6 képlettel szamolhato.

1 1

1 1 1
BT = BT . (BBT)_l — - (n)—l _ .

: n :

1 1

Az B -y = d € R lineéaris egyenletrendszer altaldnositott megoldasa

1 1

I d |1
: n

n
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Az yT altalanositott megoldas a

n

IBy —dll2 = (yi — d)*

=1
kifejezést minimalizalja.

a) Az A maétrix tulhatarozott és teljes rangi, rang(A) = 2. Ekkor az altalanositott inverz a
kovetkezs képlettel szamolhatoé.

wmonrw =3 [ )]
5L

b) Az B matrix alulhatarozott és teljes rangu, rang(B) = 1. Ekkor az altalanositott inverz
a kovetkezo képlettel szamolhatoé.

O Wi
= O

O Wl

~1 -1
Bt=B BB '=| 1| -3)"'= % 1
1 1

a) Az A matrix talhatarozott és teljes rangu, rang(A) = 2. Ekkor az altalanositott inverz a
kovetkezs képlettel szamolhatoé.

1 -2 1]

1 0 —1|

A*:(ATA)l-AT:{ﬁ 0}1'[1 —2 1]_

0 2 1 0 -1
[1 _1 1
~|7 7 ﬂ
2 0 —3

O Ol
- O

b) Az B matrix alulhatarozott és teljes rangu, rang(B) = 2. Ekkor az altalanositott inverz
a kovetkez6 képlettel szamolhato.

1 1 1 1 o,
e ] M . e N
1 -1 1 -1 2

= O Nl

|
=W O =

Latjuk, hogy épp az AT transzponaltjat kaptuk. Ez nem véletlen, hiszen B = AT igy
B-‘r — BT . (BBT)_l — A (ATA)_l _ ((ATA)_l X AT)T —_ (A-l-)T_

Az A matrix alulhatarozott és teljes rangt, rang(A) = 2. Ekkor az altalanositott inverz a
kovetkezs képlettel szamolhatoé.

woeariaan =[]

1110
T2 10 1 1
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5. Az A matrix alulhatarozott és teljes rangt, rang(A) = 3. Ekkor az altalanositott inverz a
kovetkez6 képlettel szamolhato.

SR
AT=AT (AAT)TI = | 2 1] =
0 0 1| L0 12
100 3 -2 1
_1101_2_421_;_1 12 -1
0 1 1p 4 | 7 o 4| 4 |-1 2 1
00 1 1 -2 3

10.2.2. Diszkrét legkisebb négyzetek modszere

6. Irjuk fel a linearis egyenletrendszert, mellyel meghatarozhatjuk az (z;;v;), i =1,..., N pon-
tokat négyzetesen legjobban kozelité egyenes egyiitthatoit.

oo s8] - s

Y Y| |m 22 Ty

Mivel a kittizott feladatban N =4, S x; = 6, Y2 = 14, Y y; = 14 és Y. zyy; = 29, ezért a
lineéris egyenletrendszer a kovetkezo.

4 6 po| |14
6 14 p1| |29
Az 1. egyenlet % -szeresét vonjuk ki a 2. egyenletbdl, igy a 2. egyenlet

8
op1 =8 — plzg-

Az 1. egyenletbdl
8 70-48 22

dpp=14—-6- - = —
Po 5 5
A keresett egyenes
8 22
P == —.
@) =52+

7. Irjuk fel a linearis egyenletrendszert, mellyel meghatarozhatjuk az (z;;v;), i =1,..., N pon-
tokat négyzetesen legjobban kozelité egyenes egyiitthatoit.

e s8] - s

22T Y 9012 b1 > T

Mivel a kitiizott feladatban N =5, Y z; = 0, > 2? =10, Y y; = 1 &s Y. 9, = 20, ezért a
lineéris egyenletrendszer a kovetkezo.

) 0 ) Po | 1
0 10 pr| |20
A diagonélis elemekkel végig osztunk, igy

1
p0:g7 p1:2
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A Kkeresett egyenes

1
8. Irjuk fel a linearis egyenletrendszert, mellyel meghatarozhatjuk az (xi;9:), i=1,..., N pon-

tokat négyzetesen legjobban kozelité egyenes egytitthatoit.

o i) )= 1s50]

Yxi Y b1 > TiYi

Mivel a kittizott feladatban N =5, Y x; = 0, Y. 2? = 30, Y. y; = 3 és Y. 29, = 35, ezért a
lineéris egyenletrendszer a kovetkezs.

o ) [0] = [:s]

A diagonalis elemekkel végig osztunk, igy

_3 7
bo = 57 p1 = 6
A keresett egyenes
7 3
9. a) Irjuk fel a linearis egyenletrendszert, mellyel meghatarozhatjuk az (x;;y;), i = 1,...,N

pontokat négyzetesen legjobban kozelits egyenes egyiitthatoit.

oo s3] ][5

22T Y 9612 p1 > TiYi

Mivel a kitiizstt feladatban N =4, > a; =0, S 2? =10, Yy = 6 és Y. x4 = —3, ezért a
lineéris egyenletrendszer a kovetkezd.

o) [n] =[]

A diagonalis elemekkel végig osztunk, igy

_3 _3
bo = 27 D1 10

A keresett egyenes
3 3

b) Irjuk fel a linearis egyenletrendszert, mellyel meghatarozhatjuk az (x;;v;), i = 1,...,N
pontokat négyzetesen legjobban kozelité parabola egyiitthatoit.

N Y Y a? Po > Vi
Z T Z 9612 Z a?f’ P = Z TiYi
Sap Yap Yai| |[pe > w3y

Mivel a kitiizott feladatban N =4, > x; = 0, Y27 =10, > a? =0, > o} = 34, > y; = 6,

doxiy; = —38és > xfyz = 21, ezért a lineéris egyenletrendszer a kovetkezd.
4 0 10 Do 6
0 10 O -|(p1|=1]-3

10 0 34| |[po 21
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10.

11.

Az 2. egyenletbdl
3

pIZ—TO-

A megmarad6 egyenletek

(1) 2pg + 5p2 = 3
(3)  10po + 34p2 =21

2
(3)—5-(1) 9p2 =6 —>p2:§
10 1 1
1 2 = _——— = — — = ——
(1) Po 3 3 7 =g
A Kkeresett parabola
2 3 1
P =22 - -2
e R TR

Irjuk fel a linearis egyenletrendszert, mellyel meghatarozhatjuk az (z;;v;), i = 1,
tokat négyzetesen legjobban kozelité egyenes egyiitthatoit.

B R R ]

..., N pon-

Mivel a kittizétt feladatban N =5, Y ; = 0, .22 = 30, Y.y = 0 és Y. 2;9; = 36, ezért a

lineéris egyenletrendszer a kovetkezs.

o ) [0] =[]

A diagonalis elemekkel végig osztunk, igy

A Kkeresett egyenes

melyrol latszik, hogy atmegy a (0;0) -n.

Irjuk fel a linearis egyenletrendszert, mellyel meghatarozhatjuk az (z;;1;), i = 1,
tokat négyzetesen legjobban kozelits egyenes egyiitthatoit.

e ] )=
N -po+ (Z%) pL=> i

in‘ 2. Yi

N TN

Mivel a P;(z) = pg + p1x els6fokt négyzetesen legjobban kozelité polinomra

P (Zx’> :p0+p1.2xi _ i

Az 1. egyenlet

N -nel leosztva

po +

N N N’

ezért az allitast belattuk.

..., N pon-
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10.2.3. Hilbert-térbeli kozelités

12. Adjuk meg az egyes jelolések értelmezését a Hilbert térbeli elméletben.
H = R? a Hilbert tér a feladatban,

2
f = | 1| a Hilbert térbeli elem, amit kozeliteni szeretnénk és
0

H' = (v) ={c-v| c € R} a v vektor altal generalt altér.

Az altérbeli legjobban kozelit§ elemet ¢ - v alakban keressiik. A ¢ egyiitthatot a G-c = b
Gram-matrixua lineéaris egyenletrendszerbdl kapjuk, melynek mérete az altér dimenzidja, jelen
példankban 1.
G-c=b < (v;v)-c=(f;v)
1 1 2 1
(L)) e=C 1] s 1))
1 1 0 1
3:¢c=3 =+ c=1

Tehét az altérbeli legjobban kozelits elem, vagyis az egyenesre vonatkoz6 merdéleges vetiilet

ff=1.v=|1
1

A pont és egyenes tavolsagat az f” = f — f/ norméajabol kapjuk.

2 1 1
d= "=t = Flla= ||| 1| = [L|| =|| Of| =V2
0 1 -1

13. Adjuk meg az egyes jelolések értelmezését a Hilbert térbeli elméletben.
H = R3 a Hilbert tér a feladatban,

1
f = | 1| a Hilbert térbeli elem, amit kozeliteni szeretnénk és
0

H' = (v) ={c-v| c € R} a v vektor altal generalt altér.

Az altérbeli legjobban kozelit elemet ¢ - v alakban keressiik. A ¢ egyiitthatot a G-¢c = b
linearis egyenletrendszerbdl kapjuk, melynek mérete az altér dimenzidja, jelen példankban 1.

G-c=b & (viv)-c=(f;v)
0 1 0
1 1 111
1 1 0 1
¢ 2

Tehét az altérbeli legjobban kozelité elem, vagyis az egyenesre vonatkozo merdéleges vetiilet

1 0

o]y
M
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A pont és egyenes tavolsagat az f” = f — f/ normé4jabol kapjuk.

1

0 1 3
d= "o =f~Flla=|[|1|~|3]|| = =5
0 1 1 2

2 2 2 2

14. Adjuk meg az egyes jelolések értelmezését a Hilbert térbeli elméletben.
H = R?3 Hilbert tér a feladatban,
1

f = | —1 | a Hilbert térbeli elem, amit kozeliteni szeretnénk és

-1
H' = (v) ={c-v| c € R} a v vektor altal generalt altér.
A tiikorképet az altérbeli legjobban kozelits elem segitségével tudjuk meghatérozni, melyet
¢ - v alakban keressiik. A ¢ egyiitthatot a G - ¢ = b linearis egyenletrendszerbdl kapjuk,
melynek mérete az altér dimenzidja, jelen példankban 1.

G-c=b < (viv)-c=(f;v)

1 1 1 1
(U5 e=C]=1]5]1])
1 1 -1 1
1
3-c=-1 - ¢c=—=
c c 3
Tehat az altérbeli legjobban kozelits elem, a v -vel pArhuzamos 6sszetevé
1
1
1
A v -re merdleges Gsszetevd
1 1 4
1 1
f,,:f—f/: 7]. +§ ]. :g *2
-1 1 -2

Az altérre vonatkozo tiikorkép fT =f — 2. £ vagy az fT = f/ — £ alakbol szamolhato.

1 4 -5
fT=f_—2.¢ =] -1 —%- -2 :% 1
-1 -2 1

15. Adjuk meg az egyes jelolések értelmezését a Hilbert térbeli elméletben.
H = R3 a Hilbert tér a feladatban,
1

f = | 0| a Hilbert térbeli elem, amit kozeliteni szeretnénk.

0
Kétféle megoldast adunk, melyek a kozelitd altérben kiilonboznek.

a) H = {[z,y,2]T € R} 2z+y—2 = 0} az origon 4tmen sik, két dimenzios altér. Keressiink
bézist a sikon, azaz két linearisan fiiggetlen vektort, melyek a sikon vannak.

1 0
Legyen gy = | 0| ésgo = | 1| a két baziselem.

2 1
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Az altérbeli legjobban kozelits elemet ¢q - g1 + ¢o - g9 alakban keressiik. A ¢1, co egyiitthatot
a G - ¢ = b linearis egyenletrendszerbdl kapjuk, melynek mérete 2 x 2.

cemv o [0 Ea [B)- R

A hidnyzo6 skalaris szorzatok

1 1 0 0
(81;81)=(|0];|0])=5, (ga:82)=(|1];|1])=2
9 9 1 1

1 1 1 0
(f;81)=(|0|;|0])=1, (f;g2)=(|0]|;]|1|)=0
0 2 0 1

A megoldand6 linearis egyenletrendszer

2 o) [l =[]

A 2. egyenletbdl co = —cq, ezt az 1. egyenletbe helyettesitve

1 1
5¢1 —2c1 =3c1=1 — Clzg - 02:—5.

Tehét az altérbeli legjobban kozelits elem, vagyis a sikbeli mer6leges vetiilet

, v |5 Y o T
f201‘g]_+c2‘g2:§‘ 0 —g 1 :g -1
2 1 1

Szamitsuk ki az f” = f — f/, altérre merdleges osszetevét.

1 1 2

1 1
f”:f—f/: 0 —g *]. :g 1
0 1 —1

A pont és sik tavolsaga

1 2 2
A=l = lE =€l =~ | 1]| = va_\f
3], 3

Lo =

2

b) A masik megoldasban H” = {c- v| ¢ € R} egy dimenzios altér, a sikra merdleges origon
atmend egyenes. v = [2,1, —1]7 a sik normalvektora, mely a sik egyenletébél olvashato le.

2

1)
-1

20 +y—2=0=(

ISIENSIE S
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Az altérbeli legjobban kozelit§ elemet ¢ - v alakban keressiik. A ¢ egyiitthatét a G-¢c = b
lineéris egyenletrendszerbdl kapjuk, melynek mérete 1 x 1.

G-c=b < (v;v)-c=(f;v)
2 2 1] 2
( 1]:] 1])-e=(]o0 1
-1 -1 0 -1
c=2 — c:1
3

Tehat a H” altérbeli legjobban kozelits elem, vagyis a normal vektor iranyt egyenesre vonatkozo
merGleges vetiilet

2
f//=1-V:é- 1
-1

A sikra vonatkoz6 meréleges vetiiletet az f' = £ — f” képletbdl szamitjuk.

1 2 1

1 1
f/:f—f”: 0 —g 1 :§ —1
0 -1 1

Latjuk, hogy az eredmény ugyanaz, de most 1 x l-es egyenletet kellett csak megoldanunk,
vagyis kevesebbet szamoltunk.

16. Adjuk meg az egyes jelolések értelmezését a Hilbert térbeli elméletben.
H = R3 a Hilbert tér a feladatban,

1
f = | —2 | a Hilbert térbeli elem, aminek a tiikorképét keresstik.

1
Ehhez a sikra merd&leges vetiiletet kell elGszor meghataroznunk. Kétféle megoldéast adunk,
melyek a kozelits altérben kiillonboznek.

a) H ={|z,y,2]T € R3| z—y+2z =0} az origobn atmend sik, két dimenzios altér. Keressiink
bézist a sikon, azaz két linearisan fliggetlen vektort, melyek a sikon vannak.

1 1
Legyengy = | 1| ésgo = 0| a két vektor.
0 -1

Az altérbeli legjobban kozelits elemet ¢; - g1 + c2 - go alakban keressiik. A c1, co egylitthatot
a G - ¢ = b linearis egyenletrendszerbdl kapjuk, melynek mérete 2 x 2.

cemv o [0 Ea [B)-[ER]

A hidnyzo6 skalaris szorzatok

1 1 1 1
(gusg)=(|1|;|1|)=2, (ga582)=(| O0];| 0f)=2
0 0 -1 —1

1
(81:82) = (g2;81) = (|1 |:| 0])=1
0
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1 1 1 1
(Fig)=(|-2|;|1]|)=-1, (fig2)=(|—-2|;| Of)y=0.

1 0 1 ~1

A megoldandd linearis egyenletrendszer
2 1 a| | -1
1 2 co | 0"

A 2. egyenletbdl ¢; = —2c¢o, ezt az 1. egyenletbe helyettesitve
2
—4cog+co=-3co=—-1 = co=- — =3

Tehét az altérbeli legjobban kozelits elem, vagyis a sikbeli meréleges vetiilet

, 2 ! 1 L 1 -1 1 !
f:cl-gl—I—cQ-gz:—g- 1 —l-g- 0l ==-1]-2 =—§~ 2
0 —1 -1 1
Szamitsuk ki az f” = f — f/, altérre meréleges Osszetevot.
1 1 4 1
1 1 4
1 1 4 1
Az altérre vonatkozo tiikorkép
1 1 1 -5
fT=f—2.f=|-2 3|1 =3 2
1 1 -5

b) A masik megoldasban H” = {c¢- v| ¢ € R} egy dimenzios altér, a sikra merdleges origon
atmend egyenes. v = [1, —1,1]7 a sik normalvektora, mely a sik egyenletébél olvashato le.

1
_1>
1

I

IS

r—y+2z=0=(

Az altérbeli legjobban kozelité elemet ¢ - v alakban keressiik. A ¢ egyiitthatot a G-¢c = b
linearis egyenletrendszerbél kapjuk, melynek mérete 1 x 1.

G.-c=b < (v;v)-c=

1 1 1 1
(=1]: =t -e=(]=2]; -1
1 1 1 1
4

Tehat a H” altérbeli legjobban kozelits elem, vagyis a normal vektor iranyt egyenesre vonatkozo

meréleges vetiilet
-1

f//=1-V=§-
1
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A sikra vonatkozo tiikorképet az fT = f — 2 - f” képletbdl szamitjuk.

1 1 -5
fT=f-2.f = |2 _? ~1 :% 2
1 1 -5

Latjuk, hogy az eredmény ugyanaz, mint a méasik megoldasi médnél, de igy kevesebbet kellett
szamolnunk.

17. A feladatban szerepld sik nem altér, mert nem megy at az origon. A Hilbert térbeli elméle-
tre csak gy tudjuk rahazni, ha valtozo transzformaciot alkalmazunk (eltoljuk a koordinata
rendszert 1 -gyel.) Legyen 2/ = z — 1, igy a sik egyenlete = + y + 2z = 0. Az 0j koordinata
rendszerben P(1;-1;-2). Adjuk meg az egyes jelolések értelmezését a Hilbert térbeli elméletben.

H = R3 a Hilbert tér a feladatban,

1
f = | —1| a Hilbert térbeli elem, melynek a vetiiletét keressiik. Most is kétféle megoldas
-2
koziil valaszthatnank. A kevesebb szamoléast igényl6t valasztjuk.
H" = {cn| ¢ € R} egy dimenziés altér, a sikra meréleges origon dtmend egyenes. n = [1,1,1]7
a sik normalvektora, mely a sik egyenletébdl leolvashato.

< R

1
r+y+z2 =0=( 1))
1

~

z

Az altérbeli legjobban kozelits elemet ¢ - n alakban keressiik. A c¢ egyiitthatét a G-¢c = b
lineéris egyenletrendszerbdl kapjuk, melynek mérete 1 x 1.

G-c=b < (mn)-c=(f;n)

1 1 1 1
({111 ])-e=(]|-2|;]|1})
1 1 -1 1

Tehat a H” altérbeli legjobban kozelits elem, vagyis a normal vektor iranyt egyenesre vonatkozo
merGleges vetiilet
1
2
f,/ =1-n= —g . 1
1

A pont és sik tavolsaga nem valtozik az eltolassal, igy

2 2 2

d=|f"|o=|-2-|1||| =2-vV3=—=.

I = -5+ 1| =3-v3= 5
2

A sikra vonatkozo mergleges vetiiletet az ' = £ — £ képletbdl szamitjuk.

/ ) 17, [t 5
Pef—f= |1 +5 |1 =5]-1
92 1 4
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A kapott koordinatak az (x,y, 2’) -ben értenddk. Az eredeti (z,y, 2) koordinatarendszerben a
siikra merGleges vetiilet

5
1
P/ == g —1
-1
18. Fogalmazzuk at a feladatot és adjuk meg a jeloléseket a Hilbert térbeli elmélet alkalmazasahoz!

1 1
| @ rarsnpvEde = [ = (coa = 0)PVEd = 1f =il

ahol H = LY [O‘ 1] a Hilbert tér, w(z) = /z a sulyfiiggvény,
fo x)y/z dx a skalaris szorzat,
||f||212u 0:1] fo f2 )v/x dx a norma négyzete,

f(z) = 2% a kozelitends elem és Py a legfeljebb els6fokt polinomok tere az altér, melybél
legjobban kozelit6 p; € P elemet keresiink. Keressiink bazist a P; polinom altérben: g1 (z) = 1

és go(z) = .
Az altérbeli legjobban kozelits elemet ¢ - g1 + ¢ - g2 alakban keressiik. A ¢1, ¢ egylitthatot
a G - ¢ = b linearis egyenletrendszerbdl kapjuk, melynek mérete 2 x 2.

Guo=b e [fa) fma]. (0] - [{e]

A hidnyzo6 skalaris szorzatok
1
(91;91) = (1;1) z/ 1-1-yxdx =
0
1
(925 92) = (z; ) :/ z-z-rdr =
0
! 2
(91592) = (92;91) = (1; a:>:/ l‘x‘\/}d:c:g
0
1
(f;91) =<$2;1>=/ 22 1-\rde ==
0
1
(x% ) :/ 22z rdr ==,
0
A megoldandé lineéris egyenletrendszer
2/3 2/5| Je| _|2/7
2/5 2/7 2| |2/9]°

175
2

105
k 2

-del, a 2. egyenletet -del, igy

5w o] =[]

A 2. egyenletbdl vonjuk ki az 1. -t, ekkor

Az 1. egyenletet szorozzu

deg = —  Cp =

40 10
9 9
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19.

Az 1. egyenlet

3561+21‘§:15 — 3501:—§ — 01:—2—51.
Tehét a legjobban kozelitd polinom
10 )
pi(z) = 9 L= 21’
és igya:—%o ésb:%.

Fogalmazzuk at a feladatot és adjuk meg a jeloléseket a Hilbert térbeli elmélet alkalmazasahoz!

1 1
/0 (2 +az +b)* - 2 do = /0 (2 = (—ax —b))*- 2 dw = || —PIH%g[o;lp

ahol H = L¥[0;1] a Hilbert tér, w(z) = 22 a stlyfiiggvény,
(fi9) = fol f(x)g(z)2z? dx a skalaris szorzat,
”f”%gf[o;l} = fol f?(x)x? dr a norma négyzete,

f(x) = 22 a kozelitends elem és P; a legfeljebb elséfokt polinomok tere az altér, melybdl
legjobban kozelité p; € P; elemet keresiink. Keressiink bazist a P, polinom altérben. Legyen

g1(z) =1 és go(x) = x.
Az altérbeli legjobban kozelit6 elemet c¢1 - g1 + ¢2 - go alakban keressiik. A c¢q, co egyiitthatot
a G - ¢ = b linearis egyenletrendszerbdl kapjuk, melynek mérete 2 x 2.

Gc=b & [<91591> <92§gl>]_[cl}:{<f§gl>}

(91592) (92; 92) 2

A hianyzd6 skalaris szorzatok
! 1
2
<91;gl>=<1;1>=/ 1-1-2°de ==
0 3
! 1
2
<92;92>=<1’;96>=/ r-x-x°dr= -
0 5
! 1
(91:92) = (92:91) = (L; ) :/ 1-z-22de = i
0
! 1
(f;91)=<3:2;1>:/ x2‘1-x2dx:5
0

1
(2% ) :/ xZ-x-xzd:c:}.
) 6

A megoldando lineéris egyenletrendszer

i 1] o] = e

Az 1. egyenletet szorozzuk 60 -nal, a 2. egyenletet 80 -nal, igy

) o] = [¥]

A 2. egyenletbdl vonjuk ki az 1. -t, ekkor

40 4
BT Y
“2= 73 3
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Az 1. egyenlet
4
2001+15-§=12 - 200=-8 — ¢=—-.

Tehét a legjobban kozelitd polinom

) =5

2
r— -,
)

ésigya:—% ésb:%.

10.2.4. Ortogonalis polinomok

20.

21.

Az f (23 + ax® + bz + ¢)? \/72 dx integral a minimumat a harmadfoki egy fGegytitthatos

ortogonalis polinom esetén veszi fel, melyet a [—1;1] intervallum és a w(z) = ——— stly-

N T V1—a?
fiiggvény hatéroz meg. Ez a Ts(z) egy f6egytitthatos Csebisev polinom. Elgszor allitsuk el a
Csebisev polinomt a kovetkezs rekurzioval, majd normaljuk a fGegyiitthatot.

Ty(z) =2z -Ti(z) — To(z) =2z - 2 — 1 =222 — 1,

Ts3(z) = 2z - To(x) — Th(z) = 2z - (222 — 1) — & = 42® — 3u,
1

T3(x) = 1 (423 — 32) = 2% — Zz

Igy ;
x3+ax2+bx+c:f3(x):m3—zx

innena:c:()ésb:—%.

a) Els6 megoldasunkban az ortogonalis polinomok tulajdonsagait hasznaljuk fel.
Az fi1(2x3 —ax)? \/1177 dx integral a minimumat a harmadfokt kettd {Segylitthatos orto-

gonalis polinom esetén veszi fel, melyet a [—1; 1] intervallum és a w(x) = \/11_7 sulyfliggvény

hatéroz meg. Ez a 2 - Ts (z) ketts fGegyiitthatos Csebisev polinom, mely a kovetkezd rekurzio
segitségével allithato els. A feladat a Csebisev polinom péaratlan volta miatt oldhaté meg ilyen
egyszertien. Ha masodfokid és konstans tagok is lennének az integralban, akkor is ez lenne a
megoldas. Az el6z8 feldatban mar elGallitottuk a harmadfoki egy fGegyiitthatés Csebisev
polinomot.

A feladat megoldasa

~ 3 3
2x3—ax:2-T3(:E):2$3—§1‘ - a=g

b) Egy masik lehetséges megoldas a Hilbert térbeli elmélettel.

1
1
/_ (@0~ aaf s dr = |f = millgag

ahol H = L¥[—1;1] a Hilbert tér, w(z) = \/11_7 a sulyfiiggvény,

(fi9)= f\(/&) dx a skalaris szorzat,

|’f”L12u[_1;1] = f_l \/ﬁ dx a norma,



10.2. Megolddsok 287

22,

23.

f(z) = 223 a kézelitends elem és
H' = (z) a g(x) = x altal generalt altér, melybdl a legjobban kozelits elemet keresiink.

Az altérbeli legjobban kozelits elemet a - g(x) alakban keressiik. Az a egyiitthatot a G-a=Db
lineéris egyenletrendszerbél kapjuk, melynek mérete az altér dimenzidja, jelen példankban 1.

G-a=b <& (g9 -a=(f;g9)
L g 1

1g) = ——dr=-T7
(0:9) / o=
Lol . p 3

1g) = ———dr = -7
(f:9) / e

g T ATy 2

. ) g
Igy a feladat megoldasa a = 3.

Az fil(xQ + azx + b)? dr integral a minimuméat a masodfoki egy fSegyiitthatos ortogonalis
polinom esetén veszi fel, melyet a [—1; 1] intervallum és a w(z) = 1 salyfiiggvény hataroz meg.
Ez a pa(x) egy fSegyiitthatos Legendre polinom, melyet Gram—Schmidt-ortogonalizacioval

allitunk el6 az 1, x, 22 rendszerbél.

po(z) =1
pi(x) =z —cpo(x) =x
~ A{wipo) Jli@lde 0

~pospo) [N 1-1de 2

1
pa(z) = 2 — cipi(x) — copo(x) = 2 — 3
(2?5 p1) f_ll 22 xdx
<p17p1> f_ll"l‘dl' 3
(22 po) [t 2% 1da 2
CO = = — 2 — _
(pospo) [ 1-1dz 2 3
Igy
2 2 1 1
$+a9€+bzp2($):x—§ = a:O,b:—g.

Az fol (22 4+ ax +b)? dz integral a minimumat a masodfoki egy fGegyiitthatos ortogonalis poli-
nom esetén veszi fel, melyet a [0; 1] intervallum és a w(z) = 1 stulyfiiggvény hataroz meg. Jelolje
p2(x) egy fGegyiitthatods ortogonalis polinomot, melyet Gram—Schmidt-ortogonalizacioval al-

litunk el6 az 1, z, 2% rendszerbél.
po(z) =1

p1(x) =x — cpo(x) = x — %

_ {mpo) _ Jow-ldz _
(pospo) [l 1-1dz

= bl
N | =
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1 1 1
po(z) = 2% —cipi(z) —copo(z) =2? — (2 — = )| — - =2® —x + =
2 3 6
1
W fee-hi
ip) [z —$)2de 5
(@Zpo)  fla?-lde + 1
CO p— = = = —
(poipo)  [f1-1dz 1 3
Igy
2 2 1 1
r°+ax+b=p(z) =2 Tty = a=1, b:—g.

Megjegyezziik, hogy az eredményt az el6z8 feladatbol is megkaphattuk volna a
o(x) =22 —1, z€0;1]
linearis transzformacioval. Az el6zd feladatbeli eredményt attranszformalva

1 2 1
2% 12— - =42 —da+ 2 =4 (P —x+ ).
(2r —1) g =4 z+3 (x :B+6)

Innen az egy féegyiitthatos polinom po(z) = 22 — x + %.

24. Mivel a [0;1] intervallum és a w(z) = /z silyfiiggvény nem definial klasszikus ortogonalis
polinomot, ezért a mésodfoki ortogonélis polinomot el§ kell allitanunk Gram-Schmidt orto-
gonalizacioval az 1, x, z? rendszerbdl.

po(xz) =1

p1(z) =2 —cpo(z) =@ _g

(x;po) 7f01:c‘1-\/5da: % 3
(Po; o) foll-l-ﬁdx 2 5
10 3 3
pa(z) = 2 — c1p1(z) — copo(z) = z? — —(r—2)—==
9 5 7
=22 - 1—035 + 3
9 21
1
o= &im) _Jore—5) VEdr g5 10
(p1;p1) fo z— 322 rde S09
(*; po) fo 22 1-xdx % 3
co = —_7_2
(po;po) fol 1-1-yzde 3 7
A masodfoku ortogonalis polinom
10 5 10 5
2 10 o _ o
po(x) = 9x—|—21 P +ar+b = a 9,b 51"

25. Mivel a [—1;1] intervallum és a w(x) = 22 stlyfiiggvény nem definial klasszikus ortogonalis
polinomot, ezért a mésodfoki ortogonélis polinomot el§ kell allitanunk Gram-Schmidt orto-
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gonalizacioval az 1, x, z? rendszerbdl.

po(x) =
pi(x) =z —cpo(x) =2
{mpo)  JLw-l-atde o 0
{po; Po) f_lll 1-22dz 3
3
pa(x) = 2 — cipi(x) — copo(x) = 2° — R
(@%p) [l 2 w-ade o
¢ = = = =2 =0
(p1;p1) Jjx-x-a?de %
1
o = (x2; po) _ [fi2? 12 de _ % 3
(po; po) f_lll 1-22dz 3 5

A masodfoku ortogonalis polinom

3 3
pz(az):xz—g:x?—l—aaz—f—b = a=0, b:5.

10.2.5. Egyenletesen legjobb kozelités

26. Mivel f € Cla;b], ezért van minimuma és maximuma az [a; b] intervallumban. Vezessiik be a
kovetkezo jeloléseket!

m = min{f(z) |z € [a;b]} = f(wn), @m € [a3b]

M =max{f(x)|z € [a;b]} = f(znm), xm € [a;D]
Az alternélé pontok tétele segitségével belatjuk, hogy

m+ M
2

po(x) =

az egyenletesen legjobban kozelitd nulladfokd polinom. A polinom fokszamahoz képest kettével
tobb alternéld pontot kell keresniink. Az x,, és x; pontok megfelelGek.

m+M_ M —m

f(xm) - pO(xm) =m

2 2
m+ M M—m
f(war) —po(wnr) = M — 5 =%

Mésrészt
m+ M M —m
Hf_p()HOO:ma'X{‘f(x)_ 5 ‘: xe[a;b]}: 5 ,

tehat az x,, és xj; alternéldé pontokban elGjelesen veszi fel a legnagyobb eltérést a hibafiig-

gvény. A kozelités hibaja
M—-—m

Eo(f) = 5
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27.

a) Az f(z) = (z + 1)? fiiggvény a [0; 1] intervallumon monoton névs, ezért az el6zd feladat
eredményét hasznalhatjuk az egyenletesen legjobban koézelité nulladfokt polinom meghataro-
zésara. Mivel

m=f0)=1 M=f(1)=4,

ezért

m+ M 1414 5
A kozelités hibaja

M-m 4-1 3

b) Az alternalo pontok tétele segitségével keressiik az egyenletesen legjobban kozelits elséfoku
polinomot. A polinom fokszaméahoz képest legalabb kettével tobb alternald pontot kell keres-
niink, azaz legalabb harmat. Amikor a fliggvény monoton, rendszerint elég pontosan kett&vel
tobb, a két széls6 az intervallum két széle. Ha ezzel a megkozelitéssel nem kapunk eredményt,
akkor vagy tobb alternalé pontot kell keresniink vagy az intervallumok széle nem alternéléd
pont. Ezt végigkdvethetjiik az el6z6 feladatnal, amennyiben a minimum és maximum helyek
nem az intervallum szélei illetve t6bbszor is felveheti a fiiggvény a minimaélis illetve maximélis
értéket. Ebbdl is latszik, hogy a feladat megoldésa oszcillald fiiggvény esetén bonyolult lehet.
Az alternalo pontokat zg = 0, x1 és zo = 1 alakban, a polinomot p;(z) = ax + b alakban
keressiik, E az érték, amivel alternél a hibafiiggvény.

Irjuk fel az alternalas egyenleteit.

(1) f(zo) —pi(z0) =(0+1)*—(a-0+b)=F
(2) f(xl)—P1($1):(x1+1)2—(a~:):1+b):—E
(3) f(za) —pi(z2)=(1+1)*—(a-1+b)=F

Ezzek hdrom egyenletet kaptunk a négy ismeretlenhez. Mivel a fliggvényiink derivalhato, ezért
a hibafiiggvénynek a bels6é x1 pontban szélsGértéke van. Erre irjuk fel a 4. egyenletet.

(4) fl(z1) —pi(z1) =2(z1+1) —a=0

A kapott nemlinearis egyenletrendszer, amit meg kell oldanunk

(1) 1-b=F
2) (m1+1)?-a-21—b=—-FE
(3) A—a—b=E
(4) 2r1 =a— 2.

B3)—(1) 3—-a=0 — a=3
1
(4) 2r1=a-2=1 — r1=g
Maér csak két ismeretlent kell meghataroznunk.

3\? 3 7 7
D+ (2) 1- 2 L2 = op — & _ 7
(1) +(2) b+<2> 5 0 = 2b=7 — b S

1
1) E=1-b=-
(1) 3

Ezzel még nem oldottuk meg a feladatot. Sejtésiink:

p1(x) =3z + g, Ei(f) = <.
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28.

Ellendrizziik az alternalé pontok tételének allitasat. A
7
h(z) = ($+1)2—3x—§

hibafiiggvény végtelen normajat kell meghataroznunk.

1
M@ﬁ:%x+n—3:2x—1:0—+gq:5

L 1 a szélsGértékhelyei.

igy a hibafiiggvénynek a [0; 1] intervallumon csak a 0, 3,

Helyettesitsiink a hibafiiggvénybe.

7T 1
h0)=1--=-=F
2
(o (3y _3_7T_92. 3 _T__1_ p
2 2 2 8 4 2 8
7 1
hl)=4—-3—~-=-=EFE
Ebbdl ]
hlloe = 5 = IE.

Megfigyelhetjiik, hogy a behelyettesités egyenletei megegyeznek az alternélé pont keresés
egyenleteivel. Amikor megkaptuk a hibafiiggvény lehetséges 0, %, 1 széls6érték helyeit, méar
tudjuk, hogy jo a sejtésiink, hiszen Sket kaptuk meg az (1) — (4) egyenletek megoldasaként.
Tehat

pi(x) =3z + g, Ei(f)==.

Az alternalé pontok tétele segitségével keressiik az egyenletesen legjobban kozelits elséfoku
polinomot. A polinom fokszdméahoz képest legalabb kett6vel tobb alternalé pontot kell keres-
niink, azaz legalabb harmat. Rendszerint elég pontosan kettével tobb, a két szélsé az interval-
lum két széle. Ha ezzel a megkozelitéssel nem kapunk eredményt, akkor vagy tobb alternéléd
pontot kell keresniink vagy az intervallumok széle nem alterndlé pont. Ezt végigkovethetjiik
az 26. feladatnéal.

1

A feladatot az el6z6héz hasonléan is megoldhatjuk, de mivel az f(z) = 75 filggvény [—1;1]-
en paros, ezért a kozépss alternald pont varhatéan a nulla lesz. Ez egyszertisiti az egyen-
leteinket, de majd csak az ellen6rzésnél deriil ki, hogy jol gondoltuk-e. Az alternalé pontokat
xg = —1, x1 = 0 és x9 = 1 alakban, a polinomot pi(z) = azx + b alakban keressiik, F az érték,
amivel alternal a hibafiiggvény.

Irjuk fel az alternalas egyenleteit.

(1) D =plD) = i (e (D + B = F
0 SO -pO)= (@048 =B
B fO-p) =14 =F

Ezzel harom egyenletet kaptunk a harom ismeretlenhez. Mivel az alternélé pontokra sejtéseink
voltak, igy lineéris egyenletrendszert kaptunk, amit meg kell oldanunk

1
(1) §+a—b:E

(2) 1-b=-F



292

10. Approximdcids feladatok

29.

(1)=3) 2a=0 — a=0
Maér csak két ismeretlent kell meghataroznunk két egyenletbdl.

(1) 5-b=E

2) 1-b=-F

3
(1) + (2) 5—21):0 - b=-
1 1 3 1
1) FE=--b==-—-=—-
(1) 2 2 4
Sejtésiink:
@=> B()=
pl xr)= 47 1 - 4
Ellendrizziik az alternalé pontok tételének allitasat. A
1 3
hiz) = — — -

hibafiiggvény végtelen normajat kell meghataroznunk.

—2x

"= T

=0 — x1:0,

igy a hibafliggvénynek a [—1; 1] intervallumon csak a —1,0, 1 a szélsGértékhelyei.
Helyettesitsiink a hibafiiggvénybe.

1 3 1
hen:2—§=;4:E
M=5-3="31=F
Ebbdl 1
Illoe = 7 = IBI.

Tehét az egyenletesen legjobban kozelits legfeljebb els6foka polinom nulladfokt. Mivel f paros
fiiggvény, igy p1 is az lesz.

Az alternalé pontok tétele segitségével keressiik az egyenletesen legjobban kozelits elséfoku
polinomot. A polinom fokszamahoz képest legalabb kettével tobb alternaldé pontot kell keres-
niink, azaz legalabb harmat. Rendszerint elég pontosan kettével tobb, a két szélsé az interval-
lum két széle. Ha ezzel a megkozelitéssel nem kapunk eredményt, akkor vagy tobb alternélo
pontot kell keresniink vagy az intervallumok széle nem alternalé pont. Ezt végigkdvethetjiik az
26. feladatnal. Az alternalo pontokat g = 0, x1 és o = 1 alakban, a polinomot p;(z) = ax+b
alakban keressiik, F az érték, amivel alternal a hibafiiggvény.

Irjuk fel az alternalas egyenleteit.
(1) f(zo) —pi(zo) =€’ —(a-0+b)=FE
(2) f(z1) —pi(@1) =€t —(a-x1+b)=—F
(3) f(z2) —pi(a2) =€'—(a-1+b)=F
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ezzel harom egyenletet kaptunk a négy ismeretlenhez. Mivel a fiiggvényiink derivilhato, ezért
a hibafliggvénynek a bels§ x1 pontban szélsGértéke van. Erre irjuk fel a 4. egyenletet.

(4) f'(z1) —pi(a1) =e™ —a=0

A kapott nemlineéris egyenletrendszer, amit meg kell oldanunk

(1) 1-b=E
(2) e*t—a-x1—-b=-F
(3) e—a—b=F
(4) et —a=0.

3)—(1) e—=1—a=0 —- a=e—1~1,7183
(4) et —a=0 — z1=In(a)=In(e—1)~0,5413

Maér csak két ismeretlent kell meghataroznunk.

(1H)+((2) 1-b+e—1—(e—1)Inle—1)—b=0
2b=e—(e—1)In(e —1)
1

b= 5(6 —(e—1)In(e — 1)) ~ 0,8941

1
(1) E:1—b:1—§(e—(e—1)ln(e—1)) ~ 0,1059
Sejtésiink:
pi(z) = (e —1)x +0,8941, Ei(f)=0,1059.

Ellendrizziik az alternald pontok tételének allitasat. A
h(z) =e* — (e — 1)z — 0,8941
hibafiiggvény végtelen normajat kell meghataroznunk.
W(z)=e*—(e—1)=0 — z1=In(e—1)~0,5413,

igy a hibaftiggvénynek a [0; 1] intervallumon csak a 0, In(e — 1), 1 a szélsGértékhelyei.
Helyettesitsiink a hibafliggvénybe.

h(0)=e’—b=1-b=E
h(n(e —1)) =™ — (e —1)In(e — 1) — b=
=e—1—(e—1)In(e—1)—b=—-F
h(l)=e—(e—1)—b=1-b=EF

Ebbdl
|hloe = 0,1059 = |

Megfigyelhetjiik, hogy a behelyettesités egyenletei megegyeznek az alternalé pont keresés
egyenleteivel. Amikor megkaptuk a hibafliggvény lehetséges 0, In(e — 1), 1 szélsGérték helyeit,
mar tudjuk, hogy jo a sejtésiink, hiszen ket kaptuk meg az (1) —(4) egyenletek megoldasaként.
Tehat

pi(z) = (e —1)x +0,8941, Ei(f)=0,1059.
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30. Ez a feladat altalanosan is megoldhato, ha egy megadott egy f6egyilitthatos polinomhoz eggyel
alacsonyabb fokszami polinom altérbdl keresiink egyenletesen legjobban koézelité polinomot a
[—1; 1] intervallumon. A megoldashoz a Csebisev polinom tulajdonsagat hasznaljuk fel.
A [—1;1] intervallumon a p;(x) egyenletesen legjobban kozelits elséfoku polinomra
12 + 22 = p1(2)]|oc = min{|[2* + 22 — p1(2)]| : p1 € P} = | T2oo-
A Csebisev polinom és az egy fGegylitthatds Csebisev polinom
To(x)=2x-z—1
~ 1
T2 (ZL') = $2 — 5
Az approximécios feladat megoldasa
2 2 1 2 2 1 1
42 —pi(x) == -5 pi(x)=x"4+2x— |z ~3 :2x+§.
A kozelités hibaja
~ 1
Er(f) = | T2lle = 3-
31. A feladat megoldasahoz a Csebisev polinom tulajdonsagat hasznaljuk fel. A [—1;1] interval-
lumon a pa(x) egyenletesen legjobban kozelité masodfoku polinomra
|2° + 2 4+ 1 = p2(2) |00 = min{[|2® + 2 + 1 = pa(2)[| : p2 € Po} = [|T3|ce-
A Csebisev polinom és az egy f6egylitthatds Csebisev polinom
Th(x) =2z -1
T3(z) =22 - (202 — 1) — 2z = 42> — 3z
~ 3
Ts(z) = 2 — 1%
Az approximacios feladat megoldasa
3 3 3 3 3 3 1
"+r+1l-pr) =2 —1% p2(z) =2+ +1- |2z — 1% :Za:—i—l.
A kozelités hibaja
~ 1
Bs(f) = [Tslleo =
Mivel az egyenletesen legjobban kozelits legfeljebb mésodfokt polinom elséfokt, ezért az el-
s6foki kozelit§ polinom is ez.
1 ~ 1
Azért ilyen specialis a megoldas, mert a T3 Csebisev polinom pératlan fliggvény és a kozeli-
tendd fiiggvénynek nincs 2?2 -es tagja.
32. A feladat megoldésdhoz a Csebisev polinom tulajdonsiagét hasznaljuk fel. A feladat speciélis,

3 _6s tagja. A [—1;1] inter-

mert a kozelitendd fiiggvénynek és a T Csebisev polinomnak sincs x
vallumon a p3(x) egyenletesen legjobban kozelité legfeljebb harmadfoki polinom méasodfoki
lesz.

lz* + 2% + 1 = p3(@) oo = min{|la* + 2% + 1 = ps(2)|| : p3 € P3} = | T3]
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A Csebisev polinom és az egy fGegyiitthatds Csebisev polinom

To(x) =2z -z—1

Tg(ﬂ?)—2$ (222 —1) —x = 42> — 3z
Ty(z) =22 - (42 — 32) — (222 — 1) = 8a* — 82% + 1
~ 1
T4(£L’) ZL‘ —IL‘ + g
Az approximécios feladat megoldésa
1
ot 2%+ 1 - p3(a) :x4—x2+§
4.2 42,1 2 7
ps(x)=a"+2"+1— (2" -z +§ =2z +§'
A kozelités hibaja
~ 1
Es(f) = I Tillo = 3-

Mivel az egyenletesen legjobban kozelits legfeljebb harmadfokt polinom mésodfoki, ezért a
mésodfoki kozelité polinom is ez.

7
pa(x) = 212 +

~ 1
=, Eo(f) =|Tallec = =.
L Ba(f) = ITille =

33. Ha az alternaldé pontok tétele alapjan irjuk fel a nemlinearis egyenletrendszert, azt nincs
esélyiink megoldani, ezért méas megoldast valasztunk. A feladatot visszavezetjiik a [—1;1] -
re felirt approximéciora és a Csebisev polinomok tulajdonsagaira. Tekintsiik azt a linearis
transzforméciot, mely a [—1; 1] intervallumot a [0; 1] -be viszi.

@ lay ]
x)=-x+ =
v 2775

Illetve az inverze
e (y) =2y —1.

Keressiik azt a ¢2(y) € P» méasodfoku polinomot, melyre az

1y* = a2(W)llcpoy = max{ |y* — a2(y)| = y € [0;1]}
kifejezés minimalis.
Létezik y1,y9,y3 € [0;1] és 2 = ¢~ (i) € [-1;1] (i = 1,2,3), melyre

3 3

v — gly) = H(y —yi) = H(@(fb’) —p(x)) =

Az ||2® — pa(x)||o[—1,1) minimalis pontosan akkor, ha [|y® — g2(y) || c[o;1] minimélis. A minimum
érteke % -szorosa. A [—1;1] -en vett minimum feladat megoldéasa a Tg(x) egy f6egytitthatos
harmadfoku Csebisev polinom.

23— po(x) =Ty(z) =2 — "z
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Innen )
v — q2(y) §T3(fv)
1~ 1~
qmn=f—§ﬂwwuﬁ—§ﬁw1@»=

1 3

3

— (=12 =22y —1)) =

y 8«y ) 4(y )
1 3 3

3 3 2

Yy 8(8y y® + 6y 2y+4)
1 9 1

3 3 2

Yy 8(y v+ 5y Q

3., 9 1

=5V Ut o

2 16 32

Tehat az egyenletesen legjobban kozelité mésodfoki polinom

A kozelités hibaja

34. A feladat szerint a { —1,0,1} alternalé pont kozelitésekbdl indulunk és a Remez algoritmus
egy lépését végezziik el. A kozelitd polinomot p;(x) = ax + b alakban keressiik és E az érték,
amivel alternal a hibafiiggvény. Irjuk fel az alternalas egyenleteit!

1) f)-pm(-)=|-1-(a-(-1)+b)=F
(2) £(0) = p1(0) = 0] = (a-0+b) = —
(3) f)=p(1) =1 = (a-14b) =

A kapott egyenletrendszer linearis. Bar nagyon hasonlit az alternalé pontok tételének alkal-
mazéasakor felirt egyenletrendszerhez, de ott az alappontok ismeretlenek (vagy legalabbis egy
résziik), igy ott altalaban nemlineéris egyenletrendszert kapunk.

(1) 14+a-b=FE
(2) —-b=—-F — b=F
3) l—a—-b=FE
Az egyenletrendszert megoldva
(1) —(3) 20=0 — a=0

1
(1) 1-b=b — 2b6=1 — b:?

Az algoritmus els§ 1épésében kapott kézelité polinom

pia) =5

Nézziik meg, hogy leall-e az algoritmus vagy folytatnunk kell Gjabb alternal6é pont kozelitések

valasztasaval. A .
hiz) = - =
(2) = el - 5
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35.

hibafiiggvény végtelen norméjat kell meghataroznunk. A hibafiiggvénynek a [—1;1] interval-
lumon csak a —1,0,1 a szélsGértékhelyei.
Helyettesitsiink a hibafiiggvénybe.

1 1
h(—l):|—1|1—2:12:E
h(O):|0]—%212:—E
h(l):|1]—§:§:E
Mivel )
hlloo = 5 = B,

ezért az algoritmus leall, megkaptuk az egyenletesen legjobban kozelité polinomot.

e =5 B(f)=|Bl=

Mivel az algoritmust a valodi alternélé pontokbdl inditottuk, igy egy 1épésben megkaptuk a
megoldast. A ledllast az alternalé pontok tétele biztositja.

A feladat szerint a {—1,0,1} alternalé pont kozelitésekbdl indulunk és a Remez algoritmus
egy lépését végezziik el. A kozelitd polinomot p;(x) = ax + b alakban keressiik és E az érték,
amivel alternal a hibafiiggvény. Irjuk fel az alternalas egyenleteit!

1) fE)=m(-D) =2 (1) =1~ (a- (1) +b)=E
FO0) =p(0)=(2-0-1)° —(a-0+b)=—E
(3) FO) =p(1)=(2-1-1)*~(a-1+b)=E
A kapott egyenletrendszer linearis. Bar nagyon hasonlit az alternélé pontok tételének alkal-

mazéasakor felirt egyenletrendszerhez, de ott az alappontok ismeretlenek (vagy legalabbis egy
résziik), igy ott altalaban nemlineéaris egyenletrendszert kapunk.

(1) 94+a-b=F
(2) 1-b=-F
3 l—-a-—b=E.

Az egyenletrendszert megoldva

3) 8+2a=0 — a=-4
(1) 5—-b=F

(2) 1-b=-F

(2) 6-26=0 — b=3
(2) 1-3=—-F —» E=2
Az algoritmus els§ 1épésében kapott kézelité polinom

pi(z) = —4x + 3.

Nézziik meg, hogy leall-e az algoritmus vagy folytatnunk kell ijabb alternalé pont kozelitések
valasztasaval. A
h(z) = 2z —1)* 4+ 42 — 3 = 42> — 2
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hibafiiggvény végtelen norméajat kell meghataroznunk.
W (z)=8r=0 — xz =0,
igy a hibafiggvénynek a [—1; 1] intervallumon csak a —1,0,1 a szélsGértékhelyei.
Helyettesitsiink a hibafliggvénybe.
h(-1)=4-(-1)>’-2=2=F
h(0)=4-0°—-2=-2=—F
h(l)=4-1>-2=2=F
Mivel
[hlloo =2 = |E,
ezért az algoritmus leall, megkaptuk az egyenletesen legjobban kozelité polinomot.
pa(z) =42® =2, Ei(f)=|E| =2
Mivel az algoritmust a valédi alternélé pontokbdl inditottuk, igy egy 1épésben megkaptuk a
megoldast. A leallast az alternald pontok tétele biztositja.
36. A feladat szerint a {0, 1,1} alternal6 pont kozelitésekbsl indulunk és a Remez algoritmus

’ 3
egy lépését végezziik el. A kozelitd polinomot pi(x) = ax + b alakban keressiik és E az érték,
amivel alternal a hibafiiggvény. Irjuk fel az alternalas egyenleteit!

(1) f(0)=p1(0)=0%—(a-0+b)=E
@ 13 n(3)= () (e 5) -
(3) FA) =p(1)=1"—=(a-1+b)=E

A kapott egyenletrendszer linearis. Bar nagyon hasonlit az alternélé pontok tételének alkal-
mazéasakor felirt egyenletrendszerhez, de ott az alappontok ismeretlenek (vagy legalabbis egy
résziik), igy ott altalaban nemlineéris egyenletrendszert kapunk.

(1) -b=F
1 1
2) -——a--—-b=-F
9 3
(3) l—a—-b=F
Az egyenletrendszert megoldva
(1) — (3) —14a=0 — a=1
(1) -b=F
2
2 ———b=—-F
IR
2 1 1
1 2 —— —2b=0 h=_—= E==
m+@ - S b=—g o B=3
Az algoritmus els§ 1épésében kapott kézelité polinom
1
pi(z) =x — g

Nézziik meg, hogy leall-e az algoritmus vagy folytatnunk kell Gjabb alternalé pont kozelitések

valasztasaval. A )
h(z) = 2® — 2 + 9
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37.

hibafiiggvény végtelen norméajat kell meghataroznunk.

W(z)=2x-1=0 — mlzé,

igy a hibafliggvénynek a [0; 1] intervallumon csak a 0, %, 1 a széls6értékhelyei.

Helyettesitsiink a hibafiiggvénybe.

1 1
Mm:&-g+9:9=E
1 1 1 1 )
h<2> = <2) R R
MU:ﬁfl+$:%:E
Mivel
Il =1 (5)| = 5 > 1B

ezért az algoritmus folytatodik, 0j alternalé pont kozelitéseket kell keresniink. Az 0j pontok

0,51
52’ .

Ugy valasztottuk Sket, hogy a szélsGértékhely bekeriiljon és a hibafiiggvény elGjelvaltasa meg-
maradjon. Ezek mar j6 alternalé pontok lesznek. Megjegyezziik, hogy a de La Vallée Poussin
approximacios tétele alapjan % < Ei(f) < %.

1. 1épés: A feladat szerint a {0, 1,2} alternalo pont kozelitésekbdl indulunk és a Remez
algoritmus egy lépését végezziik el. A kozelits polinomot py(z) = ax + b alakban keressiik és
E az érték, amivel alternal a hibafiiggvény. Irjuk fel az alternalas egyenleteit!

(1) fO)-p(O)=—— (@ 0+b)=E

1+0
(2) fO)-p)= s~ (@ 1+h)=—F
(3) f(Q)—pl(Q)Zl_lw—(a-Q—l—b):E

A kapott egyenletrendszer linearis. Bar nagyon hasonlit az alternalé pontok tételének alkal-
mazasakor felirt egyenletrendszerhez, de ott az alappontok ismeretlenck (vagy legalabbis egy
résziik), igy ott altalaban nemlineéris egyenletrendszert kapunk.

(1) 1-b=FE
1
(2) i_a_b:_E
1
(3) §—2a—b:E.
Az egyenletrendszert megoldva
2 1
(1)_(3) §+2€L:0 — a,:_g
(1) 1-b=FE
1 1 5
(2) 2+3 — 5
(1)+(2) — —2b=0 = b=— — EF=—

6 12 12
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Az algoritmus elsé 1épésében kapott kdzelité polinom

Nézziik meg, hogy leall-e az algoritmus vagy folytatnunk kell Gjabb alternal6é pont kozelitések
vélasztasaval. A

hibafiiggvény végtelen normajat kell meghataroznunk.

1 1
+-=0 - (1+2)2=3 = z1=v3-1~0,7321,

M) = e s

igy a hibafiiggvénynek a [0;2] intervallumon csak a 0, v/3 — 1,2 a széls6értékhelyei.
Helyettesitsiink a hibafliggvénybe.

1 11 1

h(0)= ———-—=—=F=0,0833
(0) 1+0 12 12 ’
1 1 11

_4/3+4y3-4-11 8V/3-15
B 12 12
12 11 1

11273 1312

~ —00953

h(2)

Mivel

8v/3—15
12

hllee = 1h(V3) = 1] = > |E],

ezért az algoritmus folytatodik, j alternald pont kozelitéseket kell keresniink. Az 4j pontok
{0,vV3-1, 2}

Ugy valasztottuk Gket, hogy a szélsGértékhely bekeriiljon és a hibafiiggvény elGjelvaltiasa meg-
maradjon.

2. lépés: A {0, /3 — 1,2} alternald pont kozelitésekbél indulunk és a Remez algoritmus
egy lépését végezziik el. A kozelitd polinomot p;(x) = ax + b alakban keressiik és E az érték,
amivel alternal a hibafiiggvény. Irjuk fel az alternalas egyenleteit!

(1) f<0>—p1(0)=1i0—<a.o+b):E
(2) f(\/g—l)—pl(\@—l):\}g—(a-(\/g—l)—i—b):—E
(3) @) -p@) =~ (@2 =

A kapott egyenletrendszer linearis. Bar nagyon hasonlit az alternélé pontok tételének alkal-
mazéasakor felirt egyenletrendszerhez, de ott az alappontok ismeretlenek (vagy legalabbis egy
résziik), igy ott altalaban nemlineéris egyenletrendszert kapunk.

(1) 1-b=E
(2) —a(vV3-1)—-b=—-E

Sl

1
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Az egyenletrendszert megoldva

2 1
(1) 1-b=FE
—1 2v/3 — 1
(2) §+\/§ h—m o BB g
3 3 3
2 2 1 2 —
(1) + (2) \/?—%:o N bz\/g; S E= 3\/3

Az algoritmus méasodik 1épésében kapott kozelits polinom

1 V341

pl(x):—gx—k 5

Nézziik meg, hogy leall-e az algoritmus vagy folytatnunk kell ijabb alternalé pont kozelitések

valasztasaval. A
1 1 V3+1

h —
(@) =375 +3” 3

hibafiiggvény végtelen normajat kell meghataroznunk.

1 1 )
h’(x)z—erg:o — (1+2)?=3 = z1=V3-1~0,7321

igy a hibafiiggvénynek a [0; 2] intervallumon csak a 0, V3 — 1,2 a szélsértekhelyei.
Helyettesitstink a hibafliggvénybe.

1 VB+1 2-V3

h(0) = — = F =~ 0,0893
(0) 1+0 3 3 ’
11 V3+1
h(vV3—1)=—+--(V3—-1) — =
_VBHVE-3-VB-1 VB-2
= 3 =5 =
1 2 1 2-
h(2):7+7—\/§+ = \/ng
1+2 3 3 3
Mivel /3
2—+3
Ihlloe = === = |,
ezért az algoritmus leall, megkaptuk az egyenletesen legjobban ko6zelité polinomot és annak
hibajat.
1 V341 23
pie) = —ze+ S B = B = T

A leallast az alternalé pontok tétele biztositja.



11. fejezet

Numerikus integralas

11.1. Feladatok

11.1.1. Interpolaciés tipust kvadratira formulak

1. Interpolacits tipust-e az alabbi kvadratira formula? Miért?

1
[ r@)de s LD +2-£0)+ £1)

2. Interpolacios tipusi-e az aldbbi kvadratura formula? Miért?
IRCEEHUORIG)]
3. Interpoléacios tipusu-e az alabbi kvadratara formula? Miért?
1
Je=3lr(-55)+ (3)]
4. Interpoléacios tipust-e az alabbi kvadratara formula? Miért?

[serse=s(=5) 4 (55)

5.  Adjuk meg A és B értékét ugy, hogy az

b
/ f(x)de ~ A- f(a) + B f(b)

kozelités a lehets legmagasabb fokszamig pontos legyen!

6. Tekintsiik a [—a; a] intervallumon a 3 alappontt nyilt Newton-Cotes-formulat. Irjuk fel ennek
képletét, majd bizonyitsuk milyen polinomokra pontos!

7.  Tekintsiik a [—1; 1] intervallumon a 6. feladatban meghatarozott nyilt Newton—Cotes-formulat.
Az alappontok (—%, 0, %), az egytitthatok (silyok) (%, —%, %)
Készitsiink olyan kvadratara formuléat, melyben —%,% helyett —a, a legyen alappont és a 0

alapponthoz tartozé suly 0 legyen!



11.1. Feladatok 303

11.1.2. Erint6-, trapéz-, Simpson-formulak és 6sszetett formulaik

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Szamitsuk ki az

1
1
/ 22dr = =
0 3

integral racionalis kozelitését érintG-, trapéz- és Simpson-formulaval!

2
/ 1davzlr12
1 T

racionalis kozelitését érinté-, trapéz- és Simpson-formulaval! Adjuk meg a hibabecsléseket!

Szamitsuk ki az

Hatérozzuk meg az
5
/ va—ldx
2

integral kozelits értékét trapéz-formulaval! Mekkora a kozelités hibaja?

2
1
1 X

integral kozelits értékét Simpson-formulavall Mekkora a kozelités hibaja?

Hatarozzuk meg az

Irjuk fel az érint6- és trapéz formulat az

1
1
/0 m dr = arctan(l) = Z

integral kozelitésére és becsiiljiik a kozelitések hibait!

1
/ 2%dx
1

integral pontos értékét, majd kozelit§ értékét Simpson-formulaval.
Mekkora az integralkozelités hibaja? Adjunk becslést In 2 értékére.

Hatérozzuk meg az

Héany formuléat kell alkalmaznunk, ha Gsszetett trapéz- illetve Simpson-formuléval az

2
/ 1davzlrlQ
1 T

értékét 10~4 pontossaggal szeretnénk kozeliteni?

1
/ 27 %dx
-1

racionalis kozelitését a Simpson-formuléaval!
Hany formulat kell alkalmazni, ha 6sszetett Simpson-formulaval 10™3 pontossagot szeretnénk
elérni?

Szamitsuk ki az

Adjuk meg a cg, c1, co € R paramétereket ugy, hogy az

2
/_ @)~ cof (1) + 1 f(0) + af (1)

kvadratara formula V f € P, -re pontos legyen!



304 11. Numerikus integrdlds

11.1.3. Csebisev-tipust kvadratira formulak

17. Irjunk fel egy n = 2 alappont Csebisev-tipusi kvadratira formulat az

/_ 11 £(z) da

18. Irjunk fel egy n = 2 alappontti Csebisev-tipust kvadrattra formulat az

integral kozelitésére!

/Olfcr)\/idx

integral kozelitésére!
19. Hatarozzuk meg az
1 x
/ R »
1V 1-— SL‘2
integral pontos értékét Csebisev—Gauss-tipusu kvadratira formuléval!
20. Hatarozzuk meg az
1 2
x
/ T
—1V 1— .7}2
integral pontos értékét Csebisev—Gauss-tipustu kvadratira formuléval!
21. Adjuk meg az
/1 1'4
—dx
—1V 1-— .7,'2
integral pontos értékét Csebisev—Gauss-tipusu kvadratira formuléval!
Indokoljuk a szamolast!

11.1.4. Gauss-tipusi kvadratira formulak

22. TIrjuk fel a 7. feladatban kapott kvadratira formulat a [—a; a] intervallumra és készitsiik el
a hibaformulajat! Transzforméljuk at az [a; b] intervallumra az eredményt! Hasonlitsuk Gssze
a Simpson- és a transzformalt Gauss—Legendre-formula hibajat! Melyikbsl gazdasédgosabb
Osszetett formulat alkalmazni, ha adott pontossagot szeretnénk elérni?

23. Hatarozzuk meg az
1 4
T
/ T
~1V1—22
integral pontos értékét Gauss-tipusiu kvadratira formuléval! Indokoljuk a szamolast!

24. Irjunk fel egy n = 2 alapponttt Gauss-tipust kvadratira formulat (Legendre-Gauss kvadratira

formula) az
1
/ f(z)dx
-1

integral kozelitésére!
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25.

26.

27.

11.2.

11.2.1.

[rjunk fel egy n = 2 alappontti Gauss-tipust kvadratira formulat (w(z) = 22 legyen a si-

lyfiiggvény) az

/11 f(z)2? dz

integral kozelitésére!

Irjunk fel egy n =
sulyfiiggvény) az

2 alappontu Gauss-tipustt kvadratara formulat! (w(z) =

/01 f(z)xdx

[rjunk fel egy n = 2 alappontti Gauss-tipust kvadrattra formulat! (w(z) = /z legyen a

integral kozelitésére!

sulyfiiggvény) az

/Olf(w

integral kozelitésére!

Megoldasok

)7 da

x legyen a

Interpolaciés tipust kvadratira formulak

Valaszthatunk, hogy a definicié vagy a pontossagi tétel segitségével oldjuk meg a feladatot.

a) Definicioval ellendrizniink kell, hogy

1
Ak:/ lp(x)de (k=0,1,2).
1

Példaul k = O-ra

(x—=0)(x—1)

1 1
o= [ toterae = [ G e -

_Lfet et 1L
2 3 2], 2|6

A tobbi alappolinomra nem is kell kiszamolnunk az integralokat, ebbdl méar latszik, hogy nem
lehet interpolacios tipust a kvadrattara formula.

b) A pontosséagi tétellel ellendrizniink kell, hogy a kvadratira formula pontos-e 3 alappont
esetén a masodfoki polinomokra. Elég a P, polinom altér 1, z, 2 bazisara megnézniink a pon-
tossagot, innen az integrél linearitdsa miatt minden legfeljebb masodfokd polinomra pontos
lesz. Az el6z6 megoldéasi moédhoz képest most egyszertibb integralokat kell kiszamolnunk.

1 1

lde =2 #-

/_1 dzx 7é4
1

1

zdr=0 =-

/) ;

1 2 1

2 — —

/_lx dm—g 754

4 141]
=140+1]

L +0+1]

3

4

=0

Latjuk, hogy 1,22 -re nem pontos a kvadratira formula, igy nem interpolacios tipusi.
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Valaszthatunk, hogy a definicié vagy a pontossagi tétel segitségével oldjuk meg a feladatot.

a) Definicioval ellendrizniink kell, hogy

1
Ak:L;&mﬁm(kzaly

k = O-ra

k= 1-re

Ebbdl latszik, hogy interpolacios tipustu a kvadratara formula.

b) A pontossagi tétellel ellendrizniink kell, hogy a kvadratira formula pontos-e 2 alappont
esetén az elsGfokil polinomokra. Elég a P; polinom altér 1, x bazisdra megnézniink. Az el6z8
megoldasi moédhoz képest most egyszertibb integralokat kell kiszamolnunk.

1
0

1
5

! e Lol 1, 2] _1

/0”—2—2‘[3+3]—2

Latjuk, hogy 1, x -re pontos a kvadratira formula, igy interpolaciés tipusu.

A pontossagi tétellel oldjuk meg a feladatot. Ellenérizniink kell, hogy a kvadratura formula
pontos-e 2 alappont esetén az els6fokt polinomokra. Elég a P; polinom altér 1,x bazisara
megnézniink.

1
1
/ lde=24% 141 =1
. 2

1
1 1 1
zdr=0= - ——i—] =0
/1 2 { V2 V2
Elég lett volna az 1 -re nézni a pontossagot. Latjuk, hogy nem pontos a kvadratira formula,
igy nem interpolacios tipusi.

A pontosségi tétellel oldjuk meg a feladatot. Ellenérizniink kell, hogy a kvadratara formula
pontos-e 2 alappont esetén az els6foku polinomokra. Elég a P; polinom altér 1,x bazisara
megnéznink.

1
/ lde=2=14+1=2
-1

/1 d 0 ! + ! 0
xrar = = —_—— _—=
1 V3 V3
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Tehét a kvadratura formula interpolacios tipust.

Ez a formula azonban ennél tébbet tud. Altalaban egy két alappontiu kvadratira formuldban

Aof(wo) + A1 f(21)

négy paraméteriink van. Erre magasabb fokszama pontossag is elvarhat6, maximalisan har-
madfokt polinomokra lehet pontos. Vizsgaljuk meg a példdnkban szerepls formulat, teljesiti-e?

[ () ()3

/13d 0 <1>3+<1>3 Lyl o

€T T = = —_—— — = —— _—

-1 V3 V3 3V3  3V3

Tehat a kvadratara formula a maximalis fokszdmig, harmadfoki polinomokra pontos. Ez egy

Gauss-tipust kvadratira formula, amivel a késGbbiekben még foglalkozunk.

5. A pontossagi tétellel meg kell vizsgalnunk, hogy a kvadrattura formula milyen fokszému poli-
nomokra pontos, ez milyen A és B értékeket hataroz meg. Elég a polinom altér 1,z stb.

béazisara megnézniink.
b
/ ldr=b—a=A
a

b
1
/ zdr=-(b0*—-a*)=A-a+B
o 2

Innen
A=b—a
1 9 2 1 2
B:§(b —a)—a(b—a)zi(b—a).

Tehét a kapott formula az els6fokd polinomokra pontos.

6. A [—a; a] intervallumon a 3 pontos nyilt Newton—Cotes-formula alappontjai az egyenletes
felosztasbol adoddan

rog = — x1:0, Tro =

2’ 2’

A kvadratira formula egyiitthatoit az
A = / lp(z)dx, k=0,1,2

képletbdl szamithatjuk, ahol £, a k. Lagrange-alappolinomot jeloli. Elegend§ egyetlen integralt
kiszamolnunk, mert a Newton-Cotes formulak egyttthatoira ismert az alabbi két Osszefiiggés.

Ay = Ao, A0+A1+A2:a—(—a):2a.

Az integral szimmetridja miatt A;-et szamoljuk. Erdemes a paramétereket tartalmazo integ-
ralt Maple programmal ellenérizni.

- [ lzzmle oo dx:lb@i?)

_q (x1 — 20) (21 — 22)

2
4 a 4 a 2
- [ e [ () -
—a —a
4 [z3 a? “ 4 a®  a? 4 1 4
a? |3 4 a a? 3 2 a? 6
2
= ——a
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Innen

AO+A2_2G_A1_QG—<— CL>_§CL = A():AQ:gCL.

Tehat

Na(fra) = ga- 1 (

_%> —%a-f(O)—l—ga-f(%) ~ _if(x)dx.

A kontrukciobol kovetkezik, hogy minden legfeljebb méasodfokt polinomra pontos az N3 for-
mula. Ellenérizziik, hogy az f(x) = o3 fiiggvényre is pontos-e.

W) = b (0~ 2+ e (2) -

:%a. <(_;)3+(;)3) :oz/_a 2 dz

a

Ezek utan elmondhatjuk, hogy minden legfeljebb harmadfokit polinomra pontos az N3 for-
mula.

7. A [—1; 1] intervallum esetén a 6. feladatban felirt N3 formula

Ns(f1) =5 (—i) N OR (;) ~ /_11f(x)dw-

Feladatunk olyan kvadratira formula készitése, ahol a —%,% alappontok helyett a —a,

alappontokat hasznéljuk és a 0-hoz tartozé egyiitthato (stly) nulla. Irjuk fel ennek az egyiitt-
haténak a szamitasi modjat a 0-hoz tartozd Lagrange-alappolinomot felhasznélval

Lz +a)(z—a) 1 !
| 1 [2 ) 2
1
= a=+—
RRVE

Tehat a két alappontunk az 4j formulaban — . Innen az alappontok szimmetriaja miatt

Sl

i

Sl

a két egyiitthaté is megegyezik, 6sszegiik pedi
A kapott kvadratira formula alakja

((-8) 5 ()= Lo

Mér az alappontokbdl raismerhettiink volna, hogy a két alapponti Legendre—Gauss-kvadratira
formulat kaptuk meg, mellyel méar a 4. feladatban talalkoztunk.

a

N

intervallum hossza, azaz 2.

a9

11.2.2. Erint6-, trapéz-, Simpson-formulak és 6sszetett formulaik

8. Az integral pontos értéke fol 2?dr = 1.

Az érint6-formula értéke

A trapéz-formula értéke
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A Simpson-formula értéke

1

S(f) =g 5

1\? 1
0> +4- (= 12| =2.2=
w1 (3) | =52
Latjuk, hogy a Simpson-formula az x2 polinom integraljara pontos értéket ad. Mivel a Simpson
formulanak 3 alappontja van, ezért minden legfeljebb mésodfoki polinomra pontos integ-
ralkozelitést ad. Ellendrizhetjiik, hogy a Simpson-formula ennél tébbet tud, a harmadfoku
polinomokra is pontos.

a) Az érints-formula értéke

1 2
E(f)=1- g =3
Az érinté-formula hibabecsléséhez sziikségiink van az My = || f”|| értékre.
1
/ P —
f (:L’) - 1‘2

)= 2 = @) <2= My, ¥z e 12

A érintS-formula hibabecslése

31 (2-1)3 1
In2— -1 < My =
hET ‘ ="og 2
b) A trapéz-formula értéke
1 1 1 3
TU“—2{1+2}—4
Az trapéz-formula hibabecslése
m2- 3 By, 1
4 2 76
c) A Simpson-formula értéke
1 1 1 1 1 8§ 1 6+16+3 25
Sfl=--|-4d4 s+ -|=--[1+4|=2T2T2_27
() 6 [1 %+2 6 [+3+2] 36 36
A Simpson-formula hibabecsléséhez szitkségiink van az My = || f(]|o értékre.
6
G(r) = ——
O =
24
fAa)y== = @) <24=4'=My, YV zel;2]

x4

A Simpson-formula hibabecslése

2 -1)° 4! 1

T 4l5 1200
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10. A trapéz-formula értéke

5—-2 3 9
A trapéz-formula hibabecsléséhez sziikségiink van az My = || f”||oo értékre.
1
@)= @12
)= -1 = e o @) < =M, Yz €[5
4 4y/(z —1)3 4 ’ ’
A trapéz-formula hibabecslése
5 3
9 (5—2) 27 9
Ve—1lde—-|< My=— = —.
/2 ATy ' =712 T8 16
11. A Simpson-formula értéke
1 1 1 1 1 16 1 36+64+9 109
S =35 [12+ (g)2+22] 6 [+9+4] 216 216

A Simpson-formula hibabecsléséhez szitkségiink van az My = || £ értékre.

f'(z) = =223
f(z) = 624
f(3) (x) = 24777
FD (@) = 120276 = %60 S (@) <120 =50 = My, ¥ 2 € [1:2]

A Simpson-formula hibabecslése

2 5
1 109 (2-1) 5! 1
—dr——| < My = =—.
‘/1 2216 | = asl YT alsl T 24
12. a) Az érint6-formula értéke
1 4
Ef)y=1"——=—.
PR
Az érint6-formula hibabecsléséhez sziikségiink van az My = || f||« értékre.
1
/ —_—
) = 1+ 22
—2z
) —
f (ZL‘) - (1—|—5L‘2)2
() —2(1 + 222 +822(1+2?)  —2(1 +2?) +822 622 -2
x) = = —
(1+22)4 (1+22)3 (1+22)3
= |f'(x)| <4=M,y, V ze€l0;1]
Az érints-formula hibabecslése
T 4| _ (1-0)3 4 1
T2« My = — — —
45 ‘ =24 P24 6
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13.

14.

b) A trapéz-formula értéke

1 1 1 3
Tfi==|-+—=|=-.
(/) 2 [ 1 + 1+ 12} 4
Az trapéz-formula hibabecslése
T 3| _ (1-0)3 4 1
2_ 2« My—= — — =
144 ‘ =12 T 12

Az integral pontos értéke

! 2v 11 1 3
2dr = || =—=@2'-27")= :
/1 v [m}l e )= Tha

A Simpson-formula értéke

=—>]2 4.4+ 2 =—- |- +442| = ———— = —.
Ebbél kaphatunk In 2 -re egy racionalis kozelitést.
3 13 9
~ — In2~ —
om2 6 Y13
A Simpson-formula hibabecsléséhez sziikségiink van az My = || f(¥||o értékre.
f(xr)=In2-27
f'(@) = (m2)? - 2°
FO(@) = (n2)? - 27
fD@)=m2)* 27 - |fW(@) <m2)!=My, ¥V ze[-1;1]

A Simpson-formula hibabecslése

1 5 5 4 4
13 (1— (-1 25(In 2 In?2
‘/ 2°dz — LA=E0)7,, P27 (In2)7 o 006,
-1

- 4l.5! 41 5! 90
a) A trapéz osszetett formula hibabecsléséhez sziikségiink van az My = || f”||oo értékre.
1
/ —_
fa) =

f”(m):% S @) <2= M, Vo312

Az trapéz Osszetett formula hibabecslése

(2-1)° 1 4
In2—T, < My=—— <1074,
(2 =Tn(f)l < 5 2 Mo =G5 <
104
?<m2 — 41§’I7’L

Tehat legalabb 41 részre kell osztanunk az intervallumot és ennyi trapéz formulat kell alkal-
maznunk a 10~% pontossag eléréséhez.
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b) A Simpson osszetett formula hibabecsléséhez sziikségiink van az My = || f®) || értékre.
6
3 —
F®(x) 3
24
f@)== = (W) <24=4=M, V ze ;2

A Simpson Osszetett formula hibabecslése, ha m egyenld részre osztjuk az intervallumot és
% db Simpson formulét alkalmazunk

(2-1)° 4!

2
In2—S,(f) < My = = 1074,
2= Sm(A < gorMa = 155,70 = 50 < 10
2-104 A
<
5 <m- — 6<m

Tehat legalabb 3 Simpson formulét kell alkalmaznunk (ehhez 6 részre kell osztanunk az inter-
vallumot) a 10™* pontossag eléréséhez.

15. Az integral pontos értéke

1 9-=7! 1 3
9Ty = |- 9=1 4 9l .
/_1 v [ an] eI R ATy

A Simpson-formula értéke

1-(-1)

s (2t 4+4-2° 4271 =

S = 3 2 6 6

1 1 4+8+1 13
.[2+4+ ]:H_

A Simpson-formula hibabecsléséhez szitkségiink van az My = || f¥]|o értékre.

fl(x)=—In2.277
f"(z) = (In2)?-27°
f (@) = —(n2)*- 277
W(z)=m2)*- 277 - |fD(@) < (2 =M, V zec[-1;1]

A Simpson-formula hibabecslése

’/ 0= gy S - (—1))5M4 _2°n2)t _ (n2)* 0, 0026.

- 4l.5! 4! 5! 90

A Simpson Osszetett formula hibabecslése, ha m egyenld részre osztjuk az intervallumot és
% db Simpson formulét alkalmazunk

‘/1 2_zd$_sm(f)‘ - (1— (—1))5M ~ 25(ln2)* 8- (ln2)*
-1

= = 1073,
180mA 1T T180mA Bt S

8- (In2)*-103
(n4;<m4 — 3<m

Tehat legalabb 2 Simpson formulat kell alkalmaznunk a 10~3 pontossag eléréséhez.

16. Valaszthatunk, hogy a definicié vagy a pontosséigi tétel segitségével oldjuk meg a feladatot.
Mindkét megoldast megmutatjuk.

a) Definicioval kiszamitjuk a

2
o= [ tula)ds (k=012
-2
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értékeket. Példaul k = 0-ra

B 2 B 2 z(x—1) _1_ 2 B
co/260(x)dx/2(_1)(_1_1))dx2 /2x2 xdx

12 22?1 2, 14] _8
2 13 2], 2 (3 3] 3

A t6bbi egyiitthatdt a hosszadalmas integralés helyett masképp szémoljuk. Mivel a —1,0,1
a [—2;2] intervallum egyenletes felosztédst pontjai, ezért ez egy Newton-Cotes kvadratura
formula. A szimmetrikus alappontok miatt cg = co és az egyiitthatok Gsszege az intevallum
hosszaval egyenlS ¢y + ¢1 + co = 4. Innen

8 8

4
Cozczzg, 61:4—2§:_§

b) A pontosségi tétellel is megoldhatjuk a feladatot. Ekkor ellendrizniink kell, hogy a kvadratura
formula pontos-e 3 alappont esetén a méasodfoki polinomokra. Elég a P, polinom altér 1, z, 22
béazisdra megnézniink. Most az el6z6 megoldasi médhoz képest egyszertibb integralokat kell
kiszamolnunk.

2
/ 1d$:4200+61+02
—2

2
/ xdr=0=cyp-(-1)+c1-0+c2-1=—-co+ca - c2=c
-2

2
16
/ xzda::?:c0-(—1)2+01-02+02~12:co—i-cQ
2

Oldjuk meg a kapott linearis egyenletrendszert.

cot+ci+co=4 —  2c9+c; =4

16 16 8

CO+02:73 — 200:?)) — 00:02:§
1 4
61—4—200—4—§GZ—§

A kapott kozelité formuléank

2
[ fa)de x5 F=1) = 3500+ 5 70 = Na(7.2),

ami nem mas, mint a [—2; 2] intervallumra felirt 3 alapponti nyilt Newton—Cotes formula,
melyet a 6. feladatban hataroztunk meg.

11.2.3. Csebisev-tipust kvadratara formulak

17. A 2 alapponti Csebisev-tipust kvadratura formula alakja

1
K{ﬂ@dwﬁA'U@d+f@ﬂk
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Harom paramétert kell meghataroznunk tgy, hogy a formula az 1, z, 22 polinomokra pontos
legyen.

1
/ ldr=2=A-[141] — A=1
-1

1
/ xdr=0=A-[xo+z1] — x0=-11
-1

1
2 2
/ xde:§:A-[x(2)+x%] —>2x%:§ — T =
1

51~
Sl

Igy a kvadrattra formula alakja

[ s (=35) =+ (35)

A 4. feladatban méar taldlkoztunk ezzel a kvadratira formuléval. Tulajdonképpen a két alap-
ponttu Legendre-Gauss-tipusa kvadratira formulét kaptuk meg.

18. A 2 alapponti Csebisev-tipust kvadratura formula alakja

1
/0 F@)Wade ~ A [f(xo] + f(z1)].

Harom paramétert kell meghataroznunk tgy, hogy a formula az 1, z, 22 polinomokra pontos
legyen.

1
/1-\/de:
0
1
/x\/:de:
0
1
/:1:2\/:de:
0

Innen a Newton-Waring formulakat felhasznalva felirhatd az egy fGegyilitthatés masodfoku
polinom, melynek gytkei az alappontok.

— A1 +1] -4A:%

:A‘[l’OJrl‘l] —)51:$0+$1:

=A-[xi4+23] — So=af+a?=

NN oo Wl N
Nl oo

6
S1+p1=0 —>p1=—51:—5
6 36
So+p1S1+2p2=0 — - ——+2p2=0
7 25
51
P2 =175
6 51
Plz) =2 — ot 2
() =" = go+ 705
6 62 51 6 48
" :Si (5) _4'ﬁ:5i 175:§i£\/ﬁ
01 2 2 5 35

A kvadratira formula alakja
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19. A Csebisev—Gauss-tipusu kvadratura formula egyben Csebisev-tipustu kvadratura formula is,

[ A s TS s

S — a‘;‘ ~ — - x y

—1 1 — 1'2 n + ]. =0 k

ahol zq,...,x, a T,4+1 Csebisev polinom gytkei. n + 1 alappont esetén a 2n + 1 -edfokt
polinomokra pontosak, ezért elegendd a feladat megoldasahoz n = 0 -t valasztani. Ekkor

melynek alakja

Trog — 0
a T1(x) = x Csebisev polinom gyoke. A formula elséfoki polinomokra pontos, méasrészt parat-

lan fliggvényt integralunk, igy az integral 0 lesz.

dx =7 - f(0 m-0=0

[0 = [ -

20. A Csebisev—Gauss-tipustu kvadratara formula egyben Csebisev-tipusiu kvadratira formula is,
1 n
f(@) ™
————dr~ —— - k),
| Aanr T > flow

ahol zg,...,x, a T,4+1 Csebisev polinom gytkei. n + 1 alappont esetén a 2n + 1 -edfokt
polinomokra pontos, ezért elegend§ a feladat megoldasahoz n = 1 -et vélasztani. Ekkor

melynek alakja

a Ty(w) = 22? — 1 Csebisev polinom gydkei. A formula harmadfok polinomokra pontos, igy
. _
2 2
V11— 22 2 2
i 2 2
v2) o (v2) | 7
2 2 2
21. A Csebisev—Gauss-tipust kvadratara formula egyben Csebisev-tipusii kvadratira formula is,

melynek alakja
1 n
f(x) 7r
AV P . ’
/_1 V1—2? Tl kzzof(l’k)

ahol xg,...,xy, a Tj4+1 Csebisev polinom gyodkei. n + 1 alappont esetén a 2n 4+ 1 -edfoku
polinomokra pontos, ezért elegendd a feladat megoldasahoz n = 2 -t valasztani. Ekkor

[\

b 3

1 2
= / T dr =
-1 \/1—£U2

T
dr ~

1 xt T [ \/§ ! \/§ ! T
- /“mdl’:s' (—2> +<2> =3

w
-
|
ol%
N———
_|._
=
=
_l_
&h
N
o5
N——
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11.2.4. Gauss-tipusi kvadratira formulak

22,

Elgszor a 7. feladatban kapott

f <—\}§) T (%) ~ /11 7() dy

formuléat fogjuk a [—a; a] intervallumra transzformélni. Végezziik el az

r=ypy)=a-y

valtozo transzforméciot a [—a; a] intervallumon vett integralra, majd alkalmazzuk a kvadratira
formulat a transzformélt alappontokkal

a a
930:@(90):@'3/0:—%, xlzw(yl):a-ylzﬁ.

C;f(a:)dg;—a./tf(w(y))dy%a'f(‘53) +a'f<\j§> T realhe)

A hibaformulat a Gauss-tipusi formulaknal tanultak szerint készitjiik el.
Jeloljik Hs-mal a —%, % alappontokra felirt harmadfoka Fejér—Hermite-interpolacios poli-
nomot (mindkét alappontban a helyettesitési értéket és a derivalt értékét is hozzavessziik).
Mivel a formula minden legfeljebb harmadfoka polinomra pontos (Gauss-tipust), ezért Hs-ra
az integral és a kvadratira formula értéke megegyezik.

e a

_aHg(ZU) dr = a- Hs( \/§)+a Hs(

ahol
- (5 (-5 (-3)

A hibaformulat integraljuk

a a f£(4)
| (@ - Ha@par= [ 1 ) y(a) da.

>0

Felhasznalva az integralszamitas kozépértéktételét és hogy Q3 nem negativ (allando elgjeld)
létezik n € [—a;a], hogy

" f(@)do - LG2A(S) = f(j,(”) / Qs di = T 00) / (ﬁ_a?)? iz =

., | . Al . 3
o f(4)(77) ﬁ 5 p(4) L 5
= oy @ =W g

Amennyiben a feladatot atirjuk az [a; b] intervallumra (természetesen az alappontokat is
transzforméaljuk), akkor a hibaformula a kovetkezd alaka. (Most a éppen az integralasi tar-
toméany fele.)

b —a\®
[ @ - 26atn = -10m - 1z (5%
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23.

24.

Hasonlitsuk 6ssze a LGy formulat a Simpson-formulaval. Most két alappontunk van interval-
lumonként és pontos minden legfeljebb harmadfokd polinomra mindkét formula, de a most
levezetett hibabecslés kicsit jobb, mert %5 ~ 0.0074, mig & ~ 0,0111.

Ugyanis a Simpson-formula hibabecslése

/abf(“”)dx—s(f) = _f(zén) <b;a>5'

Annak ellenére, hogy az LG5 formula hibabecslése jobb, mint a Simpson-formulaé, nem
érdemes 0Osszetett formulaban hasznalni, ugyanis a részintervallumok végpontjai mellett a
gyOkok transzformaciojat is el kell végezni, igy tobb miivelettel jar az alkalmazésa.

Az integralban a sulyfiiggvény w(x) = \/11_7 és x € [—1; 1] esetén értelmezett, ami az elséfaja
Csebisev polinomokhoz kapcsolodik. Ezért Csebisev—-Gauss kvadratira formulét frunk fel a

kozelitésére. A kvadratara formula alakja

b f(=) . "
/_1mdan+1'kz:0f(xk),

ahol zq,...,z, a T,4+1 Csebisev polinom gyokei. n + 1 alappont esetén a 2n + 1-edfoki poli-
nomokra pontos, ezért elegendé a feladat megoldasahoz n = 2 -t véalasztani. Ekkor

T
de ~ —

w
T \ 1
|
[
N————
_l_
=
=2
+
~
VR
[ S
N————

wl 3
|
| S
SN—
S
+
N
o5
SN——
~
|
wl

1 4
5 / T =
—1 \/1—332

Az [ —11 f(x) dx integral kozelitésére egy n = 2 alapponti Legendre-Gauss kvadratira formulat
konstrualunk. Az alappontok a mésodfokia Legendre ortogonélis polinom gyokei. A 10.2.4.
fejezet 22. feladatdnak megoldasaban elGallitottuk a mésodfokt Legendre polinomot,
Py(z) = 2% — L. A gybkei:

1 1

Vi T
A formula egytitthatoit legegyszertibben tgy hatarozhatjuk meg, ha felirjuk az 1,z poli-
nomokra vald pontossig egyenleteit.

o = —

1
/ 1dl‘:2:A0-1—|—A1-1 —)A0+A1:2

1

1
AQ Al
rder=0=Ag - 20+ A1z - ——=+—==0—> Ay=A4
/1 0" o 171 NG 0 1

Tehat Ag = A1 = 1. A kvadratiura formula alakja

[orams(-) ()
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A feladatot gyorsabban is megoldhatjuk, ha megnézziik ezen fejezet 4. feladatdnak megoldasat.
Ott éppen ezekkel az alappontokkal irtunk fel egy interpolacios kvadratira formulat. Az
egyiitthatoi Ag = Ay = 1. Azt is lattuk, hogy legfeljebb harmadfokt polinomokra pontos
a formula, ez mutatja, hogy Gauss-tipusii. A kapott formulara korabbiaknak megfelelgen az

LG4o(f, 1) jelolést is hasznalhatjuk.
25. Mivel a [—1;1] intervallum és a w(z) = 22 stlyfiiggvény nem definial klasszikus ortogonalis
polinomot, ezért a masodfoku ortogonélis polinomot el§ kell allitanunk Gram-Schmidt ortog-

onalizacioval az 1, z, 22 rendszerbdl.

Py(z) =1
Pi(z) =z —cPy(x) ==
) _heisd_ o
(Po; Po) f_lll-l-a;Qda: 2
Py(x) = 2% — 1 Py (x) — coPo(z) = 2 — g
(z2; P)) f_ll 2?-x-2%dr 0 0
1= = =5 =
(Pr; Pr) f_llx z-22de 2
1
¢ — (@ Ry) _ [l 2% 1% da _:.3
(Po; Po) f_111~1-x2d;1: 2 5
A masodfoku ortogonalis polinom
Py(z) = 2% — g
A masodfoku ortogonalis polinom gyokei:
3 3
Trog = — - Ir1 = -

1 2 2

1
/w-xde:O:Ao-xo—i—Al-xl — (2) A0<— ?) A1< §>:0

Innen
1

A():Al — A0:A1:§'

26. Mivel a [0;1] intervallum és a w(z) = z sulyfiiggvény nem definial klasszikus ortogonalis
polinomot, ezért a masodfokd ortogonalis polinomot el kell allitanunk Gram-Schmidt orto-

gonalizacioval az 1, x, 22 rendszerbdl.
Po(.CC) =1
2
3
Az Py) folx-l-xda: B
a (Po; Po) B foll-l'a:da: B

Pi(z) =z —cPy(x) =2 —

oIl
|
Wl
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6 2 1
Py(z) =2 —c1Pi(z) —coPo(zx) =2 — —(z — =) — = =
) 3 2
—xQ—fx—i-g
B 5710
1
o = (@ pP) _ Jyot@—3) wdr 55 6
(P13 Pr) folm—g)Q-mdx % 5
1
o = (z%; Po) _ f01x2-1 xdx :%:1
(Po; Po) fol-l xdx 5 2

A mésodfoku ortogonalis polinom gyokei:

2
SEV(B) -8 6+v36-30 646
x:l’o: = =
2 10 10
! 1 1
1$d$:§:A01—|—A11 — (1) A0+A1:§
0
! 1 6 -6 64+v6) 1
cxdr=-=24p- Ay - 2) A A ==
/oxxx 3 0o-zo+ AT — (2) Ao 10 + Ax 10 3
Oldjuk meg a kapott linearis egyenletrendszert.
6 V6 7 7
2)——-(1 Ag+ A — Ag+ A —
(2) 0 (1) 10( 0o+ A= 0 o+ A 3v6
Hozzdadva az (1) egyenletet
1 7 1 7
21 =-+— — Ai=-+—7F5
172 3v6 YT 66
1 1 1 7 1 7
Ag==-—A s A= - = — I
079 ! 07974 6v6 4  6V6

27. Mivel a [0;1] intervallum és a w(z) = /z silyfiiggvény nem definial klasszikus ortogonalis
polinomot, ezért a masodfokd ortogonalis polinomot el kell allitanunk Gram-Schmidt orto-
gonalizacioval az 1, x, x? rendszerbél.

P0($):1
3
Pl(x):fE—CP()((E):[E—g
_ (nR) :folx-l-\/idx:§:§
(Po;Po) — [I11-zde % 5
1
PQ(x):x2_01P1($)—00P0($):x2—§(x_§)_%:
— 2 10$+3
B 97 " 21
1
c = (z% P1) _ 0562(33_’) \f‘m:ﬁzg
(PiP) — [le—2)2 Vade 15 9
(z%; Py) folfc2 1-yxde % 3
C - L - _
T (PP fM11-yzds 2T
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A masodfoku ortogonalis polinom

10 5
P _ 2 _ =Y iy
2($) v 9 o 21

A mésodfoku ortogonalis polinom gyokei:

2 4
PEVE) -8 5EYTF 3549070
2 9 63

T =

Az Ap, A1 egylitthatok meghatarozasahoz irjuk fel az 1, z polinomokra vonatkozo pontossagot!

1
2
/ 1-\/5(11':3:140‘14—141‘1
0
! 2
/ {L'-\/Ed.%‘:g:Ao‘xo—‘rA1~1‘1
0
Oldjuk meg a kapott linearis egyenletrendszert.
2
(1) Ao+ A = 3
35 —2v/70 354+ 270 2
2) Ao 35— 2V70 + A 35+ 2V70 _z
63 63 5
5 2V/70 4 V70

) —2.(1) A A) = — o —Agt+ A =YD
()9() 63(0+1) & o+ A

Hozzaadva az (1) egyenletet

2 V70 1 /70
oA, = 24 YO SR AL
1=3T 75 7 A=375
9 9 1 VIO 1
Adp=2-4, o Ag=2_ 1 vO_1_ V0O
3 33 150 3 15



12. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek
megoldasa

12.1. Feladatok

12.1.1. Explicit Euler-moédszer

1. Irjuk fel az explicit Euler-modszert h = % esetén az

{y’(m):l—y(x), x €[0;1]
y(0) =1

kezdetiérték problémara! Irjuk fel az y(1) kozelitését !
1

2. Irjuk fel az explicit Euler-modszert h = 5 esetén az

{y’(:c) =2zy(z), = €[0;1]
1

kezdetiérték problémara! Irjuk fel az y(1) kozelitését !
3. Irjuk fel az explicit Euler-modszert h = % esetén az

{y’(az) =1-2y(x), z€]0;1]
y(0) =0

kezdetiérték problémara! Irjuk fel az y(1) kozelitését !

4. Irjuk fel az explicit Euler-modszert h = % esetén az

—2y(x)

/
= —= €ll;2
v = "2 e
y(1) =2
kezdetiérték problémara! Irjuk fel az y(2) kozelitését !
5. Irjuk fel az explicit Euler-modszert h = i esetén az

{y@F4w+D@@%$€mﬂ]
y(0) =1

kezdetiérték problémara! Irjuk fel az y(1) kozelitését !
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12.1.2. Modbdositott Euler-modszer

6. Irjuk fel a modositott Euler-modszert h = % esetén az
y(z) =1-y(z), z€[0;1]
y(0) =1

kezdetiérték problémara! Irjuk fel az y(1) kozelitését!

7. Irjuk fel az explicit Euler-modszert és a modositott Euler-modszert h = % esetén az

{ y'(z) = zy(z), = €[0;1]
y(0) =1

kezdetiérték problémara! Hasonlitsuk ossze az y(1) kétféle kozelitését!

8. Irjuk fel a modositott Euler-modszert h = % esetén az

{y’(m) = (® + y(z), = €[0;1]
y(0) =1

kezdetiérték problémara! Irjuk fel az y(1) kozelitését!

12.1.3. Implicit mo6dszerek

9. Irjuk fel az explicit Euler-modszert h = % esetén

Y () =2 —2y(x), x€[0;1]
0

kezdetiérték probléméra! Minden lépésben végezziink egy javitd 1épést az implicit Euler-
modszerrel. Mi lesz y(1) kozelitése?

10. Irjuk fel az explicit Euler-modszert h = % esetén

{ y'(z) = 2’y(x), = €051]
1

kezdetiérték problémara! A kapott eredményre lépésenként alkalmazzuk az implicit Euler-
modszer egy lépését! Mi lesz y(1) kozelitése?

12.2. Megoldasok

12.2.1. Explicit Euler-moédszer

1.  Keszitsiik el a [0; 1] intervallum felosztéséat. h = %, igy a felosztas:

xgzl.

Y

N

1‘0:0, T =
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Az explicit Euler-modszer képlete:

yn+1:yn+h'f(mn7yn)a (’I’L:O,..,,N—l)
yO:y(O)v

ahol N = 2, mert két részre osztottuk az intervallumot és f(z,y) =1 —y.
A konkrét példara alkalmazva a rekurzi

yn+1:yn+h'(1*yn):(17h)yn+h, (nZO,l)
7o = 1.

Mivel
ylz(l—h)y0+h:(1—h)+h:1

yo=1—-h)y1+h=(1-h)+h=1,

igy yo = 1 az y(1) kozelitése.
A kezdetiérték-probléma pontos megoldasa

2. Készitsiik el a [0;1] intervallum felosztasat. h = % igy a felosztas:

1
:r():O, 1'1:5, $2:1.

Az explicit Euler-modszer képlete:

yn-}—l:yn—i_h'f(mn?yn)u (TLZO,,N—l)
yo = y(0),
ahol N = 2, mert két részre osztottuk az intervallumot és f(z,y) = 2zy.
A konkrét példara alkalmazva a rekurzio
Yntl =UYn T+ h- 225y, = (1 +2hxy) - yn, (n=0,1)

Yo = 1.

Mivel
Y1 :(1+2h1‘0)-y0:1

1 3
yo = (L + 2hxy) - y1 = (1+2>-1:2,

igy yo = % az y(1) kozelitése.
A kezdetiérték-probléma pontos megoldasa

2

y@) = = y()=e

3. Készitstik el a [0; 1] intervallum felosztasat. h = %, igy a felosztas:
0 1 2 3 4
r90=0, T1==, To=—, T3=—, T4=—, Tz =
0 ) 1 5’ 2 5’ 3 5’ 4 5’ 5

Az explicit Euler-modszer képlete:

yn+1:yn+h'f(xmyn)a (n:O,.._,N—l)
y():y(o)v
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ahol N =5, mert 0t részre osztottuk az intervallumot és f(x,y) =1 — 2y.
A konkrét példara alkalmazva a rekurzio

yn+1:yn+h'(1_2yn):(1—2h)yn+h, (n:O,...,4)

y0:0.
Mivel
1

yl:(1—2h)yoHL:h:3

31 1 8
—(1-2 2. 2, 2_°
Y2 = ( h)yi +h srts=o

3 8 1 49
yz = ( )y2 + s or TE= Io

349 1 147 1 272
—(1-2h heo. 2 2 2 =l=
ya = ( Vs th=r 10575 65 5 62

3 9272 1 816 1 1441
—(1-2h p=o 2 200 0
vs = Jvath=r s T5 = 3105 T 5~ 3125

fgy y5 = 332 ~ 0,4611 az y(1) kozelitése.

A kezdetiérték-probléma pontos megoldasa

1 L 1 1
yo)=5-(1—e™) = y)=3 <1—€2> ~ 0,4323.
4.  Készitsiik el az [1;2] intervallum felosztasat. h = %, igy a felosztas:
1 6 7
To=1 T =-, Ta=—, T3=—, T4=
0 9 1 47 2 47 3 47 4

Az explicit Euler-modszer képlete:
Yntl =UYn + h f(@n,yn), (n=0,...,N—1)
Yo = y(o)a

ahol N = 4, mert két részre osztottuk az intervallumot és f(z,y) = _723/
A konkrét példara alkalmazva a rekurzi

—2 2h Ty — 2h
Yn+1 =Yn + I~ yn:(1—>yn: = Yn, (n=0,...,3)

Tp Tp T
Yo = 2.
Mivel )
xg — 2h 1-2
Y1 = 0 Yo = 1.2=1
Zo 1
x1 — 2h -2 3
y2 - ! yl - 4 5 4 : 1 - =
T 1 5
Cwa—2h  §-% 3 2
Y3 = s Y2 = % 5 = 5
7 2
. xr3 — 2h 471 2 . 2
Ya = 3 Y3 = % 5T 7
fgy y1 = 2 ~ 0,2857 az y(2) kozelitése.
A kezdetiérték-probléma pontos megoldasa
2 1
== = 2)=—.
o) =5 = )=,
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5.  Készitsiik el a [0; 1] intervallum felosztasat. h = %, igy a felosztas:
1 2 3
pu— 0 = — = — e p— 1'
Zo , L1 47 T2 47 z3 47 T4

Az explicit Euler-modszer képlete:

yn+1:yn+h‘f<wn7yn)7 (TL:O,,N—l)
yo = y(0),

ahol N = 4, mert két részre osztottuk az intervallumot és f(x,y) = (z + 1)%y.
A konkrét példara alkalmazva a rekurzid

ynH:yn+h-(mn+1)2-yn:(1+h-(mn+1)2)yn, (n=0,...,3)
Yo = 1.

Szamitsuk az egyes lépéseket!

ylz(1+h-(960+1)2)y0:(1+h-1).1:Z
y4:(1+h'($3+1)2)y3:<1+111' z2)'141019265:1226527114245%4’7955

igy ys4 ~ 4,7955 az y(1) kozelitése.
A kezdetiérték-probléma pontos megoldasa

y(z) = 3T o y(1) = 7/3 ~ 10, 3123.

12.2.2. Mobdositott Euler-modszer

6. Készitstik el a [0; 1] intervallum felosztasat. h = %, igy a felosztas:

1‘0:0, LE1:§, .’E2:1.

A modositott Euler-modszer képlete:

h h
yn+1:yn+h'f(xn+27yn+2f(xn7yn)>7 (n:()?aN_l)

yo = y(0),
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ahol N = 2, mert két részre osztottuk az intervallumot és f(z,y) =1 —v.
A konkrét példara alkalmazva a rekurzio

h h
Yn+1 = Yn +h- f <xn + §7yn + 2f<$n7yn>> =

h h
:yn+h‘f<xn+7yn+2(1_yn)> =

2
h
h?  h?
:yn"‘h—hyn—?‘i‘?yn:
h? h?
= <1—h+2> yn+h—?, (n=0,1)
yo = 1.
Hasznéljuk a fenti atalakitast.
h? h?
—(1-h+2)+h-" =1
Y1 < + 5 > + 5
h? h?
=|1—-h+— h——=1
Y2 ( + 2) 9 )
igy y2 = 1 az y(1) kozelitése.
7.  Készitsiik el a [0; 1] intervallum felosztasat. h = 1, igy a felosztas:

zg =0, xl:i’ r9 = 1.

N = 2, mert két részre osztottuk az intervallumot és f(z,y) = xy.

a) Az explicit Euler-modszer képlete:
yn—i-l:yn—i_h‘f(xn)yn)u (’I’ZZO,,N—l)
yo = y(0),
A konkrét példara alkalmazva a rekurzio
Yntl = Yn +h - Tpyn = (1 + hxn) Yn, (n =0, 1)
yo = L.

Mivel
y1 = (1 + hao)yo =1

1 5
y2 = (14 hx1) ( +2 2) 7

igy yo = % az y(1) kozelitése.
b) A modositott Euler-modszer képlete:

h h
7yn+2f(xn7yn)>7 (n:()?aN_l)

yn-l—l:yn‘i‘h'f(xn—i_z

yo = y(0),
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A konkrét példara alkalmazva a rekurzio
h h
Yn+1 =Yn+h- flzn+ 57971 + §f($n7yn) =

h h
:yn+h'f<$n+7yn+$nyn> =

2 2
h h

y():l.

Hasznaljuk a fenti atalakitast.

h
y1:y0+h-(xo+2) ( $0y0>=

T L
N 2 4 4 N
_ +ﬁ b
2 =Y x1 B 9613/1 =
_O L1 1y (9 119

8 2 2 4 2 8

9 3 &1 576+243 819
= —4+-—=——=— 21,5996
8+8 64 512 512 ’ ’

igy yo = 1,5996 az y(1) kozelitése.
c) A kezdetiérték-probléma pontos megoldésa az

22

ylx)=e2 = y(1)= e2 = /e ~ 1,6487.
Ezzel 6sszehasonlithatjuk a két modszerrel kapott eredményt.

8. Készitsiik el a [0; 1] intervallum felosztasat. h = %, igy a felosztas:

:L‘o—O Tr] = .ngl.

[\D\H

N = 2, mert két részre osztottuk az intervallumot és f(x,y) = (22 + 1)y.
A modositott Euler-modszer képlete:

yn-l-l:yn"‘h'f(mn—i_

Yo = y(0),

h h
27yn+2f(xn,yn)>, (n=0,...,N—1)

A konkrét példara

yn+1:yn+h'f<xn+

y():l.

h h
27yn+2f(xn7yn)>7 (n_()vl)

Szamoljuk egyenként a fiiggvény hivasokat.

f(zo,y0) = (23 +1) -0 =1
f<x0+g7yo+;lf($o7yo)> =f<i2171+;l> :f<i7i> = <116+1>'i=22
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h h 1 8 213
= h - — — =14+--—=—=1,664
Y1 y0+ f<$0+27y0+2f($07?/0)> +2 64 128 7660
A kovetkezd 1épést érdemes szamologéppel (vagy Maple-lel) ellendrizni.

17 213 3621
2 T
Fleny) =@ +1) 91 = 15 795 = 5018

h h 3 213 1 3621
f<$1+2>y1+2f($1>y1)> _f(4’128+4'2048>

_ (3 17258 _ 111825
7 \47 8192 ) 32768
h h 213 1 111825 220881
— B . = = 4+ . = ~ 3,412
y2=y1+h-f <$1 + 5,01+ 5 f(xl,yl)> 123 + 5 32768 65536 3,4126

2

igy yo ~ 3,4126 az y(1) kozelitése.
A kezdetiérték-probléma pontos megoldasa az

y(z) = e3” T = y(1) = 3 ~ 3,7937.

12.2.3. Implicit moédszerek

9. Készitstik el a [0; 1] intervallum felosztasat. Mivel h = %, igy a felosztés:
1
l'():o, :Cl:i, .%'2:1.

A példéban az f(z,y) = x — 2y figgvénnyel dolgozunk.
1. 1épés: Az explicit Euler-moédszer képlete:
Ynt1=Yn + - f(Zn,yn) = yn + h(zn —2yn), (n=0,1)
Yo = y(o) =0,
lgy
Y1 = Yo + h(zo — 2y0) = 0.

Most végezziink egy javité 1épést az implicit Euler-modszerrel.
Az implicit Euler-moédszer:

Ynt1 = Yn + - f(Tni1, Ynt1)-
Az implicit Euler-modszer iterdcidja:
k+1 k
y7(1+1 ) =Yn+ h - f(xn+17y7(l+)1)7

ahol yfﬂl egy explicit modszerrel kapott kozelités. Az ygo) = 0 a kiindul6 értékiink és

(1) _ 1 ,oy_1 (1 , \_1
(1)

2. 1épés: Az explicit Euler-modszer Gjabb lépése, de most mar a javitott kozelitésbdl y; = i
-b6l megyiink tovabb.

GY P NS S S P
y2 =y, + h(z1 — 2y )—4+2 (2 2 1) =1
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Az y(o) Yo = i a kiindul6 érték az implicit médszerrel torténd javitashoz.

W _ 1 ooy 1, oo,y 11 1
Yy ' =1 + h(z2 2y2)—4 5 <1 24)—44—4—2.

Az y(1) kozelitése yél) =1

10. Keszitsiik el a [0; 1] intervallum felosztasat. h = 1, igy a felosztas:

l\')\H

$0—0 Tl =

A példaban f(z,y) = x3y.
1. lépés: Az explicit Euler-modszer képlete:
yn+1:yn“‘h'f(xmyn):yn+h'x§zyna (n:O,l)
yo =y(0) =1,
lgy ,
m=yo+h-agy=h=1+50-1=1

Most végezziink egy javité 1épést az implicit Euler-modszerrel.
Az implicit Euler-modszer iteracidja:

k+1 k
%(H-l ) = Yn +h- f($n+1ay7(1421)>
ahol y( _31 egy explicit modszerrel kapott kozelités. Az ygo) =1 a kiindul6 értékiink és
WO =yt h-ady® =142 (2 ol
Yo 1 2 \2 16
2. 1épés: Az explicit Euler-modszer Gjabb 1épése, de most mar a javitott kozelitésbdl ygl) = %

-bo6l megyiink tovabb.

1711317 17\? 289
) =L (1Y (Y

~ 16 2 16 16 256

Az yéo) =Yy = ggg a kiindulé érték az implicit modszerrel torténd javitashoz.
(1) _ 0 4 g g3,0 = 17 113,@:@
b2 thesiyy =5+ 256 512

Az y(1) kozelitése yé ) = = 833 ~ 1,6269.

Megjegyezziik, hogy a kezdetiérték-probléma pontos megoldasa

24

y(r)=et = y(1)= el/4 1,284

a pontos érték, amit kozelitettiink.



