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Eloszo

Ebben a jegyzetben egy rovid valogatast adunk néhany olyan témakorrol,
amelyek elsosorban a programtervezd informatikus képzésben tanulé hall-
gatéknak lehetnek hasznosak. Alapvetéen az MSc-s (a matematika bizonyos
fejezeteire erésebben tamaszkodd, szakiranyu képzésekben részt vevd) hall-
gatosag szamara irédott az anyag, de haszonnal forgathatjak az érdekl6do
BSc-s hallgatdék (s6t, mas szakosok) is. A jegyzet anyaga harom fejezetre ta-
golédik: komplex fiigguénytan, differencidl(és differencia)egyenletek, Laplace-
transzformdcio. Ezek koziil az els6 és a harmadik témakor teljesen hianyzik a
szoban forgd képzésben. A differencidlegyenletekrdl az alapképzésben (f6leg
a késObbiekben a modellalkoté MSc-s szakirdnyt célba vevok) ugyan halla-
nak, de a méasodik fejezet azok szdmara is segitséget kivan nyujtani, akik
pl. a jel-és képfeldolgozas alapjaival akarnak megismerkedni gy, hogy
elézetesen esetleg nem hallottak a differencidlegyenletekrsl. Eppen ezért
ebben a témakorben csupan néhany gyakorlati feladat kapcsan targyalunk
egy-két alapveté egyenlettipust, mind a differencidlegyenleteket, mind pe-
dig a differenciaegyenleteket illetéen. Hasonl6 szellemben dolgozzuk fel a
Laplace-transzformacié alapjait érinté kérdéseket is, szamos gyakorlati al-
kalmazasra mutatva példat. A komplex fliggvénytani fejtegetések soran a
(t6bbnyire egyszer(i tartomanyokon, pl. korlemezen értelmezett) differenci-
alhaté komplex fiiggvények, leképezések vizsgalata all a kozéppontban. fgy
pl. tortlinedris fiiggvények, félsikok, korlemezek leképezései. Ennek kapcsan
bevezetésre keriilnek a modern jel- és képfeldolgozas szempontjabdl olyan
fontos fiiggvények is, mint pl. a Malmquist—Takenaka-féle fiiggvényrendszer
elemei. Szdmos (részben idegen nyelvii) jegyzet, szakkonyv, monografia ll az

érdekl6dok rendelkezésére. A teljesség igénye nélkil az aldbbiakban ajanlunk
néhéany mivet:

e B. Davis, Integral Transforms and Their Applications, Springer Verlag,
Series: Texts in Applied Mathematics, Vol. 41., 3rd edition, 2002
(magyar forditas: Miiszaki Kényvkiad, 1983.)
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e G. Doetsch, Introduction to the theory and application of the Laplace
transformation, Springer-Verlag, New York-Heidelberg, 1974.

e J. Duncan, Bevezetés a komplex fiigguénytanba, Miiszaki Konyvkiado,
Budapest, 1974.

e B. A. Fuksz - B. V. Sabat, Komplex vdltozos fligguények és néhany
alkalmazasuk, Tankonyvkiado, Budapest, 1976.

e Késa Andrés, Differencidlegyenletek, egyetemi jegyzet (tobb kiadas-
ban), Tankonyvkiadd, Budapest, 2000.

e Pal Jend - Schipp Ferenc - Simon Péter, Analizis 11, egyetemi jegyzet
(t6bb kiaddsban), Tankényviad6, Budapest, 1978.

e Simon Péter, Fejezetek az analizisbdl, egyetemi jegyzet (tobb kiadas-
ban), ELTE E6tvos Kiadé, Budapest, 2006.

o Székefalvi-Nagy Béla, Komplez fiigguénytan, egyetemi jegyzet (t6bb ki-
adasban), Tankdnyvkiad6, Budapest, 1970.
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1. fejezet

Komplex fuggvények

1.1. Komplex szamok

Eloljaréban felelevenitjiik a C komplex szamtesttel kapcsolatos alapveto tud-
nivalékat. Vezessiik be ehhez az (a,b), (¢,d) € R? vektorok vonatkozasidban
az aldbbi miiveleteket (dsszeaddst, szorzdst, ill. osztdst) (utébbi esetében a
A+ d? >0 feltételezéssel élve):

(a,b) + (¢,d) := (a+¢c,b+d) , (a,b)(c,d):= (ac —bd,ad + be),

(a,b)  (a,b)-(c,—d) [ac+bd bc— ad
(c,d) ™ 2+d>  \e+d E+d?)’

A most definidlt 6sszeadas, szorzas nyilvanvaléan kommutativ, asszociativ,
ill. a szorzas az Osszeadasra nézve disztributiv:

(a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b) , (a,b)-(c,d) = (c,d)-(a,b),

((a,0) + (c,d) - (e, ) = (a,0)- (e, f)+(c,d)- (e, f)  ((a,b),(c,d), (e, f) € R?).
Vildgos tovabbd, hogy pl. tetszéleges (a,b) € R% u,v € R esetén

(1,0)- (a,b) = (a,b)- (1,0) = (a,b) , (u,0)-(v,0) = (uv,0).

Ha az w = (u,0) azonositdssal éliink, akkor a valds szdmok halmazat
miivelettarté médon ,, bedgyaztuk” a komplex szdmok C := R? halmaziba:

(s,0)
(¢,0)

S
, T =

u+v = (u,0)+ (v,0), uv = (u,0)- (v,0)

(u,v,s,t € R,t #0).
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Ezért az +:= (0,1) jeloléssel
(a,b) =a+10.

(A késébbiekben - hacsak nem okozna félreértést - a szorzasra utalé pontot
elhagyjuk, és pl. egyszeriien 1b-t irunk.) A z := (a,b) = a+1b komplex szam
esetén a Re z := a valés szdmot a z valds (vagy redlis) részének, az Im z := b
valés szamot pedig a z képzetes (vagy imagindrius) részének nevezzik. A
7 1= a — b komplex szam a z konjugdltja, a |z| == V/2-Z = Va? + b? nem-
negativ valés szam pedig a z abszolut értéke. Nyilvanvalo, hogy a z € C
szam pontosan akkor valds szam, ha Im z := 0, tovabba

z2+7z zZ—Z

5 , Imz = 5

(z € C).

Z=2, Re

W

Egyszertien ellendrizhetok az alabbiak:

T=—1, *=—-1, A (z,w € C,w #£0)
w o fwf?
Hasonléan kapjuk, hogy
z z
TFw=T4w, W=, ()=2 b=t =P
v U
)= 2kl |E] =B Gwvecozo),
vl ol

Ha z,w € C, akkor a z = w egyenlGség azzal ekvivalens, hogy Rez = Rew
és Im z = Imw, ill. |z| = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha z = 0. Egyszerii
szamolassal igazolhaték az un. hdromszog-egyenliotienségek:

[z +wl <zl +wl, [lz] = |w][ <]z —w] (3w e C).

Legyen 0 # z = a +1b € C, ekkor

12 a n b
z =z 7 .
Va2 +b?  Va?+ b
Mivel
2 2
a n b _q
<\/a24—b2> <\/a24—b2> ’
ezért egyértelmiien létezik olyan 6 € (—m, w|, amellyel

b
¢ cos 6 ———— =-sind.

Vi Jer R
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Az argz =0 ,szoget” a z argumentumdnak nevezziik. Tehat

Re Im
cosf = == , sinf = ——=
2] 2]

Pl. arg: = /2, arge =0 (0 <z € R), argt =7 (0 >t € R).
Kovetkezésképpen
z = |z|- (cos 0 4 1sin 6)

(a z szém trigonometrikus alakja). Allapodjunk meg az aldbbi tomor
jelolésben: valamely z € R valds szam esetén legyen

e :=cosx +sinz.

Ekkor e = @2 (k€ Z), ill. |e®| = 1, és z = |z|e*™#*. Konnyen
belathaté tovabba, hogy ha 0 # z,w € C és 0 := argz, n:= argw, akkor

aw = |z] Jw|e" " = |z]- Jw]- (cos(6) +n) + vsin(f + 1)),
2]

2= L o - 2L (cos(d —n) +2sin(@ —n)) .
w o Jwl |w]

Innen (pl. teljes indukciéval) adédik, hogy
2" = 2" e™? = | 2| (cos(nf) + 1sin(nh)) (ne€Z)

(Moivre-formula). A most mondottak mintegy ,, megforditasaként” jutunk el

a gyokvondshoz a komplex szdmok korében. Ha ui. z = [z|-€? a 0# 2z € C
szam fenti trigonometrikus alakja és 2 < m € N, akkor a

2k 1= 1 |2| et@FHEM/m (k=0,...,m—1)
szamokra a Moivre-formula és |z,x| = 1/|z| alapjan
m
Z:Zk — <m |Z| ez(0+2k7r)/m) _ |Z| 6z(€+2k7r) — |Z| 629 — 5

teljesiil. Legyen ezek utan
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(z # 0 esetén barmelyik k£ =0,...,m — 1 mellett) a z szdm m-edik gyoke.

Mivel
| /2 = {/lzl,

ezért (ha z #0) a z,, (E=0,...,m—1) gyokok a komplex sikon egy origd
kozéppontu és  {/|z| sugart koron helyezkednek el egy szabdlyos m-szog
csucspontjaiként. Ha pl. m = 2, akkor

‘Z|' 629/2

VEi= 7=

|Z| e!(m+0/2)

ahol a w := M e?/? jeloléssel \/m e +0/2) =\ [12]- /2. 7 = —w. Az
elobb emlitett szabdlyos sokszog most egy, az origora szimmetrikus szakasz,
amelynek a végpontjai —w és w. Ha 0 # z € R, akkor a széban forgd
szabalyos m-szog szimmetrikus a valds tengelyre. Ui. z > 0 esetén 6 = 0
és zmo = /z € R, ill. tetszbleges k= 1,...,mm — 1 indexre

T = n\’yg 6—2k7rz/m — % e27r2(m—k)/m = 2 k.

Ha viszont z < 0, akkor 6 = w és

Wm+2km)/m _ m

=1 |Z| e ( 1(—m+2(m—k)m)/m

4] e -

m

(r+2(m—k—1)7)/m __
2] e o,

Az is konnyen lathatd tovabba, hogy ha az m ,kitevé” még paros is
(mondjuk m = 2j valamilyen 0 < j € N szdmmal), akkor a sokszogiink
a képzetes tengelyre is szimmetrikus. Ti. ebben az esetben z > 0 és
k=0,..7—1 mellett (a 2 <0 eset hasonldan kezelhetd)

2k = Wz eTM = /5 T = x5 (cos(km /) +usin(kr/j)),

aminek a képzetes tengelyre valé tiikorképe

/2 (—cos(kn/j) +usin(kn /7)) = /2 (cos(m — kx/j) +asin(m — kw/j)) =

ha pedig k= 7,...,25 — 1, akkor
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/2 (—cos(kn/j) +esin(kn/j)) = /2 (cos(km/j — 7)) +asin(kn/j — 7)) =

Wz (cos((k — J)m/7) + vsin((k — j)m /) = ¥/ S =z

fgy paros m esetén (lévén a sokszog a valds tengelyre is meg a képzetes
tengelyre is szimmetrikus) azt kapjuk, hogy az m-edik gytkok cstcspontjai
altal meghatarozott szabalyos m-szog szimmetrikus az origéra is. Ez utébbin
semmi ,,meglepd” sincs, hiszen paros oldalszamu szabalyos sokszog centrél-
szimmetrikus. Kovetkezésképpen

{Zmk  k=0,...;m—1} ={—2pp : k=0,....,m — 1},
ami , algebrailag” is konnyen ellenérizheto. Pl. z > 0 esetén

— 2k = — % 67,2lc7r/m — T % 67,2lc7r/m — % 6z(m+2k)7r/m —

%' ez(j+k)27r/m = Zmj+k (k = 07 a] - 1)a

mig k = j,...,m—1=2j—1 mellett legyen k =j+1 (I =0,..,7—1),
amikor is

P —— % €z2k7r/m — % 67,(]—i-l)27r/m _ 7{L/E ezy27r/mez(]+l)27r/m —

%‘ 6z(2j-i—l)27r/m _ % ez2l7r/m = 2.
Nyilvanval6 egyébként, hogy

(_ka)m = (_ka)2j = <_1)2j Z?)zk = Z:Trlbk =z (]f = 0, e, M — 1)

Legyen z:=1, ekkor |z| =1,60 =0, és az
Emk ‘— 1mk = 62km/m (k‘ = 0, e, — 1)

szdmok az in. m-edik eqységgyokok: (eq,i)™ = 1. A fentiek szerint barmely
0 # z € C szamra

2w = Wz = V|z]- €™ e (k=0,...,m—1)

(ahol most @ := argz). Vildgos, hogy 0 < z € R esetén %/0 = 0, ill
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Zmo = %/z a valds szamok korében ,megszokott” m-edik gyoke a z-nek.
Ugyanezt mondhatjuk akkor is, ha z € R egy negativ szdm és m paratlan
(m =27+ 1 valamilyen 1 < j € N esetén). Ekkor ui. z = |z|- €', és

Zmj = by ‘Z| el(7r+2j7r)/(2j+1) _ mf Z|' e — n\V—_Z

a valds szamkorben definidlt m-edik gydke a z-nek.

1.1.

i)

i)

iii)

iv)

Megjegyzések

Képzeljiik el, hogy a C = R? sikon (komplex szdmsikon) az origéban
(azaz a 0 = (0,0) pontban) elhelyeziink egy (mondjuk egységnyi
atmérdji), a sikot érinté gombot. A gomb | északi polusat” (azaz a
0-nak a gémb kozéppontjara vonatkozo tiikorképét) jeldljik @-val. Ha
z:= R € R* = C, akkor a QR szakasz pontosan egy (a Q ponttdl
kiillonb6z6) P pontban metszi a gomb S feliiletét. Viladgos, hogy az
igy definidlt C 3 z +— ¢(z) .= P € S\ {Q} sztereografikus projekcio
bijektiv leképezés.

Tobb szempontbdl is hasznos a C komplex szamsikot egy oo wvégtelen
tdvoli elemmel béviteni: C := C U {oo}, amikor is legyen ¢(o00) :=
Q. Az igy kiterjesztett ¢ sztereografikus projekcié bijektiv médon
képezi le a C halmazt az S komplex szamgombre (vagy mds széval
a Riemann-gémbre).

Nem nehéz meggondolni pl., hogy ha az ¢ C C halmaz egyenes, azaz
valamilyen w,v € C,v # 0 paraméterekkel ¢{ = {w +tv € C:t € R}
(a oo elemet is (-be értve), akkor az illeté egyenesnek a sztereografikus
projekcié éltal 1étesitett o[¢] képe egy olyan gémbi kor, amely dtmegy
a @ ponton. (Ti. a Q-n és l-en atmend siknak a gomb feliiletével vals
metszete. )

A {z € C: Imz =0} egyenest valds tengelynek, a {z € C: Rez =0}
egyenest pedig képzetes tengelynek szokas nevezni.
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1.2. Komplex fiuggvények

Egy a € C komplex szam és 0 < r € R esetén legyen
K(a) =K, (a) ={z€C:|z—a| <1}

az a szam r sugari kornyezete. Geometriailag ez nem mas, mint a C = R?
komplex szamsikon az a kozépponti és r sugaru nyilt (azaz a hatérol6
korvonal nélkiili) korlemez. Legyen

K(a):=K,(a) :={z€C:|z—a|] <r}
az a kozéppontu és r sugaru ,zart” korlemez.

Ha () # U C C, akkor az a € U pont belsd pontja U-nak, ha alkalmas
K(a) kérnyezetre K(a) C U. Az U C C halmazt nyiltnak nevezzik, ha
U = (), vagy az U minden pontja belsd pontja is egyuttal. A V C C
halmaz zdrt, ha C\ V nyilt.

Azt mondjuk, hogy a z, € C (n € N) sorozat konvergens, ha alkalmas
a € C komplex szammal barmely K (o) esetén z, € K(«) teljesiil majd-
nem minden (m.m.) n € N indexre. Utébbin azt értjilk, hogy a széban
forgé K(a) kornyezethez megadhaté olyan N € N (kiiszdb-)index, amellyel
zn € K(a) (N < n € N). Eléggé nyilvanvalé, hogy mindez ekvivalens a

kovetkezovel: létezik olyan o € C, hogy tetszoleges € > 0 szamhoz talalhato
olyan N € N, amellyel |z, —a| <e (N <n € N). Egyszeriien adédik az
is, hogy ha van ilyen «, akkor egyetlen ilyen « létezik. Kovetkezésképpen
van értelme az alabbi definiciénak: ha a z, € C (n € N) sorozat konver-
gens, akkor az el6bbi a-t az illeté sorozat hatdrértékének (vagy limeszének)
nevezzik, és (pl.) az alabbi szimbdélumok valamelyikével jeloljik:

lim 2z, = lim(z,) := a.
Azt is mondjuk, hogy a széban forgd sorozat a-hoz konvergdl. Ha itt
x, = Rez,, y, == Imz, (n € N),
akkor a definicié alapjan rogton adodik az alabbi ekvivalencia:

lim(z,) =a <= lim(z,) = Rea, lim(y,) = Ima.

Komplex figguényen olyan leképezést fogunk érteni, amely komplex
szamhoz komplex szamot rendel: f € C — C. Komplex fiiggvények pl.
az alabbiak:

Coz—z, Coz—|z|, (C\{0})>z+—1/z
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Kiilonosen fontosak a raciondlis (vagy linedris) tortfiggvények, nevezetesen:
adott a,b,c,d € C egytitthatékkal legyen

f(z):= Z—tfl (ze{we C:cw+d#0}).

(Természetes kikotésként hallgatdlagosan feltételezziik, hogy |c| + |d| > 0,
azaz ¢ és d ne lehessen egyszerre nulla.) Ha ¢ = 0, akkor az a := a/d,
b:=0b/d jelolésekkel

f(2) = —az+b (2€C)

egy un. linedris figgvény. Ha pedig ad = be, akkor konnyen lathatéan f
konstans fliggvény. Ti. ha még b # 0, d # 0 is teljesiil, akkor a/b = c/d és

(2) = az+b b oaz/b+1 b
T ezd+d doez/d+1 d

(ze{weC:cw+d+#0}).

Ha viszont b =0, akkor a =0, vagy d =0 és
0 (a=0)
f(z) = (ze{weC:cw+d#0}).

Hasonléan, ha d = 0, akkor a |c| 4 |d| > 0 feltételezésiink miatt ¢ # 0, azaz
sziikségszertien b =0 és

fz)== (0#2€0).

Kovetkezésképpen az ,igazi” raciondlis tortfliiggvények vizsgdlatakor
altalaban azt is fel szokték tenni, hogy ¢ # 0 és ad # be. Ekkor

a bc—ad 1
f(z)zz—i- & rdje (ze{we C:cw+d#0}).

Ha tehat a € C, 0# € C és
1
Fo(z) =z4+a , Ggz) =0z (2€C), H(z) =~ (0# 2z € C),

akkor az elébbi f raciondlis tortfiiggvény az F, G, H fiiggvények megfeleld
kompozicidjaként allithato el6. Nevezetesen, legyen

_bc—ad

c2

d

= 7/6: y Y=
C
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ekkor
[(z) = Fo(Gs(H(F,(2)))) (2 €{weC:cw+d#0}).

Az itt szerepl6 F, fliggvény , hatdsa” (geometriailag) egy parhuzamos eltolds
a komplex szamsikon. Ha a Gj fliggvényt ,,tovabb bontjuk” az aldbbiak
szerint:

p

1l
akkor a Gz fiiggvény a C 3 z — |f|z ,nagyitds” (vagy ., kicsinyités) és a
C > z — [z/|B| ,forgatas” kompozicidja. Ugyanakkor a

Gp(2) 16lz - (2€C),

z

H(z):1:<@> (0#2€C)

elééllitas alapjan pedig a H fliggvény a valds tengelyre valo C 3 z — Z
,biikrozés” és az origd kozépponti, egységsugari korre valé C 3 z — z/|z|?
,inverzié” kompozicidja. (Emlékeztetiink az inverzié fogalmara. Legyen eh-
hez adott valamely sikban egy O kézéppontd r (> 0) sugard kor. Ekkor a
széban forgd korre vonatkozd inverzio az emlitett sik egy P # O pontjahoz
az OP szakasznak azt az R pontjat rendeli hozzd, amelyre |OP|- |OR| = r>.
Ha a sikot egy oo ,,végtelen tavoli ponttal” kibovitjiik, akkor az inverzié ren-
delje O-hoz oo-t és viszont. Egyszertien ellenorizhetd, hogy ha pl. a P pont
a korlemezen kiviil van, akkor az R pont nem mas, mint a P-bdl a kérhoz
hizott (barmelyik) érint6 érintési pontjanak a merdleges vetiilete az OP sza-
kaszra.) Mivel az elébb emlitett geometriai transzformaciék kort korbe vagy

egyenesbe, egyenest korbe vagy egyenesbe visznek at, ezért ugyanez igaz a
racionélis tortfiiggvényekre is: ha U € C = R2U{oo} kor vagy egyenes, ak-
kor az f[U] képhalmaz is kor vagy egyenes (az f(00) := a/c kiegészitéssel).
Bérmely f € C — C komplex fliggvény esetén

f(z) = Re(f(2)) +:Im(f(2)) (2 €Dy).
Legyen

fi(z) == Re(f(2)) , fa(2):= Im(f(2)) (2 €Dy

(az f figgvény wvalds, ill. képzetes része). Ekkor fi,fo € C — R és
f = fi +1fs. A komplex szamok fenti C = R? modelljére gondolva az
itt szereplé fi, fo fliggvények tekinthetok kétvaltozds valds fliggvényeknek
is: f1,f» € R? — R. Ha pl.

fe) =1 (0#:€0),
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akkor
z r—wy x Y
o) = 2 — — 0#z=ax+1ye€C
alapjan

fl(x7y>:ﬁy2 ) f2(x7y):_ﬁy2 ((0,0)#($,y) ER2)‘

Az f komplex fliggvényt folytonosnak mondjuk valamely a € Dy helyen,
ha tetszoleges € > 0 szdmhoz megadhato olyan 6 > 0, hogy |f(2)—f(a)| < €,
hacsak z € Dy és |z —a| < 4. A most mondottakat a sorozatok nyelvén
megfogalmazva ez pontosan azt jelenti, hogy lim (f(z,)) = f(a) teljesiil
minden olyan z, € Dy (n € N) sorozatra, amelyre lim(z,) = a
(dtviteli elv). Nem nehéz ellenérizni, hogy mindez azzal ekvivalens, hogy az
el6bb értelmezett f1, fo fliggvények (mint C — R fliggvények) folytonosak
a-ban. Ha egy f komplex fliggvény az értelmezési tartomanydnak minden

pontjaban folytonos, akkor roviden azt mondjuk, hogy az f folytonos.

Tegyiik fel, hogy az f € C — C fliggvény D értelmezési tartoménya
nyilt halmaz, és a € Dy. Az f fluggvény differencidlhato az a helyen, ha
van olyan w € C komplex szam, amelyre

n—oo oz, —a
teljesiil minden olyan z, € Dy (n € N) sorozatra, amely a-hoz konvergal.
Minderre az f € D{a} jelolést fogjuk hasznélni. Kénnyt beldtni, hogy ekkor
egyetlen ilyen w létezik, amelyet az f fiiggvény a-beli derivdltjanak (vagy
differencidlhdnyadosdnak) nevezink és az f'(a) szimbélummal jeloliink:
f'(a) == w. Ha
Df/ = {a S Df f e D{CL}} 7é @,

akkor az
Dy dar f'(a) € C

modon értelmezett (komplex) fiiggvényt az f derivdltfiggvényének nevezzik,
és az f’ szimbélummal jeloljiik. Ha Dy = Dy, azaz az f fliggvény min-
den a € Dy pontban differencidlhatd, akkor azt mondjuk réviden, hogy
az [ differencialhato. Ha f’ folytonos valamely a € Dy pontban, ak-
kor f-et a-ban folytonosan differencidlhatonak nevezziik. Ha ez minden
a € Dy mellett fennall, akkor f folytonosan differencidlhato. Megjegyezzik,

hogy a differencidlhaté komplex fiiggvények korében is igazak az egyvaltozos
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valds fiiggvényekre fenndllé elemi , derivélasi szabélyok”: ha f,g € D{a},
a, 8 € C, akkor af + g, fg € D{a} és

(af +B9) (a) = af'(a) + Bg'(a) , (f9) (a) = f(a)g(a) + f(a)g(a).
Ha még g(a) # 0 is igaz, akkor f/g € D{a} és

<j>' (a) = f'(a)g(a) — fla)g'(a)

g 9*(a)

Legyen a = u+w (u:= Rea,v:= Ima). Ekkor az f = fi+1fs € D{a}
differencidlhatdsagi feltétel azzal ekvivalens, hogy az fi, fo (mint kétvéaltozds
valds) fiiggvények differencidlhatok (u,v)-ben, és fennallnak az tn. Cauchy-
Riemann-eqyenldségek:

I fi(u,v) = D fo(u,v) , afi(u,v) = =0 f2(u,v).
Tovabba
f'(a) = 01 f1(u,v) 4+ 101 fo(u,v) = Do fo(u,v) — 10 f1(u, v).

[gy a fenti f(z)=1/z (0# z € C) fiiggvény esetén

2 2
Yy —x —2xy
o =Lt =
1f1(.f1}',y> (,]}‘2 +y2>2 ) 2f1($7y) (,’L’2 _'_y2)27
2y y? — 22
O fa(z,y) = m , Oafa(w,y) = (22 + y2)2
Kovetkezésképpen
) = v? —u? 2uv

(u? + v2)? + Z(u2 +v2)2’

ill. az el6bb idézett derivalasi szabédlyokat alkalmazva (ellenérzésiil)

1 a? u? — v?2 + 2w v? —u? 2uv

fa) = T2 _W - (u2 + v2)? - (u2 4 v2)? +Z(u2+vz)2'

Ha viszont f(z) :=% (z € C), akkor

fl(l',y):l' ) fz(x,y)z—y ((l’,y)ER?)
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miatt
Ofilz,y) =1#—-1=0fo(z,y)  ((z,y) €R?),

azaz ez az f figgvény egyetlen a € C helyen sem differencidlhaté.

Valamely f komplex fliggvény (adott pontbeli) t6bbszori (esetleg
végtelen sokszori) differencidlhatéségat az egyvaltozos valds fiiggvényekkel
analdog modon értelmezziik, és a valdés analizisben megszokott jeloléseket
hasznaljuk. gy pl. D™{a} (0 < n € N) jelenti az a-ban n-szer dif-
ferencidlhaté komplex fiiggvények halmazat, f(a) pedig az f fiiggvény
a-beli n-edik derivaltjat. A differencialhaté komplex fliggvények fontos

osztalyat alkotjak a hatvanysorok osszegfiiggvényei. Tegyiik fel, hogy adot-
tak az a, € C (n € N) komplex , egylitthaték” és az a € C ,kézéppont”.
Az ismert Cauchy-Hadamard-tétel szerint van olyan r > 0 szdm vagy
r = 400, hogy

o tetszleges z € C, |z —a| < resetén a > 00 a,(z —a)" végtelen sor
(hatvdnysor) abszolut konvergens, ill.

e barmely z € C, |z — a| > r mellett az elébbi hatvanysor divergens.
Ha itt r > 0, akkor belathaté, hogy az

Z (z—a)" (z€C,lz—a|l <)

fliggvény végtelen sokszor differencialhaté és

(n € N).

S6t, a komplex fliggvénytan alaptétele (Id. késébb) egyik fontos kovet-
kezményeként kapjuk az alabbi allitast: haaz f € C — C komplex fiiggvény
differencialhat6, akkor végtelen sokszor is differencidlhatd, és tetszoleges
a € Dy esetén egy alkalmas 0 < r < 400 mellett

f(”
Z z—a)” (z€C,|lz—a| <1).

n=0

Specialisan

e’ :=expz:=exp(z Z (z € C),
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3 — o — (_1)n 2n+1
sin z := sin(z) := nz;; s 1)!2 (z € C),

o (_1)"
cos z 1= cos(z) == %z% (z € C)

n=0 ( n)
a (komplex) exponencidlis, szinusz, koszinusz fiiggvény. A hatvanysorokkal
kapcsolatos miiveleti szabalyok alapjan adédik az un. Fuler-dsszefiiggés:

e'* = cosz+1sinz (z € C)
(Id. a komplex szamok fenti trigonometrikus alakjét), azaz
eZZ + 6—22 622 _ 6—ZZ

= ng=——- C).
oS z 5 , sinz 5, (z € C)

Hasonldan, a hatvanysorok szorzasara hivatkozva kapjuk, hogy

et = e e | sin(z & w) = sin 2 cosw = cos z- sin w,

cos(z £ w) = cos z- cos w F sin z- sin w (z,w € C).
1.2. Megjegyzések

i) Ha f € D?, akkor a fentiekben szerepld fi, fo fiiggvények kétszer
differencialhatdak és a jol ismert Young-tétel alapjan

Oinfi=0nf;  (i=12).
A Cauchy-Riemann-egyenloségek szerint viszont

Oiafi = Oxafo , Oafi = —0ufo,
azaz Oy fo = —O11f2 (és ugyanigy) Oanf1 = —011 f1. Kovetkezésképpen

Afi=0nfi+0nfi=0 (i=1,2).

Mas széval az fi, fo fiiggvények eleget tesznek a Ag = 0 Laplace-
egyenletnek.

ii) A Laplace-egyenletnek eleget tevé fiiggvények az an. harmonikus fiigg-
vények. Kovetkezésképpen f € D? esetén fi, fo harmonikus fiigg-
vények. Ha adott a ¢ € R?> — R harmonikus fiiggvény, akkor a
h € R? — R kétszer differencidlhaté fiiggvény a g harmonikus tdrsa,
ha az

f=g+1heC—C

komplex fliggvény kétszer differencidlhatd. A fentiek szerint ennek
szitkséges feltétele, hogy a h fiiggvény tegyen eleget a Laplace-egyen-
letnek.
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iii)

iv)

vi)

Ertelmezziik a komplex logaritmusfigguényt a kovetkezdképpen:
log(2) :=logz := In(|2]) +rargz (0# 2 € C).

Ekkor a log : C\ {0} — C fiiggvény a valés logaritmusfiiggvény (In)
kiterjesztése, ui. 0 < z € R esetén |z| = z, és argz = 0, igy logz =
Inz. Hapl. z € R, és z < 0, akkor |z| = —z, és argz = 7, ezért
logz = In(—2z) + . Vildgos tovabba, hogy pl. log: = /2. A log
elébbi definicigjabdl rogton kovetkezik, hogy z,w € C,w # 0 esetén

€ =w <= z=logw+2nm (neZ).

Belathatd, hogy minden z € C\(—o00,0] helyen log € D{z} és log’ z =
1/z. (Megjegyezziik, hogy konnyen lathatéan az = € (—o0,0) , negativ
helyeken” a log fliggvény még csak nem is folytonos.)

Komplex fiiggvények hatarértéke a valos fiiggvényekével analég médon
értelmezhetd. Legyen ehhez f € C — C és tegyiik fel, hogy az a € C
hely torloddsi pontja Ds-nek: barmely K(a) esetén a K(a) ND; hal-
maz végtelen szdmossagu. Azt mondjuk, hogy f-nek van hatdrértéke
a-ban, ha alkalmas A € C esetén minden € > 0 szamhoz megadhato
olyan ¢ > 0, amellyel

If(z)—Al<e  (a#z€Dy|z—al <)

teljesiil. Megmutathaté, hogy ekkor egyértelmiien 1étezik ilyen A, ame-
lyet az f fiiggvény a-beli hatdrértékének neveziink, és a

lim f = El_:(gf(z) =A

szimbolumok valamelyikével jeloliink. Mindez ekvivalens azzal, hogy
tetszOleges a-hoz konvergdlé a # z, € Dy (n € N) sorozatra
lim(f(z,)) = A (atviteli elv).

Nyilvanval6, hogy ha a € Dy egytuttal torlodasi pontja is Dj-nek,
akkor az f fiiggvény a-beli folytonossiaga azt jelenti, hogy létezik a
lim, f hatarérték és lim, f = f(a). PL. egy nyilt halmaznak min-
den pontja egyuttal torlédasi pontja is a széban forgé halmaznak. Az
f € D{a} differencidlhatésag, ill. az f'(a) derivalt a hatarérték nyel-
vén megfogalmazva a kovetkezo:

ey — i FE) = F@)

zma oz —a
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vii)

viii)

Egyszertien adédik tovabbd, hogy ha f € D{a}, akkor f folytonos is
a-ban.

A raciondlis tortfliggvények kozott kiilonosen fontosak a kovetkezd

alakuak: o

a = 1 [ C 9

fule) =i (fa#z€0)
ahol 0 # a € C,|al] # 1 (Gn. Blaschke-fiiggvények). FEgyszeri
szamolassal igazolhatd, hogy az f, fliggvény injektiv, és

Ry, = C\{l/a} =Dy,.
Ha ui. u,z € D_f, akkor
fa(z) = falu) <= z—a)(l—au)=(1—-az)(u—a) <

u—z=la*(u-2)

ami || # 1 miatt azzal ekvivalens, hogy z = u. Hasonléan, legyen
w € C, és —1/a # w, akkor

Z—« . w + o
=w <= z—a=w-—-awz <= z=f,(w)= —
1 +aow

1 —-—az
Ugyanakkor |a| # 1 miatt

w+ « 1
7é:>

o #1 = |a+wa #1+aw = —
l4+ow ' «@

igy 2 € Dy, és fo(z) = w. Belattuk tehat, hogy
fo: C\{1/a} — C\{-1/a}
bijekcid, és [l = f_a.
Kénnyt meggondolni tovabbd, hogy ha 0 # a € K;(0), akkor
zov,weC, |zl <1, |v|=1, |w>1, w#1/a

esetén
[fa2) <1, |fa(w)[ =1, |fa(w)] > 1.
Valéban, ha u € Dy, , akkor

by = |u—a|* — |l —au]* = (a —u)(@-1a) — (1 —au)(l — a) =
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ix)

laf? + Jul” = 1 = [a*ul® = (1 = |af*)(jul* - 1).

Mivel |a| <1, azaz 1 — |a|*> >0, ezért

0y >0 lu| > 1
{5u:0 — (|ul=1
0y <0 lu| < 1.

Ez pontosan azt jelenti, amit &allitottunk. A geometriaia nyelvén
tehat egy Blaschke-fiiggvény a K;(0) (nyilt) egységkorlemezt, a
{z € C: |z| = 1} egységkort és a K,(0) zart egységkorlemez komple-
menterét (,kilyukasztva” az 1/@ pontban) rendre énmagéra képezi le
bijektiv médon. Nyilvanvald, hogy mindez igaz marad minden olyan f

fiiggvényre, amely valamilyen ¢ € C, |¢| = 1 szdmmal f = ¢f, alaku.

Legyen u,v € K;(0) esetén

B lu — v

plu,v) = [ fo(u)]

|1 —ur|

ahol (a tovdbbiakban is) fy(z) := z (2 € C). Ekkor a p fiiggvény
metrika (azaz p(u,v) tekintheté az wu,v pontok tdvolsdgdinak), és
tetsz6leges 0 # a € K;(0) paraméterrel

(%) p(fau), fa(v)) = plu,v) (w0 € Ki(0)).
Valéban, a p(u,v) >0 (u,v € K1(0)) egyenlétlenség, ill. a
plu,v) =0 <= u=v (u,v € K1(0))
ekvivalencia nyilvanvalé. Mivel |u —v| = |v — u/, il
|1 —wuv| = |1 —uo| = |1 —vul,

ezért p(u,v) = p(v,u) (u,v € K1(0)) is azonnal kovetkezik. Az un.
haromszog-egyenlotlenséghez azt kell megmutatnunk, hogy tetszoleges
u,v,w € K;1(0) esetén

p(u,v) < p(u,w) + p(w,v).
Specidlisan, a w := 0 valasztassal

Ju—1

< p(u,0) + p(0,v) = [u] + [v].

() o) = <
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Nem nehéz meggondolni, hogy a (%) egyenléséghél és a ()

egyenlOtlenséghdl egyiittesen a haromszog-egyenltlenség mar kovet-
kezik. Ekkor ui. (%), (%), és a trividlis f,(w) = 0 (w € K;(0))
egyenloség miatt

plu,v) = p(fuw(w), fu () < p(fu(w), fu(w)) + p(fu(w), fu(v)) =
p(u, w) + p(w, v) (u,v,w € K1(0)).

A (xx) becslés nyilvan kovetkezik az aldbbi (,erésebb”) allitdasbol:

lu — v u| + [v|
11 —wo| = 14 |ul|v]

(s * %)

(u,v € K1(0)).

Ez utébbi ekvivalens azzal, hogy

"o <L|”‘|>2 (u,v € K1 (0)).

‘u—v
1+ |ul-|v

1 —uv
Tehat kiszamitva az egyenlétlenség mindkét oldalat, azt kell megmu-
tatni, hogy
|u|? — 2Re (uD) + |v|? < |u|? + 2Ju|- |v| + |v|?
1 —2Re (uD) + |ul? [v]? = 1+ 2ul [v] + |u]? |v]?’

azaz ekvivalens atalakitdssal

[ul* = 2Re (uv) + |v|* + 2Jul* [v] — 4ful- [v[Re (uD) + 2Jul- [v]*+

Hul* [of* = 2[uf* [o]* Re (uv) + [ul* |v]* <

[ul? + 2|ul- [v| + [v|* = 2|ul*Re (uB) — 4|u|- |[v|Re (uB) — 2|v|*Re (uv)+

Hul® ol + 2[ul* [0’ + [ul* [v]".

Egyszertisitések utan azt kell mar csak belatni, hogy

—2Re (um) + 2[ul? |v| + 2|u|- |[v]* = 2|u|? |v|*Re (up) <

2|ul- Jv] — 2|u|2Re (uv) — 2|v|2Re (uv) + 2|u|3- |v|3.
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Ez viszont azzal ekvivalens, hogy

(Jul* +[o* = 1= Jul* [o*)Re (up) < (=|ul® = [+ 1+ [ul* [v]*)- |u]- 0],

azaz azzal, hogy

(1= Jul)(L = ) (Jul- [v] + Re (u)) > 0

Az utébbi egyenlétlenség azonban tetszéleges u, v € K;(0) vélasztassal
trividlisan igaz, hiszen |ul,|v| < 1 miatt (1 — |u?*)(1 — |[v|?) > 0, és
[Re (uv)| < [uv] = |ul |v], igy |ul[v]+ Re (up) = 0.
(Megjegyezziik, hogy ha az

u=relv=pe? (0<r p<l, —1T<7,6<m)

alakot haszndaljuk, akkor (x * *) (négyzetreemelés utédn) a kovetkezo

alaku
r2 + p? — 2rpcos(y — 9) - (r+p)?
14+1r2p?2 —2rpcos(y—96) = (1+1rp)?
Legyen
2 2 2 t
h(t) = T +p TP COS (t € R),

T 1 r2p? — 2rpcost
ekkor h(t) = h(—t) (t € R), h differencidlhato, és
_ 2rp(1—7r?)(1 = p?)sint

) = (14 r2p2 —2rpcost)? (t€R).

,» Léatszik” | hogy t € [0, 7] esetén h'(t) > 0, azaz a [0, 7] intervallumon
a h fiiggvény monoton novekedo. Kovetkezésképpen

2 2 2
h(t) < hir) = ?+pP+2rp  (r+p)

= = te|0,m|),
1+r2p2+2rp  (1+71p)? (t € [0,m))

amibdl a kivant egyenlotlenség mar nyilvan kovetkezik.

A (x) egyenléség kozvetlen szdmoldssal ellenérizhetd. Ti.

|_ u—uo vV —

| fa(u) = fa(v)

l—au 1—aw

lu—a+ o —auv+a—v —|afu+auv]  |Ju—v|(1—|af)
(1 —au)(1 —aw) 1 —aul- |1 —-av|’




FEJEZET 1. KOMPLEX FUGGVENYEK 24

il -
11— falw) falo) = |1 — ——. 222 =

1—@@1—0@

11 —au— ot + |o*ut — | —uv + ua + ov|

|1 —@ul |1 — a7

11— Jof +uv(lal —1)] _ (1 —|af)[1 —wr| _(1—|af?)[1— u7]
11 —aul- |1 — a7 1 —aul-|1—av] |1—au| |l —av|

Kovetkezésképpen

_ falw) = ful0)] _ =] _
1= fu(@la(o)]  L—ud

Azt mondhatjuk tehat, hogy a tett feltételek mellett a

p(fa(u), fa(v)) p(u,v).

Ki1(0) 2 2+ fo(2) € K1(0)

leképezés (a p metrikdra nézve) izometria.

Nem nehéz azt sem belatni, hogy a Blaschke-fliggvényeken kiviil ,,1é-
nyegében” nincs més raciondlis tortfiiggvény, amely rendelkezne a viii)
megjegyzésben mondott tulajdonsdgokkal. Ha ui. (Id. a széban forgd
fiiggvények fenti definici6jat) az

az+0b

f(z)::cz—i—d (ze{weC:cw+d#0})

fiiggvény ilyen (ahol tehdt ad —be # 0), akkor a # 0 és d # 0. Ti. az
a =0 esetben ¢ # 0 és

b
ez 4d

f(2): (z€e{we C:cw+d#0}).

Kovetkezésképpen |f(z)] — 0 (]z|] — +o0), azaz alkalmas z € C,
|z| > 1 helyen |f(2)] < 1 teljesiil, ami ellentmond a viii)-beli tulaj-
donsdgoknak. Ha viszont d = 0, akkor b# 0 és ¢ # 0, ill.

_az+b a b

- E+E (z € {we C:cw#0}).

f(z2):
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Vildgos, hogy (a haromszog-egyenl6tlenséget alkalmazva)

b lal
lef- 1z el

1f(2)] = — 400 (|z[=0),

azaz egy megfelels 0 # z € K;(0) valasztdssal |f(z)| > 1, ami megint
csak ellentmond viii)-nak. Az eddigiek alapjan azt mondhatjuk tehat,

hogy a
a b c
Q-—Ea a =T 6'__8
jelolésekkel
a z+b/a Z—«
6 =5 TS e Ws#zeO)

Mivel f(a) =0 € K;(0), ezért a viii)-beli kévetelmények miatt |a| < 1.
Ugyanakkor |f(z)| — +o00 (2 — 1/0), amibél a viii)-beli |f(w)| > 1
(Jlw| > 1) kikotést figyelembe véve méar egyszeriien kovetkezik, hogy
|1/8| > 1, azaz || < 1. Haviszont z € C, |z| =1, akkor az |f(2)| =1
yelvarast” figyelembe véve

2 = af

JE)

z —

Q
1—pz

1=P- = lal

ahol |Z| =|z| =1 alapjén
1= Bz] = [z]- |1 = B] = |z = Bl2|*| = |z = B = |z = B].

Tehat

2l

|z =Bl

Ha itt o # (3 lenne, akkor az egységkornek véve azokat a z1, zp pont-
jait, amelyeken dtmené egyenesen fekszenek az «, 5 € K;(0) pontok,
az kovetkezne, hogy a

(%) 1= [q| (2 € Clzl =1).

‘Zl —Oé| ‘22 —Oé|
|Zl_ﬂzl‘ ’ ‘22—521‘

hanyadosok koztil az egyik nagyobb, a masik kisebb 1-nél. Ez ellent-
mondana a (x) egyenléségnek, gy a = 3, azaz f = qf,. Végiil (*)-bdl
a = ([ miatt |¢| =1 kévetkezik. Igy

Z—

f(2) = ¢ (1/a#z€C),

1—az
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xi)

ahol a € K;(0), ¢ € C, és |¢| = 1. Haitt w € Ry, akkor valamilyen
z € C, z# 1/a helyen

q 12—_@ =w <<= @z—-qa=w-awz <= (¢+ow)z=qu+w,
—az
azaz w # —q/a esetén
Qo+ w
z = .
q + oaw
Azt kaptuk, hogy Ry = C\ {—¢/a}, és
_1 qgo+w .
= — € C).
) =T (efatwe)

Hasonléan hatarozhatok meg azok az f raciondlis tortfliggvények,
amelyekre az Im 2z > 0, Imv = 0, Imw < 0 tulajdonsagi z,v,w € Dy
helyeken rendre |f(z)| > 1, |[f(v)] = 1, |f(w)| < 1 teljesiil. (Geo-
metriailag tehat az f fiiggvény (esetleg 1-1 pont kivételével) a komp-
lex szamsik , fels¢d” félsikjat a nyilt egységkorlemezre, a valds ten-
gelyt az egységkorre, az ,alsé félsikot” pedig a zart egységkorlemez
,kiilsejébe” képezi le bijektiv modon. FEzek ti. pontosan azok a ra-
ciondlis tortfiiggvények, amelyek a kovetkezd alakuak:

Z—

f(z) =q (@#z€C),

zZ—«
ahol ¢,a € C és |g/ =1, Ima > 0. Ha ui. ad # bc és

az+b
cz+d

f(z):= (ze{weC:cw+d#0})

ilyen tulajdonsagu, akkor ¢ # 0. Kiilonben d # 0 és

f(z) = %:H—b (z € R),

azaz az (z, f(z) (x € R) pontok egy egyenest hataroznanak meg, nem
pedig az egységkort. Kovetkezésképpen

ar +b a
f(x)'_c:c—i—d_)g (R> 2z — +00),

amibél |f(z)] =1 (x € R) (ésigy az f fiiggvény folytonossdga miatt)
la/c| = 1 kovetkezik. Tehdt a # 0, azaz

a z+b/a  z—-a«

f<z>:2'z+d/c_‘q'z—ﬁ

(6# z€C),
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ahol ¢ := a/c, a := —b/a és [ := —d/c. Kovetkezésképpen |q| = 1,
és ad # bc miatt « # (. Tovabba f(a) =0 € K;(0), ezért a-nak a
,felso” félsikba kell esnie: Ima > 0. Ha x € R, akkor

lt —al |z —qf
L=|f(z)| = lq| = :
lz =6 |z—g
més széval |z — «| = |z — B]. Ez azt jelenti, hogy a és [ egyenl6

tavolsagra van a valds tengelytol, azaz [ = @.

Forditva, ha
Z—«

fe)=¢i2  (@tzez)

valamilyen ¢, € C, |q| =1, Ima > 0 egyiitthatékkal, akkor az
aFz=x+wy, a=E+1w
(z,y,6,mER, (=62 + (y—n)? >0, 17> 0) jelolésekkel

R O s e Ut G (et S e VRt e 1]
lz—al? (z—&)2%+ (y+n)? @—02+ (y+7)?

Innen mar n > 0 alapjan vildgos, hogy
1f(2)] <1 y>0
f() =1 <= (y=0
lf(z)] >1 y < 0.

A x)-ben mondottakkal analég médon kévetkezik, hogy

qo — aw

-1
) == g rueo)
Specialisan legyen
fo(2) == - (—1# 2z € C).
zZ+1

Ekkor a ¢, « € C, |g| = 1, @ = u+ w, v > 0 paraméterekkel meg-
hatarozott fenti f fiiggvényrdl a kovetkezoket mondhatjuk:
zZ—u—w (z—u)/v—1

) =t = et

Q'f0<Z;u) (u—w # z € C).
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xii) Tegyiik fel, hogy adottak a 0 # «,, € K1(0) (n € N) szdamok és

Z(l — |an|) < +o0.
n=0
Legyen tovabba
|, | || ap — 2
F, = - fo - ]l=— —— —1 e K(0)).
()=~ (1= S S (e Ky (0)

Ekkor barmely 0 < p <1 és z € K,(0) esetén

|F(2)] = ||| — 2|an] — o + [an|?2] _
. = =

|- |1 — @ 2|

(1 — |an|) [an + 2[ay]|
o | |1 — @ 2|

I+p
< (1= [anl)- 1=

azaz

SR € LS (0 o) <400 (€ T0)

n=0

(z-ben egyenletesen). Belathatd, hogy ekkor létezik a

e}

B(z):= [[(1+ Fu(z H Jom]. O‘" — (2 € K1(0))

i o 0 1=z
végtelen szorzat (Blaschke-szorzat), B differencidlhaté és korlatos

figgvény. (Ezek a ,szorzatok” igen fontos szerepet jatszanak mind
elméleti, mind pedig gyakorlati szempontbdl.)

xiii) Lattuk (ld. viii)), hogy barmely 0 # a € K;(0) paraméterrel az f,
Blaschke-fliggvény az egységkort énmagara képezi le bijektiv médon.
Az egységkor pontjai az e® (¢t € R) pontok, kovetkezésképpen van
olyan ¢, : R — R fiiggvény, amellyel

(4 fu(") = %0 (1eR)
Ha a=re" (0<r<1,~e (—mn|), akkor

et —rev et —

L e (A S (t=7)) — 7. prer(t=7)
fa(e ) - 1— fr,e,(t_.y) € 1— Tez(t_.y) € fT(e ) € € )

azaz
evr(t=7) — pupalt)=7) (t e R).
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Ha tehdt a ¢, (0 < r < 1) fiiggvényeket ismerjiik, akkor (az elébbi
jelolésekkel) pl. a o (t) = v+ ¢ (t —7) (t € R) fluggvény megfelel
(x)-nak. Legyen 0 <r <1, és

F(t) = fo(e") =
ekkor F differencialhaté, és
1€ (1 —re™) +are™ (e —r)
(1 —ret)?
Innen az adédik, hogy (a z := " jeloléssel)
F'(t) w1 —re')fwet(e —r)
F(t) (et —r)(1 — ret)

et —r

1 —ret

(teR),

F(t) = (t € R).

l—rz4+r(z—r) 1—172 . 1—172
(z—7r)(1—rz) 1—rz—rz+1r2 1 —2rRez +r?

1—12

v 1 —2rcost + r2

—P(t)  (teR),

ahol P, a szamos egyéb tertileten is fontos szerepet jatszé an. Poisson-
féle magfigguény. Feltételezve, hogy a ¢, € R — R fiiggvény a
(—m,7) intervallum minden pontjaban differencialhaté, ez utébbi igaz
marad a

G(t) == e¥r® (t € (—m,m))

(
figgvényre is, és G'(t) =1G(t)YL(t) (t € (—m,m)). Tehat
G'(

Tegyiik fel, hogy ¢,(0) =1 és ¢.(t) = P.(t) (t € (—m, 7)), ekkor
Ft) Gt

amibdl
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xiv)

kovetkezik. Méds szoval az F/G fliggvény a (—m,m) intervallumon
alland6. Mivel F(0) = G(0) =1, ezért F(t) = G(t) (t € (—m,7m)).
Legyen végil p:= (1+7r)/(1—r), il

{ 2arctg (p-tg(t/2)) (t € (—m,7))

T (t=m)

és Y. (t+2m) =¢.(t) + 2 (t € R) (azaz 1), periodikus 2m-szerint).
Koézvetlen szamoldssal ellenérizhet6, hogy minden t € (—m, 7) helyen
YL(t) = P.(t). Valéban,

Un(t) =

14\ p !
¢r(t) T 14+ p? tg2(t/2) . COS2(t/2)

P 1—1r2

cos?(t/2) + p2sin®(t/2) (1 —7r)2cos2(t/2) + (1 + r)2sin®(t/2)

1—r?
(14 72)(cos?(t/2) + sin®(t/2)) — 2r(cos?(t/2) — sin?(t/2))

1—1r2

1 —2rcost 4+ r2

= P.(t) (t e (—m, m)).

fgy
fr(e)=F@)=G(t) = e¥r(®) (t € R),

azaz ¢,(t) = ¢n(t) (L € R).

Megjegyezziik, hogy ha o =re" € K;(0) (0<r <1,v € (—m,7|), és
al2) 1= ————— € )
ca(2) =L (e ToO)
akkor (az el6bbi megjegyzést szem elétt tartva) egyszerii szamolds utan
ea(e?) = e (et) | e (et) = /P (t)etlerO=8/2 (teR).

Vildgos, hogy eo(z) =1 (z € K1(0)).
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1.3. Komplex vonalintegral

Egy [a,b] kompakt (azaz korlatos és zart) intervallum esetén a folytonosan
differencialhat6 ¢ : [a,b] — C fiiggvényt (komplex) sima dtnak (esetenként
roviden dtnak) fogjuk nevezni. Geometriai széhasznélattal élve az R, C C
értékkészlet egy (komplex) sima gorbe. (Gyakran az 4t kifejezés helyett is a
gorbe szét hasznaljak.) Ilyen ut pl. a ,kor”:

o(t) == Par(t) = a+ re” (t €10, 27])
(ahol a € C,0 < r € R) vagy a ,szakasz”:
o(t) =u+tlv—u) (t €[0,1])
(adott u,v € C esetén). Az elsé esetben ti.
R,={2€C:|z—a|=r},

ami a C = R? komplex sikon egy a kozépponti és r sugari kor. Ugyanigy
adddik a masodik esetben, hogy R, a komplex sikon az u,v végpontok altal
meghatarozott szakasz.

Ha a ¢ : [a,b] — C fiiggvény folytonos, és megadhaté az [a,b] in-
tervallumnak olyan zy = a < x; < ... < z, = b felosztdsa (valami-
lyen n € N esetén), amelyre nézve a ¢ fliggvénynek valamennyi |[x;, ;1]
(1 =0,1,...,n — 1) osztasintervallumra valé lesziikitése sima 1t, akkor azt
mondjuk, hogy ¢ szakaszonként sima ut. Nyilvan minden sima 1t egyben
szakaszonként sima 1t is. Ha pl. w,v,w € C, [a,b] :=[0,3] és

u+t(v—u) (0<t<1)
pt) =qv+t-—Dw-v) (1<i<2)

w+ (t—2)(u—w) (2<t<3),

akkor ¢ szakaszonként sima Ut: az 2o :=0< 2 =1 <29 : =2 < 23 :=3
felosztast véve ui. a ¢ leszilikitései a [0, 1], [1,2], [2,3] osztédsintervallumokra
(a fenti értelemben) szakaszok. A ¢ : [a,b] — C szakaszonként sima ut

esetén ¢(a) az ut kezddpontja, p(b) pedig a végpontja. Ezzel hallgatélagosan
(és f6leg szemléletesen) egy irdnyitdst is deklaraltunk a ¢ utat illetGen:
»@(a)-bdl kiindulva ¢(b)-felé” jarjuk be a ¢ utat (az R, gorbét). Az irdnyi-
tas pontos értelmezésével itt nem foglalkozunk, de definialjuk a ¢ 1t esetén
a @ uttal ellentétes irdnyitisi ¢ : [a,b] — C utat a kévetkezOképpen:

o(t) =pb+a—1) (a <t<b).
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Vilagos, hogy @&(a) = ¢(b) és ¢(b) = p(a), azaz ,az irdnyitéds ellentétesre
valtoztatasaval” a kezdo- és végpontok felcserélodtek.

A széban forgd ut zdrt, ha ¢(a) = ¢(b). Pl. a fenti kor egy zart (sima)
ut, ugyanigy zart az elobbi példaban szereplo, az u,v,w pontok altal meg-
hatdrozott ¢ 1t is. (Ha ez utébbiban az u,v,w € C = R? komplex szdmok
nem esnek egy egyenesre, akkor R, egy haromszog.)

Az el6bbi haromszoget meghatarozd szakaszonként sima Ut specidlis esete
utak egyesitésének. Legyenek ti. a ¢ : [a,0] — C, ¢ : [¢,d] — C
szakaszonként sima utak olyanok, hogy a ¢ végpontja egybeesik a
kezdSpontjaval: ¢(b) = ¥(c). Ekkor a

p(t) (a<t<D)

eV (t) ==
Vit—b+c) b<t<b+d—c)

hozzérendeléssel értelmezett V) : [a,b+d—c] — C (nyilvan szakaszonként
sima) ut a ¢, ¥ utak egyesitése. Nyilvanvald, hogy ¢ V @ zart t.

Legyen az f komplex fliggvény folytonos, és tegyiik fel, hogy a ¢ szaka-
szonként sima ut Dy-beli, azaz R, C Dy. Ekkor a

g={(fop)¢ [ab —C
fliggvény szakaszonként folytonos és ugyanigy szakaszonként folytonosak a
g1:= Reg:]a,b] =R, go:=Img:[a,b] = R

fiiggvények is. Ezért Riemann-integralhatdak is, igy van értelme az aldbbi
definiciénak:

[Df:z/@f(z)dz:z/j(fogo)gp’::/abgl—i-z/abgg

(az f figgvény (komplex) vonalintegrdlja a ¢ tton). Ha tehdt f = fi+ufs,
© = @1 + 19, akkor

g=(fiop+ifrop)(¢) +upy) =

(frop)p) — (fao@)py +1((fro )y + (faop)pr),

azaz g1 = (f1o )] — (f200)ph és go = (f1 0 0)ph + (f2 0 p)p). Kdvet-
kezésképpen

[5=[ rtotnete =
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[ Gile@)e )~ faleDeb®) di-+o [ (Rleld)eh(t) + hleld)eh (o) dr

A definiciébdl rogton kovetkeznek az aldbbi dsszefliggések (a 1) szakaszonként
sima 1trél is feltételezve, hogy Dj-beli és a kezddpontja egybeesik a ¢

végpontjaval):
fr==ls L=l

Specidlisan [,z f = 0.
Ha pl.

f(z):= % 0#£2€C), o) :=put)=re" (r>0,te]|0,27]),

akkor ¢/(t) = re™ (t € [0,27]), azaz

1 2r ] , 2 ] o 2
/—dz:/ —go(t)dt:/ rie dt:/ vdt = 2m.
o 2 o »(t) 0o ret 0

(Vegyiik észre, hogy a széban forgé vonalintegral fiiggetlen 7-t6l.)
Vonalintegralok kiszamitasdra gyakran alkalmazhaté a Newton-Leibniz-

formula. Tegytik fel ehhez, hogy az f komplex fiiggvénynek van primitiv
fliggvénye, azaz olyan ¥ komplex fiiggvény, amely differencidlhaté és ¥/ = f.
Ekkor tetszéleges Dy-beli szakaszonként sima ¢ : [a,b] — C ttra

= we0) ~ ¥(e(a).
Vildgos, hogy ha itt a ¢ ut zdrt, akkor [, f = 0.

1.3. Megjegyzések

i) Emlékeztetiink az F € R? — R? fliggvényekkel kapcsolatos (valds)
vonalintegral fogalmara. Azt mondjuk, hogy a kompakt [a,b] inter-
vallumon folytonosan differencialhaté @ : [a,b] — R? vektorfiiggvény
egy (R%beli) sima 1it. A szakaszonként sima 1t fogalmédt a komplex
utakkal analég médon definidljuk. Ha az F € R? — R? fiiggvény
folytonos és @ : [a,b] — Dp szakaszonként sima (Dg-beli) tt, akkor
van értelme az

A)F::/@F(@df - /:(Fo<1>,<1>’>
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i)

integrélnak (az F figgvény (val6s) vonalintegrdlja a ® tton.) Az itt
szereplé (,) skaldris szorzas a ,,szokdsos”:

((2,9), (w,v)) =2utyo  ((z,y), (u,v) € R).

Ha tehat az F, ill. a & fiiggvény koordindta-fliggvényeit rendre
Fl, Fg, CI>1, CI>2 J€1011k, akkor

[ 7= [ (R(@)@6) + B (@) #3(0) dr.

Vildgos, hogy ha ¢ = ¢ + 1py : [a,b] — C szakaszonként sima 1t
C-ben, akkor (a C = R? azonositést figyelembe véve)

@y = (p1,2) : [a, 8] — R

szakaszonként sima 1t R2-ben. Hasonléan, ha f = f; +1f> egy foly-
tonos komplex fliggvény, akkor az

F = (fl, —fg) € R? - R? , G = (fg,fl) € R? - R?

figgvények is folytonos vektor-vektor-fiiggvények. Ha tehat R, C Dy,
akkor

[ 5= [ sttt ot =
/ab (fr(o() @ (t) — falw(t))py(t)) dt+

b [ (o)1) + Rle0)eh(0) dt =

@0, @0 di 4o [ (G0, (1) dt =

/(sal,wz)(fl’ —fz) + Z/(SO17§02)(f27 fl)

Ha U = WU, + W, primitiv figevénye az f = fi1 +1fs fliggvénynek,
azaz U € D, és (ld. Cauchy-Riemann-egyenléségek)

‘1/, = 01\111 + 181‘1/2 = 82‘1/2 — 202\111 = fl + ng,
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iii)

akkor

V= fi=0y , 01Vy = fo=—-0V.
Kovetkezésképpen V) = grad ¥y = (f1, —f2), V), = grad Uy = (fa, f1),
mas széval az (f1,—f2), (fe, f1) (vektor)fiiggvények mindegyikének
van primitiv fiiggvénye és ezek rendre Wi, W,. Alkalmazhaté ezért a
valés vonalintegralokra vonatkozé Newton-Leibniz-formula, miszerint

/(em,goz)(fl’ —f2) = U1(p1(b), (b)) — ¥1(p1(a), pa(a)),

/(SDL%)(fz, f1) = Uy(p1(D), 02(b)) — Wy(yi(a), pa(a)).
fay
/@ f=01(Dy(b)) — W1(Py(a)) + o(Wa(Py(b)) — Wa(Py(a))) =

Wy (P (b)) + 1Wa (P (b)) — (Wi (Py(a)) +2W2(Py(a))) = W(b) — ¥(a),

ami nem m&s, mint a Newton-Leibniz-formula a komplex vonalin-
tegralokra.

A Cauchy-Riemann-egyenloségeket figyelembe véve konnyen adédik,
hogy ha az el6bbi megjegyzésben f differencialhaté komplex fiiggvény,
akkor az

(fi,—f) e R* = R*, (fa, i) e R* > R?

fiiggvények is differencidlhatéak, és az (f1,—f2), (f2, f1)’ Jacobi-
(derivélt) matrixok szimmetrikusak:

/ fi Ofi r_ (Ofa Oafs
Gt = (S5g, Soun) o 8= (57 op)
Ha még az [’ derivéltfiiggvény folytonos is, azaz az [ fliggvény
folytonosan differencidlhaté, akkor ugyanez igaz az (fi, —f2), (f2, f1)
fliggvényekre is. S6t, ha Dy csillagtartomany, akkor az
(fi,—f2), (f2, f1) € R* — R? vektor-vektor-fiiggvények csillagtar-
tomanyon értelmezett, folytonosan differencidalhaté fiiggvények. Alkal-

mazhaté ezért a valds vonalintegralok egyik nevezetes tétele, miszerint:
ha a Dys-beli ¢ ut zart, akkor

Jo o= [ ey =0

Az [, f komplex vonalintegral ii)-beli el6allitasat figyelembe véve ezért
J, [ =101s igaz.
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iv)

Az [, f = [P f(@(t)¢'(t) dt vonalintegralban az f fiiggvény helyet-
tesitési értékei a (t) € R, (t € [a,b]) pontokban jelennek meg.
Mivel ¢ folytonos fliggvény, ezért R, kompakt (tehat korldtos és
zart) halmaz. Ugyanakkor az |f| fliggvény is folytonos, igy az ismert
Weierstrass-tétel szerint létezik az

M :=max{|f(p(t))] : t € [a,0]} = max{|f(2)] : z € Ry}

maximum. Kovetkezésképpen

[ 7] = [ irtenitwlar <o o)

Az [Y]¢/(t)| dt integral a o 1t hossza. Mindennek a geometriai hattere
a kovetkezO: legyen valamely n € N esetén tp:=a <t < .. <t,:=b
egy felosztasa az [a,b] intervallumnak és

b= 3 foltin) — o(t)
k=0

(azaz az R, ,gorbébe irt”, a ¢(ty) (k =0,...,n) csticspontok altal
meghatédrozott torottvonal (poligon) hossza). Beldthatd, hogy

b
/ ()| dt =sup {6y to=a <t <..<t,=b (neN)}

(ahol tehdt a szuprémum a széban forgd felosztdsokra vonatkozik).
Specialisan, ha ¢ ,kor”, azaz valamilyen v € C,r > 0 mellett
o(t) =u+ret (tel0,2n]), akkor

b 21
/ | ()| dt = / ‘me’t
a 0

(az R, korvonal hossza). Hasonléan, legyen most ¢ ,szakasz”: adott
u,v € Cesetén ¢(t) =u+t(v—u) (te€]0,1]). Ekkor

1 1
[ le@lde= [ o= uldt=o-ul
0 0

(az R, szakasz hossza).

27
dt:/ rdt = 2mr
0

Tegyiik fel, hogy a differencidlhato ¥ € C — C fiiggvény értelmezési
tartomanya rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsaggal: barmely u,v € Dy
esetén van olyan Dy-beli torottvonal, amelynek a kezdopontja u, a
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végpontja v, és az illetdé torottvonalat alkoté minden szakasz vagy a
valés tengellyel vagy a képzetes tengellyel parhuzamos (,,vizszintes”
vagy ,figgéleges”). Ekkor a U'(z) = 0 (2 € Dy) feltétel azzal
ekvivalens, hogy a ¥ fiiggvény konstans. (Kovetkezésképpen igaz a
valés analizisbdl jol ismert tétel analogonja: egy (nyilt) intervallumon
értelmezett differencialhaté R — R fiiggvény pontosan akkor allando,
ha a derivéltja mindeniitt nulla.) Vildgos, hogy csak a

U'(z) =0 (2 € Dy) = f konstans
kovetkeztetés igényel magyarazatot. Ehhez emlékeztetiink a
U = 0,0 +10,Uy = 0,0y — 10,0,
egyenloségekre, amelyekbol a feltételiinket figyelembe véve
OV, =01V, =¥y =00, =0

kovetkezik. A parcidlis derivaltak definiciéjat, ill. a valds analizisbol
az elobb idézett allitast figyelembe véve azt kapjuk, hogy a W;, Uy
(és igy a W) fiiggvények mindegyike barmely Dy-beli vizszintes vagy
fliggoleges szakaszon &alland6. Ebbdl és a Dy-re tett , elérhetoségi”
feltételbol mar nyilvan kovetkezik, hogy a W fiiggvény allandé. Innen
az is vildgos, hogy ha egy f € C — C fiiggvény értelmezési tartomanya
is rendelkezik a Dy-re tett tulajdonsidggal, akkor az f barmely két
(esetleg létezd) W, & primitiv fiiggvénye csak , konstansban kiilénboz-
het egymastdl”: alkalmas ¢ € C mellett ¥ — & = c.

1.4. Cauchy-tétel és kovetkezményei

Az 1.3. iii) megjegyzésben (a valds vonalintegralokra vonatkozo tétel folyo-
méanyaként) kapott allitds messzemenden altalanosithatd. Ez az dltaldnositas
az un. Cauchy-féle alaptétel, amely valéban tekinthetd a komplex fiigg-
vényekkel kapcsolatos vizsgalodasok alapjanak. Az emlitett megjegyzéshez
képest az altalanositas két dolgot jelent:

e az allitasban elhagyhaté a derivalt folytonossdgara vonatkozé feltétel,

e a Dy értelmezési tartomany alakjét illeten a csillagtartomanynal joval
altaldnosabb szerkezetii halmazok is megengedhetSk (un. egyszeresen
dsszefiiggd tartomdnyok).
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Az egyszeresen Osszefliggd tartomany definicidéja feltételezi a zart ut bel-
sejének az ismeretét. A zart ¢ 1t int ¢ belseje ,egyszert’” utak esetén
meglehetdsen konnyen értelmezhets. Igy pl. a

Oar(t) = a+re” (a € C,r>0,t€[0,2n])

,KOr” belseje az int ¢, := K, (a) nyilt kérlemez. Hasonléan nem okoz gon-
dot egy ,,hdromszog” belsejének a definidldsa: a haromszog(vonal) dltal meg-
hatarozott nyilt (azaz a haromszog pontjait nem tartalmazd) haromszogle-
mez. Altaldban a zart utak belsejének az értelmezése (Jordan egy tételére
hivatkozva) mar lényegesen bonyolultabb. Eppen ezért ,,megelégsziink” az
elébb emlitett egyszerii utakkal, ill. a Cauchy-tételnek az ezekre megfogal-
mazott valtozataval.

1.4.1. Cauchy-tétel. Tegyiik fel tehat, hogy az f € C — C komplex
fiiggvény differencialhaté és valamely a € C, 0 < r € R esetén

(%) K,(a)={2€C:|z—a| <r} CDy.

Ekkor a Cauchy-féle alaptétel szerint [, f =0.

1.4.2. Haromszogek, Goursat-lemma. Ha w,v,w € C nem egy
egyenesre es6 pontok a komplex szamsikon, akkor (1d. fentebb)

u+t(v —u) (0<t<)
Alt) = v+ (t—1)(w—v) (1<t<2)
w+(t—=2)(u—w) (2<t<3)

(geometriailag R ) egy haromszog. Ha Ra C Dy és az R altal hatdrolt
hdromszog-lemez (azaz int A) is részhalmaza Dy-nek, akkor a Cauchy-
tételben ¢, kicserélhet6 A-re: [, f = 0. Ugyanez mondhaté akkor is,
ha az elébbi A egy ., sokszog”.

A Cauchy-tételnek a , haromszogekre” vonatkozd elobbi specialis esete
az un. Goursat-lemma. Ez utébbinak a bizonyitasa pl. a kovetkezoképpen
torténhet. Legyen A, := A, ill. tekintsiik az Ra, haromszog oldalfe-
lez6 pontjait. Az utobbiak és az R, haromszog csicspontjai négy . kis”
haromszoget hatdroznak meg: Rp,, (j = 1,2,3,4), ahol utébbiakat (a fenti
A mintdjara) a Ag; (j =1,2,3,4) utak irjak le. Vegyiik észre, hogy
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/Aofzg/%f.

Ui. az [ Aoy | (j = 1,2,3,4) integralok kiszdmoldsakor az elébb emlitett
felez6pontok &altal meghatarozott haromszog minden oldalaval egytitt az el-
lentett irdanyitasu oldalakon is integralunk. fgy ezek az integrédlok , kiejtik”
egymast, a ,maradék” oldalak egyiitt pedig az R, haromszoget alkotjik.
Vilagos, hogy

=%

1 /Aojf’§4-max{|/Aojf’:j:1,2,3,4} ::4-‘/A1f}

(ahol tehat valamilyen j = 1,2,3,4 mellett A, azzal a Ay; hdromszoggel

egyenl6, amelyre a fenti maximum éppen ‘ / Ao f } ) A A; héromszogre
ismételjiik meg az elobbi eljarast, azaz az oldalfelezé pontjaival ,,osszuk fel”
négy haromszogre, legyenek az ezeket leiré utak Aq;-k  (j = 1,2,3,4). Az
elébbiekkel analég modon kapjuk ezek koziil azt a Ag-vel jeloltet, amelyre

max{/Aljf|:j:1,2,3,4}:‘/A2f‘.

Kovetkezésképpen ’fAl f’ < 4. {fAQ fl, tehat

IRIEIA

Az eljarast folytatva (1d. teljes indukcié) kapjuk Ra, (n € N) haromszo-
geknek a sorozatat ugy, hogy

s

Mivel az Rp, héromszogek &ltal meghatarozott zart haromszogleme-
zek (legyenek ezek R} -ok (n € N)) ,egymdsbaskatulydzottak” (azaz

Apii © RA, (n € N)) és korldtosak (réviden: kompakt halmazok), ezért
MNolo R, # 0. A konstrukcié miatt nyilvanvald, hogy az utébbi metszethal-
maz l-elemti: N2, R5% = {a}, ahol a € Dy. Ugyanakkor a Dy nyiltsaga
miatt egy alkalmas r > 0 sugdrral K, (a) C Dy. Vegyiik figyelembe, hogy
f € D{a}, azaz

f(z) = fla) + f(a)(z —a) +6(2)(z —a) (2 €Dy),

/Anf’ (n € N).
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ahol lim, ., d(z) = d(a) = 0. Legyen tovdbba n € N olyan, hogy
n, C K (a),

ekkor
/n /n (a)(z —a) +6(2)(z —a))dz,

ahol
/An (f(a) + £(@) (= ~ @) d= = 0.

40

(Ti. a K,(a) 3 z— f(a) + f'(a)(z — a) figgvénynek nyilvan van primitiv
fiiggvénye, a A\, pedig zart ut.) Az adédott tehat, hogy (|A,|-nel jelolve az

R, haromszog keriiletét)

IR

Elemi geometriai megfontoldsokbdl

A
2n

|2 = al < [An] < (2 € Ra,),

kovetkezésképpen
| A0 © ?

[ 1] < max{la() = € Ra}-

<max{[§(z)]- |z —al:z€Ra,} |An]

Mivel lim, ., d(z) = 0, ezért tetszéleges € > 0 esetén a fenti r > 0 megva-

laszthaté gy, hogy [6(z)| <e (2 € K,(a)), amibdl

e

Egybevetve mindezt az ,,indulassal” azt kapjuk, hogy

IR

ami - 1évén ¢ > 0 tetszdleges - csak gy lehetséges, ha [, f = 0.

Ezzel a Cauchy-tételt , haromszogekre” belattuk. Innen sokszogekre is
kovetkezik a tétel allitasa, ui. a széban forgd sokszoget (ha kell, akkor elészor
véges sok ,nem hurkolt” sokszogre osztva) a valamelyik csiicsabdl kiinduld
atléival haromszogekre bonthatjuk. Az igy kapott haromszogeken integralva
minden atlon ellentétes irdnyitassal is integralunk, ezért a most mondott
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integrélokat (amelyek a Goursat-lemma miatt mind nulldval egyenl6k) ssze-
adva a sokszogon vett integralt kapjuk.

1.4.3. Cauchy-tétel korokon. Tekintsiik most a ¢, kort, azaz ge-
ometriailag a komplex sikon az R, korvonalat. Legyen 3 < n € N
és Ry,,-be frjunk n-oldali szabdlyos sokszoget, amelynek a csticspontjai
a kovetkezok:

Enk = a + rekT/m (k=0,...,n—1).

Ha o,x(t) = &k + t(Enprr — &) (t € [0,1], 6 = 0,...,n — 1)), és o, :=
\/Z;éank a onr-k (,,szakaszok”) egyesitése, akkor a széban forgd sokszog nem
mas, mint az R,, képhalmaz. Jeloljikk 0,4-val (k =0,..,n—1) az R,,,
kornek azt az {vét (pontosabban az azt leiré sima utat), amely a &k, Eurtt
pontokat koti 6ssze:

Opi(t) :=a + re” (2km/n <t <2(k+ 1)m/n).

Nyilvan ¢4 = 0,0 V ... V 0,,_1. Legyen ﬂnk (k=10,...,n—1) a O,-val
ellentett iranyitasi koriv, és (G := onr V 0. Ekkor

[ -] - Z/%f Z/nkf Z/anf Z/C F(€u)) dz

(ui. (o zart ut, a C > z — f(&) (konstans) fiiggvénynek pedig van
primitiv fiiggvénye, igy [. f(&u)dz =0 (k=0,..,n—1)).

A K, (a) kérlemez kompakt 1évén, rajta az f fiiggvény egyenletesen foly-
tonos. Ezért tetszoleges € > 0 szamhoz van olyan ¢ > 0, hogy

[f() = fWl<e  (zy€Kla) |z —yl <)

Viélasszuk a 3 < N € N természetes szamot ugy, hogy barmely N <n € N
esetén

‘gnk+1_£nk| <0 (kIO,,n—l)

(Ilyen N a -k szerkesztése miatt konnyen atlathatéan létezik.) Ekkor
minden n € N,n >N és k=0,...,n—1 mellett |z —&ux| <06 (2€Rg,)
tehat

[f(2) = F&u)l <& (2 € Re,)-

IRGOEN GRS

max{|f( ) (5nk)| : ZERan}'|<nk| §€|an| (k’:O,...,n—l),

Kovetkezésképpen
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ahol (egy ¢ 1t hosszat |p|-vel jeldlve)

|Cok| = [Enkt1 — Ente| + O] (k=0,...,n—1).

|-

e Y (|&nk+1 — &l + [0nk]) = € (|on] + |@ar]) < 26 |@ar| = drme.

Tehat

n—1
[ =2

/an (f(2) = f(&nr)) dz| <

Mivel itt € > 0 tetszdleges, ezért [, f =0, azaz a Cauchy-tétel , korokre”
mar kovetkezik.

1.4.4. Az alaptétel kovetkezményei. Vegyiik észre, hogy az elébbi-
ekben egyuttal a kovetkezot is belattuk:

=t [ s

Ezt szem elott tartva mar nem lesz nehéz megmutatni az aldbbiakat: legyen
a differencidlhaté f € C — C fiiggvény olyan, hogy valamilyen a € C, ill.
0 <r < R < 400 paraméterekkel

{zreC:r<|z—a|l <R} CDy.

(Geometriailag szélva tehat az f fliggvény legalabb egy a kézépponti (nyilt)
korgytiriin (r = 0 esetén a kozéppontjaban , kilyukasztott” korlemezen) van
értelmezve.) Ekkor tetszéleges r < d < p < R esetén

A=

Legyenek ui. (Id. fent) 3 < n € N mellett a &, n.x-k a kovetkezOképpen
definidlva:

2kmi/n

Eak 1= a + de . Mk = a + pekmn (k=0,..,n),

és tekintsiik a fentiek szerint megkonstrudlt &, ill. 7 (kK = 0,...,n)
csucspontu o, ill. w, sokszoget. Konnyen meggondolhato, hogy ha mar
az n index ,elég nagy”, akkor a o, sokszog is benne marad a korgytriiben.
Kovetkezésképpen

/ —hm/f / —lim/f.
Pas n—oo ® n—oo Wn

ap
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Jeloljilk 1p-val (K = 0,...,n — 1) a &k, Mk, ks, Enkr1 pontok altal
meghatarozott négyszoget (egyenl6szari trapézt) a felsorolas szerinti (azaz
az 6ramutaté jarasaval ellentétes) koriiljardssal. Az el6bb emlitett , elég
nagy’ n-ekre ez a négyszog részhalmaza a korgytriinek, igy a Cauchy-tétel
sokszogekre vonatkozé valtozata alapjan

/Tnkf:o (k=0,...n—1).

[r=[s=5] 1

k=0 Tnk

Ugyanakkor

hiszen az el6bbi Osszegzés soran a fenti négyszogeken vald integralaskor a
Enk-t Mui-val Osszekotd szakaszon (,kiillén”) vett integrallal egyiitt az el-
lentétes iranyitasu szakaszra vonatkozd integrélt is szamolni kell. Ezért a
,killokon” vett integralok az osszeadaskor kiejtik egymast, és ,marad” az
wp-re, ill. a o,-nel ellentétes irdnyitasi sokszogre vonatkozd integral.

A Goursat-lemma segitségével egy K,.(a) korlemezen értelmezett
(a € C, r > 0) differencidlhaté f : K,(a) — C fliggvény esetén tetszdleges,
a K,(a)-ban haladé szakaszonként sima zart ¢ : [a,b] — K, (a) utra is meg-
kapjuk a Cauchy-tétel allitasat. Ez ui. nyilvan kovetkezni fog abbdl, hogy a
tett feltételek mellett f-nek van primitiv fiiggvénye. Ez utébbihoz legyen

Pe)= [ 1@ ds  (z € Kifa)),
ahol az [7 f(&) d¢ szimbdlum most az f fiiggvénynek a
o(t) =a+t(z—a) (t €10,1])

szakaszon vett vonalintegraljat jeloli. Ekkor tetszéleges w, z € K,(a), w # z
helyeken az a,z,w &ltal meghatdrozott A haromszogre (amely lehet akar
elfajulf is, ha pl. z = a) alkalmazva a Goursat-lemmét

0 _/ £(€) dE = F(= +/ fle
kovetkezésképpen

[ 1@ f)| =

"LU—Z z

w—z

‘F(w)—F(Z)_

1

|w — 2]

[ @ - s de <
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max{[ £(€) = f()] : € = 2+ t(w—2) (¢ €[0,1])}.

Mivel az f (tobbek kozott) folytonos is, ezért az € > 0 szdmot tetszolegesen
valasztva van olyan ¢ > 0, hogy

@) —f)l<e  (§—2=tlw—z[<fw—2 <0 (t€]0,1])).

Ezért w € K,.(a), lw— z| < esetén

F(w)—F
W=FE) o) <.
w—z
ami éppen azt jelenti, hogy létezik a
F(w)—-F
ji T FE) _
w—2z w — z

hatdrérték. Mds széval F' € D{z} és F'(z) = f(z).

Jegyezzilk meg, hogy valéjaban az el6z6 bizonyitasban nem volt 1ényeges
az, hogy a széban forgd f fliggvény egy korlemezen van értelmezve. Ti. a
bizonyitds szérél-széra megismételhetd akkor is, ha a (nyilt) Dy értelmezési
tartomany az a pontra nézve csillagszert, azaz barmely z € D; ponttal
egyitt az a-t z-vel Osszekotd szakasz is Dy-ben van. Kovetkezésképpen
barmely Dj-beli szakaszonként sima zart dtra is adédik a Cauchy-tétel.
Nyilvan minden nyilt korlemez a kozéppontjara nézve csillagszeri.

1.4.5. Taylor-sorok, Cauchy-formula. Az alaptétel egyik legfonto-
sabb kovetkezménye, hogy ha f € C — C differencidlhato, és teljesiil a

kordbbi (x) tartalmazés, azaz K,(a) ={z € C:|z —a| <r} C Dy, akkor

e az [ fiiggvény a K, (a) korlemez minden pontjaban végtelen sokszor
differencialhaté;

o f£(n) (g
e 1= om0y e K a)

n
e barmely w € K,(a) helyen

£ (1) = /W(Ldz (n € N).

T 2m z —w)ntt
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Roviden szélva tehét az f figgvény a K, (a) kérnyezetben (a koriil) Taylor-
sorba fejthetd. A derivaltakra vonatkozé fenti formuldban n = 0-t irva
kapjuk az un. Cauchy-formuldt:

1 f(z)
= d K,(a)).
fy =g [ iz e ki)
Ha itt w = a, akkor

f(n)(a) _ i’ /M ( f(Z) dz = n! /027r ( f(‘par(t)) (p:"(t) dt =

T om z—a) T 2m Qar(t) — a) 1

nl 2 fla+ret) t ol o
- 2 dt —_ / wt\,,—n _—int dt
2m /0 (a +ret — a)n+1me o Jo fla+re™)r e

Specidlisan az n = 0, esetben

1 2

fla) = — fla+re™)dt.

:27T0

Vildgos, hogy a Cauchy-formuldban az f fliggvénynek csak a g (t)
(t € [0,27]) korvonalpontokban felvett értékei jatszanak szerepet. Ezek
tehat a formula szerint meghatérozzék az f értékeit a K,.(a) korlemez
valamennyi pontjaban. Igy pl.  (Id. fent) f(a) a korvonalon felvett
fiiggvényértékek , atlaga” (integralkozepe). Tovabba

’f(")(a)‘ S Mn'

~ (n € N)
,
(Cauchy-egyenlédtlenség), ahol M := max{|f(z)|: 2z € C, |z —a| =1}.

Ha itt Dy = C és az f (differencidlhatd) fiiggvény korlatos, akkor egy-
részt a fentiekben a := 0 és tetszileges r > 0 irhatd, masrészt minden
0 <n &N esetén

(o) < 2Rl 2 € O

— 0 (r — 400),

tehat f(0) = 0. Kovetkezésképpen (1d. Taylor-sorfejtés) f(z) = f(0)
(z € C), tehat az f fliggvény konstans (Liouville-tétel). (Felhivjuk a figyel-
met arra az éles kiilonbségre, ami a (differencialhaté) f: R — R fliggvények
ésaz f:C — C fliggvények kozott ebben a vonatkozasban (is) fennall. Ti.
az el6bbiek esetében sz6 sincs a Liouville-tétel , valos megfeleljérsl”!) A
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most kapott Liouville-tétel segitségével konnytiszerrel belathatjuk az algebra
alaptételét: ha 1 <n €N, ¢, ...,c,_1 € C és

n—1
P(z):=2"+ Y 2" (z € C)
k=0

(tehat P egy m-ed foku polinom), akkor van olyan & € C, amelyre P(§) =0
(azaz P-nek van gyoke). Valéban, pl. indirekt tton gondolkodva tegyiik fel,
hogy barmely z € C esetén P(z) # 0. Ekkor az 1/P (reciprok)fiiggvény
az egész C komplex sikon van értelmezve és P € D miatt differencialhaté.
Léssuk be, hogy az indirekt feltétel mellett 1/P korldtos (lenne). Ti. a
z € C, |z| > 1 helyeken

P() = [+ (1 “S fal |z|k-")

k=0

‘k—n

és itt minden k£ =0,...,n—1 indexre lim,— 4 |2 = (. Van tehat olyan

r > 1, hogy

(z€ Clz| >r).

N —

n—1
> el |2 <
k=0

Ez mas szoval azt jelenti, hogy

(z € Clz| >r),

azaz 1/|P(z)| <2 (z € C, |z| > r). Ugyanakkor a K,(0) halmaz kompakt,
ezért az ismert Weierstrass-tétel alapjan egy alkalmas n € K,.(0) helyen

0 <|P(n)| = max{|P(z)| : z € K,.(0)}.

Nyilvanvalo, hogy

1
|P(2)|

<max{2,1/P(n)|} (z € C).

A Liouville-tétel szerint tehdt az 1/P fliggvény konstans (lenne), ami nyilvan
nem igaz.

Meg fogjuk mutatni, hogy a Cauchy-formulaban ¢, helyett minden
olyan ¢, kor is irhaté, ahol a p > 0 paraméterrel K,(w) C K,(a). S6t,
a kovetkezd altalanosabb tételt latjuk be: ha a € C,r > 0,w € K,(a) és a
differencidlhat6 g € C — C fiiggvényre K,(a) \ {w} C D, igaz, akkor

L=l
ar Pwp
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teljestil minden olyan p > 0 esetén, amikor K,(w) C K,(a).

A részletek mell6zésével csupan vazoljuk a bizonyitds f6 gondolatme-
netét. Tekintsik az a-t w-vel Osszekoto ¢ egyenest. Legyenek a w
feloli félegyenesnek és az R,,,, ill. az R,,,, kornek az a-tdél tavolabbi
metszéspontjai rendre A és B. Az [ egyenesre merOleges, w-n atmeno
egyenesnek és az elobbi koroknek a metszéspontja pedig legyenek rendre C
és D. Ekkor az AB, CD szakaszok és az (AC), (BD) korivek 4ltal alkotott
¢ zart at konnyen lathatéan egy D C D, csillagszerli tartomanyban halad.
Ezért [, g = 0. Ugyanez mondhaté a y-nek az f-re vett tiikkorképérdl is. Ha
vessziik az £ egyenesnek az R, , R,,, korokkel a tovabbi metszéspontjait,
akkor az elébbiekhez hasonlé csillagszerti tartomanyokban halado zart utakat
jelolhetiink ki. Igy Gsszesen négy ¢p (k = 1,2,3,4) utat kapunk, amelyeken
rendre a g integralja nulla. Ugyanakkor a konstrukcié miatt (az AB, CD, ...
szakaszokon kétszer is kell integralnunk, masodszor ellentétes iranyitas mel-

4
0=3 /

lett, stb.)
[ a ]
k=17 ¥k ar Pwp

Ha pl. w = a, akkor (ld. fentebb) mér tudjuk, hogy

/ g=1|1 g (0<p<n).
ar Pap

Most tehat a kozéppontjaban , kilyukasztott” zart korlemez (K,.(a) \ {a})
pontjaiban van (legalabb) értelmezve a ¢ fliggvény. Ezt illusztralandé
idézziik fel egy korabbi példankat: ¢(z) := 1/z (0 # z € C), amikor
is a =w =0, és (amint azt korabban kiszdmoltuk) az

d
/ g = / = _ 2m
$Por por <

vonalintegral fliggetlen r-tol. Erdemes megjegyezni, hogy ha (a fenti

jelolésekkel) K, (a) \ {w} C D,, és

M :=sup {|g(2)| : z € K.(a) \ {w}} < +o0,

akkor (1d. 1.3. iv) megjegyzés)

[o=1].s
Par Pwp

< M2mp 0<p<r),
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és M2mp — 0 (p — 0) miatt [, g =0 (Riemann-féle észrevétel). Ez a
helyzet pl. egy differencidlhaté f € C — C fliggvény esetén, ha K, (a) C Dy,

w € K,.(a), és
_f(Z)_f(w) (w%ZGDf).

Ekkor ui. f'(w) = limz_)w/g(z) miatt a ¢ fiiggvény sziikségképpen korlatos
a K,.(a) \ {w} halmazon. Igy

o= o= [ IO e [ S ]

Z—Ww Z—Ww Z— W

ahol

d d
/ © = / © dr=2m (p>0,K,(w) C K,(a)).
Par Pw

z—w p Z— W

Innen

fw =5 | 1) .

T o2m g 2 —w
amivel igazoltuk a Cauchy-formulét.

frjuk az utobbi integralt a kovetkezdképpen:

Jc(w)_i Mdz—i/w(z af(Z) dz =

C2miJee, 2 —w | 2m —a)—(w—a)
1 f(z) 1 1 f(z2) & fw—a\"
A . d :_/ : ( ) d
27TZ/MZ—CL 1—% N 2m Mz—a; Z—a :

(ahol az integralban szereplé z € R, helyeken |z—a| =1 > |z—w|, kovet-
kezésképpen |w—al/|z—a| < 1 miatt ,érvényes” az el6bbi végtelen (mértani)
sor Osszegeként vald felirds). Beldthatd, hogy az itt szerepld integralds és a
(végtelen sor) Osszegzés felcserélheto:

f(w)_i/m f(Z)_i<w—a>"dZ:

2m

,;) (%m /W % dz) (w—a)" = ngocn(w —a)",

azaz a tett feltételek mellett az f fliggvény az a pont koriil hatvanysorba
fejthet6. Kovetkezésképpen f € D) és a szoban forgd hatvanysor az f
fiiggvény a-koriili Taylor-sora. Ezért (1d. fent)

Cn:f(")(a)_ 1/ Ldz (n € N).

n' 2w o, (z —a)rt!
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Tudjuk, hogy az utébbi integrédlban r helyett tetszileges 0 < p < r is
irhaté. Az elébbi f € D*{w} (w € K,.(a)) differencidlhatésigi eredményt

a Taylor-sorfejtéstdl fiiggetleniil is megkaphatjuk. Ehhez az alabbi észrevételt
fogjuk felhasznalni: ha a g € C — C fiiggvény folytonos az R, koron, és

Fy(2) = / (gg_(%n d¢  (1<néeN,zeK(a)),

akkor az igy definialt F,, fiiggvény differencialhaté, és

Fl(z) = / % d¢  (1<neN,zeK,(a)).

Valéban, legyen z, w € K, (a), ekkor elemi azonossdgot alkalmazva

R R Ol e
-y,
[ S e 6
O N e )
WD O e

n—1
w-9 % [, T
Ha £ € R,,,, azaz [ —a| =1, akkor
€ =22 —al—la—zl=r—fa—2=q
Tegyiik fel, hogy a 0 > 0 szdmra 6 < (r — |a — z|)/2 teljesiil. Ekkor

E—w|>r—Ja—w|>r—|a—z -6 >

r—la—z
% =p (w e K.(a) N Ks(2)).
Ezért az M := max{|g({)|: { € Ry,,} jeloléssel
=l 2xMr
|Fo(w) — Fo(2)] < |w— z| — = C-lw — z|.

= qk+1 p
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Mindez azt jelenti, hogy az F, fiiggvény folytonos. Tovabba az is kidertilt,
hogy tetszéleges z # w € K,.(a) esetén

Fo(w) — Fu(2) :nil/ Gnik(§) ¢

w—z =0 ear (£ —w)nF

ahol a

g9(§)
(5 _ Z)k—l—l

figgvények a g-re tett feltétel miatt nyilvan folytonosak az R, koron. Az
elébbiek szerint tehét a

Ink(§) = (EeD,N\ {2}, k=0,...,n—1)

)= [ 2 e (o e ko)

im0 Jear (& —8)"7F

fliggvény folytonos, kovetkezésképpen létezik a

lim G (w) = lim 2ot = FnlE) oy nf/ _9nl®) e

w—z w—z w—z

S 9(§) ) 1 B L@
N N LR =l

k=0

Tehat az F, fliggvény valéban differencialhato, és

F(2) = lim £ = 5l2)
" w—z w—z

/ (gnﬁdf (1<n €N, z € K,.(a)).

_ Z)n+1

Ha az F,, definicigjadban n = 1 és valamely differencialhaté f € C — C

fiiggvénnyel teljesiil a K,.(a) C Dy feltétel, akkor a g := f valasztdssal a
Cauchy-formula alapjan

=g [ Ma=Lre e,

T 2m E—z 2m

tehat

P = 5RO = [ sl (e Kila)
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Tegyiik fel, hogy valamilyen 1 < n € N mellett mar tudjuk, hogy f € D"
és

" 2m T 2m

A fentiek szerint F,,, € D, igy f™ € D, tehdt f € D", és

f(n—i—l)(z) _ l!F/ ( ) n! /M (n_'_ 1)f(£) d¢ =

om "V T o (& — z)nt2

(n+1)! /M z f(€) d¢ (z € K.(a)).

2m — z)n+2

™ (z) = ! /ar % d¢ ! Foi1(2) (z € K.(a)).

A teljes indukciéra hivatkozva innen mar kovetkezik, hogy f € D>, és

FO () = n! /M@&dg (1<neN,zeK,.(a)).

- % _ Z>n+1

1.4.6. Laurent-sorok. A w = a esetben az elébbi fejtegetések kiin-

dulépontjdul szolgdlé K, (a)\{w} C D, feltétel a kovetkezOképpen is irhato:
{€eC:0<|{—a|l<r}CD,.
Ezt altalanositva legyen a 0 < r < R valasztéassal
K,g(a) :={{e€C:r<|{—a| <R}

(azaz geometriailag K,.r(a) a komplex sikon egy a kdzépponti kérgytiri),
és tegytk fel, hogy a ¢ € C — C differencialhaté fiiggvényre valamilyen
z € K,g(a) esetén

K,r(a)\ {z} C D,.

Valasszuk az r < p < o0 < R,ill. ad > 0 szdmokat gy, hogy p < |z—a| <o

(azaz z € Ky,(a)), és Ks(z) C K,,(a). Ekkor igaz az alabbi egyenl6ség:

() / g=/ g—1 9
©z5 ac Pap

ami a fenti (a Liouville-tétel alkalmazdsa utan emlitett) [, g = [, ¢
egyenl6ség bizonyitasaval analég mdédon lathatéd be.

Legyen most f € C — C differencidlhaté és K,g(a) C Dy. Ekkor az f
fliggvényre igaz a kovetkezé Laurent-féle sorfejtés:

e}

flz)= > alz—a)" (2 € Kr(a),

n=—oo
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ahol »
Yooalz—a)" = ) alz—a)"+ )z —a) =
n=—oo n=-—oo n=0
—1 N
Jim n; Ca(z —a)" + ]\}I_I)I;OZ:OCN(Z —a)",

és barmely r < v < R mellett

e = 1/ SO 4 ez

a 2—71"6 ay (5 - a)n+l

(az f figgvény n-edik Laurent-egyiitthatdja). Valéban, legyen z € K,.g(a),

és tekintsiik a fentiek szerinti p, o, 0 paramétereket. Ekkor a Cauchy-formula
és a (xx) egyenldség alapjan (azt a

9(&) == (€ € Krgr(a) \ {z})

fiiggvényre alkalmazva)

_ 1 ) je o L SO 0 L SO 0
f(z)—% @zaﬁjdg_%m/wﬁ—zdg 2m/¢a,,§—zd£_’]+l

Az I integralra a Taylor-sorfejtéssel analég modon kapjuk, hogy a

e 1/(w(CLdC (n € N)

T om —a)t!

egyiitthatokkal

I=> cu(z—a)™
n=0

A J integralt illetéen is hasonléan jarhatunk el:

1 f& .1 f(€)

_% @apg_zdg_%‘/@apz_a_(g_cw

1 1 1 © (¢—a\"
JREC RN (5)-2(5 ) "

2m Jowp 2 —a 1 — 3 2m Jpap 2 —a [H\2— @

dé =

hiszen a (,, koron integralva

€ —al
|2 = al

€ —al=p<|z—d azaz <1 (€€R,,)
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miatt igaz az el6bbi végtelen (mértani) sor alakjdban val6 Osszegzés. Itt sem
nehéz meggondolni, hogy az integrédlas és az Osszegzés felcserélhetod, kovet-
kezésképpen

o 1 1
J=I§<2—m[0apf<s>(5—a>kdg> G =

1oy .
k:z—oo <— /soap % df) (z—a)f = 3 alz—a),

2m oo
ahol
i — / O _4e zsk<0)
©

B % ap (5 - a>k+1

Befejezésiil annyit kell mar csupan megjegyezniink, hogy minden r < v < R
esetén (ld. fentebb)

Q[ IO,
/eoap (¢ —a)rtt de = /SD‘W (€ — a)nt! ¢ (neN),

/% (gﬂig)kﬂdgz/%%dﬁ (Z>Fk<0).

1.4. Megjegyzések

i) Belathatd, hogyha valamilyen d,, € C (n € Z) egyiitthatokkal

f(z)= i dy(z —a)" (z€ C,r<|z—a|l <R),

n=—oo

akkor d, = ¢, (n€Z) (egyértelmiiség).

ii) Vilagos, hogyha Kr(a) C Dy, akkor minden 0 <17 < R esetén teljesiil
a K,r(a) C Dy feltétel. Ebben az esetben a fenti , negativ indext”
Laurent-egytitthatékra ¢, =0 (n € Z,n < 0) igaz. Ui.

1
(5 _ a>n+1
ahol —n —1 € N, azaz a C 3 & — (£ —a)™"! fiiggvény polinom.

Ezért a K,(a) 3 & f(€)(€ —a) ™! figgvény differencidlhato, igy a
Cauchy-alaptétel miatt

= (£ —a)™? (n€Z,n<0),

f(€) _
/Sﬁap (5 - a>n+1 dg =0
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Ekkor tehat az f Laurent-sora:

fR) =3 ealz—a) (=€ Kn(a)

n=0

nem méas, mint (az a koriili) Taylor-sora.

iii) Kiilonosen fontos az 7 = 0 eset, amikor tehat f differencidlhato, és

KR(CL) \ {CL} C Df.

Ekkor azt mondjuk, hogy f-nek szingularitisa van a-ban. Ez

e megszintethetd szingularitds, ha (a Laurent-egyiitthatokra)
=0 (n€eZ,n<0);

e N-ed rendi polus, ha van olyan 0 < N € N, amellyel c_y # 0 és
=0 (n€Z,n<—N);

o [ényeges szingularitds, ha végtelen sok n € Z, n < 0 esetén ¢,, # 0.

Ha pl. az f fiiggvény korlatos a Kr(a)\{a} halmazon, akkor minden
n €4, n <0 esetén a

Kg(a)\{a} 2z f(2)(z —a)™"""
fliggvény is korlatos:

M = sup {|f(2)(z — a) ™| : z € Kn(a) \ {a}} < +o0.

M
< —2mp=Mp—0 (p—0)
2w

/%pﬁdz

miatt ¢, = 0, azaz f-nek a-ban megsziintethetd szingularitiasa van.
(Nem nehéz belatni, hogy az f fiiggvény fenti korldtossaga sziikséges is
ahhoz, hogy a-ban megsziintethet6 szingularitdsa legyen f-nek.) Ek-

kor
o0

f(z) =2 culz—a)"  (a+#2€ Kg(a)),

n=0
ami a Taylor-sorra ,, emlékeztet”, azzal a lényeges kiilonbséggel, hogy
ez a sorfejtés csak az a-ban ,kilyukasztott” Kg(a) \ {a} korlemezen
érvényes.
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iv)

Itt jegyezziik meg a kovetkezdket: legyen adott az f € C — C
fliggvény, amelyrol azt tudjuk, hogy az a € C, r > 0 paraméterekkel
K,(a) C Dy, f folytonos a K,(a) zart kornyezet minden pontjaban,
tovabbd barmely z € K,(a) \ {a} helyen differencidlhaté. Ekkor f
az a helyen is differencidlhaté. Ui, a folytonossagi feltétel miatt az f

fiiggvény korldtos a K,(a) halmazon, igy a fentiek szerint az a koriili
Laurent-sora

F) =S enz—a)l = g(z)  (atze K (a)

n=0
alak, ahol

9(6) = f: G(E—a) (€€ Ky(a)).

A g fliggvény - differencidlhaté 1évén - folytonos is, kovetkezésképpen
(az f a-beli folytonossagat is kihasznélva)

ola) = I g(=) = Iy 7 (=) = f(a).
Ez azt jelenti, hogy f(z) = g(2) (z € K,(a)), ezért g € D{a} miatt
f € D{a} is igaz. (Itt is felhivjuk a figyelmet arra a kiilonbségre,
ami a differencidlhat6 R — R fiiggvények és a C — C fiiggvények
kozott fennall. Ti. a h(z) := |z| (x € R) figgvény folytonos a

[—1,1] intervallumon, minden 0 # z € (—1, 1) helyen differencidlhatd,
de h ¢ D{0}.)

Ha az a hely N-ed rendi pélus, akkor az f fliggvény Laurent-sora a
kovetkezo:

f(z) = k_Z a(z—a)"  (a+#z€ Kg(a)).
Innen .
E=0)f) = ¥ al-a =
kf: cr_n(z — a)* = h(2) (a # z € Kg(a)),
ahol
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és h(a) = c.y # 0. Tehdt a Kgr(a) kornyezetben differencidlhaté h
fiiggvénnyel h(a) # 0 és

FO =0y (e € Knla)),

Forditva, ha f ilyen alaku, és n € Z, n < —N, akkor

f(z)
2mc, = o m dz =

/ W)z —a) M+ gz (0 < p<R).
Pap

A C3 2z (2—a) WVt figgvény —(N +n + 1) € N miatt
polinom, ezért az elébbi integralban szerepl6

Kgr(a) 3 z — h(z)(z — a)” N+t

fliggvény differencialhatd.  Kovetkezésképpen az alaptétel miatt
Jpu, M(2) (2 — a)~ W+t dz = 0, azaz egytttal ¢, = 0 is igaz minden
n € Z, n < —N indexre. Fz azt jelenti, hogy a-ban a ¢ fiiggvénynek
N-ed rendii pélusa van.

A komplex fliggvénytan egyik mély tétele a Picard-tétel: ha a g
fiiggvény a-beli szingularitasa lényeges, akkor barmely 0 < p < R
esetén a

C\{g9(2) eC:a#z€ K,(a)}

halmaz legfeljebb 1-elemi. Pl. a g(z) :=e'/* (0 # z € C) fiiggvény-
nek lényeges szingularitdsa van a 0-ban, és konnyen ellendrizhetoen
tetszoleges p > 0 mellett

{7 eC:0#ze K, (0)]=C\{0}.

Tekintsiik pl. adott a,b,c,d € C, ¢ # 0, ad # bc paraméterek mellett

az b
az

f(2):= cz+d

raciondlis tortfiiggvényt. A derivalassal kapcsolatos elemi ,, miiveleti”
szabalyok alapjan vilagos, hogy az f fiiggvény differencialhaté, és

(—=d/c# z € C)

;o alcz+d) —claz+b)  ad—bc
fl(z) = (cz + d)? CET I (—=d/c# z € C).
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vi)

Konnyt meggondolni, hogy f-nek egyetlen szingularitdsa van,
mégpedig a —d/c pontban és ez 1-ed rendii pélus. Valéban,

floy = 1 9+(b—@) L (Cdfesze0),

c z—i—d/c:c ) z+dfc

ami nem mas, mint az [ fliggvény —d/c-korili Laurent-sora. Ha
a = 0, akkor b # 0 és f-nek nincs gyoke, ha a # 0, akkor —b/a
az egyetlen gyoke. Ez utébbi esetben a fentiek szerint

, _a(d—=befa) @
f(=bfa) = (d—bc/a)?  ad — be 70,

tehdt a gyok multiplicitdsa 1 (1d. vi)). Specidlisan, ha 0 # o € K;(0),
és f az a-paraméteru Blaschke-fliggvény:

Z—

f(2) = fa(2) = (1/a #z€C),

1—az

akkor a = 1, b
egyetlen gyoke («
pedig elsérendii p

—a,¢c = —a,d = 1. Az f, figgvénynek tehat
és egyetlen szingularitasa (1/@) van, a szingularités
lus. Erdemes megjegyezni, hogy

o 1 1
=5 a2 = lal =1,
| a |l
azaz (geometriailag) a szingularitds a gyokot az origéval 6sszekotd egye-
nesen van, és a gyok, ill. a szingularitas origdtol vett tavolsdgainak a
szorzata 1. Roviden: a szingularitas a gyokbol az egységkorre vald
inverzi6 révén kaphato.

’

O\ —

ol —

Az el6bbi iii) megjegyzésre utalva legyen
res,f = c_q

az f figgvény a-beli reziduuma. Ha példdul a iii)-beli f raciondlis
tortfliggvényt tekintjitk (az ott tett feltételek mellett), akkor

res_g/f ==b— —.

A most mondott definicidénk szerint tehat

1"esaf:L f (0 < p<R),

211 Jpa,
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azaz f%pf = 2mires,f. S6t, ha b € C,r > 0, és valamilyen véges

0 #S C K,(b) S halmazzal K,(b)\ S C Dy, akkor

f=2m Z res, f

¥bp wES

teljestil minden olyan 0 < p < r ,sugdrral’, amelyre S C K,(b)
(reziduum-tétel).

A reziduum-tétel jelentOsége abban all, hogy néha a res,f (w € S)
reziduumok konnyen kiszamithatdk, mig esetleg az f%p f vonalintegral
(pl. a definicigja alapjén) nehezen. Tekintsiik pl. a

fo) = 22 di4zeq)

22 —1

fliggvényt, és szdmitsuk ki az [, , f vonalintegralt. Mivel

c42/ 1 1 3 01 1 1
1) = = (z—l_z+1>_§'z—1_§'z+1 (£l #z€2),

ezért res_;f = —1/2, res; f = 3/2. Valéban, a
Ki(1)3 2 —1/(2(s+ 1)) € C

fliggvény differencialhato, igy 1 kortl Taylor-sorba fejtheto: alkalmas
cn € C (n € N) egyiitthatékkal

_%. Zil _ ::Ocn(z St (e K1),
Tehat
£(z) = g.zil S e -1 (L4£ze K1)
n=0

az [ fliggvény Laurent-sorfejtése, amibdl mar ,leolvashatéd”, hogy
res; f = 3/2. (Hasonléan indokolhaté meg a res_;f = —1/2 egyen-
16ség.) Kovetkezésképpen

f =2mi(res_1 f + resy f) = 2m.
$02
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vii) Tegyiik fel, hogy a differencidlhaté f € C — C fiiggvénynek valamely
a € Dy pontban N-szeres gyoke van (0 < N € N). Ez azt jelenti,
hogy

fla)=fa)=..= f" V@) =0, fM(a)#0

(més széval N az a gyok multiplicitdsa). Ekkor az f Taylor-sora a
koriil (alkalmas r > 0 mellett) a kovetkezo:

z) = icn(z —a)"=(z— a)N icn(z — a)”—N —

(z—a) ch+N z—a)" = (z —a)VF(z2) (z € K.(a))

(ahol ¢, = f™(a)/(n!) (N < n € N)). Mivel F(a

) =cn #0 (és
F' differencidlhaté fiiggvény), ezért egy alkalmas 0 <
a

P S r esetén
F(z2) #0 (2 € K,(a)), azaz egyuttal f(z) #0 (a # z € K,(a)).
Tovabba
F(2) (= @VF(2) + N — )V LF()
f(z) (z —a)VF(2)
F'(2) N
7o) + o (a # 2z € Ky(a)).

Az F'JF fiiggvény differencialhaté a K, (a) koérlemez minden
pontjaban, igy az a pont koriil Taylor-sorba fejtheto: alkalmas d,, € C
(n € N) egyiitthatokkal

F/ (2) idn (z—a)" (z € Ky(a)).

Z

Innen azt kapjuk, hogy

f,(Z) —a a z a
f(Z)—Z—a_'_Zd < ( # EKP( ))

Ez nem més, mint az f'/f fliggvény a korili Laurent-sora. Ismét csak
,leolvashatd”, hogy res,(f’/f) = N. Ha tehdt 0 < o < p, akkor

2mN:/M§.
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viii)

Megjegyezziik, hogy analég moédon jarhatunk el akkor is, ha az f
fiiggvénynek a-ban M-ed rendii pélusa van (ahol 0 < M € N). Ekkor
ui. (1d. iii))

h(z)

f(z) = o= a)M (z € Ki(a)),

ahol a h fiiggvény differencialhaté a K,.(a) koérlemezen, és h(a) nem
nulla. Ez utébbi miatt egy alkalmas 0 < § < r mellett mar h(z) # 0

(z € Ks(a)). Igy

f'z) _ W@z —a)Y = Mh(z)(z — )" (z—a)"

f(2) (z —a)*M h(z)
R (z) M
o) i-a (z € Ks(a)).
Innen megint csak ,leolvashaté”, hogy res, (f'/f) = —M, azaz
_ [ I
—2mM = = (0 <o <9).
Paoc f

Az el6z6 megjegyzés alapjan a kovetkezéket mondhatjuk. Legyen
f € C — C differencialhaté fiiggvény, amelynek valamely b € C,r > 0
esetén K,.(b)-ben véges sok gyoke van: aq,...,as (ahol s € N), és
K,.(b) € Dy. Ho 0 < N; € N (j = 0,...,s) jelenti az a; gyok
multiplicitdsat, akkor a reziduum-tétel és a vii) megjegyzés szerint

Sy L
Toomie, f

J=0

minden olyan 0 < p < r mellett, amelyre ay, ..., as € K,(b). S6t, ha azt
tudjuk, hogy f-nek a K, (b) kérnyezetben (az esetleges gyokei mellett)
legfeljebb polus szingularitdsai lehetnek (és az utébbiaktdl eltekintve
a K,(b) kérnyezet minden pontja Dy-beli) (az f egy Gn. meromorf
fiigguény), azaz az elobbi a;-k mindegyike gyok vagy polus, akkor

1 f
NS My=— | L
; ’ zk: “ T om o, f

ahol N;-k a gyokok multiplicitasat, M-k pedig a pdlusok rendjét
jelolik. Ha tehat f € C — C differencialhato fiiggvény, K,(b) C Dy,
és a ¢y, kor ,nem megy at” az f egyetlen gyokén sem (azaz f(z) #0




FEJEZET 1. KOMPLEX FUGGVENYEK 61

— az f fiiggvény K,(b)-be esé
Povp f

gyokeinek a szamaval egyenlo (Ha specidlisan ilyen gyok nincs, akkor

az alaptétel miatt az utébbi integrdl nulla.) A meromorf fliggvények
most kapott alaptételének az alkalmazdsaként (is) lassuk be, hogy
barmely

(z € C, |z —b|] < p), akkor —

2)=2"+ Y i (z € C)
k=0

legalabb elséfokt polinomnak van gyoke (ahol tehdt 1 < n € N és
Coy -y Cn—1 tetszOleges komplex szdmok). Mivel P: C — C és P € D,
ezért P-nek akarmilyen r > 0 mellett sincs szingularitasa a K,.(0)
kornyezetben. Ha r > 1, és z € C, |z| > r, akkor

n—1
PG 2 I (1= X ek 1),
k=0
ahol minden k =0,...,n — 1 esetén |z[*" — 0 (|z] — +00). Tehdt
n—1
lim (1 — Z |Ck| |z|k_n> =1
|zl=+o0 k=0
ezért egy alkalmas r > 1 , sugarral”
|P(z)| > |2]"/2>0 (z€C, |z| >1).

Ez azt jelenti, hogy P valamennyi (esetleges) gyoke K, (0)-ban van.
(Vildgos, hogy P nem az azonosan nulla fliggvény, ezért (1d. késébb x)
megjegyzés) legfeljebb véges sok gydke lehet.) Legyen z € C, |z| =,
ekkor P(z) #0 és

P'(z) mnz"'+ Z"‘l kckzk_l n 1+357 kn_lckzk_"
P(2) 24 SRS ek 2 1+ epek

Mivel limp,yoo 2" =0 (k=0,...,n—1), ezért

lim A(z):= lim (

|z[—+o0 |z[—+o0

1+ 3050 kn_lckzk_" 1) =
1+ 02h epakn ’

A most bevezetett jeloléssel

P NAGR) zeC =),
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ix)

Ha e > 0 tetszOleges, akkor valamilyen R > r szdmmal [A(z)] < e
teljesiil minden z € C, |z| = R helyen. Igy

<

/go ﬁ-A(z) dz

o0R <

max{£~ |A(z)]: 2 € C, |2| = R} “|or| = %c":‘Qﬂ'R = 2nr7e.

2|

Tudjuk (1d. 1.3.), hogy

1
—/ "y = n,

1 P'(2) 1 n
2m /goOR P(z) : 21 Joor 2 Z|

1 n
— N
‘2%@ /%R z (2) dz

ha e < 1/n. Ugyanakkor a fentiek szerint az

azaz

L/ P(z)dz—n =
POR

21

<ne<l,

1 P

= d
211 Jpor P(2) -

integral (tehat a P polinom Kg(0)-ba es6 gyokeinek (a multiplicitas
szerinti) szdma) természetes szdm, ezért |m — n| < 1 csak ugy le-
hetséges, hogy m = n. Ezzel belattuk, hogy P-nek Kg(0)-ban (az
el6bbi értelemben) n darab gyoke van.

A viii) megjegyzés egy differencidlhaté f fiiggvény gyokeinek a (mul-
tiplicitds szerinti) szamérdl ad felvilagositast korlemezeken. Tegyiik
fel, hogy a differencidlhaté6 g € C — C fiiggvényrdl a kovetkezdket
tudjuk:

e valamely b€ C,p > 0 mellett K,(b) C Dy NDy;

e minden z € C,|z —b| = p esetén f(z) #0, és |g(2)| < |f(2)].
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I (f+9)
/%TZ/q: f+£; ’

bp

Ekkor

azaz vii) alapjan f-nek és (f + g)-nek K,(b)-ben ugyanannyi gycke
van (multiplicitassal szamolva) (Rouché-tétel). Az &llitas jelentGsége az
alkalmazasok szempontjabol abban van, hogy a tett feltételek mellett a
g ,perturbacié” (,mérési hiba”) nem véltoztat a K,(b)-beli gyokok
szaman. Specidlisan, ha valamilyen differencialhaté h €¢ C — C
fiiggvénnyel g = hf, akkor a Rouché-tételbeli feltétel miatt |h(z)| < 1
(2 € C,|z—b| = p). Ekkor K,(b)-ben (1 + h)f-nek és f-nek ugyan-
annyi gyoke van. Mivel az (1 + h)f fuggvénynek az f minden gyoke
trivialis médon (legalabb ugyanannyiszoros) gyoke, ezért K,(b)-ben
(14 h)-nak nem lehet gytke, azaz h(z) # —1 (2 € K,(b)). S6t, az in.
maximum-tétel (1d. x)) szerint: ha h nem konstans fliggvény, akkor
barmely z € K,(b) esetén

()] < M = max {[(€)] - € € K, (D)}

Mivel a K,(b) halmaz kompakt, ezért az ismert Weierstrass-tétel mi-
att van olyan w € K,(b), amelyre |h(w)| = M. Kovetkezésképpen
|lw —b] = p, azaz M < 1. Emeljiik ki kiilon is, amit kaptunk: ha
a differencidhato h € C — C filiggvényre valamilyen b € C, p > 0
esetén K,(b) C Dy, |h(2)| <1 (z € C, |z —b| = p), akkor tetszileges

z € K,(b) helyen |h(2)| < 1.

A Rouché-tétel egyik érdekes alkalmazasaként mutassuk be az algebra
alaptételének egy ujabb bizonyitasat. Legyen ehhez

n—1
P(z)i=2"+Y a2 (z € C)
k=0
n-ed fokd polinom (ahol 1 <n € N, ay,...,a,_1 € C). Ekkor az
n—1
f(2)=2"", g(z) = az (z € C)
k=0
jelolésekkel

P(z) = f(z) +9() (2€C),
ahol f,g:C — C differencidlhato fiiggvények. Mivel

| 9(2)
f(2)

n—1
< a2 (0#£2€C),
k=0
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és minden k =0,..,n—1 esetén [z|*" =0 (]z] = +o0), ezért

9()I/1F(2)] =0 (Jz] = +o0).

Kovetkezésképpen van olyan p > 0, hogy |g(z)| < |f(2)| (2 € C,
|z| = p). Ugyanakkor vilagos, hogy f-nek K,(0)-ban n darab gyoke
van, ui. a 0 n-szeres gyoke f-nek. Ezért P = (f + g)-nek is n darab
gyoke van K,(0)-ban.

Haaz f € C — C differencidlhaté fliggvényre valamely a € Dy esetén
minden n € N, kitevére” f(™(a) = 0 teljesiil, akkor (egy alkalmas
r > 0 mellett) a Taylor-sorfejtésbél

n

o £ (g
=2 —ar=0 (e k)

adodik.  Vildgos, hogyha b € K,.(a), és valamely p > 0 esetén
K,(b) C Dy, akkor f™(b) = 0 (n € N) miatt f(z) = 0
(2 € K,(b)). Nevezzitk a ¢ € Dy pontot a-bol elérhetének, ha meg-
adhaték a K, (a;) C Dy (j = 0,...,s) korlemezek (s € N) gy,
hogy

ag :=a, ro =17, a; € Krj71 (aj_l) (j = 1, ceny S),

és ¢ € K, (as). Ekkor az el6bb mondottakat rekurzive alkalmazva azt
kapjuk, hogy f™(a;) =0 (n € N), azaz f(z) =0 (z € K,,(a;)
(7 =0,...,s). Specidlisan: f(c) = 0. Ha tehat a D; értelmezési tar-
tomany barmely ¢ pontja tetszéleges a € Dy pontbdl elérhetd, akkor
harom eset lehetséges:

e az f fiiggvény vagy az azonosan nulla fiiggvény,
e vagy nincs gyoke f-nek,

o vagy az [ tetszbleges £ € Dy gyokére van olyan 0 < N € N,
hogy f™M(&) # 0.

A vii) megjegyzésben lattuk, hogy a harmadik esetben egy alkalmas
p > 0 esetén K,(§)-ben a ¢ az egyetlen gyok. Roviden: az f
gyokei diszkréten helyezkednek el. Innen az is kovetkezik, hogyha az
f fiiggvény nem azonosan nulla és a Dy értelmezési tartomanyra igaz
a fenti , elérhetéségi” tulajdonsag, akkor az f (esetleges) gyokei a Dy
egyetlen pontjaban sem , torlédhatnak”. Mas széval, ha z, € Dy,
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xi)

f(z) =0 (n € N) és létezik a £ := lim, . 2, hatdrérték, ak-
kor ¢ ¢ Dy. Kiillonben az atviteli elv miatt f(§) = 0, azaz & is
gyok lenne, amire £ := lim,, .., 2, miatt nyilvan nem lenne igaz a fenti
, diszkretizacios” tulajdonsag. Mindezt ugy is fogalmazhatjuk, hogyha
¢ € Dy, akkor f = 0. Ugyanennek a ténynek egy érdekes atfogalmazasa
az alabbi: ha a differencidlhaté g : Dy — C filiggvény olyan, hogy bi-
zonyos w, € Dy pontokban

g(wn) = f(wn)  (n€N)

és létezik a lim, .. w, € D; hatarérték, akkor f = g. A részletek
mellézésével jegyezziik meg csupdn, hogy mindebbdl beldthato a ix)
megjegyzésben mar emlitett mazimum-tétel: ha létezik a

max{|f(2)| : = € Dy}

maximum, akkor az f fliggvény konstans fiiggvény.

A reziduum-tétel segitségével esetenként konnyen ki tudunk szamitani
,valos” integralokat is. Legyen pl. 0 < p < 1 és hatarozzuk meg az

I /27r dt
P Jo 1 —2pcost + p?

integralt. Az Euler-Osszefiiggés (1d. 1.2.) szerint

1t

1—/% ! dt = f” ¢ dt =
r 0 1— p(€7't + 6—zt) +p2 o 0 p62zt _ (]_ _I_p2)ezt +p -

[ o= | .

ahol

1
f@%zpﬁ_%1+p%z+p (z € C\ {p, 1/p}),

és o(t) == poi(t) = €™ (t € ]0,2n]). Mivel K;(0)\ {p} C Dy, ezért a
reziduum-tétel miatt

I, = 2mires,f = —2mres,f.

Ugyanakkor )
&) = =1~

(i) e,

-p z—1/p
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xii)

azaz (a kordbbi analég esetekben részletezett meggondoldsok meg-

ismétlésével) res,f = 521?1 Kovetkezésképpen

/2” dt _ 2m
o 1—2pcost+p2 1—p>

Az el6bbi megjegyzésben bemutatott ,,technikat” alkalmazhatjuk pl. a
kovetkezo improprius integral meghatarozasakor is:

+c0 gin x T
dr = —.
0 T 2

sinx
T

Megjegyezziik, hogy az ismert lim,_,q =1 egyenl0ség miatt min-

den R > 0 esetén az

SBL (2 #£0)

[0,R] >z +—
1 (x =0)

fliggvény folytonos, igy van értelme az

Iy = /R sinxcm
0

X

integralnak. Azt kell meggondolni, hogy limg .. Ir = 7/2. Az eléb-
biekhez hasonléan az Euler-osszefiiggéseket alkalmazva azt irhatjuk,

hogy

1 R T __ ,—x 1 Rew _ ] R1_—¢®
IR:—/ Ldmz— / ¢ dm—i—/ ¢ dr | =
21 Jo T 21 \ Jo x 0 T

1 Re®—1
— dx.
21 /—R z v
Legyen
"=l (0r:e0)
z
ICER L
? (z=0),

ekkor konnyen lathatéan az f : C — C fiiggvény differencialhato.
Tovabbé vildgos, hogy a @g(t) := Re® (¢t € [0,7]) komplex tuttal
2l =— [, f. Ezért

1Re"
—1 it

—2lp = / f (Re™)Rue® dt = 1R / T T ey,
0 0 R

ezt
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azaz

O ; T
Ip = — — _/ 1R(cos t+esint) dt = = — §p.
IV P

Mivel

17r
5<—/ :
|R|_206

/2 —2Rt/m m —-R
/0 e dt:ﬁ(l—e )—>O (R — +00),

R(cos t+usint)

L™ Rsint ™2 _Reint
dt:—/e s dt:/ e "ttt <
2 Jo 0

ezért a fentiek alapjdn valéban I — 7/2 (R — 400).

xiii) Legyen most )
sin® x

(0#£z€R)

1 (x =0).

Ekkor a ¢ fiiggvény folytonos, igy barmely R > 0 mellett
kiszamithatjuk a

R R gin?
Jr ::/ g(x) dx:/ M T e
~R

R a2

integralt. A ¢ péros fiiggvény, ezért Jp = 2 [ g(x) dx, ahol parcidlis
integralassal

dr =

/R (z)d sin’ R /R2Sinl’COSZL'
z)dr = — _—
0 g R 0

X

X.

sin? R E sin(2x)
_ n /0

sin® R n /2R sin x d
R 0

T

.2
Innen a xii) megjegyzést is figyelembe véve % —0 (R— +00)
miatt (1 g(z)dr — 7/2 (R — +o0), azaz Jp — 1 (R — +00)
kovetkezik. Azt kaptuk tehdat, hogy

+oo gin? 1
5 dr = .
—00 xXr
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xiv) Roviden emlékeztetiink a Fourier-transzformdlt definicidjara.  Le-
gyen ehhez az f : R — C figgvény abszolit integrdlhats (azaz
20 f ()| dt < +00), ekkor minden y € R esetén a

R>tw— f(t)e ™

fiiggvény is nyilvan abszolit integralhatd, ezért 1étezik (és véges) az

A o0

f@)=[ " fwerdy  (@eR)
integral is. Az el8bbi definicié alapjan nem meglepd, hogy az f(z)
(x € R) Fourier-transzformalt kiszamitasa soran komplex fliggvénytani
eszkozok is szerepet kaphatnak.

a) Legyen pl.
flx)=e"/* (z€R),

és mutassuk meg, hogy
flz)=v2m f(x)  (z€R).

Valoban, .
£(0) = / T2 gy = 2m = v/2r- (0).

—00

Ha 0 <x € R, akkor

~ +o00
flz) = / o~V /2. gy dy =

—00

/ T ) 2ma)2 gy a2, / T 22 gy,

Az utébbi integral kiszamitasdhoz legyen valamilyen 0 < a,b € R
esetén T az a téglalap a komplex sikon, amelynek a csicspontjai: +a,
+a+ab, ill. legyen ¢@ a T keriilete (az éramutaté jarasaval ellenkezé
koriiljarassal). Ekkor a Cauchy-féle alaptétel szerint

/ e 2y = 0.
Sp(a)

A T téglalap fiiggdleges (o', o{) oldalainak a z = +a + ot

(0 <t <b) pontjaiban

‘e—z2/2’ — o—a2/2,t%/2 < VP2, a2 (a — +00).
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fgy

< |b|6b2/2.e—a2/2 =0 (a — 400, j = 1’2)’

.2
/(a)e Z12dz
©j

ezért ,
. —22/2 . .
lim [D;G)e dz=0 (1=1,2).

a——+400

A T vizszintes oldalain (goga), gpia)) az integralok:

/ e 2dy = / " ety , / e *2dz = / " ety
(a) _ (a) _
P3 a P4 a

Kévetkezésképpen (a @@ irdnyitédsit is figyelembe véve)

.2
0= e *2dy =
Sp(a)

_,2 L2 L2 L2
/(a)e Z/2dz—/(a)e Z/zdz+/(a)e Z/2dz—/(a)e =2z,
Y1 P2 Y3 Pa

azaz

0= lim / e 20z = lim e 24t — lim e_(t+’b)2/2dt,
a—-+00 SO(a) a—-+00 —a a——+00 —a
amibél . )
/ e~ (tH0)%/2 1y Y o (tHb)?/2 gy

—00 a——+o0 J_g

a +o0 400
lim e t/2 gt = / e /2t = \/5/ e dt = V2T

a——+00 — 00

kovetkezik. Ha xz € R, és x < 0, akkor legyen a fentiekben b < 0,
és (értelemszerii médositas sordn) analég szdmoldssal jutunk ugyanerre
az eredményre. Tehat

+o0o
/ e~ W2 qy = \/or  (z € R),

—0o0

ezért f(z) = V2me /2 = /27 f(z) (z € R), amit bizonyitani
kellett.

b) A reziduum-tétel alkalmazédséra tekintsiik az

ft) = (t€R)
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fiiggvényt. Legyen x >0 és

12T
(&

F(z) =1is (£2 # 2 € C),

ill. r > 1 esetén ¢, jelolje azt a zdrt komplex gorbét (szintén
pozitlv korilljarassal), amelyet a [—r,r] szakasz (p.1) és az origd
kozéppontu, r sugary, az Imz > 0 (z € C) félsikban 16v6 félkor
(pr2) egyesitésével kapunk. Tehat

Ora(t) =t (—r<t<r), @)= re (0<t<m).

Ekkor a reziduum-tétel alapjan

/ F(z)dz:/SDHF(z)dz—i—/ F(z)dz = 2mures, F,

™ Pr,2

ahol az F fiiggvény -beli reziduuma: res, ' = e~*/(21). Ioy
/ F(z)dz =me™™.

Itt

< 7rr-max{|F(re“| 0<t< 7r} =

2t

/ F(z2)dz
Pr,2
eZCCTe

Wr-max{m:()ﬁtﬁﬂ'},

ahol a 0 <t < 7 helyeken

ez:vre” _ |gwr(cos t+isin t)’ _ pwrsint <1,
ill.
’1 +r2e?t > p? — 1.
Ezért
62{[7‘6’”: P
m-max{m:ogtgw}gr2_l—>o (r — +o00).

Ez azt jelenti, hogy lim, .o [, , F'(2)dz =0, azaz

me ¥ = lim F(z)dz = lim F(z2)dz =

r——+00 or r—-+00 ©r1
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XV)

rﬂm/ 1+ ¢2 _/m1+ﬂ t=J=o).

Azt kaptuk tehdt, hogy fly) = mev = me Wl (y <0). Az f fiiggvény
pdrossiga miatt az f fiiggvény is pdros, ill. f folytonosséga alapjan
f(0) = m, kdvetkezésképpen

~

f(z) = melal (x € R).

Az 1.2. vii) megjegyzésben bevezetett Blaschke-fliggvényekre utalva
(Id. még 1.2. xiv) megjegyzés) adott «, € K1(0) (n € N) paraméte-
rek mellett tekintsiik a

(I)n( 6Ozn H fozn -

1_an2 n—1 _
VI~ lowl N (z € K1(0),n € N)

l—a,z [y 1—z

fliggvénysorozatot, az un. Malmquist—Takenaka-rendszert. Nyilvan-
valé, hogy a @, (n € N) fliggvény raciondlis figgvény, azaz két
polinom hényadosa a K;(0) zart kérlemezen:

Qn(2)
R ()

:,/1—|an|2-;ij(z—ak) (2 € C)

utasitassal definidlt ),, polinom n-ed foku, az

e, (2) = (z € Ki1(0)),

ahol a

n

Ry(z) = [[(1 —ayz) (z € C)

k=0

hozzarendeléssel megadott R, polinom pedig legfeljebb (n+1)-ed fokd.
Az «, (n € N) sorozatot illetéen vezessiik be az alabbi fogalmat, ill.

jelolést:

m, =y 1 (n e N)

J=0,aj=an

(az «, multiplicitisa). Kovetkezésképpen az «y,...,a, (n € N)
szamok kozott az «,, szam my,-szer fordul el6. Vilagos, hogy ha pl. az
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ap-ek paronként kiilonbozoek, akkor m, = 1, ill., ha az «a,, (n € N)
sorozat konstans sorozat, akkor m,, =n+1 (n € N). Az R, polinom
gyOktényezés alakja ezért (valamilyen [ € N mellett) a kovetkezo:

z) = 1:[(1 — @, z)" (z € C),

ahol ay, ..., az ay, ..., 0y, szamok kozil a paronként kiilonbozdket
jeloli a maximaélis el6forduldsi 0 < s, ..., s; < n indexekkel (ha pedig
ar = 0 minden k = 0,...,n esetén, akkor R,(z) = 1 (2 € C).
A parcidlis tortekre bontas moddszerével ezért alkalmasan valasztott
b €C (p=0,...,01, ill. k=1,...,m,,) szdmokkal

l msp

P, (z) = R, j Z Z

pOkl

ill. az ap =0 (k=0,...,n) esetben ®,(z) = z" (2 € C). Megje-
gyezzik, hogy ugyancsak parcidlis tortekre bontéassal kapjuk a

(= € K:(0)),

ozspz)

Zms~1 (ay = 0)
Vs(2) == el LN (z € K1(0))
ch¢W$:gﬂ1—m@k(%#o)

elédllitast ¢y € C (s € Nk = 1,...,mg) egyiitthatékkal. Mindezt
egybevetve a fentiekkel azt mondhatjuk tehat, hogy

= i{)%ws(z) (z € K1(0)),

ahol N >r <n és ~,...,7 € C alkalmas paraméterek. Nyilvanvalo
tovabba, hogy ha n,s € N és n < s, akkor az o; (j = 0,...,n)
szdmok a @, fiiggvénynek legalabb m;-szeres gyokei, igy

oMY (a;) =0 (7=0,..,n).

Ezért a derivaltakra vonatkozo Cauchy-formula alapjan egytttal

(m;—1

)
s (Oéj) 1 (bs(z)
0= /sool ( %

(m; — 1)! 2m z— o)

o APRIA ot ) ,—1(m;—1)t
i/(@@k—ﬁ—i/<uwej,dﬁ

2 Jo (et —a;))™ T 2wJo (1 — ajet)™
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1 2w (my—1)t
/ (). <(6;> dt = (B, T;),
0

% 1-— a]ﬁlt)mj

ahol az I,G : K;(0) — C folytonos és minden z € K;(0) helyen
differencialhaté fuggvényekre

(F,G) = % /0 7 PG dt.

Vegyiik észre, hogy az elébbiekben (a ®; «—— F cserére gondolva)
egyuttal a kovetkezot is belattuk:

Fims=Y(a)

<F7¢j> = (mj—l)! (] EN)'
xvi) Megmutathatd, hogy
1 2 1 (n = S)
(@0, @) = 5- / O, () B, () dt = (n,s € N),
e 0 (n#s)

azaz a (®,,®,) skaldris szorzas értelmében a &,  (k € N) rend-
szer ortonormdlt. Fz ui. n # s (legyen pl. n < s) esetén az el6z6
(O, U;) =0 (j=0,...,n) megjegyzéshol és abbdl a ténybdl kovetke-
zik, hogy a ®,, fiiggvény a 1y, ..., 1, fiiggvények linedris kombinacidja:
Dy = Dm0 Wk, ezért

<(I>n> (I>s> = i Ve <¢k> (I)5> =0.
k=0

Ha viszont n = s, akkor — 1évén az e (¢t € [0,27]) pontok az
egységkor pontjai — |f,, (€| =1 (t € [0,27]), tehat

2 1—|an)? (2
dt = /
2T 0

1 2

1 —@,e*

€a, (€") dt.

1 2T
(@0, @) = — [
0

o7

Legyen o, = u, —w, (Un,v, € R,u? +0v2 < 1), ekkor

2
= 1 — (up + 2wy, )(cost +2sint)|* =

}1 —a,et
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(1 — uy cost + v, sint)® + (v, cost + u, sint)? =

1+u2 +v2 + 20, sint — 2u, cost =

Un . Unp
T+ + 02 +2y/u2 + 02 | ——L——sint — ————rcost | =
\Ju? + 2 \Ju2 + v2
1+ u2 +v2 +2¢/u2 +v2- (sint cosy, — costsiny,) =

1+u? +02 4+ 2y/u2 +02-sin (t —v,) = 14 2a,-sin (t —v,) + a2,

ahol 7, € [0,27) egy alkalmas ,sz6g”, a, := \/u2 4+ v2. Azt {rhatjuk
tehdt, hogy (a 2m-szerinti periodicitast is figyelembe véve)

/27r
0

2 m dt

t =
—r 14 2a,-sin (t —,) + a2

1

1 —@,e?

/W dt
—n 14 2a,-sint + a2
A | szokésos” x = tg(t/2) helyettesitéssel

2z 2

14227 dt = 1+:c2dx’

t = arctgxr , sint =

, 2a C qer s, ,
hat = n 16léssel b, < 1,
tehat a b, H—ag jeloléssel b, < 1, és

/7r dt /+oo 2 d
—_= Tr =
—r 14 2a,-sint + a? oo 1422+ 4da,x + a2(1 + 2?)

+00 2
dr =
/_oo (14 a2)a? +4da,z + 1+ a? v

2 /+°° 1 d
: ———dx
1+a2 Jooo 224+2b2+1
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2 /+°° 1 d
1+a2 Jooo (x+0b,)2+1-02

2 ./+OO 1 dx =
(L+a2)(1 =07) J=oo 1+ ((z+by)/\/1 —b2)*

T+ b, ]Jroo 27

2
(1+a2)y/1 - b2 J1—02) e (1+a2)/1-02

2 2 2T

. [arct g

I1—a2 1—u2—v2 1—]a,*

Kovetkezésképpen

1—la,|? f2r
<(I>m (I)"> - |a ‘ /
2T 0

2

1
dt = 1.

1 —@,e?

Azt mondhatjuk tehat, hogy a Malmquist—Takenaka-rendszer a
v, (n € N) fiiggvényrendszerbdl a fenti skaldris szorzatot alapul
véve a Schmidt-féle ortogonalizaciés eljarassal adodik. Specialisan, ha
a, =0 (n € N), akkor ®,(z) = 2" (2 € K;1(0),n € N), és az
el6bbi ortonormaltsag nem jelent mast, mint a klasszikus trigonomet-
rikus rendszer ortonormaltsigat:

1 2T
<(I>na (I)s> = 2_/ =9t gy = (n, s € N)
e 0 (n#s)

Megjegyezziik, hogy a valamilyen a € K;(0) paraméter mellett tekin-
tett (konstans) «, :=a (n € N) generdl6 sorozat esetén kapott
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fliggvénysorozat az un.  Laguerre-rendszer. Hasonléan, ha most
a, b€ K1(0), és

{a (n=2k (keN))

b (n=2k+1 (keN)),

akkor
U TR T A %+1 (keN
oo () liow) = ke
(I)n(z>:

\/1—|a|2‘<z—a>k'<z—_b>k (n=2% (keN))

1—az 1—az 1—0bz

(z € K1(0)) az un. Kautz-rendszer.

1.5. Nyilt leképezések, invertalas

Legyen valamilyen ¢ € C, R > 0 mellett f : Kr({) — C differencialhaté
figgvény, a € Dy, r > 0 pedig olyan, hogy

K,(a) ={2z€C:|z—a| <r} CDy.

Tegyiik fel, hogy f nem &llando fiiggvény. Ekkor egyértelmiien létezik olyan
0 < k € N ,kitevo”, amellyel f Taylor-sora a koriil a kovetkezo alak:

o () (g |
1= 1@+ 2 06—y e R@)

ahol f*)(a) # 0. Tehat

ke f(j)(a) i—k k
f(z) = fla) = (2 — a) 2 7 (z—a)) " = (2—a)'g(z) (z€ K. (a)),
és itt a o )
o) =3 Tt e K
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(k)
figgvény differencidlhaté, g(a) = fT(a) # 0. Ut6bbi miatt r-rol feltehetd,

hogy g(2) #0 (z € K.(a)). Mivel {z € C: |z —a| =r} kompakt, g pedig
folytonos, ezért a Weierstrass-tétel alapjan egy v € C, |v — a| = r mellett

p:=min{|f(z) — fla)|: 2€ C,|z—a| =1} =

r*.min{|g(2)| : z € C, |z — a| = 7} = F|g(v)| > 0.

Vélasszunk egy tetszéleges w € K,(f(a)) szamot, ekkor a fentiek szerint
minden z € C, |z — a|] =r esetén

ahol |f(a) —w| < p <|[f(z) = f(a)l, tehat

[f(a) —w| <[f(z) = fla)]  (2€C,|z—al=r).

Innen a Rouche-tétel alapjan az adédik, hogy K,.(a)-ban az f(z) —w =0
egyenletnek és az

f(2) = fa) = (= = a)’g(2) = 0
egyenletnek (multiplicitassal szdmolva) ugyanannyi megoldéasa van z-re néz-
ve. Mivel a

(2 —a)*g(z) =0

egyenletnek az a pont k-szoros gyoke, ezért K,.(a)-ban az

fz)=w

egyenletnek is k darab gyoke van, tehat k£ > 1 miatt legaldbb egy z € K,.(a)
helyen f(z) = w. Ez azt is jelenti egyittal, hogy a K,(f(a)) kornyezet rész-
halmaza f[K, (a)]-nak.

Tegytik fel, hogy 0 # U C Dy, U nyilt és b € f[U]. Ekkor alkalmas
a € U vélasztassal b= f(a) és U nyiltsdga miatt valamilyen r > 0 mellett
K,(a) C U. A fentiek szerint tehat K,(f(a)) C f[K.(a)] C f[U], tehat
K,(b) C f|U]. Ezért f[U] nyilt halmaz.

Egy g € C — C flggvényt nyiltnak neveziink, ha D, nyilt és minden
nyilt U C D, halmazra a g[U]| képhalmaz is nyilt halmaz. Az el6bbiekben
tehdt a kovetkez6 allitdst lattuk be (komplex nyilt leképezések tétele): a fenti
f fiuggvény nyilt leképezés.

Specidlisan, a most mondott tétel feltételei mellett f értékkészlete nyilt
halmaz. Ha f injektiv is, akkor f~! folytonos fiiggvény. Ui. barmely
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U c C, U nyilt halmaz esetén (f~1)"'[U] = f[U] nyilt halmaz, ami a
folytonossag nyilt halmazok 6sképeivel vald jellemzése alapjan valéban azt
jelenti, hogy f~! folytonos. Ha még valamely a € D; helyen az is igaz, hogy

f'(a) # 0, akkor f~' e D{f(a)} és (f™V) (f(a)) = (f'(a))”". Ehhez ui. azt
kell megmutatnunk (a hatarértékekre vonatkozé atviteli elv alapjén), hogy
tetszéleges f(a) #y, € Ry (n€N), lim(y,) = f(a) sorozatra

i (L2 (S0 ) = 725

Legyen ehhez z,, € Dy (n € N) az a sorozat, amelyre y, = f(z,) (n € N).
Ekkor x, #a (n € N) és f~! folytonossaga miatt

lim(z,) = lim (£~ () = £~ (f(a) = a.

Tehat

Ty — @

Lassuk be, hogyha a tételben szereplé [ fliggvény invertalhato, akkor
barmely a € Dy esetén f'(a) # 0. Ha ui. valamely a € D; mellett
f'(a) = 0, akkor a fenti k ,kitevére” k > 2 teljesiil. Mivel f folytonos,
ezért alkalmas 0 < o < r mellett f[K,(a)] C K,(f(a)). Ezért tetszoleges
r € Ky(a) esetén az f(z) — f(x) =0 (z € K,(a)) egyenletnek legaldbb két
gyoke van. Ugyanakkor f injektiv, ezért ezek a gyokok egybeesnek x-szel,
azaz az f(z) — f(r) =0 (2 € K,(a)) egyenletnek z legaldbb kétszeres
gyoke, igy

(f = f(@)) (x) = f'(x) = 0.
Tehat f"KQ(a) = 0, amibdl az kovetkezik, hogy f| Kgla) allandé figgvény. Ez
viszont ellentmond az f invertdlhatésaganak, tehéat valéban f'(a) # 0.

Vegyiik észre, hogy az elébbi okoskoddsban csak annyit hasznaltunk ki
[ invertdlhatosdgabol, hogy f, ., invertdlhaté. Ez motivélja a kovetkezd
definiciét: a g € C — C fiiggvény lokdlisan invertdlhato az a-ban (a € D),
ha van olyan K, (a) kornyezet, hogy g, ., invertdlhato.

Ha tehdt f lokdlisan invertalhaté a-ban, akkor f’(a) # 0. Nem nehéz
megmutatni, hogy mindez forditva is igaz. FEnnek a bizonyitasahoz ismét
a fentebb mondottakra hivatkozunk. Ha (az ottani jel6lésekkel) f’(a) nem
nulla, akkor k£ = 1, és (az elobbi p mellett) barmely z € K,(a) esetén az
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f(z) = f(x) =0 (2 € K,.(a)) egyenletnek pontosan egy megolddsa van:
z = x. Bz persze azt is jelenti, hogy f| Ky(a) injektiv, azaz az f fliggvény
a-ban lokalisan invertalhaté.

Igaz tehat a kovetkezd éllitas (komplex fiigguények lokdlis invertdlhato-
sdga): legyen valamilyen ¢ € C, R > 0 esetén f : Kgr(() — C, f € D.
Ekkor barmely a € Kgr(¢) pontot is véve f akkor és csak akkor lokdlisan
invertalhaté a-ban, ha f'(a) # 0.

Az eddigiek alapjan mér egyszertien addodik az aldbbi kévetkezmény (in-
verz fiigguény differencidlhatdsdga): az invertdlhaté f : Kgr(() — C fiigg-
vényrdl tegyiik fel, hogy f € D. Ekkor f~! € D. Valdban, az invertdlhat6sag
miatt f nyilvdn nem &llandé fiiggvény, ezért f~! folytonos. Tovabbd (ismét
csak az invertalhatdsag miatt) minden a € Dy esetén f lokalisan is invertal-

haté a-ban, azaz az elébbi allitas alapjan f’(a) # 0. Igy a kordbbiak szerint
[~ e D{f(a)}, tehat f~' differencidlhaté fiiggvény.

1.6. Feladatok

1° Legyen 0 # p € C. Lassuk be, hogy p akkor és csak akkor periddusa
exp-nek, ha p=2km (0#£k € Z)!

2° Mutassuk meg, hogy a sin, cos fiiggvények 27-szerint periodikusak!

3° Tekintsiink (a komplex szdamsikon) a valds tengellyel parhuzamos vala-
milyen ¢ C C egyenest, az L C C egyenes pedig legyen parhuzamos
a képzetes tengellyel. Mik lesznek az expl|f], exp[L]| képhalmazok?

4° Adott a € R esetén legyen
Co={z=zr4+weC:zcRa—nr<y<a+r}
Léssuk be, hogy a C, 3 z — e € C\ {0} leképezés bijekcié, aminek

az inverze « = () esetén a log fiiggvény!

5¢ Tetszoleges w,v € C komplex szamokhoz adjunk meg olyan z,u € C
komplex szamokat, amelyekkel sinz = w és cosu = v!

6° Legyen C*:={2€ C: Rez< 0}, ''={2€C:|z| =1} \{-1}, és

z—1

f(2) = (=1#2z€7Z).

Mutassuk meg, hogy
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70

80

90

10°

a
b

C

d

) f:C\{-1} — C\ {1} bijekcio;
1 1+w )
) [Tw) =1, (Q#weC);
) K1(0) 3 z+— f(z) € C* bijekcid;
) 'z f(2) € {w € C: Rew =0} bijekcid!
Hatérozzuk meg azokat a raciondlis tortfiiggvényeket, amelyek (eset-
leg 1-1 pont kivételével) a C* (1d. 6°) ,bal oldali” félsikot a nyilt
egységkorlemezre, a képzetes tengelyt az egységkorre, a

{zeC: Rez>0}

,jobb oldali” félsikot pedig a zart egységkorlemez , kiilsejére” képezik
le bijektiv médon! Lassuk be, hogy ezek pontosan azok az f racionalis
tortfliggvények, amelyek a kovetkezo alakuak:

(@#z€C),

Z+ «

f(2) =q =

a—z

ahol ¢, « € C, |g| =1 és Re a > 0.

A Cauchy-formula alkalmazéasaval szamitsuk ki az aldabbi vonalin-
tegralokat:

d z
2) [ = ;/@ = dx b)/ © d: (acCr>0)

®

Z2 /803

1

l\)l

1
2

Legyen o1 := @51, @2 := @1, Y3 = @41, Q4 = o2 ¢s adjuk meg az
dz
1 =1,2,3,4
Liya G=1239

vonalintegralok értékét!

Tekintsiik a @1 = Pp1, P2 1= 300%7 p3 = @1%’ ©q = @_1%7 ©5 = Vo2
koroket, és szamitsuk ki az

dz ,
Ajm (J=1,2,3,4,5)

vonalintegralokat!
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11° A derivaltakra vonatkoz6 Cauchy-formula segitségével hatarozzuk meg
a kovetkezo vonalintegrélokat:

2 TZ

) /m%dz : b)/@ (fol)zdz!

2

Nl

12° Adjuk meg azokat a ¢, € C (n € N) egyiitthatokat, amelyekkel

ezzicn(z—l)" (z€C)!

n=0

13° Igazoljuk a 2sin’z = 1 — cos(2z) (z € C) azonossdgot, és ennek
alapjan frjuk fel a sin? fiiggvény Taylor-sordt 0 koriil!

14° Legyen
1

(z=1)(z-2)

Allitsuk el8 az f fiiggvény 0 koriili Laurent-sorat a H; halmazon, ha

f(z):= (z € C\{1,2}).

H1 = Kl(O), H2 = KQ(O) \ Kl(O), H3 =C \ KQ(O)'

15° Fejtsik Laurent-sorba 1 koril az

224243
f2) = ——

z

(£1# 2z € C)
fliggvényt!

16° Tegyiik fel, hogy az f € C — C fiiggvénynek valamely a € C helyen
n-ed rendii pélusa van (0 < n € N). Mutassuk meg, hogy ekkor

1
( 1>'-lim F=(2),
n—1)! 2—a

res, f =
ahol F(z):= f(2)(z —a)” (2 € C)!
17° Szamitsuk ki res, f-et, ha

a) f(z):= =% (£1# 2 € C), a:=1);
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b) f(z):= zzi (2nm # 2z € C,n € Z), a:=2m);

¢) f(z) = j?’l)z (1#£2€C),a:=1)!

18° Hatarozzuk meg az alabbi vonalintegralok értékét:

s 1
a)/ ¢ —dz ; b)/ el/* dz;
po2 R P12

O [ sl ©<rg{13)),

23

d) L ey 0<r# !

19° A differencidlhats f : C\ {0} — C fliggvényrél tegyiik fel, hogy
2) = f(1/2) (0 # z € C). Mutassuk meg, hogy f(z) € R
€ C,|z| = 1), és az [ figgvény 0-koriili Laurent-sordanak a ¢,
€ Z) egyitthatoira ¢, =c_, (n € Z) teljesil!

f(
(z
(n

20° Az f € C — C differencialhaté fiiggvény esetén legyen valamely r > 0
mellett K,(0) C Dy, és f(z) €e R (2 € (—r,r)). Lassuk be, hogyha
cp-ek  (n € N) jelolik az f fliggvény 0-koriili Taylor-soranak az
egyiitthatoit, akkor minden n € N esetén ¢, € R és

fG&) =1k  (2€K(0))

Tegyiik fel tovabbda, hogy Re(f(z)) =0 (z € K,(0), Rez = 0), és
bizonyitsuk be az f(—z) = —f(z) (2 € K,(0)) egyenlGséget!

21° Legyen 0 < g < p, és igazoljuk, hogy

/2” dx B 2pm |
o (p+gceosz)?  (p2—q?)3?

22° Az 0 # a € R paraméter tetszoleges értéke mellett szamitsuk ki az

+too cos x
/ —— dx
0 a“+x

integralt!



2. fejezet

Differencialegyenletek

2.1. Szeparabilis differencialegyenletek

Egy m tomegi rakétat vy kezddsebességgel figgdlegesen fellovink. Tegyiik
fel, hogy a mozgds sordn a rakétdra minddssze két eré hat: a nehézségi erd
(jeloljiik « -val a nehézségi gyorsuldst) és a pillanatnyi sebesség négyzetével
ardnyos surléddasi erd (az ezzel kapcsolatos ardnyossagi tényezd legyen [3).
Mennyi ideig emelkedik a rakéta?

Ha v € R — R jelenti a sebesség-id6 fiiggvényt, akkor — feltételezve,
hogy v € D, D, nyilt intervallum és 0 € D, — a feladat matematikai mo-
dellje a kovetkez6 (1d. a fizika Newton-féle mozgastorvényeit): adott m, a, 3
pozitiv szdmok mellett olyan v fliggvényt keresiink, amelyre

(1) mv'(t) = —ma — Bv*(t) (t € D,).

Azt a T € D, ,pillanatot” kell meghatérozni, amelyre v(7T) = 0. Vilagos,

hogy (1) ekvivalens a kovetkezdvel:

(2) V() = —a <1 + iv%t)) (t € D,).

mao

Emlékeztetiink arra, hogy (arctg)’'(t) = ﬁg‘ (t € R), tehat barmely

¢ > 0 allandéval a p(t) := arctg(ct) (t € R) fliggvényre (az Osszetett
fiiggvény derivalasi szabdlya szerint)

P(t) =73 (t€R)

83
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Specidlisan a ¢ := y/#/ma vélasztassal

o(t) = \/m7 > (t € R).

A
mo

Ha tehat F' jeloli azt az Osszetett fliggvényt, amelyre

F(t) = so(v(t»:arctg( i-vm) (teD,),

mao

akkor

PO = ) vy = | — e,

« 2
14+ —ov(t
+ oY)

Kéovetkezésképpen (2)-t figyelembe véve azt kapjuk, hogy

(3) F'(t) = —\/% (t € D,).

Legyen G(t) := —\/%qﬁ (t € D,), ekkor G'(t) —\/% (t € D).

A (3) egyenl6séghdl az kovetkezik tehat, hogy F'(t) = G'(t), azaz

(4) (F—G)(t)=0 (teD,).

Mivel a v fiiggvény D, értelmezési tartomanya nyilt intervallum, ezért u. ez
teljesiil az F' — G figgvényre is. Igy (4) miatt alkalmas x € R konstanssal
F — G = k. Mas szoval igaz az alabbi egyenl6ség:

o(u(t)) = — %O‘.tm (teD,).

A v(0) = vy kezdeti feltétel miatt

k= (v(0)) = p(v) = arctg (\/% Uo) ;
(5) arctg ( %-v(t)) = — %-t+ arctg (\/% vo) (t € D).
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A o(T) =0 egyenléséghdl és (5)-bol (a t := T helyettesitéssel - figyelembe

véve,

2.1.

i)

i)

iii)

hogy arctg(0) =0) - az adddik, hogy

T = \/%- arctg (H%WO) .

Megjegyzések

A most vizsgalt feladat egy specidlis szepardbilis differencidlegyenlet.
Ez utébbi meghatarozasahoz tegyiik fel, hogy I és J egyarant egy-egy
nyilt intervallum, g : I — R, h: J — R pedig folytonos fliggvények.
A h fliggvényrol feltessziik tovabba azt is, hogy barmely = € Dy, helyen
h(z) # 0. Tekintsiik ezek utdn a kovetkezd feladatot: adjunk meg
olyan ¢ € I — J differencidlhaté fiiggvényt, amelyre D, C I nyilt
intervallum és

(%) ¢'(t) = g(H)h(p(t))  (t€Dy).

Ezt a feladatot szeparabilis differencidlegyenletnek nevezziik. (Gyakran
csak magat a (x) egyenléséget hivjdk igy.) Minden ilyen ¢ fliggvényt
megoldasnak neveziink.

Ha adottak a 7 € I,£ € J értékek, és az i)-beli ¢ figgvénytdl azt is
megkoveteljiik, hogy
TE Dgo s 90(7-> = 57

akkor az igy kiegészitett feladatot kezdetiérték-problémdnak nevezziik.

Mivel a h fiiggvény sehol sem nulla, ezért az i)-beli (x) egyenlGség igy
is irhaté:

(%)

=g(t) (teD,).
A feltételeink szerint g¢,1/h nyilt intervallumon értelmezett folytonos
fliggvények, ezért léteznek olyan

G:I—-R,H:J—R

differencidlhaté fiiggvények (primitiv figgvények), amelyekre G’ = ¢
és H' = 1/h. Vegyiik észre, hogy az Osszetett fliggvény derivalasaval
kapcsolatos tétel szerint (#x) a kovetkez6t jelenti:

(Hop)(t) =G'(t)  (te€Dy),
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iv)

azaz

(Hop—G)(t)=0 (t € D).

Ha tehat ¢ megoldésa a széban forgd szeparabilis differencidlegyenlet-
nek, akkor van olyan ¢ € R, hogy

H(p(t)) —=G(t)=c  (te€Dy).

Az 1/h fiiggvény nyilvan nem vesz fel 0-t a J intervallum egyet-
len pontjaban sem, igy ugyanez igaz a H' filiggvényre is. A de-
rivaltfiiggvény Darboux-tulajdonsdga miatt tehat H’' allandé eldjeli.
Ezért H szigoruan monoton fliggvény, kovetkezésképpen invertalhato.
A H™! inverz fiiggvény segitségével ezért azt kapjuk, hogy

o(t) = H Y (G(t) + ¢ (t € D,).

Ha 7 € I, € J, és a ¢ megoldés eleget tesz a (1) = £ kezdeti
feltételnek is, akkor iii)-ban & = H1(G(7)+c¢), azaz H(£) = G(1)+c,
ill.

c=H(S) - G().

Valasszuk G-t és H-t gy, hogy H(§) = G(1) =0, ekkor ¢ =0 és

p(t) = H ' (G(t)  (t€Dy).

A 2.1. feladat esetén tehat (1d. az ottani jeloléseket) az I :=J := R,

g(t):==—a, h(t) =1+ i—i (teR)

valasztassal egy szeparabilis differencidlegyenlethez jutunk. Legyen
7:=0, és & := vy, ekkor a

G(t) := —at, H(t) := \/? (arctg \/%t — arctg \/%vo) (teR)

fliggvények eleget tesznek a fenti kivanalmaknak. Mivel

H(t) = 1/%@ (\/%H— arctg\/%vo)
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\/%t + arctg %vo
o(t) = 1/%@ (arctg\/%vo - \/i%ﬁ) :

vi) A iii)-ban szereplé H~! inverz fiiggvény explicit megadésa a gyakor-
latban tébbnyire komoly nehézségekbe titkozik. Gyakran azonban (1d.
pl. a 2.1. feladatot) nem is a megolddsra, hanem olyan paraméterre
vagyunk kivancsiak, amely a megoldéas explicit ismerete nélkiil is meg-
hatarozhato. Egyébként | megelégsziink” a

(hacsak < %), igy ezekben az t pontokban

H(p(t) =G(t)=c  (t€Dy)

egyenlOség felirasaval.

vii) A szepardbilis differencidlegyenletek specidlis egzakt differencidlegyen-
letek. Legyen ezek értelmezéséhez tovabbra is I és J egy-egy nyilt
intervallum, a

g:IxJ—R,h:IxJ—R

fiiggvényekrdl pedig tegyiik fel, hogy folytonosak és 0 ¢ Rj;. Olyan
¢ € I — J differencidlhaté fiiggvényt kerestink, amelyre D, nyilt
részintervalluma [I-nek és

) oo gwel)

Azt mondjuk, hogy a most megfogalmazott feladat egzakt diffe-
rencidlegyenlet, ha az

IxJ 3 (z,y)  (g(z,y),h(z,y)) € R

leképezésnek van primitiv fiiggvénye. Ez utobbi kovetelmény azt je-
lenti, hogy egy alkalmas differencialhaté G : I x J — R fiiggvénnyel

grad G = (0,G, 0:G) = (g, h).

A (x)egyenléség 0 ¢ R, miatt azzal ekvivalens, hogy

g(z,(x)) + h(z, p(x))@'(x) =0 (z €Dy).
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Ha van ilyen ¢ fiiggvény, akkor az
Fx) =Gz, 0(x) (v €Dy)
egyvaltozos valds fiiggvény differencidlhaté és barmely x € D, helyen
F'(z) = (grad G(z, o(x)), (1, ¢'(x))) =

9z, 0(x)) + h(z, o(z))¢'(x) = 0.

Mivel Dp = D, nyilt intervallum, ezért F konstans fiiggvény, azaz
létezik olyan ¢ € R, amellyel

G(z,p(z)) =c (x € D,).

Amennyiben ¢-t0l azt is megkoveteljiik, hogy adott 7 € I,& € J
mellett tegyen eleget a ¢(7) = £ kezdetiérték-feltételnek is, akkor

¢=G(,¢)

kovetkezik. Mivel G -rél feltehetjiik, hogy G(7,&) =0, ezért a széban
forgd kezdetiérték-probléma (feltételezett) ¢ megolddsa eleget tesz a

(xx) G(z,p(x)) =0 (x € D,)

egyenletnek.

Vegytik észre, hogy (k%) szerint a fenti ¢ nem més, mint egy, a G
altal meghatdrozott implicitfiiggvény. A feltételek alapjan G € C?,
G(1,€) =0, tovabbd 0,G(7,&) = h(7,£) # 0, ezért G-re (a (7,€) he-
lyen) teljesiilnek az implicitfiiggvény-tétel feltételei. Kovetkezésképpen
van olyan differencidlhaté ¢ € I — J fuggvény, amelyre D, C I nyilt
intervallum, 7 € Dy, G(z,¢(x)) =0 (z € Dy), (1) =§, és

WGz, ¢(x) gz, ¥(x))

- 9G(x,¥(x)) h(z, 0 (z))

A ) fluggvény tehat megoldas. Mas szoval a széban forgd kezdetiérték-
probléma megoldhato és a megoldas(ok) a fenti (xx) implicitfliggvény-
egyenletb6l hatdrozhaté(k) meg. Megjegyezziik, hogy a szepardbilis
esettel kapcsolatban mondottakhoz hasonléan a (kx)-nak eleget tevo
p fliggvény , explicit” megadasa a gyakorlatban sokszor nem lehetséges.

V(x) =

(l’ € Dd’)
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viii)

ix)

A gradG = (g, h) feltételbdl a
81G =g, 82G =h

egyenldségek kovetkeznek. Ha g, h € D, akkor G € D?, {igy a Young-
tétel miatt

012G = a29 = 051G = Oih,

azaz ekkor a d,g = 01 h feltétel teljesiilése sziikséges az ,,egzaktsaghoz”.

Minden szeparabilis egyenlet egzakt is, ui. (Id. i), ill. ii)) az ottani
,,szereplokkel”

o) i) =~ el ye ),

és barmely 7€ 1, £ € J esetén a

T

G(x,y) = —/

T

v 1
tdt+/ ——dt rel,yeld
syine [t (@elyed)
fiiggvényre G € D, és gradG = (—g,1/h) igaz.

Az egzakt differencidlegyenleteket illetéen gyakran taldlkozhatunk az
alabbi jeloléssel is:

g(z, ) dz + h(z, ) dp = 0.

Allapodjunk meg abban, hogy a fenti szimbdélum ugyanazt fogja jelen-
teni, mint a vii)-beli (%) egyenléség. A dolog hatterében az &ll, hogy
(x)-ban ¢'(z) helyett Z—i-et, ill. ¢(z) helyett ¢-t irva ,rendezziik”
az igy kapott

dp  g(z,9)

dv — h(w,¢)

egyenloséget. Természetesen pusztan formai ,, manipulaciorol” van szo.

A feladatok kitlizését illetéen is gyakran az el6bbi megjegyzés
»szellemét” kovetik, sot, a legtobbszor pusztdn a viii)-ban szerepld
g(x,)dx+ h(x,p)dp =0 ,egyenlet” alakjdban van megfogalmazva a
feladat. Minden ilyen esetben tegyiik ezt ,teljessé” az I, J, g, h alkal-
mas megvalasztasaval. Tekintsiik pl. az

(22 —@)dr —2dp =0



FEJEZET 2. DIFFERENCIALEGYENLETEK 90

egyenletet. A fenti megallapoddsunk szerint ezen a

Pla)=—"——  (zeD,)
egyenldséget értjitk. Legyen pl. I := (0,4+0), J := R,
g(z.y) =y —2a® hlzy)=2  ((z,y) €IxJ).
Az igy definidlt g, h fiiggvények differencialhatdok, 0 ¢ Ry,
Ohg(w,y) =1=0h(z,y)  ((z,y)elxJ),

azaz teljesiil az egyzaktsag vii)-beli szitkséges feltétele. Kénnyen meg-
gyozddhetiink arrdl, hogy a szoban forgd egyenlet egzakt, azaz a

(g,h) : I xJ—R?

leképezésnek van primitiv fiiggvénye. Ilyen ui. pl. a

LL’3

G(x,y) = zy—§ ((x,y) e I x J)

fliggvény. Az egyenletiink megoldéasait tehat az

1'3

rp(r) — 3 c (z € Dy)
egyenléséghdl nyerjiik alkalmas R¢ 3 c-vel. (Nem nehéz meggondolni,
hogy jelen esetben R¢e = R, igy barmely ¢ € R valaszthat6.) Ezért

pl. a

2 ¢

o(x) = 3 + p (x € (0,400))

fliggvény megolddasa az egyenletiinknek, amit egyszeri behelyet-
tesitéssel ellendrizhetiink:
2r ¢ o(z) — 22
/ _ —
@(I)—?—?——7 (z € (0,400)).

Ha valamely ¢(7) = & kezdeti feltételt is kitiiziink, akkor a feladat
steljessé” tevése soran a 7 € I, £ € J feltételre is tigyelniink kell. A
példaként most megoldott egzakt egyenlet mellett tekintsiik mondjuk
a p(—1) = 0 kezdeti feltételt. Ekkor az el6bbi I intervallum helyett
legyen I := (—00,0), a fenti g, h fliggvényeket pedig értelmezziik



FEJEZET 2. DIFFERENCIALEGYENLETEK 91

ugyanazzal az el6irdssal, de (0,400) X R helyett a (—00,0) x R hal-
mazon. Az el6bbi szamolas formaélis megismétlésével az 1j egyenlet

113'2

o) =2+ 5 (z€(-00,0), cER)
3

megoldasait kapjuk. Ezek koziil a kezdeti feltételnek is az tesz eleget,

amelyre ¢(—1) =1/3 —c¢ =0, azaz, amikor ¢ = 1/3. A kezdetiérték-

probléma (egy) megoldasa tehat a

_x3+1
3z

() : (z € (=00,0))

fliggvény.

Ha a vii)-beli (x) feladat nem tesz eleget az egzaktsag feltételeinek, ak-
kor esetenként alkalmas ekvivalens atalakitasokkal , az egyenlet egzakt
alakra hozhaté”. Ezek kozil az atalakitasok koziil az un. multiplikdtor
maodszer a kovetkezot jelenti. Tegyiik fel, hogy a p: I x J — R diffe-
rencidlhaté fliggvény (pl.) minden helyen pozitiv. Ekkor (x) nyilvéan
ekvivalens a
: 9(z, p(x)) p(z, o(x))
¥'(x) Wz o) il o(2)) (z € D)

egyenléséggel (azaz a g, h és a g-u, h- p figgvények is a () feladatot
hatérozzdk meg) és az egzaktsdgnak a vii) megjegyzésben megfogalma-
zott sziikséges feltételéhez a

O2(g- 1) = g- opt + - Dog = 01 (h p) = h- Ovpu + pi- i b

egyenlOoségnek kell teljesiilnie.  Ez valdjaban egy , parcidlis dif-
ferencidlegyenlet” a pu-re nézve, amelynek a megoldasa altalaban
lényegesen bonyolultabb feladat, mint az eredeti. Szamunkra elegendo
viszont csupan egyetlen ilyen pu-t kiszdmitani, ami gyakran konnyen
vezet célhoz abban a specidlis esetben, amikor a u fliggvény valdjadban
egyvaltozds: alkalmas m € R — R differencidlhaté fliggvénnyel az
alabbiak egyike valésul meg:

m(x)
w(z,y) = m(y) (x,y,zxy € Dy)

m(z *y)
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(ahol * az Osszeadds, kivonds, szorzds vagy osztds valamelyikét jeldli).
Tekintsiik pl. a

(37 + 639 + 3¢9?) dv + (227 + 3xp) dp = 0
feladatot, amit , teljessé” téve legyen pl. I :=J := (0,400), ilL
g(z,y) =3z + 62y + 39>, h(z,y) =22 +3zy ((z,y) €l xJ).
Ekkor g, h € D,0¢ R, de
Ohg(x,y) = 62 + 6y # O1h(x,y) = 4z + 3y (x,y) eI x J).
Ugy tlinik, hogy az egyenletiink nem egzakt, de pl.
m(z) == x (x € (0,+00))
egy megfelelé multiplikdtor. Valéban, a (formélisan z-szel vald szorzés
utédn ad6do)
(322 + 622 + 3x¢?) dz + (22° + 32%p) dp = 0
egyenlet mar egzakt és ekvivalens a kiindulasival. Ekkor tehat
glx,y) = 322 +622y+3zy® , h(z,y) :=224+32%y ((z,y) €I xJ),

és Oag(z,y) = 62% + 6zy = 01 h(x,y), a

3 2,2
G(z,y) = 2* + 223y + L

((z,y) e I xJ)
fiiggvényre pedig G € D és gradG = (§,h) teljesiil. A kiindulési
egyenletiink ¢ megoldasait ezért az

32°* ()

x3+2x3gp(z)+T:c (r€D,, ceRa)

egyenloségbol kapjuk. Oldjuk meg pl. a fenti egyenletre vonatkozé
(1) = 2 kezdetiérték-problémat. Ekkor

3p?(1)

¢ =1+ 2p(1) + =

=11,
tehat egy megoldas a
3220%(x) + 42’ p(x) +22° —22 =0  (z € D,)

egyenloségbol szamithato:

=227 + Vdat — 623 + 66
B 3T

o(z) (0<z<?2).
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2.1.1. Feladatok

1° Hatarozzuk meg az alabbi szeparabilis differencidlegyenletek egy-egy
megoldasat:

s ,
a) 90 (t) (1 4 90( ))2 (t € Dw);
b) () = o(t) + ¢2(t) (€ D,);
¢) ¢(t) = POt (teD,),
Q) ()= L0 -2l ep),
o o) =20 e,

f) ¢'(t) = () +3p(t) =4 (t € D,)!

2° Adjuk meg a kovetkezo kezdetiérték-problémak egy-egy megoldasat:

/ t(1+t¢
2 ) = Sy ¢ € Do)y Pl = L
b) ¢(0) = 1+¢(t) (tED,). 9(0) =0
Q) () =o—204(t) (t€D,), 9l0) = 1;
d) ¢'(t) = #ﬁ)ﬁp@) (teD,), (1) =1;

3¢ Alkalmas 1j fliggvények bevezetésével mutassuk meg, hogy az aldbbi
d.e.-ek ekvivalensek egy-egy szeparabilis d.e.-tel, és oldjuk is meg Gket:

a) () =sin(t + (1)) (t € Dy);

b) /(1) = \/o(t) =2t (t € Dy);

o ¢ = E +y1- &y ep,)
d) /(1) = (2t —p(t) + 1) (¢ € D,)

1y 1 - 2 .
e) ¢ = gt~ 17 (EEDy);
f) ¢'(t) =2p(t)+t+1 (t€D,);
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—2(2t + 3p(t))? (t € D,);
U(at+bp(t)+c) (t € D,), ahol ¥ € R — R, a,b,c € R!

g) (1)
h) /(1)

4° Legyen 7,& € R. Mik a

() =le®)]  (te€Dy), p(r)=¢

kezdetiérték-probléma megoldasai?

5¢ Oldjuk meg az alabbi egzakt differencidlegyenleteket:

a) 2zpdr+ (2 4+ 1)dp = 0;

b) p(1+ zp)dz + (220 + ¢ + ) dp = 0;
c) 2z +¢)dr+ (x — 2p)dp = 0;

d) (1 + ¢?sin 2z)dx — 2p cos? x dp = 0!

6° Milyen R 2 A-ra lesz egzakt a
(322 4+ @) dx + Mp(x —2) dp =0

egyenlet? Mik a megoldasok ekkor?

7° Hatarozzuk meg a kovetkezo kezdetiérték-probléméak megoldasait:

a) (2x4p+1)de+ (z+39+2)dp =0, ©(0) =0;
b) (2zp + 3¢?) dx + (22 + 6xp — 2p) dp , (1) = —1/2;
c) 2z +p)dr+ (z—2p)dp =0, ¢(1) =1;

d) 32?dr+e?dp =0, ¢(0) = 0!

8? Keresstink multiplikdtort az aldbbi egyenletek egzaktta tételéhez, és
oldjuk is meg 6ket:

2?2+ * + ) dr + zpdp = 0;
22 —1—)dr+ zdp = 0;

a
b
c

d

o — 2%0?) dr + x dp = 0;

) (
) (
) (
) (p+Inz)dr —xdp = 0!
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2.2. Linearis differencialegyenletek

Képzeljik el, hogy valamely (pl. radioaktiv) anyag bomlik. A bomldsi sebesség
egyenesen ardnyos a méq fel nem bomlott anyag mennyiségével. A bomlds
kezdetétdl szamitva mennyi idd alatt felezddik meg” az anyag (azaz bomlik

el a fele)?

Jeloljik m-mel (R © m > 0) az anyag eredeti mennyiségét, ¢(t)-vel a
t (€ R) id6pillanatban még el nem bomlott anyag mennyiségét. A ¢ : R — R
fiigvényrdl tegyiik fel, hogy differencialhaté. Ekkor a bomldsi sebességet
matematikailag a kovetkezOképpen , foghatjuk meg”. Legyen t,At € R,
At > 0. A [t,t + At] id6-intervallumban elbomlott anyag mennyisége nem
mas, mint ¢(t) — ¢(t + At). Az ,atlagos bomlasi sebesség” tehdt a vizsgélt
id6-intervallumban

o(t) — ot + At) ot + At) — ¢(t)

At At

Ez az atlagos bomlasi sebesség annal jobban jellemzi a t pillanatbeli hely-
zetet, minél kisebb a At valtozas. Matematikailag tehat jél modellezi a
, bomlasi sebességet” a t pillanatban a

ot + At) — ¢(t)

, t) — o(t + At . '
i, M = M =

hatarérték, azaz a ¢ fliggvény t-beli derivaltja. A feladatbeli ardnyossagi

tényez6t jeloljiikk a-val (ahol tehdt 0 < a € R). Ekkor a matematikai mo-
delliink a kovetkezo:

(6) ¢(t) = —ag(t)  (t€R).

Vildgos, hogy ¢(0) = m. Azt a T idépontot keressiik (ez az in. felezési idd)
amikor ¢(T") = m/2. Figyelembe véve a logaritmusfiiggvényre vonatkozé jol
ismert In'(z) = 1/ (x > 0) dervaldsi szabdlyt azt kapjuk az F(t) :=
In(o(t)) (t € R) fliggvényre, hogy

F(t) = ‘;((f)) (t € R).

A (6) egyenldségbdl tehat
F'(t) = —a=G'(t) (teR),

ahol most G(t) := —at (t € R). A 2.1. feladatban ldtottakkal analég
modon innen az kovetkezik, hogy alkalmas ¢ € R konstans mellett

In(¢(t) = —at+¢  (t€R).
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Ugyanez mésképp kifejezve ¢(t) = e®-e " (t € R). Mivel ¢(0) = m, ezért
c = Inm, tehat
P(t) = me™ (t € R).

A T definiciéja alapjan

azaz e~*T = 1/2. Innen

2.2. Megjegyzések

i) A radioaktiv bomldst leiré 2.2. feladat egy specidlis linedris diffe-
rencidlegyenlet. Legyen ez utobbi megfogalmazasdhoz I C R egy
nyilt intervallum, g,h : I — R pedig legyenek folytonos fliggvények,
és tekintsiik az alabbi feladatot: olyan differencialhato ¢ € I — R
figgvényt keresiink, amelyre D, C I nyilt intervallum, és

(+) P'(t) =gt)pt) +h(t)  (teD,).

Ezt a feladatot (néha csak magat a (x) egyenldséget) linedris differen-
cidlegyenletnek nevezziik. Minden ilyen ¢ fiiggvény a széban forgo
linearis differencidlegyenlet megolddsa.

ii) Ha az i)-beli feladatnak 6 is és 1 is megoldasa és Dy N D, # (), akkor

(6 =)' (t)=gt) (0(t) —¢(t)) (£t €DyNDy).

Vegyiik észre, hogy a 6 — 1 fliggvény megolddsa annak a linearis
differencidlegyenletnek, amelyben h =0:

(%) P'(t) = g(t)p(t)  (t€Dy).

Ez utobbi feladatot homogén linedris differencidlegyenletnek fogjuk ne-
vezni. (Ennek megfeleléen a széban forgd linedris differencidlegyenlet
inhomogén, ha a benne szereplé h fiiggvény vesz fel 0-tél kiillonbozé
értéket is.)
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iii)

iv)

Legyen G : I — R olyan fiiggvény, amely differencialhat6 és G' = g
(a g-re tett feltételek miatt ilyen G primitiv fiiggvény van), akkor a

wo(t) := eG®) (tel)

(csak pozitiv értékeket felvevd) fliggvény megoldasa az el6bb emlitett
homogén linedaris differencidlegyenletnek. FErrol egyszerti behelyet-
tesitéssel meggyozddhetiink:

po(t) = G'(£)e“Y = g(t)polt)  (t € 1)

Tegyiik fel most, hogy a x : I — R fliggvény megoldasa a szoban forgd
(#*) homogén linedris differencidlegyenletnek:

X'(t)=gt)x(t) (el

Ekkor a differencidlhato % : I — R fuggvényre azt kapjuk, hogy
barmely ¢ € I helyen

(1)’ (1) = XOo(®) ~ x(B)eh(t)

2]

w5 (t)

g()x(t)po(t) — x(t)g(t)po(t)
og(t)

azaz (lévén [ nyilt intervallum) egy alkalmas ¢ € R szdmmal % =c.

=0,

Mas széval, az illeté homogén linedris differencidlegyenlet tetszéleges
X : I — R megoldasa a kovetkezo alaku:

X(t) = cpolt) (L €),

ahol ¢ € R. Nyilvan minden ilyen x fiiggvény — konnyen ellenérizhetd
moédon — megoldasa a mondott (#*) homogén linedris differencidl-
egyenletnek. (Ezzel ezeknek a megoldasat el is ,intéztik”, igy a
tovdbbiakban mar elég csak az inhomogén egyenletekre szoritkoznunk.)

A iii) megjegyzés alapjan a ii)-beli 6,1 : I — R megoldasokra azt
kapjuk tehat, hogy egy alkalmas ¢ € R szammal

0(t) —(t) = cpo(t) (L)

Mutassuk meg, hogy van olyan differencialhaté m : I — R fiiggvény,
hogy az mp, fiiggvény megolddsa a most vizsgélt (inhomogén) linedris
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vi)

differencidlegyenletnek (az dllanddk varidldsinak a mddszere). Ehhez
azt kell , biztositani”, hogy (meg) = gmpo + h, azaz

m’ oo + mpy =m'po + mgpe = gmpe + h

és kézenfekvd atalakitas utan innen sziikséges feltételként az adddik
m-re, hogy

Ilyen m fliggvény valéban létezik, mivel a % : I — R folyto-
nos leképezésnek van primitiv fiiggvénye. Tovabba — az elébbi rovid
szamolas ,, megforditasabol” — azt is belathatjuk, hogy a h/pq fiiggvény
barmely m primitiv fliggvényét véve, mypy megoldas.

Osszefoglalva az eddigicket azt mondhatjuk, hogy a fenti linedris dif-
ferencidlegyenletnek tetszoleges ¢ : I — R megoldasa egy alkalmas
R 3 c-vel

p(t) = (c+m(t)po(t)  (tel)

alakban irhaté. S6t, az itt szereplé ¢ € R béarmely megvélasztasaval
megoldast kapunk. FEzt megint csak egy egyszerli behelyettesitéssel
ellendrizhetjiik:

() = m'(t)po(t) + (c+ m(t)) po(t) =

h(t)
®o(t)

wo(t) + (c+m(t) g(t)polt) = g(D)p(t) + h(t) — (t ).

A iv), v) megjegyzéseket figyelembe véve a kovetkezék adédnak: legyen
M:={p: T =>R:(t) =g(t)p(t) +h(t) (tel)},

Myi={p: I—=R: () = gt)elt) (t €D}

Ekkor M, = {cpo : ¢ € R} (azaz algebrai nyelven mondva az M,
halmaz 1-dimenziés vektortér), és

M =mypo + M, = {p+mpy: ¢ € My}

Itt mep, helyébe barmely ¢ € M (n. partikuldris megoldds) irhato.
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vii) Legyen 7 € I,¢ € R és a fent vizsgélt linedris differencidlegyenlet
¢ megoldasatol koveteljitk meg azt is, hogy (1) = € (kezdetiérték-
probléma.) Ekkor (1d. iii), ill. v))

=20 () = p(r)e=6 —m(r) = €66 — m(r).

Ha G(7) = m(7) = 0 (ez feltehetd), akkor ¢ = &, igy a széban forgd
kezdetiérték-probléma megoldasa:

p(t) = (E+m(1) e (tel).

A most mondott G, m fliggvényeket integralfiiggvényekként allitva elo,
amikor is

ct)= [ gy mip) = [ 20

vo(z)

dz (tel),

azt kapjuk, hogy

olt) = (4 [ haye Ko ar)ela@e ;e )

Musztracidképpen alkalmazzuk a most kapott eredményt Fourier-
transzformalt kiszamitdsara. Tekintsiik példaként az f(t) = e "
(t € R) fiiggvényt. Ekkor

fl(t) = =2t = —2tf(t)  (t€R).

Ha valamely (abszolit integrdlhatd) g : R — R fiiggvény esetén

+0o0o
j@) = [ “gemdr (@eR)
a ¢ fuggvény Fourier-transzformaltja, akkor

~ +oo
Fi(z) = / Fe @ dt= lim [ ()" dt =

—00 r—-+oo J_p

tim_ (e = (=) [ pedr) =

wf(z)  (reR),
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mivel
: —rxr __ : _ wmrxr — : —T‘z. T —
i J0)7 = i J(r)e = T e e =0
Tovabba
., L f(x + h) . f(x) L +o00 e—tlath) _ o—itw
(/) (@) = lim . —lm [0 dt

+o0 e—zth/2 _ ezth/2
: —utx ,—1th/2 —
}111_):(% . f(t)e ""e — dt
. +oo o sin(th/2) . +oo
. wx —ith/2 —
Z}lllir(l) . tf(t)e ""e ) dt Z}lllir(l) . fn(t)dt,

ahol f,(0):=0 és

fa(t) = tf(t)e Hmerth/2. % (0#teR).

Nyilvén |fu(t)] < [t]-[f (1) = [t]e™" (t € R), ilL

“+00 “+00 5 “+oo 2
/ |fh(t)|dt§/ |t|e™ dt:2/ te " dt =1
—00 —00 0

miatt az f, fliggvény is abszolit integralhaté. Nem nehéz meggon-

dolni, hogy
+oo

lim [ fult)dt = / - lim fi (1) d.

h—0J 00 —00

J’_

Ui.
lim fu(t) =t (@ €R),

és tetszOleges r > 0 esetén

‘/_:O fult) dt_/;“tf(t)e_mdt‘ -

ar< [l sy

e - = -

[ - epwe 2

/_: |t]- f(2)- !e_”h/2. % — 1| dt+4/r+oo tf(t) dt.

Ha e > 0, akkor van olyan r, hogy [°tf(t)dt = [T te " dt < e.
Ugyanakkor minden t € [—r,r| helyen
omithz, SIR(Eh/2) | sin(th/2)
(th/2) (th/2)

e, Sn(th/2) 1‘ "

<
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1 2
% B COS(th/2)’ + [sin(th/2)| <
in(th/2
% - 1} + |1 — cos(th/2)| + [sin(th/2)| .
Mivel ‘
lim 12 1] = 1im |1 — cos z| = lim [sin x|,
z—0 T 20 S

ezért alkalmas § > 0 mellett

sin x

. —1’<5, |l —cosz| <e , |sinz|<e (0 < |z| < 9).

gy 0 < |h| <25/ esetén |th|/2 <& (t € [—r,r]), tehét

|e_”h/2- sin(th/2) .
(th/2)

< 3e.

Innen azt kapjuk, hogy
+00 +00
’/ fa(t) dt —/ tf(t)e ™ dt' <
+0o0

65/ te™" dt +4e = Te (0 < |h| <2§/7).
0

Ha tehdt f.(t) :=tf(t) (t € R), akkor

~ +oo

(f)(x)=—lim [ fu(t)dt =

h—0 —00

+oo —
— / tf(t)e " dt = —ifu(z)  (z € R),

—00

ezért

~

(/) (z) = —fu(x)  (x€R),
és f'= —2f, miatt

~

Ji@) = wf(a) = ~2fi(x) = —2(f)(x) (¢ €R).

Més széval
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viii)

~

ami f-ra nézve egy homogén elsérendu differencidlegyenlet. Ennek
minden megolddsa a fentick szerint ce™/* (z € R) alakq, alkalmas
o € R egyiitthatéval. Mivel f(0) = [T e Pdt = /7, ezért o = /7,
ezért

flz) = Vre™/"  (z€R).
Jegyezzitk meg, hogy ha h(t) := e /2 (t € R), akkor h(t) = f(t/v/2)
(teR),ill.

i) = [ VDt =3 [ fee =
V2f(V2x) = V2me " ? = \2rh(x) (x € R).

Sot, legyen a g : R — R abszolit integralhaté fiiggvényre
1) = —— [ gt dt (reR)
xTr) = e X )
I 21 J - g
akkor nyilvan § = §/v/2n, ezért h=h (1d. 1.4. xiv) megjegyzés).

A fentiekben térgyaltakhoz hasonléan , kezelhet6” a kovetkezé feladat
(dllando egyiitthatds linedris differenciaegyenlet). Legyen adott ehhez
a0#qgeR szdmésaz a, € R (n € N) sorozat. Hatdrozzunk meg
olyan z, € C (n € N) sorozatot, amely eleget tesz az aldbbi rekurziv
Osszefiiggésnek:

(*) Tp41 = Ty + Ay (n < N)
Ha a, =0 (n € N) (homogén egyenlet), azaz
(**) Tpt1 = 4Ty (n < N)7

akkor kiilonosen egyszerii a feladat (ekkor egy mértani sorozatrdl van
sz6). Ti. vildgos, hogy a &, := ¢" (n € N) sorozat eleget tesz (sx)-
nak, tovdbba ugyanez igaz barmely « € C esetén az «f, (n € N)
sorozatra is:

api1 = aq" = qaq" = qa&,  (n€N).

Ugyanakkor nem nehéz beldtni, hogy ha x, € C (n € N) a (*x)
egyenlet megoldasa, akkor van olyan « € C, amivel z,, = &, (n € N).
Valéban, legyen

Tn

Y = 6 q "z, (n € N).
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ix)

Ekkor
1

Yni1 = q " g1 = 5q‘”qxn =y, (neN),

ezért az y, (n € N) sorozat konstans-sorozat: y, = yo = xo (n € N).
Kovetkezésképpen az « := xy valasztassal =, = £y, = &, (n € N).

Vegyiik észre, hogy ha az x,,z, € C sorozatok eleget tesznek a viii)-
beli (%) egyenldségnek, akkor az z, —z, (n € N) sorozat megoldasa
az elébbi (x*) homogén egyenletnek:

Tptl — Znil = qTn + @y — (@20 + apn) = q(z, — 25) (n € N).
A viii) megjegyés szerint tehat egy o € C egyiitthatdval
Tp — 2p = &, (n € N).

(Nyilvén elegendé mar csak azzal az esettel foglalkozni, amikor legalabb
egy N 3 n-re a, # 0 (inhomogén egyenlet).) Léssuk be, hogy ekkor
alkalmas ¢, € C (n € N) sorozattal a z, := ¢,§, (n € N) sorozat
megoldésa lesz a (%) egyenletnek. Ti. (behelyettesités utan) ez azzal
ekvivalens, hogy

Cn-i—lgn-i-l - Cn+1qn+l - qcn&n +a, = qun—i-l + ay, (TL S N)>
ezért
(% % %) Cni1 =Cn +q "y, (n € N).

Vildgos, hogy tetszéleges ¢y € C megaddsaval a (x * %) egyenlGség
egyértelmiien meghatérozza a ¢, (n € N) sorozatot:

n—1 —1
a
Cn:Co—i‘Z(Ck_H—Ck):CQ—'—Zk—_]T_l (HEN)
k=0 k=0 4

Az igy megvélasztott z, (n € N) sorozattal a z, + a&, (n € N)
sorozat tetszileges a € C mellett eleget tesz (*)-nak:
21 T &1 = q2p +ay + g, = Q(Zn + agn) + ap (n S N)

Megjegyezziik, hogy (* * *) alapjén a ¢, (n € N) sorozat annak a
viii)-beli (x) rekurziénak tesz eleget, amikor g = 1, és a,-et ¢~" 'a,-re
(n € N) cseréljiik. Specidlisan, ha ¢ =1, és az a,, (n € N) sorozat
konstans sorozat: « € R, a, = a (n € N), akkor az el6bbiek szerint

Cn = Co + na (n e N)

egy un. szamtani sorozat.
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x)

xi)

Az elobbi jeloléseket megtartva azt kaptuk tehat, hogy a széban forgo
allando egyiitthatés linearis differenciaegyenlet megoldasai a kovet-
kezok:

Tn = Cnq" + aq"” (o € C,n € N).

Ha valamilyen § € C mellett eléirjuk az zy = B kezdeti feltételt is,
akkor (pl.) ¢ :=0 esetén

B=xg=ch+a=«

miatt
T = qun + ﬂqn (n € N)

Tekintsiik pl. az

1
$n+1:§l’n+1 (HEN),LE():l
kezdetiérték-feladatot. Most tehat ¢ = 1/2,a, =1 (n € N), f:=1
és a cg = 0 valasztassal

Ezért

xn:(2"+1—2)2—n+2—n:2—2in (n € N).

Nem foglalkozunk &ltalaban differencidlegyenletekkel, csupan az
aldbbiakat jegyezzilk meg. Mi a kozos a 2.1., 2.2. feladatokban?
Egyrészt mindkettoben egy olyan ,,egyenletet” kell megoldani, amely-
ben az ,ismeretlen” egy differencidlhato egyvéltozos fiiggvény; az il-
let6 egyenletben a keresett fiiggvény elsé derivaltja szerepel; mind a
két egyenlet ,explicit” az emlitett derivaltfliggvényre nézve. Minde-
zek ,,benne vannak” a kovetkezd, eléggé tag keretek kozott megadott
értelmezésben. Legyen ti. I, J C R egy-egy nyilt intervallum. Tegyiik
fel, hogy az f: 1 x J — R filiggvény folytonos, és tlizziik ki az aldbbi
feladat megoldasat:

hatdrozzunk meg olyan ¢ € I — J figguényt, amelyre igazak a
kovetkezo dllitasok:
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xii)

1° D, nyilt intervallum;
2° e D
30 ¢'(@) = f(t,o(x)) (x€Dy).

A most megfogalmazott feladatot explicit elsérendi kozonséges diffe-
rencidlegyenletnek nevezzik, f az ,egyenlet” jobb oldala. Ha adottak
a 1€l &€ J szamok, akkor a fenti ¢ figgvény 1° — 3° mellett
tegyen eleget a

4° 1 €D,, és (1) =¢

kikotésnek is. Az igy , kibovitett” feladat egy an. kezdetiérték-probléma
(vagy Cauchy-feladat). A fentieknek eleget tevé barmely ¢ fliggvény
a differencidlegyenlet (kezdetiérték-probléma) megolddsa. A most de-
finidlt (in. 1-dimenziés) Cauchy-feladat ., tobbdimenziés” valtozatanak
a megfogalmazasahoz tekintsiik valamilyen n = 2,3,... mellett a
Je CR (k=1,..,n) nyilt intervallumokat és legyen

Ji=J X Jy X ... X Jy,

ill. f:IxJ— R" folytonos fiiggvény. Ekkor az 1°— 3° feltételeknek
eleget tevo ¢ € I — J fiiggvény megkeresésére vonatkozo fenti feladat
egy explicit elsérendi kozonséges differencidlegyenletrendszer. Ha az
f koordinata-figgvényei fi,..., fn, a ¢ megoldaséi pedig a @1, ..., o,
figgvények, akkor a ¢'(x) = f(x,¢(x)) (x € D,) egyenlOség
,koordindtas” alakban felirva a kovetkezo egyenletrendszert jelenti:

(@) = filz,01(2), ..., ¢a(2))
@) = Al@e@)...e@)  (@eD,).
on(@) = falz,01(z), ..., ou())
Specidlisan legyenek adottak a folytonos
ap: I —-R (i,k=1,...,n) , b= (by,....,b,): I — R"

fliggvények és tekintsiik az

I>x— Ax) = (aik(x))Zk:I e R™
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matrizfiggvényt. Ha

f(xy) = Al)-y +0(x)  ((z,y) € I xR"),

akkor az f 4ltal a fentiek (Id. xi)) szerint meghatarozott differen-

cialegyenletrendszert linedris differencidlegyenletrendszernek nevezziik.
Ekkor tehat

Phi(@) = Yo aw(@)er(@) + bi(2)

phle) = Mo aaw(®)pr(®) + by(2) (z € D,).

o) = S0y an()pr(®) + ba(2)

Jegyezzilkk meg, hogy (az elébb mondottakat némileg kib6vitve) itt
komplex értékl 1, ..., @, fiiggvényeket is megengedhetiink. Maés szdval
a linearis differencidlegyenletrendszert meghatarozé elobbi f fliggvény
a kovetkezo:

f(xy) = Alx)-y+0(x)  ((x,y) € I xC").

Ha a b fliggvény az azonosan nulla(-vektor) fliggvény, akkor a széban
forgé linedris differencidlegyenletrendszer homogén. Altaldban egy
linedris differencidlegyenletrendszer megolddsa nem egyszerti feladat,
még akkor sem, ha az a;; (i,k = 1,2,...,n) fliggvények mindegyike
konstans fliggvény. Ekkor az A matrixfiiggvény is konstans fiiggvény,
azaz (erre a ,konstansra” is az A jelolést haszndlva) A € R™".
A részletek mellozésével csak a legegyszeriibb rendszert illusztralva
tegyiik fel, hogy n = 2. Az A € R**? maétrixot illetéen két eset
lehetséges.

e Van olyan invertalhaté T € C**? mdtrix, amellyel alkalmas
A1, A9 € C szamokkal

T YAT = [Al 0 } .

0 A

Ismert, hogy ekkor A\, Ay az A matrix sajatértékei. Ha t, t, € C?
a T matrix elso, ill. masodik oszlopvektora, akkor ¢y, t, az A
méatrix két linedrisan fiiggetlen sajatvektora (sajdtvektor-bdzis):
At; = Nt; (i = 1,2). A homogén rendszer minden (az [ in-
tervallumon értelmezett) megoldasa alkalmas ¢, ¢ € C egyiitt-
hatokkal a kovetkezo alaku:

1Mt + cpe?2Tty (x el
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(és minden ilyen fliggvény megolddsa a homogén rendszernek).
Igaz tovabba az, hogyha ¢ : I — C egy (Gn. partikuldris)
megoldasa a széban forgé linearis differencidlegyenletrendszernek
(azaz ¢ = Ap+b), akkor minden ¢ megoldds a kovetkezo alak-
ban irhato fel:

p(x) = P(x) + 1™t + 0™ty (v el)

(és barmely ¢y, co € C valasztassal megoldést kapunk).

e Alkalmas invertdalhaté 7 € R?*? matrix és A € R szdm
segitségével

T AT = [A 1}.

0 A

Ha t,t, € R?> a T métrix elsé, ill. masodik oszlopvektora,
akkor At; = Aty, és Aty = Aty + t1 (és ty, to linedrisan fiigget-
lenek). Tehdt A sajatértéke A-nak, t; pedig egy sajatvektora
és a homogén rendszer (I-n értelmezett) megoldésai a kovetkezék
(tetszbleges c1, c2 € R egytitthatokkal):

1Nty 4 e (ty + aty) (x eI).
Tovabba az els6 esetben emlitett 1 partikularis megoldassal

o(x) = P(x) + c1e™ty + coe (ty + t) (xel).

Ha
®y(z) == Mty , By(z) 1= Mty (xel)

(els6 eset), ill.
Dy (2) = ety , By(x) = e (ty + 2ty) (x el

(mésodik eset), akkor megadhaték olyan differencialhaté gq, go : I — C
fliggvények, amelyekkel

U(x) = g1(z) P1(z) + g2(x)- Po(x) (x el
egy partikuldris megoldas.

Jol ismert, hogyha az A szimmetrikus métrix vagy A; # Ao, akkor az
els6 eset all el6. Nyilvan az elso esetrdl van sz6 akkor is, ha maga az
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xiii)

A matrix diagonalis. A maésodik eset konnyen karakterizalhato. Ti.
ehhez sziikséges és elégséges, hogy az

(a,b,c,d € R)

lt

c d
matrix sajatértékeit meghatarozo

dot [a—)\ b

2 .
d_)\]_)\ (a+ d)A+ad — be =0

(masodfoku) egyenletnek egyetlen gyoke legyen, azaz a széban forgd
egyenlet diszkriminansa nulla legyen:

(a —d)*+ 4bc = 0,
és az A ne legyen diagonalis:

1B + || > 0.

Tekintsiik pl. az alabbi feladatot:

A::B ﬂ ()= (¢5,0)  (z€R).

Olyan ¢ = (x,n) : R — R? differencidlhaté fiiggvényt keresiink tehdt,
amelyre ¢’ = Ap + b, azaz

X'(@) = x(@)+2n(z) + e
(x € R).

n'(x) = 2x(x)+n(z)
Az A sajatértékeit meghatarozo egyenlet a kovetkezo:

1—A 2

det[ 9 1

] —(1-A?—4=0,
ennek a gyokei (az A sajatértékei):

)\1 = 3, )\2 = —1,
a megfelel6 sajatvektorok pedig (pl.)

tl = (]_, 1) 5 t2 = (1, —1)
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Ezek nyilvan linedrisan fiiggetlenek, és
() = (e%7,e%) , Py(z) = (7%, —e7%) (r € R).

Egy ¢ partikularis megoldés eléallitasdahoz tehat olyan differencialhato
g1, g2 egyvaltozos valos fliggvényeket kerestink, amelyekkel

v =au@) () +o@ (L) wewr)

e e
Ha z € R esetén ®(x) jelenti azt a
®(z) := [®y(z) Pa(z)] € R**?

matrixot, amelynek az oszlopvektorai rendre ®4(z), ®o(x) (alapmdt-
riz), valamint g(x) := (g1(2), g2(z)) € R?, akkor

(z) = (x)-g(z)  (r€R).

A P(x) = [P)(x) PL(x)] jeldléssel konnyen ellendrizhetd, hogy
' (z) = Ad(x), ill.

Y(z) = 9'(2) g(z) + @(2) ¢'(x) = AD(2) g(x) + ®(x)- ¢'(z) =
A-p(x) + ®(x) ¢'(x) (x € R).

Ezért a fenti ¢ fiiggvény akkor és csak akkor megoldds (azaz
Y =AY +0b), ha ¢ ¢ = - (¢, g5) = b, tehdt barmely R > z-re

e*gi(x) +egh(z) = €
e*gi(x) — e "gy(x) = 0.

—2x /

Innen gj(z) = %e , gh(z) = %62:” (x € R), tehdt pl.

1 —zX 1 X
g1(x) == —Ze = g2(x) = 162 (r € R)

adodik. fgy egy partikularis megoldas a kovetkezo:

U(x) = ®(x)-g(x) = (0,—€"/2)  (z €R).
A széban forgé linearis egyenletrendszer megoldasai ezért:

o(x) = P(x) + 1Mty + ety =
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Xiv)

(_6(30/2) +cr- <ZZ) + co- (_ee_fx) =

c1€3% + cpe™®
(x € R)
1637 — cpe™® — €% /2

(ahol ¢1, ¢ € R tetszOleges egytitthatdk). Més széval

T

X(x) = €™ + e n(x) = 1677 — e — * /2 (x € R).

Ha pl. a ¢(0) = (1,1/2) kezdeti feltételeket tiizziik ki, akkor a megfe-
lel6 ¢y, ¢y egyiitthatokat az

Cc1+ ¢ =1
01—02—1/2 = 1/2

egyenletrendszerbdl nyerjik: c¢; =1,c0 = 0. fgy a kezdetiérték-prob-
léma megoldasa:

x(x) e’
p(z) = - (z € R).
n(x) e’ —e®/2

Masodik példaként legyen

3 1

A::{—1 1

| . b@) = (0,0) @R
(homogén eset). Ekkor (az elébbi ¢ = (x,n) jeloléssel) a

X'(r) = 3x(x)+n(r)
n(z) = —x(z)+n(r)

egyenletrendszernek kell fennéllnia. Most (1d. fent)
a=3,b=d=1,c=—1,

tehdt (a — d)* +4bc =0 és |b] + |¢| =2 > 0, {gy az A nem hasonld
egyetlen diagonalis matrixhoz sem. A sajatérték-egyenlet a kovetkezo:

3—A 1

det[_1 1

}:(3_>\)(1—/\)+1:(>\—2)2:0,
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tehat az A egyetlen sajatértéke a A := 2. A ,nem diagonalizdlhato
esetnek” megfeleléen az

Aty =My =2t , Aty = Mo+t =2t + 1

egyenléségeknek eleget tevé (linedrisan fiiggetlen) ¢y, to vektorok (pl.)
a kovetkezok:
tl = (]_, —].) 5 t2 = (1,0),

ezért (az el6bbi példa analdgidjara) egy alapmatrix:

{ e e?(1+x)
(x € R).

_ 62:(: _ xe2:c

A most vizsgalt homogén linedris rendszer megoldasai tehat az

aldbbiak:
e*(c) + co(1 + x))
p(z) = (z € R),
—e¥ (1 + o)
azaz
x(2) = e¥(c1teatean) , n(w) = —€*(c1+cox) (x €R, c1, o €R).

xv) Harmadik példaként is homogén esetet fogunk vizsgélni:

A= {4 _1}.

5 2

A ¢ = (x,n) megoldasra most tehdt

X'(r) = 4dx(z)—
n'(r) = 5x(x)+

teljesiil. Az A sajatértékei a

4-X -1

det[ 5 9\

}:A2—6A+13=o

egyenletbol
)\1 123—|—2@, )\2 123—21,
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egy-egy sajatvektor pedig rendre
t1:=(1,1—=21), to:=(1,14+2).

Az elébbieknek megfeleléen egy alapmatrix a kovetkezo:

6(3—1—22)32 6(3—22)32

D(z) = (r€R).
(1 — 20)eB+2)z (1 4 2)eB-2)

A szoban forgé homogén linearis differencidlegyenlet-rendszer meg-
oldéasai ezért:

&3 (c1e®® + cye
p(r) = (z € R),

e ((1 — 20)c1e®™ + (1 + 21)ce™ %)

—22m)

azaz
x(x) = e* (0162” + 0262”3) ,

n(z) = (01(1 — 20)e* 4 (1 — 22)62”) (r €R, ¢, 0 € C)

(ahol a feliilhiizas a komplex konjugdlast jelenti). Ha itt ¢; € C, ¢ :=
¢1, akkor

x(z) = e* (0162” + clem) = 2¢3". Re (0162’“’”) =

e*(2Re c;- cos(2z) — 2Im ¢;- sin(2z)),
n(x) = e (01(1 — 20)e*" + W) =
2¢* Re (e1(1 — 20)e™”) =
e* (2 Re (c1(1 — 22))- cos(2x) — 2Im (¢ (1 — 212))-sin(27)) =
e**((2Recy +4Imc)- cos(2r) + (4Rec; — 2Imey)-sin(2z))  (z € R).

[gy az emlitett megolddsok koziil a valés értékiicket az alabbiak szerint
kapjuk:
x(7) = e**(acos(2x) + Bsin(27)) ,

n(z) = ¥ ((a — 23) cos(2x) + (2o + ) sin(2z)) (x e R, a, B €R).
Vegyiik észre, hogy a valds értékii megoldasok elobbi ,, megkeresése” az

osszes megoldés kozott valdjaban nem volt esetleges. Ha ui. A € R?*?
és valamilyen A € C\ R szdm, ill. ¢ € C? nem nulla vektor esetén
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Xvi)

At = X\t, akkor At = At = M = M. Mivel a A métrix sajatérték-
egyenlete egy valds egyiitthatdés masodfoki egyenlet, ezért ennek a
\ gyokével egyiitt \ is gyoke. Ez azt jelenti, hogyha )\ sajatértéke
A-nak, t = (1,72) € C? pedig egy neki megfelel§ sajatvektor, ak-
kor A is sajatérték, ¥ = (7,72), pedig sajatvektor. Nyilvdn \ # X,
ezért a fentiekben vizsgalt els6 esetrol van szé, amikor is a homogén
egyenletrendszer megoldésai:

QO(LU) = (X(x)ﬂl(x)) = Cle)\m't‘i‘ C2exm't (LU €eR,c, € C)

Ha tehat A = s+, =y+w, m =e+1f,c; =u+w € C és
¢y = ¢, akkor

p(a) = (x(2),n(x)) = e’ t + cre¥-t,
tehat
x(x) = 2Re((u + w)- e**(cos(rz) + 1sin(rx))- (y + w)),

n(x) = 2Re((u + w)- e**(cos(rx) + esin(rz))- (e +1f)).

Innen mér nyilvanvalé, hogy a valés értékli megoldasokat a kovet-
kez6képpen kapjuk:

x(z) = e**- (acos(rz) + Bsin(rz)) (x € R),
n(z) = e (& cos(rz) + fsin(rz)) (x € R),

ahol «, B € R tetszblegesek, a, B € R pedig a-tdél és (-t6l fliggod
alkalmas egyiitthatok.

Vilagos, hogy a 2.1., 2.2. feladatok mindegyike egy-egy kezdetiérték-
probléma. Ui. a 2.1. i) megjegyzésbeli szeparabilis egyenletet illetéen
legyen

fle.) = g@hy)  (wy)elx ).

A xi)-beli 3° egyenléség tehat valéban azt jelenti, hogy
¢'(t) = g()h(p(t))  (t€D,).

A 2.1. vii)-beli egzakt egyenletre gondolva az

9(w,y)
h(z,y)

f(:l?,y) = ((l’vy)EIX‘])
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fliggvény a fentiek szerint valéban egy egzakt differencidlegyenletet
hatdroz meg. Hasonléan, a 2.2. i) megjegyzésben definidlt linedris
differencidlegyenlet esetén

f(z,y) = g(x)y + h(x) ((z,y) € I xR).

Ekkor az elébb emlitett 3° kivansag a ,,vart”

©'(t) = g(t)p(t) + h(t) (€ Dy)

egyenlOséget jelenti. Ha pl. [: I — R egy folytonos fiiggvény, és

flxy)=1x)  ((z,y) € [ xR),

akkor a megfelel6 differencidlegyenlet megoldasa olyan differencialhaté
¢ figgvényt jelent, amelyre D, C I nyilt intervallum, és

P'(t)=1)  (t€Dy)

Ez a ¢ tehat nem mas, mint az [ egy primitiv fiiggvénye. A fela-
datgytijteményekben az ,,oldjuk meg az alabbi differencialegyenleteket”
cimsz6 utéan altaldban csak a xi)-beli 3° egyenldséget szoktak meg-
adni. Mi is alkalmazni fogjuk ezt a roviditést, azzal a megjegyzéssel,
hogy minden ilyen esetben tegyiik , kerekké” a feladatot: adjuk meg a
,hidnyz4” paramétereket tigy, hogy a xi)-beli 1°,2° 3° egyenldségek a
feladat szerintiekkel azonosak legyenek.

Bizonyos (nem lineéris) differencidlegyenletek megoldasa visszavezet-
het6 a linearis esetre. Példaként tekintsiik azt a differencidlegyenletet,
amelynek valamely a € R , kitevd” mellett a jobb oldala a kovetkezo:

f(x,y) = g(x)y + h(x)y*  ((z,y) € I x (0,+00)).

Mivel az a € {0,1} vagy a h = 0 valasztdssal egy-egy linedris dif-
ferencidlegyenletet kapunk, ezért feltehetjiik, hogy a € R\ {0,1} és
R, # {0}. Ekkor a széban forgé differencidlegyenletet Bernoulli-féle
dif-ferencidlegyenletnek nevezziik. Ha a ¢ € R — R differencialhato
figgvény ennek egy megolddsa, akkor D, C [ nyilt intervallum,
o(x) >0 (x€D,) és

¢'(z) = g(@)p(x) + h(z)(p(z))"  (z€D,).

Ez utébbi nyilvan ekvivalens az (1—a)(p(z))” “-val val6 beszorzas utdn
kapott

(1= a)¢'(z)(p(x)) ™™ =
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xvii)

(1 - a)g()(p(x)) "+ (1 - a)h(z) (v €D,)
egyenloséggel. Ha tehat

¢::¢1_a7 gZ: (1-0&)g, h = (].—Ck)h,

V(x) = g(z)(x) + h(z)  (z €Dy =D,).

Méas szoval a (> 0) fliggvény megolddsa egy linedris diffe-
rencialegyenletnek.

Oldjuk meg pl. a

/ o,
) tola) =~ (reD,)

egyenletet. A 1) := ¢?  helyettesités” utdn ¢/ + 21 = —2. A vii)
,megolddképlet” szerint (7 € D, , & := p*(7)) :

Y(r) = (5 B 2/1‘ 2! ds dt) o2 0 (€ B 2/1‘ (2(t=7) dt) o—2@-T) _
(5 — e2a-T) 4 1)6—2(m—-r) = (£+ 1)6—2(m—-r) 1= 76_2:” 1 (z€ D@),

ahol v := (£ +1)e*, és az a := In/7 jeldléssel pl. D, := (—0c0,a).
Kovetkezésképpen

o(r) =/ye 2 — 1 (x < a).

Ha a differencidlegyenlet altalunk adott meghatarozasaban (1d. xi))
f helyett pl. egy FF € R x R" x R" — R" folytonos fiiggvénybdl
indulnank ki, és a keresett differencialhaté ¢ € R — R" fiiggvénytol
19, 2° mellett 3°-ban az

F(z,o(x),¢'(x)) =0 (z€D,)

egyenloség teljesiilését kivannank meg, akkor egy un. implicit elsérendii
kozonséges differencidlegyenlethez jutnank. Vildgos, hogy xi)-ben (az
ottani jelolésekkel) az

F(x,y,z) = f(x,y) — 2 ((x,y,2) € I x J x R")
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xviii)

specialis esetet fogalmaztuk meg. Legyen pl. n:=1, és
F(z,y,z) =a(z" = 1) — 2yz ((r,y,2) e Rx R xR).

Ekkor tehdt olyan ¢ : I — R differencidlhaté fiiggvényt keresiink,
amelyre [ C I nyilt intervallum, és

2((¢'(2))" = 1) = 2p(x)¢'(x) =0 (ze]).

Ilyen ¢ pl. (konnyen ellendrizhetéen) barmely p € R\ {0} esetén a
kovetkezo:

(x € R).

A xi) definiciéban szerepl6 explicit sz6 arra utal, hogy a 3° egyenl6ség
egyik oldalan egyediil a keresett ¢ figgvény D, > t-beli derivaltja
all. Az elsorendi jelz6 a definicioban azt mutatja, hogy a diffe-
rencidlegyenlet megoldasanak csak az elso derivaltjara tettiink el6irast.
Végiil a xi) feladat kozonséges, mert benne egyvaltozés fiiggvényt ke-
restink, amelynek a ,,kozonséges” derivaltjat illetoen fogalmaztunk meg
elvarasokat. ,, Egyszeriinek” tino kérdések vezethetnek nem , kozonsé-
ges” (parcidlis) differencidlegyenletekhez, mint pl. a rezgd hir prob-
lémaja: a két végén kifeszitett homogén, rezgé hur alakjanak a meg-
hatdrozasa. Feltessziik, hogy az [ (> 0) hosszisagi hir transzverzalis
sikrezgést végez. Megfelel6 koordindtarendszert valasztva a hiur idoben
véltozé alakjat egy u € R? — R fiiggvény irja le abban az értelemben,
hogy minden (x,t) € D, esetén a hir x pontjanak a kitérse u(x,t). Ha
u € D?, akkor (fizikai megfontoldsok alapjén) egy ¢ € R egyiitthatéval

Opou(z,t) = qO1u(z,t) ((x,t) € Dy).

(A ¢-t a fesziterd és a hur stiriisége hatdrozza meg.) Megadva a hur
kezdeti alakjat és sebességét (u(z,0)-t,ill. dyu(z,0)-t (z € [0,1])) az
u figgvény meghatarozhato.

A xi)-ben megfogalmazott kezdetiérték-probléma megoldasara (a sze-
parabilis, ill. a linedris esettel szemben) &ltaldnos , megoldé képlet”
nincs. Ilyen feladat pl. a kovetkezo:

Pt) =t +*t)  (teD,) , ¢(0)=0.

A megoldas kozelitésére szolgdld, a gyakorlatban is gyakran jol alkal-
mazhaté modszer ugyanakkor az alabbi szukcessziv approximdcio. Le-
gyen a ¢, € I — R (n € N) fliggvénysorozat a kdvetkezéképpen



FEJEZET 2. DIFFERENCIALEGYENLETEK 117

definidlva: az f fiiggvényre tett alkalmas feltételek mellett van olyan
r >0, hogy a

) =€ eun) =€+ [ S pae)de (e (r—rT+r)

fliggvények valamennyien 1éteznek, barmely ¢t € (7 —r, 7+ r) helyen a
on(t) (n € N) (szdm)sorozat konvergens és a

(t) := lim p,(t) (te(r—r,747r))

n—oo

fiiggvény megolddsa a xi)-beli kezdetiérték-problémanak. Megjegyez-
ziik, hogy errdl a ¢ megoldasrdl az is belathato, hogy

o) =6+ [ S ol)de (e (r—rT+).

Ezért (is) szoktdk néha a szukcessziv approximéciot fixpont-algoritmus-
nak is nevezni, ti. a

@b»—>§+/:f(x,w(x))da: (te(r—r,7+71))

transzformécié a ¢ fiiggvényt nem véltoztatja meg (a ¢ fliggvény
az illetd transzformacio fizpontja). Illusztracidként tekintsiik pl. (az
egyébként szeparabilis)

¢'(t) =tp(t) (t€Dy), p(0)=1
feladatot:
I:=R,J:=(0,40), f(z,y) =2y (reR,y>0)),7:=0, & :=1.

Ekkor a fentiek szerint ¢q(t) = 1, és

o () = 1 —i—/ota:gon(x) dr (te(—rr)neN),

ahol

2

t t
<p1(t):1+/xgpo(:v)d:)szl%—/xdzczl%-a,
0 0

t t x?’ t2 t4
S02(t)=1+/55%01(93)d$:1+/ T+ —=]dr=14 =+ —,
0 0 2 2 8

t t 3 xd
o) =1+ [(wpp@yde =1+ [ 2+ + 2] do =
0 0 2 8
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2ttt s
14+ — 4+ — 4+ —.
to Tt s

Innen mar , megsejthets” (és a ,sejtés” teljes indukciéval konnyen be
is bizonyithatd), hogy

' 0o t2k 00 t2 2 k 9
olt) = lim () = > o =S 2L e yem),
n—oo — 2 k" k=0 k"

ami ,, tényleg” megoldasa a szoban forgo feladatnak:

e(0) =1, Q(t)=te"> =to(t) (t€R).

xix) Sokszor haszndlhaté kozelité megolddsok el6éllitasdra (esetenként a
megoldés , megsejtésére”) az un. hatvanysormddszer. Pl. a

Pt)=te(t)  (teDy,), p0)=1

feladaton bemutatva mindezt, tételezziik fel, hogy a ¢ megoldas 7 =0
koriil hatvanysorba fejtheto:

o(t) = Z agt” (t e (—=r1)).
k=0
Ekkor 1= ¢(0) =ag és

o' (t) = i kagt"™ = to(t) = i apt*™ (t e (=r,1)),

k=1
azaz . .
Z(k + Dapt' = Z a1 tF (t e (—r1)).
k=0 k=1

Kovetkezésképpen az aldbbi rekurziv Osszefiiggést kapjuk az ayg
(k € N) egyiitthaték kozott:

Ar—1
k+1

aozl,alzo,ak+1: (1§]{?€N)
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XX)

Més széval

Qo 1 aq
Qo , a1 y a2 9 92 y a3 3 )
[¢5) 1 as 0
A = — = — s ar = — = s
T4 8 s

amibél mar ,; sejtheté” (és teljes indukcidval egyszeriien be is lathatd),
hogy

0 (k=2j+1 (j €N))
ap =
1/(2-51) (k=2j (j €N)).
Kovetkezésképpen
e 12 /2
o(t) :Z2j. T =€ (t € R).
j=0<"J

A xviii) megjegyzésben ,, bemutatott” kozelito eljardas mogott a kovet-
kezd altalanos meggondoldsok hiizédnak meg. Legyen adott egy X # ()
halmaz és egy F' : X — X leképezés. Ekkor barmely a € X esetén az

To:=a , Tpy1:= F(x,) (n € N)

eloirés (egylépéses rekurzid) egy (x,) : N — X sorozatot definidl. Ha
pl.
t 1
X :=[1,400) , F(t) ::§+¥ (t e X),
akkor a szamtani-mértani kozép kozti egyenlotlenség alapjan

tetszoleges t € X mellett

t/2+1/t [t 1
F(t):2-/7—5/22 §~¥:\/§>1,

azaz Rp C (V/2,400). Tobbek kozott tehat F : X — X, igy pl. az
a = 2 véalasztassal a

o1
§O:2a§n+1:F(§n):§+g_ (n € N)

sorozathoz jutunk. A xviii)-ban mondottakat idézve a paraméterek
alkalmas megvalasztasaval az elébbi absztrakt egylépéses rekurzidoba
illeszkedik a @o(t) := &,

Oni1(t) == Flpn)(t) ==
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§—i—/:f(x,<pn(x))d:c (te(r—r,7+r),neN)

rekurziv megadasi (p,) (fiiggvény)sorozat is, ahol
t
i=¢+ [ fo@)de  (BeX te(r—rnT+r)

és X most olyan ¢ : (1 —r,7 +r) — R folytonos fiiggvényekbol
allé halmazt jelol, amelyekre (x,¢(z)) € Dy (v € (1 —r,7+71)) és
Fy)e X (v eX).

Az el6bbi (g,) pozitiv valés szamokbdl &ll6 (sét, (v/2, +00)-beli) soro-
zatrél a kovetkezoket mondhatjuk:

|§n+1_\/_| §n+__\/7‘ 2@7;\/_+2|
(6o — \/5)2 (6n — \/5)2
5 < e (n € N),
azaz a 3
Op = VA (n € N)

jeloléssel 0,1 < 02 (n € N). Innen teljes indukciéval rogton adodik a
6o <08 (nEN)

egyenlotlenség, mas szoval

[on — V2| <2V2 <M>2 =

22
2 - V72| 22
2f( NG ) < o (n € N).

Vildgos ezért, hogy lim, .. s, = V2. Kovetkezésképpen a

S0y S1y-++5Sny ---

(racionalis!)  szamok ,hasznalhaték” a /2 (irraciondlis) szam
,kozelitésére”: tetszoleges € > 0 hibahatarhoz van olyan n € N, hogy
lsn — V2| < e. PL

577
— V2| =2 2 11
o5 — V2 R f’<0,0 5
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xxi)

(ahol ¢ = 1,41421568627...).

Vegytiik észre, hogy a (g,) sorozatot ,generdld” fenti F fiiggvényre
F(v2) = V2. Altaldban, ha az F : X — X fiiggvényhez taldlhaté
olyan o € X, hogy F(«a) = «, akkor a-t az F fiiggvény fixpontjinak
nevezziik. Formadlisan mondva ekkor az F(z) = z ,egyenletnek” «
(egy) megoldasa. Szamos gyakorlati feladat vezet ilyen , egyenlet”
megoldasara, amikor is az illetd feladat megoldasa a matematikai mo-
delljében (egy alkalmas X halmaz és F' : X — X fiiggvény mellett)
az F fliggvény valamely fixpontjanak a megkeresését jelenti. Ez utébbi
kozelitéséiil szolgalhatnak a fenti egylépéses rekurziéval megadott (z,,)
sorozat tagjail.

Az el6bbi megjegyzés végén emlitett | kozelitésnek” akkor van értelme,
ha valahogyan el tudjuk donteni, hogy a széban forgd (x,) sorozat bi-
zonyos tagja mar ,,elég j6-e”? Ez utobbin a legtobbszor azt értjiik, hogy
valamilyen értelemben méar elég kozel van-e az illeto tag a-hoz. Ezt a
kozelséget pl. az elobbi ¢,-ek esetében azzal mértiik, hogy mekkora
a |g, — V2| ,tévolsdg”. Ugyanakkor a ,tévolsig” fogalma mar elemi
szinten sem kotSdik a valés szdmokhoz. Gondoljunk pl. az R2-ben
megismert euklideszi tdvolsdgra, amikor az (x,y), (u,v) € R? vekto-
rok tavolsagat a

Vi —w?+ (y - v)?
nem-negativ szammal mértitk. Mind a most mondott tavolsdg, mind

pedig a valés szamok kozotti tavolsag szempontjabol csak az aldbbi
szempontok (aziomdk) az érdekesek:

e két vektor (szdm) tdvolsiga nem-negativ szam;

e két vektor (szam) tdvolsdga akkor és csak akkor nulla, ha a két
vektor (szdm) azonos;

e az egyik vektor (szdm) tdvolsdga a mésikt6l ugyanaz, mint a
masiknak az elobbitol;

e két vektor (szam) tavolsdga nem lehet nagyobb egy harmadik vek-
tortdl (szamtdl) mért tdvolsagaik Gsszegénél.

Nem nehéz belatni, hogy az elébbi tulajdonsagokkal pl. a folyto-
nos fiiggvények kozotti alabbi tavolsdg-fogalom is rendelkezik: legyen



FEJEZET 2. DIFFERENCIALEGYENLETEK 122

valamely korldtos és zart [a,b] C R intervallum esetén a folytonos
f,g:]a,b] — R fiiggvények , tavolsaga”

max{|f(z) — g(z)| : # € [a, b]}.

Ugyanigy tavolsdghoz jutunk, ha azt az elébbi f, g esetén az

[ 17) - o)

integrallal mérjiik. A konkrét példak sokasdga vezet el a tavolsdg-
fogalom altaldnositdsdhoz. Tegyiik fel ehhez, hogy az X # () halmaz
esetén a

p:X?—[0,+00)

fliggvény a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:

a) minden = € X esetén p(x,x) = 0;

)
b) ha z,y € X és p(x,y) =0, akkor = = y;
c) barmely z,y € X elemekre p(z,y) = p(y, z);
)

d) tetszbleges z,y,z € X elemekkel p(x,y) < p(x,z) + p(y, 2).

(Egy (z,y) € X? ,vektor” esetén a p fiiggvény (z,y)-beli helyet-
tesitési értékére a ,;szabvanyos” p((z,y)) szimbdélum helyett hasznaljuk
az egyszeriibb p(x,y)-t.)

Azt mondjuk, hogy ekkor p egy tdvolsdgfiggvény (vagy idegen széval
metrika); ha x,y € X, akkor p(x,y) az x,y elemek tdvolsiga. Az
(X, p) rendezett part metrikus térnek nevezziikk. Az X-beli elemek
tavolsaga tehat egy nem-negativ szam. Barmely elem onmagatdl vett
tavolsdga nulla (I1d. a)), tovabba két kiilonb6z6 elem tévolsiga min-
dig pozitiv (1d. b)). A tévolsig szimmetrikus, azaz két elem tavolsdga
fiiggetlen az illetd elemek sorrendjétél (1d. c¢)). A d) tulajdonsagot
haromszog-egyenlotlenségként idézik. Jegyezziik meg, hogy barmely
X # () halmaz esetén megadhat6 p: X? — [0, +00) tdvolsdgfiiggvény,

ui. a
0 (ha z=1y)

pz,y) = ((2,y) € X?)
1 ha (z#y)
leképezés nyilvan eleget tesz az a) —d) axiémaknak. (Az igy definidlt
(X, p)-part diszkrét metrikus térnek nevezziik.)
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xxii) Egy (X, p) metrikus térben tehdt van értelme annak a kérdésnek, hogy
az (r,): N — X sorozat és valamely o € X elem esetén vajon van-e
a sorozatnak olyan tagja, amely egy elére adott hibakorlatnal , koze-
lebb” van a-hoz. Masképp fogalmazva: legyen £ > 0 és keressiink
olyan N € N indexet, amelyre p(zy,a) < € igaz. Ha a széban forgd
sorozatot valamilyen feladat matematikai modelljében azzal a céllal
konstrualtuk, hogy az illeté feladat megolddsat jelenté a-t a sorozat
tagjaival a fenti értelemben kozelitsiik, akkor az (z,) sorozat meg-
hatarozasat numerikus mddszernek (vagy kézelitd eljardsnak) nevezzik.
Egy ilyen mddszerrel szemben természetes kovetelmény egyrészt az,
hogy a p(xy, @) < & egyenl6tlenség barmely € > 0 mellett realizalhaté
legyen. Mésrészt logikusnak tlinik az az elvarés is, hogy ha az a-t va-
lamilyen hibahatarnal (¢ > 0) mar jobban kozelité tagot taldltunk a
sorozatban - legyen ez a médszer N-edik , 1épésében” kapott xxn -, ak-
kor a tovabbi 1épések sordan ad6édé =, (n > N) tagokra is teljesiiljon
a p(rn,a) < e becslés.

Mindezek az aldbbi definiciét motivaljak: az (z,) : N — X sorozatot
konvergensnek nevezziilk, ha van olyan o € X, amelyre barmely € > 0
esetén egy alkalmas N € N indexszel minden n € N, n > N mellett
igaz a p(r,, ) < e becslés. Ha ilyen « nincs, akkor azt mondjuk,
hogy az (x,) sorozat divergens. Vilagos, hogy minden konstans sorozat
konvergens, hiszen a € X, z,, = a (n € N) esetén barmely N € N
indexre p(z,,a) = 0. Koénnyen belathat6, hogy ha az x = (x,) :
N — X sorozat konvergens, akkor a konvergencia fenti definiciéjaban
szereplé « egyértelmiien van meghatarozva. Ezt az a € X elemet az
illet6 sorozat hatdrértékének (vagy idegen széval limeszének) nevezziik,
és ré a szamsorozatok korében megszokott lim x vagy lim, .., z, jelo-
lések valamelyikét hasznaljuk. fgy az a = lim, .. x, egyenloség azzal
ekvivalens, hogy minden ¢ > 0 mellett létezik olyan N € N, hogy

plxn,a) <e (ne N, n>N).
Specidlisan legyen valamely korlétos és zart [a,b] intervallum esetén
X :=Cla,b] :=={f :[a,b] = R : f folytonos},

p(f,9) = pe(f,9) == max{|f(z) — g(x)] : x € [0, 0]} (f, 9 € X).

Ebben a metrikus térben egy f, € X (n € N) (fiiggvény)sorozat kon-
vergencidja a kovetkezot jelenti: van olyan f € X fiiggvény, amellyel
barmely £ > 0 szam esetén egy alkalmas N € N (, kiiszob”) indexszel
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xxiii)

minden z € [a,b] helyen
[fulx) = f(z)] <e  (neN,n>N)

teljesiil. Vilagos, hogy egyuttal tetszéleges = € [a,b] esetén a helyet-
tesitési értékek (f,(x)) sorozata (ami egy valds szamokbdl allé sorozat)
f(x)-hez konvergél. Kiilon is érdemes felhivni a figyelmet arra, hogy az
itt szereplé N csak e-tdl fiigg, [a,b] o x-t6l nem. Ezért azt mondjuk,
hogy az (f,) sorozat egyenletesen konvergdl az [ hatdrfiggvényhez.

A sorozatok konvergencidjara adott definiciénknak formalisan megvan
az a hatranya, hogy a konvergencia tényének az eldontéséhez felhasznél
egy, a sorozaton , kiviili” valamit is, ti. (egy késébb hatérértéknek ne-
vezett) a € X elemet. Joggal vetddik fel a kérdés, hogy nem lehetne-
e a konvergencianak egy olyan , bels6” értelmezését megadni, amely
kizarélag a sorozat tagjainak a segitségével dont a széban forgd sorozat
konvergens vagy divergens voltarél. Egy sziikséges feltételt minden-
esetre konnyen kaphatunk, nevezetesen: ha az (z,) sorozat konver-
gens és « := lim, . x,, akkor barmely ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan
N € N, hogy

plag, o) < eg/2 (ke N, k> N).

Ekkor viszont a haromszog-egyenlétlenség miatt minden m, n € N,
m, n > N esetén

P(Tn, Tm) < plrpa) + p(g,, ) <e/24¢/2 =c¢.

Nevezzik az (x,) sorozatot Cauchy-sorozatnak, ha az el6bbi kovet-
kezmény igaz ra: minden e > 0 szdmhoz létezik olyan N € N, hogy

(T, ) < € (n,m € N, n,m > N).

Tehat minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat. Kiilonos jelento-
séggel birnak azok a terek, amelyekben ez utobbi feltétel elégséges
is a szoban forgd sorozat konvergencidjahoz. FEzekkel kapcsolatos a
kovetkez6 definicié:  azt mondjuk, hogy (X, p) egy teljes metrikus
tér, ha benne barmely Cauchy-sorozat konvergens. Magat a Cauchy-
sorozat definicijaban szereplé feltételt Cauchy-kritériumnak (vagy bel-

s8 konvergencia-kritériumnak) nevezzik. fgy pl. teljes metrikus terek
az alabbiak:
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e (K p,), ahol 0 < s € N, 1 < p < 400, a K szimbélum vagy
R-et vagy C-tjeldli, és £ = (&1, ..., &), n= (1, ..., 1s) € K® esetén

(22:1 &k — 77k|p)1/p (p < +0)
pp(&,m) ==

max{|& — | : k=1,....,s} (p=+0).

Specidlisan (K, p) := (K, p) is teljes metrikus tér, ha

plr,y) =lr—yl  (2v,y € K).

e bdrmely korldtos és zart [a,b] intervallum esetén (Cla,b], p.) (1d.
xxii)) teljes metrikus tér.

xxiv) (Banach-Tyihonov-Cacciopoli-féle fixponttétel.) Legyen (X, p) teljes
metrikus tér, f : X — X Fkontrakcio, azaz egy alkalmas ¢ € [0,1)
szammal minden z,y € X esetén teljesiil a p(f(x), f(y)) < ¢ p(x,y)
becslés. Ekkor

19 egyértelmiien létezik olyan o € X, amely fixpontja f-nek:
fla) = a;

2° barmely zy € X elemet véve az z,41 = f(z,) (n € N)
el6irassal definiélt (x,) sorozat konvergens, és lim,, .. =, = «;

3° tetszéleges n € N indexre igaz a kévetkez6 (apriori) becslés:

n

1—g¢q

plan, @) < (o, 1)

Tekintsiik pl. az X := [1,4+00), p(z,y) == |z —y| (z,y € X) mddon
definidlt (X, p) teljes metrikus teret és az

f(x)::;—l-i (x € X)

figgvényt (1d. xx)). Ekkor f: X — X, és barmely z,y € X esetén

| |1 1 -
= | — - = —
J 2 xy

|z —y
2 M

@) = f)] = ”“"‘y#"“"\

2
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ezért f kontrakcié (pl. ¢ := 1/2 ,megfelel6” vélasztas ehhez). A fenti
tétel szerint tehat f-nek egyetlen fixpontja van, ami konnyen lathatéan
V2. Kovetkezésképpen az

T, 1

ity 122,$n+1 :f(llfn):?—‘—x— (nEN)

sorozatra lim (z,) = v/2 és

|z, — V2| < 1(1_/21);2- 12 —3/2| = (%)n (n e N).

(A xx) megjegyzésben ugyanerre (az ott (g,)-nel jeldlt) sorozatra
»jobb” hibabecslést kaptunk. Ez nem meglepd, hiszen xx)-ban a széban
forgd metrikus tér, ill. sorozat specidlis jellemzdit is kihasznaltuk, mig
most csupan az altalanos (absztrakt) tétel feltételeit.)

xxv) A fixponttétel 1° és 2° pontja egyuttal hatékony algoritmust is kinal a
fixpont kozelité meghatarozasara. A 3° hibabecsl6 formulabdl barmely
0 <m € N esetén

q
P(Tm, @) < I—_q'P(i’fm’xm—l)

adddik. Alkalmazzuk ui. az emlitett becslést az vy, := ;140 (n € N)

sorozatra az n := 1 vélasztéssal.

xxvi) Emlékeztetiink a xi) megjegyésben megfogalmazott kezdetiérték-
feladatra. Adott I,J C R nyilt intervallumok, 7 € I, £ € J és
f:IxJ— R folytonos fliggvény esetén olyan ¢ € I — J fiiggvényt
keresiink, amelyre igazak a kovetkez6 allitasok:

1° D, nyilt intervallum,

2° p e D;

37 ¢/(t) = f(t () (t €Dy);
4° 1 €D, és p(1) =&

Az itt szerepl6 3° és 4° egyenlGség egyiittesen ekvivalens a kovetkezo
(ip-re vonatkozd) integralegyenlettel:

o) =6+ [ Jwe@)ds (€D,
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Legyen 6 > 0 olyan szam, hogy [r —d,7 4] C I, ill.
X ={¢:[r—0,7+0] — J: ¢ folytonos}.

Ha ¢ € X, akkor tekintsiik a

(%) [7'—5,7'—1—5]9t»—>§+/:f(x,w(x))dx

leképezést. Ahhoz, hogy ez szintén X-beli legyen, az kell, hogy

€+/:f(:v,@/)(:r))dx€ T (telr—6r+4)

teljesiiljon. Ezt pl. a kovetkezoképpen biztosithatjuk. Valasszuk
el6szor is a p > 0 szamot gy, hogy a [§ — u, & + u] C J tartalmazés
fennalljon, és legyen

M :=max{|f(z,y)| :z € [T —d,x+ ],y € [§ — pu, {+ pl}.

Ekkor a kivant tartalmazas nyilvan teljesiil, ha

max {

Moédositsuk az X definiciéjat tgy, hogy

/:f(x,w(x))dx (te [7‘—5,7‘+5]} < .

X ={Y:[r—=0,7+] = [ —pn, &+ p]: ¢ folytonos},

ekkor az el6bbi maximum nyilvan becsiilheté M d-val. fgy Mé < pu
esetén a (x)-ban definidlt fiiggvény (jeloljiik ez utébbi fliggvényt T'(1))-
vel) is X-beli. (Ha a kiinduldsul valasztott d-ra MJ > pu, akkor {rjunk
a ¢ helyébe olyan (nyilvan néla kisebb) ,,1j” pozitiv § szamot, hogy
M6 < u legyen. Az ennek megfelel6 ,4j” M az elézénél legfeljebb ki-
sebb lesz, igy az Mo < p becslés nem ,,romlik” el.) Ezzel értelmeztiink
egy T : X — X leképezést, amelyre tetszoleges 1, ¢ € X mellett

pe(T (), T(¢)) =

max{j/:(f(x,w(x)) (@) da| te 6.7 + 5]} |

Tegyiik fel, hogy egy alkalmas L > 0 konstanssal minden ¢ € I, vala-
mint y, z € [ — p, € + ul, valasztassal igaz a kovetkezd becslés:

|f(tay) - f(taz)l <L |y - Z|
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Ekkor
pe(T(¥), T($)) <
max{/T |f(x,0(x) — flz,d(x)|dx: t € [T — 0,7 +5]} <

L-max{/TtW(x))—gb(:Eﬂdx: Le [7—5,T+5]} <

L-max{/tpc(@b,gb)d:v: te [7‘—5,7‘+5]} =
ch(¢>¢)'max{|t _7-| tte [T _577_'_5]} < L5p6(¢7¢) (¢>¢ € X)>

tehat a T leképezés Lo < 1 esetén kontrakcid. Valasszuk igy a -t
(ezt - az ,eddigi” 0-t legfeljebb csokkentve - megtehetjiik), és alkalmaz-
zuk a fixpont-tételt, miszerint van olyan ¢ € X, amelyre T'(¢) = 1.
(Emlékeztetiink arra, hogy (X, p.) teljes metrikus tér.) Legyen

p(t) =)  (te(r—06,7+0)),
ekkor a T' definiciéja szerint
o) =6+ [ o) de (e (r-67+0)).

Ez éppen azt jelenti, hogy ¢ megoldasa a kiindulasi kezdetiérték-
feladatnak. A fixponttétel révén az alabbi numerikus algoritmust kap-
juk a széban forgd kezdetiérték-probléma kozelité megoldasara (szuk-
cessziv approxzimdcio (1d. xviii))):

folt) = €, unalt) = €+ [ [(e,gul@)de (1 € [r=0,7+8], n € N)

Ekkor a fixponttétel 3° hibabecslé formuldja (1d. xxiv)) szerint
barmely n € N indexre tetszbleges t € [T — §, 7 + 0] helyen

|p(t) = ()] < max{[p(z) —n(2)] 1z € [ = 6,7+ 0]} <

%-max{\%(z) —o1(2)] 2z €T =67 +6]} =
l(lidzld.max{ /TZ f(z,€) d:v‘ cz €T —5,7‘+5]} < 1%25-(&5)",

fgy Lo < 1 miatt minden € > 0 esetén van olyan N € N | kiiszob,
hogy az N < n € N indexekre tetszéleges t € (7 — d,7 + ) pontban
lp(t) — pn(t)] < e (azaz a (p,) sorozat egyenletesen konvergdl -hez).
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xxvil) Foglaljuk 0Ossze az eddig mondottakat az aldbbi Picard-Lindeldf-
féle egzisztencia-tételben: legyenek [I,J C R nyilt intervallumok,
f I xJ — R folytonos fiiggvény. Tegyiik fel tovabba, hogy a J
barmely korldtos és zart J részintervallumdhoz van olyan L > 0 szdm,
hogy a t € I, y,z € J elemekre

|f(t,y) — f(t 2)] < Ly — 2].

Ekkor tetszoleges 7 € I, £ € J esetén az f, 7, £ altal meghatérozott
kezdetiérték-feladatnak van megoldésa.

Azt mondjuk, hogy f eleget tesz a Lipschitz-feltételnek, ha rendel-
kezik az elébbi tételben megfogalmazott tulajdonsaggal. Megmutat-
haté, hogy az egzisztencia-tétel feltételei mellett az abban szereplo
barmely kezdetiérték-feladat egyértelmiien oldhaté meg (unicitdsi tétel)
az alabbi értelemben: ha a ¢ fiiggvény mellett ¢ is megoldasa, akkor
o(t)=¢(t) (t€D,NDy). Pl a

o'(t) = /le®)] , »(0)=0

kezdetiérték-feladat trividlisan megoldhaté, hiszen a ¢ = 0 fiiggvény
nyilvan megoldasa. Ugyanakkor konnyen ellendrizhetd, hogy a

t2/4  (t>0)

p(t) =
—t2/4 (t <0)

fiiggvény is megoldas. Mivel D,ND; = R és ¢(t) # ¢(t) (0#t € R),
ezért ez a feladat nem egyértelmtien oldhaté meg. Vilagos, hogy a
szoban forgd kezdetiérték-problémat az

fley) =yl (z,yel:=J:=R)
fliggvény , generalja”. Tetszbleges
teR, 0<y<z<n? (0<neN)

esetén az
F(t) = 2] = 1V - vEl = 22 <y
NEE
egyenl6tlenséghdl
1 1 n

L= NORE "oz =3
kovetkezik. Innen nyilvanvald, hogy erre az f fliggvényre nem teljestil
a fenti Lipschitz-feltétel.
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2.2.1. Feladatok

1 Oldjuk meg az alabbi linearis differencidlegyenleteket:

a) ¢(t) = o) +2+3t—2 (teD,);
b) ¢'(t) = (ctgt) p(t) — comy (t € Dy);
o) ¢(t) =37 20()+1 (teD,)

d) ¢'(t) = p(t) +sint (t € D,);

¢) ¢/(t) = 2p(t) + ¢ (t € D,);

£) ¢(t) = T230(t) + ——— (t€D,)!

H=8 (teD,), p(1) =1
ctgt =5eS" (L€ D,), o(n/2) = —4;
)=1 (teDy), p(0)=1;
(1) +t2(t) =2 (t€Dy), ¢(2) =1
)= qelt) Htet (t€D,), o(1) =0;
2¢(t) = 2tcos t+ 2sin(2t) (t € Dy,) , p(m) = 1!

—~
~
N—
_l’_
HDO
S
S~— —~

3¢ Szamitsuk ki egy soros RL-korben folyé aram erdsségét, ha a korre kap-

csolt fesziiltség (U) az aldbbiak szerint fligg az id6t6l (adott A,w > 0
paraméterekkel):

U(t) := Asin(wt) (teR)!

4° Mik a megoldésai az aldbbi Bernoulli-féle differencidlegyenleteknek:

a) ¢'(t) +o(t) +¢°(t) =0 (t€Dy), (1) =0;
b) ¢'(t) + ¢*(t) = ¢(t) (t € Dy);

c) ¢'(t) =p(t) +z9°(t) (t € Dy);

d) ¢'(t) +o(t) = (1 =20)p°(t) (t € Dy);



FEJEZET 2. DIFFERENCIALEGYENLETEK 131

50

60

70

80

90

10°

~

¢) £2/(t) + tp(t) +/o(t) =0 (t € D,);
f) ¢'(t) = (1) + tp(t) =0 (t € Dy);

g) p(t)¢'(t) + @ () tgt = cos®*t (t € D,)?

Valamely vizben old6dé anyagbdl egy bizonyos mennyiséget vizbe
szorunk. Tapasztalatbdl tudjuk, hogy az oldédés sebessége a még fel
nem oldédott anyag mennyiségével egyenesen aranyos. frjunk fel olyan
kezdetiérték-problémat, amely matematikailag modellezi a fenti folya-
matot!

Adott magassagbdl adott kezdd sebességgel fliggblegesen lefelé eldo-
bunk egy testet. Tegyiik fel, hogy a testre esés kézben csupan a se-
bességével egyenesen aranyos fékezo erd és a nehézségi eré hat. Milyen
kezdetiérték-problémanak tesz eleget a test sebességét leird fiiggvény?

Egy folyadékkal teli henger alaku tartdly aljan lyukat vagunk.
A folyadék kifolyasdnak a sebessége (a surlédast figyelmen kiviil
hagyva) egyenesen ardnyos a folyadék tartdlybeli magassidgénak a
négyzetgyokével. Azt szeretnénk meghatarozni, hogy mennyi id6 alatt
folyik ki a tartalybol a folyadék. Adjunk meg olyan kezdetiérték-
problémat, amelynek a megoldasaval vélaszolhatunk a kérdésre!

Forgasfeliilet alaka tiikorrdl a forgastengellyel parhuzamosan érkezo
fénysugarak a visszaverédés utan egy ponton mennek at. Metssziik el a
szoban forgd feliiletet egy, a forgastengelyen athaladé sikkal. frjunk fel
olyan differencialegyenletet, amelynek a megoldasaval meghatarozhato
a metszetgorbe!

Egy forgastest alaki, homogén anyageloszlasi oszlop vizszintes
fedolapjat valamekkora fliggbleges iranyu erd terheli. Az oszlopot ugy
akarjuk megtervezni, hogy a fedélappal parhuzamos Osszes keresztmet-
szetben ugyanakkora nyomas keletkezzen. Melyik az a kezdetiérték-
probléma, amelynek a megoldasaval meg tudjuk hatdrozni a forgastest
feliiletébdl a forgastengelyen atmend sik altal kimetszett gorbét?

A vizszintessel « szoget (0 < a < m/2) bezaro sik felilletre egy testet
helyeziink, amely a nehézségi eré hatasara lefelé csiszik. A mozgast
a "szokasos” surlodési eré (amely tehdt egyenesen aranyos a feliiletre
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11°

12¢

13°

14¢

15°

merdleges nyomder6vel) és a lehelyezéshez képesti elmozduldssal egye-
nesen aranyos visszatérito eré akadalyozza. Modellezziik egy megfelelo
kezdetiérték-problémaval a test mozgasat!

Egy testet valamekkora kezddsebességgel elhajitunk, mégpedig a
vizszintessel « szoget (0 < a < 7w/2) bezard irdnyban. Tegyiik fel,
hogy mozgas kozben a testre a nehézségi eréon kiviil a mindenkori se-
bességgel ardnyos fékez6 eré hat. Arra vagyunk kivancsiak, hogy (a kez-
deti helyzethez képest) mikor lesz a test a legmagasabban és mekkora
ez a magassag. Milyen kezdetiérték-problémaval hozhaté kapcsolatba
a feladat?

Tegyiik fel, hogy egy aramkorben csak (sorbakapcsolt) ohmos és in-
duktiv ellenéllds van (RL-kor). Az dramkort (id6t6l fiiggs) fesziiltség
ald helyezve a korben foly6 dram erdssége is fiigg az id6tol. Adjunk meg
olyan differencialegyenletet, amelynek az dramerdsség-ido fiiggvény ele-
get tesz!

Egy nyilt intervallumon értelmezett, differencidlhaté valds értékii ¢
fiiggvényrol azt tudjuk, hogy barmely a € D, esetén az (a, p(a)) pont-
nak az a-beli érinté X-tengellyel valé metszéspontjatol vett (euklide-
szi) tavolsdga ugyanakkora. Milyen differencidlegyenlet megolddsaként
kaphato meg a ¢ fliggvényt?

Van-e olyan nyilt intervallumon értelmezett, valds értéki, differenci-
alhat6é ¢ fliggvény, hogy barmely t € D, esetén a t-beli érintd, az
X-tengely és az origdt (t,o(t))-vel Osszekotd szakasz dltal hatarolt
haromszog teriilete allando?

Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-feladatokat:

a) Tpi1 —20, =0 (n€N), zp=1;

b) 4,11 —x, =0 (n€N), zg = 2;

C) Tpi1—Tpn+3=0 (mMeN), zo=1;

d) zp,o1=2x,4+4 (neN), o =1;

e) 2x,01 + 3z, = (=2)" (n€N), xg=—1;
)

f) 3xpy1 =2, +2 (nE€N), zg=1!
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16° Szamitsuk ki a felsorolt linedaris rendszerek, ill. kezdetiérték-problémak
megoldasait (a x(x), n(xz) (xr € R) helyettesitési értékeket):

g V@ = @) ) = e+ 20()
Wx) = 3x(x) +dn(a) Wia) = 2x(x) + 6n(z)
g X = @) X@ = 5e) )
W) = o)+ 2n() Wix) = xlz)-3n(x)
V(@) = x(x)— () ool
) ) = ax@) + @) 0 O =0 0=1

)y X@ = () - 2
W) = dx@) = (o)

17 Alkalmazzuk a fixpont-tételt az alabbi kezdetiérték-feladatok megoldé-
sara:

a) ¢'(z) =xp(x) (z€Dy), (0) =1
b) ¢'(z) =2 +¢(x) (z€Dy), (0)=0;
c) ¢ =¢*, (1) =1

18% Szamitsuk ki a kovetkezo kezdetiérték-feladatok kozelité megoldasait a
0.1 helyen 1072 pontossiggal:

I

a) ¢'(z) =3z +¢*(z) (x€D,), p(0)=1
b) ¢'(x) = 2* —p*(x) (z€Dy), ¢(0) = 0!
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2.3. Masodrendii differencialegyenletek

Teqgyiik fel, hogy egy eqyenes mentén mozgo m tomegi tomegpontra az aldbbi
erok hatnak:

a) az egyenes valamely pontjahoz viszonyitott elmozduldssal ardnyos,
az illetd pontba mutato ,visszatérito” ero;

b) a pillanatnyi sebességgel aranyos ,fékezd” erd;

c) az elébbiektdl (de az id6tdl nem feltétleniil) figgetlen kiilsé” erd.

frjuk le a tomegpont mozgdsdt, ha ismerjik a megfigyelés kezdetekor elfoglalt
helyzetét és az akkori sebességét!

Jeloljiik az a)-beli elmozduléds-idé fliggvényt s-sel, az ezzel kapcsolatos
aranyossagi tényezd legyen 0 < o € R. A b)-beli ardnyossédgi tényezd legyen
0 < 8 € R, ac)-beli er§ pedig F' : R — R. Az egyszeriiség kedvéért
feltessziik, hogy s : R — R,s € D? és so := s(0), s, := §(0) adot-
tak (a megfigyelés kezdetekor észlelt helyzet, ill. sebesség). A Newton-féle
mozgastorvényeket alkalmazva az aldbbi matematikai modell (,egyenlet”)
adodik:

(7) ms"(t) = F(t) —as(t) - §s'(t)  (t€R),

ahol tehat s(0) = sg, '(0) = s;. Vizsgaljuk eldszor a (7) egyenletnek azt a

specidlis esetét, amikor F' = 0 (homogén egyenlet), azaz (ekvivalens médon
mindjart atalakitva)

v o
8 "(t =s(t —s(t) =0 teR).
) 0+ 2o+ =0 ter)
Kénnyen lathaté, hogy a (8) egyenléségnek alkalmas ¢ valds vagy (nem valds)
komplex szammal a o(t) := e (¢t € R) figgvény eleget tesz. Ui. a
¢'(t) = qe®, ¢"(t) = ¢*e? (¢t € R) derivaltakat behelyettesitve (8)-ba azt
kapjuk, hogy
(9) <q2+£q+g> =0 (teR).

m’ m
A (9) egyenléség (és igy (8) is) pontosan akkor teljesiil, ha a ¢ szadm eleget
tesz a

&

(10) P+ g+ —==0
m m
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méasodfoki egyenletnek. A (10) megoldasai a kovetkezok:

_ =B/m+\J(3/m)? —dajm

—B/m —\J(B/m) — dajm
2 ) - .

q2 5

q:

Vegyiik észre, hogyha ¢ := ¢, = qo, azaz, ha (8/m)*> = 4a/m, akkor a
o(t) :==te? (¢t € R) fiiggvény is kielégiti (8)-at. Valéban, ekkor

¢ (t) = e? + qte? | " (t) = 2ge” + ¢*te”  (t € R)

miatt a most mondottak azzal ekvivalensek, hogy

Q@
2qe™ + ¢*te™ + E (eqt + qteqt) + —tet =
m m

<<q2+£q+g>t+2q+ﬁ>eqt:0 (teR).
m- m m

Mivel ¢ megolddsa (10)-nek, ezért ¢*> + Bq/m + a/m = 0. Ugyanakkor a
(B/m)* = 4a/m feltételezés miatt ¢ = —3/(2m), azaz 2q + % = 0 is igaz.

Legyen tehat

e (g1 # @) e (g1 # ¢2)
901(15) = ) ) S02(t) = (t € R)a

e (¢ =q =g te? (q¢:=q = @)

ekkor a ¢1, po fiiggvények eleget tesznek (8)-nak. S6t, megmutathaté, hogy
ha az s : R — C (kétszer differencidlhaté) fiiggvény a (8) homogén egyen-
letnek megoldésa, akkor alkalmas ¢y, co € C egyiitthatékkal

(11) s(t) = c1p1(t) + capa(t) (t € R),

és minden ilyen alaku fiiggvény megoldasa (8)-nak. Valéban, legyen

. 0 1 . ,
A= (L arm —gm) PO = 60.0) (GER)
ekkor konnyen lathatéan ¢’'(t) = Ay(t) (¢t € R). Tegyiik fel el6szor, hogy
G # qo. Mivel ¢, ¢ egytuttal az A métrix két (killonbozo) sajatértéke,
ezért alkalmas T € C**2 métrix segitségével A diagondlis alakra transz-
formalhato:

T—lAT:A-:<q1 O>
(% )
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Kovetkezésképpen a 0(t) := T )(t) (t € R) jeloléssel
0'(t) =T/ (t) =T "Ay(t) = AT () = AI(t)  (tE€R),
azaz (a 0 vektorfiiggvény koordinata-fliggvényeit rendre 6;,0s-vel jelolve)
0;(t) = q;0;(t)  (teR,j=1,2).
A 2.2. pontban latottak alapjan tehat alkalmas a; € C egyiitthatékkal
0;(t) = e’ (teR,j7=1,2).

Legyenek a T matrix els6 soranak az elemei rendre a, b, tovabba c¢; := aya,
Coy := b, akkor a ¥(t) =T0(t) (t € R) (vektor-)egyenloségbél

s(t) = ab(t) + bly(t) = c1e" + coe®’ (teR).

Ha ¢1 = ¢2 (=: q), akkor a fenti A madtrix nem diagonalizdlhaté ugyan,
de a T € C**? méatrix megvalaszthaté gy, hogy

TIAT = A = (q 1).
0 ¢

A fenti jeloléseket megtartva ekkor
01(t) = qbi(t) + 02(t) , 65(t) = qb(t) (L €R).

Ismét a 2.2. pontra hivatkozva ezért valamilyen C > a-val 65(t) = ae?
(t € R), fgy
0,(t) = qbi(t) + e  (t € R).

Kéovetkezésképpen (1d. 2.2.) valamilyen (€ C egyiitthatéval
01(t) = Be” + g(t)e”  (t €R),

ahol a ¢ differencidlhaté fiiggvényre ¢'(t)e? = ae? (t € R). A g(t) :=
at (t € R) vélasztés ezért nyilvan megfeleld, kovetkezésképpen

0,(t) = Be” + ate (teR).
Innen (az el6bbiekhez hasonléan) a ¢; := af + ba, co := aa jelolésekkel

s(t) = aby(t) + bly(t) = cre® + cote? (t € R).

Ha a (10) un. karakterisztikus egyenletnek egy darab (kétszeres) gyodke
van (azaz q := q1 = ¢2), akkor ¢ = —3/(2m) valdés szam. Ezért ekkor a
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1, P2 alaprendszeris egyvaltozos valds fiiggvényekbol all. Kovetkezésképpen
a (8) homogén egyenlet Osszes valds értékili megoldasat ugy kapjuk meg, hogy
(11)-ben ¢y, ¢o helyébe rendre a valés szamokat irjuk. Ugyanez a helyzet
akkor is, ha ¢ # g2 és (3/m)? > 4a. Ha viszont q; # qo, és (3/m)? < 4a,
akkor g¢i,qs nem valds komplex szdmok. Nyilvanvalé, hogy a 2.3 feladat
szempontjabol csak a valds értékti s fiiggvények johetnek széba. Legyen
ezért ¢ =u+w (u,v € R,v #0) a ¢ gyok kanonikus el6éllitasa, ekkor
g2 = u — w. Egyszerl szamolassal ellendrizheto, hogy a

@1(t) := e cos(vt) , Po(t) := e sin(vt) (teR)

valés fliggvények eleget tesznek (8)-nak, ill. a (8) homogén egyenlet barmely
s: R — R megoldasa egyértelmiien irhaté fel

S(t) = 01@1(15) + Cg@g(t) (t € R)
alakban ¢;,co € R egyiitthatékkal (és minden ilyen alaki fliggvény meg-

oldésa (8)-nak). Specidlisan, ha 8 =0 (a csillapitdas nélkili, vagy més széval
a harmonikus rezgés esete), akkor u =0, és v = (/a/m, ill.

s(t) = ¢y cos(vt) + cosin(vt) = ¢ sin(vt + 9) (teR)

(alkalmas ¢ € R amplitidéval és § € R fazisszdggel).

Tekintsiik tehdat a (8) homogén egyenlet fenti o1, ps alaprendszerét, és
tegyiik fel, hogy az F fiiggvény nem az azonosan nulla fiiggvény (azaz
(7) inhomogén egyenlet). Ekkor alkalmas g¢,h kétszer differencidlhatd
fliggvényekkel az

(12) S(t) == g(B)er(t) + h(t)pa(t) (€ R)

fiiggvény eleget tesz a (7) inhomogén egyenletnek (az dllanddk varidldsinak
a mddszere). Ui. barmely ¢ € R helyen

S'(t) = g'(t)er(t) + g(t)@y () + M (t)pa(t) + h(t)py(t),

§"(t) = 9" (D)pr(t)+29' (1), (1) +g (D)L () +h" (1) pa(t)+20 ()05 () +h(1) £ (1),

amibdl 5
1/ ~ ! g —
S (t) + mS (t) + mS(t)

o0 (10 + 20+ Sa(0)) 100 (40) + L) + Salt)) 4
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&

- lp1(0)g'(8) + @2(OR (O] + [ (1)g' (1) + e (' (2)] +

+pi0)g () + pa (N (1)) =
% [e1()g'(8) + 2(O)W' ()] + [ ()9 (t) + L5 ()N (8)] +

+ [p1()g (t) + 2t (1))

fgy az
g

S(t)+a

% (teR)

S'(t) + %5@) -

egyenloség teljesiil, hacsak pl. a g,h fiiggvények minden R 3 t-re eleget
tesznek a

p1(t)g'(t) + pa()W'(t) = 0O
A1) +epn(p) =L

egyenletrendszernek. Adott ¢t € R mellett a ¢'(t), h'(t) ,ismeretlenekre”
vonatkozé (13) lineéris egyenletrendszer determinansa a kévetkezé:

(13)

() al(t)
W= {2 )

(a 1,2 rendszer un. Wronski-determindnsa). Tovabba ¢ # qo esetén

eqlt eq2t

W(t) = = €(q1+q2)t(Q2 - Ch) # 0,

ettt g
ill., ha ¢ := ¢1 = ¢o, akkor

et tedt

wit) = qe? (1 + qt)e®

=2t £,

Ugyanezt mondhatjuk akkor is, ha ¢, ¢y helyébe a (valés értékil) ¢, P9
fliggvényeket irjuk:

e cos(vt) e sin(vt)

W(t) = e“(ucos(vt) —vsin(vt)) e“(usin(vt) +vcos(vt))|

e (v cos?(vt) + vsin®(vt))) = ve™ £ 0.



FEJEZET 2. DIFFERENCIALEGYENLETEK 139

Azt kaptuk tehdt, hogy (13) minden R 3 t-re egyértelmiien megoldhatd,
és (1d. Cramer-szabaly)

F(t)e ot

mlar — o) (@1 # ¢2)
PO ,
—% (¢:=q = ¢)
F(t)e %t
m(q2 _ Q1) (ql # Q2>
B (t) =
%e—qt (q =q1 = Q2)7

ill. ¢1,90 € C\ R esetén a valos értékii @1, Py alaprendszert hasznélva

J(t) = e "F(t)sin(vt) DR = e " F(t) cos(vt).

muv muv

A ¢, h R — C derivaltfiiggvények tehat folytonosak, ezért a széban forgd
g és hvaléban létezik, pl. (Id. a primitiv fiiggvényekkel kapcsolatos Newton-
Leibniz-tételt):

1 ) /ot F(x)e™™dr (g1 # q2)

m(g — ¢2)
g(t) = rer
t
_% x F(x)e ™ dx (¢:=q = ¢)

: )/OtF (2)e™ ™ dz (g1 # ¢)

m(q2 — ¢
h(t) = (teR),
t
%/0 Fx)e™™ dx (¢:=aq = q)
ill. ¢1,¢0 € C\ R esetén
1t
- = —uz :
g(t) el A (x) sin(vz) dz (teR),
1t
h(t) = — | e F(x)cos(vz)dx (teR).
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(Megjegyezziik, hogyha ¢1,¢q2 € C\ R, akkor az elébbi valés értékii g, h
egyiitthaté-fliggvényekkel a (12)-beli S fiiggvény is valés értékii lesz, ha
©1, P2 helyett a @1, Po fliggvényeket irjuk.)

Legyen most mér s : R — C a (7) inhomogén egyenlet valamely meg-
olddsa. Ekkor a (12)-beli S fiiggvénnyel s — S megolddsa a (8) homogén
egyenletnek:

&

(s = S)'()) + (s = S)(t) + —(s = S)(t) =
<s”(t) - %s'(t) - %s)(t)) - (5”@) + %5’(15) + %5@)) =
% — % =0 (teR).

Lattuk viszont, hogy alkalmas ¢, cy € C egytitthatokkal
(s = 9)(t) = crpn(t) + capa(t)  (t € R),

azaz (12) szerint a (7) inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa a kovetkezo:
s(t) = (s = 5)(t) + 5(t) = (9(t) + cr)r(t) + (h(t) + c2)ipa(t) =

(9(t) + cr)e + (h(t) + c2)e™ (a1 # q2)
(teR).

(g(t) +cr)et + (h(t) + c2)te?  (q:=q1 = q2)

A q1,90 € C\R esetben a oy, o fliggvények helyett a ¢, P2 alaprendszert
haszndalva és cj,co helyébe valds szamokat irva az altaldnos valds értéki
megoldasokhoz jutunk:

s(t) = (g(t) + c1)e" cos(vt) + (h(t) + co)e™ sin(vt) (teR).

Az s(0) = s0,5'(0) = s kezdeti feltételeknek megfelel ¢y, co egyiitt-
haték kiszamitdsa ¢(0) = h(0) = ¢'(0) + A'(0) = 0 miatt ¢ # @2 esetén
a

c1+ ¢ =0 C1 =0

Qe+ Qe =S vasy ucy +vey = s, —¢'(0),

ha pedig q := q1 = ¢o, akkor a

C1 = So
qer+ ¢ =s5—g'(0),
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egyenletrendszerbol torténhet.

2.3. Megjegyzések

i) A 2.3. feladat egy mdsodrendi dllandd egyitthatds linedris differenci-
alegyenlet. Legyenek ti. adottak az a,b € R szdmok, az [ C R nyilt
intervallum és a folytonos f : I — R fiiggvény. Adjunk meg olyan
kétszer differencialhaté ¢ € I — C fliggvényt, amelyre D, C I nyilt
intervallum, és

(+) P"(t) + ap(t) +bo(t) = f(t) (L€ D,).

Ezt a feladatot (gyakran csak (x)-ot) nevezziilk masodrendii allandé
egylitthatos linedris differencidlegyenletnek.

Megjegyezziik, hogy mindez specidlis esete az altalanos masodrendii
differencidlegyenleteknek. Legyen ehhez ti. G € R* — R folytonos
fiiggvény, és keressiink olyan ¢ € R — R, ¢ € D? fiiggvényt, amelyre
D, nyilt intervallum, barmely D, 3 z-re (z,¢(z), ¢'(x),¢"(x)) € Dg,
és

G(z, p(x), ¢ (2), ¢"(z)) = 0.

Altaldban ennek a feladatnak a megoldéasa ,, reménytelen”, egyes ese-
tekben azonban konnyftiszerrel visszavezethetok mar ismert (,, megoldé-
képlettel” bird) egyenletekre. Ez a helyzet pl. akkor, ha az egyenlet
hidnyos: egy alkalmas H € R3 — R folytonos fiiggvénnyel

G(z,y,2,v) = H(z,z,0)  (y € R, (z,2,0) € Dy)
vagy
G(x7y7z7v):H(y7Z7v> (:'UER7 (y7Z7/U)€DH>'

Az els6 esetben a ¢ megoldasra

(1) H(z,¢'(z),¢"(2)) =0  (z€D,),
a masodik esetben
(29) H(p(z),¢'(2),¢"(x)) =0  (z €Dy)

teljesiil.
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Ha (1°)-ben ¢ := ¢, akkor
H(z,¢(x),¢'(x)) =0 (x € Dy =D,),

azaz ¢ egy (implicit) els6rendii kozonséges differencidlegyenlet meg-
oldasa. A korabbi ismereteink alapjan ezt sok esetben meg tudjuk
oldani, amib6l ¢ mar konnyen meghatarozhaté. Legyen pl.

H(z,z,v):=v+

((x,z,v) € (—1,400) x R x R),

r+1
ekkor tehat ()
o' (x
gp”(:v)—l—x+1 =0 (x € D,),
azaz )
#a) = ———0(e)  (z€Dy).
Ez egy homogén linedaris differencidlegyenlet, amelynek a megoldasai
(1d. 2.2.):
6(r) = ——  (r€(~1,400),a €R)
)= 1 x ,+00), « .

A ¢(z) = %7 (z€(=1,+00)) egyenlbséghol

p()

aln(z+1)+5  (re(=1+00),a [feR)

A (2°) esetben tegyik fel, hogy ¢'(z) # 0 (z € D,), ekkor ¢

invertalhato, és o=t € D. Legyen 1 := ¢’ o !, {gy o/ = M,

azaz L
ot =4l o =yly.

A (2°) egyenléség az x := ¢ '(t) (t € Dy-1) helyettesitéssel tehdt a

kovetkezo:

(27) H(t, (1), ' (0)e(t) =0 (t € Dyp-),

ami ismét csak egy (implicit) elsérendii k6zonséges differencidlegyenlet.
A 1 megoldds ismeretében a ¢ fliiggvény a ¢ = 1 o ¢ elsérendli
explicit kozonséges differencialegyenletbdl szamithaté ki. Tekintsiik pl.
a

H(y,z,v) = yv — 22 + 22 ((y,z,v) € R?)
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i)

iii)

fliggvényt, azaz, amikor

p(a)¢"(z) =2(¢(2))" = 2¢/(z) (2 € D).

A )= ¢ 0! helyettesitéssel (feltételezve, hogy a (2°°)-hoz vezetd
feltételek teljesiilnek) (2°°) a kovetkezo:

B ((E) = 20%(0) — 26(t) (£ € Dyor).

Tegyiik fel, hogy 0 ¢ R, ekkor az el6bbi egyenl6ségbdl azt kapjuk,
hogy
t' (t) = 2u(t) — 2 (t € Dy1).

Innen egy alkalmas R 3 a-val ¢(t) =1+ a?t* (t € D,-1), tehdt ¢-t
a

¢'(z) = U(p(x)) =1+ a’p*(z) (t € Dy)
egyenletbdl hatdrozhatjuk meg: p(x) =z +~ (x,v € R), vagy

go(x)zétg(ozx—i—ﬁ) (0#0,5€R, artpe(~1.0))

A P(t) :==t*+at+b (t € C) mdsodfoki polinom az i)-beli (x)
egyenlet karakterisztikus polinomja. Minden, az i)-ben megfogalmazott
feltételeknek eleget tevé ¢ fliggvényt a széban forgd feladat (egyenlet)
megolddsdnak neveziink. A 2.3. feladat vizsgalata soran lényegében a
(%) egyenlet ¢ : I — C megoldésait (beleértve a valés ¢ : I — R
megoldédsokat is) allitottuk eld.

Legyen

Mi={p: 1 = C:¢"(t) +af (t) + bp(t) = f(t) (te )},
M :={p:1—-C:"(t)+ap'(t)+bpt)=0 (tel)}.

Ekkor M, = {c1p1 + copa : 1,09 € C} és tetszbleges 1 € M (parti-
kuldris megoldds) esetén

M=+ My ={+p:pe M)

A linedris algebra nyelvén tehat M, 2-dimenzids vektortér. Ha ¢, @
az. My, vektortér bazisa (alaprendszer), akkor

Wi =| %0 20| = abean - modn  te



FEJEZET 2. DIFFERENCIALEGYENLETEK 144

iv)

az un. Wronski-determindns. Egyszert szamolassal ellenérizheto, hogy
W (t) = (1) @3 (t) — pa(t) @y (t) =

©1(t) (—aps(t) — bpa(t)) —pa(t) (—apy(t) — ber (1) = —aW (t) (€ 1).
A W figgvény tehat eleget tesz egy homogén linedris diffe-

rencidlegyenletnek (1d. 2.2. ii) megjegyzés). Kovetkezésképpen (1d.
2.2. iii) megjegyzés) alkalmas ¢ € R egyiitthatéval

W(t) =ce ™ (teR).

A kényszerrezgések kozott kiilonosen érdekes a periodikus kiilso
kényszer esete, amikor is a 2.3. feladatban (1d. (7)):

F(t) :== Asin(wt + 0) (t € R),
ahol A > 0 (amplitudd), w > 0 (kényszerfrekvencia) és 6 € [0,2m).

Tekintstiink most el a csillapitastdl, azaz legyen 3 := 0. Ekkor (1d.
a 2.2. feladat valds értékii megolddsainak az eldéllitasat) egy (valds)

alaprendszer az wg := \/a/m (sajatfrekvencia) jeloléssel az
R >t cos(wot) , Rt sin(wpt)

fliggvényrendszer. Egyszertien megadhatunk egy partikularis meg-
oldast is. Ez ui. konnyen ellendrizhetéen

a) w # wy esetén pl. a

b) w=wy (rezonancia) esetén pedig pl. a
R>t— —%tcos(wt +0)
fiiggvény (q:= A/m). Az wy # w feltétel mellett tehat

5(t) = vy cos(wot) + 6 sin(wot) + — a 5
wg —w

sin(wt + 0) (teR),

ahol a 7,0 egyiitthatdkat az

s(0) =~ + cos 0 = s

2

sin 6 = s, s'(0) = dwy + T 5
W — w

2 2
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egyenloségekbol kapjuk. fgy az a) esetben

s(t) = (so— -

5 sin 9) cos(wot)+
wg —w

1

+— <36 _ 2q7w2 oS 9) sin(wot) + % sin(wt +6) (t € R).
wo Wi — w Wi — w

A harmonikus rezgéshez hasonléan alkalmas r > 0,6, € [0,27)
segitségével most is felirhatjuk s(t)-t a kovetkez6 alakban:

s(t) = rsin(wot + 0y) + — 4

s sin(wt + 0) (teR),
2=

ami nem mas, mint két harmonikus rezgés Osszege.

Ha wy = w, akkor

s(t) = 7y cos(wt) + d sin(wt) — 2it cos(wt + 6) (teR),
w

és
s(0)=sp=7 , §(0) =dw— 4 cos 0 = s
2w

Tehat a b) esetben

1
s(t) = so cos(wt)—%t cos(wt—l—@)—l—; <s'0 + % cos 9) sin(wt) (t € R),

azaz megfelelden valasztott r > 0, 6y € [0,27) paraméterekkel

s(t) = rsin(wt + 6y) — Qit cos(wt + 0) (teR).
w

Az w sajatfrekvencidju harmonikus rezgésre ekkor nem harmonikus
rezgés, hanem a t — —?%tcos(wt + 0) aperiodikus mozgds szuper-
ponalédik.

v) A fentiekben vizsgalt méasodrendii egyenletek specidlis esetei a maga-
sabb rendid dllando egyiitthatos linedris differencidelgyenleteknek. Ne-
vezetesen, legyen I C R nyilt intervallum, 1 < n € N, a. € R
(k = 0,...,n—1), f: 1 — R pedig folytonos fiiggvény. Olyan
p € I — C fiiggvényt keresiink, amelyre



FEJEZET 2. DIFFERENCIALEGYENLETEK 146

i) D, C I nyilt intervallum;
i) e D
i) o™ () +Srsgane®(t) = f(t)  (t € D).

Ezt a feladatot n-edrendi dllando egyiitthatos linedris differencidlegyen-
letnek nevezziik. Minden olyan ¢ fiiggvény, amely eleget tesz az elébbi
kivanalmaknak, az illeto differencidelgyenlet megolddsa. A

n—1

Pt)=t"+> ait* (t€C)

k=0
polinom a széban forgd egyenlet karakterisztikus polinomja.
Nem nehéz belatni, hogy a fenti feladat ekvivalens egy (4llandé egyiitt-

hatds) linedris differencidlegyenlet-rendszerrel a kovetkezd értelemben.
Legyen ti. o,k =1,...n és

0 (i=1,.,n—1)
b,’I:
[ (i=n),
0 (i=1,n—1,k#i+1)
ai, =< 1 (it=1,..,n—1;k=i+1)

—ap-1 (t=n,k=1,..,n).
Tekintsiik az
flz,y) = A-y+b(z) (xel,yeCh)
fliggvény altal meghatarozott
(+) V(z) = Adp(z) +b(x) (v € Dy)

linearis differencidlegyenlet-rendszert (1d. 2.2. xii) megjegyzés), ahol

A= (aik)Zkzl =

r 0 1 0 0 0 7
0 0 1 0 0
I — R™™,
0 0 0 0 1
L—p—1 —OGp—2 —Ap-3 —Qp—g ... —0agl
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vi)

by 0
by 0
b=| " "|[=| |[:IT—-R".
br, f
Ha tehat a
(0
o
(+) b= |er-c
Un

fiiggvény ez utébbinak a megoldasa, akkor D, C I egy nyilt interval-
lum és barmely x € D, esetén

{ Vix) = Yia(z) (i=1,..,n—1)
Yh(x) = Spoy ap—1 () () + f(z).

Legyen valamely n-szer differencialhaté ¢ € I — C fiiggvény esetén

¥
/

@
o, = ' cl —-C".

(p(n_l)

Ha ¢ megoldasa a fent definidlt n-edrendii alland6 egytitthatos
linedris differencidlegyenletnek, akkor a 1 := @, fiiggvény eleget tesz
(¥)-nak. Forditva, ha a (xx)-beli ¢ megolddsa (x)-nak, akkor ¢ := 1)y
megoldédsa a széban forgé n-edrendii differencidlegyenletnek (dtviteli
elv).

Az v) megjegyzésben megfogalmazott feladatra utalva n = 3 esetén
vazoljuk a

" (t) + ap”"(t) + b’ (t) + cp(t) =0 (t € D,)
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homogén egyenlet megoldésait (ahol a,b,c € R). Az v)-beli karakte-
risztikus polinom most tehat az alabbi:

Pt)=t"+at* +bt+c (t€C).

Megmutathato, hogy alkalmas @1, 9,03 : R — C fiiggvényekkel
(alaprendszer) a homogén egyenlet R-en értelmezett ¢ : R — C meg-
oldasai pontosan a kovetkez6 alaku fiiggvények:

(x) () = api(t) + coapa(t) + capa(t) (c1,c9,c5 € C,t € R).

A most emlitett alaprendszer a P polinom A, Ao, A3 gyokeitdl fliggden
pl. az aldbbi lehet:

a) ha a A1, Ay, A\3 gyokok paronként kiilonbozéek, akkor

o1(t) == Mt | py(t) = e | ps(t) 1= e (t € R);
b) ha A := A\; = Ay # A3, akkor

pr(t) =M, pa(t) =t p(t) =M (te R);
c) ha A := \; = \y = A3, akkor

p1(t) = M, po(t) := teM | p3(t) :== t2eM (t €R).

Arrél egyszerii szamolassal (behelyettesitéssel) meggy6zédhetiink, hogy
az a), b), c)-beli fiiggvények a jelzett esetekben megolddsai a most
vizsgalt harmadrendii homogén egyenletnek. Ha pl. A € C és p(x) :=
e (xr € R), akkor a ¢ fiiggvény pontosan abban az esetben lesz a
fenti homogén egyenletnek a megoldasa, ha

9" (1) + ag" () + b () + cp(t) = M (X + aX +bA +¢) =

M P(\)

azaz pontosan akkor, ha P(\) =
P-nek, akkor P(\) =0 és

0 (teR),
0. Ha A (legalabb) kétszeres gyoke

P'(A) =3\ +2a\+b=0.

Az

Ebben az esetben a ¢(x) := ze® (x € R) fiiggvényre

@" (1) + ap” (t) + b’ (t) + cp(t) =
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vii)

M (Wt +3) + 20\ + aX’t + b+ bt + ct) =
A (£(X +ar? +bA +¢) + (370 + 204 + 1) ) =
M t-P(A)=0 (teR),

azaz ¢ megolddsa a homogén egyenletnek. Ha A haromszoros gyoke
P-nek, akkor P(\) =0, és

PN =3\ 4+2aA+b=0, P'(\)=6\+2a=0,
ill. a ¢(z) =22’ (x € R) fiiggvényre
¢" (1) + ap"(t) + b/ (t) + cp(t) =
€M (6X + 6EA” + N2 + 20 + dath + aX*? + 20t + bA? + cf?) =
M ((6A+2a) + 2t(3X% + 2aA +b) + £ P(\)) =0 (t€R).

Kovetkezésképpen ¢ megoldasa a homogén egyenletnek.

Tetszoleges 2 < n € N esetén a kovetkezoket mondhatjuk. Tekintsiik
ehhez a (I1d. v))

n—1
P(z)=2"4+Y aa® (2 €C)
k=0

karakterisztikus polinomot és tegyiik fel, hogy a P gyoktényezds
eloédllitasa a kovetkezo:

Plx) = 1:[1(x —N)7 (xeC)

(ahol Ay, ..., A\ € C jeldli a P 0Osszes paronként kiilonbozd gyokét,
0 <v; € N pedig a \; gyok multiplicitasat (j =1,...,k)). Ekkor a
pji(r) = xeM” (xel,j=1,..,k;1=0,..,v;,—1)

fiiggvények linearisan fiiggetlen megoldésai a

n—1
e+ ap® () =0  (teR)
k=0

homogén egyenletnek, és ez utébbinak a ¢ : R — C megoldésai ponto-
san a j-ek linedris kombindciéi. Arrdl, hogy a most emlitett linearis
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kombinaciék megoldasai a homogén egyenletnek, az n = 3 esethez
hasonldéan egyszerii behelyettesitéssel gy6zodhetiink meg. Ehhez ui.
nyilvan elegendd azt beldtni, hogy valamennyi ¢;; megoldas: legyen

LG <h)
Aki = { (’L c N),

0 (i>k)
ekkor

e ZA,W< ) (I=1)..(l—i+ 12" NN (2 € R).

Azt kell megmutatnunk, hogy

n—1
P @)+ el (@) =0 (zeR).
k=0

A fenti egyenldség bal oldala a <p§-’f) (x) derivaltakra kiszamitott formula
alapjan a kovetkezo:

<zlj<> [—1).(l—i+ a2\ +

i=0
n—1 l k ' .
ZakZAm(_)l(l —1..(l—i+ 1)xl—l,\§—2> —
k=0 =0 t

eM® (;l(l—l)...(l—i%—l)xl_i (( )A" Z+Zak< ))\k )) —

eNi® <zl: <l> 2! (n(n —1).(n—i+ )N+

i—0 \!

S ank(k = 1)k — i + mg—i)) _

k=1

!
I o
Mty <Z> 2= PO()\;)  (r €R).
i=0
Mivel | <wv; —1 és )\; a P-nek vyj-szeres gyoke, ezért barmely i =

0,...,1 esetén PO()\;) =0, amibdl az allitdsunk mar kovetkezik.
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viii)

ix)

A valds értékii megolddsokrdl vi)-ban a kovetkezdket mondhatjuk: ha
n = 3, akkor a P harmadfokid polinom valds egyiitthatos volta miatt
vagy minden gyoke valés szam (ekkor a vi)-beli o1, o, p3 fliggvények
nyilvan valés értékiiek) vagy (pl.) A3 € R és N\ = u + w,
Ay = u —w (ahol u,v € R,v # 0), ami természetesen a vi)-beli a)
esetben valdsulhat csak meg. Ekkor az ott szereplo alaprendszer he-
lyettesitheté az aldbbival:

©1(t) = " cos(vt) , @aoft) == e sin(vt) | p3(t) := e (tel).

Ha mar most (x)-ban ¢y, ¢o, 3 helyébe rendre a valds szdmokat irjuk,
akkor a homogén egyenlet (valamennyi) valés értékii megolddsét meg-
kapjuk.

Tetszoleges 2 < n € N esetén (is) vegyiik figyelembe, hogy - a karakte-
risztikus polinom minden egyiitthatdja valés szam 1évén - az esetleges
A\; € C\ R gyokokkel egyiitt A; is (ugyanannyiszoros) gyoke P-nek.
Tegyiik fel ezért, hogy valamely s € N, s < k/2 mellett

)\laxla ey )\Saxs e C \ R ) )\28+1? seny )\k € Ra
és tekintsiik (a vi)-ban definialt ¢j-ek segitségével) a

Reyj, Imp;; (j=1,..,s;1=0,...,v,—1),

Omr (m=2s+1,.,k; r=0,...,v, —1)

figgvényeket. Ez a fliggvényrendszer valds értékii (és tovabbra is
linedrisan fiiggetlen) fiiggvényekbdl all, és a homogén egyenletnek a
¢ : R — R megoldésai pontosan ezek valds egyiitthatos linearis kom-
bindcidi. Jegyezziik meg, hogyha «; := Re);, 3; :=Im J;, akkor

l

Re pji(z) = 2'e® cos(fiz) , Impji(x) = zlei®. sin(f;x)

(xel,j=1,.,8;1=0,..,v;—1)).

Ha v)-ben n =3, és az f fiiggvény nem az azonosan nulla fiiggvény,
akkor a

(%) P (1) + ag”(t) + b (t) + cp(t) = f(t) (L €Dy)

inhomogén differencidlegyenlet barmely 1 : I — C megoldédsét (parti-
kuldris megoldds) véve a (xx) egyenlet ¢ : I — C megoldédsai pontosan
a kovetkezo fiiggvények:

pt) =)+ @)  (tel),
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ahol ® : I — C helyébe rendre a fenti vi)-beli homogén egyenlet
megoldasai irhatok. Egy ilyen 1 fliggvényt pl. az dllandok varidldasdval
allithatunk el6:

P(t) = g(t)pr(t) + h(t)pa(t) + U(t)ps(t)  (t€1).

A (hdromszor differencialhaté) ¢, h,l : I — C fiiggvényeknek a de-
rivaltjai a ¢ € [ pontokban a

Pr(t)g' (1) + oD (t) + p3(®)'() = 0
Pr(0)g (1) + ea(ON (1) + oa()(t) = 0
)9 (1) + e (N (1) + @5(O)I(1) = f(#)

egyenletrendszerbdl szamithaték ki. (Utdna pedig integraldssal kap-
haték meg ilyen g, h,l: I — C fliggvények.)

Ugyanez mondhaté el n = 4,5,6, ... esetén is: ha ¢y, ..., v, a homogén
egyenlet linearisan fliggetlen megoldéasai, akkor alkalmas

GlseesGn - I — C
differencidlhato fiiggvényekkel
V=) 9%
j=1

(partikularis) megoldésa a

W)+ Y ae® () = f(t)  (teD,)

inhomogén egyenletnek. Az utébbi (I-n értelmezett) megoldasai pon-
tosan azok a fliggvények, amelyek 1+ & alaktak, ahol & (tetszéleges)
megoldasa a homogén egyenletnek. Az itt szereplé g;-ket, ill. a de-
rivaltjaikat a ¢t € I pontokban a

pr)git)  + wea(t)ga(t) -+ ea(t)gn(t) =0

Ao+ whBet)  + o+ @R(t)ga(t) =0
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egyenletrendszerbol hatéarozhatjuk meg. Ennek a megoldasa sok eset-
ben faradsagos miivelet, ami gyakran , elkeriilheté”. Elére megmond-
hato ui., hogy bizonyos tipusu f fiiggvények esetén milyen alakt par-
tikularis megoldas létezése garantalhatd. Az egyik ilyen, a gyakorlat
szamara is fontos fliggvénytipus az un. kvdzipolinom. Ez utébbin az

R >z Qz) e

alaku fiiggvényt értjik, ahol A € C, ) pedig polinom. Ha m € N
az itt szereplé () fokszama, A pedig j(€ IN)-szeres gyoke a P ka-
rakterisztikus polinomnak (a j = 0 eseten azt értve, hogy A nem
gyOke P-nek), akkor f-nek ezt a kvazipolinomot valasztva van olyan,
legfeljebb m-edfokti R polinom, hogy az

R >z 2/ R(x) e

fliggvény partikularis megoldas. Vegyiik észre, hogy minden polinom
egyuttal kvazipolinom is (A = 0). Erdemes megjegyezni, hogyha A = 0
és ugyanakkor P(0) # 0, akkor j = 0, azaz van polinom meg-
oldasa a széban forgo differencialegyenletnek. Ennek a fokszama leg-
feljebb annyi, mint a @) -é. Vilagos tovabba, hogy ha az f fliggvény
kvézipolinomok osszege: f = >37_oP; (ahol s € N, a B,...,Ps
fiiggvények pedig kvazipolinomok), akkor van olyan partikuldris meg-
oldas, amely ugyancsak kvazipolinomok 6sszege. Nevezetesen, legyen
Y; (j=0,...,s) az a kvézipolinom, amely partikuldris megolddsa a

0+ a0 = fi1)  (teR)

egyenletnek. Ekkor v := 3% ;4 partikularis megoldédsa a

)+ X apV(t) = f(t)  (teR)

feladatnak, hiszen

n—1 s
+Zaw Zw O+ a S oP(t) =
k=0  j=0

;(W ZMD( ) Zf] = (t € R).
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x) Tekintsiik pl. azt az inhomogén masodrendii egyenletet, amelyre
ay = -3, a9 :=2, f(x):=2%e" (x € R).

A keresett ¢ : R — R, € D? fiiggvényre tehdt az aldbbi
egyenloségnek kell fennallnia:

" () — 3¢ () + 2p(x) = 2% €* (r € R).

Most
Q(z) =2 (z€R), A:=1.

A P Kkarakterisztikus polinom:
Plx)=2*-324+2=(z—1)(z —2) (x € R),

amelynek a A\ egyeres gyoke. fgy j =1, és alkalmas «, 3,7 € R
egyiitthatokkal

R(x) = ax® + Bx +~ (x € R).
A keresett 1) kvéazipolinom partikuldris megoldas ezért a kovetkezo:
Y(z) = 2(az® + Bx + 7)€" (x € R).

Mivel
Y'(z) = (3ax® + 28z +7v)e” + x(az® + Bx + 7)€,

V(z) =
(6ax + 28)e” + 2(3ax® + 2Bz + 7)€" + z(az® + Br + )"  (z € R),
ezért a
() = 3 () + 2¢P(x) =
(—3az® + (6a — 2B)x + 208 —y)e” = 2%e* (v € R)
egyenloségbol
—3a=1,6a—-23=0,20—~v=0

kovetkezik. Innen o = —1/3, 8 = —1, v = —2, a v partikuldris
megoldas pedig:

b(x) = —%(:ﬂ +32+6)e”  (z€R).
A (valds értékii) ¢ megoldasok tehét:

o(x) = c16” + 6™ — %(Iz + 3z +6)e” (x €R,c1, 0 €R).
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xi) Tegyiik fel, hogy az v)-ben megfogalmazott

S0+ T a0 = £ (1Dy)

differencidlegyenletben valamilyen valds egyiitthatés m-edfokd Q po-
linommal (m € N) és a §, ¢ € R paraméterekkel

f(z) == eQ(z) sin(ex) (x € R).

Ekkor tetszoleges R > z-re

iex __ p—iew 1

f(x) = Q(:L’)e&mT — ZQ(x)e(cH—ze)m B

1

ZQ(QU)Q(&_ZE)E,

tehdt f nem mds, mint két kvézipolinom 6sszege. Tudjuk (Id. ix)),
hogyha d+1c a P polinom j-szeres gyoke (j € IN), akkor egy alkalmas,
legfeljebb m-edfoki R polinommal a

o(x) == 2 R(x)el®T)® (r e R)

kvéazipolinomra
n—1 . 1 5
SD(n) ([l?) + Z akﬁp( )({lf) — ZQ($)6( “+ig)x (:L’ c R)
k=0
Mivel
n—1
e (x) + Y arp®(z) =
k=0
ISP S s 1 5 1 (6—12)a
2" (2)+> ] ap™(z) = ZQ(I)Q( Hie)e = —ZQ(I)e (r € R),
k=0

ezért (Osszeadva az utébbi két egyenléséget)

n—1

(¢ + )" () + Z_: ar(p + )" (2) =

L@ = f(r)  (xER)

A ¢ = p + P figgvény tehat (partikuldris) megoldds. FErrél a
fliggvényrol nem nehéz megmutatni, hogy valamilyen, legfeljebb m-ed-
fok1, valés egyiitthatos Ry, Rs polinomokkal

1
2_ZQ(x)6(6+za)x .

() = 27+ e (Ry(z) cos(ex) + Ry(x) sin(ex)) (r € R)
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alaki. Valéban,

Y(z) = ij(:L’)ehelm + xjme‘gme_“w =

27 e (R(x) cos(ex) +1R(z) sin(ex) + R(z) cos(ex) — 1R(x) sin(sa:)) =

27 e ((R(:c) + R(z)) cos(ez) + 1(R(z) — R(x)) sin(a:c)) =
27 e’ (2 Re (R(z)) cos(ex) — 2Im (R(z)) sin(e:c)) .

Ri(z) :==2Re(R(z)) , Ro(z):=—2Im(R(x)) (x € R),

akkor Ry és Ry nyilvan legfeljebb m-edfoki, valés egytitthatos poli-
nom.

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha az f definiciéjaban a sin
fiiggvény helyett cos-t irunk. Emlékeztetiink pl. (I1d. (7), ill. iv)) a

rezgések koziil a

P"(t) +wip(t) = gsin(wt) (€ R)
egyenlettel modellezett csillapitatlan kényszerrezgés esetére. Ekkor
e :=w (> 0) (kényszerfrekvencia), § :=0, Q(z):=q(>0) (x €R), a
karakterisztikus polinom pedig (az wq (> 0) sajdtfrekvencidval)

P(z) == 2 + W} (r € R).

Az w # wy eset azt jelenti, hogy 0 + 1 = w nem gyoke P-nek, azaz
7 =0. Igy van

R 3 z — ¢ cos(wz) + cosin(wz)
(c1, co € R) alakd (partikularis) megoldds. Ha viszont w = wy, ak-
kor w egyszeres gyoke P-nek (j = 1), ezért alkalmas c¢3, ¢4 € R
egyiitthatokkal

R > 2 — x(c3 cos(wz) + ¢4 sin(wz))

(partikuldris) megold4s.
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xii) Az eddigiekben kozonséges differencidlegyenletekre nyert eredmények
esetenként sikerrel alkalmazhatok parcialis differencidlegyenletek meg-
oldasa soran is. Els6 példaként tekintsiik a 2.2. xvii) megjegyzésben
emlitett, a rezgd hur mozgéasat modellez6, a ¢ > 0 paraméterrel meg-
adott

Onu = q- On1u

egyenletet. Emlékeztetiink arra, hogy itt (valamilyen, a hur hosszét
megadd) pozitiv [ szam mellett a keresett

w:[0,{] x [0,4+00) — R

fliggvény kétszer folytonosan differencidlhatd, amelyre az alabbi perem-
és kezdeti-feltételek teljesiilnek:

u(0,t) =u(l,t) =0 (t€R), u(z,0)= f(x),

Ou(z,0) = g(x) (x €10,1])

(adott f,g € R — R fiiggvényekkel). Euler, Lagrange, D‘Alembert,
D. Bernoulli és Fourier munkdssidga nyomén kristalyosodott ki (a més
problémaékra is alkalmazhaté) aldbbi médszer. Ennek az alapdtlete a
kovetkezo: keressiik az u megoldast

u(z,t) = F(x) G(t) (x €10,1],t € [0,400))

alakban, ahol F,G € R — R kétszer folytonosan differencialhato
(alkalmas) fliggvények. Ekkor

Opou(z,t) = G"(t)F(x),

onu(z,t) = F"(x)G(t) (x €[0,],t € [0, +0)),

azaz a Oxpu = q- Ojju egyenlOség miatt teljesiilnie kell a
G'()F(x) = q F"(2)G(t)  (z€[0,1],t €0, +00))

egyenldségnek. Vildgos, hogy ez csak ugy lehetséges, ha egy alkalmas
A € R konstanssal

G"(t) = AG(t) (t€[0,+00)), F'(z) = 2F(:c) (z € [0,1)).

Mindez nem mas, mint (két) homogén linedris, allandé egyiitthatds,
masodrendii differencidlegyenlet.
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Ha itt A = 0, akkor valamilyen ¢y, ¢, c3,c4 € R egyiitthatokkal
Gt)=c+ct (teR), F(x)=cs+car (ze€R).
Kovetkezésképpen
u(z,t) = (1 + cot)(es + c4x) (x €]0,1],t > 0).

Mivel w(0,t) = e3(ci + ct) = 0 (t > 0), ezért c3 = 0,
vagy ¢ + et = 0 (t > 0), azaz ¢; = ¢ = 0. Az utébbi esetben
u=0. Ha |¢1| + |c2| > 0, akkor tehat c3 =0 és

u(l,t) = cal(cy + cat) =0 (t>0),
amibdl ¢y = 0 kovetkezik. fgy ismét csak u = 0.

Tegyiik most fel, hogy A > 0. Ekkor a masodrendii homogén linearis
differencidlegyenletek megoldasarol mondottak alapjan

G(t) = ae™ + e (teR)

és

F(z) = vex\/m + e eV Ma (r € R)

(ahol «, 3,7,0 € R alkalmas egyiitthaték). Ismét figyelembe véve a
peremfeltételeket

u(0,4) = (y+0) (ae™* + g™ =0 (t>0),

ezért eVt 4+ Bem™VA =0 (t > 0), vagy v+ = 0. Az elsé eset
(kbnnyen beldthatéan) csak az o = = 0 egyiitthatékkal allhat fenn,
ekkor w = 0. Ha tehdt |o|+ || > 0, akkor v+ § = 0. Tovabba

u(l,t) = (fyel\/’\_/q + 5e_l\/’\_/") (ozet‘/X + ﬁe‘tﬁ) =0 (t>0),

amibdl

VA L s VAT (ez,/x/q _ e—l«/)\/q) —0
adodik. Fz azt jelenti, hogy vagy v = 0, azaz egyuttal § = 0, vagy

el\/)\/q . 6_“/)\/[1 = 0.

Az utébbi egyenldség azt jelentend, hogy e*V*e =1, ami csak A =0
esetén allhatna fenn. Mivel most A > 0, ezért v =6 = 0, mas széval
ismét u = 0.
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Vizsgéljuk végiill a A < 0 esetet. A masodrendi homogén linearis dif-
ferencidlegyenletek valés megoldasaira vonatkozo ismereteink szerint

G(t) = acos (ty/|A) +bsin (/]A) (> 0),

F(x) = ccos (x\/|A|/q) + dsin (z1/|\|/q) (xeR)
(valamilyen a,b,c,d € R egytitthatokkal). Az

u(0,t) =c¢ (a cos (t\/m) + bsin (t\/m)> =0 (t>0)

feltételbol az elobbiekkel analég médon kapjuk az a = b = 0 egyenlo-
séget, amikor is u = 0, vagy |a| +|b| > 0 és ¢ =0, kovetkezésképpen

u(l, t) = dsin (1N /q) <acos (t/[A]) + bsin (tﬂ)) —0 (t>0)

Innen vagy d =0, azaz ismét u = 0 kovetkezik, vagy
sin (I1/|A|/q) = 0.

Az utébbi egyenloség viszont azzal ekvivalens, hogy valamilyen pozitiv
n € N szammal
™
VIA = \/_an

Konnyen ellenérizhetd, hogy tetszoleges n € N és a,,b,,d, € R pa-
raméterekkel az
Up(z,t) =

d, sin(wmc/l)(an cos (my/qnt/l) + by, sin (7 qnt/l)) (x € [0,1],t>0)

fliggvények megoldasok. A részletek mellozésével jegyezziik meg, hogy
alkalmas feltételek mellett az

[e.9]

u(z,t) ==Y uy(z,t) (x €10,1],t >0)

n=0

osszegfiiggvény létezik, szintén megoldas, és a kezdeti feltételek a kovet-
kezo alakuak:

u(zx,0) = i andy, sin(mnx/l) = f(x) (x €10,1)),

Ohu(z,0) = WT\@ ibndnn sin(mnz/l) = g(x) (x € 10,1)).

(Ezek az egyenléségek tehat az f, ill. a g flggvény Fourier-sorba
(specidlisan szinusz-sorba-)fejtését jelentik.)
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xiii) Hasonléan kezelhet$ az an. Dirichlet-problémais: keressiik meg minda-
zokat a kétszer differencidlhaté f € R? — R fiiggvényeket, amelyekre

onf(z,y)+0nflz,y) =0  ((z,y) € K1(0,0))

(azaz az origd kozéppontu nyilt egységkorlemezen az [ kielégiti a
(sikbeli) Laplace-egyenletet), és tetszéleges ¢ € [0,2m] esetén létezik
a

TE{EOJC(T cos ¢, rsin @) = G(9)

(bal oldali) hatarérték, ahol G : R — R adott 2m-szerint periodikus
figgvény. Legyen

F(r,¢) := f(rcos¢,rsin¢) 0<r<1,0<¢<2nm),
ekkor kénnyen lathatéan (a * := rcos ¢, rsin ¢ roviditéssel)

0. F(r,¢) = 01f(x) cos ¢ + Da f(x) sin ¢,
Or P (1, 0) = O f (%) cos” ¢ + Dra f (+) sin(2¢) + Oa f (+) sin® ¢,
B F (1, @) = — 8y f (%) sin ¢ + Do f ()7 cos ¢,
Oy F(r, @) = =01 f (¥)r cos ¢ — Do f (x)rsin ¢ + Oy f (*)r? sin® ¢—

—Oa f(%)r? sin(2¢) + Oga f ()72 cos® ¢.
A most kapott azonossagokbdl (és az f-re vonatkozd

O f(x) 4+ 00 f(x) =0

Laplace-egyenletbél) adddik, hogy barmely 0 < r < 1 esetén

1
arrF(r> ¢) + ﬁa@f’F(T’ ¢) =

L 041 o3 6+ 01 (5) simg) = L0, F (1.0,
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azaz (a Laplace-egyenlet , polarkoordinatas alakja”)
1 1
O F (1, 0) + T—28¢¢F(7’, o) + ;&F(r, »)=0 (0<r<1,0<¢<2m).

Vil4dgos, hogy

F(r,¢p+2m) = F(r,¢), lim F(r,¢)=G(¢) (0<r<1,0<¢<2m).

r—1-0

Keressiik az F' fliggvényt
F(r,¢)=R(r)H(¢) (0<r<1,0<¢<2m)

alakban (alkalmas kétszer differencidlhat6 R, H € R — R fliggvé-
nyekkel, ahol H periodikus 27-szerint). Ekkor

RY(r)H() g ROVH O+ R(VH(@) =0 (0<7<1,0< 6 < 2r)
H(¢) (PR'(r) +rR'(r)) = =R(r)H"(¢)  (0<r<1,0<¢ < 2m).

Innen (az R(r) # 0, H(¢) # 0 feltétel mellett)
(7“2R”(7’) + TR'(T)) = —%H”(@

adddik. Mas szoval alkalmas ¢ € R 4llanddval

R(r)

H"(¢) +cH(¢) =0  (0<¢<2m)

és
r*R"(r) +rR'(r) —cR(r) =0 0<r<1).
Az elsé egyenletbdl a xii)-beli F' meghatérozasdaval analég médon (a

H fiiggvény periodikussagat is szem el6tt tartva) ¢ =n? (n € Z), ill.
valamilyen «, 3 € R egytitthatokkal

H(¢) = acos(ng) + [sin(ng) (0 < ¢ <2m)

kovetkezik. Az R-re vonatkoz6 (Gn. FEuler-tipusi) egyenlet megoldé-
sdhoz tekintsiik a
g(z) = R(e")  (z<0)
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Xiv)

fliggvényt. Egyszerli szamolassal azt kapjuk, hogy

g"(x) —ng(z) =0  (x<0).

, Létszik”, hogy itt n =0 nem lehet, kiilonben g(z) =a+bxr (v <0)
alaku alkalmas a,b € R egyiitthatékkal. Igy

R(r)=g(lnr)=a+blnr 0<r<1)

lenne, ami nem lehet, hiszen ez a R fiiggvény nem lenne folytonos
a 0-ban. Tehdt n # 0 és (a g-t meghatarozé masodrendii diffe-
rencidlegyenlet . megolddképlete” szerint) v,0 € R konstansokkal

g(x) = ve" 4 de " (x < 0).
Kovetkezésképpen
R(r)=g(nr)=~r"+or™" 0<r<1).

Az R figgvény 0-beli folytonossdga miatt itt csak § = 0 johet szoba,
tehat
R(r) =~r" (0<r<1).

Azt kaptuk, hogy
F(r,¢) = yr"(acos(ng) + Bsin(ng)) 0<r<1,0<¢<2m),

ill. alkalmas feltételek mellett «,, 5, € R (n € N) egyiitthatokkal
F(r,¢) =Y r"(an cos(ng) + B, sin(ng)) (0<r<1,0<¢<2n).
n=0

A lim, 1o F(r,¢) = G(¢) feltétel azt jelenti, hogy létezik a

TE{EO nz;; r™ (v, cos(ng) + B, sin(ng))

(véges) hatarérték, ami a Y (o, cos(ng) + 5, sin(ng)) végtelen sor un.
Abel-Poisson-féle osszegzését jelenti.

Johann Bernoulli vetette fel 1696-ban az azéta (is) brachisztrochron-
problémanak nevezett feladatot (problema novum, ad cuins solutionem
matematici invitantur - ime egy 1j feladat, amelynek a megoldasahoz
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XV)

meghivom a matematikusokat). (A gordg nyelvii elnevezést a legrovi-
debb idejii pdlya meghatérozasaként magyarithatnank.) A kés6bb va-
ridcioszamitds cimszo alatt meghatarozott matematikai diszciplina ki-
fejlédését (amely aztan Fuler és Lagrange nevéhez fiizédik) elinditd
feladat a kovetkezéképpen fogalmazhaté meg: adott két (kiilonbozé
magassagban, de nem egy fiiggéleges egyenesen 1évé) pont. Tekintsiik
az Osszes olyan, a két pontot Osszekoto és a két pont altal meg-
hatarozott fiiggoleges sikban 1évo gorbéket, amelyeken a magasabban
fekv6 pontbdl valamilyen kezdésebességgel elinditott (témeg)pont eljut
az alacsonyabban fekv6 pontba. A kérdés most mar az, hogy létezik-e
az emlitett gorbék kozott olyan, amelyet a csupan a nehézségi erének
aldvetett pont (a tobbi gorbéhez képest) a legréovidebb id6 alatt fut be?
Ha a kérdésre a valasz ,,igen”, akkor hogyan lehet ezt a minimalis ideji
gorbét meghatarozni?

Legyen ehhez a két pont &ltal meghatarozott sikban felvett (,,lefelé”
irdanyitott) derékszogli koordindta-rendszerben az egyik pont az origd,
a masik pedig (valamilyen o > 0, 5 > 0 mellett) (a, §). Az egyszeriiség
kedvéért csupan olyan gorbéket fogunk figyelembe venni, amelyek
mindegyike valamely folytonosan differencidlhaté y : [0, a] — [0, +00)
fliggvény grafikonjaként allithaté el6. Vilagos, hogy a széba jové y
fliggvényekre teljestilni kell az

y(0) =0, y(a) =3

un. peremfeltételnek. Fizikai megfontoldsokbdl azt kapjuk, hogy az
elébbi y fliggvény altal meghatarozott gorbe befutasahoz sziikséges
7 (y) idé a kovetkezo:

) - [ |

ahol ¢ a nehézségi gyorsulés, v :=v?/q, v a kezdOsebesség.

Hasonlé jellegti a legkisebb felszinit forgdsfelilet meghatarozasa. Tekint-
stink ui. valamely sikban egy ¢ egyenest és az altala meghatarozott
két félsik kozil az egyikben két pontot: P-t és (-t ugy, hogy a rajtuk
atmeno egyenes ne legyen merdleges f-re. A P, () pontokat kossiik
Ossze sima gorbékkel, majd utébbiakat forgassuk meg az ¢ egyenes
koriil. Van-e a gorbék kozott olyan, amelyre az ¢ korili megforgatéassal
el6élld forgastest felszine minimalis? Ha van ilyen gorbe, akkor hogyan
lehet azt meghatarozni?
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xvi)

A feladat matematikai modelljéhez legyen az emlitett sikban egy de-
rékszogi koordinatarendszer olyan, hogy az X-tengelye az ¢ egyenes,
P =(0,a), @ = (6,7), ahol 5 > 0, a, v > 0. Csak olyan gorbéket
vesziink figyelembe, amelyek mindegyike valamely kétszer folytonosan
differencialhat6 y : [0, 3] — R fiiggvény grafikonja. Nyilvén y(0) = «
és y(B) = . JOl ismert, hogy ekkor a grafy gorbének az X-tengely
koriili megforgatasakor keletkez6 forgéastest F(y) felszine a kovetkezo:

s 2
Fly) =2r [ g1+ (v (@)’ da.

A most mondottakat kissé altalanosabban fogalmazva meg legyen adott
a kétszer folytonosan differencialhaté f € R® — R fiiggvény, és az
R? sikon rogzitsiikk az (a,b),(c,d) pontokat, ahol a < c. Valamely
differencialhaté y : [a,¢] — R fiiggvény és = € [a,c| esetén legyen
tovabba

(@) = (2, y(x), ¥ (@) (€ R).

A tovabbiakban megengedett figgvényosztilynak nevezzik az
M =

{y:la.d = R:yeC? yla)=b ylc) =d, Yl(z) € Dy (v € [a,d)}
halmazt. Tekintsiik ezek utan azt a & : M — R funkciondlt, amelyre

Cc

o(y) = [ fB@)de = [ fly@.y@)de  (yeMm).
Hallgat6lagosan feltételeztik, hogy M # (). Ez a helyzet pl., ha va-
lamilyen konvex nyilt § # Q C R? halmazzal Dy = Q x R és
(a,b), (c,d) € Q. (Ekkor ti. mondjuk az y(x) := b+(d—b)(x—a)/(c—a)
(x € [a,]) figgvényre y € M.) Innentdl kezdve fel is tessziik, hogy a
Dy halmaz ilyen szerkezetil.

A kérdés a kovetkezé: van-e olyan y € M, hogy
O(y) < ®(h)  (heM)?

Mas széval: van-e a @ funkciondlnak minimuma? Ha igen (az y € M
fiiggvényre), akkor nyilvan grafy C 2. Nem nehéz meggondolni, hogy
a graf y halmaz kompaktsaga miatt van olyan ¢ > 0 szam, amellyel az
h:la,c] = R, h € C* h(a) =0, hic)=d, ||h— 1yl < € feltételnek
eleget tevd h fiiggvényekre h € M. Ha tehdt n: [a,c] — R, n € C?,
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n(a) = n(c) =0, ésa § € R szamra |J]-||n||ec < € teljesiil, akkor
y + on € M. (Feltessziik, hogy 1 nem az azonosan nulla fliggvény.)
Ez azt jelenti, hogy a

o) = [Hrsionds  (-pio <0< i)

< -
71]o0

figgvénynek a 6 = 0-ban minimuma van. A paraméteres integrallal
kapcsolatban tanultak szerint a ¢ fiiggvény differencidlhato, kovet-
kezésképpen ¢'(0) = 0, ahol minden § € R, |d| < ¢/||n]|o helyen

2(0) = [ @af(ly -+ o) n(w) + s f [y + o)) (2)
Parciglisan integralva azt mondhatjuk, hogy az
fola) = Buf(ly + on)(x) (€ [a.c])
jeloléssel
P0) = [ @f v+ @) - i@ de (18] < /lnllo)

Tehat .
0=¢'(0) = /a (@ f ([y]()]) = fo(2))n(z) dz.

Konnyti belatni, hogy az utébbi egyenléség minden itt emlitett 7
fliggvényre csak ugy teljesiilhet, ha

O f(wl(x)) — folx) =0 (z € a,d])

(Euler-Lagrange-egyenlet). Jegyezziik meg, hogy
fola) = 031 f([yl(x))+ 05 f ([y] ())y (2)+ 03 f([y) ())y" (x)  (x € [a,]),

ezért az Euler-Lagrange-egyenlet az x € [a, ¢] helyeken a kdvetkezo:

Oof ([Wl(x)) = 051 f([y)(2)) + Osa f ([W](2))y (z) + D33 f ([ (2))y" ().
Specialisan, ha 0, f = 0, akkor

Os1 f([y](x)) = O5(Au f([y)(2))) =0 (z € a,¢])

miatt

(%) Orf([yl(x)) = Os2f ([y)(2))y/' () + Dss f ([l (=))y" ().
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xvii)

Legyen ekkor
U(z) = f([yl(x)) — 0sf(Wl(x))y'(x)  (x € [a,d]).

A tett feltételek alapjan a W fliggvény differencidlhatéd és tetszdleges
x € [a,c] helyen (01f =0 és (x) miatt)

' (z) = % f([y](2)y (2) =y (2)(Osa f ([y)(2))y' (2)+0s3 f ([y] (2))y" (x)) =
y'(2) (02 f ([y)(2)) — Osaf ([¥](2))y(x) — s f ([y)(2))y"(2)) = 0.
Kévetkezéséppen a U fiiggvény konstans, azaz alkalmas R 5 C-vel
(o) fl2,y(2), 9 (2) = Osf (2, y(2), ¥/ (2)y'(z) = C (2 € [a,c]).
Vilédgos, hogyha az y fiiggvény eleget tesz (+#)-nak és az
{z € [a,d] : y'(z) = 0}

halmaz legfeljebb véges, akkor az y eleget tesz (x)-nak is.

Tekintsitk most a xiv) megjegyzésben emlitett brachisztrochron-prob-
lémat (az ottani jelolésekkel):

( ) 1 1 4+ w?
flx,z,w) = —
V2q\ v+ =z

Nyilvan igaz, hogy 01f =0, ill. (xx) a kdvetkezo:

(x,w e R,z > —7).

L+ (y(2)? (y'(2))" — 0,2
YY) (@) + ((2)?) o

1
=(C4/2 r €10, al).
SO v @)t @) Ve (el

(Belathaté, hogy a feladat szempontjabdl széba jové y-ra

(z € [0, a]),

azaz

{z€[0,0] : y/(x) =0}
legfeljebb 1 elemii.) Tehdt (a v := 1/(4qC?) jeloléssel) az y fiiggvényre

2v
L+ (y)?

Ty =
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xviii)

adddik, amibol

2

g Ay A+ W)
(1+ ()2’ v

Latszik, hogy y” < 0, ezért az y' derivéltfiiggvény szigoriian monoton

fogy6. Legyen ¢ := 2arcctgoy’, ekkor ¢ szigortian monoton csokken,

és
B 2v
1+ ctg?(p

T+ (@) g = 1 ese@) e 0.a]),

tehat

v+ y(e N t)) = v(1 — cost) (t € Dy1).
Az utébbi egyenlOséget ., derivalva” azt kapjuk, hogy

Y (@ (O) ™) (t) = vsint  (t € Dy),

ill. o/ (¢71(t)) = ctg(t/2) miatt

1y osint
(SO ) (t> - VCtg(t/Q)

Alkalmas 6 € R konstanssal tehdt

= 2usin®(t/2) = v(1 — cost) (t € Dy1).

0 H(t) +0 = v(t —sint).

Kovetkezésképpen az x = o~ 1(t) jeloléssel az y fiiggvény grafikonjat
az alabbi egyenletrendszer irja le:

r=v(t —sint) — ¢
y(x) = v(1 = cost) — 1,

ami egy ciklois része. (Utébbit az y = —a egyenletli egyenesen
gorditett ¢ sugart kor egy pontja irja le.)

A xv) megjegyzésbeli legkisebb felszinti forgésfeliilet vizsgélatakor (az
ottani jelolésekkel)

flz,u,w) == 2ruv1 4+ w? (x,u,w € R).

Nyilvan igaz, hogy O1f = 0, ezért a fenti (xx) egyenléség most a
kovetkezo:

g1+ (@) —2n LD o e o,
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xviii)

tehat () o
y(x
L= (el

1+ (y'(x)” <7
Innen y? = §%(1 + (y)?), ill. (derivéldssal) yy' = 0%y'y” kovetke-
zik. Most is meggondolhat6, hogy az y derivaltfiggvény legfeljebb
egy pontban lehet nulla. Igy y = 6%y”, ami egy homogén linedris
masodrendii differencidlegyenlet. A ,, megolddképlet” szerint

z/d

y(x) = 160 + cpe/° (x €10,0])

(alkalmas ¢y, ¢y € R egyiitthatékkal). Vilagos, hogy
2 2
2 _ O ous  Coonss 20102
(y' ()" = 52¢ T 5 (z €0, 3]),
ezért a fenti y? = 6%(1 + (v')?) egyenl8ségbdl

—2x/8 2z /6

A0 4 e +2¢100 = 6% + 2e*/0 4 e _9cic,  (x € [0, 5]),

azaz 4cicy = 0% kovetkezik sziikséges feltételként. Ez azt jelenti, hogy

52
y(zr) = c1e®? + 4—016_:0/6 (x €10,4)),

ahol 0 # ¢; € R. Nem nehéz belatni, hogy alkalmas R > g-val
y(x) = d-ch(z/d + q) (x €10,0]).
(Emlékeztetiink a koszinuszhiperbolikusz-fiiggvényre:

ch(t) = & ge_t (teR).)

Megjegyezziik, hogy az y(0) = «a, y() = v feltételeknek,tehat a
d-chg=a , §-ch(B/0+q) =~

egyenloségeknek is teljesiilnitik kell. Konnyen ellenérizheté azonban,
hogy adott «, 3, v mellett ez utébbi (d-ra és g¢-ra vonatkozd) egyen-
letrendszer nem mindig, ill. nem mindig egyértelmiien oldhaté meg.

A fentiekben csupan érintolegesen felidézett varidciészamitas szoros
kapcsolatban van bizonyos (nem véletleniil varidcids elveknek nevezett)
fizikai torvényekkel. Tekintsiik pl. azt az f € R® — R alapfiiggvényt,
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XX)

amely (¢, m, h > 0 adott paraméterek mellett) a kvetkezdképpen van
definidlva:

muw?

2

flz,u,w) = — + mq(h — u) (z,u,w) € R?).

Nyilvén O, f = Osf = 0, 33f = —m. Irjuk fel erre az f fiiggvényre
az FEuler-Lagrange-egyenletet (1d. xv) (x)) :

Oaf ([y)(x)) = Osa f ([yl(2))y () — s f([y](2))y" (z) =
—mq+my"(x) =0 (x € D).

Az y fliggvényre a xv)-beli (x*) formula szerint egy alkalmas C' kons-
tanssal

fla,y(x),y'(x) = 0sf(x,y(x),y (x)y' (z) =

_m(y(x))*
2

+mg(h —y(2)) +m(y (z))* =

m(y'(z))*

5 +mq(h —y(x))=C (x € D).

( * %)
Ha a most felirt matematikai modellben ¢ a nehézségi gyorsulas, és
egy m tomegil testet h magassdghol elejtiink, akkor (minden egyéb
tényezot (légellendllast, stb.) figyelmen kiviil hagyva) a mozgast leird
y:[0,7] — R 1t-idé fiiggvényrol (valamilyen 7' > 0 esetén) a kovet-
kez6ket mondhatjuk:

e a Newton-féle mozgastorvény szerint my”(xz) = mq (x € [0,7],
y(0) = 0);

e az x € [0,7] pillanatban a test helyzeti energidja mq(h — y(x)),
a mozgasi energidja pedig m(y'(x))?/2.

Tehat a fenti Euler-Lagrange-egyenlet éppen a mozgast leir6 Newton-
torvényt jelenti. Jol ismert tovabba a fizikabol, hogy az elobb emlitett
két energia Osszege a mozgds soran nem véaltozik, allandé (mgh). A
(x % *) egyenl6ség pontosan ezt fejezi ki.

A masodrendii linearis differencidlegyenletekhez hasonléan vizsgédlha-
tok az dllando egyitthatos mdsodrendi linedris differenciaegyenletek.
Ezek értelmezéséhez tegyiik fel, hogy adottak az a,b € R, b # 0 szamok
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és az a, € R (n € N) sorozat. Az aldbbi feladatot szeretnénk meg-
oldani: hatérozzunk meg olyan z, € C (n € N) sorozatot, amely
eleget tesz az alabbi rekurziv Osszefiiggésnek (egyenletnek):

(%) Tpio + axpyq + b, = ay, (n € N).

Legyen
Pt):=t"+at+b (t€C)
a () mésodrendii linedris differenciaegyenlet karakterisztikus poli-

nomja. Ha q¢ € C gyoke P-nek (mivel b # 0, ezért ¢ # 0), akkor
az x, :=¢q" (n € N) sorozatra

(%) Tpt2 + aTpi1 + bz =0 (n € N)

(azaz az x, (n € N) sorozat megolddsa a (xx) homogén differenciae-
gyenletnek). Valéban, ¢* + aq+b =0, igy

Tppo+aTpiq +b2, = ¢ 24 ag" T 00" = ¢"(¢*+aq+b) =0 (n € N).
Jeloljiikk a P masodfoku polinom gyokeit ¢y, go-vel. Ekkor:

19 eset: q1 # qo. Legyen vy, = q7, z, :== ¢4 (n € N) és mutassuk
meg, hogy a (x*) homogén egyenlet barmely z, € C (n € N)
megoldasahoz léteznek olyan «, 5 € C egylitthatok, hogy

Ty = oYy + B2y (n € N).

(Konnyen beldthatéan minden ilyen alakd z, (n € N) sorozat meg-
olddsa a (xx) egyenletnek.) Megmutatjuk, hogy (**) minden meg-
oldésa ilyen alakban irhaté fel. Legyen tehat x, (n € N) a (x*)-nak
eleget tevo valamely sorozat és

A= (_Ob —161,> ; &n = (zn>$n+1) (n S N)
Ekkor
§ni1 = AG (R eN).

Mivel ¢, g, egyuttal az A métrix két (kiillonboz6) sajatértéke, ezért
alkalmas T € C?*? matrix segitségével A diagondlis alakra transz-
formalhato:

T—lAT:A-:<q1 O>
(% )
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Igy az n, == T71¢, (n e N) jeloléssel
Mh+1 = T_lgn—i-l = T_lAgn = AT_lgn = Ann (n S N),

azaz (az m, (n € N) vektorsorozat koordindta-sorozatait rendre
N1, Mn2-vel jelolve)

Mnt15 = GjTnj (neN,j=1,2).

A 2.2, viil) megjegyzésben ldtottak alapjan tehdat alkalmas a; € C
egyiitthatokkal

i =;q;  (n€N,j=1,2).
Legyenek a T' matrix els6 soranak az elemei rendre u, v, tovabba
€= qU o, Co = QuU,
akkor
Ty, = UNp1 + VNp2 = €147 + C2@5 = C1Yp, + C22y, (n € N).

2% eset: q := q1 = qo. Ellenorizziik el6szor is azt, hogy az vy, = ¢"

(n € N) sorozat mellett ekkor a z, := ng"™ (n € N) sorozat is
megoldédsa (s#x)-nak:

(n+2)¢"" +a(n+1)¢"™ +bng" =

" (2q+a) +n¢"(¢* +ag+b) =0 (n € N).

Ui. (1évén a ¢ szdm kétszeres gyoke P-nek) 4b = a?, azaz

(2g +a)*

0=q¢"+ag+b= 1

Legyen tovdbba a T € C?*? métrix olyan (Id. 2.3.), hogy

TIAT = A = (q 1).
0 ¢

Az elébbi jeloléseket megtartva ezért a (x*) tetszéleges z, (n € N)
megoldasabdl kiindulva most azt kapjuk, hogy

N1l = Qn1 + Mn2 5 Nnt12 = Q2 (n € N).
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XX)

Innen (1d. 2.2. viii) megjegyzés) az kovetkezik, hogy valamilyen o € C
egyitthatéval 7,0 = ag” (n € N), azaz

Nnt11 = @1 + g (n € N).

Ezért (1d. 2.2. ix), x) megjegyzések) van olyan (§ € C, ill. ¢, € C
(n € N) sorozat, hogy

N1 = ﬁqn + qun (TL € N)

Tovébba (pl. a ¢q : 0 vélasztéssal)

n—1 k
aq an
k=0

Kovetkezésképpen
an
= B¢" + 761" =: Bq" +yng"  (n€N),

igy
Ty = UNp1 + Vn2 = u(B¢" +ynq") +vaq" =

(uf +va)q" + uyng™ = c1yn + 2z, (n € N)

(ahol ¢; := uf+va, ¢y := wy). Most is konnli meggy6zédni arrdl, hogy
az Yn, zn (n € N) sorozatok barmely linedris kombinaciéja megoldasa
(s%)-nak.

Osszefoglalva a fentieket azt kaptuk tehét, hogy az

@ (¢ # q2) & (@ # q)
Yp = , Zp = (n e N)
" (=aq=q) ng" (¢:=q =q)
sorozatokkal a (x*) homogén egyenlet megoldédsai pontosan az
Tp = C1Yp + C22p (c1,c0 € C,n € N)

alakt sorozatok. Ilusztracioképpen tekintsiik az

Tpio = Tpi1 + Tp (n € N)
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homogén egyenletet. Ekkor P(t) =t>—t—1 (t € C), azaz

1+V5 1-5

g2 = 5

Ezért x, = 14} + c2gy (n € N), ahol a ¢, € C egylitthatokat az
xg, x1 (kezdeti) értékek egyértelmilen meghatarozzak:

C1 + Co = Xy
c1qq + g2 = T

Ha pl. zy:= 0,2, := 1, akkor

.
\/37 2 \/ga

tehat az x, (n € N) Fibonacci-sorozat a kovetkezo:

B

CcCl =

Ty =

)n (n € N).

xxii) Tegyiik fel, hogy a P karakterisztikus polinom gyo6kei nem valés komp-
lex szamok: ¢;,q2 € C\ R. Ekkor ¢ = @1, azaz, ha ¢ = re', akkor
g =re . (Itt r:=|q|, 0 # s € (—m,m).) A xx) megjegyzés szerint a
() homogén egyenlet megoldésai a kovetkezdk:

Tp = C1q) + C2qy = c17"e™ F coreT =

" ((c1 + ¢2) cos(ns) +1(cy — ¢3) sin(ns)) (c1,¢0 € Cyn € N).

Ez a sorozat pontosan akkor valds értékil, ha ¢ + c2,1(c; — ¢2) € R,
azaz, ha ¢y = ¢ :

x, = 1" (2Recy cos(ns) — 2Im ey sin(ns)) (c; € C,neN).

Nyilvan barmely «, 8 € R esetén van olyan ¢; € C, hogy a = 2Recy,
ill. #=—-2Ime¢;. Ezért ¢1,¢q2 € C\R esetén a (xx) homogén egyenlet
valos értékii megoldésai pontosan a kovetkezd sorozatok:

xn, = 1" (acos(ns) + Gsin(ns)) (a, B € R,n e N).
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xxiii)

Ekkor tehat az
Yn = 1" cos(ns) , z,:=r"sin(ns) (n € N)

sorozatok egy valds értékii alaprendszert alkotnak. (Megjegyezziik,
hogy ha 1,42 (# ¢1) € R, akkor xiii)-ban a ¢;,co € R vélasztassal
kapjuk a (%) valds értékii megolddsait. Ugyanezt mondhatjuk akkor
is, ha ¢ := q1 = @9, ti. ekkor sziikségszertien g € R.)

Mutassuk meg, hogy a xx)-beli y,, 2, (n € N) alaprendszerrel és a

6n = YnZn+1 — ZnlYn+1 (n,€ PJ)

sorozattal a

n—1 a

Up = Z 5—k(znyk+1 — YnZk+1) (n € N)
k=0 k+1

sorozat megoldésa a xix)-beli (x) egyenletnek (partikuldris megoldds).
(Koénnyen ellendrizhetéen 6,, #0 (n € N).)

Tegyiik fel el6szor, hogy ¢, # qo. Mivel qq,qo gyoke a P polinomnak,
ezért qiqa = b. Ekkor

1 n—1

Ak n k+1 n, k+1
= BG T —arq n € N).
Tl T —dd) eN)

Up *

Azt kell belatni, hogy

(q2 — q1) (Uny2 + aVpi1 + bvy) = (g2 — q1)ay (n € N).

Valoban, az itt szereplo egyenl6ség bal oldala a kovetkezo:

n+1 n
ag ag
Bui=3" v (GG =P +ay Ty (5t =g g+
k=0 k=0

n—1
ak n k+1 n k+1 an n+2 n+1 n+2 n+1
) g a —ae) = oo (@372 — i) +
k=0

n—1 n—1
Ak 2 k+1 2 k+1 Ak 1 k+1 1 k+1
+I;)—bk+1 (65 — a1 Pgs " )+al§—bk+1 (™ — i+
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+—b§E: bk+1 (g™ — qlg5™)

Kovetkezésképpen

a an(q1q2)" !
bt (B2 = P ) = = (g — 1) = a2 — @)

Tovébba barmely k =0,....n—1 esetén ¢2+ag+b= ¢ +aq+b=0

miatt

Ak =

qn+2qllf+l qn+2qk+l +a (qn+1qk+1 qn+1q§+1) +b (q;’qfﬂ q{‘qkﬂ) _

o™ (45 +ag +b) — qia5™ (af + aq +b) =

Ezért

a n n n n
B, = o (q2+2q1+1 +2 +1) + Z ka — an(gs — q1).

(Vegyiik észre, hogy ¢ # q2 esetén a fenti v, (n € N) sorozat valds
értékl. Ez ¢y, ¢ € R mellett nyilvanval6, ha viszont ¢, = g7 € C\ R,
akkor ¢o — 1 = —21Im ¢y, ill.

n k+1 n k+1 n —zns,,,,k—l—lez(k-‘rl)s

@qt — — rle n s k+1 —i(k+1)s _

—re-r €

Tn—l—k—l—l (e—z(n—k—l)s . ez(n—k—l)s) _

~2rH H  sin((n— k—1)s)  (k=0,..,n—1).

Tehét . "
1 2 aprn R
Uy = ma, > Gt sin((n —k —1)s) =
k=0

1 n—1 aan+k+1

sin((n—k—1)s) eR (n € N).

- k+1
rsins{z b
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Legyen most q := ¢q; = ¢, amikoris ¢> +aqg+b=0=2q¢+a, és

n .

1'E n—k—l)q"ak
Most tehat azt kell belatni, hogy
By, = ¢ (Vnpa + aUnps1 + bvy) = ¢an (n € N).

Valéban,
B, =

(" (n— k4 1)¢Pa, " (n—k)qarp L (n—k—1ay
q <Z k +tay k +b) K )Z

k=0 q k=0 q k=0 q

(n—k+1)a (N aa
—) (¢ +ag+b)—g <Z> 27:(2Q+CL) = ¢’an.

k=0

an+q" Z
Vildgos, hogy most is v, € R (n € N).

xxiv) Irjuk a xxiii)-beli v, (n € N) sorozatot a kovetkezd alakba:

-1

v, = Z nYk+1 = YnZk+1 ap = Z U p (n c N),
k=0 Op+1 k=0

ahol

z — UnZ
Ok41

Mivel minden k € N esetén az elébbi N 3 n — v, sorozat a z,,y,

(n € N) sorozatok linedaris kombinacidja, ezért N 3 n — v, eleget

tesz a () homogén egyenletnek. Nyilvanval6 tovabba, hogy minden

N > k-ra
ZeYk+1 — YkRk+1
Vkk = =
Ok+1

G —ddT _ (ae)a-e) 1 _ 1 (@ % @)

5k+1 (C]1(J2)k+l(Q2 - Q1) q192 b 1 2
k 2k+1 k_'_l 2k+1 1 1

s gk+3 )g T 2777 (¢:=aq =q)

q q
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XXV)

Vildgos, hogy vri1x =0 (k € N). Ha tehét
Wy = —bUp pk (n,k € N),

akkor a w, (n € N) sorozat (minden k € N) esetén) olyan megoldasa
a (x*) homogén egyenletnek, amely eleget tesz a wy = 1, w; = 0 kez-
deti feltételeknek.

Eléggé nyilvanvald, hogyha az z,,%, (n € N) sorozatok megolddsaik
a (x) differenciaegyenletnek, akkor az z, — %, (n € N) sorozat
megolddsa a (x*) homogén egyenletnek, tehat alkalmas ci,co € C
egyiitthatokkal

Ty — Ty = C1Yn + C22p (n € N).

A xxi), xxii), xxiii) megjegyzésekben mondottak szerint a xx)-beli (x)
differenciaegyenlet megoldasai a kovetkezok:

Ty = C1Yn + C22n + Uy (c1,c0 € Cyn € N).

Itt v, (n € N) helyébe a xxii) megjegyzésben megadott sorozat
helyett a (x) egyenlet barmely (partikuldris) megolddsa irhaté. Ese-
tenként ilyen megoldas , ranézésre” is latszik. Tekintsiik pl. az

(a) Tpi2 — BTpyy + 61, =2n—3 (n € N),
(b) xpio —4wpy +4x, =1 (n € N)
inhomogén differenciaegyenleteket. Az (a) esetben a
Pt)=t*-5t+6 (t€C)

karakterisztikus polinom gyokei 2 és 3, egy partikularis megoldéds pedig
konnyen lathatéan az N 2 n — n sorozat. Ezért

Tp = 12"+ 3" +n (c1,c0 € Cyn € N).
A (b) esetben
Pt)=t—4dt+4=(t-2)?2 (t€Q),

aminek 2 az egyetlen (kétszeres) gyoke, az N o n +— 1 sorozat pedig

’

nyilvan partikularis megoldasa. Igy

Ty = (c1+cn)2" + 1 (c1,c2 € C,n € N).
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xxvi) A részletek mellézésével csupdn roviden vézoljuk a fentiekben vizsgalt
differenciaegyenletek (1d. a 2.2.  viil) megjegyzést is) egyfajta
altalanositdsat. Legyen ehhez valamilyen 0 < n € N mellett adott
egy (n + 1)-valtozos valds fliiggvény:

feR"™ =R,

Adjunk meg tovabbé egy (vx) : N — R sorozatot, és hatarozzuk meg
azokat a (zp) szdmsorozatokat, amelyekre

(*) f(Zky Zht1y ooy Zhn) = Uk (k e N)

teljesiil. A most megfogalmazott feladatot differenciaegyenletnek ne-
vezzik, barmely, a (%) egyenl6ségnek (, egyenletnek”) eleget tevé (zy)
sorozat a differenciaegyenlet megolddsa. Ha pl. n:=1 és

flx,y)=y—x  (r,y €R),

tovdbba (valamilyen d € C esetén) v :=d (k € N), akkor a keresett

(zk) sorozatra
Z]H_l—Zk:d (]fEN)

Mas széval (zg) szdmtani sorozat. Hasonléan, legyen g € C, és
fley)=y—qu  (z,y €R),
v, =0 (k€N), amikor is (%) a kovetkezd:
Zpe1 — qzr =0 (k € N),

azaz (zp) egy mértani sorozat.

A differenciaegyenletiink linedris, ha alkalmas ay, ..., a,, € R szdamokkal
(ahol ag # 0, a, # 0)

f(.ﬁlf(], ,;Un) = Zajxj ((IL’(], ,.flfn) - Rn+1).
j=0

Ekkor a (x) ,egyenlet” alakja:

n

() Zajzk+j = Ug (k € N).

J=0

Azt mondjuk, hogy ez utébbi homogén, ha v, =0 (k€ N):

(% * x) Sajzy; =0  (keN).
§=0
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Kénnyen belathatd, hogy barmely co,...,c, € C esetén a (xx) fel-
adatnak egyértelmiien van olyan (z;) megoldédsa, amelyre fennallnak
a

2j =¢j (j=0,...,n—1)

egyenloségek (kezdeti feltétel). Ti. (x %) szerint

Rk+n = a (v — @02k — - = Qn—1Zk4n—1) (k € N).
n

Jeloljitk M-mel, ill. Mj-vala (xx) (inhomogén),ill. a (xx) homogén
egyenlet megoldasainak a halmazat. Az alabbi allitasok igazak:

e az M, halmaz n-dimenziés vektortér C felett;
e barmely (wy) € M (partikuldris megoldds) mellett
M = (wi) + Mp;

e hai=0,...,n—1, és (A,(j)) jeloli a (%) homogén egyenletnek
azt a megoldasat, amelyre

{0 (k # 1)
(k=0,...,n—1),

akkor tetszoleges cg,...,c,—1 € C kezdeti értékek esetén a

20 ‘= €0y +-+y Zn—1 = Cn—1,

n—1 k—n
. 1 .
2k 1= E A]E;])Cj + a_, E A](g—li)lvl (k e ’n,,’n, + 1, )
j=0 n =0

sorozat megolddsa (#*)-nak;

e a P(xr) = Y ja’/ (r € C) karakterisztikus polinom
paronként kiilonbozo gyokeit, ill. ezek multiplicitasait Aq, ..., A.-
rel, ill. sq,..., s,-rel jeldlve (valamilyen r = 1,...,n mellett) a

(ARY, (RAFY, . (R5IAR) (i=1,..r)

sorozatok bazist alkotnak M;-ban.
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Tehét a homogén egyenlet minden (z) € M;, megoldasa a kovetkezo
alaku:

r s;i—1
w=Y ( > amkﬂ)Ak (keN)
i=1

(alkalmas «;; € C (1 € {1,..,r},j € {0,...,s; — 1}) egyiitt-
hatékkal). Nyilvanval6, hogy ezzel ekvivalens az aldbbi megfogal-
mazas: tetszéleges, legfeljebb (s; — 1)-edfoka P; (1 e {1,...,1},
j €{0,...,s; — 1}) polinomokkal

2y = iPi(k)Af (k € N).

Ha valamilyen i € {1,...,r} esetén )\; € C\ R, akkor J; is szerepel a
gyokok kozott (1évén a P karakterisztikus polinom valds egyiitthatés),
és a A; multiplicitasa szintén s;. Konnyen ellenorizheto, hogy ekkor a

(AS), (RAR), o, (RSN (D), (R, o, (K5I

nem valds értékii (bdzis-)sorozatok (a 6; := arg\; jeloléssel) helyet-
tesithetok az aldbbi valds értékili sorozatokkal:

(|>\i|kcos(k;9i)), (k\)\i|kcos(/f9i)), ,(ksi_1|>\i\kcos(k9i)),

(| Xi|*sin(k6;)), (k[N |"sin(k6;)), ..., (K571 \|* sin(k6;)).

Ha ezt a ,cserét” a P karakterisztikus polinom minden nem valds
értékit gyokére elvégezziik, akkor az Mj-nak egy valds értékii soroza-
tokbdl allé bazisahoz jutunk. Legyenek tehat a P nem valds értéki
gyokei (ha egyaltaldn ilyenek vannak)

A M A X

(valamilyen p € N mellett, 2p < r). Ekkor a homogén egyenlet valds
értéklt megoldasai az alabbi sorozatok:

p si—1 r si—1
i=1 N j=0 i=2p+1  j=0
(k € N), ahol az itt szereplé valamennyi f;;, vi;, 0;; egyiitthaté valds

szam. Mas széval

:zp:( ) cos(k8;) +Q;(k) sin(k0;) )|)\|k+ Z E)AF (k€ N)

=1 1=2p+1
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xxvii)

tetsz6leges valds egyiitthatos, legfeljebb (s; — 1)-edfoku R;, @y, P; po-
linomokkal.

A xxvi)-beli (xx) differenciaegyenlet stabilis, ha barmely ¢ > 0 szdm
esetén létezik 6 > 0 gy, hogy tetszéleges olyan (zx), (Zx) meg-
oldasokra, amelyekre

|Z() — 2()| < 5, ey |Zn_1 — Zn_1| <9
fennall, egyuttal
‘Zk—2k|<6 (nSkEN)

is teljesiil. Tehat, ha a zp, ..., 2,1 kezdeti értékekben elkovetett (pl.
kerekitési, mérési, stb.) hiba , elég kicsi”, akkor ugyanez igaz marad a
megoldas ,, tovabbi” tagjaira is. Pl. a szamtani sorozatot ,, definidlé”
zke1 — 2 = d (k€ N) egyenlet (valamilyen d € C esetén) nyilvan
stabilis, hiszen

|Zk_2k| = |Zo—§0| (/{?EN),

kovetkezésképpen a stabilitas definicidjaban szereplé tetszdlegesen
vélasztott 0 < 0 < e megfeleld. Ugyanakkor a ¢ (€ C) kvdciensii
mértani sorozatot ,,definidlé” zp1 —qzr =0 (k € N) egyenlet akkor
és csak akkor stabilis, ha |¢| < 1. Ui

|Zk_2k| = |ZO_20|'|Q|k_1 (k:172a)7

ezért |q| > 1 esetén |g|*! — 400 (K — o0) (lgy 2 # Z esetén

minden ¢ > 0 szdmhoz van olyan 1 < k € N, amellyel |z, — 2| > ¢),
azaz nem teljesiilhet a stabilitds kritériuma, mig ha |¢| < 1, akkor
tetszoleges N 3 k-ra |z — Zi| < |20 — Zo| (tehat ismét veheté barmely
0 < § < ¢g), ami a stabilitdst jelenti. Tekintsiik pl. a Fibonacci-
sorozatot (1d. 2.3. xx) megjegyzés) meghatdrozo

Zng2 — Zng1l — 2p =0 (n € N)

homogén masodrendii egyenletet a zy = 0, 2; = 1 kezdeti értékekkel.
Ha d >06s 0 <o <, ill. Z:=0, 2z := 1+0, akkor |z9—Zy| =0 < 4,
|21 — Z1] = 0 < 0, de (amint az konnyen ellendrizhetd)

P —2\~i<1+\/5

azaz a szoban forgd egyenlet nyilvan nem stabil.

)k%oo (k — oo),
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xxviii) Beldthatd, hogy a (x*) egyenlet akkor és csak akkor stabilis, ha a P
karakterisztikus polinomjanak minden A gyokére az alabbi feltételek
valamelyike teljesiil: |A| < 1 vagy |A] = 1, de A egyszeres gyok.
(Vegyiik észre, hogy a most mondott allitas szerint a stabilitas fiiggetlen
a (xx) egyenlet (vy) jobb oldaldtdl.)

Itt a sziikségesség egyszerlien adodik. Ha ui. valamely A gyokre [A| > 1
igaz és 0 > 0 tetszOleges, akkor a z, = 0, Z = oA* (k € N)
véalasztassal (homogén eset)

|21, — 2| = o| A" — 400 (k — o0).
Ezért barmely pozitiv € szamhoz van olyan n < k € N, hogy
|z — Zk| > €,
de ugyanakkor akarmilyen 6 > 0 esetén alkalmas o-val
|20 — 2ol =0 <6,y [2n_1 — Zp_1] = o[ A" < 6.

Tehét ekkor az egyenlet nem stabilis (instabilis). Ha viszont |\ = 1
és A legalabb kétszeres gyoke P-nek, akkor tekintsiik az elébbi (Zj)
helyett a kovetkezd sorozatot: 2, := okA*  (k € N). Ekkor ismét

|2k — Zk| = 0k — +00 (k — o0),

azaz az egyenlet instabilis. Megjegyezziik, hogy a fenti stabilitasi tétel
bizonyitasa (annak az elégségesség része) meglehetsen Gsszetett, de pl.
n = 1,2 esetén elemi tuton is elvégezheto. Valoban, ha n = 1, akkor
a P(x) = ap+ aizx (x € C) karakterisztikus polinomnak egyetlen
gyoke van: A := —ag/a; és a fenti stabilitasi tétel (elégséges) feltétele
szerint |A| < 1. Mivel (a megolddshalmaz szerkezetére vonatkoz6 xx)-
ban idézett allitasok szerint) minden (zx), (2x) € M megoldés (valami-
lyen (wy) € M partikuldris megoldéssal és «, 5 € C egyiitthatékkal)

zk:wk+a)\k , Zk:wk+ﬁ)\k (/{?EN)
alakt, ezért
0% =la—=0] , la—2a|=la=F] N <|a—f] (1<keN).

Ha tehat § > 0, és |20 — Zo| = |a — (| < 0, akkor |z — Zx| < ¢
(1 < k € N). Ez azt jelenti, hogy a stabilitas definiciéjdban szerepl
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e > 0 esetén tetszoleges 0 < § < e vélasztassal teljesiil a stabilitas
kritériuma.

Hasonléan okoskodhatunk n = 2 esetén is. Ekkor a
P(z) = ap+ a1z + apx®>  (z € C)

karakterisztikus polinom mésodfoki, legyenek a gyokei A és p. (Mivel
ap # 0, ezért egyuttal X\ # 0, u # 0 is igaz.) Ha A = p (kétszeres
gyok), akkor a stabilitdsi (elégséges) feltétel szerint (0 <) |\ < 1,
tovabba valamilyen (wy) partikuldris megolddssal minden (z), (Zx)
megoldés (alkalmas «, (3, &, GecC egylitthatokkal)

2 = wi, + aN 4 BENY | Z = wp + @M+ BEAF (ke N).
Ezért |zo — 20| = |a — & és
= 2| =la—a+B—=p N> (18- 08— |la—alA,
amibdl

|21 — 21

Al

|21 — 21

= |ZO—20‘—|—

Tovabba
2 — 2] < la—al M+ 8 =6l kIAF (2<keN),
azaz

|21 — 21|

Al

|2k — Zk] < |20 — 20| |MF+ <|zo — Zo| + ) kA" (2 <k eN).
A [N < 1 feltétel miatt limy, .o (k|A[F) = 0, gy van olyan 2 < ky € N,
hogy kIMF <1 (ky < k € N), kovetkezésképpen

B

A

|Zk—§k| §2|Zo—50|—|— (k‘o<k’€N).

Viszont

- N N 21— 2
Jmax |z — 2| < |z — Zo| + <|ZO_ZO|+‘ 1\>\| 1|>'k0~

Ha tehdt 6 >0 és |20 — 20| < 0, |21 — 21| < 9, akkor

\zk—ék\§5<1+<1+|17‘>> = (1+4¢)o (ko < k € N)
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és

— | < i
e |2 — 2| < (14 cko)d

Tetszoleges ¢ > 0 mellett valasszuk a 6 > 0 szamot tugy, hogy
(1 4 cko)d < e, ekkor |zg — Zp| < 0, |z1 — Z1] < 0 esetén egyuttal
minden k = 3,4, ... indexre |z, — Zx| < &, tehét az egyenlet stabilis.

Ha X # p, akkor mindkét gyok egyszeres, ezért most a stabilitasi
(elégséges) feltétel miatt |[A| < 1, |u| < 1 és (a fenti jeloléseket meg-
tartva)
= wp +aX + 8uF | Z=w, 4+ aN + Bt (ke N).
Kovetkezésképpen
20— Zol = la—a+ B =P, |21 =&l =(a—a)A+ (8- 0)ul,

ill.
2k = 2l = [(a = @)X + (B D < Ja—a| +[8 -5 2<keN)
Tegyiik fel, hogy d > 0, és |20 — 2| < 0, |21 — Z1] < J. Ekkor

0> — A =la—a+8-0)A+(n—N(-05) >

= Al 1B8= 8l = Jla—a+ 8- 3|\ =
= Al |8 = B[ = [20 = Zol- [Al,

ezért ~
|)\||ZO—ZQ|—|—5 20

I — Al = Al

6 -5l <

Analég moédon kapjuk az

20
= Al
becslést. Mindezt figyelembe véve azt mondhatjuk tehdt, hogy
46
= Al

Vildgos, hogy barmely € > 0 esetén alkalmas 0 < d-val 46/|u—A| < e,
amibol

o —a| <

(2<keN).

|Zk — 2k| <

|Zk—2k|<€ (QSI{?EN),
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tehat a szoban forgd esetben is kovetkezik a stabilités.

Pl. a fentiekben idézett szamtani-, mértani-, és Fibonacci-sorozatra a
P karakterisztikus polinom rendre

r—1
P(:c):{:):—q (x € C),

2 —r—1

a gyokei 1,¢q, (14++5)/2. Itt az 1 és a ¢ egyszeres gyok, ezért a
szamtani sorozatot meghatirozé egyenlet stabilis, a mértani sorozat-
tal kapcsolatos egyenletre pedig ugyanez akkor és csak akkor igaz, ha
lg] < 1 (amint azt a stabilitdsi tétel megfogalmazasa elétt lattuk).
A, Fibonacci-esetben” viszont (1 4+ +/5)/2 > 1, tehét ez az egyenlet
instabilis.

2.3.1. Feladatok

1° Adjuk meg az aldbbi magasabb rendii homogén linearis diffe-
rencidlegyenletek valds értékii megoldasait:

a) ¢"(t) +¢/(t) = 20(t) =0 (t € Dy)

b) "(t) = 2¢/(t) =0 (t € Dy);

c) 2¢"(t) = 5¢'(t) +2¢(t) =0 (t € D)

d) @"(t) —4¢'(t) +5p(t) =0 (t € Dy);

e) ¢"(t) +2¢'(t )+10<P() 0 (teDy);

£) @"(t) +o(t) =0 (t € Dy);

g) ") =" (t) = (t) +9(t) =0 (t € Dy);
h) @"(t) = 3¢"(t) +3¢/(t) — @(t) =0 (t € Dy)!

2° Keressiik meg a kovetkezo magasabb rend{i inhomogén linearis differen-
cialegyenletek valds értékii megoldésait:

8) (t) = 28(t) + p(t) = & (t>0);

b) ¢(t) +3¢/(t) + 20() = =A< (teR);

¢) ¢"(t)+o(t) =55 (0<t<m);
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Q) (1) = 4¢'(1) +30() = TS (tER);

e) ¢"(t) +5¢'(t) +4p(t) =3 -2t —t* (t €R);
£) @"(t) — 3¢/ (t) +2p(t) = e + 2% (t € R);
g) (t) — 60/ (t) +13p(t) = sin(3t) (t € R);
h) ¢"(t) + 4p(t) = cos(2t) (t€R);

i) ©"(t) —2¢'(t) + ap(t) = 1, ahol a € R;

i) @7 (t) — 49" (t) + 3p(t) =te* (teR);

k) @"(t) =" (t) + ' (t) — p(t) =te' (t€R)!

3° Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémaékat:

a) ¢'(t) +20/() +50(t) = oo (1t <7/2),
p(0) =0, ¢'(0) = 1
b) ¢'(t) = 8¢/() + 16(t) = * (tE€R),
©(0) =0, ¢'(0) =1;
¢) ¢'(t) +¢/(t) =4¢' (tER),
©(0) =4, ¢'(0) = =3;
d) ¢"(t) +2¢'(t) +2¢(t) =te™* (t€R),
p(0) =0, ¢'(0) = 0;
e) ¢"(H) =) =0 (teR),
(0) =0, ¢'(0) = —1,"(0) = 1;

£) ¢"(t) = 3¢/(t) = 20(t) = 9¢* (t€R),
©(0) =0, ¢'(0) = =3, ¢"(0) = 3!

4° Hatarozzuk meg a kovetkezé hianyos masodrendii egyenletek, ill. kez-
detiérték-problémak megoldasait:

a) xp"(z) — ¢'(z) =2° (2> 0);
b) (2% +1)¢"(2) + (¢()* +1=0 (¢ > 0);
c) ¢"(z) — %ap’(a:) =zsinzx (r>0);
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d) ¢"(p—1) =2(¢)*, 9(0) = —1,¢'(0) = 2;
e) ¥"o+ ( )P =1=0, ¢(0) =1,¢/(0) = 0;
f) " =2p¢";
g) ¢"v—¢'+1=0!
5% Az alabbi f fliggvény esetén oldjuk meg a megfelel6 Euler-Lagrange-
egyenletet:
a) flz,u,w):=vV1+w? ((z,u,w) € R3);
b)  f(z,u,w) :=z*w? ((z,u,w) € R3);
¢) flz,u,w):=w(l+2?w?) ((z,u,w) € R3);
d)  flz,u,w):=2w+w? ((z,u,w) € R?);
e) flz,u,w):=3z%u*+ 22%uww ((z,u,w) € R?)!

6° Legyen f(z,u,w):=u*+vV1+w? ((z,u,w)€ R?). Gondoljuk meg,
hogy az Euler-Lagrange-egyenletre vonatkoz6 y(z;) = v (i = 1,2)
peremfeltételek nem minden z;,y; € R (i = 1,2) esetén teljesithetSk!

7° Milyen z;,y; € R (i = 1,2) mellett van az Euler-Lagrange-
egyenletnek az y(z;) = y; (i = 1,2) peremfeltételeknek megfelel6
megoldasa, ha

a)  f(r,u,w):=u?*+2*w? ((z,u,w) € R3);
b) flz,u,w):=u+zw ((z,u,w) € R?);

¢) flz,u,w):=x—3u ((z,u,w) € R3);

d)  flr,u,w) =2 +w? ((z,u,w) € R?)?

8° Hol lehet lokalis minimuma az F funkciondlnak, ha

w/2

a) Fly) := /0 (Y1) —y*)dt  (y € C?[0,7/2], y(0) = 0,
y(m/2) = 1);

b) F(y) = [ O+ 2)dt (€ O, y(1) =3, y(2) =)
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/ VI+W)S (y € C2[1,2], y(1) = 0, y(2) = 1)?

9° Oldjuk meg a kovetkez6 differenciaegyenleteket, ill.  kezdetiérték-
problémakat! Adjuk meg a valés értékii megoldasokat is:

a) Tpyo — 62,41+ 82, =0 (neN);

b) Zpi2 —8xp1 + 162, =0 (n € N);

C) Tpyo+2Tpy1 +31, =0 (neN);

d) Zpj2o+2,=0 (neN)

e) Tpio— DTy +6x,=3 (neN);

f) 3zpio+2x,=4 (n € N);

g) Tpyo — HTpi1 +4x, =47 —n? (n € N);

h) Zpio— Ty +6x, =4"—n> (neN), zg=11z,=2;
)

—e

Tpao = 4xp — 4z, (nE€N), g =1,2; = 3!

10° Bizonyitsuk be, hogy a zp:=0, 21 :=1, zg12 — 2k21 — 2, = 0 (k € N)
kezdetiérték-probléma megoldasat jelenté (zx) Fibonacci-sorozatra

2kkrn = 2oy = (=1)M (ke N)!

11° Legyen valamely a € R esetén

™ cos(kt) — cos(ka)
I = dt k € N).
k(a) /0 cost — cos & ( < )

Mutassuk meg az aldbbiakat:

o Ih(a) =0, [1(a) =, és
Iiio(a) — 2cosalpir(a) + I(a) =0 (k € N);

. Ik(a):M (ke N)!

sin o



3. fejezet

Laplace-transzformalt

3.1. A D, figgvényosztaly

A matematikai modellezés alapvetd eszkoztaraba tartoznak a kiilonb6zo
tipusu transzformdciés médszerek. Ezek kozos jellemzoje, hogy a szdéban
forgd feladat matematikai modelljét elézetesen ,transzformaljuk”, elérve
ezaltal azt, hogy a feladat, ill. a matematikai modell (pl. egyenlet) meg-
oldasanak a transzformaltjat bizonyos értelemben egyszeriibben tudjuk meg-
hatarozni, mint magat a megoldast. Pl. a matematikai modell igen gyak-
ran egy differencidl- (vagy integral-) egyenletet jelent, amelynek a megoldasa
(azaz a kiinduldsi feladatban keresett fiiggvény meghatédrozasa) az eredeti
alakjaban sokszor ,reménytelennek” tiinhet. Ugyanakkor (mint l&tni fog-
juk) alkalmas transzforméciéval a széban forgé (pl.) differencidlegyenlet az
illet6 fliggvény transzforméltjara vonatkozo algebrai egyenletté alakithato,
amely a legtobbszor mér (relative) egyszertien oldhaté meg. Ehhez el6zetesen
nyilvan tisztazni kell az alkalmazott transzformécié és a fiiggvények, a
fiiggvény- és algebrai-miiveletek, ill. az egyéb matematikai operdcidk (pl.
derivélds, integralds, stb.) széles korének a viszonyat. Mas szdval olyan
eszkoztarat kell felépiteni, amelynek a segitségével aztan a fent emlitett
transzformécié mar szinte rutinszertien végezhetd. Az eljardsnak persze ak-
kor van értelme, ha a megoldas transzformaltjabol aztan el6 tudjuk allitani
a keresett megoldast (,inverz-transzformécié”). Megjegyezziik, hogy gyak-
ran nem is magdara a ,megolddsra” vagyunk kivancsiak, hanem csak an-
nak bizonyos tulajdonsagaira. Ezt is nagyban megkoénnyitheti egy jol
megvalasztott transzforméciés eljaras, feltéve, ha a utébbinak bizonyos (pl.
aszimptotikus) tulajdonsdgaibdl kovetkeztetni tudunk a megoldas analég jel-
lemzéire. A klasszikus modszerek kozott emlitheté a Fourier-transzformdcio

és a Laplace-transzformdcio, amelyek koziil ebben a fejezetben az utébbirdl

189
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fogunk (messze nem teljes) &ttekintést adni. FEhhez elészor azoknak a
fiiggvényeknek a korét irjuk le, amelyekre a késobb definidland6 Laplace-
transzformaciét alkalmazni tudjuk.

Legyen ti. f:[0,4+00) — R olyan fiiggvény, amelyre igazak az alabbiak:

1° minden b > 0 mellett integralhaté a [0, ] intervallumon;
2° van olyan z € C komplex szam, amelyre

+o00 b
F(t)e = dt = lim / f(t)e " dt € C.
0

0 b—~+o00

Jeloljiik ezentl az ilyen feltételeknek eleget tevé f fliggvények halmazét
Di-lel. A tovabbiakban az 1° tulajdonsagot — hacsak mast nem mondunk —
mindig feltessziik a széban forgé fliggvényekrol.

3.1. Megjegyzések

i) Tegyiik fel pl., hogy alkalmas v € R, K,c > 0 szdmokkal minden

t > ¢ pontban
[f()] < Ke™.

Ekkor f € Dy. Haui. z € C, és Rez > v, akkor ¢t > ¢ esetén

F(0)e ] = |fle e < Kooz,

Kovetkezésképpen

“+00 c —+00
/ f(t)e | dt < / [f(t)e | dt + K / et Rez=) gy <
0 0 c

c b
max || / ()] dt+ K- Tim / o~tRez=1) gy .
0 —+00 J¢

0<t<c

K
. —c(Rez—v) _ _—b(Rez—v) _
’Y+bll)gloo <7Rez—7(e e )) =

K

v+ e ®eF < yoo,
Rez — 7

azaz [,"°|f(t)e | dt < +oo. Ezért az [, f(t)e ** dt improprius

integral is konvergens. Jeloljiik a jelen megjegyésben megfogalmazott
feltételnek eleget tevd fiiggvények halmazat Dj-val. Tehdt D] C Dy.
Vildgos, hogy tetsz6leges korlatos f fuggvényre f € DY.
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ii) Legyen f € D] az el6bbi megjegyzésben szerepld fiiggvény, [ > 7,

iii)

iv)

és ¢ < b < d. Ekkor tetszileges z € C, Rez > [ esetén (az i)-ben
latottakkal analég modon)

d
| / ftye = dt
b
K

(e—b(Rez—'y) o e—d(Rez—'y)) <

<k [t g
- b

K
B—x
Ha ¢ > 0 és by > c¢ olyan, hogy e %07 < ¢ akkor barmely
by < b < d esetén

Rez — 7

d —tz Ke
/bf(t)e U < 5

Ez azt jelenti, hogy a {z € C: Rez > 8} félstkon az [ f(t)e~** dt
improprius integral egyenletesen konvergens. Az eddigiekbdl az is ki-
deriilt, hogyha b > c tetszOlegesen rogzitett, akkor

K

/ T b )ets dt‘ < B MR ) (Res — 400)
b ~ Rez—17 '

Belathato, hogy
b
|/ f(t)e dt| — 0 (Rez — +00)
0

is teljesiil. Ez kiilonosen egyszerii, ha valamilyen C' > 0 konstanssal
If(t)] <C (t €[0,b]). Ekkor ui.

1 — e—bRez

“Res (z€ C,Rez>7),

b b
|/ F(t)e™= di| < 0/ e~tRez gt — O
0 0

—bRez
ahol % — 0 (Rez — +00). Tehat ’fé’ f(t)e * dt’ < 2,
hacsak Rez mar elég nagy.

Ha pl. n € N, és h,(t) :=t" (¢t > 0), akkor h, nyilvdn eleget
tesz az 1) megjegyzés feltételeinek, azaz h, € Dr. Innen az is rogton
kovetkezik, hogy barmely P polinom esetén az f(t) := P(t) (¢t > 0)
lesziikités is Dy-beli.

Legyen P polinom, 8 € R, és f(t) :== P(t)e’ (t > 0). Ekkor
f € Dy. Ugyanakkor pl. megmutathaté, hogy a 0 < ¢ — e’ (t>0)
vagy a 0 <t w— e fiiggvények egyike sem Dy-beli.
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v)

vi)

vii)

Ha f abszolit integrdlhaté [0,+00)-n, azaz az [;"°°|f(t)| dt integral
véges (roviden: f € L[0,400)), akkor barmely z € C, Rez > 0 esetén

FOe| = 1fOle™ < [f(0)]  (t=0)

miatt a 0 < t — f(t)e™”* fliggvény is abszolit integrdlhaté. Ezért
létezik (és véges) az [;"°° f(t)e " dt integral, azaz f € Dy.

Az f . [0,4+00) — C fiiggvény ezponencidlis tipusi, ha van olyan
r € R, hogy az f.(t) := f(t)e ™ (¢t > 0) fliggvény abszolit in-
tegralhaté. Ekkor tetszoleges z € C, Rez > x esetén

+oo +0o0 +0o0
| rwe = [T @l e de < [T f)]de < oo,
0 0 0

azaz a 0 <t +— f(t)e " fliggvény is abszolit integralhats. Kovetke-
zésképpen f € Dy. Ha tehat DI jeloli a most definidlt exponenci-
dlis tipusi fiiggvények halmazdt, akkor D7 C Dy, tovdbba nyilvan
L[0, +00) C D2®, ill. D} D2 (4 € R).

A késObbiek szempontjabol alapveto fontossagu az a tény, hogy ha
feDy, ill. z€C, és [;F® f(t)e 0 dt € C, akkor barmely z € C,
Rez >Rez helyen [, f(t)e~**dt € C. (Innen nyilvdnvals, hogy
barmely f,h € Dy, o, 5 € C mellett af + Sh € Dy.)

Csak folytonos f esetén véazolva a bizonyitast legyen

p(t) = /Ot flx)e=dz  (t=0).

Ekkor a ¢ fiiggvény minden 7 > 0 helyen differencidlhaté és ¢'(1) =
f(r)e ™. Ezért minden z € C, Rez > Rezy és b > 0 mellett

b b
/ f(t)e #dt = / f(t)e t0e t==20) gt
0 0

ahol parcialisan integralva

b b
/ F(#)e20e1E20) gt — o(B)e="E=2) 1 (2 — ) / o(t)e~ =20 gt —;
0 0

A(b) + B(b).
Mivel
“+oo

li b) = teT™dt € C, lim |e ") =
Jm b)) = | f(t)e €C, lim [ |
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viii)

ix)

. —b(Rez— R
lim e b(Rez—Rezo) —
b—~+o0

ezért limy_, 4o @(b)e™7%0) = 0, azaz lim,_ o A(b) = 0. A ¢ fiiggvény
folytonos (is), és lim, ., ¢(t) € C, ezért ¢ korldtos, igy egy alkalmas
K szammal

b b b
/ p(t)e™ ) dt < K / e dt = K / e~ Rex=Rez0) gy —
0 0 0

K K
Rez — Rez Rez — Rezg
“+oo

Kovetkezésképpen létezik az [;F ¢(t)e "*=*0) dt € C integral, azaz
lim,—, 100 B(b) € C, és

(1 o e—b(Roz—Rozo)) _ (b _ +OO)

—+00 b
F(t)e = dt = lim /0 Ft)e = dt = lim B(b) =

0 b—~+o0 b—+o0

“+oo
(z — z0) / o(t)e~ =) gt € C,
0

Emeljiik ki kiilon is az el6z6 megjegyzés végén kapott egyenldséget (az
ottani szerepl6kkel):

400 +o00
Flt)e ™ dt = (= — z) / p(t)e =) dt € C.
0 0

A 3.1. értelmezés 1° feltételében ,integralhatdsagon” az illetd fiigg-
vény Riemann-integralhatésdgara gondolunk. A Lebesgue-elméletet
ismerdk szamara azonban az 1°-beli ,integralhatésdg” Lebesgue-in-
tegralhatésagot is jelenthet. Ekkor pl. egy fiiggvény akkor és csak
akkor abszolit integralhaté (Id. v)), ha Lebesgue-integrélhaté a
[0,4+00) félegyenesen, ill. az L[0,+o0) fiiggvényosztily nem maés,
mint a Lebesgue-féle L'[0,+o00) fuggvénytér. Tovdbba a vii) meg-
jegyzésben a széban forgé f fliggvényrdl a folytonossig helyett (az
aktudlis [0,b] intervallumon) Lebesgue-integralhatésagot feltételezve a
fenti ¢ fiiggvény abszolut folytonos lesz, igy csupan majdnem min-
deniitt derivalhato, de igaz marad a parcialis integrédlas szabdlya.
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3.2. Laplace-transzformalt

Most méar minden készen all ahhoz, hogy értelmezni tudjuk a Laplace nevével
fémjelzett transzformaciés eljarast. Valamely f € Dy esetén tekintsik ui.

azt az
LfeC—C

figgvényt, amelyre

—+00
Dy = {z ec: [T et c},
0

és
400

Lf(Z) = A f(t)e_tz dt (Z c DLf).

Ha tehat F jelolia C — C fiiggvények halmazat, akkor L : D, — F. Az igy
definidlt (fiiggvényhez fiiggvényt rendeld) L leképezést Laplace-operdtornak
nevezzilkk, Lf az f € Dy figgvény Laplace-transzformaltja (Euler (1737),
Laplace (1782)). A 3.1. vii) megjegyzés szerint tetszOleges f € Dy, esetén az
Lf Laplace-transzformalt legalabb egy {z € C: Rez > z} ,jobb oldali”
félsikon értelmezve van (alkalmas x € R mellett). PL a 3.1. i), ill. ii)
megjegyzésében szereplé f € D] fiiggvényekre (az ottani jelolésekkel)

{ze C: Rez >~} CDyy.
Hasonléan, ha f € L[0,+00), akkor a fent mondottak szerint

{z€ C: Rez >0} C Dyy,
ill. f € DI esetén valamilyen (f-t6l figgd) =z € R szdmmal szintén
teljesiil, hogy

{zeC: Rez >z} CDypy.

Ha f € Dy, akkor legyen
+o00o
qr ::inf{xeR:/ ftle®dte C (2 €C, Rez>x)}.
0

Vildgos (Id. 3.1. vii) megjegyzés), hogy [;F* f(t)e " dt € C barmely z € C,
Rez > ¢y esetén, ill, ha z € C, és Rez < ¢, akkor az [;" f(t)e **dt

integral nem konvergens. Tehat

{zeC:Rez>qr} CDry C{z€C: Rez>gs}.
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Pl tetszbleges f € D] fiiggvényre nyilvdn ¢r < . Tovdbbé tetsz6leges
f,h € Dy, fuggvényre és a, € R ,egyiitthatora”

Qof+pn < max{qr,qn}-

Konnyti meggondolni, hogy f € Dp,z € Dry esetén zZ € Dy, és
Lf(z)=Lf(z). Ti, ha z=u+w (u,v € R) és t >0, akkor

ez = p—tu—ilv — p~lu, cos(—tv) + 1sin(—tv) =

et (cos(tv) 4 1sin(tv)) = et eV = eTHUTW) — o1,

igy
+00

e = [ swesa= [ e = Li).

0
Ha f € Dy, és valamely z, € C mellett az [;F> f(t)e "0 dt integral ab-

szoliit konvergens, tehat [;"°°|f(t)e7'®|dt < +oo, akkor minden z € C,

Rez > Rez helyen az [ f(t)e % dt integrdl is abszoltt konvergens

(kovetkezésképpen konvergens is, azaz egyuttal z € Dpy. Ul
+oo “+oo R
[ i@t = [ ple e a <
0 0

+00 +o0
/ | (t)]eRe2 gt = / |f(t)e| dt < +oo.
0 0
A most mondottakbdl az is kidertilt, hogy ekkor

+o00
ILf(2)] g/ If(He t|dt (2 € C, Rez> Rez).
0
Legyen
“+oo
Q; = inf {x eR: [ |f(t)e|dt < +00 (s €C, Res > 3:)}
0

(ahol inf () := +00), akkor nyilvdn ¢y < Qy, ill. barmely

z,2veC , Rez>Qf , Rev<Qy

esetén [;7° f(t)e ™t dt abszolit konvergens, [;"° f(t)e™' dt nem abszolit

konvergens.
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A 3.1. 1) megjegyzésben foglaltak szerint tetszdleges f € D] fliggvényre
Qr <7, ill. (Id. 3.1. v) megjegyzés) f € L]0, +o0) esetén @y < 0. Vildgos,
hogy ha f € Dy (1d. 3.1. vi) megjegyzés), azaz valamilyen = € R esetén

+oo
|1l < +oc,
0

akkor tetszbleges z € C, Rez > z komplex szamra az [;7° f(t)e **dt in-
tegrél az

o0 +00
[ 1w e < [T p@ledt < oo
0 0

becslés miatt abszolut konvergens. Ekkor tehat )y < +o00. Igaz tovabba,
hogy ha az f fiiggvény Dr-beli, és valamely 2 € C szdmra az [ f(t)e **dt
integral abszolit konvergens, azaz [, |f(t)le™*Re*dt < +4oo, akkor
f e D™,

3.2. Megjegyzések

i) Megmutathatd, hogyha f € Dy, akkor
Lf(z) —0 (Rez — +00),

és a fenti konvergencia C > z-ben egyenletes: minden € > 0 szdmhoz
létezik olyan 6 > 0, hogy |Lf(z)] < e (2 € C, Rez > §). Az
f € DIP, feltétel miatt ui. van olyan x € R, amellyel

+o00
/ |f(t)e™"| dt < +oo.
0

Valasszuk a T > 0 szamot ugy, hogy

T £
[ rwetat < 5
0 2

teljesiiljon. (Feltéve, hogy a széban forgd f fliggvényrdl Riemann-in-
tegralhatésagot feltételeziink a [0,6] (0 < b € R) intervallumokon.
Ebben az esetben az f fliggvény korlatos (pl.) a [0,1] intervallumon,
azaz valamilyen K > 0 szdmmal |f(t)e ™| < K (¢t € [0,1]). gy
barmely 0 < T <1 esetén

T
/ If(t)e| dt < KT < /2,
0
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ha T < ¢/(2K) is fenndll.) Ekkor barmely z € C, Rez > z helyen

L= swe et a < [T et e ar =

/OT cee /T+°° =0 (2) + ().

Vildgos, hogy
€

L(z) < /0T|f(t)e—tw\dt <3

Tovabba

+oo

B(z) < T [T (et at,
0

ahol e T(Rez=2) (0 (Rez — +o0) miatt alkalmas & > 0 mellett a
2z € C, Rez >0 helyeken e T(®e2=2) mar olyan kicsi, hogy még

o0 £
e—T(Rcz—m)/ |f(t)€—tgc| dt < 5
0

is igaz. Kovetkezésképpen ekkor |Lf(z)| < e, amint allitottuk.

(Ha az itt szerepld [ fiiggvényrél Lebesgue-integralhatdsagot
feltételezink (1d. 3.1. ix) megjegyzés), akkor a [0,1] intervallumon
val fenti korldtossdg nem feltétleniil teljesiil. Viszont f € D, miatt
(az el6bbi z-szel) az

fot) == f(t)e™™ (=0

fiiggvény Lebesgue-integrélhaté a [0, +o00) félegyenesen. Ha tehat z
olyan komplex szam, hogy Rez > x, akkor

+00
LIS [ a0t ar,
0
ahol barmely t > 0 mellett
fo(t)e@Re2t 0 (Rez — +00),

és | fo(t)e@Re2)t| < |f.(t)]. Alkalmazhaté tehdt a Lebesgue-féle
konvergencia-tétel:

400
/0 fo(t)|e" R dt — 0 (Rez — +00).)

Specidlisan: ha f € D7) akkor alkalmas 2 € R esetén

Lf(z) —0 (Rez > z,|z| — 4+00).
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ii)

iii)

iv)

S6t, barmely € > 0 szdmhoz megadhatdk olyan «,  , hatarok”, hogy

|Lf(2)] <e (z€ C,Rez>a, Imz > [).

Ha csak annyit tudunk, hogy f € Dy, és zy € Dy, akkor a kovetkezot
mondhatjuk: barmely 0 < o < 7/2 esetén

Lf(z) =0 (2 € Doy, |2] = +00),
ahol
D, . = {w € C: Rew > Re 2, |arg (w — 29)| < a}.

Geometriailag D, ,, a komplex szamsikon egy z; csucsponti és «
nyilasszogli szogtartomany.

Belathato, hogyha f € Dp,e > 0 tetszoleges, akkor
Lf(2)

Im 2

-0 (Rez > gy + ¢, |Imz| — +00)

teljesiil Re z-ben egyenletesen. (A ¢y = —oo esetben a fenti konver-
gencia tetszéleges . jobb oldali” félsikban értendé.)

Legyen f(t) i= -y (¢ 0). Ekkor 0 € Dy, uic [ f(t)e dt a
z = 0 helyen abszolut konvergens:

[ p="
it = i vt =5
Kovetkezésképpen {z € C: Rez > 0} C Dyy. Ha viszont z € C,
és Rez < 0, akkor legyen Rez < a < 0. Mivel barmely 1 <n € N
esetén

ft)e ™ > e " /(5n?) (n<t<n+1),

ezért

n+1 —an
/ Flt)e ot dt > €5n2 —too  (n— +00),

tehat [ f(t)e ot dt = +00. lgy a ¢ Dy, tehat egyuttal (1d. 3.1.
vii) megjegyzés) z ¢ Dpy. Osszefoglalva azt kaptuk, hogy

Dry={2€R: Rez>0}.
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v)

vi)

vii)

Ha g(t) := ﬁg (t >0), akkor 0 ¢ Dy, ui.

b

: 1 2
bLI—Eloo ; 1 =3 Einooln (140°) = +o0.
A 3.1. vii) megjegyzés szerint ezért barmely z € C, Rez < 0 esetén

2 ¢ Dy, azaz
D, C{z€C: Rez>0}\{0}.

Megmutathatod, hogy itt ,,C 7 helyett ,,= 7 is irhat6. Ez nyilvan kévet-
kezik pl. abbdl, hogy tetszileges 0 # y € R mellett 1y € Dr,, maés
szoval

/+°° te=wt g — /+°° t cos ( yt B /+°° ¢ sin ( yt Qe C.
o 141 0

Ismert, hogy az el6bbi két (valés) improprius integral konvergens.

A fenti
{zeC:Rez>qr} CDry C{2€C: Rez>gqs}.

Osszefliggés szoros analdgiat mutat a hatvanysorokkal kapcsolatos jol
ismert eredménnyel (Id. Cauchy-Hadamard-tétel). Nevezetesen, le-
gyenek adottak az a, € C (n € N) ,egyiitthaték”, ill. az a € C
,kozéppont”, és tegyik fel, hogy valamilyen a # z; € C helyen
létezik a 0% g an(20 — a)™ € C sorGsszeg. Ekkor tetszbleges z € C,
|z —a| < |z0 — a] esetén is Y}2° ja,(z —a)™ € C. Ha

Ri=sup{r>0:> a,(z—a)"€C (2€C,|z—a|l<r)},

n=0

akkor

Kgr(a) C {z €C: ian(zo —a)" € C} C Kg(a).

n=0

Legyen g : R — C abszolit integdlhatd fiiggvény (azaz az [T |g(t)| dt
integral véges), ekkor minden y € R esetén a R 2 t — g(t)e™?!
fiiggvény is nyilvdn abszolit integrélhato, ezért 1étezik (és véges) a

—+00

g(y) = / g(t)e™dt  (yeR)

— 00



FEJEZET 3. LAPLACE-TRANSZFORMALT 200

integral is. Az igy definidlt g : R — C fiiggvény a g fiiggvény Fourier-
transzformdltja. Ha

gi(t) ==g(=t) , g2(t) :==g(t)  (t=0),

akkor g1, g2 € L[0, +00), és

9(y) == /_ OOO g(t)e ™ + /0 o g(t)e ™ dt =

+0o0o +0o0o
/ g(—t)e”" dt + / g(t)e ™™ dt =
0 0

+o0 +o0
/0 g1(t)eV dt + /0 go(t)e ™ dt = Lgi(—wy) + Lga(1y).

,Forditva”, tegytik fel, hogy f € L[0,+0), z € C, z := Rez > 0,

y := Im z, ekkor a
0 (t<0)
(I)Lf(t) =
f)e==" (t = 0)
fliggvény a fenti értelemben abszolit integrélhato, és

+00
Lf() = Lf(a+uw) = [ B te ™ dt =

+oo ~
(I)x’f(t)e_lyt dt = (I)x’f(y).

viii) Legyen f,g € Dy. Az

frg) = [ fOge—tdt  (@=0)

figgvényt f és g konvolicicjanaknevezziik. Vilagos, hogy fxg = g*f.
Specidlisan az |f(t)] < Ke™, |g(t)] < MePt (t > 0) feltételeknek
(alkalmas o« # [ € R, K, M > 0 paraméterekkel) eleget tevd
f,g € Dy figgvényekre

Frg@)] < [T @llgl - 0)lde < KM [ ety —

KM KM
L o)

IA
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ahol ~ := max{«, 5}. Ha pl.
D; :={h € Dy, : h korlatos minden [a,b] C (0,+00) intervallumon},

akkor belathatd, hogy barmely f,g € D} esetén fxge Dj, és fx*g
folytonos minden = > 0 helyen.

Legyen pl. f(t) :=+/t (t >0). Ekkor

T 2
£ f(2) :/ Vive —tdt = % (x> 0),
0
ui. az integrandus grafikonja egy (z/2,0) kozéppontu és x/2 sugari
félkoriv a koordinatasik y > 0 felében, igy az integrél az illet6 félkor
teriilete. Hasonlban, legyen ¢(t) :=1 (¢t >0), akkor barmely f € Dy,
esetén

xT

frg) = [ f0ge—tdt= [ feya  (@=0),
ami nem mds, mint az f fliggvény integralfiiggvénye. A 3.3. xi) meg-
jegyzés szerint tehat (az ottani jeloléssel) az el6bbi példdban fxg = U,
tehat

L(f + g)(2) = LU(z) = %Lf(z) (2 € C, Rez > max{0,q,}).

Mivel (Id. 3.3.1. példa) Lg(z) =1 (2 € C, Rez > 0), ezért

L(fxg)(z) = Lf(2)Lg(2) (z € C, Rez > max{0, ¢r}).

S6t, igaz az alabbi , konvoliciététel”: ha f,g € D} és valamely s € C
esetén Lf, Lg abszolut konvergensek s-ben, azaz

+oo +oo
[ rwelae L [ ge ™ dt < oo,
0 0

akkor L(f*g) is abszolit konvergens s-ben és barmely z € C, Rez >
Res esetén
L(f = g)(z) = Lf(2)Lg(2).

Innen az is rogton kovetkezik, hogy tetszoleges z € C, Rez > Res
mellett az Lf(z), Lg(z) helyettesitési értékeket definialé integralok is
abszolit konvergensek. Ha csak Lf (vagy Lg) abszolut konvergens
s-ben, és Lg (vagy Lf) csupan konvergens s-ben, akkor L(f x g)
is csak konvergens s-ben, az L(f % g)(z) = Lf(z)Lg(2) , konvolicié-
egyenlség” pedig z = s-re és z € C, Rez > Res esetén teljesiil.
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ix) Példaul legyen f(t) := /t, g(t) := why(t)/8 = 7t?/8 (t > 0), akkor a
korabbi példaink alapjan a kovetkezoket mondhatjuk: f* f = ¢, azaz

(Lf(2))> = L(f % f)(2) = Lg(z) =

thg(z) =T

o (z€ C, Rez >0).

Ha itt 0 < z € R, akkor

Vi 1
2

OS/OJroo Vte #dt = Lf(z) = PV

ezért altalaban is

L) = Y

ahol z = |z]e™ (|a| < 7/2) esetén /Z := \/|z|e**/?.

(z € C,Rez>0),

x) Tekintsiik az

f(t) = 1 (t > 0)

fiiggvényt. Vilagos, hogy f € D;, ill. fx f(0) =0, és z > 0 esetén

z ] 1 1 T
frf)= | %ﬁdt:/o mmduz

2sin ycos y

/1 du _/7‘(’/2
0 Vuvl—u Jo \/sinzy\/l—sin2y

0 (z=0)
|

T (z>0).

dy =,

tehat

Alkalmazzuk a fenti konvoluciotételt az f fiiggvényre: ha z € C és
Rez > 0, akkor (Id. 3.3.1.)

LIV =L ) = [ ede =1,
tehat Lf(z) = /T/V/z.
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xi) Specidlis esetben latjuk be csupén a kovetkezd egyértelmiségi tételt:
tegytik fel, hogy a folytonos f, g € Dy, fiiggvények, és valamilyen a € R
esetén

Lf(z) = Lg(z) (z € C, Rez > a).

Ekkor f(t) = g(t) (¢t > 0). Ez nyilvdn azzal ekvivalens, hogy ha
h € Dy, h folytonos, és Lh(z) = 0 (z € C, Rez > a), akkor
h(t) =0 (t > 0). S6t, azt latjuk be, hogy ha valamilyen z, € C, és
R >0 >0 esetén

Lh(zop+no)=0 (n € N),

akkor h(t) =0 (¢t > 0). Valéban (I1d. 3.1. viii)), tetsz6leges z € C,
Rez > Rezy helyen

Lh(z) = (=~ =) | T ()0 g

(ahol most ¢(t) := [y h(z)e~**dx (t > 0)). Ezért azt mondhatjuk,
hogy

Lh(zy 4+ no) =no /OJFOO o(t)e ™ dt =0 (0 <n €N).
A ot =—In z, ill
U(z) = p(=(nx)/o) (0<z<1), ¥(0):= lim o(t) = Lh(z)

helyettesitéssel az elobbi egyenldségekbdl

/01 Pp(x)de=0 (ke N)

kovetkezik. Tehéat a folytonos 1 fliggvény valamennyi momentuma
zérus. JOl ismert, hogy ebbdl ¢ = 0 kovetkezik, amib6l meg nyilvan
azt kapjuk, hogy ¢ = 0. Mivel 0 = ¢'(t) = h(t)e " (¢t > 0), ezért
innen A(t) =0 (¢t >0) mér adédik.
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3.3. Specialis fiiggvények Laplace-transzfor-
maltja

Az aldbbiakban néhany gyakran el6fordulé fliggvény Laplace-transzformalt-
jat szamitjuk ki. Vizsgaljuk tovabba bizonyos fiiggvényatalakitasok és a
Laplace-transzformacié viszonyat. Ezzel mintegy , miiveleti tablazatot” &l-
lithatunk fel a Laplace-transzformaciét illetéen, amelynek az alkalmazasok
soran lehet nagy hasznat venni.

3.3.1. Legyen f(t):=1 (t>0). Ekkor 0# 2z € C esetén
400 b 1
/ e dt = lim e Fdt == <1 — lim e_bz> eC
0 b——+00 Jo z b—-+oo
azzal ekvivalens, hogy

lim |e7™®| = lim e "% =,
b—+4o00 b—+o00

azaz, hogy Rez > 0. Ezért f € Dy, qgr =0, és
1
Lf(z)=- (z € C, Rez > 0).
z
Vilagos, hogy 0 ¢ Dy, mas széval Dy = {2 € C: Rez > 0}.

3.3.2. Tekintsiik most az f(t) :=¢ (t > 0) fiiggvényt. Ha 0 # z € C,
akkor

+o0 b P L
/ te"* dt = lim / te ¥ dt = lim —t + = / eFdt | =
0 b—-+o0 Jo b—-4o00 z 0 Z JO

1 1o
— e 4 o — —ze-ﬂ eC
z z z

lim
b—-4o00

zZ

most is azzal ekvivalens, hogy limy_ . e % = 0, azaz, hogy Rez > 0.

Ekkor ]
Lf(z)=— (z€ C,Rez>0),
z

és ¢r = 0. Nyilvanvald, hogy 0 ¢ Dry, tehdt Dy = {2 € C: Rez > 0}.

3.3.3. Az el6bbi példa éltalanositasaként legyen n € N, és h,(t) := t"
(t > 0). Mutassuk meg, hogy

Lh,(2) = — (2 € C,Rez > 0).
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Az n =0, 1 eseteket az el6bbi példdkban mar , elintéztiik”, ezért (1d. teljes
indukcid) elegendé az beldtni, hogy

n! (n+1)!

T T (neN,z€ C,Rez > 0).
z

bz

Valéban, parcidlisan integralva lim,_ . €7 = 0 miatt

+o00 b
Lhy1(2) = / t"e ! dt = lim t" et dt =
0 b—+00 Jo

b—-+o0 z z z

n+1_—tz7b b
lim ([_t e ] +n+1/ tne—tzdt) =n+1Lhn(z):
0 0

n+1 nl (n+1)!

n+1 — Zn+2

z oz
A most vizsgalt példa specialis esete a
he(t) ==t (-l<aeR,t>0)
fliggvényosztalynak. Ekkor ui.

Fa+1)
yot1

Lho(2) = (z € R, Rez > 0),

ahol .
[(x) := / e "t (x > 0)
0

a jol ismert gamma-fligguény és a
log £ = [¢[+rargd  (0#£€C)

komplex logaritmus segitségével

% ()] k
Z)\::eAlogz:Z% (0#2€C,\eC).
k=0 :

(Emlékeztetiink arra, hogy
MNz+1)=aT(x) (0 <z €eR),
amibdl pl. teljes indukcidval

Fn+1)=n! (n € N)
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méar egyszeriien kovetkezik.) A részletek mell6zésével annyit jegyziink meg
csupan, hogy 0 < z € R esetén (egyszerii helyettesitéssel)

+oo +oo T 1
/ tYe " dt = / tYe~dt = Hat1) ),
0

ratl Jo xotl
ezért (0,400) C Drp,. Kovetkezésképpen (1d. 3.1. vii) megjegyzés) barmely
z € C, Rez > 0 komplex szamra is z € Dy, .

3.3.4. Hasonl6an szamithatjuk ki az f(t) := t"e¢* (t > 0,n € N)
fliggvény Laplace-transzformaltjat:

n!
Ugyanis, ha n = 0, akkor
+o0o +0o0
Lf(z) = Lexp(z) = / ele™ dt = / et gt =
0 0

b—+o00 Jo b—+o00 z—1 z—1

b e—t(z—l) 1
lim [ e ' Vdt = lim [— ] = (z € C, Rez > 1).
0

Az n — n+1 ,06roklédés” (1d. teljes indukeid) igazolasa:

/+°° Lt =tz gy — /+°° e+l —t=1) gp — i </b el ,—t(z—1) dt) _
0

0 0 b—+o00

tn-l—l —t(z—1) b 1 b
lim - ¢ + nt et gt | =
b—+o00 z—1 o £ 1Jo

n+41 [teo g —te=1) gy +1 n! _ (n+1)!

z—1Jo z=1(z—1D""  (z—1)"

3.3.5. Tekintsiik azt az 1-szerint periodikus F' fliggényt (,,négyszogje-
let”), amelyre
1 (0<t<1/2)
F(t) =
0 (1/2<t<1),
és legyen f(t) := F(t) (¢t >0). Ekkor barmely b > 1 esetén egyértelmiien
van olyan n € N, amelyre n < b < n + 1. Két eset lehetséges:
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1° b <n+1/2, ekkor tetszéleges 0 # z € C mellett

b n-l .py1/2 b
/ f)e #dt =) / e " dt + / e " dt =
0 k=0 k n

ahol Rez > 0 esetén

1 — 6—2/2 n—1

Z 6—kz o % (6—bz o 6—nz) N

Z k=0

1—e?? 1
Hl—e®) 2(1+e#?)

(b — +00).

2° b>n+1/2, ekkor tetszbleges 0 # z € C mellett az 1° esettel analég

modon
[ rwea=y [T et (b — +0)
e Fdt = e Fdt - ——— - — +00).
0 =0k 2(1+e7%/?)
Osszefoglalva azt kaptuk, hogy Lf(z) = %/2 (z€ C,Rez>0).
Z(14e7%/%)

3.3.6. Legyen 0 # w € R, ekkor a
0<trssin(wt) , 0<tr cos(wt)

fliggvények Laplace-transzformaltjai is konnyen kiszamithatok. Pl.

+oo b
/ sin (wt)e " dt = lim [ sin(wt)e ™ dt,
0 b—+00 Jo
ahol z € C, Rez > 0 esetén
b 3 t —tz1b b
/ sin (wt)e " dt = — [M] + 2 / cos (wt)e " dt =
0 0 0

z
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— — [ sin(wt)e " dt =

z z 22 Jo

sin (wb)e ™  w [cos (wt)e #]"  w? pb
o 0

_sin (wb)eb= _ wecos (wh)e ¥ —w B w_2 bsin (wh)e—" dt.

z 22 22 Jo
ezért ,
/ sin (wt)e " dt =
0
2 — wcos (wb)e — zgin (wh)e b*
2z w—wcos (wb) zsin (wb) W (b— +00).
w2 + 22 22 w2 + 22

Tehat az s,(t) :=sin (wt) (¢ > 0) fuggvényre
w

L) =

(z € C,Rez > 0).

Ha Rez =0, akkor z =1y (y € R), és b >0 esetén
b b b
/ sin(wt)e™™ dt = / sin(wt) cos(ty) dt — z/ sin(wt) sin(ty) dt.
0 0 0

b
lim sin(wt) cos(ty) dt
b—+00 Jo

hatarérték viszont nem létezik, tehdt az [, sin(wt)e ¥ dt improprius in-

tegral sem létezik. Kovetkezésképpen wy & Dy, igy (1d. 3.1. vii) megjegy-
7és) w ¢ Dy, , hacsak w € C, és Rew < 0.

Hasonléan kapjuk, hogy a ¢, (t) := cos (wt) (t > 0) fliggvényre

z

LCW(Z) = m (Z € C, Rez > O)
Specidlisan, ha w = 1, akkor a sin, cos fiiggvények (valéjaban ezek lesziiki-
téseinek (a [0, +00) félegyenesre) Laplace-transzformaltjai:

Lsin(z) = Lsy(z) = (2 € C,Rez>0),

Lcos(z) = Ley(z) =

(€ C, Rez >0).
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3.3. Megjegyzések

i) TetszOleges f,g € D, o, € C esetén

o L(af+Bg)(z) =aLf(z)+BLg(z) (2 € DryNDry);

o L(exp® f)(2) =Lf(z—a) (2—a€Dry);
e ha van olyan 7" > 0, hogy f(t+T) = f(t) (¢t >0), akkor

(1-e) Lz /f e = dt (2 € Diy).

Ti. az els6 allitas eléggé triviadlis. A mésodik bizonyitasahoz legyen
z € Colyan, hogy z —«a € Dy, ekkor
+oo

Liex® f)() = [ T ot p(t)et dt = [ et d = (e - a).

Végiil szdamoljuk ki a harmadik allitdasbeli feltételek mellett Lf(2)-t
(Z €Dy, f) :

—+00

L) = [ fwe = tim [ f)e " dt.

0 n—+o0 Jo

Legyen 0 <n € N, ekkor

nT (k+1)T
—tz dt / —tz dt
Lo >/

n-1 .1 T
—(t+kT)z _ —tz —sz
I;)/O ft+kT)e dt (/0 dt) Ze

Az [l f(t)e#dt = 0 esetben tehat Lf(z) = 0, és a széban forgd
allitas nyilvan igaz. Ha fOT f(t)e " dt nem nulla, akkor léteznie kell a

Z kT nz_l T2\F ZOO T2\*
—kTz 1. —Tz . —Tz

k
hatarértéknek. A 272, (e_TZ) mértani sor tehdt konvergens, igy
sziikségképpen

—T-Rez _—T-Imz

_ ’6 e —T-Rez

:’e < 1,
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tehat Rez > 0, és

k 1

lim nz_:le_sz = i (e_TZ) =T
k=0 B

n—-4o0o =0 e

Innen a vizsgalt allitasunk mar kovetkezik.

ii) Példaként legyen rendre f(t) := h,(t) =t" (n € N,t >0), f:= s,,
vagy f:=c¢, (0 # w € R). Ekkor az i) megjegyzés (és a korabbi
példék) szerint (kozvetlen szamoldssal is konnyen ellendrizhetéen) az
exp® f(t) = f(t)e* (t > 0) fliggvényekre a z € C, Rez > Rea helye-

ken
+oo n!
Liexp® hn)(2) = / {reotetdt =

0 (Z _ a)n-i—l’

w

“+oo
L(expa Sw)(Z) = /0 eat Sin(wt)e_tzdt = m,

Z—

+00
L(expa Cw)(Z) = ‘/0 eat COS(wt)G_tzdt = m

iii) Az i) megjegyés harmadik &llitasat is illusztralhatjuk az aldbbi (elemi
tuton is kénnyen kiszamolhatd) példaval:

w(l _ 6—27rz/w)

w2 + 22

27w
/ sin(wt)e dt = (0#w e R, Rez>0).
0

Valoban, ha az emlitett allitasban f := s,, akkor T helyébe irhaté

21w, ezért az Ls, -ra vonatkozé formula (1d. 3.3.6.) alapjan kapjuk
a fenti Oszefiiggést.

iv) Az i)-beli els6 éllitas szerint a Laplace-transzformacio additiv az alabbi
értelemben: ha n € N, és fr, € Dy (k=0,...,n), tovabba valamilyen
r€R esetén D:={£ € C: Re >z} CDry (k=0,...,n), akkor
ZZ:O fk c DL, és

L (z fk) ()= Li(:) (zeD).
k=0 k=0
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v) Legyen valamely f € Dy és a >0, b> 0 esetén

0af(t) = flat) . Apf(t):= ft+b)  (=0)

ft=b) (t=0)
T f(t) = {
0 (0 <t<b).

ill.

Ekkor
o L(nf)(z)=eLf(2) (2 €Dy
o L(.f)(2) = 1Lf(z/a) (2/a €Dpy);
o L(Af)(2) = (Lf(2) = fy f()e dt) (= € Diy).

Ha ui. 2z € Dpy, ekkor

C

+o0o
Linf)(z) = /0 Flt—bv)e=dt= lim [ f(t—be = dt =

c—+o00 Jo

c—b
lim f(t)e= b= gr =

c—+0o0 Jo

+oo

et lim / e dt = e [ fe " dt = e Lf(2).
0

c—+00 0

Hasonldéan, ha z € C, és z/a € Dy, akkor

c ac 1
L0.f)(z) = lim [ f(at)e®dt = lim ftye e dt =
c——+ J c—+0o0 Jo a
1 oo

1 ctzfa g Ly
A f(t)e dt = aLf( /a).

L(Af)(2) = /0+°° ft+ e dt = lim [ f(t+bjedt =

c——+ J

b+c
lim f(t)e Y=t =

c——+00 Jp



FEJEZET 3. LAPLACE-TRANSZFORMALT 212

JZ<Lf@)—:Abf@k‘”m>.

vi) Ha tehat f € Dp,a>0,b>0, és

) {f(at—b) (t>b/a)
o (0<t<bja),
akkor )
Lf(z) = ae_bz/“Lf(z/a) (z/a € Dry).

Mindez masképp kifejezve: az

fult) = e f(t/a)  (t20)

jeloléssel
1
Lf(az+b) = aLf*(z) (az+beDpry).

vil) Tekintsiik pl. az f,(t) :=e™ (¢t > 0) fuggvényt, ahol a € C. Ekkor
barmely z € C és b > 0 esetén

b (a=2z)

b b
/ fa(t)e—tz dt = / ela=2)t g — { 1
0 0 e —
—a—= (a#2).

Innen viligos, hogy limy s [f fa(t)e ®#dt € C <= Re(a—z) <0,
azaz Rez > Rea, és ekkor

1

z—a

Lfa(z) =
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viii) Nyilvdnvald, hogy az el6zé megjegyzésbeli f, fiiggvényre
fo = 0qexp = 0, f1.
Itt (1d. vii))

Lexp(z) = Lfi(2) = Ll (:€C, Rez> 1),

ezért v) alapjan
Lf,(z) = Lexp(z/a) =

1 1
(€ C,Re(z/a) >1 <= Rez> Rea).

alz/a—lzz—a

). Ekkor azt

ix) Legyen most valamely a € C esetén g¢,(t) := te™ (¢ :
). Mivel (Id.

mondhatjuk, hogy g, = hexp®, ahol h(t) ==t (¢
3.3.2.)

>0
>0

Lh(z) =1/2* (€ C, Rez>0),
ezért az i) megjegyzés alapjan

1

Lg,(z) = Lh(z — a) = m

(z€ C,Re(z—a)>0)

(ahol Re(2—a) >0 <= Rez > Rea), amirdl kozvetlen szamolassal
is konnyen meggyo6zodhetiink: tetszéleges b > 0 mellett

b b
/ Ga(t)e ™ dt = / tet @) qt =
0 0

b’ /2 (a=2)

beb(a—z) B eb(a—z) 1

a — 2 (z—a)2+(z—a)2 (a#z>’

Tehat

beb(a—z)

b
lim [ g.(t)le®dt€ C <= lim =
b—+00 J0 b—4+c0 q — 2

eb(a—z)

lim ————= =0 <= Rez> Reaq,
b—+oo (a — 2)

és ekkor limy_ oo JO ga(t)e ™ dt = Lga(2) = 1/(z — a)>.
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x) Az el6bbiekhez képest jéval bonyolultabb meggondoldsokat igényel az

xi)

alabbi allitas: barmely f € Dy fiiggvény, z € C, Rez > ¢5 valasz-
tassal Lf € D>®{z}, és

(LN () = () L)) = (1" [ e de (0 e N)

0

(ahol - emlékeztet6il - h,(t) := t* (¢ > 0)). Specidlisan az Lf
Laplace-transzformalt differencialhaté és

(L) (2) = —/O+OO tf(t)e "= dt (2 € C, Rez > qy).

(Teljes indukcidra hivatkozva egyébként az el6bbi egyenléséghdl nyilvan
kovetkezik tetszéleges N 3 n-re is az allitds.) Ha tehat

D(t,2) == f(t)e ™ (t>0,2€ C, Rez > ¢y),

akkor a ® | kétvdltozés” fiiggvény segitségével Lf(z) = [;F ®(t,2)dt
(,, paraméteres integral”), és

o0 91D (¢
(Lf)(”)(z):/o %i,:z)dt (ne N,ze C, Rez > ¢y).

Formalisan szélva ,;szabad az integraljel mogott derivalni”.

Legyen f : [0,400) — R,n € N, f € D" és tegyik fel, hogy
f™ e Dy, Ekkor f® €Dy (k=0,...,n—1)és

n—1

Lf(")(z) = z"Lf(z)—Z f("“)(O)z"_k_1 (z € C, Rez > max{0, ¢;m }).

k=0

A bizonyitds részleteit itt is mellézve annyit jegyziink meg csupén,
hogy a teljes indukcié moddszerére hivatkozva csak az n = 1 esettel
kell foglalkozni. Ekkor az &allitdsunk a kovetkezé: ha f' € Dy, akkor
f S DL, és

Lf'(z) =zLf(z) — f(0) (z € C, Rez > max{0, g }).

(Parcidlisan integrélva

Lf'(z) = lim /0 " et di =

b—~+o0
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lim (f(b)e—bz . f(O) —FZ/bf(t)e_tZ dt) =

b—+o0
i S0 = 105t [0
Jlim (f(b)e‘bz) — £(0) + 2Lf(2).

Elég tehdt azt megmutatni, hogy lim,_ o f(b)e % =0.)

Analég médon kapjuk az alabbi allitést: ha f € Dp, U(t) := [5 f(x)dx
(t > 0), akkor U € Dy, és

LY(z) = %Lf(z) (z € C, Rez > max{0, ¢ }).

xii) Ha f e D], feD és f' €Dy, akkor az
Lf'(z) = zLf(z) — f(0) (€ C, Rez > ")

egyenloség egyszertien adodik:

—+o00 b
Lf'(z)= [ f()e*dt= lim / Fi(t)e ™t dt =

0 b—+00 J0

Jin (00 = 70+ [ e ar).

ahol b > ¢ esetén

’f(b)e_tz < Ke M(Rez=7) _, (b — +00).

Tehat

Lf'(z) =—=f(0)+ z lim bf(t)e_tz dt = zLf(z) — f(0).

b——+o00 .J0

Megjegyezziik, hogy ha az f € D] figgvényrl f € D helyett csak
annyit tesziink fel, hogy a ¢ > 0 helyeken differencidlhaté, és 1étezik az

F(+0) = Jim, (1
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véges hatarérték, akkor

b b
/ f'(H)e " dt = lim / f'(te ™ dt =
0 a

Jim (PO = fl)e ) = f(b)e = f(+0)

miatt
Lf'(z) = zLf(z) — f(+0) (2 € C,Rez> ")

adédik. Ha még [’ € D] is igaz, akkor (Id. 3.2. i) megjegyzés) azt
kapjuk, hogy Rez — +oo esetén Lf'(z) — 0. Ezért az el6bbiek
szerint

zLf(z) — f(+0) (Rez — +00).

xiii) Legyen most f € Dy olyan fliggvény, amelyre létezik az
f(+o0) := tE-{—moof(t) eC

véges hatarérték. Ekkor tetszlleges 2 € Dry, Rez > 0 helyen

SLI) = fo0) = = [ (7(0) = F(+oo))e dt.

Specidlisan, ha f € L[0,4+00), azaz [;"°|f(t)|dt < -+oo, akkor
nyilvanvald, hogy f(+o00) = 0. Tovabbd barmely z € C, Rez > 0
esetén |Lf(2)| < [i7°°|f(t)| dt, tehdt Lf korldtosa {z € C:Rez > 0}
félsikon. fgy

lim (2Lf(2))=0

Re2>0,2—0
trividlisan teljestil.
xiv) Tegyiik fel, hogy az f : [0,+00) — C fiiggvény differencialhatd,
f' € Dy, és létezik a véges f(400) hatarérték. Ekkor (Id. xi) meg-
jegyzés) Lf'(z) = zLf(z) — f(0) (2 € C, Rez >0), azaz

SLf() = 10) + | " et dt.
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Ha itt f olyan, hogy
“+oo

lim /+°° Fl(t)e ™t dt = /+°°11m (f(t)e ) dt = /0 F(t) dt =

Re 2>0,2—0 Jo 0 z—0

Jim [ fedr= T (F0) - (0)) = f(+00) ~ £(0),
akkor
lim (=L (2)) = f(+o0).

Re 2z>0,2—0

Ez a helyzet pl., ha K > 0,v > 0, és alkalmas ¢ > 0 mellett

Ol < Ke™ (t=0).

3.4. Mellin-transzformacio

Tegyiik fel, hogy a folytonos g € C — C fiiggvényre valamely o € R esetén
teljesiil a {z € C:Rez > a} C D, feltétel. Ha = > «a, b >0, és

O(y) =r4+w  (-b<y <)),

akkor legyen

T+1200
/ g(z)dz:= lim [ g(z)dz

100 b—+00 Ji,

(ahol [, g(2)dz a g fiiggvénynek az f, (iranyitott) komplex ttra (,sza-
kaszra”) vett vonalintegraljat jelenti), feltéve, hogy ez a hatarérték létezik és
C-beli. Tehat (a vonalintegral definicidja szerint)

[ gerde= i [ g dy =

— 1200 b—+o0.J—p

b 400
lim bzg(m+zy) dy = z/ g(x 4+ wy) dy.

b—+o0 J—

Més szdval

+o00 1 4100
| starwmydy =~ [ g

—00 7 —100

ahol [T2° . = (v.p.) [T ... = limy_yoo /% ... & széban forgé improprius
,integral” un. Cauchy-féle féértéke (valor principalis) .
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A fenti integralfogalmat alapul véve lathaté be az alabbi allitas, amely
alapveto fontossagu az ,,inverz” Laplace-transzformaciot illetéen. Legyen eh-
hez FeC—C, aeR, és

D:={ze€C: Rez>a} CDp,
F € D{z} (z € D). Tegyiik fel tovabba, hogy tetszileges 0 < J-ra a
Ds:={2z€C: Rez>a+4d}

zart félsikban lim.cp; |2~ 400 F/(2) = 0, és minden x € R, v > a esetén az

+0o0
[ 1P+ w)ldy
integral véges. Ekkor barmely ¢ > 0 helyen az [*7'® F

T F(2)e'* dz integrélok
is végesek és fiiggetlenek o < 2-t0l, az

£t) = / T E@etd: (t>0)

271 —100

el6irassal definidlt f fliggvény Dp-beli (ahol tehit a < x tetszileges), foly-
tonos, és
Lf(z) = F(2) (z € C, Rez > a).

3.4. Megjegyzések

i) Tehat azt irhatjuk, hogy

1 4100

£() —-/x Lf(z)edz  (t>0).

- 2m —1200
Ez az egyenl6ség az un. Mellin-formula (Riemann (1859), Mellin
(1902)),
1 41200
/ F(z)e"dz (¢t >0)

27 —1200

az I fuggvény Mellin-transzformdltja.

ii) A tételben szerepls [I'°° F(2)e!* dz integralrél a kovetkezét mond-
hatjuk:

T+100 b
/ F(2)e*dz =1 lim F(x +ay)e! @ dy =

—100 b——+o0 J—p
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iii)

e lim F(z +wy)e™ dy.
b
Mivel

b b 400
[ 1F@+weldy= [ |Fa+wldy < [ |F@-+w)ldy,
azaz

b ~+o00
lim / |F(z 4 y)e @] dy < em~/ |F(z 4 w)| dy < +00,
b

b——+oo J— — 00
ezért a széban forgd (a fenti f-et meghatarozd) improprius integral

(abszolut) konvergens.

Az [PH° F(z)et dz integral (o <)a-t6l valo fiiggetlensége egyszertien

T—100

belathaté. Legyen ui. a < u < x, és valamely b > 0 mellett

sp(y) i=u—wb+ylr—u), §y) =c+b+ylu—z) (0<y<1),

b(y) =u—wy  (=b<y<b),

ill. jeloljiik ¢-vel az sy, 0y, 55, 0, (komplex) utak egyesitését (geomet-
riailag egy téglalap keriilete pozitiv koriiljarassal). Ekkor a Cauchy-
alaptétel miatt

o:Aﬂ@mzLF@@+ @+/ e+ [ F(2)dz

ahol (pl.)

/Sb F(z) dz

Az F-re tett feltételek alapjan minden € > 0 szamhoz van olyan po-
zitiv r szam, hogy

< —Uu).
max [F(2)]- (¢ —u)

F()]<e  (£€C, Re{ >u, [§] > 7).
Mivel z € R, esetén (valamilyen) 0 <y <1 mellett

lz| = lu—wb+y(x —u)| >0,
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iv)

ezért |F(z)| < e, hacsak b > r. Igy egyttal

/ F(2)dz

Sb

< (r—u)e (b>r),

tehdt
lim [ F(z)dz=0,

b—+o0 Jg,

és analdg modon
lim F(z)dz =0.

b—+o0 /3,

Tovabba

T+100
lim [ F(z)dz= / F(2)e* dz,

b—+o00 J|, T—1200
és

uU~+1200
lim [ F(z)dz= —/ F(2)e” dz.

b—+o0 Jg, —100

Mindebbdl [7H%° F(z)e!* dz = [''%° F(2)e!* dz mér nyilvdn kovetke-
zik.

Legyen f,g € D], és tegylik fel, hogy az F := Lf ésaz F := Lg Lap-
lace-transzforméltak teljesitik az el6z6 tétel feltételeit (alkalmas oy, ay
paraméterekkel). Més széval tehat a Mellin-formula szerint

£t = = /;“‘X’ LiG)edz (x> apt>0),

21 —100

1 4100

g(t) = —/x Lg(z)e” dz (x > ay,t > 0).

27 —1200

Ekkor a konvolucié-tétel mintegy megforditasaként azt kapjuk, hogy

1 T+100
Lfo)(2) = 5= [ LF©Lg(z =) d§ (z € C,Rez > as+ay)

B 211 Jz—100
ahol x > max{ays, a,}. Ul

+oo

L(fg)(z) = f#)g(t)e™" dt =

0
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[ awet ([T L ae) i =

271 —100

o [ ([ s 0 ar) de =

21 —1200

[ L L - ) e

271 —100

(Az = (s dg) dt = [ (Ji° ... dt) dE integraldsi

sorrend felcserélhetOségét a szoban forgd integralok ., egyenletes” kon-
vergencidja biztositja.)

v) Mutassuk be a Mellin-transzformécié alkalmazdsat egy, a gyakorlat
szempontjabol is fontos specidlis esetben. Ennek a megfogalmazasahoz
tegytik fel, hogy valamilyen a > 0 esetén az

F:{z€C:Rez>a} —-C

fiiggvény differencidlhaté és alkalmas n € N, ¢,...,¢, € C, € > 0,
0<ay,..,a, <1 paraméterekkel eloallithaté a kovetkezo alakban:

L Cp H(Z)
% ~l+e

F(z) = (z € C, Rez > a),

k=1

ahol a H : {z € C: Rez > a} — C fliggvény minden ¢ > 0 esetén
korldtos a {z € C: Rez > a+ ¢} zart félsikban. Ekkor az a < z-t6l
fliggetlen

f@r——~AHmF@kW& (t > 0)

271 —100

figgvényre f € Dr, és Lf = F igaz.
Ti. konnyt belatni, hogy az

Fi(z):=F(2) — — (€ C,Rez > a)
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fliggvényre teljesiilnek a Mellin-transzformacié feltételei. Kovetkezés-
képpen Lf; = Fi, ahol

Fi(t) = — /IHZOOFl(z)etzdz:

27 —1200

271 —100

T+1200 n
L./ e (F(z) -3 C—’“> dz  (t>0).
T =1 z

Mivel itt x > 0, ezért a Mellin-transzformacio és 3.3.3. alapjan

1 T+100 t» Ch thak—l
2m /:v—zoo ¢ 20k : (ay) (t=0, sy M)

Ez azt jelenti, hogy

B 1 z+100 s n thak—l .
filt) = 5~ /m_m F(2)e*dz — kz:jl g =
n thak—l

Innen viszont az kovetkezik, hogy tetszoleges z € C, Re z > a helyen
Fi(z) = Lfi(z) = Lf(z) = ) — = Lf(2) = (F(2) — F1(2))

tehéat valéoban Lf = F.

vi) Tegyiik fel, hogy az f : [0,+00) — C fiiggvényre valamilyen z5 € R
esetén

+0o0
/ £(8)]2e 20 dt < +o0.
0

Ekkor nyilvan

“+oo
/ F(D)[2e2dt < 400
0
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is igaz tetszoleges x > ¢ mellett. Ha viszont = > x4, akkor a Cauchy-
Bunyakovszkij-egyenl6tlenség szerint

2

([ (t”e_mdt)z = ([Tt e mar) <
</0+00 e_zt(:c—zo)dt> (/0+°0 |f(t)|2e_2m°dt> < oo,

hiszen

[T e = i [ g =
0

c—+0o0 Jo

. 1— 6—20(:(:—900) 1
= < .
e 2w =2 2w—wg)

Mindez azt jelenti, hogy f € Dy, ill. (1d. 3.2. vii) megjegyzés) a
0 (t<0)
(I)Lf(t) =
f)e=" (t = 0)

fliggvény abszolut integralhato, és

+oo
Lf(z+wy) = /0 f(t)e e dt =

+oo ~
(I)x,f(t)ﬁ’_zyt dt = <I>x7f(y) (y € R)

—0o0

A (fx ¢ Fourier-transzformaltra vonatkozé Parseval-egyenl6ség szerint

400 1 ftoo
sy dy =5 [
| eswiay = [

mas szoval az elébbiek alapjan igaz a Laplace-transzforméltra vonat-
kozé

ff)x,f(y)f dy,
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vii)

oo 2 —2tx 1 oo 2
| IR = — [ ILf e+ w) Py

Parseval-eqgyenloség.  SOt, ennek mintegy altalanositasaként, ha
fe €Dy (k=1,2), és alkalmas x;, o € R szamokkal

e +oo 2 -2
[0l < oo [T e bt < oo,

akkor a zp :=xp+w (y € R, k=1,2) jeloléssel
+oo (21 4%2) 1 +oo .
() [ AORO bt = — [ Lfi (1 +w) Lha(e + ) dy.

Specidlisan, ha z; := z5 := 0, amikor is az f; (k=1,2) fiiggvényekre

+00 +o0
LTIl < oo [T IROP < +oo,
0 0

akkor

[ nonwar= o [ Lit) L) dy

Ha itt a bal oldal nulla, azaz (az el6bbi , integral-értelemben”) fi, fo
ortogondlisak a [0,+00) félegyenesen, akkor az Fy(y) = Lfp(wy)
(y € R, k= 1,2) fiiggvények is ortogondlisak a szdmegyenesen (vagy
méasképp kifejezve az Lfy (k = 1,2) fiiggvények az imaginérius ten-
gelyen).

Tekintsiik pl. a jél ismert P, (n € N) Laguerre-polinomokat, azaz a
gn(t) == e " (t>0)

jeloléssel legyen
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Ekkor az
L(t):=e 2P, (t)  (neN,t>0)

un. Laguerre-fugguények ortogonalis rendszert alkotnak az alabbi érte-
lemben: tetszéleges m,n € N, m # n esetén

[ L= [ RoP.oca =0

Vildgos, hogy barmely n € N mellett (Iévén P, polinom)

+o00 +o00
/ 11,(t)| dt :/ e~V2| P, (1)] dt < +o0,
0 0

400 400
/ 11,()|2dt :/ e~ | P () |2dt < +oo.
0 0

Ezért vi) szerint az Ll,, (n € N) Laplace-transzforméltak rendszere is
ortogondlis az imagindrius tengelyen:

“+00

L1, (vy) Ll (1y) dy = 0 (m,n € N,m # n).

Kénnyen kiszéamithatjuk (1d. 3.3.3. és 3.3. i) megjegyzés) az itt sze-
repl6 Ll, Laplace-transzformaltakat:

Ll,(z) = LP,(z + 1/2) = zn:(—n’f(’;) W _

k=0

%1/2]; (Z) <_z +11/2>k - z+11/2 (1 - ﬁ)n N

% (€C, Rez > —1/2, n € N).

Tehat

too (yy — 1/2)" (iy +1/2)™ B - .
/—oo (Zy+1/2)"+1.(1/2—@y)m+1dy_0 ( > €N> 7é )
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viii) Emlékeztetiink a specidlis Malmquist—Takenaka-rendszerként adédott
Laguerre-rendszerre (1d. 1.4. xv), xvi) megjegyzések): a € K;(0), és

d,(2) = vl—\a|2‘(z_a>n (zET(O),nGN).

1—az 1—-az
Ha itt 0 # a € R, akkor barmely b € R mellett

V1—a? ( z4+b—a )":

Oz +0) = 1—a(z+b) \1—a(z+Db)

Vi—a*> (z+b—a)"

(—a)™*1 (z4+b—1/a)rtl

Vi—a> (2= (a—0))"
()" (24 (ab—1)/a)""

(z € Ki(=b),n € N).

Kénnyen lathaté, hogy alkalmas a-val és b-vel a—b = (ab—1)/a = 1/2,

t1.
1-45 b V5
a = 5 ’ T _7'
Kovetkezésképpen
V1i—-a® (z—1/2)"
D, (z — \/5/2) = (—a)"“. (z+1/2)n+1 B

vagy ugyanez masképp kifejezve:
Bu(€) = co LI(E+V5/2) (€€ Ki(0), n € N)

A most kapott Oszefliggés egyuttal magyardzza is az 1.4. xvi) meg-
jegyzésbeli ,, Laguerre-rendszer” elnevezést.
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ix) Tegyiik fel, hogy az f, € L[0,4+00) (k = 1,2) fiiggvényekre tel-
jesiil a vi) megjegyzésben megfogalmazott feltétel: valamilyen s, € R
(k=1,2) esetén

+00 +oo
/ ()|~ *dt < 400 / |2 (8) 22 dt < +o0.
0 0

Legyen tetszoleges z € C, ill. s; <u < Rez—s59, ss <v < Rez—9
vélasztassal a vi)-beli () egyenléségben z; := u és 2o := Z — u.
Ekkor a széban forgé egyenléség bal oldala: [;™° fi(t) fo(t)e **dt, a
jobb oldala:

[T LA w) L ) dy =

271 J oo

[ LR ) LA — () dy =

[T LA LA - € de

27 Ju—oco

(Megjegyezziik, hogy az u-ra vonatkozé kikotés miatt Rez; = u > sq,
tovabbd Rezy = Rez —u > sy. Ezért a vi)-beli feltételek teljesiilnek
az T, := u, rs ‘= Rez — u vdlasztassal.) Hasonl6 meggondolassal
kapjuk az utobbi integralra, hogy az nem mas, mint

[T LA - onme i

271 Ju—co

Azt mondhatjuk tehat, hogy minden z € C, Rez > s; + sy helyen
létezik az L(f1f2)(z) Laplace-transzformalt és az a kovetkezéképpen
szamithaté ki:

L(fif2)(2) = /0+OO f1(t) fo(t)e dt =

v+

o [T LR LR - gde= o [

271 Ju—io00 271

T LAz — €)LA(E) de

—100

(komplex konvolicio, 1d. iv)).
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x) Az i) megjegyzésben szereplé Mellin-formula alkalmazdsahoz (azaz az
ott szereplé F' fliggvény Laplace-transzformaltjanak a kiszamitésara)
szamos , segédallitas” ismert. Pl. tegyiik fel, hogy az ' € C — C
fuggvény differencidlhatd, limj,; F(2) = 0, valamilyen a € R ese-
tén

{a+weC:yeR}C Dy,
mig a {z € C: Rez < a} félsikon F legfeljebb véges sok pont
kivételével van értelmezve. Ekkor barmely ¢ > 0 szam mellett

a+100 n
/ e”F(z)dz =2m Y _ rese H,

—100 k=1

ahol resg, H (k=1,..,n (€ N)) jelenti a H(z) :=e*F(z) (z € Dp)
figgvény &i-beli (Re&, < a) reziduumaét.

Ui. mutassuk meg el6szor, hogy barmely ¢ > 0 mellett

lim e”F(2)dz =0,

r——+00 Yr

ahol v, a {z € C: Rez < a} félsikban az [a — r1,a + ri1] szakaszra,
mint atmérore illesztett félkor. Legyen ehhez

Yo(x) = a+re” (m/2 <x <37m/2)

az emlitett félkor egy paraméterezése. Ha r maér , elég nagy”, akkor a
= max{|F(y,(z))| : 7/2 < 2 < 37/2}

jeloléssel

3m/2
/ e”r(m)F(% (x))re” dx
/2

<

/ e”F(z)dz
Yr

r 3r/2 t(a+r cos _ ta T —trsin y o
Ly e )dr = ru.e e dy =
/2 0

o eta /W/2 e—trsin Yd
Hor 0 Y.
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xi)

A gyakran haszndlt siny > 2y/m (0 < y < 7/2) egyenl6tlenség
alapjan tehat

2o eta /2 e—trsiny duy < 2 ta /2 —2try/m dy =
Hor 0 Y > arpee 0 e Y

27“,1@6“‘% (1 - e_”’) .

Kovetkezésképpen

ta

<7re
=7 Hor-

/ e“F(z)dz
Yr

Mivel a feltétel szerint pu, — 0 (r — 400), ezért az allitdsunk mar
kovetkezik.

Ha viszont a T', szimb6lum az el6bbi -, félkor és az [a — ur,a + or]
szakasz egyesitését jelenti (pozitiv koriiljardssal), akkor (,elég nagy”
r > 0 mellett) a reziduum-tételbél

a+ar n
/ H(z)dz = / e”F(z)dz +/ e“F(z)dz=2m ) _ rese H.

k=1

A bizonyitas elején mondottak miatt itt lim, ., [, e*F(z)dz = 0,
tehat

a—+100 a+ar n
/ H(z)dz = lim e*F(z)dz =2m Yy _ resg H.

—1200 r—=+00 Jg—r =1

A részletek mell6zésével jegyezziik meg, hogy az elobbiekben szereplo
,fuggbleges” félsikok kicserélhetdk , vizszintes” félsikokra, amikor is a
bizonyitasok analdog médon végezheték. Pl legyen az f € C — C
figgvény differencidlhato, lim.|—4o f(2) =0, R C Dy, mig a

{z€C: Imz >0}

félsikon f legfeljebb véges sok pont kivételével van értelmezve. Ekkor
barmely t > 0 esetén
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+oo n
/ " f(x)dr = 2m ) resgg,

- k=1

ahola -k (k=1,..,n(e N)) a g(z) := " f(z) (z € Dy) fuggvény
szingularis helyei a {z € C: Imz > 0} félsikban.

Példaként tekintsiik az

+oo cos (ax)
1= [ SRR dr (a>0.6>0)

integralt, ill. annak a kiszamitasat. Az Euler-formula miatt

B oo T
I = Rel := Re (/_OO mdx).

)=

valés fliiggvény , analitikus kiterjesztése” (az ugyancsak f-fel jelolt)

Az itt szerepld
(x € R)

1

fliggvény, amelynek a {z € C: Imz > 0} ,felsd félsfkban” az egyetlen

szingularis helye: ¢ :=1b. Mindebbdl adédéan I = 2mireseg, ahol

wnaz 1 1
PR B .y O N
(z+)(z—12b) 2b \z—1b z+1b

waz waz

(& (&

— +1b C).
20b(z —1b)  2ub(z + 1b) (b # 2 € C)

. _ elaz . ’ . .7 7’
A{zeC:Imz>—-b} 32z (= 1) fliggvény differencialhato,
ezért

1az 1 —ab
I = — = —¢€
5¢d 22b6‘Z:“’ 21b
Kovetkezésképpen

~ 1
I = Rel = 271'2%6_&{) = %e‘“b.
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xii) Folytatva az alkalmazdsok sorét tegyiik most fel, hogy a differencidl-
haté ' € C — C fiiggvényre F(z) — 0 (|z] — +o00) teljesil és
alkalmas R > 0,¢, € C (n € N) paraméterekkel

-2 (zeC > R)
:1zn

(azaz F a oo egy ,megfelel6 kornyezetében” Laurent-sorba fejthetd).
Ekkor az

f =Y S (> 0)

utasitassal értelmezett f fliggvény Dy -beli, és

Lf(z) = F(z) (z € C, Rez > R).
Ui. a ¢, (n € N) Laurent-egyiitthatékra tetszéleges r > R mellett

1

cn:—/ F(2)2" 1 dz n € N),
211 J{|z|=r} (2) ( )

tehat |c,| < M,r"™' (n € N), ahol M, olyan, hogy |F(z)| < M,/r,

hacsak z € C, |z| > r. (Mivel F(2) =0 (|]z| — o0), ezért ilyen M,
létezik.) Kovetkezésképpen

tn
<Z|cn+1|—<MZ ):Mre” (t > 0),

Cn+1 ,n
ot

n=0

tehat f € D} . Ezért barmely z € C, Rez > r esetén

‘f(t) —tz < M —(Rez—r)t (t > O)

Mivel a 0 < t s e~ ®e2= fijgovény L(0, +-00)-beli, igy (Id. 3.3.3.)

+00 c c > ¢
—tz n+1 n —tz n+l n
[ et ar =y A [ et = z ney

n=0

ezért f €Dy és Lf(z) =F(z) (2€C, Rez > R).
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xiii) Pl. mutassuk meg, hogy ha f(t) :=sin (2v/t) (¢t >0), akkor

1
Lf(z):—\/ge_l/z (z € C,Rez>0).

z

Ehhez fejtsiik sorba az f fiiggvényt:

00 22n+1

f(t) = Z(—l)nm

n=0

A gu(t) :=t"*Y2 (t >0, n € N) fiiggvényekre (1d. 3.3.3.)

r 3/2
Lg,(2) = % (z € C,Rez > 0),

ahol T'(1/2) = /7 alapjan teljes indukciéval

(2n+ /7T

F(n—l—3/2)=w (n € N).
Ezért
L B o) . 22n+1 L B [e’¢) (_l)n B
f(Z)—nz::O(_ ) m gn(Z)_ﬁnz::oW_
1 m& (=)™ /1 ! T _1
AT (G) =

3.5. Alkalmazasok

A Laplace-transzformalt alkalmazasait illetéen tekintsiik az alabbi feladato-
kat.

3.5.1. Specialis kezdetiérték-problémak

Adott 0 < n € N,f € Dy, ag,...,a, € R, a, # 0 mellett oldjuk meg a
kovetkezo kezdetiérték-problémat:

{ Shooay®™ () = f(t)  (t=0)

y®(0)=0 (k=0,1,..,n—1).
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Feltessziik, hogy y™ € Dy, ekkor (1d. 3.3. xi) megjegyzés) egy alkalmas
q € R esetén

k—1

Ly®(z) = X Ly(z) — > Yy (0)2F71 = 2P Ly (2) (z€ C,Rez>q),
=0
tehat
Zn: a (szy(z)) = Lf(2) (z € C,Rez > q).
k=0
Ha

P(z):=> a,z" (z € C)
k=0
(a széban forgé differencidlegyenlet karakterisztikus polinomja), akkor

Ly(z)P(z) = Lf(z) (z€ C,Rez>q).

Innen (pl. Mellin-transzformaciéval) az y fiiggvény meghatérozhato.

Kiilonosen egyszerti esettel allunk szemben, ha az elébbi P poli-
nom &, ...,&, gyokei paronként kiilonbozoek. Ekkor alkalmasan megadott
d; € C (j=1,...,n) szamokkal (parcialis tortekre bontassal)

PG =

P

(z € C,P(z) £0).

Itt £ =1,...,n esetén valamilyen rp > 0 mellett

Nodi(z = &) 22— & 1
dk+ J — = - (Z€C7O<‘Z_£k|<rk),
k;g':l z—§; P(2) %Z(&c)
ahonnan
= k;ézjzzl z2=§ T g (&) 7

miatt dp = 1/P'(§). Tehat z € C, Rez > max{q, Re{y,..., Re&,} esetén

Ly(5) = L) Y.

L PG g) ARG
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ahol . )
Qt) = Z_: Wet@ (t >0).

Kéovetkezésképpen (I1d. 3.2. viii) megjegyzés) y = f*(@). Oldjuk meg a fentiek
szerint pl. az alabbi (teszt)feladatot (1d. 2.3.):

{ y'(t) =3y'() +2y(t) =t (t=0),

Ekkor
P(z)=2>-32+4+2=(2—1)(z—2) (z € C),

ill. P'(z)=2z—3 (2 €C) miatt P'(1)=—1 és P'(2) =1. Ezért
Qt) = —e' +e* (t>0),

igy

62:(:

y(m):f*Q(x):/Ox(x—t)(e%—et)dt:T—6x+g+z (z € R).

Ha a P polinom gyokei kozott azonosak is vannak, akkor (valamilyen
p=1,...,n esetén) legyenek a paronként kiilonbozé gyokok &, ...,&,, rendre
a i, ..., b, multiplicitdssal. (Ekkor tehdt minden m = 1,..,p indexre
pm € {1,....n}, és 3P | pum = n.) Ez azt jelenti, hogy alkalmas ¢, € C
(m=1,..,p, ill. i=1,.. u,) egyitthatékkal az 1/P héanyadosra a kovet-
kezot kapjuk:

P

Z Z gm (Z €C \ {gla >€n})

m=1i=1 Z -
Az itt szerepld c¢;,,-ekrdl a kovetkezdket tudjuk mondani: legyen [ =1, ..., p,
és

2€ C\{&, ., &1, 8141, - 6n}

esetén
p—1 . p Hm Cim
2)i= 3 (=& (=& Y Y =
J=0 I#m=1 i=1 (2 —&m)

Z Cp—i(2 (2= &)MQu(2).
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Ekkor

(Z_&)ﬂl s
P(Z) ( € C\{€17767L})a

ill. megfelel6 r > 0 mellett a K,.(§) korlemezen a @), fiiggvény nyilvan
differencidlhatd. Ezért K,.(&)-en Taylor-sorba fejtve azt mondhatjuk, hogy

RZ(Z) =

Rl 2 QW
Z) - Z Cm—jl(z - fz)] + Z QT(&)(Z — &)’Hm _
Jj=0 k=0 .

pw—1 (k=)
S e nl a+zQ “>—m (= € K, (@)).
=0

k=
Ez utobbi sorfejtés nem mas, mint az R; fliggvény &-koriili Taylor-sora, igy

R (&)

Cry—jl =

Ha tehat m =1,...,p és i =1, ..., i, akkor

&m hi_
(i) O -mmey o

ahol h;_1(t) :=t""" (t > 0). Ezért az 1/P fiiggvény el6bbi parcialis tortekre
bontott alakjabdl z € C, Rez > Re&,, (m=1,...,p) esetén

1 _ i “’"L<cimexp5mh, 1>( )
P(z) = o (i —1)!
Kovetkezésképpen a
Q= 3 3 O (12 0)
me1i=1 (i —1)!

fiiggvénnyel LQ = 1/P, és y= f* Q.
Tekintsiik pl. az alabbi feladatot:

{ y"'(t) —4y"(t) + 5y'(1) = 2y(t) =t (£ =0),

Ebben a feladatban a karakterisztikus polinom a kovetkezo:
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Pz) =2 —422+52—2= (2 —1)*(z — 2) (z € C).

Tovabba

1 1 1 1
P(z):z—2_Z—1_(Z_1)2 (z € C\{1,2}),

amibdl a @)-ra kapott el6z6 formula alapjan
Q(t) =e* — (t+1)é (teR).

Kovetkezésképpen
Ja) = 1+ Q) = [ o 0 — (14 1)t =

2x
% + (1 —a)e® —

(x € R).

| Ot

v
2
3.5.2. Linearis differenciaegyenletek

Vizsgaljuk eloszor a ,,folytonos” esetet: adott f € Dy fliggvény, n € N és
Coy -y Cn € C, ¢, # 0 mellett keressiink olyan y : [0, +00) — C fiiggvényt,
amelyre

(%) doaylt+k)=f(t) (=0

k=0
Feltessziik, hogy az y figgvény ,kezdeti értékei”, az y(t) (0 <t < n)
helyettesitési értékek ismertek. Az n = 0 eset nyilvan érdektelen, ezért a
tovabbiakban feltehetjiik, hogy n > 0. Az is nyilvan feltehetd, hogy ¢y # 0.
Elséként az y(t) =0 (0 <t <n) ,kezdeti feltétellel” élve abbdl indulunk ki,

hogy y € Dy. Vildgos, hogy a (%) ,egyenlet” egyértelmiien meghatirozza
y-t, hiszen a 7 = 0,1, ... valasztassal

1 = . .

wern =2 (10-Seween)  Gsr<in
n k=0

amibol a , kezdeti feltételt” figyelembe véve teljes indukcidval kapjuk az

y fiiggvény értékeit valamennyi [7,7 + 1) intervallumon, azaz [0, +o00)-en.

Specialisan

y(t):éf(t—n) (n<t<n+l).
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A 3.3. v) megjegyzés szerint (x)-bdl alkalmas ¢ > 0 véalasztédssal

2) = écke’“ (Ly(z) - /0 ky(t)e—tzczt> —

2) Y e’ = P(e*)Ly(z) (z€C, Rez >q)
kovetkezik, ahol
)= st (s e C)
k=0

(a széban forgd (x) differenciaegyenlet karakterisztikus polinomga). Tegyiik
fel el6szor, hogy a P polinom &, ..., &, gyokei paronként kiilonbozoek. Ekkor
(1d. 3.5.1.)

ZW (ZEC\{é-lv"wgn})’

Jj=1

igy a fentiek szerint

L n
Ly(z) = f ]z::l P (62) & (z€ C\{&,....&}, Rez > q).

Az Lf(2)/(e* — &) (j =1,...,n) hdnyadosakat |¢;e™?| < 1, azaz |;] < ef°?
(j=1,...,n) esetén (ami feltehetd)

Lf() _ x ks
e—g T 1—@62 SR e

alakban rva a 3.3. v) megjegyzés alapjan

Lf

é—k lL )
e
addédik. Ezért azt mondhatjuk, hogy

SE WL Zﬁ”me>

7j=1

Feltételezziik, hogy a fenti mésodik szumméban (végtelen sorban) az
Osszegzés és az L operator felcserélhetd. Ez a helyzet pl. akkor, ha
S Nf()| dt < +oo. Ekkor tehdt z € C\ {&y, ..., &}, Rez > ¢ esetén
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(i e is'f-lmf) ).

Jj=1
Més szdval

0 (0<t<mn)

Jmf(t) (t=n).

Figyelembe véve a 7 f(t) jelentését, azt is irhatjuk, hogy

0 (0<t<mn)
y(t) = [t] n 51_9—1
iy j

5P 2

Ha . .
Q(t) — = Pl(gj)etgj (t > O),

akkor nyilvan

0 (0<t<n)

0
Z_: ft=k)QU () (t=n).

Belathato, hogy az elobbi ,,megoldo képlet” érvényben marad akkor is, ha
a &1, ..., &, gyokok kozott vannak azonosak, feltéve, hogy @) eleget tesz az
LQ = 1/P osszefliggésnek.

Tekintsitk most a (x) differenciaegyenlet ,homogén” véaltozatat
tetszoleges , kezdeti feltétel” mellett: f =0, igy

zn:cky(t—l—k‘) =0 (t>0),
k=0

ahol adottak az y(t) (0 <t < n) figgvényértékek. Az el6bbiekben latot-
taknak megfelel6en most

P Z cke / _tzdt Z CkekZLyk(Z),

k=1
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azaz (feltéve, hogy a P polinom valamennyi gyoke egyszeres)

Ly( ﬁéckﬁi T E:&ll 02 Ly (2) =
k=1 ]ZIP
3032 s Yt g (2
k=1 j=1 P(&) =

A(z) + B(z2) (z€C, Rez>q),

ahol yi(t) :=y(t) (t € [0,k), k =0,..,n). Most is feltételezziik, hogy a
D2 kq1 - SorOsszegzés és az L operdtor felcserélhetd, igy azt mondhatjuk,
hogy a

Z 5 Yok (t (t>0)

I=k+1

t) = chz
k=1 j=1 P(
figgvénnyel B=Lg. Ha t >0, k=1,...n és l=k+ 1,k + 2, ..., akkor
y(t—1+k) (t>1—k)
Ti-kyk(t) =
0 0<t<l—k).

Mivel yg(t—1+k) =0, ha t—1+k >k, azaz t > [, ezért a g(t)-t definidld
el6bbi Osszegben legfeljebb t < [ < t 4+ k esetén lesz yp(t — 1 + k) # 0.
Kovetkezésképpen

P, ;X =1k =

t<l<t+k
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n g[t]‘f‘l

Zyt— ] +m—1) Zcm-HZP, =

m=1

Sult— [ +m-1)Y enn@00) (12 0)

m=1 =0

Feltessziik, hogy az yx (k = 1,...,n) ,kezdeti” fiiggvényekre és A-ra
alkalmazhaté a Mellin-transzformaci6é. Ekkor A = Lh, ahol (alkalmas ¢ > 0
paraméterrel) barmely x > ¢ esetén

T+100
h(t) = —— [ Atz =

21 —100

k T+100
Z 5; 127?2 / e(k_lJ’t)ZLyk(z) dz (t>0).

—100

A feltételeink szerint (az elébbi k, 7,1 indexekre)

L et —(h—
e Lyi(2)dz = yp(k — 1+ 1) (t >0).
271 Jz—100

Mivel £k —1 >0, ha k=1,...,n, ill. [ =1,...,k, igy barmely ¢ > n helyen
k—1l+t >k, tehat yp(k—1+t) = 0. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy h(t) =
(t>n). Az y =g+ h egyenl6ség alapjan ezért y(t) = g(t) (t > n).

Formailag ugyanez adédik akkor is, ha a P gyokei kozott vannak
tobbszoros gyokok is, hacsak a differencidlhaté @) fliggvény eleget tesz az
LQ) = 1/ P osszefuggésnek. Vildgos tovabbd, hogy a () ,,inhomogén” egyen-
let megoldasat tetszoleges kezdeti feltétel esetén a homogén egyenlet elébbi
megoldasanak és az y(t) =0 (0 <t < n) eset (kx)-beli megolddsédnak az
Osszegeként kapjuk.

A fentiekben vizsgalt (%) folytonos” differenciaegyenlet , diszkrét”

véltozds varidnsa a kovetkez6 (megtartva az eddigi jeloléseket): adott b, € C
(n € N) sorozat mellett keressiik azt az z, € C (n € N) sorozatot, amelyre

(* * *) Z Ckly+k = by (V S N)
k=0
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(specidlis esetben 1d. 2.3. xx) - xxv) megjegyzések). Ekkor az g, ..., zn_1
»kezdeti értékek” megadasaval (k * x) egyértelmiien meghatarozza az (z,)
sorozatot:

1 n—1
LTyin = — <bl, — Z Ckxy+k> (V c N)
Cn k=0
Nyilvanval6, hogy az
f(t) =0, (v<t<v+1 (reN))
véalasztassal kapott (x) egyenlet minden y megolddsa a (* * %) egyenlet

x, =y(v) (v e N)

megoldasat szolgédltatja. Tovabbd a (x x x)-nak eleget tevé barmely x, € C
(n € N) sorozatbdl a (x) egyenlet

y(t) :==x, (v<t<v+1 (reN))

megoldasat kapjuk. Ezért (x*x*) megolddsaihoz a fentiek alapjan juthatunk
el, az ott mondott formuldkat a ¢ := v (v € N) helyeken alkalmazva.

Mutassuk be ugyanakkor a Laplace-operéator alkalmazéasat a (% * *) dif-
ferenciaegyenlet megoldasara a folytonos valtozattal kapcsolatban mondot-
taktol fiiggetleniil is. Tekintsiik ehhez a (x % *)-nak eleget tevé valamely
x, € C (n € N) sorozatbdl az el6bb , gyartott”

f&)=b, , ylt) =z, (v<t<v+1 (reN))
fiiggvényeket, ill. a (x) egyenletet az
y(t) = g (k<t<k+1 (k=0,...,n—1))

,kezdeti feltétellel”. Ekkor a fentebb mar alkalmazott ,szabdalyok” szerint
z € C, Rez > ¢ esetén (alkalmas ¢ > 0 mellett)

Lf(2) = ki:ockekz (Ly(z) . /0 ky(t)e‘“dt) —

Ly(z)P(e*) — ki cpet? /Ok y(t)e dt =
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Ly( Z cpet® Z (e iz — e‘(j“)z)

]OZ

(P az egyenlet fenti karakterisztikus polinomja (Id. folytonos eset)). Kovet-
kezésképpen

Lf(z k=1, e
Ly(e) = 3 + ey D e 3 (e i) -

Lf(z)  e-13 A Qi—i1)z

Pler) | 2P(e) ,;C’“;O

l;{(j; ,:P_ezl nz:% Z eI

k=j+1

Ha itt a P polinom &, ..., &, gyokei paronként kiillonbozéek, akkor (1d. foly-
tonos eset)

Lf(z)
P(ez) - Ly1(2)7
ahol
(] [t] n /?—l
n®) = fE-RQUNO) =3 ft-HX py  (E20)

Tovabba a

= > st I (s€C,j=0,...,n—1)

k=j+1
jeloléssel
1 n—1 z
ef—1"C e —1 (e )
(k—j—1)z
Z% Z cxe! Z% P(e
7=0 k=j+1

Parcialis tortekre bontassal alkalmas dj, € C (j+1,m =1,...,n) egylitt-
hatokkal
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Pj(s> - djm
= C L&),
P(S) mZ:%S—gm (SE \{gla 76 })
tehat
-1 nz_:lzz zn: cpetF—i—1z nz_:lzz zn:d 762_1
j k = j im )
2P(e?) 557 WS = e )

Léssuk be, hogy ha 0 # a € C és h,(t) := ol (¢t >0), akkor

e —1
Lha = 0 C’ < Rez )
() P (0# 2z € C,|al <€)
Valéban, mivel |ae™?| = |ale 8% < 1, ezért
—+00 o) ) j+1 00 j _ '
Lh,a(Z) = / a[t]e—tzdt — Za]/ e—tzdt — Z O{_ (6—jz . 6(_]_1)2) _
0 0 j — 2
J J
1_6_ZOO . 1_6_2 62_1
—2\j _ _ '
s 5 = e T W
Ha tehat
n—1 n
Y2 = € Z djmh§m7
7=0 m=1

akkor 0 # 2 € C, || < ef°% (m =1,...,n) esetén

n z_ 1
T djmm = Lya(2).

(A fentiekben &, # 0 (m = 1,...,n) nyilvan feltehetd, ti. P(0) = co # 0.)
Osszefoglalva mindezt a (x * x) differenciaegyenlet

Ty :yl(y) —|—y2(1/) =

n gk—l n—1

v bu— ! | n d'm .
Z kj:1 P(E) + Z% Z im&m

k=1 j=0 m=1
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v n—1 n
STbkQFVO0) + Y 7 Y djnél, (n <veN)
k=1 j=0 =1

megoldasat kapjuk.

Az elébbiekben emlitett dj,, (j + 1,m = 1,...,n) paramétereket az

aldbbiak szerint tudjuk kiszamitani:
Pi(&n 4
djm = PJ,EEm% (J+1,m=1,..,n).

Hangstlyozzuk, hogy mindez akkor érvényes, ha a P karakterisztikus poli-
nom &1, ...,&, gyokei paronként kiillonbozok. Ha vannak koztiik tobbszoros
gyokok is, akkor ez az y; fiiggvény alakjat nem befolyasolja, hacsak az ab-
ban szerel6 ) fiiggvény eleget tesz az L(Q) = 1/P Osszefiiggésnek. A P;/P
(j = 1,...,n) raciondlis tortfiiggvények parcidlis tortekre bontdsdban pedig
annyi a véltozas, hogy a P polinom N > p > 2 multiplicitasa & gyoke
nem csupdn egy d/(z—¢) alaki parcidlis tortet general, hanem a d;/(z —&)°
(t=0,...,0—1) torteket (alkalmas dy, ...,d,—1 € C egyltthatékkal). Ezért
a

ef—1

Z ——
z(e* — a)?

alaku fiiggvényeket kell Laplace-transzformaltként eldallitani. Legyen ehhez
0#£aeC,i=1,2,.., és

— wa[t]—iﬂ

hia t): - t Z 0).
alt) o= T (t>0)
Ekkor hy o = hg, ill. ©=2,3,... mellett
Lhialz) = = (0#2€C,Jal < ™)
i,a\?) = z(ez — Oé)i z , | .

Ugyanis h;o(t) =0 (0<t<i—1), igy

1 oo —1 —tz
Lhi7a(2) = m \/7;_1 kl_[:(]([t] — k‘)a[t] +16 t dt =

o

1 =2 - it
= > G = ke’ “/j e "dt =

j=1—1k=0
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o0

']XZ:U}_[O j— k)l (e—jz _ e(—j—l)z) =
z—l']ilknoj_ K)ad—i+leit —
]ilknoj_ it
%F“‘”(ae‘z%

ahol F(s) :=332,s"=1/(1—35s) (s€ C,|s| <1). Tehat

F(i_l)(ae_z) = (1(Z__Oéizl)za

amibdl a mondott formula mar kovetkezik.

Tegyiik fel tehat valamilyen p = 1,...,n esetén, hogy a P polinom
paronként kiilonb6zé gyokei: &1, ...,&,, rendre a pi, ..., i, (> 1) multipli-
citdssal (ahol nyilvdn >* _, u,, = n). Ekkor a P;/P (j = 0,...,n —1)
hanyadosokra a kovetkezot kapjuk:

()
P](S) u - djm
= _Sm (se C\{&, . 6
Po) ~ &Gty €OV b
(alkalmas d\), € C egyiitthatokkal). Ezért
e—1"1 n | el P opm e
(k—j—1)z _ (i
58 3 ad S s S C oL
j=0 Jk =j+1 j=0 ]mzlizl Mz(er —&m)
Kovetkezésképpen
n—1 P Hm ()
Y2 = Lj Z djmhz Em
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e i T (v — )

- é-l/—i-i-l‘
k=1 j=0  m=1i=1 (i —1)! "

A legegyszeriibb esetben, amikor is n =1, a (*xx*) egyenlet a kovetkezo
alaku:

Coy, + C1yq41 = b, (v € N)

(Id. 2.3. xx) - xxv) megjegyzések). A P karakterisztikus polinom:
P(s) =c¢o+ s (s € C),

azaz az egyetlen gyok: & := —cq/c;. Ezért P'(§) = ¢1, és Py = ¢q, igy a
megoldés:

1 v
T, = —- Z b,,_kgk_l + x9- & (1<veN)

S

(amirdl kozvetlen behelyettesitéssel is meggy6zédhetiink).
Szemléltessiik a fentieket a (gyakorlat szempontjabdl is fontos)
masodrendii esetben is: n = 2, ill.
CoTy + C1Ty11 + CoTyyo = by, (v € N).
Tehat
P(s) =co+c15+ 8> = ca(s — &1)(5s — &),
Py(s) =c1 4+ cas, Pi(s) =c (s € C),

ahol el6szor a &1, & gyokokrdl tegyiik fel, hogy kiillonbozok: & # &. Ekkor
2 <pv e N esetén

v k—1 k—1
Ty = kgl by—k <P/1(£1) -+ P/2(§2)> + xo(dm&' —+ d02£5) —+ il (dngly + dlggg)

A klasszikus Fibonacci-sorozat esetén
co:=cr:=1,c:=—-1,20:=0, 2,:=1,b,:=0 (v € N),
azaz

P(s)=1+s—5%, P(s)=1—s5, P(s)=—1 (s € C),
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ezért

7d11:

s~

Mas szoval a jol ismert | képlet” adddik:

S )

x, = dné&l + di2éy

(14+5)" — (1 —5)
\/3. Qv

Ha & =& =: &, azaz P (s) = ca(s — £€)? (s € C), akkor

(2<veN).

T, = i@“f—l)(o) + ixj (der+dvet)  (2<veN).
k=1 Jj=0

Itt

Q(O) = C11 , ZQI( ;)fk_l (]{7 = 2, 3, ),
ahol
1
P ST aomr  ECME,
és
Py(s)  cites  dy diy

P(s) c(s—€F s—€ (5-&2

PGy 1Y
P(S)_(5—€)2_$—§+(s—§)2 (s € C\ {¢}).

247

Tehat d i1’ =0, d i1 =1¢és av) o =1 d(n =&+c/c, ill. 11 =0, co1 = 1/co.

Ezért

= Z — Dbk P+ wo(§ + (E+ 1 /)€ ) + e =

C2 =

v

C2 .=

LS k= Dby 4 2o+ 1) + (B2 m)ue @s<veN),
2
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Ha pl. adott xp,x; € C mellett

Ty, — 22,41+ Tpio =0 (v € N),

akkor P(s)=(s—1)2 (s€C), azaz co=co =& =1, ¢, = -2 és b, =0
(v € N). A fentiek alapjan igy

T, = x0+ V(T — T0) (v € N)

(amirdl kozvetlen behelyettesitéssel is meggy6zédhetiink).

3.5.3. Altalanos kezdetiérték-problémak

Tekintsiik most a 3.5.1. feladat aldbbi altaldnositasat:
Sicoary®(t) = f(t) (£ >0),

ahol adottak az vyo,...,y,—1 € R szamok. Ez utébbi feladat két feladatra
bonthaté a kovetkezo értelemben: ha W és © egy-egy megoldasa a

{ ShoaPW(t) = f(t) (¢ =0),

vR0)=0 (k=0,1,...,n—1),
ill. a

{ S ,a OBy =0  (t>0),

OW0) =y, (k=0,1,..,n—1)

feladatnak, akkor y := WU+ © nyilvan megoldja a mostani kiindulési felada-
tot.

A W-re vonatkozo feladatot mar vizsgaltuk, a © kiszamitasahoz ele-
gendd egy Oy, ..., 0,1 alaprendszert meghatérozni (tehdt n darab linedrisan
fiiggetlen megoldast). Ilyen pl. a

. 1 (k=)
0Y(0) = 6; = (k,j=0,...,n—1)
0 (k#j)

kezdeti feltételeknek eleget tevo Oy, ..., 0,1 rendszer. Ekkor

n—1
@ = Z yk@k.

k=0
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Feltételezve, hogy @,ﬁ") €Dy, LOy=mn (k=0,..,n—1), a kovetkezot
kapjuk:

n - n . j—1 .
0= ;L0 (z) = Y a, (Z”mc(Z) -2 5klZ]_l_1) =
j=0 =0

J=0

j_

n n 1
me(2) Y a2 =3 a; Y o = () P(2) — Pe(2) (2 € C, Rez > q),
=0 =0

=0

ahol

n

Pu(&) = > a7t (€e€Q).

j=k+1

Innen 7, ill. (pl. Mellin-transzformaciéval) O, (k = 0,...,n — 1) meg-
hatarozhato:

1 T+100 . Pk(z)
= z >
(1) 2m /:E—zoo ‘ P(z) dz (t20),

és itt (a P polinom gydkeit &, ...,&,-nel jelolve) x > Re&, (k=1,...,n).
Megmutathato, hogy t > 0 esetén a £ =0,...,n — 1 indexekre

0u(t) = orese (S0 1) >0

j=1
Ha pl. minden &; (j =1,...,n) gydk egyszeres, akkor

<expt Pk> e Pyp(2)
res§j = P
P ao [1}4-1(2 — &)

z:Ej

e Py(&;)
ao [T} 41 (5 — &)

(j=1,...,n),

tehat

- Pk(é.]) te
Oult) = ’ 0,k=0,..n—1).
0 Jz=:1 ao 11 (&5 — &)e (t>0, sy — 1)

Ha a &;-k kozott tobbszoros gyokok is vannak, akkor legyenek a paronként
kiilénbo6zé gyokok oy, ..., os, a megfelel6 multiplicitdasok pedig v, ..., vs (ahol
s € N és teljesiil a >7_; vy = n egyenldség). Ekkor j = 1,...,s esetén a

P(&) = (£ —0;)"Q,(&) (£ € C) jeloléssel
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SR S R()/Q0)
P(2) (2 —0;)"

o (ST (BB )
% P Q] J (l/j—]_)'

vi—1 (vj—1-1)

j 1 P, j

S o () e
=0 l'(l/] —1- l)' Q]

igy k=0,....,n—1 esetén

(z€ C\{o1,...,04}).

Ezért

5 i (v3-1-1) i N
=ZZ(QJ) e (€20

j=1 1=0
Legyen pl. a feladat a kovetkezd kezdetiérték-probléma megoldasa:
{y<4>+2y”+y0

y(0) = y'(0) = y"(0) = 0, y"(0) = L.

Ez a ©O-ra vonatkozé fenti feladat azon specidlis esete, amikor (az ottani
jelolésekkel)

P
P(Z):Z4—|—2Z2—|—1’ P3<Z):1 (260)77]3:?37

és y = O3. Tehat

(2) 1 1 1
Z) = — == .
G 22 +22241 (1+422)2  (241)%(z—1)?

Ezért Mellin-transzformécioval barmely z > 0 mellett

=0 =5 [ e 020

:c—i—zoo

Az itt szereplé [
a kovetkezo 1t:

. integral kiszamitdsahoz legyen ¢ > 0, b > 0, ill. ¢,
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lp(u) (—=b<u<b)
pp(u) =
x + b2 (b <y < b4 ).

(Tehat az ¢, altal paraméterezett fiiggbleges szakaszra, mint atmérére egy
félkort illesztettiink a {z € C: Rez < z} félsikban.) Ekkor a reziduum-
tétel miatt

1 / e’ p 1 / -
N 7= — XD’ =
2m Jo, (24 1)%(2 —1)? 211 Jo, 113 XD

res, (n3 exp’) + res_,(nz exp’) = a1 + B,

ahol
GO o P LA o W
= ag(z —12)" = (2 — ) .
(z+12)?* = (z—1)? =
Kovetkezésképpen

o= (( el? >/> _ (tetz(z +1)? —e2(z + Z)) _
e (z+2?%) ) ._, (z+12)4 .

te'(—4) — e
16 ’

= ((75)) )

te™"(—4) + e

16
fgy azt kapjuk, hogy
1 el sin t —tcos t
dz = t>0).
2m /@b (z+12)%(z —12)? y 2 (t=20)

Mivel a oy, 1t az £, ,szakasz” és a ky(u) := z+be’@ /2 (b < u < b+7)
, felkoriv” egyesitése, ezért

tz tz tz

/% (z41)%(z —12)? dz = o (z+12)%(z —1)? dz+ ky (2 +1)%(z —1)? dz.
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Ugyanakkor (kénnyen lathatéan)

6tz

I dz =0,
bt 50 ky (2 412)%(z —1)? :
tehat
z+200 etZ etz
/x—zoo (z41)%(z —1)? T ey, (z+2)%(z —2)? ©
etz
I / dz.
b—too S, (z+1)%(z —2)? ©
Kovetkezésképpen
1 el* sin t — tcos t
)= — 1 / AN )
y(t) 271 b b o (2+2)%(z —1)? © 2 (t=0)

Megjegyezzik, hogy az el6z6 feladatban az y = ©3 megoldast kozvetlen
reziduum-szamitéassal is meghatarozhatjuk. Ti. a

P() = (-2 +9)*  (£€C)

karakterisztikus polinomnak két darab kétszeres gyoke van, ezek o1 :=1 és
09 := —1, ezért

2 1 (1-0)
W0 =0:0 =33 (5] e =0,

ahol Q1(&) = (£ +1)?%, Q2(§) = (£ —1)? (£ € C). Tehat
1Y t § I L
0= ((a) Oam) (@) am) -

AR LCEARO B

—1—t , 11—t _, —tcost+sint
‘ ¥ = t>0).
g c Tt 2 (t=20)

Vegyiik észre, hogy P(2)nn-1(2) = P,—1(2) = a,, tovdbba

LY (2)P(z) = Lf(z) (ze C |, Rez>q),
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ezért a konvolicié és a Laplace-transzformalt kapcsolata alapjan (1d. 3.2.
viii) megjegyzés)

LU(z) = %TML flz) = aiLGn_l(de(z) =
aiL(@n_l *f)(z) (€ G, Rez>q).

Ha tehat W-t a Mellin-transzformaciéval szamithatjuk ki, akkor
1
v = _@n—l * f
ay,

Tekintsiik pl. az
{ y'(t) +y(t) =sint

y(0) =y'(0) =0

kezdetiérték-problémét. A most mondottak szerint ©1(0) = 0, ©'(0) = 1,
ill.

1

=17z~ Lsin(z)  (:€C Rez>0),

m(z)

azaz ©1 = sin. Kovetkezésképpen y = sin*sin, tehat

T int—t t
y(x):/ sintsin(x—t)dt:w (t>0).
0

3.5.4. Masodrendii linearis differencidlegyenletek

Oldjuk meg az

{ y"(t) — 4y'(t) + 3y(t) = 4(cos (2t) — sin (2t) — t(8 cos (2t) + sin (2t))

kezdetiérték-problémat. Legyen

fi(t) :==sin (2t) , fo(t) :=cos(2t) , f3(t) := tsin (2t),
fa(t) :==tcos(2t) (t>0).
Ekkor
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2 z

Lfi(z) = ik Lfa(z) = oL

4z 22— 4

Lfs(z) = m , Lfi(z) = m

(z€ C,Rez>0).
Ezért

z—2 822 + 42 — 32
22+4 (22 +4)2

(2% — 4z +3)Ly(z) = 4 +2z—1,

4z

=70 = (Lfs+ Lexp®)(z) (z € C, Rez > 3),

+1
2 2-3

amib8l y(t) = f3(t) + exp3(t) = tsin (2t) + €3 kovetkezik. Itt - konnyen
beldthatéan - ¢ € R tetszoleges lehet. Hasonléan oldhaté meg az

{ y"(t) + 4/ (t) + 4y(t) = e ?*(cos t + 2sin t)

y(0) = -1,4'(0) =1

kezdetiérték-probléma:

L (exp_z(cos +2 sin)) (2) =

z24+2 L 2 B z+4
(z4+2)24+1  (24+22+1  (2+2)2+1

(2 € C, Rez > —2).
Innen azt kapjuk, hogy

Ly" +4y +4y) = (2* +42 +4)Ly(2) + 2 — 3 =

z+4

T2 9
R (z€ C, Rez > —2),

tehat

23+ 7224162+ 11

Ly(z) = - (z+22+1)(z+2)

(z € C,Rez > —2).
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Az el6bbi egyenlet jobb oldalat parcidlis tortekre bontva (a részletszamitast
itt mellézve) jutunk az

z+4 1

—2
(z—|—2)2—|—1+(z+2)2 (z€ C, Rez>-2)

Ly(z) = —

egyenléséghez. A fentiek alapjan tehat a h(t) :=t¢ (¢t >0) jeloléssel
Ly(z) = L( — exp~?(cos +2sin)) + L(exp 2 h) = L(exp ?(h — cos —2sin)).
Ebbdl aztan az kovetkezik, hogy

y(t) = e ?(t — cos t — 2sin t) (teR).

3.5.5. Linearis differencidlegyenlet-rendszerek

Alkalmazzuk most a Laplace-transzforméciét az

y{(t; = 3nlt) — 2u(t) + 7 y1(0) = y2(0) =0

= () — () + €

linearis differencialegyenlet-rendszer (ill. kezdetiérték-probléma) megoldasa-
ra. Legyen

flt)y:=e" gt)=e" (t>0),

ekkor ) )
L =—— , L = .
f(2) 11 g(2) po (2 € C, Rez > 3)
Tovébba (alkalmas ¢ € R mellett a z € C, Rez > ¢ helyeken)
1
zLy1(2) = 3Ly1(2) — 2y2(2) + Pt
1
zLys(2) = 2Ly1(2) — Lys(2) + Py
amibél az Ly, Ly, Laplace-transzforméltakra (parcidlis tortekre bontédssal)
z—5 1 2 1
L = = —
W) = TG =8 T =) o1 =3
34z 1 1 2
L = ey —
wl) = TG ) TG 2= o
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kovetkezik. Ha tehét

h(t) :=te' | s(t):=¢e"  (t>0),

akkor )

Ly, (z) = =Ls(z) +2Lh(z) — iLg(z),
1
Lya(2) = =Lf(z2) — §Ls(z) +2Lh(z),
igy . )

yi(t) = iet + 2te! — §egt

I R ¢

ya(t) = 5¢ 5¢ + 2te

(ahol egyszerii ellenérzéssel t € R tetszéleges lehet).
3.5.6. Parcidlis differencialegyenletek
Adott [ > 0 mellett legyenek az

A,B,C,D,E,F,G:[0,]] x[0,+c0) — R

fiiggvények folytonosak, és keressiink olyan u € R? — R kétszer differenci-
alhato fuggvényt, amelyre tetszéleges £ := (z,t) € [0,1] x [0, +00) mellett

AT 4(E) + 2BIE) - (€) + C(E) Tt (€) + DE () +
FE(E) ) + F(u() + G() =0

teljesiil (mdsodrendd linedris parcidlis differencidlegyenlet). Szamos gyakor-
lati probléma matematikai modellje vezet erre a feladatra, pl.

0*u , 0%

a) ﬁ(@:a @(5),
ahol 0 # a € R adott allandé (hulldimegyenlet);
0*u 5 Ou
b 2RO =0k,

ahol 0 # 3 € R adott dlland6 (hdvezetési egyenlet).
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Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy B =G =0, ill., hogy az A,C, D, E, F
fiiggvények valdjaban egyvaltozds fiiggvények (a masodik valtozojuktél nem
fiiggnek):

A,C,D,E,F:[0,]] — R.

Ekkor tehat az u fiiggvény meghatarozasat illetéen a kovetkezo alaku egyen-
letbdl indulhatunk ki:

A() S 2(€) + Ola) Tt (€) + D(a) () + Bla) Te(€) + Flu(e) = 0.

A fenti matematikai modellt az alabbi kezdeti-, ill. peremfeltételekkel egé-
szitjik ki:

i) u(r,0) = o), W 0) = w(r) (0 <z <D),
. ou ou
11) U(O, t) - f(t) > a%(la t) + ﬁ&(ut) = ’Vu(l>t) (t > 0)7

ahol o, B,y € R, ¢, :[0,l]] = R, f:][0,4+00) — R pedig adott allanddk,
ill. folytonos fiiggvények. Tételezziik fel, hogy barmely x € [0,1] esetén a

0,400) 5 ¢ { SH (1)

T4 (1)

(egyvaltozos) fliggvények Dy -beliek, és legyen

o +oo s a_u o +oo —tz@
Lu(z, 2) .—/0 e Fu(x,t)dt, Lax(:c, 2) .—/0 e &E(:E,t) dt,

0*u too Q% ou ot 0u
L@(x,z).—/o e @(x,t)dt,La(x,z).—/o == (e 1) dt,



FEJEZET 3. LAPLACE-TRANSZFORMALT 258

0*u too Q%
Lﬁ(x,z) ::/0 e ——(x,t)dt (z€ C,Rez>a)

ot?
valamil i ibba Ou 0% 1o,
ven a € R konstanssal. Feltessziik tovabba, hogy 1 o kisza.
2
mitasakor a 3%’ ill. a % derivéldsok és az [;"*°- - - integralds sorrendje

feleserélheto:

oo —tz@ _3( +oo —tz )
/0 e 8x(x,t)dt—ax/0 ez, t) dt) |

Ez mas szoval azt jelenti, hogy

du _ O(Lu) L02u _ 0*(Lu)
or  Or B '

L 0r? 02

A derivéltak Laplace-transzformaltjairdl sz6l6 formulat alkalmazva (1d. 3.3.
xi) megjegyzés)

L%(w, z) = zLu(x, z) — u(zx,0),

0*u N ou
LW(ZE, z) = z"Lu(x, z) — u(z,0) — E(m,()) (x €10,1],z € C, Rez > a).
Mindezek alapjan azt mondhatjuk, hogy a szoban forgd parcialis differenci-
alegyenletiink , Laplace-transzformaltja” a kovetkez6 tetszéleges (x € [0,1]

és z € C, Rez > a) mellett):

A(x)aa(jzu) (z,2) + C(x)(2Lu(x, 2) — zu(x,0) — %(m, 0))+
+D(x) a(;:BU) (x,z) + E(z) (2Lu(z, 2) — u(z,0)) + F(x)Lu(x,z) =0

Figyelembe véve az i) kezdeti feltételeket is a keresett u fiiggvény ,, Laplace-
transzformaltjat” illetéen az aldbbi egyenletre jutunk:

0?(Lu) O(Lu)
ox? Ox
C(x)zp(x) + E(x)p(x) + C(x)Y(x) (x €10,l],z € C, Rez > a).

A(z) (z,2) + (C(2)2* + E(x)z + F(z))Lu(z, 2) =

(x,2) + D(z)
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Ez rogzitett z mellett nem més, mint az x — Lu(zx,z) fliggvényre vonat-
kozé masodrendii kozonséges linearis differencialegyenlet. Peremfeltételként
a fenti ii) peremfeltételbdl azt kapjuk, hogy

()= [ e T et u(0,4) dt — / et ) dt = Lf(2),

ill.

yLu(l, z) — ﬂL (l t) =~vLu(l,z) — B (zLu(l, z) — u(l,0)) =

yLu(l, 2) — BzLu(l, 2) + Beo(l),
tehat

MU 1,2) + (82— L, 2) — fiolt) =

«

Ha a most kapott modellbél kiszamitottuk az = +— Lu(z, z) fliggvényt, akkor
- rogzitett = € [0,1] mellett - pl. Mellin-transzformaciéval kapjuk az u
megoldast.

1° Els6 példaként alkalmazzuk a most vazolt moédszert a fent emlitett
hullamegyenletre az

. nwr  Ou
u(x,O)—qsmT, T

(0,t) =u(l,t)=0 (t>0)
kezdeti-, ill. peremfeltételek mellett, ahol 0 < n € N, g > 0. Most tehat

“(z,00=0 (0<z<l),

pla)=gsin—— (0<a<l),v=0, f=0,

ill.

A=1,C=-1/a>, D=E=F =0,
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ezért az Lu transzformaltra vonatkozé masodrendi differencidlegyenlet a
kovetkezo:

82 L 2
M(1’,2) - %Lu(z, z) = —Z—j sin @,

a peremfeltételek pedig: Lu(0, z) = Lu(l, z) = 0. A széban forgé differenci-
alegyenlet (1d. 2.3.) karakterisztikus polinomja:

Py)=y*—2*/a>  (y€C),
amelynek két egyszeres gyoke van: z/a és —z/a. Ezért egy alaprendszere:

zz/a —zz/a

T e , Tre )

igy a homogén részének az altalanos megoldésa:

T €7 4 cem e (c1,c2 € R).

Keresstink egy partikuléris megoldast x +— c3sin % alakban alkalmas c3

valos szammal. Ehhez sziikséges és elégséges, hogy

nm\2 32> qz
e\ T e T T

azaz c3 = W legyen. Az éltalanos megoldasunk tehdt Lu-ra a
kovetkezo:
Lu(z, 2) = 1%/ 4 coe™ ™% 4 = sin (0 <z <.

22 + (anm/1)? l

Az Lu(0,2) = c1+cy =0, Lu(l, z) = c1€*/* + cye™3/* = 0 peremfeltételek-
bol ¢ =0, és ¢ = 0 adodik, tehat
qz . NTT

L pum—
u(z,2) 22 + (anm/1)? T

Innen azt kapjuk, hogy

t
“"Z” sin# ((z,t) € [0,1] x [0, +00)).

u(z,t) = qcos
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2° Oldjuk meg az el6bbi mddszerrel a bevezetében emlitett hévezetési
egyenletet az

w(0,8) = u(l,t) =0 (t>0), u(z,()):qsin$ 0<z<l)

feltételek mellett (ahol ¢,n ugyanazok a paraméterek, mint az az el6bbi
példaban). Tehat A=1, C=D=F =0, E = —f3? ezért az Lura
vonatkozé masodrendii differencialegyenlet a kovetkezo:

0*(Lu)
ox?

Ennek a karakterisztikus polinomja:

Ply):=y"-58> (yeQ),

aminek a gyokei: +3-./z. fgy egy alaprendszer:

(z,2) — B*zLu(x, 2) = —F%¢sin #

z s ePVE g e BVE

Keressiink partikuldris megoldést most is x +— c3sin % alakban, amikor

1S

2

nm\? . nnw 9 . NTT 5 . NTT

—C3 T smT—/B 203s1nT——ﬁ qsmT.
2

Innen c3 = >, kovetkezésképpen az altalanos megoldas Lu-ra:

q
3% + (nm/l)
3%q . nmx

_ . payE Bz
Lu(z, z) = cie + o€ + T2 (D)2 sin —

A kezdeti-, ill. peremfeltételek szerint
Lu(0,2) = ¢1 + ¢ =0, Lu(l, z) = c,e™V7 + ce V7 = 0,

amibdl ¢; = ¢y = 0. Ezért

q nmwx

Lu(z, z) = Py py T sin 7

(0 <z <),

amibdl

u(z, t) = ge~ /A gin @ ((z,) €[0,1] x [0, +00)).
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gamma-fliggvény, 205
Goursat-lemma, 38
gyokvonas, 8

haromszog-egyenltlenség, 7, 122
hévezetési egyenlet, 256
harmonikus fliggvények, 18
harmonikus tars, 18
hatvanysormodszer, 118
hullamegyenlet, 256

imaginarius egyég (z), 7

kényszerfrekvencia, 156
kényszerrezgés, 156
képzetes tengely, 11
karakterisztikus
-egyenlet, 136
-polinom, 143, 146, 170
Kautz-rendszer, 76
kezdeti feltétel, 84, 86, 90, 179
kezdetiérték-probléma, 85, 105
komplex fliggvény, 12
-képzetes része (Im f), 14
-valds része (Re f), 14
komplex logaritmusfiiggvény, 19
komplex szam, 7
-abszolut értéke, 7
-argumentuma, 8
-képzetes része (Imz), 7
-konjugdltja, 7

263

-trigonometrikus alakja, 8
-valds része (Rez), 7
komplex szamgomb, 11
komplex szamsik, 11
komplex vonalintegral, 32
konvergens sorozat, 12, 123
konvolucio, 200, 227
K6r (ar), 31
kornyezet (K,.(a)), 12
koszinuszfiiggvény (cos), 18
kvazipolinom, 153

Laguerre

-figgvények, 225

-polinomok, 224

-rendszer, 76
Laplace

-egyenlet, 18, 161

-transzformalt, 194
Laurent

-egytutthato, 52

-sor, 51
Liouville-tétel, 45
Lipschitz-feltétel, 129
lokalis invertalhatdsag, 78

-tétele, 79

miiveletek komplex szamokkal, 6
Malmquist—Takenaka-rendszer, 71
maximum-tétel, 63
megengedett fliggvényosztaly, 164
Mellin

-formula, 218

-transzformalt, 218
meromorf

-fliggvény, 60

-fliggvények alaptétele, 61
metrika, 122
metrikus tér, 122

-teljes, 124
minimalis forgasfeliilet, 163
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Moivre-formula, 8 szukcessziv approximécié, 116
multiplicitas, 59

multiplikdtor médszer, 91 Taylor-sorfejtés, 45

torlodasi pont, 19
Newton-Leibniz-formula, 33
nyilt halmaz, 12
nyilt leképezés, 77
nyilt leképezések tétele, 77

utak egyesitése (p V1)), 32

valés tengely, 11
valor principalis, 217
Parseval-egyenléség, 224 variaciészamitas, 163
partikularis megoldas, 98, 143, 151, Wronski-determinans, 138, 144

174
Picard-Lindelof-tétel, 129 zart halmaz, 12
Picard-tétel, 56 zart korlemez, 12

Poisson-magfiiggvény, 29

raciondlis tortfliggvény, 13
rezgo hur, 116, 157
reziduum

-res, f, b7

-tétel, 58
Riemann-féle észrevétel, 48
Riemann-gomb, 11
Rouché-tétel, 63

sajatfrekvencia, 156
sima ut, 31, 33
-ellentétes irdnyitasu (@), 31
-hossza, 36
-kezdopontja, 31
-végpontja, 31
-zart, 32
sima gorbe, 31
sorozat hatarértéke, 12, 123
szakasz, 31
szakaszonként sima t, 31
szingularitéds, 54
-lényeges, 54
-megsziintetheto, 54
-polus, 54
szinuszfiiggvény (sin), 18
sztereografikus projekcié, 11



