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Előszó

Ebben a jegyzetben egy rövid válogatást adunk néhány olyan témakörről,
amelyek elsősorban a programtervező informatikus képzésben tanuló hall-
gatóknak lehetnek hasznosak. Alapvetően az MSc-s (a matematika bizonyos
fejezeteire erősebben támaszkodó, szakirányú képzésekben részt vevő) hall-
gatóság számára ı́ródott az anyag, de haszonnal forgathatják az érdeklődő
BSc-s hallgatók (sőt, más szakosok) is. A jegyzet anyaga három fejezetre ta-
golódik: komplex függvénytan, differenciál(és differencia)egyenletek, Laplace-
transzformáció. Ezek közül az első és a harmadik témakör teljesen hiányzik a
szóban forgó képzésben. A differenciálegyenletekről az alapképzésben (főleg
a későbbiekben a modellalkotó MSc-s szakirányt célba vevők) ugyan halla-
nak, de a második fejezet azok számára is seǵıtséget ḱıván nyújtani, akik
pl. a jel-és képfeldolgozás alapjaival akarnak megismerkedni úgy, hogy
előzetesen esetleg nem hallottak a differenciálegyenletekről. Éppen ezért
ebben a témakörben csupán néhány gyakorlati feladat kapcsán tárgyalunk
egy-két alapvető egyenlett́ıpust, mind a differenciálegyenleteket, mind pe-
dig a differenciaegyenleteket illetően. Hasonló szellemben dolgozzuk fel a
Laplace-transzformáció alapjait érintő kérdéseket is, számos gyakorlati al-
kalmazásra mutatva példát. A komplex függvénytani fejtegetések során a
(többnyire egyszerű tartományokon, pl. körlemezen értelmezett) differenci-
álható komplex függvények, leképezések vizsgálata áll a középpontban. Így
pl. törtlineáris függvények, félśıkok, körlemezek leképezései. Ennek kapcsán
bevezetésre kerülnek a modern jel- és képfeldolgozás szempontjából olyan
fontos függvények is, mint pl. a Malmquist–Takenaka-féle függvényrendszer
elemei. Számos (részben idegen nyelvű) jegyzet, szakkönyv, monográfia áll az

érdeklődők rendelkezésére. A teljesség igénye nélkül az alábbiakban ajánlunk
néhány művet:

• B. Davis, Integral Transforms and Their Applications, Springer Verlag,
Series: Texts in Applied Mathematics, Vol. 41., 3rd edition, 2002
(magyar ford́ıtás: Műszaki Könyvkiadó, 1983.)
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• G. Doetsch, Introduction to the theory and application of the Laplace
transformation, Springer-Verlag, New York-Heidelberg, 1974.

• J. Duncan, Bevezetés a komplex függvénytanba, Műszaki Könyvkiadó,
Budapest, 1974.

• B. A. Fuksz - B. V. Sabat, Komplex változós függvények és néhány
alkalmazásuk, Tankönyvkiadó, Budapest, 1976.
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1. fejezet

Komplex függvények

1.1. Komplex számok

Elöljáróban feleleveńıtjük a C komplex számtesttel kapcsolatos alapvető tud-
nivalókat. Vezessük be ehhez az (a, b), (c, d) ∈ R2 vektorok vonatkozásában
az alábbi műveleteket (összeadást, szorzást, ill. osztást) (utóbbi esetében a
c2 + d2 > 0 feltételezéssel élve):

(a, b) + (c, d) := (a+ c, b+ d) , (a, b)· (c, d) := (ac− bd, ad+ bc),

(a, b)

(c, d)
:=

(a, b)· (c,−d)
c2 + d2

=

(
ac + bd

c2 + d2
,
bc− ad
c2 + d2

)
.

A most definiált összeadás, szorzás nyilvánvalóan kommutat́ıv, asszociat́ıv,
ill. a szorzás az összeadásra nézve disztribut́ıv:

(a, b) + (c, d) = (c, d) + (a, b) , (a, b)· (c, d) = (c, d)· (a, b),

((a, b) + (c, d)) · (e, f) = (a, b)· (e, f)+(c, d)· (e, f) ((a, b), (c, d), (e, f) ∈ R2).

Világos továbbá, hogy pl. tetszőleges (a, b) ∈ R2, u, v ∈ R esetén

(1, 0)· (a, b) = (a, b)· (1, 0) = (a, b) , (u, 0)· (v, 0) = (uv, 0).

Ha az u ≡ (u, 0) azonośıtással élünk, akkor a valós számok halmazát
művelettartó módon

”
beágyaztuk” a komplex számok C := R2 halmazába:

u+ v = (u, 0)+ (v, 0) , uv = (u, 0)· (v, 0) ,
s

t
=

(s, 0)

(t, 0)
(u, v, s, t ∈ R, t 6= 0).
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Ezért az ı := (0, 1) jelöléssel

(a, b) = a + ı· b.

(A későbbiekben - hacsak nem okozna félreértést - a szorzásra utaló pontot
elhagyjuk, és pl. egyszerűen ıb-t ı́runk.) A z := (a, b) = a+ ıb komplex szám
esetén a Re z := a valós számot a z valós (vagy reális) részének, az Im z := b
valós számot pedig a z képzetes (vagy imaginárius) részének nevezzük. A
z := a− ıb komplex szám a z konjugáltja, a |z| :=

√
z· z =

√
a2 + b2 nem-

negat́ıv valós szám pedig a z abszolút értéke. Nyilvánvaló, hogy a z ∈ C
szám pontosan akkor valós szám, ha Im z := 0, továbbá

z = z , Re z =
z + z

2
, Im z =

z − z
2ı

(z ∈ C).

Egyszerűen ellenőrizhetők az alábbiak:

ı = −ı , ı2 = −1 ,
z

w
=

zw

|w|2 (z, w ∈ C, w 6= 0).

Hasonlóan kapjuk, hogy

z + w = z + w , zw = z·w ,
(
z

v

)
=
z

v
, |ı| = 1 , |z| = |z|,

|zw| = |z|· |w| ,
∣∣∣∣
z

v

∣∣∣∣ =
|z|
|v| (z, w, v ∈ C, v 6= 0).

Ha z, w ∈ C, akkor a z = w egyenlőség azzal ekvivalens, hogy Re z = Rew
és Im z = Imw, ill. |z| = 0 akkor és csak akkor teljesül, ha z = 0. Egyszerű
számolással igazolhatók az ún. háromszög-egyenlőtlenségek:

|z + w| ≤ |z| + |w| , ||z| − |w|| ≤ |z − w| (z, w ∈ C).

Legyen 0 6= z = a+ ıb ∈ C, ekkor

z = |z|
(

a√
a2 + b2

+ ı
b√

a2 + b2

)
.

Mivel (
a√

a2 + b2

)2

+

(
b√

a2 + b2

)2

= 1,

ezért egyértelműen létezik olyan θ ∈ (−π, π], amellyel

a√
a2 + b2

= cos θ ,
b√

a2 + b2
= sin θ.



FEJEZET 1. KOMPLEX FÜGGVÉNYEK 8

Az arg z := θ
”
szöget” a z argumentumának nevezzük. Tehát

cos θ =
Re z

|z| , sin θ =
Im z

|z| .

Pl. arg ı = π/2, arg x = 0 (0 < x ∈ R), arg t = π (0 > t ∈ R).
Következésképpen

z = |z|· (cos θ + ı sin θ)

(a z szám trigonometrikus alakja). Állapodjunk meg az alábbi tömör
jelölésben: valamely x ∈ R valós szám esetén legyen

eıx := cosx+ ı sin x.

Ekkor eıx = eı(x+2kπ) (k ∈ Z), ill. |eıx| = 1, és z = |z|eı arg z. Könnyen
belátható továbbá, hogy ha 0 6= z, w ∈ C és θ := arg z, η := argw, akkor

zw = |z|· |w|eı(θ+η) = |z|· |w|· (cos(θ + η) + ı sin(θ + η)) ,

z

w
=
|z|
|w|· e

ı(θ−η) =
|z|
|w|· (cos(θ − η) + ı sin(θ − η)) .

Innen (pl. teljes indukcióval) adódik, hogy

zn = |z|n· eınθ = |z|n· (cos(nθ) + ı sin(nθ)) (n ∈ Z)

(Moivre-formula). A most mondottak mintegy
”
megford́ıtásaként” jutunk el

a gyökvonáshoz a komplex számok körében. Ha ui. z = |z|· eıθ a 0 6= z ∈ C
szám fenti trigonometrikus alakja és 2 ≤ m ∈ N, akkor a

zmk := m

√
|z|· eı(θ+2kπ)/m (k = 0, ..., m− 1)

számokra a Moivre-formula és |zmk| = m

√
|z| alapján

zmmk =
(

m

√
|z|· eı(θ+2kπ)/m

)m
= |z|· eı(θ+2kπ) = |z|· eıθ = z

teljesül. Legyen ezek után

m
√
z :=






0 z = 0

zmk (0 6= z)
(z ∈ C)
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(z 6= 0 esetén bármelyik k = 0, ..., m − 1 mellett) a z szám m-edik gyöke.
Mivel

| m
√
z| = m

√
|z|,

ezért (ha z 6= 0) a zmk (k = 0, ..., m−1) gyökök a komplex śıkon egy origó

középpontú és m

√
|z| sugarú körön helyezkednek el egy szabályos m-szög

csúcspontjaiként. Ha pl. m = 2, akkor

√
z := 2

√
z =






√
|z|· eıθ/2

√
|z|· eı(π+θ/2),

ahol a w :=
√
|z|· eıθ/2 jelöléssel

√
|z|· eı(π+θ/2) =

√
|z|· eıθ/2· eıπ = −w. Az

előbb emĺıtett szabályos sokszög most egy, az origóra szimmetrikus szakasz,
amelynek a végpontjai −w és w. Ha 0 6= z ∈ R, akkor a szóban forgó
szabályos m-szög szimmetrikus a valós tengelyre. Ui. z > 0 esetén θ = 0
és zm0 = m

√
z ∈ R, ill. tetszőleges k = 1, ..., m− 1 indexre

zmk = m
√
z· e−2kπı/m = m

√
z· e2πı(m−k)/m = zmm−k.

Ha viszont z < 0, akkor θ = π és

zmk = m

√
|z|· e−ı(π+2kπ)/m = m

√
|z|· eı(−π+2(m−k)π)/m =

m

√
|z|· eı(π+2(m−k−1)π)/m = zmm−k−1.

Az is könnyen látható továbbá, hogy ha az m
”
kitevő” még páros is

(mondjuk m = 2j valamilyen 0 < j ∈ N számmal), akkor a sokszögünk
a képzetes tengelyre is szimmetrikus. Ti. ebben az esetben z > 0 és
k = 0, ..., j − 1 mellett (a z < 0 eset hasonlóan kezelhető)

zmk = m
√
z· e2kπı/m = m

√
z· ekπı/j = m

√
z· (cos(kπ/j) + ı sin(kπ/j)) ,

aminek a képzetes tengelyre való tükörképe

m
√
z· (− cos(kπ/j) + ı sin(kπ/j)) = m

√
z· (cos(π − kπ/j) + ı sin(π − kπ/j)) =

m
√
z· (cos((j − k)π/j) + ı sin((j − k)π/j)) = m

√
z· e(j−k)πı/j = zmj−k,

ha pedig k = j, ..., 2j − 1, akkor
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m
√
z· (− cos(kπ/j) + ı sin(kπ/j)) = m

√
z· (cos(kπ/j − π) + ı sin(kπ/j − π)) =

m
√
z· (cos((k − j)π/j) + ı sin((k − j)π/j)) = m

√
z· e(k−j)πı/j = zmk−j .

Így páros m esetén (lévén a sokszög a valós tengelyre is meg a képzetes
tengelyre is szimmetrikus) azt kapjuk, hogy az m-edik gyökök csúcspontjai
által meghatározott szabályos m-szög szimmetrikus az origóra is. Ez utóbbin
semmi

”
meglepő” sincs, hiszen páros oldalszámú szabályos sokszög centrál-

szimmetrikus. Következésképpen

{zmk : k = 0, ..., m− 1} = {−zmk : k = 0, ..., m− 1},

ami
”
algebrailag” is könnyen ellenőrizhető. Pl. z > 0 esetén

−zmk = − m
√
z· eı2kπ/m = eıπ m

√
z· eı2kπ/m = m

√
z· eı(m+2k)π/m =

m
√
z· eı(j+k)2π/m = zmj+k (k = 0, ..., j − 1),

mı́g k = j, ...,m − 1 = 2j − 1 mellett legyen k = j + l (l = 0, ..., j − 1),
amikor is

−zmk = − m
√
z· eı2kπ/m = eıπ m

√
z· eı(j+l)2π/m = m

√
z· eıj2π/meı(j+l)2π/m =

m
√
z· eı(2j+l)2π/m = m

√
z· eı2lπ/m = zml.

Nyilvánvaló egyébként, hogy

(−zmk)m = (−zmk)2j = (−1)2j· z2j
mk = zmmk = z (k = 0, ..., m− 1).

Legyen z := 1, ekkor |z| = 1, θ = 0, és az

emk := 1mk = e2kπı/m (k = 0, ..., m− 1)

számok az ún. m-edik egységgyökök: (emk)
m = 1. A fentiek szerint bármely

0 6= z ∈ C számra

zmk = m
√
z = m

√
|z|· eıθ/m· emk (k = 0, ..., m− 1)

(ahol most θ := arg z). Világos, hogy 0 ≤ z ∈ R esetén m
√

0 = 0, ill.



FEJEZET 1. KOMPLEX FÜGGVÉNYEK 11

zm0 = m
√
z a valós számok körében

”
megszokott” m-edik gyöke a z-nek.

Ugyanezt mondhatjuk akkor is, ha z ∈ R egy negat́ıv szám és m páratlan
(m = 2j + 1 valamilyen 1 ≤ j ∈ N esetén). Ekkor ui. z = |z|· eıπ, és

zmj = m

√
|z|· eı(π+2jπ)/(2j+1) = m

√
|z|· eıπ = − m

√
−z

a valós számkörben definiált m-edik gyöke a z-nek.

1.1. Megjegyzések

i) Képzeljük el, hogy a C = R2 śıkon (komplex számśıkon) az origóban
(azaz a 0 = (0, 0) pontban) elhelyezünk egy (mondjuk egységnyi
átmérőjű), a śıkot érintő gömböt. A gömb

”
északi pólusát” (azaz a

0-nak a gömb középpontjára vonatkozó tükörképét) jelöljük Q-val. Ha
z := R ∈ R2 = C, akkor a QR szakasz pontosan egy (a Q ponttól
különböző) P pontban metszi a gömb S felületét. Világos, hogy az
ı́gy definiált C ∋ z 7→ ϕ(z) := P ∈ S \ {Q} sztereografikus projekció
bijekt́ıv leképezés.

ii) Több szempontból is hasznos a C komplex számśıkot egy ∞ végtelen
távoli elemmel bőv́ıteni: C := C ∪ {∞}, amikor is legyen ϕ(∞) :=
Q. Az ı́gy kiterjesztett ϕ sztereografikus projekció bijekt́ıv módon
képezi le a C halmazt az S komplex számgömbre (vagy más szóval
a Riemann-gömbre).

iii) Nem nehéz meggondolni pl., hogy ha az ℓ ⊂ C halmaz egyenes, azaz
valamilyen w, v ∈ C, v 6= 0 paraméterekkel ℓ = {w + tv ∈ C : t ∈ R}
(a ∞ elemet is ℓ-be értve), akkor az illető egyenesnek a sztereografikus
projekció által léteśıtett ϕ[ℓ] képe egy olyan gömbi kör, amely átmegy
a Q ponton. (Ti. a Q-n és ℓ-en átmenő śıknak a gömb felületével való
metszete.)

iv) A {z ∈ C : Im z = 0} egyenest valós tengelynek, a {z ∈ C : Re z = 0}
egyenest pedig képzetes tengelynek szokás nevezni.
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1.2. Komplex függvények

Egy a ∈ C komplex szám és 0 < r ∈ R esetén legyen

K(a) := Kr(a) := {z ∈ C : |z − a| < r}

az a szám r sugarú környezete. Geometriailag ez nem más, mint a C = R2

komplex számśıkon az a középpontú és r sugarú nýılt (azaz a határoló
körvonal nélküli) körlemez. Legyen

K(a) := Kr(a) := {z ∈ C : |z − a| ≤ r}

az a középpontú és r sugarú
”
zárt” körlemez.

Ha ∅ 6= U ⊂ C, akkor az a ∈ U pont belső pontja U -nak, ha alkalmas
K(a) környezetre K(a) ⊂ U. Az U ⊂ C halmazt nýıltnak nevezzük, ha
U = ∅, vagy az U minden pontja belső pontja is egyúttal. A V ⊂ C
halmaz zárt, ha C \ V nýılt.

Azt mondjuk, hogy a zn ∈ C (n ∈ N) sorozat konvergens, ha alkalmas
α ∈ C komplex számmal bármely K(α) esetén zn ∈ K(α) teljesül majd-
nem minden (m.m.) n ∈ N indexre. Utóbbin azt értjük, hogy a szóban
forgó K(α) környezethez megadható olyan N ∈ N (küszöb-)index, amellyel
zn ∈ K(α) (N < n ∈ N). Eléggé nyilvánvaló, hogy mindez ekvivalens a

következővel: létezik olyan α ∈ C, hogy tetszőleges ε > 0 számhoz található
olyan N ∈ N, amellyel |zn − α| < ε (N < n ∈ N). Egyszerűen adódik az
is, hogy ha van ilyen α, akkor egyetlen ilyen α létezik. Következésképpen
van értelme az alábbi defińıciónak: ha a zn ∈ C (n ∈ N) sorozat konver-
gens, akkor az előbbi α-t az illető sorozat határértékének (vagy limeszének)
nevezzük, és (pl.) az alábbi szimbólumok valamelyikével jelöljük:

lim
n→∞

zn := lim(zn) := α.

Azt is mondjuk, hogy a szóban forgó sorozat a-hoz konvergál. Ha itt

xn := Re zn , yn := Im zn (n ∈ N),

akkor a defińıció alapján rögtön adódik az alábbi ekvivalencia:

lim(zn) = α ⇐⇒ lim(xn) = Reα , lim(yn) = Imα.

Komplex függvényen olyan leképezést fogunk érteni, amely komplex
számhoz komplex számot rendel: f ∈ C → C. Komplex függvények pl.
az alábbiak:

C ∋ z 7→ z , C ∋ z 7→ |z| , (C \ {0}) ∋ z 7→ ı/z.
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Különösen fontosak a racionális (vagy lineáris) törtfüggvények, nevezetesen:
adott a, b, c, d ∈ C együtthatókkal legyen

f(z) :=
az + b

cz + d
(z ∈ {w ∈ C : cw + d 6= 0}).

(Természetes kikötésként hallgatólagosan feltételezzük, hogy |c| + |d| > 0,
azaz c és d ne lehessen egyszerre nulla.) Ha c = 0, akkor az ã := a/d,
b̃ := b/d jelölésekkel

f(z) :=
az + b

d
= ãz + b̃ (z ∈ C)

egy ún. lineáris függvény. Ha pedig ad = bc, akkor könnyen láthatóan f
konstans függvény. Ti. ha még b 6= 0, d 6= 0 is teljesül, akkor a/b = c/d és

f(z) :=
az + b

cz + d
=
b

d
· az/b+ 1

cz/d+ 1
=
b

d
(z ∈ {w ∈ C : cw + d 6= 0}).

Ha viszont b = 0, akkor a = 0, vagy d = 0 és

f(z) =






0 (a = 0)

a
c (d = 0)

(z ∈ {w ∈ C : cw + d 6= 0}).

Hasonlóan, ha d = 0, akkor a |c|+ |d| > 0 feltételezésünk miatt c 6= 0, azaz
szükségszerűen b = 0 és

f(z) =
a

c
(0 6= z ∈ C).

Következésképpen az
”
igazi” racionális törtfüggvények vizsgálatakor

általában azt is fel szokták tenni, hogy c 6= 0 és ad 6= bc. Ekkor

f(z) =
a

c
+
bc− ad
c2

· 1

z + d/c
(z ∈ {w ∈ C : cw + d 6= 0}).

Ha tehát α ∈ C, 0 6= β ∈ C és

Fα(z) := z + α , Gβ(z) := βz (z ∈ C) , H(z) :=
1

z
(0 6= z ∈ C),

akkor az előbbi f racionális törtfüggvény az F,G,H függvények megfelelő
kompoźıciójaként álĺıtható elő. Nevezetesen, legyen

α :=
a

c
, β :=

bc− ad
c2

, γ :=
d

c
,
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ekkor

f(z) = Fα(Gβ(H(Fγ(z)))) (z ∈ {w ∈ C : cw + d 6= 0}).

Az itt szereplő Fα függvény
”
hatása” (geometriailag) egy párhuzamos eltolás

a komplex számśıkon. Ha a Gβ függvényt
”
tovább bontjuk” az alábbiak

szerint:

Gβ(z) =
β

|β| · |β|z (z ∈ C),

akkor a Gβ függvény a C ∋ z 7→ |β|z
”
nagýıtás” (vagy

”
kicsinýıtés) és a

C ∋ z 7→ βz/|β|
”
forgatás” kompoźıciója. Ugyanakkor a

H(z) =
1

z
=

(
z

|z|2
)

(0 6= z ∈ C)

előálĺıtás alapján pedig a H függvény a valós tengelyre való C ∋ z 7→ z

”
tükrözés” és az origó középpontú, egységsugarú körre való C ∋ z 7→ z/|z|2

”
inverzió” kompoźıciója. (Emlékeztetünk az inverzió fogalmára. Legyen eh-

hez adott valamely śıkban egy O középpontú r (> 0) sugarú kör. Ekkor a
szóban forgó körre vonatkozó inverzió az emĺıtett śık egy P 6= O pontjához
az OP szakasznak azt az R pontját rendeli hozzá, amelyre |OP |· |OR| = r2.
Ha a śıkot egy ∞

”
végtelen távoli ponttal” kibőv́ıtjük, akkor az inverzió ren-

delje O-hoz ∞-t és viszont. Egyszerűen ellenőrizhető, hogy ha pl. a P pont
a körlemezen ḱıvül van, akkor az R pont nem más, mint a P -ből a körhöz
húzott (bármelyik) érintő érintési pontjának a merőleges vetülete az OP sza-
kaszra.) Mivel az előbb emĺıtett geometriai transzformációk kört körbe vagy

egyenesbe, egyenest körbe vagy egyenesbe visznek át, ezért ugyanez igaz a
racionális törtfüggvényekre is: ha U ⊂ C = R2∪{∞} kör vagy egyenes, ak-
kor az f [U ] képhalmaz is kör vagy egyenes (az f(∞) := a/c kiegésźıtéssel).
Bármely f ∈ C→ C komplex függvény esetén

f(z) = Re (f(z)) + ı Im (f(z)) (z ∈ Df).

Legyen

f1(z) := Re (f(z)) , f2(z) := Im (f(z)) (z ∈ Df )

(az f függvény valós, ill. képzetes része). Ekkor f1, f2 ∈ C → R és
f = f1 + ıf2. A komplex számok fenti C = R2 modelljére gondolva az
itt szereplő f1, f2 függvények tekinthetők kétváltozós valós függvényeknek
is: f1, f2 ∈ R2 → R. Ha pl.

f(z) :=
1

z
(0 6= z ∈ C),
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akkor

f(z) =
z

|z|2 =
x− ıy
x2 + y2

=
x

x2 + y2
− ı y

x2 + y2
(0 6= z = x+ ıy ∈ C)

alapján

f1(x, y) =
x

x2 + y2
, f2(x, y) = − y

x2 + y2
((0, 0) 6= (x, y) ∈ R2).

Az f komplex függvényt folytonosnak mondjuk valamely a ∈ Df helyen,
ha tetszőleges ε > 0 számhoz megadható olyan δ > 0, hogy |f(z)−f(a)| < ε,
hacsak z ∈ Df és |z − a| < δ. A most mondottakat a sorozatok nyelvén
megfogalmazva ez pontosan azt jelenti, hogy lim (f(zn)) = f(a) teljesül
minden olyan zn ∈ Df (n ∈ N) sorozatra, amelyre lim(zn) = a
(átviteli elv). Nem nehéz ellenőrizni, hogy mindez azzal ekvivalens, hogy az
előbb értelmezett f1, f2 függvények (mint C → R függvények) folytonosak
a-ban. Ha egy f komplex függvény az értelmezési tartományának minden

pontjában folytonos, akkor röviden azt mondjuk, hogy az f folytonos.

Tegyük fel, hogy az f ∈ C → C függvény Df értelmezési tartománya
nýılt halmaz, és a ∈ Df . Az f függvény differenciálható az a helyen, ha
van olyan w ∈ C komplex szám, amelyre

lim
n→∞

f(zn)− f(a)

zn − a
= w

teljesül minden olyan zn ∈ Df (n ∈ N) sorozatra, amely a-hoz konvergál.
Minderre az f ∈ D{a} jelölést fogjuk használni. Könnyű belátni, hogy ekkor
egyetlen ilyen w létezik, amelyet az f függvény a-beli deriváltjának (vagy
differenciálhányadosának) nevezünk és az f ′(a) szimbólummal jelölünk:
f ′(a) := w. Ha

Df ′ := {a ∈ Df : f ∈ D{a}} 6= ∅,
akkor az

Df ′ ∋ a 7→ f ′(a) ∈ C

módon értelmezett (komplex) függvényt az f deriváltfüggvényének nevezzük,
és az f ′ szimbólummal jelöljük. Ha Df ′ = Df , azaz az f függvény min-
den a ∈ Df pontban differenciálható, akkor azt mondjuk röviden, hogy
az f differenciálható. Ha f ′ folytonos valamely a ∈ Df pontban, ak-
kor f -et a-ban folytonosan differenciálhatónak nevezzük. Ha ez minden
a ∈ Df mellett fennáll, akkor f folytonosan differenciálható. Megjegyezzük,

hogy a differenciálható komplex függvények körében is igazak az egyváltozós
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valós függvényekre fennálló elemi
”
deriválási szabályok”: ha f, g ∈ D{a},

α, β ∈ C, akkor αf + βg, fg ∈ D{a} és

(αf + βg)′ (a) = αf ′(a) + βg′(a) , (fg)′ (a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).

Ha még g(a) 6= 0 is igaz, akkor f/g ∈ D{a} és

(
f

g

)′
(a) =

f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

g2(a)
.

Legyen a = u+ ıv (u := Re a, v := Im a). Ekkor az f = f1 + ıf2 ∈ D{a}
differenciálhatósági feltétel azzal ekvivalens, hogy az f1, f2 (mint kétváltozós
valós) függvények differenciálhatók (u, v)-ben, és fennállnak az ún. Cauchy-
Riemann-egyenlőségek:

∂1f1(u, v) = ∂2f2(u, v) , ∂2f1(u, v) = −∂1f2(u, v).

Továbbá

f ′(a) = ∂1f1(u, v) + ı∂1f2(u, v) = ∂2f2(u, v)− ı∂2f1(u, v).

Így a fenti f(z) = 1/z (0 6= z ∈ C) függvény esetén

∂1f1(x, y) =
y2 − x2

(x2 + y2)2
, ∂2f1(x, y) =

−2xy

(x2 + y2)2
,

∂1f2(x, y) =
2xy

(x2 + y2)2
, ∂2f2(x, y) =

y2 − x2

(x2 + y2)2
.

Következésképpen

f ′(a) =
v2 − u2

(u2 + v2)2
+ ı

2uv

(u2 + v2)2
,

ill. az előbb idézett deriválási szabályokat alkalmazva (ellenőrzésül)

f ′(a) = − 1

a2
= − a2

|a|4 = −u
2 − v2 + 2ıuv

(u2 + v2)2
=

v2 − u2

(u2 + v2)2
+ ı

2uv

(u2 + v2)2
.

Ha viszont f(z) := z (z ∈ C), akkor

f1(x, y) = x , f2(x, y) = −y ((x, y) ∈ R2)
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miatt
∂1f1(x, y) = 1 6= −1 = ∂2f2(x, y) ((x, y) ∈ R2),

azaz ez az f függvény egyetlen a ∈ C helyen sem differenciálható.

Valamely f komplex függvény (adott pontbeli) többszöri (esetleg
végtelen sokszori) differenciálhatóságát az egyváltozós valós függvényekkel
analóg módon értelmezzük, és a valós anaĺızisben megszokott jelöléseket
használjuk. Így pl. Dn{a} (0 < n ∈ N) jelenti az a-ban n-szer dif-
ferenciálható komplex függvények halmazát, f (n)(a) pedig az f függvény
a-beli n-edik deriváltját. A differenciálható komplex függvények fontos

osztályát alkotják a hatványsorok összegfüggvényei. Tegyük fel, hogy adot-
tak az an ∈ C (n ∈ N) komplex

”
együtthatók” és az a ∈ C

”
középpont”.

Az ismert Cauchy-Hadamard-tétel szerint van olyan r ≥ 0 szám vagy
r = +∞, hogy

• tetszőleges z ∈ C, |z − a| < r esetén a
∑∞
n=0 an(z − a)n végtelen sor

(hatványsor) abszolút konvergens, ill.

• bármely z ∈ C, |z − a| > r mellett az előbbi hatványsor divergens.

Ha itt r > 0, akkor belátható, hogy az

f(z) :=
∞∑

n=0

an(z − a)n (z ∈ C, |z − a| < r)

függvény végtelen sokszor differenciálható és

an =
f (n)(a)

n!
(n ∈ N).

Sőt, a komplex függvénytan alaptétele (ld. később) egyik fontos követ-
kezményeként kapjuk az alábbi álĺıtást: ha az f ∈ C→ C komplex függvény
differenciálható, akkor végtelen sokszor is differenciálható, és tetszőleges
a ∈ Df esetén egy alkalmas 0 < r ≤ +∞ mellett

f(z) :=
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n (z ∈ C, |z − a| < r).

Speciálisan

ez := exp z := exp(z) :=
∞∑

n=0

1

n!
zn (z ∈ C),
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sin z := sin(z) :=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 (z ∈ C),

cos z := cos(z) :=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
z2n (z ∈ C)

a (komplex) exponenciális, szinusz, koszinusz függvény. A hatványsorokkal
kapcsolatos műveleti szabályok alapján adódik az ún. Euler-összefüggés:

eız = cos z + ı sin z (z ∈ C)

(ld. a komplex számok fenti trigonometrikus alakját), azaz

cos z =
eız + e−ız

2
, sin z =

eız − e−ız
2ı

(z ∈ C).

Hasonlóan, a hatványsorok szorzására hivatkozva kapjuk, hogy

ez+w = ez· ew , sin(z ± w) = sin z· cosw ± cos z· sinw,
cos(z ± w) = cos z· cosw ∓ sin z· sinw (z, w ∈ C).

1.2. Megjegyzések

i) Ha f ∈ D2, akkor a fentiekben szereplő f1, f2 függvények kétszer
differenciálhatóak és a jól ismert Young-tétel alapján

∂12fi = ∂21fi (i = 1, 2).

A Cauchy-Riemann-egyenlőségek szerint viszont

∂12f1 = ∂22f2 , ∂21f1 = −∂11f2,

azaz ∂22f2 = −∂11f2 (és ugyańıgy) ∂22f1 = −∂11f1. Következésképpen

∆fi := ∂11fi + ∂22fi = 0 (i = 1, 2).

Más szóval az f1, f2 függvények eleget tesznek a ∆g = 0 Laplace-
egyenletnek.

ii) A Laplace-egyenletnek eleget tevő függvények az ún. harmonikus függ-
vények. Következésképpen f ∈ D2 esetén f1, f2 harmonikus függ-
vények. Ha adott a g ∈ R2 → R harmonikus függvény, akkor a
h ∈ R2 → R kétszer differenciálható függvény a g harmonikus társa,
ha az

f := g + ıh ∈ C→ C

komplex függvény kétszer differenciálható. A fentiek szerint ennek
szükséges feltétele, hogy a h függvény tegyen eleget a Laplace-egyen-
letnek.
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iii) Értelmezzük a komplex logaritmusfüggvényt a következőképpen:

log(z) := log z := ln(|z|) + ı arg z (0 6= z ∈ C).

Ekkor a log : C \ {0} → C függvény a valós logaritmusfüggvény (ln)
kiterjesztése, ui. 0 < z ∈ R esetén |z| = z, és arg z = 0, ı́gy log z =
ln z. Ha pl. z ∈ R, és z < 0, akkor |z| = −z, és arg z = π, ezért
log z = ln(−z) + ıπ. Világos továbbá, hogy pl. log ı = ıπ/2. A log
előbbi defińıciójából rögtön következik, hogy z, w ∈ C, w 6= 0 esetén

ez = w ⇐⇒ z = logw + 2nπı (n ∈ Z).

iv) Belátható, hogy minden z ∈ C\(−∞, 0] helyen log ∈ D{z} és log′ z =
1/z. (Megjegyezzük, hogy könnyen láthatóan az x ∈ (−∞, 0)

”
negat́ıv

helyeken” a log függvény még csak nem is folytonos.)

v) Komplex függvények határértéke a valós függvényekével analóg módon
értelmezhető. Legyen ehhez f ∈ C→ C és tegyük fel, hogy az a ∈ C
hely torlódási pontja Df -nek: bármely K(a) esetén a K(a) ∩Df hal-
maz végtelen számosságú. Azt mondjuk, hogy f -nek van határértéke
a-ban, ha alkalmas A ∈ C esetén minden ε > 0 számhoz megadható
olyan δ > 0, amellyel

|f(z)− A| < ε (a 6= z ∈ Df , |z − a| < δ)

teljesül. Megmutatható, hogy ekkor egyértelműen létezik ilyen A, ame-
lyet az f függvény a-beli határértékének nevezünk, és a

lim
a
f := lim

z→a
f(z) := A

szimbólumok valamelyikével jelölünk. Mindez ekvivalens azzal, hogy
tetszőleges a-hoz konvergáló a 6= zn ∈ Df (n ∈ N) sorozatra
lim(f(zn)) = A (átviteli elv).

vi) Nyilvánvaló, hogy ha a ∈ Df egyúttal torlódási pontja is Df -nek,
akkor az f függvény a-beli folytonossága azt jelenti, hogy létezik a
lima f határérték és lima f = f(a). Pl. egy nýılt halmaznak min-
den pontja egyúttal torlódási pontja is a szóban forgó halmaznak. Az
f ∈ D{a} differenciálhatóság, ill. az f ′(a) derivált a határérték nyel-
vén megfogalmazva a következő:

f ′(a) = lim
z→a

f(z)− f(a)

z − a .
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Egyszerűen adódik továbbá, hogy ha f ∈ D{a}, akkor f folytonos is
a-ban.

vii) A racionális törtfüggvények között különösen fontosak a következő
alakúak:

fα(z) :=
z − α
1− αz (1/α 6= z ∈ C),

ahol 0 6= α ∈ C, |α| 6= 1 (ún. Blaschke-függvények). Egyszerű
számolással igazolható, hogy az fα függvény injekt́ıv, és

Rfα = C \ {1/α} = Dfα.

Ha ui. u, z ∈ Dαf, akkor

fα(z) = fα(u) ⇐⇒ (z − α)(1− αu) = (1− αz)(u− α) ⇐⇒

u− z = |α|2(u− z),
ami |α| 6= 1 miatt azzal ekvivalens, hogy z = u. Hasonlóan, legyen
w ∈ C, és −1/α 6= w, akkor

z − α
1− αz = w ⇐⇒ z − α = w − αwz ⇐⇒ z = f−α(w) =

w + α

1 + αw
.

Ugyanakkor |α| 6= 1 miatt

|α|2 6= 1 =⇒ |α|2 + wα 6= 1 + αw =⇒ w + α

1 + αw
6= 1

α
,

ı́gy z ∈ Dfα és fα(z) = w. Beláttuk tehát, hogy

fα : C \ {1/α} → C \ {−1/α}

bijekció, és f−1
α = f−α.

viii) Könnyű meggondolni továbbá, hogy ha 0 6= α ∈ K1(0), akkor

z, v, w ∈ C , |z| < 1 , |v| = 1 , |w| > 1 , w 6= 1/α

esetén
|fα(z)| < 1 , |fα(v)| = 1 , |fα(w)| > 1.

Valóban, ha u ∈ Dfα, akkor

δu := |u− α|2 − |1− αu|2 = (α− u)(α− u)− (1− αu)(1− uα) =
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|α|2 + |u|2 − 1− |α|2|u|2 = (1− |α|2)(|u|2 − 1).

Mivel |α| < 1, azaz 1− |α|2 > 0, ezért






δu > 0
δu = 0
δu < 0

⇐⇒






|u| > 1
|u| = 1
|u| < 1.

Ez pontosan azt jelenti, amit álĺıtottunk. A geometriaia nyelvén
tehát egy Blaschke-függvény a K1(0) (nýılt) egységkörlemezt, a
{z ∈ C : |z| = 1} egységkört és a K1(0) zárt egységkörlemez komple-
menterét (

”
kilyukasztva” az 1/α pontban) rendre önmagára képezi le

bijekt́ıv módon. Nyilvánvaló, hogy mindez igaz marad minden olyan f
függvényre, amely valamilyen q ∈ C, |q| = 1 számmal f = qfα alakú.

ix) Legyen u, v ∈ K1(0) esetén

ρ(u, v) := |fv(u)| =
|u− v|
|1− uv| ,

ahol (a továbbiakban is) f0(z) := z (z ∈ C). Ekkor a ρ függvény
metrika (azaz ρ(u, v) tekinthető az u, v pontok távolságának), és
tetszőleges 0 6= α ∈ K1(0) paraméterrel

(∗) ρ(fα(u), fα(v)) = ρ(u, v) (u, v ∈ K1(0)).

Valóban, a ρ(u, v) ≥ 0 (u, v ∈ K1(0)) egyenlőtlenség, ill. a

ρ(u, v) = 0 ⇐⇒ u = v (u, v ∈ K1(0))

ekvivalencia nyilvánvaló. Mivel |u− v| = |v − u|, ill.

|1− uv| = |1− uv| = |1− vu|,

ezért ρ(u, v) = ρ(v, u) (u, v ∈ K1(0)) is azonnal következik. Az ún.
háromszög-egyenlőtlenséghez azt kell megmutatnunk, hogy tetszőleges
u, v, w ∈ K1(0) esetén

ρ(u, v) ≤ ρ(u, w) + ρ(w, v).

Speciálisan, a w := 0 választással

(∗∗) ρ(u, v) =
|u− v|
|1− uv| ≤ ρ(u, 0) + ρ(0, v) = |u|+ |v|.
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Nem nehéz meggondolni, hogy a (∗) egyenlőségből és a (∗∗)
egyenlőtlenségből együttesen a háromszög-egyenlőtlenség már követ-
kezik. Ekkor ui. (∗), (∗∗), és a triviális fw(w) = 0 (w ∈ K1(0))
egyenlőség miatt

ρ(u, v) = ρ(fw(u), fw(v)) ≤ ρ(fw(u), fw(w)) + ρ(fw(w), fw(v)) =

ρ(u, w) + ρ(w, v) (u, v, w ∈ K1(0)).

A (∗∗) becslés nyilván következik az alábbi (
”
erősebb”) álĺıtásból:

(∗ ∗ ∗) |u− v|
|1− uv| ≤

|u|+ |v|
1 + |u|· |v| (u, v ∈ K1(0)).

Ez utóbbi ekvivalens azzal, hogy

∣∣∣∣
u− v
1− uv

∣∣∣∣
2

≤
(
|u|+ |v|

1 + |u|· |v|

)2

(u, v ∈ K1(0)).

Tehát kiszámı́tva az egyenlőtlenség mindkét oldalát, azt kell megmu-
tatni, hogy

|u|2 − 2Re (uv) + |v|2
1− 2Re (uv) + |u|2· |v|2 ≤

|u|2 + 2|u|· |v|+ |v|2
1 + 2|u|· |v|+ |u|2· |v|2 ,

azaz ekvivalens átalaḱıtással

|u|2 − 2Re (uv) + |v|2 + 2|u|3· |v| − 4|u|· |v|Re(uv) + 2|u|· |v|3+

+|u|4· |v|2 − 2|u|2· |v|2·Re (uv) + |u|2· |v|4 ≤

|u|2 + 2|u|· |v|+ |v|2 − 2|u|2Re (uv)− 4|u|· |v|Re(uv)− 2|v|2Re (uv)+

+|u|4· |v|2 + 2|u|3· |v|3 + |u|2· |v|4.

Egyszerűśıtések után azt kell már csak belátni, hogy

−2Re (uv) + 2|u|3· |v|+ 2|u|· |v|3− 2|u|2· |v|2Re (uv) ≤

2|u|· |v| − 2|u|2Re (uv)− 2|v|2Re (uv) + 2|u|3· |v|3.
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Ez viszont azzal ekvivalens, hogy

(|u|2 + |v|2−1−|u|2· |v|2)Re (uv) ≤ (−|u|2−|v|2 +1+ |u|2· |v|2)· |u|· |v|,

azaz azzal, hogy

(1− |u|2)(1− |v|2)(|u|· |v|+ Re (uv)) ≥ 0.

Az utóbbi egyenlőtlenség azonban tetszőleges u, v ∈ K1(0) választással
triviálisan igaz, hiszen |u|, |v| < 1 miatt (1 − |u|2)(1 − |v|2) > 0, és
|Re (uv)| ≤ |uv| = |u|· |v|, ı́gy |u|· |v|+ Re (uv) ≥ 0.

(Megjegyezzük, hogy ha az

u = reıγ, v = ρeıδ (0 ≤ r, ρ < 1, −π < γ, δ ≤ π)

alakot használjuk, akkor (∗ ∗ ∗) (négyzetreemelés után) a következő
alakú

r2 + ρ2 − 2rρ cos(γ − δ)
1 + r2ρ2 − 2rρ cos(γ − δ) ≤

(r + ρ)2

(1 + rρ)2
.

Legyen

h(t) :=
r2 + ρ2 − 2rρ cos t

1 + r2ρ2 − 2rρ cos t
(t ∈ R),

ekkor h(t) = h(−t) (t ∈ R), h differenciálható, és

h′(t) =
2rρ(1− r2)(1− ρ2) sin t

(1 + r2ρ2 − 2rρ cos t)2
(t ∈ R).

”
Látszik”, hogy t ∈ [0, π] esetén h′(t) ≥ 0, azaz a [0, π] intervallumon

a h függvény monoton növekedő. Következésképpen

h(t) ≤ h(π) =
r2 + ρ2 + 2rρ

1 + r2ρ2 + 2rρ
=

(r + ρ)2

(1 + rρ)2
(t ∈ [0, π]),

amiből a ḱıvánt egyenlőtlenség már nyilván következik.

A (∗) egyenlőség közvetlen számolással ellenőrizhető. Ti.

|fα(u)− fα(v)| =
∣∣∣∣
u− α
1− αu −

v − α
1− αv

∣∣∣∣ =

|u− α + |α|2v − αuv + α− v − |α|2u+ αuv|
|(1− αu)(1− αv)| =

|u− v|(1− |α|2)
|1− αu|· |1− αv| ,
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ill.

|1− fα(u)fα(v)| =
∣∣∣∣1−

u− α
1− αu ·

v − α
1− αv

∣∣∣∣ =

|1− αu− αv + |α|2uv − |α|2 − uv + uα + αv|
|1− αu|· |1− αv| =

|1− |α|2 + uv(|α|2 − 1)|
|1− αu|· |1− αv| =

(1− |α|2)|1− uv|
|1− αu|· |1− αv| =

(1− |α|2)|1− uv|
|1− αu|· |1− αv| .

Következésképpen

ρ(fα(u), fα(v)) =
|fα(u)− fα(v)|
|1− fα(u)fα(v)|

=
|u− v|
|1− uv| = ρ(u, v).

Azt mondhatjuk tehát, hogy a tett feltételek mellett a

K1(0) ∋ z 7→ fα(z) ∈ K1(0)

leképezés (a ρ metrikára nézve) izometria.

x) Nem nehéz azt sem belátni, hogy a Blaschke-függvényeken ḱıvül
”
lé-

nyegében” nincs más racionális törtfüggvény, amely rendelkezne a viii)
megjegyzésben mondott tulajdonságokkal. Ha ui. (ld. a szóban forgó
függvények fenti defińıcióját) az

f(z) :=
az + b

cz + d
(z ∈ {w ∈ C : cw + d 6= 0})

függvény ilyen (ahol tehát ad− bc 6= 0), akkor a 6= 0 és d 6= 0. Ti. az
a = 0 esetben c 6= 0 és

f(z) :=
b

cz + d
(z ∈ {w ∈ C : cw + d 6= 0}).

Következésképpen |f(z)| → 0 (|z| → +∞), azaz alkalmas z ∈ C,
|z| > 1 helyen |f(z)| < 1 teljesül, ami ellentmond a viii)-beli tulaj-
donságoknak. Ha viszont d = 0, akkor b 6= 0 és c 6= 0, ill.

f(z) :=
az + b

cz
=
a

c
+

b

cz
(z ∈ {w ∈ C : cw 6= 0}).
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Világos, hogy (a háromszög-egyenlőtlenséget alkalmazva)

|f(z)| ≥ |b|
|c|· |z| −

|a|
|c| → +∞ (|z| → 0),

azaz egy megfelelő 0 6= z ∈ K1(0) választással |f(z)| > 1, ami megint
csak ellentmond viii)-nak. Az eddigiek alapján azt mondhatjuk tehát,
hogy a

q :=
a

d
, α := − b

a
, β := − c

d
jelölésekkel

f(z) =
a

d
· z + b/a

cz/d+ 1
= q· z − α

1− βz (1/β 6= z ∈ C).

Mivel f(α) = 0 ∈ K1(0), ezért a viii)-beli követelmények miatt |α| < 1.
Ugyanakkor |f(z)| → +∞ (z → 1/β), amiből a viii)-beli |f(w)| > 1
(|w| > 1) kikötést figyelembe véve már egyszerűen következik, hogy
|1/β| > 1, azaz |β| < 1. Ha viszont z ∈ C, |z| = 1, akkor az |f(z)| = 1

”
elvárást” figyelembe véve

1 =

∣∣∣∣∣q·
z − α
1− βz

∣∣∣∣∣ = |q|·
|z − α|
|1− βz| ,

ahol |z| = |z| = 1 alapján

|1− βz| = |z|· |1− βz| = |z − β|z|2| = |z − β| = |z − β|.

Tehát

(∗) 1 = |q|· |z − α||z − β| (z ∈ C, |z| = 1).

Ha itt α 6= β lenne, akkor az egységkörnek véve azokat a z1, z2 pont-
jait, amelyeken átmenő egyenesen fekszenek az α, β ∈ K1(0) pontok,
az következne, hogy a

|z1 − α|
|z1 − βz1|

,
|z2 − α|
|z2 − βz1|

hányadosok közül az egyik nagyobb, a másik kisebb 1-nél. Ez ellent-
mondana a (∗) egyenlőségnek, ı́gy α = β, azaz f = qfα. Végül (∗)-ból
α = β miatt |q| = 1 következik. Így

f(z) = q· z − α
1− αz (1/α 6= z ∈ C),
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ahol α ∈ K1(0), q ∈ C, és |q| = 1. Ha itt w ∈ Rf , akkor valamilyen
z ∈ C, z 6= 1/α helyen

q· z − α
1− αz = w ⇐⇒ qz− qα = w−αwz ⇐⇒ (q+ αw)z = qα+w,

azaz w 6= −q/α esetén

z =
qα + w

q + αw
.

Azt kaptuk, hogy Rf = C \ {−q/α}, és

f−1(w) =
qα + w

q + αw
(−q/α 6= w ∈ C).

xi) Hasonlóan határozhatók meg azok az f racionális törtfüggvények,
amelyekre az Im z > 0, Im v = 0, Imw < 0 tulajdonságú z, v, w ∈ Df
helyeken rendre |f(z)| > 1, |f(v)| = 1, |f(w)| < 1 teljesül. (Geo-
metriailag tehát az f függvény (esetleg 1-1 pont kivételével) a komp-
lex számśık

”
felső” félśıkját a nýılt egységkörlemezre, a valós ten-

gelyt az egységkörre, az
”
alsó félśıkot” pedig a zárt egységkörlemez

”
külsejébe” képezi le bijekt́ıv módon. Ezek ti. pontosan azok a ra-

cionális törtfüggvények, amelyek a következő alakúak:

f(z) = q· z − α
z − α (α 6= z ∈ C),

ahol q, α ∈ C és |q| = 1, Imα > 0. Ha ui. ad 6= bc és

f(z) :=
az + b

cz + d
(z ∈ {w ∈ C : cw + d 6= 0})

ilyen tulajdonságú, akkor c 6= 0. Különben d 6= 0 és

f(x) =
a

d
x+ b (x ∈ R),

azaz az (x, f(x) (x ∈ R) pontok egy egyenest határoznának meg, nem
pedig az egységkört. Következésképpen

f(x) :=
ax+ b

cx+ d
→ a

c
(R ∋ x→ +∞),

amiből |f(x)| = 1 (x ∈ R) (és ı́gy az f függvény folytonossága miatt)
|a/c| = 1 következik. Tehát a 6= 0, azaz

f(z) =
a

c
· z + b/a

z + d/c
=: q· z − α

z − β (β 6= z ∈ C),
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ahol q := a/c, α := −b/a és β := −d/c. Következésképpen |q| = 1,
és ad 6= bc miatt α 6= β. Továbbá f(α) = 0 ∈ K1(0), ezért α-nak a

”
felső” félśıkba kell esnie: Imα > 0. Ha x ∈ R, akkor

1 = |f(x)| = |q|· |x− α||x− β| =
|x− α|
|x− β| ,

más szóval |x − α| = |x − β|. Ez azt jelenti, hogy α és β egyenlő
távolságra van a valós tengelytől, azaz β = α.

Ford́ıtva, ha

f(z) = q· z − α
z − α (α 6= z ∈ Z)

valamilyen q, α ∈ C, |q| = 1, Imα > 0 együtthatókkal, akkor az

α 6= z = x+ ıy , α = ξ + ıη

(x, y, ξ, η ∈ R, (x− ξ)2 + (y − η)2 > 0, η > 0) jelölésekkel

|f(z)|2 =
|z − α|2
|z − α|2 =

(x− ξ)2 + (y − η)2

(x− ξ)2 + (y + η)2
=

(x− ξ)2 + (y + η)2 − 4yη

(x− ξ)2 + (y + η)2
.

Innen már η > 0 alapján világos, hogy





|f(z)| < 1
|f(z)| = 1
|f(z)| > 1

⇐⇒





y > 0
y = 0
y < 0.

A x)-ben mondottakkal analóg módon következik, hogy

f−1(w) =
qα− αw
q − w (q 6= w ∈ C).

Speciálisan legyen

f0(z) :=
z − ı
z + ı

(−ı 6= z ∈ C).

Ekkor a q, α ∈ C, |q| = 1, α = u + ıv, v > 0 paraméterekkel meg-
határozott fenti f függvényről a következőket mondhatjuk:

f(z) = q· z − u− ıv
z − u+ ıv

= q· (z − u)/v − ı
(z − u)/v + ı

=

q· f0

(
z − u
v

)
(u− ıv 6= z ∈ C).
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xii) Tegyük fel, hogy adottak a 0 6= αn ∈ K1(0) (n ∈ N) számok és

∞∑

n=0

(1− |αn|) < +∞.

Legyen továbbá

Fn(z) := −|αn|
αn
· fαn(z)− 1 =

|αn|
αn
· αn − z
1− αnz

− 1 (z ∈ K1(0)).

Ekkor bármely 0 < ρ < 1 és z ∈ Kρ(0) esetén

|Fn(z)| =
|αn|αn| − z|αn| − αn + |αn|2z|

|αn|· |1− αnz|
=

(1− |αn|) |αn + z|αn||
|αn|· |1− αnz|

≤ (1− |αn|)·
1 + ρ

1− ρ,
azaz

∞∑

n=0

|Fn(z)| ≤
1 + ρ

1− ρ ·
∞∑

n=0

(1− |αn|) < +∞ (z ∈ Kρ(0))

(z-ben egyenletesen). Belátható, hogy ekkor létezik a

B(z) :=
∞∏

n=0

(1 + Fn(z)) =
∞∏

n=0

|αn|
αn
· αn − z
1− αnz

(z ∈ K1(0))

végtelen szorzat (Blaschke-szorzat), B differenciálható és korlátos
függvény. (Ezek a

”
szorzatok” igen fontos szerepet játszanak mind

elméleti, mind pedig gyakorlati szempontból.)

xiii) Láttuk (ld. viii)), hogy bármely 0 6= α ∈ K1(0) paraméterrel az fα
Blaschke-függvény az egységkört önmagára képezi le bijekt́ıv módon.
Az egységkör pontjai az eıt (t ∈ R) pontok, következésképpen van
olyan ϕα : R→ R függvény, amellyel

(∗) fα
(
eıt
)

= eıϕα(t) (t ∈ R).

Ha α = reıγ (0 < r < 1, γ ∈ (−π, π]), akkor

fα(e
ıt) =

eıt − reıγ
1− reı(t−γ) = eıγ · e

ı(t−γ) − r
1− reı(t−γ) = eıγ · fr(eı(t−γ)) = eıγ · eıϕr(t−γ),

azaz
eıϕr(t−γ) = eı(ϕα(t)−γ) (t ∈ R).
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Ha tehát a ϕr (0 < r < 1) függvényeket ismerjük, akkor (az előbbi
jelölésekkel) pl. a ϕα(t) = γ + ϕr(t − γ) (t ∈ R) függvény megfelel
(∗)-nak. Legyen 0 < r < 1, és

F (t) := fr(e
ıt) =

eıt − r
1− reıt (t ∈ R),

ekkor F differenciálható, és

F ′(t) =
ıeıt(1− reıt) + ıreıt(eıt − r)

(1− reıt)2
(t ∈ R).

Innen az adódik, hogy (a z := eıt jelöléssel)

F ′(t)

F (t)
=
ıeıt(1− reıt) + ıreıt(eıt − r)

(eıt − r)(1− reıt) =

ız
1− rz + r(z − r)
(z − r)(1− rz) = ı

1− r2

1− rz − rz + r2
= ı

1− r2

1− 2rRe z + r2
=

ı· 1− r2

1− 2r cos t+ r2
=: ıPr(t) (t ∈ R),

ahol Pr a számos egyéb területen is fontos szerepet játszó ún. Poisson-
féle magfüggvény. Feltételezve, hogy a ψr ∈ R → R függvény a
(−π, π) intervallum minden pontjában differenciálható, ez utóbbi igaz
marad a

G(t) := eıψr(t) (t ∈ (−π, π))

függvényre is, és G′(t) = ıG(t)ψ′
r(t) (t ∈ (−π, π)). Tehát

G′(t)

G(t)
= ıψ′

r(t) (t ∈ (−π, π)).

Tegyük fel, hogy ψr(0) = 1 és ψ′
r(t) = Pr(t) (t ∈ (−π, π)), ekkor

F ′(t)

F (t)
=
G′(t)

G(t)
(t ∈ (−π, π)),

amiből (
F

G

)′
(t) =

F ′(t)G(t)−G′(t)F (t)

G2(t)
=

G′(t)F (t)−G′(t)F (t)

G2(t)
= 0 (t ∈ (−π, π))
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következik. Más szóval az F/G függvény a (−π, π) intervallumon
állandó. Mivel F (0) = G(0) = 1, ezért F (t) = G(t) (t ∈ (−π, π)).

Legyen végül p := (1 + r)/(1− r), ill.

ψr(t) :=






2 arctg (p · tg (t/2)) (t ∈ (−π, π))

π (t = π)

és ψr(t+ 2π) = ψr(t) + 2π (t ∈ R) (azaz ψr periodikus 2π-szerint).
Közvetlen számolással ellenőrizhető, hogy minden t ∈ (−π, π) helyen
ψ′
r(t) = Pr(t). Valóban,

ψ′
r(t) =

p

1 + p2 tg2(t/2)
· 1

cos2(t/2)
=

p

cos2(t/2) + p2 sin2(t/2)
=

1− r2

(1− r)2 cos2(t/2) + (1 + r)2 sin2(t/2)
=

1− r2

(1 + r2)(cos2(t/2) + sin2(t/2))− 2r(cos2(t/2)− sin2(t/2))
=

1− r2

1− 2r cos t+ r2
= Pr(t) (t ∈ (−π, π)).

Így

fr(e
ıt) = F (t) = G(t) = eıψr(t) (t ∈ R),

azaz ϕr(t) = ψr(t) (t ∈ R).

xiv) Megjegyezzük, hogy ha α = reıγ ∈ K1(0) (0 ≤ r < 1, γ ∈ (−π, π]), és

eα(z) :=

√
1− |α|2
1− αz (z ∈ K1(0)),

akkor (az előbbi megjegyzést szem előtt tartva) egyszerű számolás után

eα(e
ıt) = er(e

ı(t−γ)) , er(e
ıt) =

√
Pr(t)e

ı(ϕr(t)−t)/2 (t ∈ R).

Világos, hogy e0(z) = 1 (z ∈ K1(0)).
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1.3. Komplex vonalintegrál

Egy [a, b] kompakt (azaz korlátos és zárt) intervallum esetén a folytonosan
differenciálható ϕ : [a, b] → C függvényt (komplex) sima útnak (esetenként
röviden útnak) fogjuk nevezni. Geometriai szóhasználattal élve az Rϕ ⊂ C
értékkészlet egy (komplex) sima görbe. (Gyakran az út kifejezés helyett is a
görbe szót használják.) Ilyen út pl. a

”
kör”:

ϕ(t) := ϕar(t) := a+ reıt (t ∈ [0, 2π])

(ahol a ∈ C, 0 < r ∈ R) vagy a
”
szakasz”:

ϕ(t) := u+ t(v − u) (t ∈ [0, 1])

(adott u, v ∈ C esetén). Az első esetben ti.

Rϕ = {z ∈ C : |z − a| = r},

ami a C = R2 komplex śıkon egy a középpontú és r sugarú kör. Ugyańıgy
adódik a második esetben, hogy Rϕ a komplex śıkon az u, v végpontok által
meghatározott szakasz.

Ha a ϕ : [a, b] → C függvény folytonos, és megadható az [a, b] in-
tervallumnak olyan x0 := a < x1 < ... < xn := b felosztása (valami-
lyen n ∈ N esetén), amelyre nézve a ϕ függvénynek valamennyi [xi, xi+1]
(i = 0, 1, ..., n − 1) osztásintervallumra való leszűḱıtése sima út, akkor azt
mondjuk, hogy ϕ szakaszonként sima út. Nyilván minden sima út egyben
szakaszonként sima út is. Ha pl. u, v, w ∈ C, [a, b] := [0, 3] és

ϕ(t) :=






u+ t(v − u) (0 ≤ t ≤ 1)

v + (t− 1)(w − v) (1 ≤ t ≤ 2)

w + (t− 2)(u− w) (2 ≤ t ≤ 3),

akkor ϕ szakaszonként sima út: az x0 := 0 < x1 := 1 < x2 := 2 < x3 := 3
felosztást véve ui. a ϕ leszűḱıtései a [0, 1], [1, 2], [2, 3] osztásintervallumokra
(a fenti értelemben) szakaszok. A ϕ : [a, b] → C szakaszonként sima út

esetén ϕ(a) az út kezdőpontja, ϕ(b) pedig a végpontja. Ezzel hallgatólagosan
(és főleg szemléletesen) egy iránýıtást is deklaráltunk a ϕ utat illetően:

”
ϕ(a)-ból kiindulva ϕ(b)-felé” járjuk be a ϕ utat (az Rϕ görbét). Az iránýı-

tás pontos értelmezésével itt nem foglalkozunk, de definiáljuk a ϕ út esetén
a ϕ úttal ellentétes iránýıtású ϕ̃ : [a, b]→ C utat a következőképpen:

ϕ̃(t) := ϕ(b+ a− t) (a ≤ t ≤ b).
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Világos, hogy ϕ̃(a) = ϕ(b) és ϕ̃(b) = ϕ(a), azaz
”
az iránýıtás ellentétesre

változtatásával” a kezdő- és végpontok felcserélődtek.

A szóban forgó út zárt, ha ϕ(a) = ϕ(b). Pl. a fenti kör egy zárt (sima)
út, ugyańıgy zárt az előbbi példában szereplő, az u, v, w pontok által meg-
határozott ϕ út is. (Ha ez utóbbiban az u, v, w ∈ C = R2 komplex számok
nem esnek egy egyenesre, akkor Rϕ egy háromszög.)

Az előbbi háromszöget meghatározó szakaszonként sima út speciális esete
utak egyeśıtésének. Legyenek ti. a ϕ : [a, b] → C, ψ : [c, d] → C
szakaszonként sima utak olyanok, hogy a ϕ végpontja egybeesik a ψ
kezdőpontjával: ϕ(b) = ψ(c). Ekkor a

ϕ ∨ ψ(t) :=






ϕ(t) (a ≤ t ≤ b)

ψ(t− b+ c) (b ≤ t ≤ b+ d− c)

hozzárendeléssel értelmezett ϕ∨ψ : [a, b+d−c]→ C (nyilván szakaszonként
sima) út a ϕ, ψ utak egyeśıtése. Nyilvánvaló, hogy ϕ ∨ ϕ̃ zárt út.

Legyen az f komplex függvény folytonos, és tegyük fel, hogy a ϕ szaka-
szonként sima út Df -beli, azaz Rϕ ⊂ Df . Ekkor a

g := (f ◦ ϕ)·ϕ′ : [a, b]→ C

függvény szakaszonként folytonos és ugyańıgy szakaszonként folytonosak a

g1 := Re g : [a, b]→ R , g2 := Im g : [a, b]→ R

függvények is. Ezért Riemann-integrálhatóak is, ı́gy van értelme az alábbi
defińıciónak:

∫

ϕ
f :=

∫

ϕ
f(z) dz :=

∫ b

a
(f ◦ ϕ)·ϕ′ :=

∫ b

a
g1 + ı

∫ b

a
g2

(az f függvény (komplex) vonalintegrálja a ϕ úton). Ha tehát f = f1 + ıf2,
ϕ = ϕ1 + ıϕ2, akkor

g = (f1 ◦ ϕ+ ıf2 ◦ ϕ)(ϕ′
1 + ıϕ′

2) =

(f1 ◦ ϕ)ϕ′
1 − (f2 ◦ ϕ)ϕ′

2 + ı ((f1 ◦ ϕ)ϕ′
2 + (f2 ◦ ϕ)ϕ′

1) ,

azaz g1 = (f1 ◦ ϕ)ϕ′
1 − (f2 ◦ ϕ)ϕ′

2 és g2 = (f1 ◦ ϕ)ϕ′
2 + (f2 ◦ ϕ)ϕ′

1. Követ-
kezésképpen ∫

ϕ
f =

∫ b

a
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =
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∫ b

a
(f1(ϕ(t))ϕ′

1(t)− f2(ϕ(t))ϕ′
2(t)) dt+ ı

∫ b

a
(f1(ϕ(t))ϕ′

2(t)+ f2(ϕ(t))ϕ′
1(t)) dt.

A defińıcióból rögtön következnek az alábbi összefüggések (a ψ szakaszonként
sima útról is feltételezve, hogy Df -beli és a kezdőpontja egybeesik a ϕ
végpontjával): ∫

ϕ̃
f = −

∫

ϕ
f ,

∫

ϕ∨ψ
f =

∫

ϕ
+
∫

ψ
f.

Speciálisan
∫
ϕ∨ϕ̃ f = 0.

Ha pl.

f(z) :=
1

z
(0 6= z ∈ C) , ϕ(t) := ϕ0r(t) = reıt (r > 0, t ∈ [0, 2π]),

akkor ϕ′(t) = rıeıt (t ∈ [0, 2π]), azaz

∫

ϕ

1

z
dz =

∫ 2π

0

1

ϕ(t)
ϕ′(t) dt =

∫ 2π

0

1

reıt
rıeıt dt =

∫ 2π

0
ı dt = 2πı.

(Vegyük észre, hogy a szóban forgó vonalintegrál független r-től.)
Vonalintegrálok kiszámı́tására gyakran alkalmazható a Newton-Leibniz-

formula. Tegyük fel ehhez, hogy az f komplex függvénynek van primit́ıv
függvénye, azaz olyan Ψ komplex függvény, amely differenciálható és Ψ′ = f.
Ekkor tetszőleges Df -beli szakaszonként sima ϕ : [a, b]→ C útra

∫

ϕ
f = Ψ(ϕ(b))−Ψ(ϕ(a)).

Világos, hogy ha itt a ϕ út zárt, akkor
∫
ϕ f = 0.

1.3. Megjegyzések

i) Emlékeztetünk az F ∈ R2 → R2 függvényekkel kapcsolatos (valós)
vonalintegrál fogalmára. Azt mondjuk, hogy a kompakt [a, b] inter-
vallumon folytonosan differenciálható Φ : [a, b] → R2 vektorfüggvény
egy (R2-beli) sima út. A szakaszonként sima út fogalmát a komplex
utakkal analóg módon definiáljuk. Ha az F ∈ R2 → R2 függvény
folytonos és Φ : [a, b] → DF szakaszonként sima (DF -beli) út, akkor
van értelme az

∫

Φ
F :=

∫

Φ
F (ξ) dξ :=

∫ b

a
〈F ◦ Φ,Φ′〉
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integrálnak (az F függvény (valós) vonalintegrálja a Φ úton.) Az itt
szereplő 〈, 〉 skaláris szorzás a

”
szokásos”:

〈(x, y), (u, v)〉 := xu+ yv ((x, y), (u, v) ∈ R2).

Ha tehát az F, ill. a Φ függvény koordináta-függvényeit rendre
F1, F2,Φ1,Φ2 jelölik, akkor

∫

Φ
F =

∫ b

a
(F1(Φ(t))Φ′

1(t) + F2(Φ(t))Φ′
2(t)) dt.

ii) Világos, hogy ha ϕ = ϕ1 + ıϕ2 : [a, b] → C szakaszonként sima út
C-ben, akkor (a C = R2 azonośıtást figyelembe véve)

Φϕ := (ϕ1, ϕ2) : [a, b]→ R2

szakaszonként sima út R2-ben. Hasonlóan, ha f = f1 + ıf2 egy foly-
tonos komplex függvény, akkor az

F := (f1,−f2) ∈ R2 → R2 , G := (f2, f1) ∈ R2 → R2

függvények is folytonos vektor-vektor-függvények. Ha tehát Rϕ ⊂ Df ,
akkor ∫

ϕ
f =

∫ b

a
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ b

a
(f1(ϕ(t))ϕ′

1(t)− f2(ϕ(t))ϕ′
2(t)) dt+

+ı
∫ b

a
(f1(ϕ(t))ϕ′

2(t) + f2(ϕ(t))ϕ′
1(t)) dt =

∫ b

a
〈F (Φϕ(t)),Φ

′
ϕ(t)〉 dt+ ı

∫ b

a
〈G(Φϕ(t)),Φ

′
ϕ(t)〉 dt =

∫

(ϕ1,ϕ2)
(f1,−f2) + ı

∫

(ϕ1,ϕ2)
(f2, f1).

Ha Ψ = Ψ1 + ıΨ2 primit́ıv függvénye az f = f1 + ıf2 függvénynek,
azaz Ψ ∈ D, és (ld. Cauchy-Riemann-egyenlőségek)

Ψ′ = ∂1Ψ1 + ı∂1Ψ2 = ∂2Ψ2 − ı∂2Ψ1 = f1 + ıf2,
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akkor
∂1Ψ1 = f1 = ∂2Ψ2 , ∂1Ψ2 = f2 = −∂2Ψ1.

Következésképpen Ψ′
1 = gradΨ1 = (f1,−f2),Ψ

′
2 = gradΨ2 = (f2, f1),

más szóval az (f1,−f2), (f2, f1) (vektor)függvények mindegyikének
van primit́ıv függvénye és ezek rendre Ψ1, Ψ2. Alkalmazható ezért a
valós vonalintegrálokra vonatkozó Newton-Leibniz-formula, miszerint

∫

(ϕ1,ϕ2)
(f1,−f2) = Ψ1(ϕ1(b), ϕ2(b))−Ψ1(ϕ1(a), ϕ2(a)),

∫

(ϕ1,ϕ2)
(f2, f1) = Ψ2(ϕ1(b), ϕ2(b))−Ψ2(ϕ1(a), ϕ2(a)).

Így
∫

ϕ
f = Ψ1(Φϕ(b))−Ψ1(Φϕ(a)) + ı(Ψ2(Φϕ(b))−Ψ2(Φϕ(a))) =

Ψ1(Φϕ(b)) + ıΨ2(Φϕ(b))− (Ψ1(Φϕ(a)) + ıΨ2(Φϕ(a))) = Ψ(b)−Ψ(a),

ami nem más, mint a Newton-Leibniz-formula a komplex vonalin-
tegrálokra.

iii) A Cauchy-Riemann-egyenlőségeket figyelembe véve könnyen adódik,
hogy ha az előbbi megjegyzésben f differenciálható komplex függvény,
akkor az

(f1,−f2) ∈ R2 → R2 , (f2, f1) ∈ R2 → R2

függvények is differenciálhatóak, és az (f1,−f2)
′, (f2, f1)

′ Jacobi-
(derivált) mátrixok szimmetrikusak:

(f1,−f2)
′ =

(
∂1f1 ∂2f1

−∂1f2 −∂2f2

)
, (f2, f1)

′ =
(
∂1f2 ∂2f2

∂1f1 ∂2f1

)
.

Ha még az f ′ deriváltfüggvény folytonos is, azaz az f függvény
folytonosan differenciálható, akkor ugyanez igaz az (f1,−f2), (f2, f1)
függvényekre is. Sőt, ha Df csillagtartomány, akkor az
(f1,−f2), (f2, f1) ∈ R2 → R2 vektor-vektor-függvények csillagtar-
tományon értelmezett, folytonosan differenciálható függvények. Alkal-
mazható ezért a valós vonalintegrálok egyik nevezetes tétele, miszerint:
ha a Df -beli ϕ út zárt, akkor

∫

(ϕ1,ϕ2)
(f1,−f2) =

∫

(ϕ1,ϕ2)
(f2, f1) = 0.

Az
∫
ϕ f komplex vonalintegrál ii)-beli előálĺıtását figyelembe véve ezért∫

ϕ f = 0 is igaz.
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iv) Az
∫
ϕ f =

∫ b
a f(ϕ(t))ϕ′(t) dt vonalintegrálban az f függvény helyet-

teśıtési értékei a ϕ(t) ∈ Rϕ (t ∈ [a, b]) pontokban jelennek meg.
Mivel ϕ folytonos függvény, ezért Rϕ kompakt (tehát korlátos és
zárt) halmaz. Ugyanakkor az |f | függvény is folytonos, ı́gy az ismert
Weierstrass-tétel szerint létezik az

M := max{|f(ϕ(t))| : t ∈ [a, b]} = max{|f(z)| : z ∈ Rϕ}

maximum. Következésképpen

∣∣∣∣
∫

ϕ
f

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(ϕ(t))|· |ϕ′(t)| dt ≤M

∫ b

a
|ϕ′(t)| dt.

Az
∫ b
a |ϕ′(t)| dt integrál a ϕ út hossza. Mindennek a geometriai háttere

a következő: legyen valamely n ∈ N esetén t0 := a < t1 < ... < tn := b
egy felosztása az [a, b] intervallumnak és

ℓn :=
n−1∑

k=0

|ϕ(tk+1)− ϕ(tk)|

(azaz az Rϕ ”
görbébe ı́rt”, a ϕ(tk) (k = 0, ..., n) csúcspontok által

meghatározott töröttvonal (poligon) hossza). Belátható, hogy

∫ b

a
|ϕ′(t)| dt = sup {ℓn : t0 = a < t1 < ... < tn = b (n ∈ N)}

(ahol tehát a szuprémum a szóban forgó felosztásokra vonatkozik).
Speciálisan, ha ϕ

”
kör”, azaz valamilyen u ∈ C, r > 0 mellett

ϕ(t) = u+ reıt (t ∈ [0, 2π]), akkor

∫ b

a
|ϕ′(t)| dt =

∫ 2π

0

∣∣∣rıeıt
∣∣∣ dt =

∫ 2π

0
r dt = 2πr

(az Rϕ körvonal hossza). Hasonlóan, legyen most ϕ
”
szakasz”: adott

u, v ∈ C esetén ϕ(t) = u+ t(v − u) (t ∈ [0, 1]). Ekkor

∫ 1

0
|ϕ′(t)| dt =

∫ 1

0
|v − u| dt = |v − u|

(az Rϕ szakasz hossza).

v) Tegyük fel, hogy a differenciálható Ψ ∈ C → C függvény értelmezési
tartománya rendelkezik a következő tulajdonsággal: bármely u, v ∈ DΨ

esetén van olyan DΨ-beli töröttvonal, amelynek a kezdőpontja u, a
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végpontja v, és az illető töröttvonalat alkotó minden szakasz vagy a
valós tengellyel vagy a képzetes tengellyel párhuzamos (

”
v́ızszintes”

vagy
”
függőleges”). Ekkor a Ψ′(z) = 0 (z ∈ DΨ) feltétel azzal

ekvivalens, hogy a Ψ függvény konstans. (Következésképpen igaz a
valós anaĺızisből jól ismert tétel analogonja: egy (nýılt) intervallumon
értelmezett differenciálható R→ R függvény pontosan akkor állandó,
ha a deriváltja mindenütt nulla.) Világos, hogy csak a

Ψ′(z) = 0 (z ∈ DΨ) =⇒ f konstans

következtetés igényel magyarázatot. Ehhez emlékeztetünk a

Ψ′ = ∂1Ψ1 + ı∂1Ψ2 = ∂2Ψ2 − ı∂2Ψ1

egyenlőségekre, amelyekből a feltételünket figyelembe véve

∂1Ψ1 ≡ ∂1Ψ2 ≡ ∂2Ψ2 ≡ ∂2Ψ1 ≡ 0

következik. A parciális deriváltak defińıcióját, ill. a valós anaĺızisből
az előbb idézett álĺıtást figyelembe véve azt kapjuk, hogy a Ψ1, Ψ2

(és ı́gy a Ψ) függvények mindegyike bármely DΨ-beli v́ızszintes vagy
függőleges szakaszon állandó. Ebből és a DΨ-re tett

”
elérhetőségi”

feltételből már nyilván következik, hogy a Ψ függvény állandó. Innen
az is világos, hogy ha egy f ∈ C→ C függvény értelmezési tartománya
is rendelkezik a DΨ-re tett tulajdonsággal, akkor az f bármely két
(esetleg létező) Ψ, Φ primit́ıv függvénye csak

”
konstansban különböz-

het egymástól”: alkalmas c ∈ C mellett Ψ− Φ ≡ c.

1.4. Cauchy-tétel és következményei

Az 1.3. iii) megjegyzésben (a valós vonalintegrálokra vonatkozó tétel folyo-
mányaként) kapott álĺıtás messzemenően általánośıtható. Ez az általánośıtás
az ún. Cauchy-féle alaptétel, amely valóban tekinthető a komplex függ-
vényekkel kapcsolatos vizsgálódások alapjának. Az emĺıtett megjegyzéshez
képest az általánośıtás két dolgot jelent:

• az álĺıtásban elhagyható a derivált folytonosságára vonatkozó feltétel,

• a Df értelmezési tartomány alakját illetően a csillagtartománynál jóval
általánosabb szerkezetű halmazok is megengedhetők (ún. egyszeresen
összefüggő tartományok).
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Az egyszeresen összefűggő tartomány defińıciója feltételezi a zárt út bel-
sejének az ismeretét. A zárt ϕ út intϕ belseje

”
egyszerű” utak esetén

meglehetősen könnyen értelmezhető. Így pl. a

ϕar(t) = a+ reıt (a ∈ C, r > 0, t ∈ [0, 2π])

”
kör” belseje az intϕar := Kr(a) nýılt körlemez. Hasonlóan nem okoz gon-

dot egy
”
háromszög” belsejének a definiálása: a háromszög(vonal) által meg-

határozott nýılt (azaz a háromszög pontjait nem tartalmazó) háromszögle-
mez. Általában a zárt utak belsejének az értelmezése (Jordan egy tételére
hivatkozva) már lényegesen bonyolultabb. Éppen ezért

”
megelégszünk” az

előbb emĺıtett egyszerű utakkal, ill. a Cauchy-tételnek az ezekre megfogal-
mazott változatával.

1.4.1. Cauchy-tétel. Tegyük fel tehát, hogy az f ∈ C → C komplex
függvény differenciálható és valamely a ∈ C, 0 < r ∈ R esetén

(∗) Kr(a) = {z ∈ C : |z − a| ≤ r} ⊂ Df .

Ekkor a Cauchy-féle alaptétel szerint
∫
ϕar

f = 0.

1.4.2. Háromszögek, Goursat-lemma. Ha u, v, w ∈ C nem egy
egyenesre eső pontok a komplex számśıkon, akkor (ld. fentebb)

△(t) :=






u+ t(v − u) (0 ≤ t ≤ 1)

v + (t− 1)(w − v) (1 ≤ t ≤ 2)

w + (t− 2)(u− w) (2 ≤ t ≤ 3)

(geometriailag R△) egy háromszög. Ha R△ ⊂ Df és az R△ által határolt
háromszög-lemez (azaz int△) is részhalmaza Df -nek, akkor a Cauchy-
tételben ϕar kicserélhető △-re:

∫
△ f = 0. Ugyanez mondható akkor is,

ha az előbbi △ egy
”
sokszög”.

A Cauchy-tételnek a
”
háromszögekre” vonatkozó előbbi speciális esete

az ún. Goursat-lemma. Ez utóbbinak a bizonýıtása pl. a következőképpen
történhet. Legyen △0 := △, ill. tekintsük az R△0 háromszög oldalfe-
lező pontjait. Az utóbbiak és az R△0 háromszög csúcspontjai négy

”
kis”

háromszöget határoznak meg: R△0j
(j = 1, 2, 3, 4), ahol utóbbiakat (a fenti

△ mintájára) a △0j (j = 1, 2, 3, 4) utak ı́rják le. Vegyük észre, hogy
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∫

△0

f =
4∑

j=1

∫

△0j

f.

Ui. az
∫
△0j

f (j = 1, 2, 3, 4) integrálok kiszámolásakor az előbb emĺıtett
felezőpontok által meghatározott háromszög minden oldalával együtt az el-
lentett iránýıtású oldalakon is integrálunk. Így ezek az integrálok

”
kiejtik”

egymást, a
”
maradék” oldalak együtt pedig az R△0 háromszöget alkotják.

Világos, hogy

∣∣∣∣
∫

△0

f
∣∣∣∣ ≤

4∑

j=1

∣∣∣∣∣

∫

△0j

f

∣∣∣∣∣ ≤ 4·max

{∣∣∣∣∣

∫

△0j

f

∣∣∣∣∣ : j = 1, 2, 3, 4

}
=: 4·

∣∣∣∣
∫

△1

f
∣∣∣∣

(ahol tehát valamilyen j = 1, 2, 3, 4 mellett △1 azzal a △0j háromszöggel

egyenlő, amelyre a fenti maximum éppen
∣∣∣
∫
△0j

f
∣∣∣ .) A △1 háromszögre

ismételjük meg az előbbi eljárást, azaz az oldalfelező pontjaival
”
osszuk fel”

négy háromszögre, legyenek az ezeket léıró utak △1j-k (j = 1, 2, 3, 4). Az
előbbiekkel analóg módon kapjuk ezek közül azt a △2-vel jelöltet, amelyre

max

{∣∣∣∣∣

∫

△1j

f

∣∣∣∣∣ : j = 1, 2, 3, 4

}
=

∣∣∣∣
∫

△2

f

∣∣∣∣ .

Következésképpen
∣∣∣
∫
△1
f
∣∣∣ ≤ 4·

∣∣∣
∫
△2
f
∣∣∣ , tehát

∣∣∣∣
∫

△0

f

∣∣∣∣ ≤ 42·
∣∣∣∣
∫

△2

f

∣∣∣∣ .

Az eljárást folytatva (ld. teljes indukció) kapjuk R△n (n ∈ N) háromszö-
geknek a sorozatát úgy, hogy

∣∣∣∣
∫

△0

f
∣∣∣∣ ≤ 4n·

∣∣∣∣
∫

△n

f
∣∣∣∣ (n ∈ N).

Mivel az R△n háromszögek által meghatározott zárt háromszögleme-
zek (legyenek ezek R∗

△n
-ok (n ∈ N))

”
egymásbaskatulyázottak” (azaz

R∗
△n+1

⊂ R∗
△n

(n ∈ N)) és korlátosak (röviden: kompakt halmazok), ezért⋂∞
n=0R∗

△n
6= ∅. A konstrukció miatt nyilvánvaló, hogy az utóbbi metszethal-

maz 1-elemű:
⋂∞
n=0R∗

△n
= {a}, ahol a ∈ Df . Ugyanakkor a Df nýıltsága

miatt egy alkalmas r > 0 sugárral Kr(a) ⊂ Df . Vegyük figyelembe, hogy
f ∈ D{a}, azaz

f(z) = f(a) + f ′(a)(z − a) + δ(z)(z − a) (z ∈ Df),



FEJEZET 1. KOMPLEX FÜGGVÉNYEK 40

ahol limz→a δ(z) = δ(a) = 0. Legyen továbbá n ∈ N olyan, hogy

R∗
△n
⊂ Kr(a),

ekkor ∫

△n

f =
∫

△n

(f(a) + f ′(a)(z − a) + δ(z)(z − a)) dz,

ahol ∫

△n

(f(a) + f ′(a)(z − a)) dz = 0.

(Ti. a Kr(a) ∋ z 7→ f(a) + f ′(a)(z − a) függvénynek nyilván van primit́ıv
függvénye, a △n pedig zárt út.) Az adódott tehát, hogy (|△n|-nel jelölve az
R△n háromszög kerületét)

∣∣∣∣
∫

△n

f
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

△n

δ(z)(z − a) dz
∣∣∣∣ ≤ max {|δ(z)|· |z − a| : z ∈ R△n} · |△n|.

Elemi geometriai megfontolásokból

|z − a| ≤ |△n| ≤
|△0|
2n

(z ∈ R△n),

következésképpen

∣∣∣∣
∫

△n

f
∣∣∣∣ ≤ max {|δ(z)| : z ∈ R△n} ·

|△0|2
4n

.

Mivel limz→a δ(z) = 0, ezért tetszőleges ε > 0 esetén a fenti r > 0 megvá-
lasztható úgy, hogy |δ(z)| < ε (z ∈ Kr(a)), amiből

∣∣∣∣
∫

△n

f

∣∣∣∣ ≤ ε· |△0|2
4n

.

Egybevetve mindezt az
”
indulással” azt kapjuk, hogy

∣∣∣∣
∫

△
f
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

△0

f
∣∣∣∣ ≤ ε· |△0|2,

ami - lévén ε > 0 tetszőleges - csak úgy lehetséges, ha
∫
△ f = 0.

Ezzel a Cauchy-tételt
”
háromszögekre” beláttuk. Innen sokszögekre is

következik a tétel álĺıtása, ui. a szóban forgó sokszöget (ha kell, akkor először
véges sok

”
nem hurkolt” sokszögre osztva) a valamelyik csúcsából kiinduló

átlóival háromszögekre bonthatjuk. Az ı́gy kapott háromszögeken integrálva
minden átlón ellentétes iránýıtással is integrálunk, ezért a most mondott
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integrálokat (amelyek a Goursat-lemma miatt mind nullával egyenlők) össze-
adva a sokszögön vett integrált kapjuk.

1.4.3. Cauchy-tétel körökön. Tekintsük most a ϕar kört, azaz ge-
ometriailag a komplex śıkon az Rϕar körvonalat. Legyen 3 ≤ n ∈ N
és Rϕar -be ı́rjunk n-oldalú szabályos sokszöget, amelynek a csúcspontjai
a következők:

ξnk := a+ re2kπı/n (k = 0, ..., n− 1).

Ha σnk(t) := ξnk + t(ξnk+1 − ξnk) (t ∈ [0, 1], k = 0, ..., n − 1)), és σn :=
∨n−1
k=0σnk a σnk-k (

”
szakaszok”) egyeśıtése, akkor a szóban forgó sokszög nem

más, mint az Rσn képhalmaz. Jelöljük θnk-val (k = 0, ..., n − 1) az Rϕar

körnek azt az ı́vét (pontosabban az azt léıró sima utat), amely a ξnk, ξnk+1

pontokat köti össze:

θnk(t) := a+ reıt (2kπ/n ≤ t ≤ 2(k + 1)π/n).

Nyilván ϕar = θn0 ∨ ... ∨ θnn−1. Legyen θ̃nk (k = 0, ..., n − 1) a θnk-val
ellentett iránýıtású köŕıv, és ζnk := σnk ∨ θ̃nk. Ekkor

∫

σn

f−
∫

ϕar

f =
n−1∑

k=0

∫

σnk

f−
n−1∑

k=0

∫

θnk

f =
n−1∑

k=0

∫

ζnk

f =
n−1∑

k=0

∫

ζnk

(f(z)−f(ξnk)) dz

(ui. ζnk zárt út, a C ∋ z 7→ f(ξnk) (konstans) függvénynek pedig van
primit́ıv függvénye, ı́gy

∫
ζnk

f(ξnk) dz = 0 (k = 0, ..., n− 1)).

A Kr(a) körlemez kompakt lévén, rajta az f függvény egyenletesen foly-
tonos. Ezért tetszőleges ε > 0 számhoz van olyan δ > 0, hogy

|f(z)− f(y)| < ε (z, y ∈ Kr(a), |z − y| < δ).

Válasszuk a 3 ≤ N ∈ N természetes számot úgy, hogy bármely N ≤ n ∈ N
esetén

|ξnk+1 − ξnk| < δ (k = 0, ..., n− 1).

(Ilyen N a ξnk-k szerkesztése miatt könnyen átláthatóan létezik.) Ekkor
minden n ∈ N, n ≥ N és k = 0, ..., n− 1 mellett |z − ξnk| < δ (z ∈ Rζnk

),
tehát

|f(z)− f(ξnk)| < ε (z ∈ Rζnk
).

Következésképpen ∣∣∣∣
∫

ζnk

(f(z)− f(ξnk)) dz

∣∣∣∣ ≤

max{|f(z)− f(ξnk)| : z ∈ Rζnk
}· |ζnk| ≤ ε· |ζnk| (k = 0, ..., n− 1),
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ahol (egy ϕ út hosszát |ϕ|-vel jelölve)

|ζnk| = |ξnk+1 − ξnk|+ |θnk| (k = 0, ..., n− 1).

Tehát

∣∣∣∣
∫

ϕar

f
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

σn

f −
∫

ϕar

f
∣∣∣∣ ≤

n−1∑

k=0

∣∣∣∣
∫

ζnk

(f(z)− f(ξnk)) dz
∣∣∣∣ ≤

ε·
n−1∑

k=0

(|ξnk+1 − ξnk|+ |θnk|) = ε· (|σn|+ |ϕar|) ≤ 2ε· |ϕar| = 4rπε.

Mivel itt ε > 0 tetszőleges, ezért
∫
ϕar

f = 0, azaz a Cauchy-tétel
”
körökre”

már következik.

1.4.4. Az alaptétel következményei. Vegyük észre, hogy az előbbi-
ekben egyúttal a következőt is beláttuk:

∫

ϕar

f = lim
n→∞

∫

σn

f.

Ezt szem előtt tartva már nem lesz nehéz megmutatni az alábbiakat: legyen
a differenciálható f ∈ C → C függvény olyan, hogy valamilyen a ∈ C, ill.
0 ≤ r < R < +∞ paraméterekkel

{z ∈ C : r < |z − a| < R} ⊂ Df .

(Geometriailag szólva tehát az f függvény legalább egy a középpontú (nýılt)
körgyűrűn (r = 0 esetén a középpontjában

”
kilyukasztott” körlemezen) van

értelmezve.) Ekkor tetszőleges r < δ < ρ < R esetén

∫

ϕaδ

f =
∫

ϕaρ

f.

Legyenek ui. (ld. fent) 3 ≤ n ∈ N mellett a ξnk, ηnk-k a következőképpen
definiálva:

ξnk := a + δe2kπı/n , ηnk := a + ρe2kπı/n (k = 0, ..., n),

és tekintsük a fentiek szerint megkonstruált ξnk, ill. ηnk (k = 0, ..., n)
csúcspontú σn, ill. ωn sokszöget. Könnyen meggondolható, hogy ha már
az n index

”
elég nagy”, akkor a σn sokszög is benne marad a körgyűrűben.

Következésképpen
∫

ϕaδ

f = lim
n→∞

∫

σn

f ,
∫

ϕaρ

f = lim
n→∞

∫

ωn

f.
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Jelöljük τnk-val (k = 0, ..., n − 1) a ξnk, ηnk, ηnk+1, ξnk+1 pontok által
meghatározott négyszöget (egyenlőszárú trapézt) a felsorolás szerinti (azaz
az óramutató járásával ellentétes) körüljárással. Az előbb emĺıtett

”
elég

nagy” n-ekre ez a négyszög részhalmaza a körgyűrűnek, ı́gy a Cauchy-tétel
sokszögekre vonatkozó változata alapján

∫

τnk

f = 0 (k = 0, ..., n− 1).

Ugyanakkor
∫

ωn

f −
∫

σn

f =
n−1∑

k=0

∫

τnk

f,

hiszen az előbbi összegzés során a fenti négyszögeken való integráláskor a
ξnk-t ηnk-val összekötő szakaszon (

”
küllőn”) vett integrállal együtt az el-

lentétes iránýıtású szakaszra vonatkozó integrált is számolni kell. Ezért a

”
küllőkön” vett integrálok az összeadáskor kiejtik egymást, és

”
marad” az

ωn-re, ill. a σn-nel ellentétes iránýıtású sokszögre vonatkozó integrál.

A Goursat-lemma seǵıtségével egy Kr(a) körlemezen értelmezett
(a ∈ C, r > 0) differenciálható f : Kr(a) → C függvény esetén tetszőleges,
a Kr(a)-ban haladó szakaszonként sima zárt ϕ : [a, b]→ Kr(a) útra is meg-
kapjuk a Cauchy-tétel álĺıtását. Ez ui. nyilván következni fog abból, hogy a
tett feltételek mellett f -nek van primit́ıv függvénye. Ez utóbbihoz legyen

F (z) :=
∫ z

a
f(ξ) dξ (z ∈ Kr(a)),

ahol az
∫ z
a f(ξ) dξ szimbólum most az f függvénynek a

ϕ(t) := a+ t(z − a) (t ∈ [0, 1])

szakaszon vett vonalintegrálját jelöli. Ekkor tetszőleges w, z ∈ Kr(a), w 6= z
helyeken az a, z, w által meghatározott ∆ háromszögre (amely lehet akár
elfajuló is, ha pl. z = a) alkalmazva a Goursat-lemmát

0 =
∫

∆
f(ξ) dξ = F (z)− F (w) +

∫ w

z
f(ξ) dξ,

következésképpen

∣∣∣∣∣
F (w)− F (z)

w − z − f(z)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

1

w − z
∫ w

z
f(ξ) dξ − f(z)

∣∣∣∣ =

1

|w − z|
∣∣∣∣
∫ w

z
(f(ξ)− f(z)) dξ

∣∣∣∣ ≤
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max{|f(ξ)− f(z)| : ξ = z + t(w − z) (t ∈ [0, 1])}.

Mivel az f (többek között) folytonos is, ezért az ε > 0 számot tetszőlegesen
választva van olyan δ > 0, hogy

|f(ξ)− f(z)| < ε (|ξ − z| = t|w − z| ≤ |w − z| < δ (t ∈ [0, 1])).

Ezért w ∈ Kr(a), |w − z| < δ esetén

∣∣∣∣∣
F (w)− F (z)

w − z − f(z)

∣∣∣∣∣ ≤ ε,

ami éppen azt jelenti, hogy létezik a

lim
w→z

F (w)− F (z)

w − z = f(z)

határérték. Más szóval F ∈ D{z} és F ′(z) = f(z).

Jegyezzük meg, hogy valójában az előző bizonýıtásban nem volt lényeges
az, hogy a szóban forgó f függvény egy körlemezen van értelmezve. Ti. a
bizonýıtás szóról-szóra megismételhető akkor is, ha a (nýılt) Df értelmezési
tartomány az a pontra nézve csillagszerű, azaz bármely z ∈ Df ponttal
együtt az a-t z-vel összekötő szakasz is Df -ben van. Következésképpen
bármely Df -beli szakaszonként sima zárt útra is adódik a Cauchy-tétel.
Nyilván minden nýılt körlemez a középpontjára nézve csillagszerű.

1.4.5. Taylor-sorok, Cauchy-formula. Az alaptétel egyik legfonto-
sabb következménye, hogy ha f ∈ C → C differenciálható, és teljesül a
korábbi (∗) tartalmazás, azaz Kr(a) = {z ∈ C : |z − a| ≤ r} ⊂ Df , akkor

• az f függvény a Kr(a) körlemez minden pontjában végtelen sokszor
differenciálható;

• f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n (z ∈ Kr(a));

• bármely w ∈ Kr(a) helyen

f (n)(w) =
n!

2πı

∫

ϕar

f(z)

(z − w)n+1
dz (n ∈ N).
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Röviden szólva tehát az f függvény a Kr(a) környezetben (a körül) Taylor-
sorba fejthető. A deriváltakra vonatkozó fenti formulában n = 0 -t ı́rva
kapjuk az ún. Cauchy-formulát:

f(w) =
1

2πı

∫

ϕar

f(z)

z − w dz (w ∈ Kr(a)).

Ha itt w = a, akkor

f (n)(a) =
n!

2πı

∫

ϕar

f(z)

(z − a)n+1
dz =

n!

2πı

∫ 2π

0

f(ϕar(t))

(ϕar(t)− a)n+1
ϕ′
ar(t) dt =

n!

2πı

∫ 2π

0

f(a+ reıt)

(a+ reıt − a)n+1
rıeıtdt =

n!

2π

∫ 2π

0
f(a+ reıt)r−ne−ınt dt.

Speciálisan az n = 0, esetben

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0
f(a+ reıt) dt.

Világos, hogy a Cauchy-formulában az f függvénynek csak a ϕar(t)
(t ∈ [0, 2π]) körvonalpontokban felvett értékei játszanak szerepet. Ezek
tehát a formula szerint meghatározzák az f értékeit a Kr(a) körlemez
valamennyi pontjában. Így pl. (ld. fent) f(a) a körvonalon felvett
függvényértékek

”
átlaga” (integrálközepe). Továbbá

∣∣∣f (n)(a)
∣∣∣ ≤ M ·n!

rn
(n ∈ N)

(Cauchy-egyenlőtlenség), ahol M := max{|f(z)| : z ∈ C, |z − a| = r}.
Ha itt Df = C és az f (differenciálható) függvény korlátos, akkor egy-

részt a fentiekben a := 0 és tetszőleges r > 0 ı́rható, másrészt minden
0 < n ∈ N esetén

∣∣∣f (n)(0)
∣∣∣ ≤ sup{|f(z)| : z ∈ C}·n!

rn
→ 0 (r → +∞),

tehát f (n)(0) = 0. Következésképpen (ld. Taylor-sorfejtés) f(z) = f(0)
(z ∈ C), tehát az f függvény konstans (Liouville-tétel). (Felh́ıvjuk a figyel-
met arra az éles különbségre, ami a (differenciálható) f : R→ R függvények
és az f : C→ C függvények között ebben a vonatkozásban (is) fennáll. Ti.
az előbbiek esetében szó sincs a Liouville-tétel

”
valós megfelelőjéről”!) A
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most kapott Liouville-tétel seǵıtségével könnyűszerrel beláthatjuk az algebra
alaptételét: ha 1 ≤ n ∈ N, c0, ..., cn−1 ∈ C és

P (z) := zn +
n−1∑

k=0

ckz
k (z ∈ C)

(tehát P egy n-ed fokú polinom), akkor van olyan ξ ∈ C, amelyre P (ξ) = 0
(azaz P -nek van gyöke). Valóban, pl. indirekt úton gondolkodva tegyük fel,
hogy bármely z ∈ C esetén P (z) 6= 0. Ekkor az 1/P (reciprok)függvény
az egész C komplex śıkon van értelmezve és P ∈ D miatt differenciálható.
Lássuk be, hogy az indirekt feltétel mellett 1/P korlátos (lenne). Ti. a
z ∈ C, |z| > 1 helyeken

|P (z)| ≥ |z|n·
(

1−
n−1∑

k=0

|ck|· |z|k−n
)

és itt minden k = 0, ..., n− 1 indexre lim|z|→+∞ |z|k−n = 0. Van tehát olyan
r > 1, hogy

n−1∑

k=0

|ck|· |z|k−n <
1

2
(z ∈ C |z| > r).

Ez más szóval azt jelenti, hogy

|P (z)| ≥ |z|
n

2
≥ 1

2
(z ∈ C |z| > r),

azaz 1/|P (z)| ≤ 2 (z ∈ C, |z| > r). Ugyanakkor a Kr(0) halmaz kompakt,
ezért az ismert Weierstrass-tétel alapján egy alkalmas η ∈ Kr(0) helyen

0 < |P (η)| = max{|P (z)| : z ∈ Kr(0)}.

Nyilvánvaló, hogy

1

|P (z)| ≤ max{2, 1/P (η)|} (z ∈ C).

A Liouville-tétel szerint tehát az 1/P függvény konstans (lenne), ami nyilván
nem igaz.

Meg fogjuk mutatni, hogy a Cauchy-formulában ϕar helyett minden
olyan ϕwρ kör is ı́rható, ahol a ρ > 0 paraméterrel Kρ(w) ⊂ Kr(a). Sőt,
a következő általánosabb tételt látjuk be: ha a ∈ C, r > 0, w ∈ Kr(a) és a
differenciálható g ∈ C→ C függvényre Kr(a) \ {w} ⊂ Dg igaz, akkor

∫

ϕar

g =
∫

ϕwρ

g
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teljesül minden olyan ρ > 0 esetén, amikor Kρ(w) ⊂ Kr(a).

A részletek mellőzésével csupán vázoljuk a bizonýıtás fő gondolatme-
netét. Tekintsük az a-t w-vel összekötő ℓ egyenest. Legyenek a w
felőli félegyenesnek és az Rϕar , ill. az Rϕwρ , körnek az a-tól távolabbi
metszéspontjai rendre A és B. Az ℓ egyenesre merőleges, w-n átmenő
egyenesnek és az előbbi köröknek a metszéspontja pedig legyenek rendre C
és D. Ekkor az AB, CD szakaszok és az (AC), (BD) köŕıvek által alkotott
ϕ zárt út könnyen láthatóan egy D ⊂ Dg csillagszerű tartományban halad.
Ezért

∫
ϕ g = 0. Ugyanez mondható a ϕ-nek az ℓ-re vett tükörképéről is. Ha

vesszük az ℓ egyenesnek az Rϕar , Rϕwρ körökkel a további metszéspontjait,
akkor az előbbiekhez hasonló csillagszerű tartományokban haladó zárt utakat
jelölhetünk ki. Így összesen négy ϕk (k = 1, 2, 3, 4) utat kapunk, amelyeken
rendre a g integrálja nulla. Ugyanakkor a konstrukció miatt (az AB, CD, ...
szakaszokon kétszer is kell integrálnunk, másodszor ellentétes iránýıtás mel-
lett, stb.)

0 =
4∑

k=1

∫

ϕk

g =
∫

ϕar

g −
∫

ϕwρ

g.

Ha pl. w = a, akkor (ld. fentebb) már tudjuk, hogy

∫

ϕar

g =
∫

ϕaρ

g (0 < ρ ≤ r).

Most tehát a középpontjában
”
kilyukasztott” zárt körlemez (Kr(a) \ {a})

pontjaiban van (legalább) értelmezve a g függvény. Ezt illusztrálandó
idézzük fel egy korábbi példánkat: g(z) := 1/z (0 6= z ∈ C), amikor
is a = w = 0, és (amint azt korábban kiszámoltuk) az

∫

ϕ0r

g =
∫

ϕ0r

dz

z
= 2πı

vonalintegrál független r-től. Érdemes megjegyezni, hogy ha (a fenti

jelölésekkel) Kr(a) \ {w} ⊂ Dg, és

M := sup
{
|g(z)| : z ∈ Kr(a) \ {w}

}
< +∞,

akkor (ld. 1.3. iv) megjegyzés)

∣∣∣∣
∫

ϕar

g

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫

ϕwρ

g

∣∣∣∣∣ ≤ M2πρ (0 < ρ ≤ r),



FEJEZET 1. KOMPLEX FÜGGVÉNYEK 48

és M2πρ → 0 (ρ → 0) miatt
∫
ϕar

g = 0 (Riemann-féle észrevétel). Ez a

helyzet pl. egy differenciálható f ∈ C→ C függvény esetén, haKr(a) ⊂ Df ,
w ∈ Kr(a), és

g(z) :=
f(z)− f(w)

z − w (w 6= z ∈ Df ).

Ekkor ui. f ′(w) = limz→w g(z) miatt a g függvény szükségképpen korlátos
a Kr(a) \ {w} halmazon. Így

0 =
∫

ϕar

g =
∫

ϕar

f(z)− f(w)

z − w dz =
∫

ϕar

f(z)

z − w dz − f(w)
∫

ϕar

dz

z − w,

ahol
∫

ϕar

dz

z − w dz =
∫

ϕwρ

dz

z − w dz = 2πı (ρ > 0, Kρ(w) ⊂ Kr(a)).

Innen

f(w) =
1

2πı

∫

ϕar

f(z)

z − w dz,

amivel igazoltuk a Cauchy-formulát.

Írjuk az utóbbi integrált a következőképpen:

f(w) =
1

2πı

∫

ϕar

f(z)

z − w dz =
1

2πı

∫

ϕar

f(z)

(z − a)− (w − a) dz =

1

2πı

∫

ϕar

f(z)

z − a ·
1

1− w−a
z−a

dz =
1

2πı

∫

ϕar

f(z)

z − a ·
∞∑

n=0

(
w − a
z − a

)n
dz

(ahol az integrálban szereplő z ∈ Rϕar helyeken |z−a| = r > |z−w|, követ-
kezésképpen |w−a|/|z−a| < 1 miatt

”
érvényes” az előbbi végtelen (mértani)

sor összegeként való feĺırás). Belátható, hogy az itt szereplő integrálás és a
(végtelen sor) összegzés felcserélhető:

f(w) =
1

2πı

∫

ϕar

f(z)

z − a ·
∞∑

n=0

(
w − a
z − a

)n
dz =

∞∑

n=0

(
1

2πı

∫

ϕar

f(z)

(z − a)n+1
dz

)
(w − a)n =:

∞∑

n=0

cn(w − a)n,

azaz a tett feltételek mellett az f függvény az a pont körül hatványsorba
fejthető. Következésképpen f ∈ D∞, és a szóban forgó hatványsor az f
függvény a-körüli Taylor-sora. Ezért (ld. fent)

cn =
f (n)(a)

n!
=

1

2πı

∫

ϕar

f(z)

(z − a)n+1
dz (n ∈ N).
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Tudjuk, hogy az utóbbi integrálban r helyett tetszőleges 0 < ρ ≤ r is
ı́rható. Az előbbi f ∈ D∞{w} (w ∈ Kr(a)) differenciálhatósági eredményt

a Taylor-sorfejtéstől függetlenül is megkaphatjuk. Ehhez az alábbi észrevételt
fogjuk felhasználni: ha a g ∈ C→ C függvény folytonos az Rϕar körön, és

Fn(z) :=
∫

ϕar

g(ξ)

(ξ − z)n dξ (1 ≤ n ∈ N, z ∈ Kr(a)),

akkor az ı́gy definiált Fn függvény differenciálható, és

F ′
n(z) =

∫

ϕar

ng(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ (1 ≤ n ∈ N, z ∈ Kr(a)).

Valóban, legyen z, w ∈ Kr(a), ekkor elemi azonosságot alkalmazva

Fn(w)− Fn(z) =
∫

ϕar

g(ξ)·
(

1

(ξ − w)n
− 1

(ξ − z)n
)
dξ =

∫

ϕar

g(ξ)· (ξ − z)
n − (ξ − w)n

(ξ − w)n(ξ − z)n dξ =

(w − z)·
n−1∑

k=0

∫

ϕar

g(ξ)· (ξ − z)
n−k−1· (ξ − w)k

(ξ − w)n(ξ − z)n dξ =

(w − z)·
n−1∑

k=0

∫

ϕar

g(ξ)

(ξ − w)n−k(ξ − z)k+1
dξ.

Ha ξ ∈ Rϕar , azaz |ξ − a| = r, akkor

|ξ − z| ≥ |ξ − a| − |a− z| = r − |a− z| =: q.

Tegyük fel, hogy a δ > 0 számra δ < (r − |a− z|)/2 teljesül. Ekkor

|ξ − w| ≥ r − |a− w| > r − |a− z| − δ >

r − |a− z|
2

=: p (w ∈ Kr(a) ∩Kδ(z)).

Ezért az M := max{|g(ξ)| : ξ ∈ Rϕar} jelöléssel

|Fn(w)− Fn(z)| ≤ |w − z|·
n−1∑

k=0

2πMr

qk+1· pn−k =: C· |w − z|.
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Mindez azt jelenti, hogy az Fn függvény folytonos. Továbbá az is kiderült,
hogy tetszőleges z 6= w ∈ Kr(a) esetén

Fn(w)− Fn(z)
w − z =

n−1∑

k=0

∫

ϕar

gnk(ξ)

(ξ − w)n−k
dξ,

ahol a

gnk(ξ) :=
g(ξ)

(ξ − z)k+1
(ξ ∈ Dg \ {z}, k = 0, ..., n− 1)

függvények a g-re tett feltétel miatt nyilván folytonosak az Rϕar körön. Az
előbbiek szerint tehát a

Gn(s) :=
n−1∑

k=0

∫

ϕar

gnk(ξ)

(ξ − s)n−k dξ (s ∈ Kr(a))

függvény folytonos, következésképpen létezik a

lim
w→z

Gn(w) = lim
w→z

Fn(w)− Fn(z)
w − z = Gn(z) =

n−1∑

k=0

∫

ϕar

gnk(ξ)

(ξ − z)n−k dξ =

n−1∑

k=0

∫

ϕar

g(ξ)

(ξ − z)k+1
· 1

(ξ − z)n−k dξ =
∫

ϕar

ng(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ.

Tehát az Fn függvény valóban differenciálható, és

F ′
n(z) = lim

w→z

Fn(w)− Fn(z)
w − z =

∫

ϕar

ng(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ (1 ≤ n ∈ N, z ∈ Kr(a)).

Ha az Fn defińıciójában n = 1 és valamely differenciálható f ∈ C → C
függvénnyel teljesül a Kr(a) ⊂ Df feltétel, akkor a g := f választással a
Cauchy-formula alapján

f(z) =
1

2πı

∫

ϕar

f(ξ)

ξ − z dξ =
1

2πı
F1(z) (z ∈ Kr(a)),

tehát

f ′(z) =
1

2πı
F ′

1(z) =
1

2πı

∫

ϕar

f(ξ)

(ξ − z)2
dξ (z ∈ Kr(a)).
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Tegyük fel, hogy valamilyen 1 ≤ n ∈ N mellett már tudjuk, hogy f ∈ Dn

és

f (n)(z) =
n!

2πı

∫

ϕar

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ =

n!

2πı
Fn+1(z) (z ∈ Kr(a)).

A fentiek szerint Fn+1 ∈ D, ı́gy f (n) ∈ D, tehát f ∈ Dn+1, és

f (n+1)(z) =
n!

2πı
F ′
n+1(z) =

n!

2πı

∫

ϕar

(n+ 1)f(ξ)

(ξ − z)n+2
dξ =

(n + 1)!

2πı

∫

ϕar

f(ξ)

(ξ − z)n+2
dξ (z ∈ Kr(a)).

A teljes indukcióra hivatkozva innen már következik, hogy f ∈ D∞, és

f (n)(z) =
n!

2πı

∫

ϕar

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ (1 ≤ n ∈ N, z ∈ Kr(a)).

1.4.6. Laurent-sorok. A w = a esetben az előbbi fejtegetések kiin-
dulópontjául szolgáló Kr(a)\{w} ⊂ Dg feltétel a következőképpen is ı́rható:

{ξ ∈ C : 0 < |ξ − a| ≤ r} ⊂ Dg.

Ezt általánośıtva legyen a 0 ≤ r < R választással

KrR(a) := {ξ ∈ C : r < |ξ − a| < R}

(azaz geometriailag KrR(a) a komplex śıkon egy a középpontú körgyűrű),
és tegyük fel, hogy a g ∈ C → C differenciálható függvényre valamilyen
z ∈ KrR(a) esetén

KrR(a) \ {z} ⊂ Dg.
Válasszuk az r < ρ < σ < R, ill. a δ > 0 számokat úgy, hogy ρ < |z−a| < σ
(azaz z ∈ Kρσ(a)), és Kδ(z) ⊂ Kρσ(a). Ekkor igaz az alábbi egyenlőség:

(∗∗)
∫

ϕzδ

g =
∫

ϕaσ

g −
∫

ϕaρ

g,

ami a fenti (a Liouville-tétel alkalmazása után emĺıtett)
∫
ϕar

g =
∫
ϕwρ

g
egyenlőség bizonýıtásával analóg módon látható be.

Legyen most f ∈ C → C differenciálható és KrR(a) ⊂ Df . Ekkor az f
függvényre igaz a következő Laurent-féle sorfejtés:

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n (z ∈ KrR(a)),
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ahol
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n :=

−1∑

n=−∞
cn(z − a)n +

∞∑

n=0

cn(z − a)n :=

lim
N→∞

−1∑

n=−N
cn(z − a)n + lim

N→∞

N∑

n=0

cn(z − a)n,

és bármely r < γ < R mellett

cn =
1

2πı

∫

ϕaγ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ (n ∈ Z)

(az f függvény n-edik Laurent-együtthatója). Valóban, legyen z ∈ KrR(a),

és tekintsük a fentiek szerinti ρ, σ, δ paramétereket. Ekkor a Cauchy-formula
és a (∗∗) egyenlőség alapján (azt a

g(ξ) :=
f(ξ)

ξ − z (ξ ∈ KrR(a) \ {z})

függvényre alkalmazva)

f(z) =
1

2πı

∫

ϕzδ

f(ξ)

ξ − z dξ =
1

2πı

∫

ϕaσ

f(ξ)

ξ − z dξ −
1

2πı

∫

ϕaρ

f(ξ)

ξ − z dξ =: I + J.

Az I integrálra a Taylor-sorfejtéssel analóg módon kapjuk, hogy a

cn =
1

2πı

∫

ϕaσ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ (n ∈ N)

együtthatókkal

I =
∞∑

n=0

cn(z − a)n.

A J integrált illetően is hasonlóan járhatunk el:

J = − 1

2πı

∫

ϕaρ

f(ξ)

ξ − z dξ =
1

2πı

∫

ϕaρ

f(ξ)

z − a− (ξ − a) dξ =

1

2πı

∫

ϕaρ

f(ξ)

z − a ·
1

1− ξ−a
z−a

dξ =
1

2πı

∫

ϕaρ

f(ξ)

z − a ·
∞∑

k=0

(
ξ − a
z − a

)k
dξ,

hiszen a ϕaρ körön integrálva

|ξ − a| = ρ < |z − a|, azaz
|ξ − a|
|z − a| < 1 (ξ ∈ Rϕaρ)
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miatt igaz az előbbi végtelen (mértani) sor alakjában való összegzés. Itt sem
nehéz meggondolni, hogy az integrálás és az összegzés felcserélhető, követ-
kezésképpen

J =
∞∑

k=0

(
1

2πı

∫

ϕaρ

f(ξ)(ξ − a)k dξ
)
· 1

(z − a)k+1
=

−1∑

k=−∞

(
1

2πı

∫

ϕaρ

f(ξ)

(ξ − a)k+1
dξ

)
· (z − a)k =

−1∑

k=−∞
cn(z − a)k,

ahol

ck :=
1

2πı

∫

ϕaρ

f(ξ)

(ξ − a)k+1
dξ (Z ∋ k < 0).

Befejezésül annyit kell már csupán megjegyeznünk, hogy minden r < γ < R
esetén (ld. fentebb)

∫

ϕaρ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ =

∫

ϕaγ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ (n ∈ N),

∫

ϕaρ

f(ξ)

(ξ − a)k+1
dξ =

∫

ϕaγ

f(ξ)

(ξ − a)k+1
dξ (Z ∋ k < 0).

1.4. Megjegyzések

i) Belátható, hogyha valamilyen dn ∈ C (n ∈ Z) együtthatókkal

f(z) =
∞∑

n=−∞
dn(z − a)n (z ∈ C, r < |z − a| < R),

akkor dn = cn (n ∈ Z) (egyértelműség).

ii) Világos, hogyha KR(a) ⊂ Df , akkor minden 0 ≤ r < R esetén teljesül
a KrR(a) ⊂ Df feltétel. Ebben az esetben a fenti

”
negat́ıv indexű”

Laurent-együtthatókra cn = 0 (n ∈ Z, n < 0) igaz. Ui.

1

(ξ − a)n+1
= (ξ − a)−n−1 (n ∈ Z, n < 0),

ahol −n − 1 ∈ N, azaz a C ∋ ξ 7→ (ξ − a)−n−1 függvény polinom.
Ezért a Kr(a) ∋ ξ 7→ f(ξ)(ξ − a)−n−1 függvény differenciálható, ı́gy a
Cauchy-alaptétel miatt

∫

ϕaρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ = 0.
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Ekkor tehát az f Laurent-sora:

f(z) =
∞∑

n=0

cn(z − a)n (z ∈ KR(a))

nem más, mint (az a körüli) Taylor-sora.

iii) Különösen fontos az r = 0 eset, amikor tehát f differenciálható, és

KR(a) \ {a} ⊂ Df .

Ekkor azt mondjuk, hogy f -nek szingularitása van a-ban. Ez

• megszüntethető szingularitás, ha (a Laurent-együtthatókra)
cn = 0 (n ∈ Z, n < 0);

• N-ed rendű pólus, ha van olyan 0 < N ∈ N, amellyel c−N 6= 0 és
cn = 0 (n ∈ Z, n < −N);

• lényeges szingularitás, ha végtelen sok n ∈ Z, n < 0 esetén cn 6= 0.

Ha pl. az f függvény korlátos a KR(a)\{a} halmazon, akkor minden
n ∈ Z, n < 0 esetén a

KR(a) \ {a} ∋ z 7→ f(z)(z − a)−n−1

függvény is korlátos:

M := sup
{∣∣∣f(z)(z − a)−n−1

∣∣∣ : z ∈ KR(a) \ {a}
}
< +∞.

Ezért

|cn| =
1

2π

∣∣∣∣∣

∫

ϕaρ

f(z)

(z − a)n+1
dz

∣∣∣∣∣ ≤
M

2π
2πρ = Mρ→ 0 (ρ→ 0)

miatt cn = 0, azaz f -nek a-ban megszüntethető szingularitása van.
(Nem nehéz belátni, hogy az f függvény fenti korlátossága szükséges is
ahhoz, hogy a-ban megszüntethető szingularitása legyen f -nek.) Ek-
kor

f(z) =
∞∑

n=0

cn(z − a)n (a 6= z ∈ KR(a)),

ami a Taylor-sorra
”
emlékeztet”, azzal a lényeges különbséggel, hogy

ez a sorfejtés csak az a-ban
”
kilyukasztott” KR(a) \ {a} körlemezen

érvényes.
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Itt jegyezzük meg a következőket: legyen adott az f ∈ C → C
függvény, amelyről azt tudjuk, hogy az a ∈ C, r > 0 paraméterekkel
Kr(a) ⊂ Df , f folytonos a Kr(a) zárt környezet minden pontjában,
továbbá bármely z ∈ Kr(a) \ {a} helyen differenciálható. Ekkor f
az a helyen is differenciálható. Ui. a folytonossági feltétel miatt az f
függvény korlátos a Kr(a) halmazon, ı́gy a fentiek szerint az a körüli
Laurent-sora

f(z) =
∞∑

n=0

cn(z − a)n = g(z) (a 6= z ∈ Kr(a))

alakú, ahol

g(ξ) :=
∞∑

n=0

cn(ξ − a)n (ξ ∈ Kr(a)).

A g függvény - differenciálható lévén - folytonos is, következésképpen
(az f a-beli folytonosságát is kihasználva)

g(a) = lim
z→a

g(z) = lim
z→a

f(z) = f(a).

Ez azt jelenti, hogy f(z) = g(z) (z ∈ Kr(a)), ezért g ∈ D{a} miatt
f ∈ D{a} is igaz. (Itt is felh́ıvjuk a figyelmet arra a különbségre,
ami a differenciálható R → R függvények és a C → C függvények
között fennáll. Ti. a h(x) := |x| (x ∈ R) függvény folytonos a
[−1, 1] intervallumon, minden 0 6= x ∈ (−1, 1) helyen differenciálható,
de h /∈ D{0}.)

iv) Ha az a hely N -ed rendű pólus, akkor az f függvény Laurent-sora a
következő:

f(z) =
∞∑

k=−N
ck(z − a)k (a 6= z ∈ KR(a)).

Innen

(z − a)Nf(z) =
∞∑

k=−N
ck(z − a)k+N =

∞∑

k=0

ck−N(z − a)k = h(z) (a 6= z ∈ KR(a)),

ahol

h(ξ) :=
∞∑

k=0

ck−N(ξ − a)k (ξ ∈ KR(a))
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és h(a) = c−N 6= 0. Tehát a KR(a) környezetben differenciálható h
függvénnyel h(a) 6= 0 és

f(z) =
h(z)

(z − a)N (a 6= z ∈ KR(a)).

Ford́ıtva, ha f ilyen alakú, és n ∈ Z, n < −N, akkor

2πıcn =
∫

ϕaρ

f(z)

(z − a)n+1
dz =

∫

ϕaρ

h(z)(z − a)−(N+n+1) dz (0 < ρ < R).

A C ∋ z 7→ (z − a)−(N+n+1) függvény −(N + n + 1) ∈ N miatt
polinom, ezért az előbbi integrálban szereplő

KR(a) ∋ z 7→ h(z)(z − a)−(N+n+1)

függvény differenciálható. Következésképpen az alaptétel miatt∫
ϕaρ

h(z)(z − a)−(N+n+1) dz = 0, azaz egyúttal cn = 0 is igaz minden
n ∈ Z, n < −N indexre. Ez azt jelenti, hogy a-ban a g függvénynek
N -ed rendű pólusa van.

v) A komplex függvénytan egyik mély tétele a Picard-tétel: ha a g
függvény a-beli szingularitása lényeges, akkor bármely 0 < ρ ≤ R
esetén a

C \ {g(z) ∈ C : a 6= z ∈ Kρ(a)}
halmaz legfeljebb 1-elemű. Pl. a g(z) := e1/z (0 6= z ∈ C) függvény-
nek lényeges szingularitása van a 0-ban, és könnyen ellenőrizhetően
tetszőleges ρ > 0 mellett

{
e1/z ∈ C : 0 6= z ∈ Kρ(0)

}
= C \ {0}.

Tekintsük pl. adott a, b, c, d ∈ C, c 6= 0, ad 6= bc paraméterek mellett
az

f(z) :=
az + b

cz + d
(−d/c 6= z ∈ C)

racionális törtfüggvényt. A deriválással kapcsolatos elemi
”
műveleti”

szabályok alapján világos, hogy az f függvény differenciálható, és

f ′(z) =
a(cz + d)− c(az + b)

(cz + d)2
=

ad− bc
(cz + d)2

(−d/c 6= z ∈ C).
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Könnyű meggondolni, hogy f -nek egyetlen szingularitása van,
mégpedig a −d/c pontban és ez 1-ed rendű pólus. Valóban,

f(z) =
az + b

c
· 1

z + d/c
=
a

c
+

(
b− ad

c2

)
1

z + d/c
(−d/c 6= z ∈ C),

ami nem más, mint az f függvény −d/c-körüli Laurent-sora. Ha
a = 0, akkor b 6= 0 és f -nek nincs gyöke, ha a 6= 0, akkor −b/a
az egyetlen gyöke. Ez utóbbi esetben a fentiek szerint

f ′(−b/a) =
a(d− bc/a)
(d− bc/a)2

=
a2

ad− bc 6= 0,

tehát a gyök multiplicitása 1 (ld. vi)). Speciálisan, ha 0 6= α ∈ K1(0),
és f az α-paraméterű Blaschke-függvény:

f(z) := fα(z) =
z − α
1− αz (1/α 6= z ∈ C),

akkor a = 1, b = −α, c = −α, d = 1. Az fα függvénynek tehát
egyetlen gyöke (α) és egyetlen szingularitása (1/α) van, a szingularitás
pedig elsőrendű pólus. Érdemes megjegyezni, hogy

1

α
=

α

|α|2 , |α|·
∣∣∣∣
1

α

∣∣∣∣ = |α|·
1

|α| = 1,

azaz (geometriailag) a szingularitás a gyököt az origóval összekötő egye-
nesen van, és a gyök, ill. a szingularitás origótól vett távolságainak a
szorzata 1. Röviden: a szingularitás a gyökből az egységkörre való
inverzió révén kapható.

vi) Az előbbi iii) megjegyzésre utalva legyen

resaf := c−1

az f függvény a-beli reziduuma. Ha például a iii)-beli f racionális
törtfüggvényt tekintjük (az ott tett feltételek mellett), akkor

res−d/cf := b− ad

c2
.

A most mondott defińıciónk szerint tehát

resaf =
1

2πı

∫

ϕaρ

f (0 < ρ < R),
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azaz
∫
ϕaρ

f = 2πı resaf. Sőt, ha b ∈ C, r > 0, és valamilyen véges

∅ 6= S ⊂ Kr(b) S halmazzal Kr(b) \ S ⊂ Df , akkor

∫

ϕbρ

f = 2πı
∑

w∈S
reswf

teljesül minden olyan 0 < ρ < r
”
sugárral”, amelyre S ⊂ Kρ(b)

(reziduum-tétel).

A reziduum-tétel jelentősége abban áll, hogy néha a reswf (w ∈ S)
reziduumok könnyen kiszámı́thatók, mı́g esetleg az

∫
ϕbρ

f vonalintegrál

(pl. a defińıciója alapján) nehezen. Tekintsük pl. a

f(z) :=
z + 2

z2 − 1
(±1 6= z ∈ C)

függvényt, és számı́tsuk ki az
∫
ϕ02

f vonalintegrált. Mivel

f(z) =
z + 2

2

(
1

z − 1
− 1

z + 1

)
=

3

2
· 1

z − 1
−1

2
· 1

z + 1
(±1 6= z ∈ Z),

ezért res−1f = −1/2, res1f = 3/2. Valóban, a

K1(1) ∋ z 7→ −1/(2(z + 1)) ∈ C

függvény differenciálható, ı́gy 1 körül Taylor-sorba fejthető: alkalmas
cn ∈ C (n ∈ N) együtthatókkal

−1

2
· 1

z + 1
=

∞∑

n=0

cn(z − 1)n (z ∈ K1(1)).

Tehát

f(z) =
3

2
· 1

z − 1
+

∞∑

n=0

cn(z − 1)n (1 6= z ∈ K1(1))

az f függvény Laurent-sorfejtése, amiből már
”
leolvasható”, hogy

res1f = 3/2. (Hasonlóan indokolható meg a res−1f = −1/2 egyen-
lőség.) Következésképpen

∫

ϕ02

f = 2πı(res−1f + res1f) = 2πı.
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vii) Tegyük fel, hogy a differenciálható f ∈ C→ C függvénynek valamely
a ∈ Df pontban N-szeres gyöke van (0 < N ∈ N). Ez azt jelenti,
hogy

f(a) = f ′(a) = ... = f (N−1)(a) = 0 , f (N)(a) 6= 0

(más szóval N az a gyök multiplicitása). Ekkor az f Taylor-sora a
körül (alkalmas r > 0 mellett) a következő:

f(z) =
∞∑

n=N

cn(z − a)n = (z − a)N
∞∑

n=N

cn(z − a)n−N =

(z − a)N
∞∑

n=0

cn+N(z − a)n =: (z − a)NF (z) (z ∈ Kr(a))

(ahol cn = f (n)(a)/(n!) (N ≤ n ∈ N)). Mivel F (a) = cN 6= 0 (és
F differenciálható függvény), ezért egy alkalmas 0 < ρ ≤ r esetén
F (z) 6= 0 (z ∈ Kρ(a)), azaz egyúttal f(z) 6= 0 (a 6= z ∈ Kρ(a)).
Továbbá

f ′(z)

f(z)
=

(z − a)NF ′(z) +N(z − a)N−1F (z)

(z − a)NF (z)
=

F ′(z)

F (z)
+

N

z − a (a 6= z ∈ Kρ(a)).

Az F ′/F függvény differenciálható a Kρ(a) körlemez minden
pontjában, ı́gy az a pont körül Taylor-sorba fejthető: alkalmas dn ∈ C
(n ∈ N) együtthatókkal

F ′(z)

F (z)
=

∞∑

n=0

dn(z − a)n (z ∈ Kρ(a)).

Innen azt kapjuk, hogy

f ′(z)

f(z)
=

N

z − a +
∞∑

n=0

dn(z − a)n (a 6= z ∈ Kρ(a)).

Ez nem más, mint az f ′/f függvény a körüli Laurent-sora. Ismét csak

”
leolvasható”, hogy resa(f

′/f) = N. Ha tehát 0 < σ < ρ, akkor

2πıN =
∫

ϕaσ

f ′

f
.
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Megjegyezzük, hogy analóg módon járhatunk el akkor is, ha az f
függvénynek a-ban M-ed rendű pólusa van (ahol 0 < M ∈ N). Ekkor
ui. (ld. iii))

f(z) =
h(z)

(z − a)M (z ∈ Kr(a)),

ahol a h függvény differenciálható a Kr(a) körlemezen, és h(a) nem
nulla. Ez utóbbi miatt egy alkalmas 0 < δ ≤ r mellett már h(z) 6= 0
(z ∈ Kδ(a)). Így

f ′(z)

f(z)
=
h′(z)(z − a)M −Mh(z)(z − a)M−1

(z − a)2M
· (z − a)

M

h(z)
=

h′(z)

h(z)
− M

z − a (z ∈ Kδ(a)).

Innen megint csak
”
leolvasható”, hogy resa (f ′/f) = −M, azaz

−2πıM =
∫

ϕaσ

f ′

f
(0 < σ < δ).

viii) Az előző megjegyzés alapján a következőket mondhatjuk. Legyen
f ∈ C→ C differenciálható függvény, amelynek valamely b ∈ C, r > 0
esetén Kr(b)-ben véges sok gyöke van: a0, ..., as (ahol s ∈ N), és
Kr(b) ⊂ Df . Ha 0 < Nj ∈ N (j = 0, ..., s) jelenti az aj gyök
multiplicitását, akkor a reziduum-tétel és a vii) megjegyzés szerint

s∑

j=0

Nj =
1

2πı

∫

ϕbρ

f ′

f

minden olyan 0 < ρ < r mellett, amelyre a0, ..., as ∈ Kρ(b). Sőt, ha azt
tudjuk, hogy f -nek a Kr(b) környezetben (az esetleges gyökei mellett)
legfeljebb pólus szingularitásai lehetnek (és az utóbbiaktól eltekintve
a Kr(b) környezet minden pontja Df -beli) (az f egy ún. meromorf
függvény), azaz az előbbi aj-k mindegyike gyök vagy pólus, akkor

∑

j

Nj −
∑

k

Mk =
1

2πı

∫

ϕbρ

f ′

f
,

ahol Nj-k a gyökök multiplicitását, Mk-k pedig a pólusok rendjét
jelölik. Ha tehát f ∈ C → C differenciálható függvény, Kρ(b) ⊂ Df ,
és a ϕbρ kör

”
nem megy át” az f egyetlen gyökén sem (azaz f(z) 6= 0
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(z ∈ C, |z − b| < ρ), akkor
1

2πı

∫

ϕbρ

f ′

f
az f függvény Kρ(b)-be eső

gyökeinek a számával egyenlő. (Ha speciálisan ilyen gyök nincs, akkor
az alaptétel miatt az utóbbi integrál nulla.) A meromorf függvények
most kapott alaptételének az alkalmazásaként (is) lássuk be, hogy
bármely

P (z) = zn +
n−1∑

k=0

ckz
k (z ∈ C)

legalább elsőfokú polinomnak van gyöke (ahol tehát 1 ≤ n ∈ N és
c0, ..., cn−1 tetszőleges komplex számok). Mivel P : C→ C és P ∈ D,
ezért P -nek akármilyen r > 0 mellett sincs szingularitása a Kr(0)
környezetben. Ha r > 1, és z ∈ C, |z| ≥ r, akkor

|P (z)| ≥ |z|n
(

1−
n−1∑

k=0

|ck|· |z|k−n
)
,

ahol minden k = 0, ..., n− 1 esetén |z|k−n → 0 (|z| → +∞). Tehát

lim
|z|→+∞

(
1−

n−1∑

k=0

|ck|· |z|k−n
)

= 1,

ezért egy alkalmas r > 1
”
sugárral”

|P (z)| ≥ |z|n/2 > 0 (z ∈ C, |z| ≥ r).

Ez azt jelenti, hogy P valamennyi (esetleges) gyöke Kr(0)-ban van.
(Világos, hogy P nem az azonosan nulla függvény, ezért (ld. később x)
megjegyzés) legfeljebb véges sok gyöke lehet.) Legyen z ∈ C, |z| = r,
ekkor P (z) 6= 0 és

P ′(z)

P (z)
=
nzn−1 +

∑n−1
k=0 kckz

k−1

zn +
∑n−1
k=0 ckz

k
=
n

z
· 1 +

∑n−1
k=0 kn

−1ckz
k−n

1 +
∑n−1
k=0 ckz

k−n .

Mivel lim|z|→+∞ zk−n = 0 (k = 0, ..., n− 1), ezért

lim
|z|→+∞

∆(z) := lim
|z|→+∞

(
1 +

∑n−1
k=0 kn

−1ckz
k−n

1 +
∑n−1
k=0 ckz

k−n − 1

)
= 0.

A most bevezetett jelöléssel

P ′(z)

P (z)
=
n

z
+
n

z
·∆(z) (z ∈ C, |z| = r).
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Ha ε > 0 tetszőleges, akkor valamilyen R ≥ r számmal |∆(z)| < ε
teljesül minden z ∈ C, |z| = R helyen. Így

∣∣∣∣
∫

ϕ0R

n

z
·∆(z) dz

∣∣∣∣ ≤

max

{
n

|z| · |∆(z)| : z ∈ C, |z| = R

}
· |ϕ0R| =

n

R
ε2πR = 2nπε.

Tudjuk (ld. 1.3.), hogy

1

2πı

∫

ϕ0R

n

z
dz = n,

azaz
∣∣∣∣∣

1

2πı

∫

ϕ0R

P ′(z)

P (z)
dz − 1

2πı

∫

ϕ0R

n

z
dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1

2πı

∫

ϕ0R

P ′(z)

P (z)
dz − n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

2πı

∫

ϕ0R

n

z
·∆(z) dz

∣∣∣∣ ≤ nε < 1,

ha ε < 1/n. Ugyanakkor a fentiek szerint az

m :=
1

2πı

∫

ϕ0R

P ′(z)

P (z)
dz

integrál (tehát a P polinom KR(0)-ba eső gyökeinek (a multiplicitás
szerinti) száma) természetes szám, ezért |m − n| < 1 csak úgy le-
hetséges, hogy m = n. Ezzel beláttuk, hogy P -nek KR(0)-ban (az
előbbi értelemben) n darab gyöke van.

ix) A viii) megjegyzés egy differenciálható f függvény gyökeinek a (mul-
tiplicitás szerinti) számáról ad felvilágośıtást körlemezeken. Tegyük
fel, hogy a differenciálható g ∈ C → C függvényről a következőket
tudjuk:

• valamely b ∈ C, ρ > 0 mellett Kρ(b) ⊂ Df ∩ Dg;

• minden z ∈ C, |z − b| = ρ esetén f(z) 6= 0, és |g(z)| < |f(z)|.
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Ekkor ∫

ϕbρ

f ′

f
=
∫

ϕbρ

(f + g)′

f + g
,

azaz vii) alapján f -nek és (f + g)-nek Kρ(b)-ben ugyanannyi gyöke
van (multiplicitással számolva) (Rouché-tétel). Az álĺıtás jelentősége az
alkalmazások szempontjából abban van, hogy a tett feltételek mellett a
g

”
perturbáció” (

”
mérési hiba”) nem változtat a Kρ(b)-beli gyökök

számán. Speciálisan, ha valamilyen differenciálható h ∈ C → C
függvénnyel g = hf, akkor a Rouché-tételbeli feltétel miatt |h(z)| < 1
(z ∈ C, |z − b| = ρ). Ekkor Kρ(b)-ben (1 + h)f -nek és f -nek ugyan-
annyi gyöke van. Mivel az (1 + h)f függvénynek az f minden gyöke
triviális módon (legalább ugyanannyiszoros) gyöke, ezért Kρ(b)-ben
(1+h)-nak nem lehet gyöke, azaz h(z) 6= −1 (z ∈ Kρ(b)). Sőt, az ún.
maximum-tétel (ld. x)) szerint: ha h nem konstans függvény, akkor
bármely z ∈ Kρ(b) esetén

|h(z)| < M := max
{
|h(ξ)| : ξ ∈ Kρ(b)

}
.

Mivel a Kρ(b) halmaz kompakt, ezért az ismert Weierstrass-tétel mi-
att van olyan w ∈ Kρ(b), amelyre |h(w)| = M. Következésképpen
|w − b| = ρ, azaz M < 1. Emeljük ki külön is, amit kaptunk: ha
a differenciáható h ∈ C → C függvényre valamilyen b ∈ C, ρ > 0
esetén Kρ(b) ⊂ Dh, |h(z)| < 1 (z ∈ C, |z − b| = ρ), akkor tetszőleges
z ∈ Kρ(b) helyen |h(z)| < 1.

A Rouché-tétel egyik érdekes alkalmazásaként mutassuk be az algebra
alaptételének egy újabb bizonýıtását. Legyen ehhez

P (z) := zn +
n−1∑

k=0

akz
k (z ∈ C)

n-ed fokú polinom (ahol 1 ≤ n ∈ N, a0, ..., an−1 ∈ C). Ekkor az

f(z) := zn , g(z) :=
n−1∑

k=0

akz
k (z ∈ C)

jelölésekkel
P (z) = f(z) + g(z) (z ∈ C),

ahol f, g : C→ C differenciálható függvények. Mivel
∣∣∣∣∣
g(z)

f(z)

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑

k=0

|ak|· |z|k−n (0 6= z ∈ C),
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és minden k = 0, ..., n− 1 esetén |z|k−n → 0 (|z| → +∞), ezért

|g(z)|/|f(z)| → 0 (|z| → +∞).

Következésképpen van olyan ρ > 0, hogy |g(z)| < |f(z)| (z ∈ C,
|z| = ρ). Ugyanakkor világos, hogy f -nek Kρ(0)-ban n darab gyöke
van, ui. a 0 n-szeres gyöke f -nek. Ezért P = (f + g)-nek is n darab
gyöke van Kρ(0)-ban.

x) Ha az f ∈ C→ C differenciálható függvényre valamely a ∈ Df esetén
minden n ∈ N

”
kitevőre” f (n)(a) = 0 teljesül, akkor (egy alkalmas

r > 0 mellett) a Taylor-sorfejtésből

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n = 0 (z ∈ Kr(a))

adódik. Világos, hogyha b ∈ Kr(a), és valamely ρ > 0 esetén
Kρ(b) ⊂ Df , akkor f (n)(b) = 0 (n ∈ N) miatt f(z) = 0
(z ∈ Kρ(b)). Nevezzük a c ∈ Df pontot a-ból elérhetőnek, ha meg-
adhatók a Krj (aj) ⊂ Df (j = 0, ..., s) körlemezek (s ∈ N) úgy,
hogy

a0 := a, r0 := r, aj ∈ Krj−1
(aj−1) (j = 1, ..., s),

és c ∈ Krs(as). Ekkor az előbb mondottakat rekurźıve alkalmazva azt
kapjuk, hogy f (n)(aj) = 0 (n ∈ N), azaz f(z) = 0 (z ∈ Krj (aj)
(j = 0, ..., s). Speciálisan: f(c) = 0. Ha tehát a Df értelmezési tar-
tomány bármely c pontja tetszőleges a ∈ Df pontból elérhető, akkor
három eset lehetséges:

• az f függvény vagy az azonosan nulla függvény,

• vagy nincs gyöke f -nek,

• vagy az f tetszőleges ξ ∈ Df gyökére van olyan 0 < N ∈ N,
hogy f (N)(ξ) 6= 0.

A vii) megjegyzésben láttuk, hogy a harmadik esetben egy alkalmas
ρ > 0 esetén Kρ(ξ)-ben a ξ az egyetlen gyök. Röviden: az f
gyökei diszkréten helyezkednek el. Innen az is következik, hogyha az
f függvény nem azonosan nulla és a Df értelmezési tartományra igaz
a fenti

”
elérhetőségi” tulajdonság, akkor az f (esetleges) gyökei a Df

egyetlen pontjában sem
”
torlódhatnak”. Más szóval, ha zn ∈ Df ,



FEJEZET 1. KOMPLEX FÜGGVÉNYEK 65

f(zn) = 0 (n ∈ N) és létezik a ξ := limn→∞ zn határérték, ak-
kor ξ /∈ Df . Különben az átviteli elv miatt f(ξ) = 0, azaz ξ is
gyök lenne, amire ξ := limn→∞ zn miatt nyilván nem lenne igaz a fenti

”
diszkretizációs” tulajdonság. Mindezt úgy is fogalmazhatjuk, hogyha
ξ ∈ Df , akkor f ≡ 0. Ugyanennek a ténynek egy érdekes átfogalmazása
az alábbi: ha a differenciálható g : Df → C függvény olyan, hogy bi-
zonyos wn ∈ Df pontokban

g(wn) = f(wn) (n ∈ N)

és létezik a limn→∞wn ∈ Df határérték, akkor f = g. A részletek
mellőzésével jegyezzük meg csupán, hogy mindebből belátható a ix)
megjegyzésben már emĺıtett maximum-tétel: ha létezik a

max{|f(z)| : z ∈ Df}
maximum, akkor az f függvény konstans függvény.

xi) A reziduum-tétel seǵıtségével esetenként könnyen ki tudunk számı́tani

”
valós” integrálokat is. Legyen pl. 0 < p < 1 és határozzuk meg az

Ip :=
∫ 2π

0

dt

1− 2p cos t+ p2

integrált. Az Euler-összefüggés (ld. 1.2.) szerint

Ip =
∫ 2π

0

1

1− p(eıt + e−ıt) + p2
dt = −

∫ 2π

0

eıt

pe2ıt − (1 + p2)eıt + p
dt =

ı
∫ 2π

0
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = ı

∫

ϕ
f,

ahol

f(z) :=
1

pz2 − (1 + p2)z + p
(z ∈ C \ {p, 1/p}),

és ϕ(t) := ϕ01(t) = eıt (t ∈ [0, 2π]). Mivel K1(0) \ {p} ⊂ Df , ezért a
reziduum-tétel miatt

Ip = ı2πı respf = −2π respf.

Ugyanakkor

f(z) =
1

p(z − p)(z − 1/p)
=

1

p2 − 1
·
(

1

z − p −
1

z − 1/p

)
(z ∈ C \ {p, 1/p}),
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azaz (a korábbi analóg esetekben részletezett meggondolások meg-

ismétlésével) respf = 1
p2 − 1

. Következésképpen

∫ 2π

0

dt

1− 2p cos t+ p2
=

2π

1− p2 .

xii) Az előbbi megjegyzésben bemutatott
”
technikát” alkalmazhatjuk pl. a

következő improprius integrál meghatározásakor is:
∫ +∞

0

sin x

x
dx =

π

2
.

Megjegyezzük, hogy az ismert limx→0
sin x
x = 1 egyenlőség miatt min-

den R > 0 esetén az

[0, R] ∋ x 7→






sin x
x (x 6= 0)

1 (x = 0)

függvény folytonos, ı́gy van értelme az

IR :=
∫ R

0

sin x

x
dx

integrálnak. Azt kell meggondolni, hogy limR→+∞ IR = π/2. Az előb-
biekhez hasonlóan az Euler-összefüggéseket alkalmazva azt ı́rhatjuk,
hogy

IR =
1

2ı

∫ R

0

eıx − e−ıx
x

dx =
1

2ı

(∫ R

0

eıx − 1

x
dx+

∫ R

0

1− e−ıx
x

dx

)
=

1

2ı

∫ R

−R

eıx − 1

x
dx.

Legyen

f(z) :=






eız − 1

z
(0 6= z ∈ C)

ı (z = 0),

ekkor könnyen láthatóan az f : C → C függvény differenciálható.
Továbbá világos, hogy a ϕR(t) := Reıt (t ∈ [0, π]) komplex úttal
2ıIR = − ∫ϕR

f. Ezért

−2ıIR =
∫ π

0
f(Reıt)Rıeıt dt = ıR

∫ π

0

eıRe
ıt − 1

Reıt
eıt dt,
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azaz

IR =
π

2
− 1

2

∫ π

0
eıR(cos t+ı sin t) dt =:

π

2
− δR.

Mivel

|δR| ≤
1

2

∫ π

0

∣∣∣eıR(cos t+ı sin t)
∣∣∣ dt =

1

2

∫ π

0
e−R sin t dt =

∫ π/2

0
e−R sin t dt ≤

∫ π/2

0
e−2Rt/π dt =

π

2R

(
1− e−R

)
→ 0 (R→ +∞),

ezért a fentiek alapján valóban IR → π/2 (R→ +∞).

xiii) Legyen most

g(x) :=






sin2 x

x2
(0 6= x ∈ R)

1 (x = 0).

Ekkor a g függvény folytonos, ı́gy bármely R > 0 mellett
kiszámı́thatjuk a

JR :=
∫ R

−R
g(x) dx =

∫ R

−R

sin2 x

x2
dx

integrált. A g páros függvény, ezért JR = 2
∫R
0 g(x) dx, ahol parciális

integrálással

∫ R

0
g(x) dx = −sin2R

R
+
∫ R

0

2 sin x cosx

x
dx =

−sin2R

R
+
∫ R

0

sin(2x)

x
dx = −sin2R

R
+
∫ 2R

0

sin x

x
dx.

Innen a xii) megjegyzést is figyelembe véve sin2R
R → 0 (R → +∞)

miatt
∫ R
0 g(x) dx → π/2 (R → +∞), azaz JR → π (R → +∞)

következik. Azt kaptuk tehát, hogy

∫ +∞

−∞

sin2 x

x2
dx = π.
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xiv) Röviden emlékeztetünk a Fourier-transzformált defińıciójára. Le-
gyen ehhez az f : R → C függvény abszolút integrálható (azaz∫ +∞
−∞ |f(t)| dt < +∞), ekkor minden y ∈ R esetén a

R ∋ t 7→ f(t)e−ıyt

függvény is nyilván abszolút integrálható, ezért létezik (és véges) az

f̂(x) :=
∫ +∞

−∞
f(y)e−ıxy dy (x ∈ R)

integrál is. Az előbbi defińıció alapján nem meglepő, hogy az f̂(x)
(x ∈ R) Fourier-transzformált kiszámı́tása során komplex függvénytani
eszközök is szerepet kaphatnak.

a) Legyen pl.

f(x) := e−x
2/2 (x ∈ R),

és mutassuk meg, hogy

f̂(x) =
√

2π· f(x) (x ∈ R).

Valóban,

f̂(0) =
∫ +∞

−∞
e−y

2/2 dy =
√

2π =
√

2π· f(0).

Ha 0 < x ∈ R, akkor

f̂(x) =
∫ +∞

−∞
e−y

2/2· e−ıxy dy =

∫ +∞

−∞
e−(y+ıx)2/2−x2/2 dy = e−x

2/2·
∫ +∞

−∞
e−(y+ıx)2/2 dy.

Az utóbbi integrál kiszámı́tásához legyen valamilyen 0 < a, b ∈ R
esetén T az a téglalap a komplex śıkon, amelynek a csúcspontjai: ±a,
±a+ıb, ill. legyen ϕ(a) a T kerülete (az óramutató járásával ellenkező
körüljárással). Ekkor a Cauchy-féle alaptétel szerint

∫

ϕ(a)
e−z

2/2dz = 0.

A T téglalap függőleges (ϕ
(a)
1 , ϕ

(a)
2 ) oldalainak a z = ±a + ıt

(0 ≤ t ≤ b) pontjaiban

∣∣∣e−z
2/2
∣∣∣ = e−a

2/2et
2/2 ≤ eb

2/2· e−a2/2 → 0 (a→ +∞).
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Így

∣∣∣∣∣

∫

ϕ
(a)
j

e−z
2/2dz

∣∣∣∣∣ ≤ |b|e
b2/2· e−a2/2 → 0 (a→ +∞, j = 1, 2),

ezért
lim

a→+∞

∫

ϕ
(a)
j

e−z
2/2dz = 0 (j = 1, 2).

A T v́ızszintes oldalain (ϕ
(a)
3 , ϕ

(a)
4 ) az integrálok:

∫

ϕ
(a)
3

e−z
2/2dz =

∫ a

−a
e−t

2/2dt ,
∫

ϕ
(a)
4

e−z
2/2dz =

∫ a

−a
e−(t+ıb)2/2dt.

Következésképpen (a ϕ(a) iránýıtását is figyelembe véve)

0 =
∫

ϕ(a)
e−z

2/2dz =

∫

ϕ
(a)
1

e−z
2/2dz −

∫

ϕ
(a)
2

e−z
2/2dz +

∫

ϕ
(a)
3

e−z
2/2dz −

∫

ϕ
(a)
4

e−z
2/2dz,

azaz

0 = lim
a→+∞

∫

ϕ(a)
e−z

2/2dz = lim
a→+∞

∫ a

−a
e−t

2/2dt− lim
a→+∞

∫ a

−a
e−(t+ıb)2/2dt,

amiből ∫ +∞

−∞
e−(t+ıb)2/2 dt = lim

a→+∞

∫ a

−a
e−(t+ıb)2/2 dt =

lim
a→+∞

∫ a

−a
e−t

2/2 dt =
∫ +∞

−∞
e−t

2/2 dt =
√

2·
∫ +∞

−∞
e−t

2

dt =
√

2π

következik. Ha x ∈ R, és x < 0, akkor legyen a fentiekben b < 0,
és (értelemszerű módośıtás során) analóg számolással jutunk ugyanerre
az eredményre. Tehát

∫ +∞

−∞
e−(y+ıx)2/2 dy =

√
2π (x ∈ R),

ezért f̂(x) =
√

2π· e−x2/2 =
√

2π· f(x) (x ∈ R), amit bizonýıtani
kellett.

b) A reziduum-tétel alkalmazására tekintsük az

f(t) :=
1

1 + t2
(t ∈ R)
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függvényt. Legyen x > 0 és

F (z) :=
eızx

1 + z2
(±ı 6= z ∈ C),

ill. r > 1 esetén ϕr jelölje azt a zárt komplex görbét (szintén
pozit́ıv körüljárással), amelyet a [−r, r] szakasz (ϕr,1) és az origó
középpontú, r sugarú, az Im z ≥ 0 (z ∈ C) félśıkban lévő félkör
(ϕr,2) egyeśıtésével kapunk. Tehát

ϕr,1(t) := t (−r ≤ t ≤ r) , ϕr,2(t) := reıt (0 ≤ t ≤ π).

Ekkor a reziduum-tétel alapján

∫

ϕr

F (z) dz =
∫

ϕr,1

F (z) dz +
∫

ϕr,2

F (z) dz = 2πı resıF,

ahol az F függvény ı-beli reziduuma: resıF = e−x/(2ı). Így

∫

ϕr

F (z) dz = πe−x.

Itt ∣∣∣∣∣

∫

ϕr,2

F (z) dz

∣∣∣∣∣ ≤ πr·max
{
|F (reıt| : 0 ≤ t ≤ π

}
=

πr·max






∣∣∣eıxreıt
∣∣∣

|1 + r2e2ıt| : 0 ≤ t ≤ π




 ,

ahol a 0 ≤ t ≤ π helyeken
∣∣∣eıxre

ıt
∣∣∣ =

∣∣∣eıxr(cos t+ı sin t)
∣∣∣ = e−xr sin t ≤ 1,

ill. ∣∣∣1 + r2e2ıt
∣∣∣ ≥ r2 − 1.

Ezért

πr·max






∣∣∣eıxre
ıt
∣∣∣

|1 + r2e2ıt| : 0 ≤ t ≤ π




 ≤
πr

r2 − 1
→ 0 (r → +∞).

Ez azt jelenti, hogy limr→+∞
∫
ϕr,2

F (z) dz = 0, azaz

πe−x = lim
r→+∞

∫

ϕr

F (z) dz = lim
r→+∞

∫

ϕr,1

F (z) dz =
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lim
r→+∞

∫ r

−r

eıtx

1 + t2
dt =

∫ +∞

−∞

eıtx

1 + t2
dt = f̂(−x).

Azt kaptuk tehát, hogy f̂(y) = πey = πe−|y| (y < 0). Az f függvény
párossága miatt az f̂ függvény is páros, ill. f̂ folytonossága alapján
f̂(0) = π, következésképpen

f̂(x) = πe−|x| (x ∈ R).

xv) Az 1.2. vii) megjegyzésben bevezetett Blaschke-függvényekre utalva
(ld. még 1.2. xiv) megjegyzés) adott αn ∈ K1(0) (n ∈ N) paraméte-
rek mellett tekintsük a

Φn(z) := eαn(z)·
n−1∏

k=0

fαn(z) =

√
1− |αn|2
1− αnz

·
n−1∏

k=0

z − αk
1− αkz

(z ∈ K1(0), n ∈ N)

függvénysorozatot, az ún. Malmquist–Takenaka-rendszert. Nyilván-
való, hogy a Φn (n ∈ N) függvény racionális függvény, azaz két
polinom hányadosa a K1(0) zárt körlemezen:

Φn(z) =
Qn(z)

Rn(z)
(z ∈ K1(0)),

ahol a

Qn(z) :=
√

1− |αn|2·
n−1∏

k=0

(z − αk) (z ∈ C)

utaśıtással definiált Qn polinom n-ed fokú, az

Rn(z) :=
n∏

k=0

(1− αkz) (z ∈ C)

hozzárendeléssel megadott Rn polinom pedig legfeljebb (n+1)-ed fokú.
Az αn (n ∈ N) sorozatot illetően vezessük be az alábbi fogalmat, ill.
jelölést:

mn :=
n∑

j=0,αj=αn

1 (n ∈ N)

(az αn multiplicitása). Következésképpen az α0, ..., αn (n ∈ N)
számok között az αn szám mn-szer fordul elő. Világos, hogy ha pl. az
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αn-ek páronként különbözőek, akkor mn = 1, ill., ha az αn (n ∈ N)
sorozat konstans sorozat, akkor mn = n+1 (n ∈ N). Az Rn polinom
gyöktényezős alakja ezért (valamilyen l ∈ N mellett) a következő:

Rn(z) :=
l∏

j=0

(1− αsj
z)msj (z ∈ C),

ahol αs0, ..., αsl
az α0, ..., αn számok közül a páronként különbözőket

jelöli a maximális előfordulási 0 ≤ s0, ..., sl ≤ n indexekkel (ha pedig
αk = 0 minden k = 0, ..., n esetén, akkor Rn(z) = 1 (z ∈ C).
A parciális törtekre bontás módszerével ezért alkalmasan választott
bpk ∈ C (p = 0, ..., l, ill. k = 1, ..., msp) számokkal

Φn(z) =
Qn(z)

Rn(z)
=

l∑

p=0

msp∑

k=1

bpk
(1− αspz)

k
(z ∈ K1(0)),

ill. az αk = 0 (k = 0, ..., n) esetben Φn(z) = zn (z ∈ C). Megje-
gyezzük, hogy ugyancsak parciális törtekre bontással kapjuk a

ψs(z) :=






zms−1 (αs = 0)

zms−1

(1− αsz)ms =
ms∑

k=1

csk

(1− αsz)k
(αs 6= 0)

(z ∈ K1(0))

előálĺıtást csk ∈ C (s ∈ N, k = 1, ..., ms) együtthatókkal. Mindezt
egybevetve a fentiekkel azt mondhatjuk tehát, hogy

Φn(z) =
r∑

s=0

γsψs(z) (z ∈ K1(0)),

ahol N ∋ r ≤ n és γ0, ..., γr ∈ C alkalmas paraméterek. Nyilvánvaló
továbbá, hogy ha n, s ∈ N és n < s, akkor az αj (j = 0, ..., n)
számok a Φs függvénynek legalább mj-szeres gyökei, ı́gy

Φ(mj−1)
s (αj) = 0 (j = 0, ..., n).

Ezért a deriváltakra vonatkozó Cauchy-formula alapján egyúttal

0 =
Φ

(mj−1)
s (αj)

(mj − 1)!
=

1

2πı

∫

ϕ01

Φs(z)

(z − αj)mj
dz =

1

2π

∫ 2π

0

Φs(e
ıt)eıt

(eıt − αj)mj
dt =

1

2π

∫ 2π

0

Φs(e
ıt)e−ı(mj−1)t

(1− αje−ıt)mj
dt =
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1

2π

∫ 2π

0
Φs(e

ıt)·
(

eı(mj−1)t

(1− αjeıt)mj

)
dt = 〈Φs,Ψj〉,

ahol az F,G : K1(0) → C folytonos és minden z ∈ K1(0) helyen
differenciálható függvényekre

〈F,G〉 :=
1

2π

∫ 2π

0
F (eıt)G(eıt) dt.

Vegyük észre, hogy az előbbiekben (a Φs ←→ F cserére gondolva)
egyúttal a következőt is beláttuk:

〈F, ψj〉 =
F (mj−1)(αj)

(mj − 1)!
(j ∈ N).

xvi) Megmutatható, hogy

〈Φn,Φs〉 =
1

2π

∫ 2π

0
Φn(e

ıt)Φs(eıt) dt =






1 (n = s)

0 (n 6= s)
(n, s ∈ N),

azaz a 〈Φn,Φs〉 skaláris szorzás értelmében a Φk (k ∈ N) rend-
szer ortonormált. Ez ui. n 6= s (legyen pl. n < s) esetén az előző
〈Φs,Ψj〉 = 0 (j = 0, ..., n) megjegyzésből és abból a tényből követke-
zik, hogy a Φn függvény a ψ0, ..., ψn függvények lineáris kombinációja:
Φn =

∑n
k=0 γkψk, ezért

〈Φn,Φs〉 =
n∑

k=0

γk· 〈ψk,Φs〉 = 0.

Ha viszont n = s, akkor – lévén az eıt (t ∈ [0, 2π]) pontok az
egységkör pontjai – |fαn(eıt)| = 1 (t ∈ [0, 2π]), tehát

〈Φn,Φn〉 =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣eαn(eıt)
∣∣∣
2
dt =

1− |αn|2
2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣
1

1− αneıt
∣∣∣∣
2

dt.

Legyen αn = un − ıvn (un, vn ∈ R, u2
n + v2

n < 1), ekkor

∣∣∣1− αneıt
∣∣∣
2

= |1− (un + ıvn)(cos t+ ı sin t)|2 =
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(1− un cos t+ vn sin t)2 + (vn cos t+ un sin t)2 =

1 + u2
n + v2

n + 2vn sin t− 2un cos t =

1 + u2
n + v2

n + 2
√
u2
n + v2

n



 vn√
u2
n + v2

n

sin t− un√
u2
n + v2

n

cos t



 =

1 + u2
n + v2

n + 2
√
u2
n + v2

n· (sin t cos γn − cos t sin γn) =

1 + u2
n + v2

n + 2
√
u2
n + v2

n· sin (t− γn) = 1 + 2an· sin (t− γn) + a2
n,

ahol γn ∈ [0, 2π) egy alkalmas
”
szög”, an :=

√
u2
n + v2

n. Azt ı́rhatjuk

tehát, hogy (a 2π-szerinti periodicitást is figyelembe véve)

∫ 2π

0

∣∣∣∣
1

1− αneıt
∣∣∣∣
2

dt =
∫ π

−π

dt

1 + 2an· sin (t− γn) + a2
n

=

∫ π

−π

dt

1 + 2an· sin t+ a2
n

.

A
”
szokásos” x = tg (t/2) helyetteśıtéssel

t = arctg x , sin t =
2x

1 + x2
, dt =

2

1 + x2
dx,

tehát a bn := 2an
1 + a2

n

jelöléssel bn < 1, és

∫ π

−π

dt

1 + 2an· sin t+ a2
=
∫ +∞

−∞

2

1 + x2 + 4anx+ a2
n(1 + x2)

dx =

∫ +∞

−∞

2

(1 + a2
n)x

2 + 4anx+ 1 + a2
n

dx =

2

1 + a2
n

·
∫ +∞

−∞

1

x2 + 2bnx+ 1
dx =
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2

1 + a2
n

·
∫ +∞

−∞

1

(x+ bn)2 + 1− b2n
dx =

2

(1 + a2
n)(1− b2n)

·
∫ +∞

−∞

1

1 + ((x+ bn)/
√

1− b2n)2
dx =

2

(1 + a2
n)
√

1− b2n
·
[
arctg

x+ bn√
1− b2n

]+∞

−∞
=

2π

(1 + a2
n)
√

1− b2n
=

2π

1− a2
n

=
2π

1− u2
n − v2

n

=
2π

1− |αn|2
.

Következésképpen

〈Φn,Φn〉 =
1− |αn|2

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣
1

1− αneıt
∣∣∣∣
2

dt = 1.

Azt mondhatjuk tehát, hogy a Malmquist–Takenaka-rendszer a
ψn (n ∈ N) függvényrendszerből a fenti skaláris szorzatot alapul
véve a Schmidt-féle ortogonalizációs eljárással adódik. Speciálisan, ha
αn = 0 (n ∈ N), akkor Φn(z) = zn (z ∈ K1(0), n ∈ N), és az
előbbi ortonormáltság nem jelent mást, mint a klasszikus trigonomet-
rikus rendszer ortonormáltságát:

〈Φn,Φs〉 =
1

2π

∫ 2π

0
eı(n−s)t dt =






1 (n = s)

0 (n 6= s)
(n, s ∈ N).

Megjegyezzük, hogy a valamilyen a ∈ K1(0) paraméter mellett tekin-
tett (konstans) αn := a (n ∈ N) generáló sorozat esetén kapott

Φn(z) =

√
1− |αn|2
1− αnz

·
n−1∏

k=0

z − αk
1− αkz

=

√
1− |a|2
1− az ·

(
z − a
1− az

)n
(z ∈ K1(0), n ∈ N)
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függvénysorozat az ún. Laguerre-rendszer. Hasonlóan, ha most
a, b ∈ K1(0), és

αn :=






a (n = 2k (k ∈ N))

b (n = 2k + 1 (k ∈ N)),

akkor

Φn(z) =






√
1− |b|2
1− bz ·

(
z − a
1− az

)k+1

·
(
z − b
1− bz

)k
(n = 2k + 1 (k ∈ N))

√
1− |a|2
1− az ·

(
z − a
1− az

)k
·
(
z − b
1− bz

)k
(n = 2k (k ∈ N))

(z ∈ K1(0)) az ún. Kautz-rendszer.

1.5. Nýılt leképezések, invertálás

Legyen valamilyen ζ ∈ C, R > 0 mellett f : KR(ζ) → C differenciálható
függvény, a ∈ Df , r > 0 pedig olyan, hogy

Kr(a) = {z ∈ C : |z − a| ≤ r} ⊂ Df .

Tegyük fel, hogy f nem állandó függvény. Ekkor egyértelműen létezik olyan
0 < k ∈ N

”
kitevő”, amellyel f Taylor-sora a körül a következő alakú:

f(z) = f(a) +
∞∑

j=k

f (j)(a)

j!
(z − a)j (z ∈ Kr(a)),

ahol f (k)(a) 6= 0. Tehát

f(z)− f(a) = (z − a)k
∞∑

j=k

f (j)(a)

j!
(z − a)j−k =: (z − a)kg(z) (z ∈ Kr(a)),

és itt a

g(z) :=
∞∑

j=k

f (j)(a)

j!
(z − a)j−k (z ∈ Kr(a))
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függvény differenciálható, g(a) =
f (k)(a)
k!

6= 0. Utóbbi miatt r-ről feltehető,

hogy g(z) 6= 0 (z ∈ Kr(a)). Mivel {z ∈ C : |z− a| = r} kompakt, g pedig
folytonos, ezért a Weierstrass-tétel alapján egy v ∈ C, |v − a| = r mellett

ρ := min{|f(z)− f(a)| : z ∈ C, |z − a| = r} =

rk·min{|g(z)| : z ∈ C, |z − a| = r} = rk|g(v)| > 0.

Válasszunk egy tetszőleges w ∈ Kρ(f(a)) számot, ekkor a fentiek szerint
minden z ∈ C, |z − a| = r esetén

f(z)− w = (f(z)− f(a)) + (f(a)− w) ,

ahol |f(a)− w| < ρ ≤ |f(z)− f(a)|, tehát

|f(a)− w| < |f(z)− f(a)| (z ∈ C, |z − a| = r).

Innen a Rouchè-tétel alapján az adódik, hogy Kr(a) -ban az f(z) − w = 0
egyenletnek és az

f(z)− f(a) = (z − a)kg(z) = 0

egyenletnek (multiplicitással számolva) ugyanannyi megoldása van z-re néz-
ve. Mivel a

(z − a)kg(z) = 0

egyenletnek az a pont k-szoros gyöke, ezért Kr(a)-ban az

f(z) = w

egyenletnek is k darab gyöke van, tehát k ≥ 1 miatt legalább egy z ∈ Kr(a)
helyen f(z) = w. Ez azt is jelenti egyúttal, hogy a Kρ(f(a)) környezet rész-
halmaza f [Kr(a)]-nak.

Tegyük fel, hogy ∅ 6= U ⊂ Df , U nýılt és b ∈ f [U ]. Ekkor alkalmas
a ∈ U választással b = f(a) és U nýıltsága miatt valamilyen r > 0 mellett
Kr(a) ⊂ U. A fentiek szerint tehát Kρ(f(a)) ⊂ f [Kr(a)] ⊂ f [U ], tehát
Kρ(b) ⊂ f [U ]. Ezért f [U ] nýılt halmaz.

Egy g ∈ C → C függvényt nýıltnak nevezünk, ha Dg nýılt és minden
nýılt U ⊂ Dg halmazra a g[U ] képhalmaz is nýılt halmaz. Az előbbiekben
tehát a következő álĺıtást láttuk be (komplex nýılt leképezések tétele): a fenti
f függvény nýılt leképezés.

Speciálisan, a most mondott tétel feltételei mellett f értékkészlete nýılt
halmaz. Ha f injekt́ıv is, akkor f−1 folytonos függvény. Ui. bármely
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U ⊂ C, U nýılt halmaz esetén (f−1)
−1

[U ] = f [U ] nýılt halmaz, ami a
folytonosság nýılt halmazok ősképeivel való jellemzése alapján valóban azt
jelenti, hogy f−1 folytonos. Ha még valamely a ∈ Df helyen az is igaz, hogy
f ′(a) 6= 0, akkor f−1 ∈ D{f(a)} és (f−1)

′
(f(a)) = (f ′(a))−1 . Ehhez ui. azt

kell megmutatnunk (a határértékekre vonatkozó átviteli elv alapján), hogy
tetszőleges f(a) 6= yn ∈ Rf (n ∈ N), lim(yn) = f(a) sorozatra

lim

(
f−1(yn)− f−1(f(a))

yn − f(a)

)
= lim

(
f−1(yn)− a
yn − f(a)

)
=

1

f ′(a)
.

Legyen ehhez xn ∈ Df (n ∈ N) az a sorozat, amelyre yn = f(xn) (n ∈ N).
Ekkor xn 6= a (n ∈ N) és f−1 folytonossága miatt

lim(xn) = lim
(
f−1(yn)

)
= f−1(f(a)) = a.

Tehát

lim

(
f−1(yn)− f−1(f(a))

yn − f(a)

)
= lim




1

f(xn)− f(a)

xn − a


 =

1

f ′(a)
.

Lássuk be, hogyha a tételben szereplő f függvény invertálható, akkor
bármely a ∈ Df esetén f ′(a) 6= 0. Ha ui. valamely a ∈ Df mellett
f ′(a) = 0, akkor a fenti k

”
kitevőre” k ≥ 2 teljesül. Mivel f folytonos,

ezért alkalmas 0 < ̺ ≤ r mellett f [K̺(a)] ⊂ Kρ(f(a)). Ezért tetszőleges
x ∈ K̺(a) esetén az f(z)− f(x) = 0 (z ∈ Kr(a)) egyenletnek legalább két
gyöke van. Ugyanakkor f injekt́ıv, ezért ezek a gyökök egybeesnek x-szel,
azaz az f(z) − f(x) = 0 (z ∈ Kr(a)) egyenletnek x legalább kétszeres
gyöke, ı́gy

(f − f(x))′ (x) = f ′(x) = 0.

Tehát f ′
|K̺(a)

≡ 0, amiből az következik, hogy f|K̺(a)
állandó függvény. Ez

viszont ellentmond az f invertálhatóságának, tehát valóban f ′(a) 6= 0.

Vegyük észre, hogy az előbbi okoskodásban csak annyit használtunk ki
f invertálhatóságából, hogy f|Kr(a)

invertálható. Ez motiválja a következő
defińıciót: a g ∈ C→ C függvény lokálisan invertálható az a-ban (a ∈ Dg),
ha van olyan Kr(a) környezet, hogy g|Kr(a)

invertálható.

Ha tehát f lokálisan invertálható a -ban, akkor f ′(a) 6= 0. Nem nehéz
megmutatni, hogy mindez ford́ıtva is igaz. Ennek a bizonýıtásához ismét
a fentebb mondottakra hivatkozunk. Ha (az ottani jelölésekkel) f ′(a) nem
nulla, akkor k = 1, és (az előbbi ̺ mellett) bármely x ∈ K̺(a) esetén az
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f(z) − f(x) = 0 (z ∈ Kr(a)) egyenletnek pontosan egy megoldása van:
z = x. Ez persze azt is jelenti, hogy f|K̺(a)

injekt́ıv, azaz az f függvény
a-ban lokálisan invertálható.

Igaz tehát a következő álĺıtás (komplex függvények lokális invertálható-
sága): legyen valamilyen ζ ∈ C, R > 0 esetén f : KR(ζ) → C, f ∈ D.
Ekkor bármely a ∈ KR(ζ) pontot is véve f akkor és csak akkor lokálisan
invertálható a-ban, ha f ′(a) 6= 0.

Az eddigiek alapján már egyszerűen adódik az alábbi következmény (in-
verz függvény differenciálhatósága): az invertálható f : KR(ζ) → C függ-
vényről tegyük fel, hogy f ∈ D. Ekkor f−1 ∈ D. Valóban, az invertálhatóság

miatt f nyilván nem állandó függvény, ezért f−1 folytonos. Továbbá (ismét
csak az invertálhatóság miatt) minden a ∈ Df esetén f lokálisan is invertál-

ható a-ban, azaz az előbbi álĺıtás alapján f ′(a) 6= 0. Így a korábbiak szerint
f−1 ∈ D{f(a)}, tehát f−1 differenciálható függvény.

1.6. Feladatok

1o Legyen 0 6= p ∈ C. Lássuk be, hogy p akkor és csak akkor periódusa
exp-nek, ha p = 2kπı (0 6= k ∈ Z) !

2o Mutassuk meg, hogy a sin, cos függvények 2π-szerint periodikusak!

3o Tekintsünk (a komplex számśıkon) a valós tengellyel párhuzamos vala-
milyen ℓ ⊂ C egyenest, az L ⊂ C egyenes pedig legyen párhuzamos
a képzetes tengellyel. Mik lesznek az exp[ℓ], exp[L] képhalmazok?

4o Adott α ∈ R esetén legyen

Cα := {z = x+ ıy ∈ C : x ∈ R, α− π < y ≤ α + π}.
Lássuk be, hogy a Cα ∋ z 7→ ez ∈ C \ {0} leképezés bijekció, aminek
az inverze α = 0 esetén a log függvény!

5o Tetszőleges w, v ∈ C komplex számokhoz adjunk meg olyan z, u ∈ C
komplex számokat, amelyekkel sin z = w és cosu = v !

6o Legyen C∗ := {z ∈ C : Re z < 0} , Γ := {z ∈ C : |z| = 1} \ {−1}, és

f(z) :=
z − 1

z + 1
(−1 6= z ∈ Z).

Mutassuk meg, hogy
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a) f : C \ {−1} → C \ {1} bijekció;

b) f−1(w) = 1 + w
1− w (1 6= w ∈ C);

c) K1(0) ∋ z 7→ f(z) ∈ C∗ bijekció;

d) Γ ∋ z 7→ f(z) ∈ {w ∈ C : Rew = 0} bijekció!

7o Határozzuk meg azokat a racionális törtfüggvényeket, amelyek (eset-
leg 1-1 pont kivételével) a C∗ (ld. 6o)

”
bal oldali” félśıkot a nýılt

egységkörlemezre, a képzetes tengelyt az egységkörre, a

{z ∈ C : Re z > 0}

”
jobb oldali” félśıkot pedig a zárt egységkörlemez

”
külsejére” képezik

le bijekt́ıv módon! Lássuk be, hogy ezek pontosan azok az f racionális
törtfüggvények, amelyek a következő alakúak:

f(z) = q· z + α

α− z (α 6= z ∈ C),

ahol q, α ∈ C, |q| = 1 és Re α > 0.

8o A Cauchy-formula alkalmazásával számı́tsuk ki az alábbi vonalin-
tegrálokat:

a)
∫

ϕar

dz

z − a ;
∫

ϕar

z

z − a dz ; b)
∫

ϕar

ez

z − a dz (a ∈ C, r > 0);

c)
∫

ϕ 1
2
1

ez
2

z2 − 1
dz ; d)

∫

ϕ
1 3
2

z4eπz

z2 + 1
dz !

9o Legyen ϕ1 := ϕ51, ϕ2 := ϕı1, ϕ3 := ϕ−ı1, ϕ4 := ϕ02 és adjuk meg az
∫

ϕj

dz

1 + z2
(j = 1, 2, 3, 4)

vonalintegrálok értékét!

10o Tekintsük a ϕ1 := ϕ4ı1, ϕ2 := ϕ0 1
2
, ϕ3 := ϕ1 1

2
, ϕ4 := ϕ−1 3

4
, ϕ5 := ϕ02

köröket, és számı́tsuk ki az
∫

ϕj

dz

z(z2 − 1)
(j = 1, 2, 3, 4, 5)

vonalintegrálokat!
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11o A deriváltakra vonatkozó Cauchy-formula seǵıtségével határozzuk meg
a következő vonalintegrálokat:

a)
∫

ϕ22

sin2 z

(z − π/2)3
dz ; b)

∫

ϕ
ı 3
2

eπz

(z2 + 1)2
dz !

12o Adjuk meg azokat a cn ∈ C (n ∈ N) együtthatókat, amelyekkel

ez =
∞∑

n=0

cn(z − 1)n (z ∈ C) !

13o Igazoljuk a 2 sin2 z = 1 − cos(2z) (z ∈ C) azonosságot, és ennek
alapján ı́rjuk fel a sin2 függvény Taylor-sorát 0 körül!

14o Legyen

f(z) :=
1

(z − 1)(z − 2)
(z ∈ C \ {1, 2}).

Álĺıtsuk elő az f függvény 0 körüli Laurent-sorát a Hj halmazon, ha

H1 := K1(0), H2 := K2(0) \K1(0), H3 := C \K2(0) !

15o Fejtsük Laurent-sorba 1 körül az

f(z) :=
z2 + z + 3

z2 − 1
(±1 6= z ∈ C)

függvényt!

16o Tegyük fel, hogy az f ∈ C→ C függvénynek valamely a ∈ C helyen
n-ed rendű pólusa van (0 < n ∈ N). Mutassuk meg, hogy ekkor

resaf =
1

(n− 1)!
· lim
z→a

F (n−1)(z),

ahol F (z) := f(z)(z − a)n (z ∈ C) !

17o Számı́tsuk ki resaf -et, ha

a) f(z) := eπz

z2 + 1
(±ı 6= z ∈ C), a := ı);
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b) f(z) := z2

ez − 1
(2nπı 6= z ∈ C, n ∈ Z), a := 2πı);

c) f(z) := z3

(z − 1)2 (1 6= z ∈ C), a := 1) !

18o Határozzuk meg az alábbi vonalintegrálok értékét:

a)
∫

ϕ02

ez − 1

z3
dz ; b)

∫

ϕ12

e1/z dz;

c)
∫

ϕır

eπz

z2 + 4
dz (0 < r /∈ {1, 3});

d)
∫

ϕ2r

z3

(z − 1)(z − 2)(z − 3)
dz (0 < r 6= 1) !

19o A differenciálható f : C \ {0} → C függvényről tegyük fel, hogy
f(z) = f(1/z) (0 6= z ∈ C). Mutassuk meg, hogy f(z) ∈ R
(z ∈ C, |z| = 1), és az f függvény 0-körüli Laurent-sorának a cn
(n ∈ Z) együtthatóira cn = c−n (n ∈ Z) teljesül!

20o Az f ∈ C→ C differenciálható függvény esetén legyen valamely r > 0
mellett Kr(0) ⊂ Df , és f(z) ∈ R (z ∈ (−r, r)). Lássuk be, hogyha
cn-ek (n ∈ N) jelölik az f függvény 0-körüli Taylor-sorának az
együtthatóit, akkor minden n ∈ N esetén cn ∈ R és

f(z) = f(z) (z ∈ Kr(0))!

Tegyük fel továbbá, hogy Re(f(z)) = 0 (z ∈ Kr(0), Re z = 0), és
bizonýıtsuk be az f(−z) = −f(z) (z ∈ Kr(0)) egyenlőséget!

21o Legyen 0 ≤ q < p, és igazoljuk, hogy

∫ 2π

0

dx

(p+ q cosx)2
=

2pπ

(p2 − q2)3/2
!

22o Az 0 6= a ∈ R paraméter tetszőleges értéke mellett számı́tsuk ki az

∫ +∞

0

cos x

a2 + x2
dx

integrált!



2. fejezet

Differenciálegyenletek

2.1. Szeparábilis differenciálegyenletek

Egy m tömegű rakétát v0 kezdősebességgel függőlegesen fellövünk. Tegyük
fel, hogy a mozgás során a rakétára mindössze két erő hat: a nehézségi erő
(jelöljük α -val a nehézségi gyorsulást) és a pillanatnyi sebesség négyzetével
arányos súrlódási erő (az ezzel kapcsolatos arányossági tényező legyen β).
Mennyi ideig emelkedik a rakéta?

Ha v ∈ R → R jelenti a sebesség-idő függvényt, akkor – feltételezve,
hogy v ∈ D, Dv nýılt intervallum és 0 ∈ Dv – a feladat matematikai mo-
dellje a következő (ld. a fizika Newton-féle mozgástörvényeit): adott m, α, β
pozit́ıv számok mellett olyan v függvényt keresünk, amelyre

(1) mv′(t) = −mα − βv2(t) (t ∈ Dv).

Azt a T ∈ Dv ”
pillanatot” kell meghatározni, amelyre v(T ) = 0. Világos,

hogy (1) ekvivalens a következővel:

(2) v′(t) = −α
(

1 +
β

mα
v2(t)

)
(t ∈ Dv).

Emlékeztetünk arra, hogy (arctg)′(t) = 1
1 + t2

(t ∈ R), tehát bármely

c > 0 állandóval a ϕ(t) := arctg(ct) (t ∈ R) függvényre (az összetett
függvény deriválási szabálya szerint)

ϕ′(t) =
c

1 + (ct)2 (t ∈ R).

83
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Speciálisan a c :=
√
β/mα választással

ϕ′(t) =

√
β

mα
· 1

1 +
β

mα
t2

(t ∈ R).

Ha tehát F jelöli azt az összetett függvényt, amelyre

F (t) := ϕ(v(t)) = arctg




√

β

mα
· v(t)



 (t ∈ Dv),

akkor

F ′(t) = ϕ′(v(t)) · v′(t) =

√
β

mα
· v′(t)

1 +
β

mα
v2(t)

(t ∈ Dv).

Következésképpen (2)-t figyelembe véve azt kapjuk, hogy

(3) F ′(t) = −
√
βα

m
(t ∈ Dv).

Legyen G(t) := −
√
βα
m · t (t ∈ Dv), ekkor G′(t) = −

√
βα
m (t ∈ Dv).

A (3) egyenlőségből az következik tehát, hogy F ′(t) = G′(t), azaz

(4) (F −G)′(t) = 0 (t ∈ Dv).

Mivel a v függvény Dv értelmezési tartománya nýılt intervallum, ezért u. ez
teljesül az F −G függvényre is. Így (4) miatt alkalmas κ ∈ R konstanssal
F −G ≡ κ. Más szóval igaz az alábbi egyenlőség:

ϕ(v(t)) = −
√
βα

m
· t+ κ (t ∈ Dv).

A v(0) = v0 kezdeti feltétel miatt

κ = ϕ(v(0)) = ϕ(v0) = arctg




√

β

mα
· v0



 ,

ezért

(5) arctg




√

β

mα
· v(t)



 = −
√
βα

m
· t+ arctg




√

β

mα
· v0



 (t ∈ Dv).
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A v(T ) = 0 egyenlőségből és (5)-ből (a t := T helyetteśıtéssel - figyelembe
véve, hogy arctg(0) = 0) - az adódik, hogy

T =

√
m

βα
· arctg




√

β

mα
· v0



 .

2.1. Megjegyzések

i) A most vizsgált feladat egy speciális szeparábilis differenciálegyenlet.
Ez utóbbi meghatározásához tegyük fel, hogy I és J egyaránt egy-egy
nýılt intervallum, g : I → R, h : J → R pedig folytonos függvények.
A h függvényről feltesszük továbbá azt is, hogy bármely x ∈ Dh helyen
h(x) 6= 0. Tekintsük ezek után a következő feladatot: adjunk meg
olyan ϕ ∈ I → J differenciálható függvényt, amelyre Dϕ ⊂ I nýılt
intervallum és

(∗) ϕ′(t) = g(t)h(ϕ(t)) (t ∈ Dϕ).

Ezt a feladatot szeparábilis differenciálegyenletnek nevezzük. (Gyakran
csak magát a (∗) egyenlőséget h́ıvják ı́gy.) Minden ilyen ϕ függvényt
megoldásnak nevezünk.

ii) Ha adottak a τ ∈ I, ξ ∈ J értékek, és az i)-beli ϕ függvénytől azt is
megköveteljük, hogy

τ ∈ Dϕ , ϕ(τ) = ξ,

akkor az ı́gy kiegésźıtett feladatot kezdetiérték-problémának nevezzük.

iii) Mivel a h függvény sehol sem nulla, ezért az i)-beli (∗) egyenlőség ı́gy
is ı́rható:

(∗∗) ϕ′(t)

h(ϕ(t))
= g(t) (t ∈ Dϕ).

A feltételeink szerint g, 1/h nýılt intervallumon értelmezett folytonos
függvények, ezért léteznek olyan

G : I → R , H : J → R

differenciálható függvények (primit́ıv függvények), amelyekre G′ = g
és H ′ = 1/h. Vegyük észre, hogy az összetett függvény deriválásával
kapcsolatos tétel szerint (∗∗) a következőt jelenti:

(H ◦ ϕ)′(t) = G′(t) (t ∈ Dϕ),
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azaz
(H ◦ ϕ−G)′(t) = 0 (t ∈ Dϕ).

Ha tehát ϕ megoldása a szóban forgó szeparábilis differenciálegyenlet-
nek, akkor van olyan c ∈ R, hogy

H(ϕ(t))−G(t) = c (t ∈ Dϕ).

Az 1/h függvény nyilván nem vesz fel 0-t a J intervallum egyet-
len pontjában sem, ı́gy ugyanez igaz a H ′ függvényre is. A de-
riváltfüggvény Darboux-tulajdonsága miatt tehát H ′ állandó előjelű.
Ezért H szigorúan monoton függvény, következésképpen invertálható.
A H−1 inverz függvény seǵıtségével ezért azt kapjuk, hogy

ϕ(t) = H−1(G(t) + c) (t ∈ Dϕ).

iv) Ha τ ∈ I, ξ ∈ J, és a ϕ megoldás eleget tesz a ϕ(τ) = ξ kezdeti
feltételnek is, akkor iii)-ban ξ = H−1(G(τ)+c), azaz H(ξ) = G(τ)+c,
ill.

c = H(ξ)−G(τ).

Válasszuk G -t és H-t úgy, hogy H(ξ) = G(τ) = 0, ekkor c = 0 és

ϕ(t) = H−1(G(t)) (t ∈ Dϕ).

v) A 2.1. feladat esetén tehát (ld. az ottani jelöléseket) az I := J := R,

g(t) := −α , h(t) := 1 +
βt2

mα
(t ∈ R)

választással egy szeparábilis differenciálegyenlethez jutunk. Legyen
τ := 0, és ξ := v0, ekkor a

G(t) := −αt , H(t) :=

√
mα

β



arctg

√
β

mα
t− arctg

√
β

mα
v0



 (t ∈ R)

függvények eleget tesznek a fenti ḱıvánalmaknak. Mivel

H−1(t) =

√
mα

β
tg




√

β

mα
t+ arctg

√
β

mα
v0




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(hacsak

∣∣∣∣∣

√
β
mαt+ arctg

√
β
mαv0

∣∣∣∣∣ <
π
2 ), ı́gy ezekben az t pontokban

ϕ(t) =

√
mα

β
tg



 arctg

√
β

mα
v0 −

√
βα

m
t



 .

vi) A iii)-ban szereplő H−1 inverz függvény explicit megadása a gyakor-
latban többnyire komoly nehézségekbe ütközik. Gyakran azonban (ld.
pl. a 2.1. feladatot) nem is a megoldásra, hanem olyan paraméterre
vagyunk ḱıváncsiak, amely a megoldás explicit ismerete nélkül is meg-
határozható. Egyébként

”
megelégszünk” a

H(ϕ(t))−G(t) = c (t ∈ Dϕ)

egyenlőség feĺırásával.

vii) A szeparábilis differenciálegyenletek speciális egzakt differenciálegyen-
letek. Legyen ezek értelmezéséhez továbbra is I és J egy-egy nýılt
intervallum, a

g : I × J → R , h : I × J → R

függvényekről pedig tegyük fel, hogy folytonosak és 0 /∈ Rh. Olyan
ϕ ∈ I → J differenciálható függvényt keresünk, amelyre Dϕ nýılt
részintervalluma I-nek és

(∗) ϕ′(x) = −g(x, ϕ(x))

h(x, ϕ(x))
(x ∈ Dϕ).

Azt mondjuk, hogy a most megfogalmazott feladat egzakt diffe-
renciálegyenlet, ha az

I × J ∋ (x, y) 7→ (g(x, y), h(x, y)) ∈ R2

leképezésnek van primit́ıv függvénye. Ez utóbbi követelmény azt je-
lenti, hogy egy alkalmas differenciálható G : I × J → R függvénnyel

gradG = (∂1G, ∂2G) = (g, h).

A (∗) egyenlőség 0 /∈ Rh miatt azzal ekvivalens, hogy

g(x, ϕ(x)) + h(x, ϕ(x))ϕ′(x) = 0 (x ∈ Dϕ).
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Ha van ilyen ϕ függvény, akkor az

F (x) := G(x, ϕ(x)) (x ∈ Dϕ)

egyváltozós valós függvény differenciálható és bármely x ∈ Dϕ helyen

F ′(x) = 〈 gradG(x, ϕ(x)), (1, ϕ′(x))〉 =

g(x, ϕ(x)) + h(x, ϕ(x))ϕ′(x) = 0.

Mivel DF = Dϕ nýılt intervallum, ezért F konstans függvény, azaz
létezik olyan c ∈ R, amellyel

G(x, ϕ(x)) = c (x ∈ Dϕ).

Amennyiben ϕ -től azt is megköveteljük, hogy adott τ ∈ I , ξ ∈ J
mellett tegyen eleget a ϕ(τ) = ξ kezdetiérték-feltételnek is, akkor

c = G(τ, ξ)

következik. Mivel G -ről feltehetjük, hogy G(τ, ξ) = 0, ezért a szóban
forgó kezdetiérték-probléma (feltételezett) ϕ megoldása eleget tesz a

(∗∗) G(x, ϕ(x)) = 0 (x ∈ Dϕ)

egyenletnek.

Vegyük észre, hogy (∗∗) szerint a fenti ϕ nem más, mint egy, a G
által meghatározott implicitfüggvény. A feltételek alapján G ∈ C1,
G(τ, ξ) = 0, továbbá ∂2G(τ, ξ) = h(τ, ξ) 6= 0, ezért G-re (a (τ, ξ) he-
lyen) teljesülnek az implicitfüggvény-tétel feltételei. Következésképpen
van olyan differenciálható ψ ∈ I → J függvény, amelyre Dψ ⊂ I nýılt
intervallum, τ ∈ Dψ , G(x, ψ(x)) = 0 (x ∈ Dψ), ψ(τ) = ξ, és

ψ′(x) = −∂1G(x, ψ(x))

∂2G(x, ψ(x))
= −g(x, ψ(x))

h(x, ψ(x))
(x ∈ Dψ).

A ψ függvény tehát megoldás. Más szóval a szóban forgó kezdetiérték-
probléma megoldható és a megoldás(ok) a fenti (∗∗) implicitfüggvény-
egyenletből határozható(k) meg. Megjegyezzük, hogy a szeparábilis
esettel kapcsolatban mondottakhoz hasonlóan a (∗∗)-nak eleget tevő
ϕ függvény

”
explicit” megadása a gyakorlatban sokszor nem lehetséges.
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A gradG = (g, h) feltételből a

∂1G = g , ∂2G = h

egyenlőségek következnek. Ha g, h ∈ D, akkor G ∈ D2, ı́gy a Young-
tétel miatt

∂12G = ∂2g = ∂21G = ∂1h ,

azaz ekkor a ∂2g = ∂1h feltétel teljesülése szükséges az
”
egzaktsághoz”.

Minden szeparábilis egyenlet egzakt is, ui. (ld. i), ill. ii)) az ottani

”
szereplőkkel”

g(x)· h(y) = −−g(x)
1/h(y)

(x ∈ I, y ∈ J),

és bármely τ ∈ I , ξ ∈ J esetén a

G(x, y) := −
∫ x

τ
g(t) dt+

∫ y

ξ

1

h(t)
dt (x ∈ I, y ∈ J)

függvényre G ∈ D, és gradG = (−g, 1/h) igaz.

viii) Az egzakt differenciálegyenleteket illetően gyakran találkozhatunk az
alábbi jelöléssel is:

g(x, ϕ) dx+ h(x, ϕ) dϕ = 0.

Állapodjunk meg abban, hogy a fenti szimbólum ugyanazt fogja jelen-
teni, mint a vii)-beli (∗) egyenlőség. A dolog hátterében az áll, hogy

(∗)-ban ϕ′(x) helyett dϕ
dx

-et, ill. ϕ(x) helyett ϕ-t ı́rva
”
rendezzük”

az ı́gy kapott
dϕ

dx
= −g(x, ϕ)

h(x, ϕ)

egyenlőséget. Természetesen pusztán formai
”
manipulációról” van szó.

ix) A feladatok kitűzését illetően is gyakran az előbbi megjegyzés

”
szellemét” követik, sőt, a legtöbbször pusztán a viii)-ban szereplő
g(x, ϕ) dx+ h(x, ϕ) dϕ = 0

”
egyenlet” alakjában van megfogalmazva a

feladat. Minden ilyen esetben tegyük ezt
”
teljessé” az I, J, g, h alkal-

mas megválasztásával. Tekintsük pl. az

(x2 − ϕ) dx− x dϕ = 0
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egyenletet. A fenti megállapodásunk szerint ezen a

ϕ′(x) = −ϕ(x)− x2

x
(x ∈ Dϕ)

egyenlőséget értjük. Legyen pl. I := (0,+∞), J := R,

g(x, y) := y − x2 , h(x, y) := x ((x, y) ∈ I × J) .

Az ı́gy definiált g, h függvények differenciálhatók, 0 /∈ Rh,

∂2g(x, y) = 1 = ∂1h(x, y) ((x, y) ∈ I × J) ,

azaz teljesül az egyzaktság vii)-beli szükséges feltétele. Könnyen meg-
győződhetünk arról, hogy a szóban forgó egyenlet egzakt, azaz a

(g, h) : I × J → R2

leképezésnek van primit́ıv függvénye. Ilyen ui. pl. a

G(x, y) := xy − x3

3
((x, y) ∈ I × J)

függvény. Az egyenletünk megoldásait tehát az

xϕ(x)− x3

3
= c (x ∈ Dϕ)

egyenlőségből nyerjük alkalmas RG ∋ c-vel. (Nem nehéz meggondolni,
hogy jelen esetben RG = R, ı́gy bármely c ∈ R választható.) Ezért
pl. a

ϕ(x) :=
x2

3
+
c

x
(x ∈ (0,+∞))

függvény megoldása az egyenletünknek, amit egyszerű behelyet-
teśıtéssel ellenőrizhetünk:

ϕ′(x) =
2x

3
− c

x2
= −ϕ(x)− x2

x
(x ∈ (0,+∞)).

Ha valamely ϕ(τ) = ξ kezdeti feltételt is kitűzünk, akkor a feladat

”
teljessé” tevése során a τ ∈ I, ξ ∈ J feltételre is ügyelnünk kell. A

példaként most megoldott egzakt egyenlet mellett tekintsük mondjuk
a ϕ(−1) = 0 kezdeti feltételt. Ekkor az előbbi I intervallum helyett
legyen I := (−∞, 0), a fenti g, h függvényeket pedig értelmezzük
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ugyanazzal az elő́ırással, de (0,+∞)×R helyett a (−∞, 0)×R hal-
mazon. Az előbbi számolás formális megismétlésével az új egyenlet

ϕ(x) :=
x2

3
+
c

x
(x ∈ (−∞, 0) , c ∈ R)

megoldásait kapjuk. Ezek közül a kezdeti feltételnek is az tesz eleget,
amelyre ϕ(−1) = 1/3− c = 0, azaz, amikor c = 1/3. A kezdetiérték-
probléma (egy) megoldása tehát a

ϕ(x) :=
x3 + 1

3x
(x ∈ (−∞, 0))

függvény.

x) Ha a vii)-beli (∗) feladat nem tesz eleget az egzaktság feltételeinek, ak-
kor esetenként alkalmas ekvivalens átalaḱıtásokkal

”
az egyenlet egzakt

alakra hozható”. Ezek közül az átalaḱıtások közül az ún. multiplikátor
módszer a következőt jelenti. Tegyük fel, hogy a µ : I × J → R diffe-
renciálható függvény (pl.) minden helyen pozit́ıv. Ekkor (∗) nyilván
ekvivalens a

ϕ′(x) = −g(x, ϕ(x))·µ(x, ϕ(x))

h(x, ϕ(x))·µ(x, ϕ(x))
(x ∈ Dϕ)

egyenlőséggel (azaz a g, h és a g·µ, h·µ függvények is a (∗) feladatot
határozzák meg) és az egzaktságnak a vii) megjegyzésben megfogalma-
zott szükséges feltételéhez a

∂2(g·µ) = g· ∂2µ+ µ· ∂2g = ∂1(h·µ) = h· ∂1µ+ µ· ∂1h

egyenlőségnek kell teljesülnie. Ez valójában egy
”
parciális dif-

ferenciálegyenlet” a µ-re nézve, amelynek a megoldása általában
lényegesen bonyolultabb feladat, mint az eredeti. Számunkra elegendő
viszont csupán egyetlen ilyen µ-t kiszámı́tani, ami gyakran könnyen
vezet célhoz abban a speciális esetben, amikor a µ függvény valójában
egyváltozós: alkalmas m ∈ R → R differenciálható függvénnyel az
alábbiak egyike valósul meg:

µ(x, y) =






m(x)

m(y)

m(x ∗ y)

(x , y , x ∗ y ∈ Dm)
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(ahol ∗ az összeadás, kivonás, szorzás vagy osztás valamelyikét jelöli).
Tekintsük pl. a

(3x+ 6xϕ + 3ϕ2) dx+ (2x2 + 3xϕ) dϕ = 0

feladatot, amit
”
teljessé” téve legyen pl. I := J := (0,+∞), ill.

g(x, y) := 3x+ 6xy + 3y2 , h(x, y) := 2x2 + 3xy ((x, y) ∈ I × J) .

Ekkor g, h ∈ D , 0 /∈ Rh , de

∂2g(x, y) = 6x+ 6y 6= ∂1h(x, y) = 4x+ 3y ((x, y) ∈ I × J) .

Úgy tűnik, hogy az egyenletünk nem egzakt, de pl.

m(x) := x (x ∈ (0,+∞))

egy megfelelő multiplikátor. Valóban, a (formálisan x-szel való szorzás
után adódó)

(3x2 + 6x2ϕ+ 3xϕ2) dx+ (2x3 + 3x2ϕ) dϕ = 0

egyenlet már egzakt és ekvivalens a kiindulásival. Ekkor tehát

g̃(x, y) := 3x2+6x2y+3xy2 , h̃(x, y) := 2x3+3x2y ((x, y) ∈ I × J) ,

és ∂2g̃(x, y) = 6x2 + 6xy = ∂1h̃(x, y), a

G(x, y) := x3 + 2x3y +
3x2y2

2
((x, y) ∈ I × J)

függvényre pedig G ∈ D és gradG = (g̃, h̃) teljesül. A kiindulási
egyenletünk ϕ megoldásait ezért az

x3 + 2x3ϕ(x) +
3x2ϕ2(x)

2
= c (x ∈ Dϕ , c ∈ RG)

egyenlőségből kapjuk. Oldjuk meg pl. a fenti egyenletre vonatkozó
ϕ(1) = 2 kezdetiérték-problémát. Ekkor

c = 1 + 2ϕ(1) +
3ϕ2(1)

2
= 11,

tehát egy megoldás a

3x2ϕ2(x) + 4x3ϕ(x) + 2x3 − 22 = 0 (x ∈ Dϕ)
egyenlőségből számı́tható:

ϕ(x) =
−2x2 +

√
4x4 − 6x3 + 66

3x
(0 < x < 2).
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2.1.1. Feladatok

1o Határozzuk meg az alábbi szeparábilis differenciálegyenletek egy-egy
megoldását:

a) ϕ′(t) = t3

(1 + ϕ(t))2 (t ∈ Dϕ);

b) ϕ′(t) = ϕ(t) + ϕ2(t) (t ∈ Dϕ);
c) ϕ′(t) = eϕ(t)−t (t ∈ Dϕ);

d) ϕ′(t) =
ϕ2(t)− ϕ(t)

t (t ∈ Dϕ);

e) ϕ′(t) =
1 + ϕ2(t)

1 + t2
(t ∈ Dϕ);

f) ϕ′(t) = ϕ2(t) + 3ϕ(t)− 4 (t ∈ Dϕ)!

2o Adjuk meg a következő kezdetiérték-problémák egy-egy megoldását:

a) ϕ′(t) =
t(1 + t)

ϕ(t)(1 + ϕ(t))
(t ∈ Dϕ) , ϕ(1) = 1;

b) ϕ′(t) = 1 + ϕ(t) (t ∈ Dϕ) , ϕ(0) = 0;

c) ϕ′(t) = x− 2xϕ(t) (t ∈ Dϕ) , ϕ(0) = 1;

d) ϕ′(t) = et

(1 + et)ϕ(t)
(t ∈ Dϕ) , ϕ(1) = 1;

e) ϕ′(t) = −ϕ(t) ln (ϕ(t))
t (t ∈ Dϕ) , ϕ(1) = 1!

3o Alkalmas új függvények bevezetésével mutassuk meg, hogy az alábbi
d.e.-ek ekvivalensek egy-egy szeparábilis d.e.-tel, és oldjuk is meg őket:

a) ϕ′(t) = sin(t+ ϕ(t)) (t ∈ Dϕ);
b) ϕ′(t) =

√
ϕ(t)− 2t (t ∈ Dϕ);

c) ϕ′(t) =
ϕ(t)
t +

√
1− (

ϕ(t)
t )2 (t ∈ Dϕ);

d) ϕ′(t) = 1
t2

(2t− ϕ(t) + 1)2 (t ∈ Dϕ);

e) ϕ′(t) = 1
(t− ϕ(t))2 (t− ϕ(t) + 1)2 (t ∈ Dϕ);

f) ϕ′(t) = 2ϕ(t) + t+ 1 (t ∈ Dϕ);
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g) ϕ′(t) = −2(2t+ 3ϕ(t))2 (t ∈ Dϕ);
h) ϕ′(t) = Ψ(at+ bϕ(t) + c) (t ∈ Dϕ), ahol Ψ ∈ R→ R, a, b, c ∈ R!

4o Legyen τ, ξ ∈ R. Mik a

ϕ′(t) =
√
|ϕ(t)| (t ∈ Dϕ) , ϕ(τ) = ξ

kezdetiérték-probléma megoldásai?

5o Oldjuk meg az alábbi egzakt differenciálegyenleteket:

a) 2xϕ dx+ (x2 + 1) dϕ = 0;

b) ϕ(1 + xϕ) dx+ (x2ϕ+ ϕ+ x) dϕ = 0;

c) (2x+ ϕ) dx+ (x− 2ϕ) dϕ = 0;

d) (1 + ϕ2 sin 2x) dx− 2ϕ cos2 x dϕ = 0!

6o Milyen R ∋ λ-ra lesz egzakt a

(3x2 + ϕ2) dx+ λϕ(x− 2) dϕ = 0

egyenlet? Mik a megoldások ekkor?

7o Határozzuk meg a következő kezdetiérték-problémák megoldásait:

a) (2x+ ϕ+ 1) dx+ (x+ 3ϕ+ 2) dϕ = 0 , ϕ(0) = 0;

b) (2xϕ+ 3ϕ2) dx+ (x2 + 6xϕ− 2ϕ) dϕ , ϕ(1) = −1/2 ;

c) (2x+ ϕ) dx+ (x− 2ϕ) dϕ = 0 , ϕ(1) = 1;

d) 3x2 dx+ eϕ dϕ = 0 , ϕ(0) = 0!

8o Keressünk multiplikátort az alábbi egyenletek egzakttá tételéhez, és
oldjuk is meg őket:

a) (x2 + ϕ2 + x) dx+ xϕ dϕ = 0;

b) (x2 − 1− ϕ) dx+ x dϕ = 0;

c) (ϕ− x2ϕ2) dx+ x dϕ = 0;

d) (ϕ+ ln x) dx− x dϕ = 0!
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2.2. Lineáris differenciálegyenletek

Képzeljük el, hogy valamely (pl. radioakt́ıv) anyag bomlik. A bomlási sebesség
egyenesen arányos a még fel nem bomlott anyag mennyiségével. A bomlás
kezdetétől számı́tva mennyi idő alatt

”
feleződik meg” az anyag (azaz bomlik

el a fele)?

Jelöljük m -mel (R ∋ m > 0) az anyag eredeti mennyiségét, φ(t) -vel a
t (∈ R) időpillanatban még el nem bomlott anyag mennyiségét. A φ : R→ R
fügvényről tegyük fel, hogy differenciálható. Ekkor a bomlási sebességet
matematikailag a következőképpen

”
foghatjuk meg”. Legyen t,∆t ∈ R,

∆t > 0. A [t, t + ∆t] idő-intervallumban elbomlott anyag mennyisége nem
más, mint φ(t) − φ(t + ∆t). Az

”
átlagos bomlási sebesség” tehát a vizsgált

idő-intervallumban

φ(t)− φ(t+ ∆t)

∆t
= −φ(t+ ∆t)− φ(t)

∆t
.

Ez az átlagos bomlási sebesség annál jobban jellemzi a t pillanatbeli hely-
zetet, minél kisebb a ∆t változás. Matematikailag tehát jól modellezi a

”
bomlási sebességet” a t pillanatban a

lim
∆t→0

φ(t)− φ(t+ ∆t)

∆t
= − lim

∆t→0

φ(t+ ∆t)− φ(t)

∆t
= −φ′(t)

határérték, azaz a φ függvény t-beli deriváltja. A feladatbeli arányossági

tényezőt jelöljük α-val (ahol tehát 0 < α ∈ R). Ekkor a matematikai mo-
dellünk a következő:

(6) φ′(t) = −αφ(t) (t ∈ R).

Világos, hogy φ(0) = m. Azt a T időpontot keressük (ez az ún. felezési idő),
amikor φ(T ) = m/2. Figyelembe véve a logaritmusfüggvényre vonatkozó jól
ismert ln′(x) = 1/x (x > 0) derválási szabályt azt kapjuk az F (t) :=
ln(φ(t)) (t ∈ R) függvényre, hogy

F ′(t) =
φ′(t)

φ(t)
(t ∈ R).

A (6) egyenlőségből tehát

F ′(t) = −α = G′(t) (t ∈ R),

ahol most G(t) := −αt (t ∈ R). A 2.1. feladatban látottakkal analóg
módon innen az következik, hogy alkalmas c ∈ R konstans mellett

ln(φ(t)) = −αt+ c (t ∈ R).
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Ugyanez másképp kifejezve φ(t) = ec· e−αt (t ∈ R). Mivel φ(0) = m, ezért
c = lnm, tehát

φ(t) = me−αt (t ∈ R).

A T defińıciója alapján

φ(T ) = me−αT =
m

2
,

azaz e−αT = 1/2. Innen

T =
ln 2

α
.

2.2. Megjegyzések

i) A radioakt́ıv bomlást léıró 2.2. feladat egy speciális lineáris diffe-
renciálegyenlet. Legyen ez utóbbi megfogalmazásához I ⊂ R egy
nýılt intervallum, g, h : I → R pedig legyenek folytonos függvények,
és tekintsük az alábbi feladatot: olyan differenciálható ϕ ∈ I → R
függvényt keresünk, amelyre Dϕ ⊂ I nýılt intervallum, és

(∗) ϕ′(t) = g(t)ϕ(t) + h(t) (t ∈ Dϕ).

Ezt a feladatot (néha csak magát a (∗) egyenlőséget) lineáris differen-
ciálegyenletnek nevezzük. Minden ilyen ϕ függvény a szóban forgó
lineáris differenciálegyenlet megoldása.

ii) Ha az i)-beli feladatnak θ is és ψ is megoldása és Dθ ∩Dψ 6= ∅, akkor

(θ − ψ)′(t) = g(t) (θ(t)− ψ(t)) (t ∈ Dθ ∩ Dψ).

Vegyük észre, hogy a θ − ψ függvény megoldása annak a lineáris
differenciálegyenletnek, amelyben h ≡ 0 :

(∗∗) ϕ′(t) = g(t)ϕ(t) (t ∈ Dϕ).

Ez utóbbi feladatot homogén lineáris differenciálegyenletnek fogjuk ne-
vezni. (Ennek megfelelően a szóban forgó lineáris differenciálegyenlet
inhomogén, ha a benne szereplő h függvény vesz fel 0-tól különböző
értéket is.)
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iii) Legyen G : I → R olyan függvény, amely differenciálható és G′ = g
(a g -re tett feltételek miatt ilyen G primit́ıv függvény van), akkor a

ϕ0(t) := eG(t) (t ∈ I)

(csak pozit́ıv értékeket felvevő) függvény megoldása az előbb emĺıtett
homogén lineáris differenciálegyenletnek. Erről egyszerű behelyet-
teśıtéssel meggyőződhetünk:

ϕ′
0(t) = G′(t)eG(t) = g(t)ϕ0(t) (t ∈ I).

Tegyük fel most, hogy a χ : I → R függvény megoldása a szóban forgó
(∗∗) homogén lineáris differenciálegyenletnek:

χ′(t) = g(t)χ(t) (t ∈ I).

Ekkor a differenciálható
χ
ϕ0

: I → R függvényre azt kapjuk, hogy

bármely t ∈ I helyen

(
χ

ϕ0

)′
(t) =

χ′(t)ϕ0(t)− χ(t)ϕ′
0(t)

ϕ2
0(t)

=

g(t)χ(t)ϕ0(t)− χ(t)g(t)ϕ0(t)

ϕ2
0(t)

= 0,

azaz (lévén I nýılt intervallum) egy alkalmas c ∈ R számmal χ
ϕ0
≡ c.

Más szóval, az illető homogén lineáris differenciálegyenlet tetszőleges
χ : I → R megoldása a következő alakú:

χ(t) = cϕ0(t) (t ∈ I),

ahol c ∈ R. Nyilván minden ilyen χ függvény – könnyen ellenőrizhető
módon – megoldása a mondott (∗∗) homogén lineáris differenciál-
egyenletnek. (Ezzel ezeknek a megoldását el is

”
intéztük”, ı́gy a

továbbiakban már elég csak az inhomogén egyenletekre szoŕıtkoznunk.)

iv) A iii) megjegyzés alapján a ii)-beli θ, ψ : I → R megoldásokra azt
kapjuk tehát, hogy egy alkalmas c ∈ R számmal

θ(t)− ψ(t) = cϕ0(t) (t ∈ I).

Mutassuk meg, hogy van olyan differenciálható m : I → R függvény,
hogy az mϕ0 függvény megoldása a most vizsgált (inhomogén) lineáris
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differenciálegyenletnek (az állandók variálásának a módszere). Ehhez
azt kell

”
biztośıtani”, hogy (mϕ0)

′ = gmϕ0 + h, azaz

m′ϕ0 +mϕ′
0 = m′ϕ0 +mgϕ0 = gmϕ0 + h

és kézenfekvő átalaḱıtás után innen szükséges feltételként az adódik
m -re, hogy

m′ =
h

ϕ0

.

Ilyen m függvény valóban létezik, mivel a h
ϕ0

: I → R folyto-

nos leképezésnek van primit́ıv függvénye. Továbbá – az előbbi rövid
számolás

”
megford́ıtásából” – azt is beláthatjuk, hogy a h/ϕ0 függvény

bármely m primit́ıv függvényét véve, mϕ0 megoldás.

v) Összefoglalva az eddigieket azt mondhatjuk, hogy a fenti lineáris dif-
ferenciálegyenletnek tetszőleges ϕ : I → R megoldása egy alkalmas
R ∋ c-vel

ϕ(t) = (c+m(t))ϕ0(t) (t ∈ I)
alakban ı́rható. Sőt, az itt szereplő c ∈ R bármely megválasztásával
megoldást kapunk. Ezt megint csak egy egyszerű behelyetteśıtéssel
ellenőrizhetjük:

ϕ′(t) = m′(t)ϕ0(t) + (c+m(t))ϕ′
0(t) =

h(t)

ϕ0(t)
ϕ0(t) + (c+m(t)) g(t)ϕ0(t) = g(t)ϕ(t) + h(t) (t ∈ I).

vi) A iv), v) megjegyzéseket figyelembe véve a következők adódnak: legyen

M := {ϕ : I → R : ϕ′(t) = g(t)ϕ(t) + h(t) (t ∈ I)} ,

Mh := {ϕ : I → R : ϕ′(t) = g(t)ϕ(t) (t ∈ I)}.
Ekkor Mh = {cϕ0 : c ∈ R} (azaz algebrai nyelven mondva az Mh

halmaz 1-dimenziós vektortér), és

M = mϕ0 +Mh := {ϕ+mϕ0 : ϕ ∈Mh}.

Itt mϕo helyébe bármely ψ ∈M (ún. partikuláris megoldás) ı́rható.
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vii) Legyen τ ∈ I, ξ ∈ R és a fent vizsgált lineáris differenciálegyenlet
ϕ megoldásától követeljük meg azt is, hogy ϕ(τ) = ξ (kezdetiérték-
probléma.) Ekkor (ld. iii), ill. v))

c =
ϕ(τ)

ϕ0(τ)
−m(τ) = ϕ(τ)e−G(τ) −m(τ) = ξe−G(τ) −m(τ) .

Ha G(τ) = m(τ) = 0 (ez feltehető), akkor c = ξ, ı́gy a szóban forgó
kezdetiérték-probléma megoldása:

ϕ(t) = (ξ +m(t)) eG(t) (t ∈ I).

A most mondott G,m függvényeket integrálfüggvényekként álĺıtva elő,
amikor is

G(t) :=
∫ t

τ
g(x) dx , m(t) :=

∫ t

τ

h(x)

ϕ0(x)
dx (t ∈ I),

azt kapjuk, hogy

ϕ(t) =
(
ξ +

∫ t

τ
h(x)e−

∫ x

τ
g(s) ds dx

)
e
∫ t

τ
g(x) dx (t ∈ I).

Illusztrációképpen alkalmazzuk a most kapott eredményt Fourier-
transzformált kiszámı́tására. Tekintsük példaként az f(t) := e−t

2

(t ∈ R) függvényt. Ekkor

f ′(t) = −2te−t
2

= −2tf(t) (t ∈ R).

Ha valamely (abszolút integrálható) g : R→ R függvény esetén

ĝ(x) =
∫ +∞

−∞
g(t)e−ıtx dt (x ∈ R)

a g függvény Fourier-transzformáltja, akkor

f̂ ′(x) =
∫ +∞

−∞
f ′(t)e−ıtx dt = lim

r→+∞

∫ r

−r
f ′(t)e−ıtx dt =

lim
r→+∞

(
f(r)e−ırx − f(−r)eırx + ıx

∫ r

−r
f(t)e−ıtx dt

)
=

ıxf̂(x) (x ∈ R),
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mivel

lim
r→+∞

f(r)e−ırx = lim
r→+∞

f(−r)eırx = lim
r→+∞

e−r
2· eırx = 0.

Továbbá

(f̂)′(x) = lim
h→0

f̂(x+ h)− f̂(x)

h
= lim

h→0

∫ +∞

−∞
f(t)

e−ıt(x+h) − e−ıtx
h

dt

lim
h→0

∫ +∞

−∞
f(t)e−ıtxe−ıth/2· e

−ıth/2 − eıth/2
h

dt =

−ı lim
h→0

∫ +∞

−∞
tf(t)e−ıtxe−ıth/2· sin(th/2)

(th/2)
dt = −ı lim

h→0

∫ +∞

−∞
fh(t) dt,

ahol fh(0) := 0 és

fh(t) := tf(t)e−ıtxe−ıth/2· sin(th/2)

(th/2)
(0 6= t ∈ R).

Nyilván |fh(t)| ≤ |t|· |f(t)| = |t|e−t2 (t ∈ R), ill.

∫ +∞

−∞
|fh(t)| dt ≤

∫ +∞

−∞
|t|e−t2 dt = 2

∫ +∞

0
te−t

2

dt = 1

miatt az fh függvény is abszolút integrálható. Nem nehéz meggon-
dolni, hogy

lim
h→0

∫ +∞

−∞
fh(t) dt =

∫ +∞

−∞
lim
h→0

fh(t) dt.

Ui.
lim
h→0

fh(t) = tf(t)e−ıtx (x ∈ R),

és tetszőleges r > 0 esetén
∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
fh(t) dt−

∫ +∞

−∞
tf(t)e−ıtx dt

∣∣∣∣ ≤

∫ +∞

−∞

∣∣∣fh(t)− tf(t)e−ıtx
∣∣∣ dt ≤

∫ +∞

−∞
|t|· f(t)·

∣∣∣∣∣e
−ıth/2· sin(th/2)

(th/2)
− 1

∣∣∣∣∣ dt ≤
∫ r

−r
|t|· f(t)·

∣∣∣∣∣e
−ıth/2· sin(th/2)

(th/2)
− 1

∣∣∣∣∣ dt+ 4
∫ +∞

r
tf(t) dt.

Ha ε > 0, akkor van olyan r, hogy
∫+∞
r tf(t) dt =

∫+∞
r te−t

2
dt < ε.

Ugyanakkor minden t ∈ [−r, r] helyen
∣∣∣∣∣e

−ıth/2· sin(th/2)

(th/2)
− 1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
sin(th/2)

(th/2)
− eıth/2

∣∣∣∣∣ ≤
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∣∣∣∣∣
sin(th/2)

(th/2)
− cos(th/2)

∣∣∣∣∣+ |sin(th/2)| ≤

∣∣∣∣∣
sin(th/2)

(th/2)
− 1

∣∣∣∣∣+ |1− cos(th/2)|+ |sin(th/2)| .

Mivel

lim
x→0

∣∣∣∣
sin x

x
− 1

∣∣∣∣ = lim
x→0
|1− cos x| = lim

x→0
|sin x| ,

ezért alkalmas δ > 0 mellett
∣∣∣∣
sin x

x
− 1

∣∣∣∣ < ε , |1− cos x| < ε , | sin x| < ε (0 < |x| < δ).

Így 0 < |h| < 2δ/r esetén |th|/2 < δ (t ∈ [−r, r]), tehát

∣∣∣∣∣e
−ıth/2· sin(th/2)

(th/2)
− 1

∣∣∣∣∣ < 3ε.

Innen azt kapjuk, hogy

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
fh(t) dt−

∫ +∞

−∞
tf(t)e−ıtx dt

∣∣∣∣ ≤

6ε
∫ +∞

0
te−t

2

dt+ 4ε = 7ε (0 < |h| < 2δ/r).

Ha tehát f∗(t) := tf(t) (t ∈ R), akkor

(f̂)′(x) = −ı lim
h→0

∫ +∞

−∞
fh(t) dt =

−ı
∫ +∞

−∞
tf(t)e−ıtx dt = −ıf̂∗(x) (x ∈ R),

ezért
(f̂)′(x) = −ıf̂∗(x) (x ∈ R),

és f ′ = −2f∗ miatt

f̂ ′(x) = ıxf̂(x) = −2f̂∗(x) = −2ı(f̂)′(x) (x ∈ R).

Más szóval
(f̂)′(x) = −x

2
f̂(x) (x ∈ R),
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ami f̂ -ra nézve egy homogén elsőrendű differenciálegyenlet. Ennek
minden megoldása a fentiek szerint αe−x

2/4 (x ∈ R) alakú, alkalmas
α ∈ R együtthatóval. Mivel f̂(0) =

∫+∞
−∞ e−t

2
dt =

√
π, ezért α =

√
π,

ezért
f̂(x) =

√
πe−x

2/4 (x ∈ R).

Jegyezzük meg, hogy ha h(t) := e−t
2/2 (t ∈ R), akkor h(t) = f(t/

√
2)

(t ∈ R), ill.

ĥ(x) =
∫ +∞

−∞
f(t/
√

2)e−ıtx dt =
√

2
∫ +∞

−∞
f(t)e−ıt

√
2x dt =

√
2f̂(
√

2x) =
√

2πe−x
2/2 =

√
2πh(x) (x ∈ R).

Sőt, legyen a g : R→ R abszolút integrálható függvényre

ǧ(x) :=
1√
2π

∫ +∞

−∞
g(t)e−ıtx dt (x ∈ R),

akkor nyilván ǧ = ĝ/
√

2π, ezért ȟ = h (ld. 1.4. xiv) megjegyzés).

viii) A fentiekben tárgyaltakhoz hasonlóan
”
kezelhető” a következő feladat

(állandó együtthatós lineáris differenciaegyenlet). Legyen adott ehhez
a 0 6= q ∈ R szám és az an ∈ R (n ∈ N) sorozat. Határozzunk meg
olyan xn ∈ C (n ∈ N) sorozatot, amely eleget tesz az alábbi rekurźıv
összefüggésnek:

(∗) xn+1 = qxn + an (n ∈ N).

Ha an = 0 (n ∈ N) (homogén egyenlet), azaz

(∗∗) xn+1 = qxn (n ∈ N),

akkor különösen egyszerű a feladat (ekkor egy mértani sorozatról van
szó). Ti. világos, hogy a ξn := qn (n ∈ N) sorozat eleget tesz (∗∗)-
nak, továbbá ugyanez igaz bármely α ∈ C esetén az αξn (n ∈ N)
sorozatra is:

αξn+1 = αqn+1 = qαqn = qαξn (n ∈ N).

Ugyanakkor nem nehéz belátni, hogy ha xn ∈ C (n ∈ N) a (∗∗)
egyenlet megoldása, akkor van olyan α ∈ C, amivel xn = αξn (n ∈ N).
Valóban, legyen

yn :=
xn
ξn

= q−nxn (n ∈ N).
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Ekkor

yn+1 = q−n−1xn+1 =
1

q
q−nqxn = yn (n ∈ N),

ezért az yn (n ∈ N) sorozat konstans-sorozat: yn = y0 = x0 (n ∈ N).
Következésképpen az α := x0 választással xn = ξnyn = αξn (n ∈ N).

ix) Vegyük észre, hogy ha az xn, zn ∈ C sorozatok eleget tesznek a viii)-
beli (∗) egyenlőségnek, akkor az xn− zn (n ∈ N) sorozat megoldása
az előbbi (∗∗) homogén egyenletnek:

xn+1 − zn+1 = qxn + an − (qzn + an) = q(xn − zn) (n ∈ N).

A viii) megjegyés szerint tehát egy α ∈ C együtthatóval

xn − zn = αξn (n ∈ N).

(Nyilván elegendő már csak azzal az esettel foglalkozni, amikor legalább
egy N ∋ n-re an 6= 0 (inhomogén egyenlet).) Lássuk be, hogy ekkor
alkalmas cn ∈ C (n ∈ N) sorozattal a zn := cnξn (n ∈ N) sorozat
megoldása lesz a (∗) egyenletnek. Ti. (behelyetteśıtés után) ez azzal
ekvivalens, hogy

cn+1ξn+1 = cn+1q
n+1 = qcnξn + an = cnq

n+1 + an (n ∈ N),

ezért

(∗ ∗ ∗) cn+1 = cn + q−n−1an (n ∈ N).

Világos, hogy tetszőleges c0 ∈ C megadásával a (∗ ∗ ∗) egyenlőség
egyértelműen meghatározza a cn (n ∈ N) sorozatot:

cn = c0 +
n−1∑

k=0

(ck+1 − ck) = c0 +
n−1∑

k=0

ak
qk+1

(n ∈ N).

Az ı́gy megválasztott zn (n ∈ N) sorozattal a zn + αξn (n ∈ N)
sorozat tetszőleges α ∈ C mellett eleget tesz (∗)-nak:

zn+1 + αξn+1 = qzn + an + αqξn = q(zn + αξn) + an (n ∈ N).

Megjegyezzük, hogy (∗ ∗ ∗) alapján a cn (n ∈ N) sorozat annak a
viii)-beli (∗) rekurziónak tesz eleget, amikor q = 1, és an-et q

−n−1an-re
(n ∈ N) cseréljük. Speciálisan, ha q = 1, és az an (n ∈ N) sorozat
konstans sorozat: α ∈ R, an = α (n ∈ N), akkor az előbbiek szerint

cn = c0 + nα (n ∈ N)

egy ún. számtani sorozat.
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x) Az előbbi jelöléseket megtartva azt kaptuk tehát, hogy a szóban forgó
állandó együtthatós lineáris differenciaegyenlet megoldásai a követ-
kezők:

xn = cnq
n + αqn (α ∈ C, n ∈ N).

Ha valamilyen β ∈ C mellett elő́ırjuk az x0 = β kezdeti feltételt is,
akkor (pl.) c0 := 0 esetén

β = x0 = c0 + α = α

miatt
xn = cnq

n + βqn (n ∈ N).

Tekintsük pl. az

xn+1 =
1

2
xn + 1 (n ∈ N) , x0 = 1

kezdetiérték-feladatot. Most tehát q = 1/2, an = 1 (n ∈ N), β := 1
és a c0 = 0 választással

cn =
n∑

k=1

1

qk
=

n∑

k=1

2k = 2n+1 − 2 (n ∈ N).

Ezért

xn =
(
2n+1 − 2

) 1

2n
+

1

2n
= 2− 1

2n
(n ∈ N).

xi) Nem foglalkozunk általában differenciálegyenletekkel, csupán az
alábbiakat jegyezzük meg. Mi a közös a 2.1., 2.2. feladatokban?
Egyrészt mindkettőben egy olyan

”
egyenletet” kell megoldani, amely-

ben az
”
ismeretlen” egy differenciálható egyváltozós függvény; az il-

lető egyenletben a keresett függvény első deriváltja szerepel; mind a
két egyenlet

”
explicit” az emĺıtett deriváltfüggvényre nézve. Minde-

zek
”
benne vannak” a következő, eléggé tág keretek között megadott

értelmezésben. Legyen ti. I, J ⊂ R egy-egy nýılt intervallum. Tegyük
fel, hogy az f : I × J → R függvény folytonos, és tűzzük ki az alábbi
feladat megoldását:

határozzunk meg olyan ϕ ∈ I → J függvényt, amelyre igazak a
következő álĺıtások:
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1o Dϕ nýılt intervallum;

2o ϕ ∈ D;

3o ϕ′(x) = f(t, ϕ(x)) (x ∈ Dϕ).

A most megfogalmazott feladatot explicit elsőrendű közönséges diffe-
renciálegyenletnek nevezzük, f az

”
egyenlet” jobb oldala. Ha adottak

a τ ∈ I , ξ ∈ J számok, akkor a fenti ϕ függvény 1o − 3o mellett
tegyen eleget a

4o τ ∈ Dϕ, és ϕ(τ) = ξ

kikötésnek is. Az ı́gy
”
kibőv́ıtett” feladat egy ún. kezdetiérték-probléma

(vagy Cauchy-feladat). A fentieknek eleget tevő bármely ϕ függvény
a differenciálegyenlet (kezdetiérték-probléma) megoldása. A most de-
finiált (ún. 1-dimenziós) Cauchy-feladat

”
többdimenziós” változatának

a megfogalmazásához tekintsük valamilyen n = 2, 3, ... mellett a
Jk ⊂ R (k = 1, ..., n) nýılt intervallumokat és legyen

J := J1 × J2 × ...× Jn,

ill. f : I×J → Rn folytonos függvény. Ekkor az 1o−3o feltételeknek
eleget tevő ϕ ∈ I → J függvény megkeresésére vonatkozó fenti feladat
egy explicit elsőrendű közönséges differenciálegyenletrendszer. Ha az
f koordináta-függvényei f1, ..., fn, a ϕ megoldáséi pedig a ϕ1, ..., ϕn
függvények, akkor a ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)) (x ∈ Dϕ) egyenlőség

”
koordinátás” alakban feĺırva a következő egyenletrendszert jelenti:

ϕ′
1(x) = f1(x, ϕ1(x), . . . , ϕn(x))

ϕ′
2(x) = f1(x, ϕ1(x), . . . , ϕn(x))

...
ϕ′
n(x) = fn(x, ϕ1(x), ..., ϕn(x))

(x ∈ Dϕ).

xii) Speciálisan legyenek adottak a folytonos

aik : I → R (i, k = 1, ..., n) , b = (b1, ..., bn) : I → Rn

függvények és tekintsük az

I ∋ x 7→ A(x) := (aik(x))
n
i,k=1 ∈ Rn×n
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mátrixfüggvényt. Ha

f(x, y) := A(x)· y + b(x) ((x, y) ∈ I ×Rn) ,

akkor az f által a fentiek (ld. xi)) szerint meghatározott differen-
ciálegyenletrendszert lineáris differenciálegyenletrendszernek nevezzük.
Ekkor tehát

ϕ′
1(x) =

∑n
k=1 a1k(x)ϕk(x) + b1(x)

ϕ′
2(x) =

∑n
k=1 a2k(x)ϕk(x) + b2(x)

...
ϕ′
n(x) =

∑n
k=1 ank(x)ϕk(x) + bn(x)

(x ∈ Dϕ).

Jegyezzük meg, hogy (az előbb mondottakat némileg kibőv́ıtve) itt
komplex értékű ϕ1, ..., ϕn függvényeket is megengedhetünk. Más szóval
a lineáris differenciálegyenletrendszert meghatározó előbbi f függvény
a következő:

f(x, y) := A(x)· y + b(x) ((x, y) ∈ I ×Cn) .

Ha a b függvény az azonosan nulla(-vektor) függvény, akkor a szóban
forgó lineáris differenciálegyenletrendszer homogén. Általában egy
lineáris differenciálegyenletrendszer megoldása nem egyszerű feladat,
még akkor sem, ha az aik (i, k = 1, 2, ..., n) függvények mindegyike
konstans függvény. Ekkor az A mátrixfüggvény is konstans függvény,
azaz (erre a

”
konstansra” is az A jelölést használva) A ∈ Rn×n.

A részletek mellőzésével csak a legegyszerűbb rendszert illusztrálva
tegyük fel, hogy n = 2. Az A ∈ R2×2 mátrixot illetően két eset
lehetséges.

• Van olyan invertálható T ∈ C2×2 mátrix, amellyel alkalmas
λ1, λ2 ∈ C számokkal

T−1AT =
[
λ1 0
0 λ2

]
.

Ismert, hogy ekkor λ1, λ2 az A mátrix sajátértékei. Ha t1, t2 ∈ C2

a T mátrix első, ill. második oszlopvektora, akkor t1, t2 az A
mátrix két lineárisan független sajátvektora (sajátvektor-bázis):
Ati = λiti (i = 1, 2). A homogén rendszer minden (az I in-
tervallumon értelmezett) megoldása alkalmas c1, c2 ∈ C együtt-
hatókkal a következő alakú:

c1e
λ1xt1 + c2e

λ2xt2 (x ∈ I)
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(és minden ilyen függvény megoldása a homogén rendszernek).
Igaz továbbá az, hogyha ψ : I → C egy (ún. partikuláris)
megoldása a szóban forgó lineáris differenciálegyenletrendszernek
(azaz ψ′ = Aψ+ b), akkor minden ϕ megoldás a következő alak-
ban ı́rható fel:

ϕ(x) = ψ(x) + c1e
λ1xt1 + c2e

λ2xt2 (x ∈ I)

(és bármely c1, c2 ∈ C választással megoldást kapunk).

• Alkalmas invertálható T ∈ R2×2 mátrix és λ ∈ R szám
seǵıtségével

T−1AT =
[
λ 1
0 λ

]
.

Ha t1, t2 ∈ R2 a T mátrix első, ill. második oszlopvektora,
akkor At1 = λt1, és At2 = λt2 + t1 (és t1, t2 lineárisan függet-
lenek). Tehát λ sajátértéke A-nak, t1 pedig egy sajátvektora
és a homogén rendszer (I-n értelmezett) megoldásai a következők
(tetszőleges c1, c2 ∈ R együtthatókkal):

c1e
λxt1 + c2e

λx(t2 + xt1) (x ∈ I).

Továbbá az első esetben emĺıtett ψ partikuláris megoldással

ϕ(x) = ψ(x) + c1e
λxt1 + c2e

λx(t2 + xt1) (x ∈ I).

Ha
Φ1(x) := eλ1xt1 , Φ2(x) := eλ2xt2 (x ∈ I)

(első eset), ill.

Φ1(x) := eλxt1 , Φ2(x) := eλx(t2 + xt1) (x ∈ I)

(második eset), akkor megadhatók olyan differenciálható g1, g2 : I → C
függvények, amelyekkel

ψ(x) := g1(x)·Φ1(x) + g2(x)·Φ2(x) (x ∈ I)

egy partikuláris megoldás.

Jól ismert, hogyha az A szimmetrikus mátrix vagy λ1 6= λ2, akkor az
első eset áll elő. Nyilván az első esetről van szó akkor is, ha maga az
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A mátrix diagonális. A második eset könnyen karakterizálható. Ti.
ehhez szükséges és elégséges, hogy az

A =
[
a b
c d

]
(a, b, c, d ∈ R)

mátrix sajátértékeit meghatározó

det
[
a− λ b
c d− λ

]
= λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0

(másodfokú) egyenletnek egyetlen gyöke legyen, azaz a szóban forgó
egyenlet diszkriminánsa nulla legyen:

(a− d)2 + 4bc = 0,

és az A ne legyen diagonális:

|b|+ |c| > 0.

xiii) Tekintsük pl. az alábbi feladatot:

A :=
[
1 2
2 1

]
, b(x) := (ex, 0) (x ∈ R).

Olyan ϕ = (χ, η) : R→ R2 differenciálható függvényt keresünk tehát,
amelyre ϕ′ = Aϕ+ b, azaz

χ′(x) = χ(x) + 2η(x) + ex

η′(x) = 2χ(x) + η(x)
(x ∈ R).

Az A sajátértékeit meghatározó egyenlet a következő:

det
[
1− λ 2

2 1− λ
]

= (1− λ)2 − 4 = 0,

ennek a gyökei (az A sajátértékei):

λ1 := 3 , λ2 := −1,

a megfelelő sajátvektorok pedig (pl.)

t1 := (1, 1) , t2 := (1,−1).
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Ezek nyilván lineárisan függetlenek, és

Φ1(x) = (e3x, e3x) , Φ2(x) = (e−x,−e−x) (x ∈ R).

Egy ψ partikuláris megoldás előálĺıtásához tehát olyan differenciálható
g1, g2 egyváltozós valós függvényeket keresünk, amelyekkel

ψ(x) = g1(x)·
(
e3x

e3x

)
+ g2(x)·

(
e−x

−e−x
)

(x ∈ R).

Ha x ∈ R esetén Φ(x) jelenti azt a

Φ(x) := [Φ1(x) Φ2(x)] ∈ R2×2

mátrixot, amelynek az oszlopvektorai rendre Φ1(x), Φ2(x) (alapmát-
rix), valamint g(x) := (g1(x), g2(x)) ∈ R2, akkor

ψ(x) = Φ(x)· g(x) (x ∈ R).

A Φ′(x) := [Φ′
1(x) Φ′

2(x)] jelöléssel könnyen ellenőrizhető, hogy
Φ′(x) = AΦ(x), ill.

ψ′(x) = Φ′(x)· g(x) + Φ(x)· g′(x) = AΦ(x)· g(x) + Φ(x)· g′(x) =

A·ψ(x) + Φ(x)· g′(x) (x ∈ R).

Ezért a fenti ψ függvény akkor és csak akkor megoldás (azaz
ψ′ = Aψ + b), ha Φ· g′ = Φ· (g′1, g′2) = b, tehát bármely R ∋ x-re

e3xg′1(x) + e−xg′2(x) = ex

e3xg′1(x)− e−xg′2(x) = 0.

Innen g′1(x) = 1
2e

−2x , g′2(x) = 1
2e

2x (x ∈ R), tehát pl.

g1(x) := −1

4
e−2x , g2(x) =

1

4
e2x (x ∈ R)

adódik. Így egy partikuláris megoldás a következő:

ψ(x) = Φ(x)· g(x) = (0,−ex/2) (x ∈ R).

A szóban forgó lineáris egyenletrendszer megoldásai ezért:

ϕ(x) = ψ(x) + c1e
λ1xt1 + c2e

λ2xt2 =
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(
0

−ex/2
)

+ c1·
(
e3x

e3x

)
+ c2·

(
e−x

−e−x
)

=




c1e
3x + c2e

−x

c1e
3x − c2e−x − ex/2


 (x ∈ R)

(ahol c1, c2 ∈ R tetszőleges együtthatók). Más szóval

χ(x) = c1e
3x + c2e

−x , η(x) = c1e
3x − c2e−x − ex/2 (x ∈ R).

Ha pl. a ϕ(0) = (1, 1/2) kezdeti feltételeket tűzzük ki, akkor a megfe-
lelő c1, c2 együtthatókat az

c1 + c2 = 1
c1 − c2 − 1/2 = 1/2

egyenletrendszerből nyerjük: c1 = 1 , c2 = 0. Így a kezdetiérték-prob-
léma megoldása:

ϕ(x) =



χ(x)

η(x)


 =




e3x

e3x − ex/2


 (x ∈ R).

xiv) Második példaként legyen

A :=
[

3 1
−1 1

]
, b(x) := (0, 0) (x ∈ R)

(homogén eset). Ekkor (az előbbi ϕ = (χ, η) jelöléssel) a

χ′(x) = 3χ(x) + η(x)
η′(x) = −χ(x) + η(x)

egyenletrendszernek kell fennállnia. Most (ld. fent)

a = 3, b = d = 1, c = −1,

tehát (a − d)2 + 4bc = 0 és |b| + |c| = 2 > 0, ı́gy az A nem hasonló
egyetlen diagonális mátrixhoz sem. A sajátérték-egyenlet a következő:

det
[
3− λ 1
−1 1− λ

]
= (3− λ)(1− λ) + 1 = (λ− 2)2 = 0,
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tehát az A egyetlen sajátértéke a λ := 2. A
”
nem diagonalizálható

esetnek” megfelelően az

At1 = λt1 = 2t1 , At2 = λt2 + t1 = 2t2 + t1

egyenlőségeknek eleget tevő (lineárisan független) t1, t2 vektorok (pl.)
a következők:

t1 := (1,−1) , t2 := (1, 0),

ezért (az előbbi példa analógiájára) egy alapmátrix:

Φ(x) :=



e2x e2x(1 + x)

−e2x −xe2x


 (x ∈ R).

A most vizsgált homogén lineáris rendszer megoldásai tehát az
alábbiak:

ϕ(x) =



e2x(c1 + c2(1 + x))

−e2x(c1 + c2x)


 (x ∈ R),

azaz

χ(x) = e2x(c1+c2+c2x) , η(x) = −e2x(c1+c2x) (x ∈ R, c1, c2 ∈ R).

xv) Harmadik példaként is homogén esetet fogunk vizsgálni:

A :=
[
4 −1
5 2

]
.

A ϕ = (χ, η) megoldásra most tehát

χ′(x) = 4χ(x)− η(x)
η′(x) = 5χ(x) + 2η(x)

teljesül. Az A sajátértékei a

det
[
4− λ −1

5 2− λ
]

= λ2 − 6λ+ 13 = 0

egyenletből
λ1 := 3 + 2ı , λ2 := 3− 2ı ,
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egy-egy sajátvektor pedig rendre

t1 := (1, 1− 2ı) , t2 := (1, 1 + 2ı) .

Az előbbieknek megfelelően egy alapmátrix a következő:

Φ(x) :=




e(3+2ı)x e(3−2ı)x

(1− 2ı)e(3+2ı)x (1 + 2ı)e(3−2ı)x


 (x ∈ R) .

A szóban forgó homogén lineáris differenciálegyenlet-rendszer meg-
oldásai ezért:

ϕ(x) =




e3x (c1e
2ıx + c2e

−2ıx)

e3x ((1− 2ı)c1e
2ıx + (1 + 2ı)c2e

−2ıx)


 (x ∈ R),

azaz
χ(x) = e3x

(
c1e

2ıx + c2e2ıx
)
,

η(x) = e3x
(
c1(1− 2ı)e2ıx + c2(1− 2ı)e2ıx

)
(x ∈ R, c1, c2 ∈ C)

(ahol a felülhúzás a komplex konjugálást jelenti). Ha itt c1 ∈ C , c2 :=
c1, akkor

χ(x) = e3x
(
c1e

2ıx + c1e2ıx
)

= 2e3x· Re
(
c1e

2ıx
)

=

e3x(2 Re c1· cos(2x)− 2 Im c1· sin(2x)),

η(x) = e3x
(
c1(1− 2ı)e2ıx + c1(1− 2ı)e2ıx

)
=

2e3x Re
(
c1(1− 2ı)e2ıx

)
=

e3x(2 Re (c1(1− 2ı))· cos(2x)− 2 Im (c1(1− 2ı))· sin(2x)) =

e3x((2 Re c1 + 4 Im c1)· cos(2x) + (4 Re c1 − 2 Im c1)· sin(2x)) (x ∈ R).

Így az emĺıtett megoldások közül a valós értékűeket az alábbiak szerint
kapjuk:

χ(x) = e3x(α cos(2x) + β sin(2x)) ,

η(x) = e3x((α− 2β) cos(2x) + (2α+ β) sin(2x)) (x ∈ R, α, β ∈ R).

Vegyük észre, hogy a valós értékű megoldások előbbi
”
megkeresése” az

összes megoldás között valójában nem volt esetleges. Ha ui. A ∈ R2×2

és valamilyen λ ∈ C \ R szám, ill. t ∈ C2 nem nulla vektor esetén
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At = λt , akkor At = At = λt = λt. Mivel a A mátrix sajátérték-
egyenlete egy valós együtthatós másodfokú egyenlet, ezért ennek a
λ gyökével együtt λ is gyöke. Ez azt jelenti, hogyha λ sajátértéke
A-nak, t = (τ1, τ2) ∈ C2 pedig egy neki megfelelő sajátvektor, ak-
kor λ is sajátérték, t = (τ1, τ2), pedig sajátvektor. Nyilván λ 6= λ,
ezért a fentiekben vizsgált első esetről van szó, amikor is a homogén
egyenletrendszer megoldásai:

ϕ(x) = (χ(x), η(x)) = c1e
λx· t+ c2e

λx· t (x ∈ R, c1, c2 ∈ C).

Ha tehát λ = s + ır, τ1 = y + ıw, τ2 = e + ıf, c1 = u + ıv ∈ C és
c2 = c1, akkor

ϕ(x) = (χ(x), η(x)) = c1e
λx· t+ c1eλx· t,

tehát

χ(x) = 2Re((u+ ıv)· esx(cos(rx) + ı sin(rx))· (y + ıw)),

η(x) = 2Re((u+ ıv)· esx(cos(rx) + ı sin(rx))· (e+ ıf)).

Innen már nyilvánvaló, hogy a valós értékű megoldásokat a követ-
kezőképpen kapjuk:

χ(x) = esx· (α cos(rx) + β sin(rx)) (x ∈ R),

η(x) = esx· (α̃ cos(rx) + β̃ sin(rx)) (x ∈ R),

ahol α, β ∈ R tetszőlegesek, α̃, β̃ ∈ R pedig α-tól és β-tól függő
alkalmas együtthatók.

xvi) Világos, hogy a 2.1., 2.2. feladatok mindegyike egy-egy kezdetiérték-
probléma. Ui. a 2.1. i) megjegyzésbeli szeparábilis egyenletet illetően
legyen

f(x, y) := g(x)h(y) ((x, y) ∈ I × J) .

A xi)-beli 3o egyenlőség tehát valóban azt jelenti, hogy

ϕ′(t) = g(t)h(ϕ(t)) (t ∈ Dϕ).

A 2.1. vii)-beli egzakt egyenletre gondolva az

f(x, y) := −g(x, y)
h(x, y)

((x, y) ∈ I × J)
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függvény a fentiek szerint valóban egy egzakt differenciálegyenletet
határoz meg. Hasonlóan, a 2.2. i) megjegyzésben definiált lineáris
differenciálegyenlet esetén

f(x, y) := g(x)y + h(x) ((x, y) ∈ I ×R) .

Ekkor az előbb emĺıtett 3o ḱıvánság a
”
várt”

ϕ′(t) = g(t)ϕ(t) + h(t) (t ∈ Dϕ)

egyenlőséget jelenti. Ha pl. l : I → R egy folytonos függvény, és

f(x, y) := l(x) ((x, y) ∈ I ×R) ,

akkor a megfelelő differenciálegyenlet megoldása olyan differenciálható
ϕ függvényt jelent, amelyre Dϕ ⊂ I nýılt intervallum, és

ϕ′(t) = l(t) (t ∈ Dϕ).

Ez a ϕ tehát nem más, mint az l egy primit́ıv függvénye. A fela-
datgyűjteményekben az

”
oldjuk meg az alábbi differenciálegyenleteket”

ćımszó után általában csak a xi)-beli 3o egyenlőséget szokták meg-
adni. Mi is alkalmazni fogjuk ezt a rövid́ıtést, azzal a megjegyzéssel,
hogy minden ilyen esetben tegyük

”
kerekké” a feladatot: adjuk meg a

”
hiányzó” paramétereket úgy, hogy a xi)-beli 1o, 2o, 3o egyenlőségek a

feladat szerintiekkel azonosak legyenek.

Bizonyos (nem lineáris) differenciálegyenletek megoldása visszavezet-
hető a lineáris esetre. Példaként tekintsük azt a differenciálegyenletet,
amelynek valamely α ∈ R

”
kitevő” mellett a jobb oldala a következő:

f(x, y) := g(x)y + h(x)yα ((x, y) ∈ I × (0,+∞)).

Mivel az α ∈ {0, 1} vagy a h ≡ 0 választással egy-egy lineáris dif-
ferenciálegyenletet kapunk, ezért feltehetjük, hogy α ∈ R \ {0, 1} és
Rh 6= {0}. Ekkor a szóban forgó differenciálegyenletet Bernoulli-féle
dif-ferenciálegyenletnek nevezzük. Ha a ϕ ∈ R → R differenciálható
függvény ennek egy megoldása, akkor Dϕ ⊂ I nýılt intervallum,
ϕ(x) > 0 (x ∈ Dϕ) és

ϕ′(x) = g(x)ϕ(x) + h(x)(ϕ(x))α (x ∈ Dϕ).

Ez utóbbi nyilván ekvivalens az (1−α)(ϕ(x))−α-val való beszorzás után
kapott

(1− α)ϕ′(x)(ϕ(x))−α =
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(1− α)g(x)(ϕ(x))1−α + (1− α)h(x) (x ∈ Dϕ)
egyenlőséggel. Ha tehát

ψ := ϕ1−α , g̃ := (1− α)g , h̃ := (1− α)h,

akkor ϕ := ψ
1

1−α és

ψ′(x) = g̃(x)ψ(x) + h̃(x) (x ∈ Dψ = Dϕ).

Más szóval a ψ (> 0) függvény megoldása egy lineáris diffe-
renciálegyenletnek.

Oldjuk meg pl. a

ϕ′(x) + ϕ(x) = − 1

ϕ(x)
(x ∈ Dϕ)

egyenletet. A ψ := ϕ2

”
helyetteśıtés” után ψ′ + 2ψ = −2. A vii)

”
megoldóképlet” szerint (τ ∈ Dϕ , ξ := ϕ2(τ)) :

ψ(x) =
(
ξ − 2

∫ x

τ
e2
∫ t

τ
ds dt

)
e−2

∫ x

τ
dt =

(
ξ − 2

∫ x

τ
e2(t−τ) dt

)
e−2(x−τ) =

(
ξ − e2(x−τ) + 1

)
e−2(x−τ) = (ξ + 1)e−2(x−τ) − 1 = γe−2x − 1 (x ∈ Dϕ),

ahol γ := (ξ + 1)e2τ , és az a := ln
√
γ jelöléssel pl. Dϕ := (−∞, a).

Következésképpen

ϕ(x) =
√
γe−2x − 1 (x < a).

xvii) Ha a differenciálegyenlet általunk adott meghatározásában (ld. xi))
f helyett pl. egy F ∈ R × Rn × Rn → Rn folytonos függvényből
indulnánk ki, és a keresett differenciálható ϕ ∈ R → Rn függvénytől
1o, 2o mellett 3o-ban az

F (x, ϕ(x), ϕ′(x)) = 0 (x ∈ Dϕ)

egyenlőség teljesülését ḱıvánnánk meg, akkor egy ún. implicit elsőrendű
közönséges differenciálegyenlethez jutnánk. Világos, hogy xi)-ben (az
ottani jelölésekkel) az

F (x, y, z) := f(x, y)− z ((x, y, z) ∈ I × J ×Rn)



FEJEZET 2. DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 116

speciális esetet fogalmaztuk meg. Legyen pl. n := 1, és

F (x, y, z) := x(z2 − 1)− 2yz ((x, y, z) ∈ R×R×R).

Ekkor tehát olyan ϕ : Ĩ → R differenciálható függvényt keresünk,
amelyre Ĩ ⊂ I nýılt intervallum, és

x((ϕ′(x))2 − 1)− 2ϕ(x)ϕ′(x) = 0 (x ∈ Ĩ).

Ilyen ϕ pl. (könnyen ellenőrizhetően) bármely p ∈ R \ {0} esetén a
következő:

ϕ(x) :=
x2

2p
− p

2
(x ∈ R).

A xi) defińıcióban szereplő explicit szó arra utal, hogy a 3o egyenlőség
egyik oldalán egyedül a keresett ϕ függvény Dϕ ∋ t -beli deriváltja
áll. Az elsőrendű jelző a defińıcióban azt mutatja, hogy a diffe-
renciálegyenlet megoldásának csak az első deriváltjára tettünk elő́ırást.
Végül a xi) feladat közönséges, mert benne egyváltozós függvényt ke-
resünk, amelynek a

”
közönséges” deriváltját illetően fogalmaztunk meg

elvárásokat.
”
Egyszerűnek” tűnő kérdések vezethetnek nem

”
közönsé-

ges” (parciális) differenciálegyenletekhez, mint pl. a rezgő húr prob-
lémája: a két végén kifesźıtett homogén, rezgő húr alakjának a meg-
határozása. Feltesszük, hogy az l (> 0) hosszúságú húr transzverzális
śıkrezgést végez. Megfelelő koordinátarendszert választva a húr időben
változó alakját egy u ∈ R2 → R függvény ı́rja le abban az értelemben,
hogy minden (x, t) ∈ Du esetén a húr x pontjának a kitérśe u(x, t). Ha
u ∈ D2, akkor (fizikai megfontolások alapján) egy q ∈ R együtthatóval

∂22u(x, t) = q∂11u(x, t) ((x, t) ∈ Du).

(A q-t a fesźıtőerő és a húr sűrűsége határozza meg.) Megadva a húr
kezdeti alakját és sebességét (u(x, 0) -t, ill. ∂2u(x, 0) -t (x ∈ [0, l])) az
u függvény meghatározható.

xviii) A xi)-ben megfogalmazott kezdetiérték-probléma megoldására (a sze-
parábilis, ill. a lineáris esettel szemben) általános

”
megoldó képlet”

nincs. Ilyen feladat pl. a következő:

ϕ′(t) = t2 + ϕ2(t) (t ∈ Dϕ) , ϕ(0) = 0.

A megoldás közeĺıtésére szolgáló, a gyakorlatban is gyakran jól alkal-
mazható módszer ugyanakkor az alábbi szukcessźıv approximáció. Le-
gyen a ϕn ∈ I → R (n ∈ N) függvénysorozat a következőképpen
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definiálva: az f függvényre tett alkalmas feltételek mellett van olyan
r > 0, hogy a

ϕ0(t) := ξ , ϕn+1(t) := ξ +
∫ t

τ
f(x, ϕn(x)) dx (t ∈ (τ − r, τ + r))

függvények valamennyien léteznek, bármely t ∈ (τ − r, τ + r) helyen a
ϕn(t) (n ∈ N) (szám)sorozat konvergens és a

ϕ(t) := lim
n→∞

ϕn(t) (t ∈ (τ − r, τ + r))

függvény megoldása a xi)-beli kezdetiérték-problémának. Megjegyez-
zük, hogy erről a ϕ megoldásról az is belátható, hogy

ϕ(t) = ξ +
∫ t

τ
f(x, ϕ(x)) dx (t ∈ (τ − r, τ + r)).

Ezért (is) szokták néha a szukcessźıv approximációt fixpont-algoritmus-
nak is nevezni, ti. a

ψ 7→ ξ +
∫ t

τ
f(x, ψ(x)) dx (t ∈ (τ − r, τ + r))

transzformáció a ϕ függvényt nem változtatja meg (a ϕ függvény
az illető transzformáció fixpontja). Illusztrációként tekintsük pl. (az
egyébként szeparábilis)

ϕ′(t) = tϕ(t) (t ∈ Dϕ) , ϕ(0) = 1

feladatot:

I := R , J := (0,+∞) , f(x, y) := xy (x ∈ R, y > 0)) , τ := 0 , ξ := 1.

Ekkor a fentiek szerint ϕ0(t) = 1, és

ϕn+1(t) = 1 +
∫ t

0
xϕn(x) dx (t ∈ (−r, r), n ∈ N),

ahol

ϕ1(t) = 1 +
∫ t

0
xϕ0(x) dx = 1 +

∫ t

0
x dx = 1 +

t2

2
,

ϕ2(t) = 1 +
∫ t

0
xϕ1(x) dx = 1 +

∫ t

0

(
x+

x3

2

)
dx = 1 +

t2

2
+
t4

8
,

ϕ3(t) = 1 +
∫ t

0
xϕ2(x) dx = 1 +

∫ t

0

(
x+

x3

2
+
x5

8

)
dx =
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1 +
t2

2
+
t4

8
+
t6

48
.

Innen már
”
megsejthető” (és a

”
sejtés” teljes indukcióval könnyen be

is bizonýıtható), hogy

ϕn(t) =
n∑

k=0

t2k

2k· k! (t ∈ R, n ∈ N).

Világos, hogy

ϕ(t) := lim
n→∞

ϕn(t) =
∞∑

k=0

t2k

2k· k! =
∞∑

k=0

(t2/2)k

k!
= et

2/2 (t ∈ R),

ami
”
tényleg” megoldása a szóban forgó feladatnak:

ϕ(0) = 1 , ϕ′(t) = tet
2/2 = tϕ(t) (t ∈ R).

xix) Sokszor használható közeĺıtő megoldások előálĺıtására (esetenként a
megoldás

”
megsejtésére”) az ún. hatványsormódszer. Pl. a

ϕ′(t) = tϕ(t) (t ∈ Dϕ) , ϕ(0) = 1

feladaton bemutatva mindezt, tételezzük fel, hogy a ϕ megoldás τ = 0
körül hatványsorba fejthető:

ϕ(t) =
∞∑

k=0

akt
k (t ∈ (−r, r)).

Ekkor 1 = ϕ(0) = a0 és

ϕ′(t) =
∞∑

k=1

kakt
k−1 = tϕ(t) =

∞∑

k=0

akt
k+1 (t ∈ (−r, r)),

azaz ∞∑

k=0

(k + 1)ak+1t
k =

∞∑

k=1

ak−1t
k (t ∈ (−r, r)).

Következésképpen az alábbi rekurźıv összefüggést kapjuk az ak
(k ∈ N) együtthatók között:

a0 = 1 , a1 = 0 , ak+1 =
ak−1

k + 1
(1 ≤ k ∈ N).
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Más szóval

a0 = 1 , a1 = 0 , a2 =
a0

2
=

1

2
, a3 =

a1

3
= 0,

a4 =
a2

4
=

1

8
, a5 =

a3

5
= 0 ,

amiből már
”
sejthető” (és teljes indukcióval egyszerűen be is látható),

hogy

ak =






0 (k = 2j + 1 (j ∈ N))

1/(2j· j!) (k = 2j (j ∈ N)).

Következésképpen

ϕ(t) =
∞∑

j=0

t2j

2j· j! = et
2/2 (t ∈ R).

xx) A xviii) megjegyzésben
”
bemutatott” közeĺıtő eljárás mögött a követ-

kező általános meggondolások húzódnak meg. Legyen adott egy X 6= ∅
halmaz és egy F : X → X leképezés. Ekkor bármely a ∈ X esetén az

x0 := a , xn+1 := F (xn) (n ∈ N)

elő́ırás (egylépéses rekurzió) egy (xn) : N → X sorozatot definiál. Ha
pl.

X := [1,+∞) , F (t) :=
t

2
+

1

t
(t ∈ X),

akkor a számtani-mértani közép közti egyenlőtlenség alapján
tetszőleges t ∈ X mellett

F (t) = 2· t/2 + 1/t

2
≥ 2

√
t

2
· 1
t

=
√

2 > 1,

azaz RF ⊂ (
√

2,+∞) . Többek között tehát F : X → X, ı́gy pl. az
a := 2 választással a

ς0 = 2 , ςn+1 = F (ςn) =
ςn
2

+
1

ςn
(n ∈ N)

sorozathoz jutunk. A xviii)-ban mondottakat idézve a paraméterek
alkalmas megválasztásával az előbbi absztrakt egylépéses rekurzióba
illeszkedik a ϕ0(t) := ξ,

ϕn+1(t) := F (ϕn)(t) :=
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ξ +
∫ t

τ
f(x, ϕn(x)) dx (t ∈ (τ − r, τ + r), n ∈ N)

rekurźıv megadású (ϕn) (függvény)sorozat is, ahol

F (ψ)(t) := ξ +
∫ t

τ
f(x, ψ(x)) dx (ψ ∈ X, t ∈ (τ − r, τ + r))

és X most olyan ψ : (τ − r, τ + r) → R folytonos függvényekből
álló halmazt jelöl, amelyekre (x, ψ(x)) ∈ Df (x ∈ (τ − r, τ + r)) és
F (ψ) ∈ X (ψ ∈ X).

Az előbbi (ςn) pozit́ıv valós számokból álló (sőt, (
√

2,+∞)-beli) soro-
zatról a következőket mondhatjuk:

|ςn+1 −
√

2| =
∣∣∣∣
ςn
2

+
1

ςn
−
√

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ς2n − 2ςn

√
2 + 2

2ςn

∣∣∣∣∣ =

(ςn −
√

2)2

2ςn
≤ (ςn −

√
2)2

2
√

2
(n ∈ N),

azaz a

δn :=
|ςn −

√
2|

2
√

2
(n ∈ N)

jelöléssel δn+1 ≤ δ2
n (n ∈ N). Innen teljes indukcióval rögtön adódik a

δn ≤ δ2n

0 (n ∈ N)

egyenlőtlenség, más szóval

|ςn −
√

2| ≤ 2
√

2

(
|ς0 −

√
2|

2
√

2

)2n

=

2
√

2

(
|2−
√

2|
2
√

2

)2n

≤ 2
√

2

22n (n ∈ N).

Világos ezért, hogy limn→∞ ςn =
√

2. Következésképpen a

ς0, ς1, ..., ςn, ...

(racionális!) számok
”
használhatók” a

√
2 (irracionális) szám

”
közeĺıtésére”: tetszőleges ε > 0 hibahatárhoz van olyan n ∈ N, hogy
|ςn −

√
2| < ε. Pl.

|ς3 −
√

2| =
∣∣∣∣
577

408
−
√

2

∣∣∣∣ < 0, 0115
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(ahol ς3 = 1, 41421568627...).

Vegyük észre, hogy a (ςn) sorozatot
”
generáló” fenti F függvényre

F (
√

2) =
√

2. Általában, ha az F : X → X függvényhez található
olyan α ∈ X, hogy F (α) = α, akkor α-t az F függvény fixpontjának
nevezzük. Formálisan mondva ekkor az F (x) = x

”
egyenletnek” α

(egy) megoldása. Számos gyakorlati feladat vezet ilyen
”
egyenlet”

megoldására, amikor is az illető feladat megoldása a matematikai mo-
delljében (egy alkalmas X halmaz és F : X → X függvény mellett)
az F függvény valamely fixpontjának a megkeresését jelenti. Ez utóbbi
közeĺıtéséül szolgálhatnak a fenti egylépéses rekurzióval megadott (xn)
sorozat tagjai.

xxi) Az előbbi megjegyzés végén emĺıtett
”
közeĺıtésnek” akkor van értelme,

ha valahogyan el tudjuk dönteni, hogy a szóban forgó (xn) sorozat bi-
zonyos tagja már

”
elég jó-e”? Ez utóbbin a legtöbbször azt értjük, hogy

valamilyen értelemben már elég közel van-e az illető tag α-hoz. Ezt a
közelséget pl. az előbbi ςn-ek esetében azzal mértük, hogy mekkora
a |ςn −

√
2|

”
távolság”. Ugyanakkor a

”
távolság” fogalma már elemi

szinten sem kötődik a valós számokhoz. Gondoljunk pl. az R2-ben
megismert euklideszi távolságra, amikor az (x, y), (u, v) ∈ R2 vekto-
rok távolságát a √

(x− u)2 + (y − v)2

nem-negat́ıv számmal mértük. Mind a most mondott távolság, mind
pedig a valós számok közötti távolság szempontjából csak az alábbi
szempontok (axiómák) az érdekesek:

• két vektor (szám) távolsága nem-negat́ıv szám;

• két vektor (szám) távolsága akkor és csak akkor nulla, ha a két
vektor (szám) azonos;

• az egyik vektor (szám) távolsága a másiktól ugyanaz, mint a
másiknak az előbbitől;

• két vektor (szám) távolsága nem lehet nagyobb egy harmadik vek-
tortól (számtól) mért távolságaik összegénél.

Nem nehéz belátni, hogy az előbbi tulajdonságokkal pl. a folyto-
nos függvények közötti alábbi távolság-fogalom is rendelkezik: legyen
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valamely korlátos és zárt [a, b] ⊂ R intervallum esetén a folytonos
f, g : [a, b]→ R függvények

”
távolsága”

max{|f(x)− g(x)| : x ∈ [a, b]}.

Ugyańıgy távolsághoz jutunk, ha azt az előbbi f, g esetén az

∫ b

a
|f(x)− g(x)| dx

integrállal mérjük. A konkrét példák sokasága vezet el a távolság-
fogalom általánośıtásához. Tegyük fel ehhez, hogy az X 6= ∅ halmaz
esetén a

ρ : X2 → [0,+∞)

függvény a következő tulajdonságokkal rendelkezik:

a) minden x ∈ X esetén ρ(x, x) = 0;

b) ha x, y ∈ X és ρ(x, y) = 0 , akkor x = y;

c) bármely x, y ∈ X elemekre ρ(x, y) = ρ(y, x);

d) tetszőleges x, y, z ∈ X elemekkel ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z).

(Egy (x, y) ∈ X2

”
vektor” esetén a ρ függvény (x, y)-beli helyet-

teśıtési értékére a
”
szabványos” ρ((x, y)) szimbólum helyett használjuk

az egyszerűbb ρ(x, y)-t.)

Azt mondjuk, hogy ekkor ρ egy távolságfüggvény (vagy idegen szóval
metrika); ha x, y ∈ X, akkor ρ(x, y) az x, y elemek távolsága. Az
(X, ρ) rendezett párt metrikus térnek nevezzük. Az X-beli elemek
távolsága tehát egy nem-negat́ıv szám. Bármely elem önmagától vett
távolsága nulla (ld. a)), továbbá két különböző elem távolsága min-
dig pozit́ıv (ld. b)). A távolság szimmetrikus, azaz két elem távolsága
független az illető elemek sorrendjétől (ld. c)). A d) tulajdonságot
háromszög-egyenlőtlenségként idézik. Jegyezzük meg, hogy bármely
X 6= ∅ halmaz esetén megadható ρ : X2 → [0,+∞) távolságfüggvény,
ui. a

ρ(x, y) :=






0 (ha x = y)

1 ha (x 6= y)

(
(x, y) ∈ X2

)

leképezés nyilván eleget tesz az a) – d) axiómáknak. (Az ı́gy definiált
(X, ρ)-párt diszkrét metrikus térnek nevezzük.)
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xxii) Egy (X, ρ) metrikus térben tehát van értelme annak a kérdésnek, hogy
az (xn) : N→ X sorozat és valamely α ∈ X elem esetén vajon van-e
a sorozatnak olyan tagja, amely egy előre adott hibakorlátnál

”
köze-

lebb” van α-hoz. Másképp fogalmazva: legyen ε > 0 és keressünk
olyan N ∈ N indexet, amelyre ρ(xN , α) < ε igaz. Ha a szóban forgó
sorozatot valamilyen feladat matematikai modelljében azzal a céllal
konstruáltuk, hogy az illető feladat megoldását jelentő α-t a sorozat
tagjaival a fenti értelemben közeĺıtsük, akkor az (xn) sorozat meg-
határozását numerikus módszernek (vagy közeĺıtő eljárásnak) nevezzük.
Egy ilyen módszerrel szemben természetes követelmény egyrészt az,
hogy a ρ(xN , α) < ε egyenlőtlenség bármely ε > 0 mellett realizálható
legyen. Másrészt logikusnak tűnik az az elvárás is, hogy ha az α-t va-
lamilyen hibahatárnál (ε > 0) már jobban közeĺıtő tagot találtunk a
sorozatban - legyen ez a módszer N -edik

”
lépésében” kapott xN -, ak-

kor a további lépések során adódó xn (n > N) tagokra is teljesüljön
a ρ(xn, α) < ε becslés.

Mindezek az alábbi defińıciót motiválják: az (xn) : N → X sorozatot
konvergensnek nevezzük, ha van olyan α ∈ X, amelyre bármely ε > 0
esetén egy alkalmas N ∈ N indexszel minden n ∈ N, n > N mellett
igaz a ρ(xn, α) < ε becslés. Ha ilyen α nincs, akkor azt mondjuk,
hogy az (xn) sorozat divergens. Világos, hogy minden konstans sorozat
konvergens, hiszen α ∈ X, xn = α (n ∈ N) esetén bármely N ∈ N
indexre ρ(xn, α) = 0. Könnyen belátható, hogy ha az x := (xn) :
N → X sorozat konvergens, akkor a konvergencia fenti defińıciójában
szereplő α egyértelműen van meghatározva. Ezt az α ∈ X elemet az
illető sorozat határértékének (vagy idegen szóval limeszének) nevezzük,
és rá a számsorozatok körében megszokott lim x vagy limn→∞ xn jelö-
lések valamelyikét használjuk. Így az α = limn→∞ xn egyenlőség azzal
ekvivalens, hogy minden ε > 0 mellett létezik olyan N ∈ N, hogy

ρ(xn, α) < ε (n ∈ N, n > N).

Speciálisan legyen valamely korlátos és zárt [a, b] intervallum esetén

X := C[a, b] := {f : [a, b]→ R : f folytonos},

ρ(f, g) := ρc(f, g) := max{|f(x)− g(x)| : x ∈ [a, b]} (f, g ∈ X).

Ebben a metrikus térben egy fn ∈ X (n ∈ N) (függvény)sorozat kon-
vergenciája a következőt jelenti: van olyan f ∈ X függvény, amellyel
bármely ε > 0 szám esetén egy alkalmas N ∈ N (

”
küszöb”) indexszel



FEJEZET 2. DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 124

minden x ∈ [a, b] helyen

|fn(x)− f(x)| < ε (n ∈ N, n > N)

teljesül. Világos, hogy egyúttal tetszőleges x ∈ [a, b] esetén a helyet-
teśıtési értékek (fn(x)) sorozata (ami egy valós számokból álló sorozat)
f(x)-hez konvergál. Külön is érdemes felh́ıvni a figyelmet arra, hogy az
itt szereplő N csak ε-tól függ, [a, b] ∋ x-től nem. Ezért azt mondjuk,
hogy az (fn) sorozat egyenletesen konvergál az f határfüggvényhez.

xxiii) A sorozatok konvergenciájára adott defińıciónknak formálisan megvan
az a hátránya, hogy a konvergencia tényének az eldöntéséhez felhasznál
egy, a sorozaton

”
ḱıvüli” valamit is, ti. (egy később határértéknek ne-

vezett) α ∈ X elemet. Joggal vetődik fel a kérdés, hogy nem lehetne-
e a konvergenciának egy olyan

”
belső” értelmezését megadni, amely

kizárólag a sorozat tagjainak a seǵıtségével dönt a szóban forgó sorozat
konvergens vagy divergens voltáról. Egy szükséges feltételt minden-
esetre könnyen kaphatunk, nevezetesen: ha az (xn) sorozat konver-
gens és α := limn→∞ xn, akkor bármely ε > 0 számhoz létezik olyan
N ∈ N, hogy

ρ(xk, α) < ε/2 (k ∈ N, k > N).

Ekkor viszont a háromszög-egyenlőtlenség miatt minden m, n ∈ N,
m, n > N esetén

ρ(xn, xm) ≤ ρ(xnα) + ρ(xm, α) < ε/2 + ε/2 = ε.

Nevezzük az (xn) sorozatot Cauchy-sorozatnak, ha az előbbi követ-
kezmény igaz rá: minden ε > 0 számhoz létezik olyan N ∈ N, hogy

ρ(xn, xm) < ε (n,m ∈ N, n,m > N).

Tehát minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat. Különös jelentő-
séggel b́ırnak azok a terek, amelyekben ez utóbbi feltétel elégséges
is a szóban forgó sorozat konvergenciájához. Ezekkel kapcsolatos a
következő defińıció: azt mondjuk, hogy (X, ρ) egy teljes metrikus
tér, ha benne bármely Cauchy-sorozat konvergens. Magát a Cauchy-
sorozat defińıciójában szereplő feltételt Cauchy-kritériumnak (vagy bel-
ső konvergencia-kritériumnak) nevezzük. Így pl. teljes metrikus terek
az alábbiak:
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• (Ks, ρp), ahol 0 < s ∈ N, 1 ≤ p ≤ +∞, a K szimbólum vagy
R-et vagy C-t jelöli, és ξ = (ξ1, ..., ξs), η = (η1, ..., ηs) ∈ Ks esetén

ρp(ξ, η) :=






(∑s
k=1 |ξk − ηk|p

)1/p
(p < +∞)

max{|ξk − ηk| : k = 1, ..., s} (p = +∞).

Speciálisan (K, ρ) := (K1, ρ) is teljes metrikus tér, ha

ρ(x, y) := |x− y| (x, y ∈ K).

• bármely korlátos és zárt [a, b] intervallum esetén (C[a, b], ρc) (ld.
xxii)) teljes metrikus tér.

xxiv) (Banach-Tyihonov-Cacciopoli-féle fixponttétel.) Legyen (X, ρ) teljes
metrikus tér, f : X → X kontrakció, azaz egy alkalmas q ∈ [0, 1)
számmal minden x, y ∈ X esetén teljesül a ρ(f(x), f(y)) ≤ q· ρ(x, y)
becslés. Ekkor

1o egyértelműen létezik olyan α ∈ X, amely fixpontja f -nek:
f(α) = α;

2o bármely x0 ∈ X elemet véve az xn+1 := f(xn) (n ∈ N)
elő́ırással definiált (xn) sorozat konvergens, és limn→∞ xn = α;

3o tetszőleges n ∈ N indexre igaz a következő (apriori) becslés:

ρ(xn, α) ≤ qn

1− q · ρ(x0, x1).

Tekintsük pl. az X := [1,+∞), ρ(x, y) := |x − y| (x, y ∈ X) módon
definiált (X, ρ) teljes metrikus teret és az

f(x) :=
x

2
+

1

x
(x ∈ X)

függvényt (ld. xx)). Ekkor f : X → X, és bármely x, y ∈ X esetén

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣∣∣
x− y

2
+
y − x
xy

∣∣∣∣∣ = |x− y|·
∣∣∣∣∣
1

2
− 1

xy

∣∣∣∣∣ <
|x− y|

2
,
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ezért f kontrakció (pl. q := 1/2
”
megfelelő” választás ehhez). A fenti

tétel szerint tehát f -nek egyetlen fixpontja van, ami könnyen láthatóan√
2. Következésképpen az

x0 := 2 , xn+1 := f(xn) =
xn
2

+
1

xn
(n ∈ N)

sorozatra lim (xn) =
√

2 és

|xn −
√

2| ≤ (1/2)n

1− 1/2
· |2− 3/2| =

(
1

2

)n
(n ∈ N).

(A xx) megjegyzésben ugyanerre (az ott (ςn)-nel jelölt) sorozatra

”
jobb” hibabecslést kaptunk. Ez nem meglepő, hiszen xx)-ban a szóban

forgó metrikus tér, ill. sorozat speciális jellemzőit is kihasználtuk, mı́g
most csupán az általános (absztrakt) tétel feltételeit.)

xxv) A fixponttétel 1o és 2o pontja egyúttal hatékony algoritmust is ḱınál a
fixpont közeĺıtő meghatározására. A 3o hibabecslő formulából bármely
0 < m ∈ N esetén

ρ(xm, α) ≤ q

1− q · ρ(xm, xm−1)

adódik. Alkalmazzuk ui. az emĺıtett becslést az yn := xm−1+n (n ∈ N)
sorozatra az n := 1 választással.

xxvi) Emlékeztetünk a xi) megjegyésben megfogalmazott kezdetiérték-
feladatra. Adott I, J ⊂ R nýılt intervallumok, τ ∈ I, ξ ∈ J és
f : I × J → R folytonos függvény esetén olyan ϕ ∈ I → J függvényt
keresünk, amelyre igazak a következő álĺıtások:

1o Dϕ nýılt intervallum;

2o ϕ ∈ D;

3o ϕ′(t) = f(t, ϕ(t)) (t ∈ Dϕ);

4o τ ∈ Dϕ és ϕ(τ) = ξ.

Az itt szereplő 3o és 4o egyenlőség együttesen ekvivalens a következő
(ϕ-re vonatkozó) integrálegyenlettel:

ϕ(t) = ξ +
∫ t

τ
f(x, ϕ(x)) dx (t ∈ Dϕ).
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Legyen δ > 0 olyan szám, hogy [τ − δ, τ + δ] ⊂ I, ill.

X := {ψ : [τ − δ, τ + δ]→ J : ψ folytonos}.

Ha ψ ∈ X, akkor tekintsük a

(∗) [τ − δ, τ + δ] ∋ t 7→ ξ +
∫ t

τ
f(x, ψ(x)) dx

leképezést. Ahhoz, hogy ez szintén X-beli legyen, az kell, hogy

ξ +
∫ t

τ
f(x, ψ(x)) dx ∈ J (t ∈ [τ − δ, τ + δ])

teljesüljön. Ezt pl. a következőképpen biztośıthatjuk. Válasszuk
először is a µ > 0 számot úgy, hogy a [ξ − µ, ξ + µ] ⊂ J tartalmazás
fennálljon, és legyen

M := max{|f(x, y)| : x ∈ [τ − δ, x+ δ], y ∈ [ξ − µ, ξ + µ]}.

Ekkor a ḱıvánt tartalmazás nyilván teljesül, ha

max
{∣∣∣∣
∫ t

τ
f(x, ψ(x)) dx

∣∣∣∣ : t ∈ [τ − δ, τ + δ]
}
≤ µ.

Módośıtsuk az X defińıcióját úgy, hogy

X := {ψ : [τ − δ, τ + δ]→ [ξ − µ, ξ + µ] : ψ folytonos} ,

ekkor az előbbi maximum nyilván becsülhető Mδ-val. Így Mδ ≤ µ
esetén a (∗)-ban definiált függvény (jelöljük ez utóbbi függvényt T (ψ)-
vel) is X-beli. (Ha a kiindulásul választott δ-ra Mδ > µ, akkor ı́rjunk
a δ helyébe olyan (nyilván nála kisebb)

”
új” pozit́ıv δ számot, hogy

Mδ ≤ µ legyen. Az ennek megfelelő
”
új” M az előzőnél legfeljebb ki-

sebb lesz, ı́gy az Mδ ≤ µ becslés nem
”
romlik” el.) Ezzel értelmeztünk

egy T : X → X leképezést, amelyre tetszőleges ψ, φ ∈ X mellett

ρc(T (ψ), T (φ)) =

max
{∣∣∣∣
∫ t

τ
(f(x, ψ(x))− f(x, φ(x)) dx

∣∣∣∣ : t ∈ [τ − δ, τ + δ]
}
.

Tegyük fel, hogy egy alkalmas L ≥ 0 konstanssal minden t ∈ I, vala-
mint y, z ∈ [ξ − µ, ξ + µ], választással igaz a következő becslés:

|f(t, y)− f(t, z)| ≤ L· |y − z|.



FEJEZET 2. DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 128

Ekkor
ρc(T (ψ), T (φ)) ≤

max
{∫ t

τ
|f(x, ψ(x))− f(x, φ(x)| dx : t ∈ [τ − δ, τ + δ]

}
≤

L·max
{∫ t

τ
|ψ(x))− φ(x)| dx : t ∈ [τ − δ, τ + δ]

}
≤

L·max
{∫ t

τ
ρc(ψ, φ) dx : t ∈ [τ − δ, τ + δ]

}
=

Lρc(ψ, φ)·max{|t− τ | : t ∈ [τ − δ, τ + δ]} ≤ Lδρc(ψ, φ) (ψ, φ ∈ X),

tehát a T leképezés Lδ < 1 esetén kontrakció. Válasszuk ı́gy a δ-t
(ezt - az

”
eddigi” δ-t legfeljebb csökkentve - megtehetjük), és alkalmaz-

zuk a fixpont-tételt, miszerint van olyan ψ ∈ X, amelyre T (ψ) = ψ.
(Emlékeztetünk arra, hogy (X, ρc) teljes metrikus tér.) Legyen

ϕ(t) := ψ(t) (t ∈ (τ − δ, τ + δ)),

ekkor a T defińıciója szerint

ϕ(t) = ξ +
∫ t

τ
f(x, ϕ(x)) dx (t ∈ (τ − δ, τ + δ)).

Ez éppen azt jelenti, hogy ϕ megoldása a kiindulási kezdetiérték-
feladatnak. A fixponttétel révén az alábbi numerikus algoritmust kap-
juk a szóban forgó kezdetiérték-probléma közeĺıtő megoldására (szuk-
cessźıv approximáció (ld. xviii))):

ϕ0(t) := ξ , ϕn+1(t) := ξ+
∫ t

τ
f(x, ϕn(x)) dx (t ∈ [τ−δ, τ+δ], n ∈ N).

Ekkor a fixponttétel 3o hibabecslő formulája (ld. xxiv)) szerint
bármely n ∈ N indexre tetszőleges t ∈ [τ − δ, τ + δ] helyen

|ϕ(t)− ϕn(t)| ≤ max{|ϕ(z)− ϕn(z)| : z ∈ [τ − δ, τ + δ]} ≤

(Lδ)n

1− Lδ ·max{|ϕ0(z)− ϕ1(z)| : z ∈ [τ − δ, τ + δ]} =

(Lδ)n

1− Lδ ·max
{∣∣∣∣
∫ z

τ
f(x, ξ) dx

∣∣∣∣ : z ∈ [τ − δ, τ + δ]
}
≤ Mδ

1− Lδ · (Lδ)
n.

Így Lδ < 1 miatt minden ε > 0 esetén van olyan N ∈ N
”
küszöb,

hogy az N < n ∈ N indexekre tetszőleges t ∈ (τ − δ, τ + δ) pontban
|ϕ(t)−ϕn(t)| < ε (azaz a (ϕn) sorozat egyenletesen konvergál ϕ-hez).
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xxvii) Foglaljuk össze az eddig mondottakat az alábbi Picard-Lindelöf-
féle egzisztencia-tételben: legyenek I, J ⊂ R nýılt intervallumok,
f : I × J → R folytonos függvény. Tegyük fel továbbá, hogy a J
bármely korlátos és zárt J̃ részintervallumához van olyan L ≥ 0 szám,
hogy a t ∈ I, y, z ∈ J̃ elemekre

|f(t, y)− f(t, z)| ≤ L|y − z|.
Ekkor tetszőleges τ ∈ I, ξ ∈ J esetén az f, τ, ξ által meghatározott
kezdetiérték-feladatnak van megoldása.

Azt mondjuk, hogy f eleget tesz a Lipschitz-feltételnek, ha rendel-
kezik az előbbi tételben megfogalmazott tulajdonsággal. Megmutat-
ható, hogy az egzisztencia-tétel feltételei mellett az abban szereplő
bármely kezdetiérték-feladat egyértelműen oldható meg (unicitási tétel)
az alábbi értelemben: ha a ϕ függvény mellett ϕ̃ is megoldása, akkor
ϕ(t) = ϕ̃(t) (t ∈ Dϕ ∩ Dϕ̃). Pl. a

ϕ′(t) =
√
|ϕ(t)| , ϕ(0) = 0

kezdetiérték-feladat triviálisan megoldható, hiszen a ϕ ≡ 0 függvény
nyilván megoldása. Ugyanakkor könnyen ellenőrizhető, hogy a

ϕ̃(t) :=






t2/4 (t ≥ 0)

−t2/4 (t < 0)

függvény is megoldás. Mivel Dϕ∩Dϕ̃ = R és ϕ(t) 6= ϕ̃(t) (0 6= t ∈ R),
ezért ez a feladat nem egyértelműen oldható meg. Világos, hogy a
szóban forgó kezdetiérték-problémát az

f(x, y) :=
√
|y| (x, y ∈ I := J := R)

függvény
”
generálja”. Tetszőleges

t ∈ R, 0 < y < z ≤ n−2 (0 < n ∈ N)

esetén az

|f(t, y)− f(t, z)| = |√y −
√
z| = |y − z|√

y +
√
z
≤ L· |y − z|

egyenlőtlenségből

L ≥ 1√
y +
√
z
>

1

2
√
z
≥ n

2

következik. Innen nyilvánvaló, hogy erre az f függvényre nem teljesül
a fenti Lipschitz-feltétel.
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2.2.1. Feladatok

1o Oldjuk meg az alábbi lineáris differenciálegyenleteket:

a) ϕ′(t) = 1
t ϕ(t) + t2 + 3t− 2 (t ∈ Dϕ);

b) ϕ′(t) = (ctg t)ϕ(t)− 1
cos t (t ∈ Dϕ);

c) ϕ′(t) = 3t2 − 2
t3

ϕ(t) + 1 (t ∈ Dϕ);
d) ϕ′(t) = ϕ(t) + sin t (t ∈ Dϕ);
e) ϕ′(t) = 2ϕ(t) + et (t ∈ Dϕ);
f) ϕ′(t) = 1

1− tϕ(t) + 1√
1− t2 (t ∈ Dϕ)!

2o Adjuk meg a következő kezdetiérték-problémák megoldásait:

a) ϕ′(t) + 2
t ϕ(t) = t3 (t ∈ Dϕ) , ϕ(1) = 1;

b) ϕ′(t) + ϕ(t) ctg t = 5ecos t (t ∈ Dϕ) , ϕ(π/2) = −4;

c) (1− t2)ϕ′(t) + tϕ(t) = 1 (t ∈ Dϕ) , ϕ(0) = 1;

d) ϕ′(t) + t2ϕ(t) = t2 (t ∈ Dϕ) , ϕ(2) = 1;

e) ϕ′(t) = 1
t ϕ(t) + tet (t ∈ Dϕ) , ϕ(1) = 0;

f) tϕ′(t) + 2ϕ(t) = 2t cos t+ 2 sin(2t) (t ∈ Dϕ) , ϕ(π) = 1!

3o Számı́tsuk ki egy soros RL-körben folyó áram erősségét, ha a körre kap-
csolt feszültség (U) az alábbiak szerint függ az időtől (adott A, ω > 0
paraméterekkel):

U(t) := A sin(ωt) (t ∈ R)!

4o Mik a megoldásai az alábbi Bernoulli-féle differenciálegyenleteknek:

a) ϕ′(t) + ϕ(t) + ϕ2(t) = 0 (t ∈ Dϕ) , ϕ(1) = 0;

b) ϕ′(t) + ϕ2(t) = ϕ(t) (t ∈ Dϕ);
c) ϕ′(t) = ϕ(t) + xϕ5(t) (t ∈ Dϕ);
d) ϕ′(t) + ϕ(t) = (1− 2t)ϕ3(t) (t ∈ Dϕ);
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e) t2ϕ′(t) + tϕ(t) +
√
ϕ(t) = 0 (t ∈ Dϕ);

f) ϕ′(t)− ϕ2(t) + tϕ(t) = 0 (t ∈ Dϕ);
g) ϕ(t)ϕ′(t) + ϕ2(t) tg t = cos3/2 t (t ∈ Dϕ)?

5o Valamely v́ızben oldódó anyagból egy bizonyos mennyiséget v́ızbe
szórunk. Tapasztalatból tudjuk, hogy az oldódás sebessége a még fel
nem oldódott anyag mennyiségével egyenesen arányos. Írjunk fel olyan
kezdetiérték-problémát, amely matematikailag modellezi a fenti folya-
matot!

6o Adott magasságból adott kezdő sebességgel függőlegesen lefelé eldo-
bunk egy testet. Tegyük fel, hogy a testre esés közben csupán a se-
bességével egyenesen arányos fékező erő és a nehézségi erő hat. Milyen
kezdetiérték-problémának tesz eleget a test sebességét léıró függvény?

7o Egy folyadékkal teli henger alakú tartály alján lyukat vágunk.
A folyadék kifolyásának a sebessége (a súrlódást figyelmen ḱıvül
hagyva) egyenesen arányos a folyadék tartálybeli magasságának a
négyzetgyökével. Azt szeretnénk meghatározni, hogy mennyi idő alatt
folyik ki a tartályból a folyadék. Adjunk meg olyan kezdetiérték-
problémát, amelynek a megoldásával válaszolhatunk a kérdésre!

8o Forgásfelület alakú tükörről a forgástengellyel párhuzamosan érkező
fénysugarak a visszaverődés után egy ponton mennek át. Metsszük el a
szóban forgó felületet egy, a forgástengelyen áthaladó śıkkal. Írjunk fel
olyan differenciálegyenletet, amelynek a megoldásával meghatározható
a metszetgörbe!

9o Egy forgástest alakú, homogén anyageloszlású oszlop v́ızszintes
fedőlapját valamekkora függőleges irányú erő terheli. Az oszlopot úgy
akarjuk megtervezni, hogy a fedőlappal párhuzamos összes keresztmet-
szetben ugyanakkora nyomás keletkezzen. Melyik az a kezdetiérték-
probléma, amelynek a megoldásával meg tudjuk határozni a forgástest
felületéből a forgástengelyen átmenő śık által kimetszett görbét?

10o A v́ızszintessel α szöget (0 < α < π/2) bezáró śık felületre egy testet
helyezünk, amely a nehézségi erő hatására lefelé csúszik. A mozgást
a ”szokásos” súrlódási erő (amely tehát egyenesen arányos a felületre
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merőleges nyomóerővel) és a lehelyezéshez képesti elmozdulással egye-
nesen arányos visszatéŕıtő erő akadályozza. Modellezzük egy megfelelő
kezdetiérték-problémával a test mozgását!

11o Egy testet valamekkora kezdősebességgel elhaj́ıtunk, mégpedig a
v́ızszintessel α szöget (0 < α < π/2) bezáró irányban. Tegyük fel,
hogy mozgás közben a testre a nehézségi erőn ḱıvül a mindenkori se-
bességgel arányos fékező erő hat. Arra vagyunk ḱıváncsiak, hogy (a kez-
deti helyzethez képest) mikor lesz a test a legmagasabban és mekkora
ez a magasság. Milyen kezdetiérték-problémával hozható kapcsolatba
a feladat?

12o Tegyük fel, hogy egy áramkörben csak (sorbakapcsolt) ohmos és in-
dukt́ıv ellenállás van (RL-kör). Az áramkört (időtől függő) feszültség
alá helyezve a körben folyó áram erőssége is függ az időtől. Adjunk meg
olyan differenciálegyenletet, amelynek az áramerősség-idő függvény ele-
get tesz!

13o Egy nýılt intervallumon értelmezett, differenciálható valós értékű ϕ
függvényről azt tudjuk, hogy bármely a ∈ Dϕ esetén az (a, ϕ(a)) pont-
nak az a -beli érintő X-tengellyel való metszéspontjától vett (euklide-
szi) távolsága ugyanakkora. Milyen differenciálegyenlet megoldásaként
kapható meg a ϕ függvényt?

14o Van-e olyan nýılt intervallumon értelmezett, valós értékű, differenci-
álható ϕ függvény, hogy bármely t ∈ Dϕ esetén a t-beli érintő, az
X-tengely és az origót (t, ϕ(t))-vel összekötő szakasz által határolt
háromszög területe állandó?

15o Oldjuk meg az alábbi kezdetiérték-feladatokat:

a) xn+1 − 2xn = 0 (n ∈ N) , x0 = 1;

b) 4xn+1 − xn = 0 (n ∈ N) , x0 = 2;

c) xn+1 − xn + 3 = 0 (n ∈ N) , x0 = 1;

d) xn+1 = 2xn + 4 (n ∈ N) , x0 = 1;

e) 2xn+1 + 3xn = (−2)n (n ∈ N) , x0 = −1;

f) 3xn+1 = xn + 2 (n ∈ N) , x0 = 1!
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16o Számı́tsuk ki a felsorolt lineáris rendszerek, ill. kezdetiérték-problémák
megoldásait (a χ(x), η(x) (x ∈ R) helyetteśıtési értékeket):

a)
χ′(x) = 2χ(x) + η(x)
η′(x) = 3χ(x) + 4η(x)

b)
χ′(x) = 3χ(x) + 2η(x)
η′(x) = 2χ(x) + 6η(x)

c)
χ′(x) = 4χ(x)− η(x)
η′(x) = χ(x) + 2η(x)

d)
χ′(x) = −5χ(x)− η(x)
η′(x) = χ(x)− 3η(x)

e)
χ′(x) = χ(x)− η(x)
η′(x) = −4χ(x) + 3η(x)

, χ(0) = 0 , η(0) = 1

f)
χ′(x) = 3χ(x) + 2η(x) + e2x

η′(x) = 2χ(x) + 6η(x) + 1
, χ(0) = η(0) = 0

g)
χ′(x) = 3χ(x) + η(x)
η′(x) = −χ(x) + η(x) + e2x· sin x , χ(0) = η(0) = 1

h)
χ′(x) = χ(x) + 2η(x) + ex

η′(x) = 2χ(x) + η(x) + 1
, χ(0) = η(0) = 1

i)
χ′(x) = −7χ(x) + η(x)
η′(x) = −2χ(x)− 5η(x)

j)
χ′(x) = 3χ(x)− 2η(x)
η′(x) = 4χ(x)− η(x)!

17o Alkalmazzuk a fixpont-tételt az alábbi kezdetiérték-feladatok megoldá-
sára:

a) ϕ′(x) = xϕ(x) (x ∈ Dϕ) , ϕ(0) = 1;

b) ϕ′(x) = x+ ϕ(x) (x ∈ Dϕ) , ϕ(0) = 0;

c) ϕ′ = ϕ2 , ϕ(1) = 1!

18o Számı́tsuk ki a következő kezdetiérték-feladatok közeĺıtő megoldásait a
0.1 helyen 10−2 pontossággal:

a) ϕ′(x) = 3x+ ϕ2(x) (x ∈ Dϕ) , ϕ(0) = 1;

b) ϕ′(x) = x2 − ϕ2(x) (x ∈ Dϕ) , ϕ(0) = 0!
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2.3. Másodrendű differenciálegyenletek

Tegyük fel, hogy egy egyenes mentén mozgó m tömegű tömegpontra az alábbi
erők hatnak:

a) az egyenes valamely pontjához viszonýıtott elmozdulással arányos,
az illető pontba mutató

”
visszatéŕıtő” erő;

b) a pillanatnyi sebességgel arányos
”
fékező” erő;

c) az előbbiektől (de az időtől nem feltétlenül) független
”
külső” erő.

Írjuk le a tömegpont mozgását, ha ismerjük a megfigyelés kezdetekor elfoglalt
helyzetét és az akkori sebességét!

Jelöljük az a)-beli elmozdulás-idő függvényt s -sel, az ezzel kapcsolatos
arányossági tényező legyen 0 < α ∈ R. A b)-beli arányossági tényező legyen
0 ≤ β ∈ R, a c)-beli erő pedig F : R → R. Az egyszerűség kedvéért
feltesszük, hogy s : R → R, s ∈ D2 és s0 := s(0), s′0 := s′(0) adot-
tak (a megfigyelés kezdetekor észlelt helyzet, ill. sebesség). A Newton-féle
mozgástörvényeket alkalmazva az alábbi matematikai modell (

”
egyenlet”)

adódik:

(7) ms′′(t) = F (t)− αs(t)− βs′(t) (t ∈ R),

ahol tehát s(0) = s0 , s
′(0) = s′0. Vizsgáljuk először a (7) egyenletnek azt a

speciális esetét, amikor F ≡ 0 (homogén egyenlet), azaz (ekvivalens módon
mindjárt átalaḱıtva)

(8) s′′(t) +
β

m
s′(t) +

α

m
s(t) = 0 (t ∈ R).

Könnyen látható, hogy a (8) egyenlőségnek alkalmas q valós vagy (nem valós)
komplex számmal a ϕ(t) := eqt (t ∈ R) függvény eleget tesz. Ui. a
ϕ′(t) = qeqt, ϕ′′(t) = q2eqt (t ∈ R) deriváltakat behelyetteśıtve (8)-ba azt
kapjuk, hogy

(9)

(
q2 +

β

m
q +

α

m

)
eqt = 0 (t ∈ R).

A (9) egyenlőség (és ı́gy (8) is) pontosan akkor teljesül, ha a q szám eleget
tesz a

(10) q2 +
β

m
q +

α

m
= 0
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másodfokú egyenletnek. A (10) megoldásai a következők:

q1 :=
−β/m+

√
(β/m)2 − 4α/m

2
, q2 :=

−β/m−
√

(β/m)2 − 4α/m

2
.

Vegyük észre, hogyha q := q1 = q2, azaz, ha (β/m)2 = 4α/m, akkor a
ϕ(t) := teqt (t ∈ R) függvény is kieléǵıti (8)-at. Valóban, ekkor

ϕ′(t) = eqt + qteqt , ϕ′′(t) = 2qeqt + q2teqt (t ∈ R)

miatt a most mondottak azzal ekvivalensek, hogy

2qeqt + q2teqt +
β

m

(
eqt + qteqt

)
+
α

m
teqt =

((
q2 +

β

m
q +

α

m

)
t+ 2q +

β

m

)
eqt = 0 (t ∈ R).

Mivel q megoldása (10)-nek, ezért q2 + βq/m + α/m = 0. Ugyanakkor a

(β/m)2 = 4α/m feltételezés miatt q = −β/(2m), azaz 2q + β
m = 0 is igaz.

Legyen tehát

ϕ1(t) :=






eq1t (q1 6= q2)

eqt (q := q1 = q2)
, ϕ2(t) :=






eq2t (q1 6= q2)

teqt (q := q1 = q2)
(t ∈ R),

ekkor a ϕ1, ϕ2 függvények eleget tesznek (8)-nak. Sőt, megmutatható, hogy
ha az s : R → C (kétszer differenciálható) függvény a (8) homogén egyen-
letnek megoldása, akkor alkalmas c1, c2 ∈ C együtthatókkal

(11) s(t) = c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) (t ∈ R),

és minden ilyen alakú függvény megoldása (8)-nak. Valóban, legyen

A :=
(

0 1
−α/m −β/m

)
, ψ(t) := (s(t), s′(t)) (t ∈ R),

ekkor könnyen láthatóan ψ′(t) = Aψ(t) (t ∈ R). Tegyük fel először, hogy
q1 6= q2. Mivel q1, q2 egyúttal az A mátrix két (különböző) sajátértéke,
ezért alkalmas T ∈ C2×2 mátrix seǵıtségével A diagonális alakra transz-
formálható:

T−1AT = Λ :=
(
q1 0
0 q2

)
.
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Következésképpen a θ(t) := T−1ψ(t) (t ∈ R) jelöléssel

θ′(t) = T−1ψ′(t) = T−1Aψ(t) = ΛT−1ψ(t) = Λθ(t) (t ∈ R),

azaz (a θ vektorfüggvény koordináta-függvényeit rendre θ1, θ2-vel jelölve)

θ′j(t) = qjθj(t) (t ∈ R, j = 1, 2).

A 2.2. pontban látottak alapján tehát alkalmas αj ∈ C együtthatókkal

θj(t) = αje
qjt (t ∈ R, j = 1, 2).

Legyenek a T mátrix első sorának az elemei rendre a, b, továbbá c1 := α1a,
c2 := α2b, akkor a ψ(t) = Tθ(t) (t ∈ R) (vektor-)egyenlőségből

s(t) = aθ1(t) + bθ2(t) = c1e
q1t + c2e

q2t (t ∈ R).

Ha q1 = q2 (=: q), akkor a fenti A mátrix nem diagonalizálható ugyan,
de a T ∈ C2×2 mátrix megválasztható úgy, hogy

T−1AT = Λ :=
(
q 1
0 q

)
.

A fenti jelöléseket megtartva ekkor

θ′1(t) = qθ1(t) + θ2(t) , θ′2(t) = qθ2(t) (t ∈ R).

Ismét a 2.2. pontra hivatkozva ezért valamilyen C ∋ α-val θ2(t) = αeqt

(t ∈ R), ı́gy
θ′1(t) = qθ1(t) + αeqt (t ∈ R).

Következésképpen (ld. 2.2.) valamilyen β ∈ C együtthatóval

θ1(t) = βeqt + g(t)eqt (t ∈ R),

ahol a g differenciálható függvényre g′(t)eqt = αeqt (t ∈ R). A g(t) :=
αt (t ∈ R) választás ezért nyilván megfelelő, következésképpen

θ1(t) = βeqt + αteqt (t ∈ R).

Innen (az előbbiekhez hasonlóan) a c1 := aβ + bα, c2 := aα jelölésekkel

s(t) = aθ1(t) + bθ2(t) = c1e
qt + c2te

qt (t ∈ R).

Ha a (10) ún. karakterisztikus egyenletnek egy darab (kétszeres) gyöke
van (azaz q := q1 = q2), akkor q = −β/(2m) valós szám. Ezért ekkor a
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ϕ1, ϕ2 alaprendszer is egyváltozós valós függvényekből áll. Következésképpen
a (8) homogén egyenlet összes valós értékű megoldását úgy kapjuk meg, hogy
(11)-ben c1, c2 helyébe rendre a valós számokat ı́rjuk. Ugyanez a helyzet
akkor is, ha q1 6= q2 és (β/m)2 > 4α. Ha viszont q1 6= q2, és (β/m)2 < 4α,
akkor q1, q2 nem valós komplex számok. Nyilvánvaló, hogy a 2.3 feladat
szempontjából csak a valós értékű s függvények jöhetnek szóba. Legyen
ezért q1 = u + ıv (u, v ∈ R, v 6= 0) a q1 gyök kanonikus előálĺıtása, ekkor
q2 = u− ıv. Egyszerű számolással ellenőrizhető, hogy a

ϕ̃1(t) := eut cos(vt) , ϕ̃2(t) := eut sin(vt) (t ∈ R)

valós függvények eleget tesznek (8)-nak, ill. a (8) homogén egyenlet bármely
s : R→ R megoldása egyértelműen ı́rható fel

s(t) = c1ϕ̃1(t) + c2ϕ̃2(t) (t ∈ R)

alakban c1, c2 ∈ R együtthatókkal (és minden ilyen alakú függvény meg-
oldása (8)-nak). Speciálisan, ha β = 0 (a csillaṕıtás nélküli, vagy más szóval

a harmonikus rezgés esete), akkor u = 0, és v =
√
α/m, ill.

s(t) = c1 cos(vt) + c2 sin(vt) = c· sin(vt+ δ) (t ∈ R)

(alkalmas c ∈ R amplitúdóval és δ ∈ R fázisszöggel).

Tekintsük tehát a (8) homogén egyenlet fenti ϕ1, ϕ2 alaprendszerét, és
tegyük fel, hogy az F függvény nem az azonosan nulla függvény (azaz
(7) inhomogén egyenlet). Ekkor alkalmas g, h kétszer differenciálható
függvényekkel az

(12) S(t) := g(t)ϕ1(t) + h(t)ϕ2(t) (t ∈ R)

függvény eleget tesz a (7) inhomogén egyenletnek (az állandók variálásának
a módszere). Ui. bármely t ∈ R helyen

S ′(t) = g′(t)ϕ1(t) + g(t)ϕ′
1(t) + h′(t)ϕ2(t) + h(t)ϕ′

2(t),

S ′′(t) = g′′(t)ϕ1(t)+2g′(t)ϕ′
1(t)+g(t)ϕ

′′
1(t)+h

′′(t)ϕ2(t)+2h′(t)ϕ′
2(t)+h(t)ϕ

′′
2(t),

amiből

S ′′(t) +
β

m
S ′(t) +

α

m
S(t) =

g(t)

(
ϕ′′

1(t) +
β

m
ϕ′

1(t) +
α

m
ϕ1(t)

)
+ h(t)

(
ϕ′′

2(t) +
β

m
ϕ′

2(t) +
α

m
ϕ2(t)

)
+
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+
β

m
[ϕ1(t)g

′(t) + ϕ2(t)h
′(t)] + [ϕ′

1(t)g
′(t) + ϕ′

2(t)h
′(t)] +

+ [ϕ1(t)g
′(t) + ϕ2(t)h

′(t)]
′
=

β

m
[ϕ1(t)g

′(t) + ϕ2(t)h
′(t)] + [ϕ′

1(t)g
′(t) + ϕ′

2(t)h
′(t)] +

+ [ϕ1(t)g
′(t) + ϕ2(t)h

′(t)]
′
.

Így az

S ′′(t) +
β

m
S ′(t) +

α

m
S(t) =

F (t)

m
(t ∈ R)

egyenlőség teljesül, hacsak pl. a g, h függvények minden R ∋ t-re eleget
tesznek a

(13)
ϕ1(t)g

′(t) + ϕ2(t)h
′(t) = 0

ϕ′
1(t)g

′(t) + ϕ′
2(t)h

′(t) =
F (t)
m

egyenletrendszernek. Adott t ∈ R mellett a g′(t), h′(t)
”
ismeretlenekre”

vonatkozó (13) lineáris egyenletrendszer determinánsa a következő:

W (t) :=
∣∣∣∣
ϕ1(t) ϕ2(t)
ϕ′

1(t) ϕ′
2(t)

∣∣∣∣

(a ϕ1, ϕ2 rendszer ún. Wronski-determinánsa). Továbbá q1 6= q2 esetén

W (t) :=

∣∣∣∣
eq1t eq2t

q1e
q1t q2e

q2t

∣∣∣∣ = e(q1+q2)t(q2 − q1) 6= 0,

ill., ha q := q1 = q2, akkor

W (t) :=
∣∣∣∣
eqt teqt

qeqt (1 + qt)eqt

∣∣∣∣ = e2qt 6= 0.

Ugyanezt mondhatjuk akkor is, ha ϕ1, ϕ2 helyébe a (valós értékű) ϕ̃1, ϕ̃2

függvényeket ı́rjuk:

W (t) :=

∣∣∣∣
eut cos(vt) eut sin(vt)

eut(u cos(vt)− v sin(vt)) eut(u sin(vt) + v cos(vt))

∣∣∣∣ =

e2ut(v cos2(vt) + v sin2(vt))) = ve2ut 6= 0.
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Azt kaptuk tehát, hogy (13) minden R ∋ t-re egyértelműen megoldható,
és (ld. Cramer-szabály)

g′(t) =






F (t)e−q1t

m(q1 − q2)
(q1 6= q2)

−t·F (t)e−qt

m (q := q1 = q2)

,

h′(t) =






F (t)e−q2t

m(q2 − q1)
(q1 6= q2)

F (t)e−qt

m (q := q1 = q2),

ill. q1, q2 ∈ C \R esetén a valós értékű ϕ̃1, ϕ̃2 alaprendszert használva

g′(t) = −e
−utF (t) sin(vt)

mv
, h′(t) =

e−utF (t) cos(vt)

mv
.

A g′, h′ : R→ C deriváltfüggvények tehát folytonosak, ezért a szóban forgó
g és h valóban létezik, pl. (ld. a primit́ıv függvényekkel kapcsolatos Newton-
Leibniz-tételt):

g(t) =






1
m(q1 − q2)

∫ t

0
F (x)e−q1x dx (q1 6= q2)

− 1
m

∫ t

0
x·F (x)e−qx dx (q := q1 = q2)

(t ∈ R),

h(t) =






1
m(q2 − q1)

∫ t

0
F (x)e−q2x dx (q1 6= q2)

1
m

∫ t

0
F (x)e−qx dx (q := q1 = q2)

(t ∈ R),

ill. q1, q2 ∈ C \R esetén

g(t) = − 1

mv

∫ t

0
e−uxF (x) sin(vx) dx (t ∈ R),

h(t) =
1

mv

∫ t

0
e−uxF (x) cos(vx) dx (t ∈ R).
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(Megjegyezzük, hogyha q1, q2 ∈ C \ R, akkor az előbbi valós értékű g, h
együttható-függvényekkel a (12)-beli S függvény is valós értékű lesz, ha
ϕ1, ϕ2 helyett a ϕ̃1, ϕ̃2 függvényeket ı́rjuk.)

Legyen most már s : R → C a (7) inhomogén egyenlet valamely meg-
oldása. Ekkor a (12)-beli S függvénnyel s − S megoldása a (8) homogén
egyenletnek:

(s− S)′′(t) +
β

m
(s− S)′(t) +

α

m
(s− S)(t) =

(
s′′(t) +

β

m
s′(t) +

α

m
s)(t)

)
+

(
S ′′(t) +

β

m
S ′(t) +

α

m
S(t)

)
=

F (t)

m
− F (t)

m
= 0 (t ∈ R).

Láttuk viszont, hogy alkalmas c1, c2 ∈ C együtthatókkal

(s− S)(t) = c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) (t ∈ R),

azaz (12) szerint a (7) inhomogén egyenlet általános megoldása a következő:

s(t) = (s− S)(t) + S(t) = (g(t) + c1)ϕ1(t) + (h(t) + c2)ϕ2(t) =






(g(t) + c1)e
q1t + (h(t) + c2)e

q2t (q1 6= q2)

(g(t) + c1)e
qt + (h(t) + c2)te

qt (q := q1 = q2)

(t ∈ R).

A q1, q2 ∈ C\R esetben a ϕ1, ϕ2 függvények helyett a ϕ̃1, ϕ̃2 alaprendszert
használva és c1, c2 helyébe valós számokat ı́rva az általános valós értékű
megoldásokhoz jutunk:

s(t) = (g(t) + c1)e
ut cos(vt) + (h(t) + c2)e

ut sin(vt) (t ∈ R).

Az s(0) = s0, s
′(0) = s′0 kezdeti feltételeknek megfelelő c1, c2 együtt-

hatók kiszámı́tása g(0) = h(0) = g′(0) + h′(0) = 0 miatt q1 6= q2 esetén
a

c1 + c2 = 0
q1c1 + q2c2 = s′0

vagy
c1 = 0
uc1 + vc2 = s′0 − g′(0),

ha pedig q := q1 = q2, akkor a

c1 = s0

qc1 + c2 = s′0 − g′(0),
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egyenletrendszerből történhet.

2.3. Megjegyzések

i) A 2.3. feladat egy másodrendű állandó együtthatós lineáris differenci-
álegyenlet. Legyenek ti. adottak az a, b ∈ R számok, az I ⊂ R nýılt
intervallum és a folytonos f : I → R függvény. Adjunk meg olyan
kétszer differenciálható ϕ ∈ I → C függvényt, amelyre Dϕ ⊂ I nýılt
intervallum, és

(∗) ϕ′′(t) + aϕ′(t) + bϕ(t) = f(t) (t ∈ Dϕ).

Ezt a feladatot (gyakran csak (∗)-ot) nevezzük másodrendű állandó
együtthatós lineáris differenciálegyenletnek.

Megjegyezzük, hogy mindez speciális esete az általános másodrendű
differenciálegyenleteknek. Legyen ehhez ti. G ∈ R4 → R folytonos
függvény, és keressünk olyan ϕ ∈ R→ R, ϕ ∈ D2 függvényt, amelyre
Dϕ nýılt intervallum, bármely Dϕ ∋ x-re (x, ϕ(x), ϕ′(x), ϕ′′(x)) ∈ DG,
és

G(x, ϕ(x), ϕ′(x), ϕ′′(x)) = 0.

Általában ennek a feladatnak a megoldása
”
reménytelen”, egyes ese-

tekben azonban könnyűszerrel visszavezethetők már ismert (
”
megoldó-

képlettel” b́ıró) egyenletekre. Ez a helyzet pl. akkor, ha az egyenlet
hiányos: egy alkalmas H ∈ R3 → R folytonos függvénnyel

G(x, y, z, v) = H(x, z, v) (y ∈ R , (x, z, v) ∈ DH)

vagy

G(x, y, z, v) = H(y, z, v) (x ∈ R , (y, z, v) ∈ DH).

Az első esetben a ϕ megoldásra

(1o) H(x, ϕ′(x), ϕ′′(x)) = 0 (x ∈ Dϕ),

a második esetben

(2o) H(ϕ(x), ϕ′(x), ϕ′′(x)) = 0 (x ∈ Dϕ)

teljesül.
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Ha (1o)-ben φ := ϕ′, akkor

H(x, φ(x), φ′(x)) = 0 (x ∈ Dφ = Dϕ),

azaz φ egy (implicit) elsőrendű közönséges differenciálegyenlet meg-
oldása. A korábbi ismereteink alapján ezt sok esetben meg tudjuk
oldani, amiből ϕ már könnyen meghatározható. Legyen pl.

H(x, z, v) := v +
z

x+ 1
((x, z, v) ∈ (−1,+∞)×R×R),

ekkor tehát

ϕ′′(x) +
ϕ′(x)

x+ 1
= 0 (x ∈ Dϕ),

azaz

φ′(x) = − 1

x + 1
φ(x) (x ∈ Dφ).

Ez egy homogén lineáris differenciálegyenlet, amelynek a megoldásai
(ld. 2.2.):

φ(x) =
α

x+ 1
(x ∈ (−1,+∞) , α ∈ R).

A ϕ′(x) = α
x+ 1 (x ∈ (−1,+∞)) egyenlőségből

ϕ(x) = α ln (x+ 1) + β (x ∈ (−1,+∞) , α, β ∈ R).

A (2o) esetben tegyük fel, hogy ϕ′(x) 6= 0 (x ∈ Dϕ), ekkor ϕ

invertálható, és ϕ−1 ∈ D. Legyen ψ := ϕ′ ◦ ϕ−1, ı́gy ψ′ = ϕ′′ ◦ ϕ−1

ϕ′ ◦ ϕ−1 ,

azaz
ϕ′′ ◦ ϕ−1 = ψ′ϕ′ ◦ ϕ−1 = ψ′ψ.

A (2o) egyenlőség az x := ϕ−1(t) (t ∈ Dϕ−1) helyetteśıtéssel tehát a
következő:

(2oo) H(t, ψ(t), ψ′(t)ψ(t)) = 0 (t ∈ Dϕ−1),

ami ismét csak egy (implicit) elsőrendű közönséges differenciálegyenlet.
A ψ megoldás ismeretében a ϕ függvény a ϕ′ = ψ ◦ ϕ elsőrendű
explicit közönséges differenciálegyenletből számı́tható ki. Tekintsük pl.
a

H(y, z, v) := yv − 2z2 + 2z ((y, z, v) ∈ R3)



FEJEZET 2. DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 143

függvényt, azaz, amikor

ϕ(x)ϕ′′(x) = 2(ϕ′(x))2 − 2ϕ′(x) (x ∈ Dϕ).

A ψ := ϕ′ ◦ ϕ−1 helyetteśıtéssel (feltételezve, hogy a (2oo)-höz vezető
feltételek teljesülnek) (2oo) a következő:

tψ′(t)ψ(t) = 2ψ2(t)− 2ψ(t) (t ∈ Dϕ−1).

Tegyük fel, hogy 0 /∈ Rψ, ekkor az előbbi egyenlőségből azt kapjuk,
hogy

tψ′(t) = 2ψ(t)− 2 (t ∈ Dϕ−1).

Innen egy alkalmas R ∋ α-val ψ(t) = 1 + α2t2 (t ∈ Dϕ−1), tehát ϕ-t
a

ϕ′(x) = ψ(ϕ(x)) = 1 + α2ϕ2(x) (t ∈ Dϕ)
egyenletből határozhatjuk meg: ϕ(x) = x+ γ (x, γ ∈ R), vagy

ϕ(x) =
1

α
tg (αx+ β)

(
α 6= 0, β ∈ R , αx+ β ∈ (− π

2
,
π

2
)
)
.

ii) A P (t) := t2 + at + b (t ∈ C) másodfokú polinom az i)-beli (∗)
egyenlet karakterisztikus polinomja. Minden, az i)-ben megfogalmazott
feltételeknek eleget tevő ϕ függvényt a szóban forgó feladat (egyenlet)
megoldásának nevezünk. A 2.3. feladat vizsgálata során lényegében a
(∗) egyenlet ϕ : I → C megoldásait (beleértve a valós ϕ : I → R
megoldásokat is) álĺıtottuk elő.

iii) Legyen

M := {ϕ : I → C : ϕ′′(t) + aϕ′(t) + bϕ(t) = f(t) (t ∈ I)},

Mh := {ϕ : I → C : ϕ′′(t) + aϕ′(t) + bϕ(t) = 0 (t ∈ I)}.
Ekkor Mh = {c1ϕ1 + c2ϕ2 : c1, c2 ∈ C} és tetszőleges ψ ∈ M (parti-
kuláris megoldás) esetén

M = ψ +Mh := {ψ + ϕ : ϕ ∈Mh}.

A lineáris algebra nyelvén tehát Mh 2-dimenziós vektortér. Ha ϕ1, ϕ2

az Mh vektortér bázisa (alaprendszer), akkor

W (t) :=
∣∣∣∣
ϕ1(t) ϕ2(t)
ϕ′

1(t) ϕ′
2(t)

∣∣∣∣ = ϕ1(t)ϕ
′
2(t)− ϕ2(t)ϕ

′
1(t) (t ∈ I)
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az ún. Wronski-determináns. Egyszerű számolással ellenőrizhető, hogy

W ′(t) = ϕ1(t)ϕ
′′
2(t)− ϕ2(t)ϕ

′′
1(t) =

ϕ1(t) (−aϕ′
2(t)− bϕ2(t))−ϕ2(t) (−aϕ′

1(t)− bϕ1(t)) = −aW (t) (t ∈ I).
A W függvény tehát eleget tesz egy homogén lineáris diffe-
renciálegyenletnek (ld. 2.2. ii) megjegyzés). Következésképpen (ld.
2.2. iii) megjegyzés) alkalmas c ∈ R együtthatóval

W (t) = ce−at (t ∈ R).

iv) A kényszerrezgések között különösen érdekes a periodikus külső
kényszer esete, amikor is a 2.3. feladatban (ld. (7)):

F (t) := A sin(ωt+ θ) (t ∈ R),

ahol A > 0 (amplitudó), ω > 0 (kényszerfrekvencia) és θ ∈ [0, 2π).
Tekintsünk most el a csillaṕıtástól, azaz legyen β := 0. Ekkor (ld.
a 2.2. feladat valós értékű megoldásainak az előálĺıtását) egy (valós)

alaprendszer az ω0 :=
√
α/m (sajátfrekvencia) jelöléssel az

R ∋ t 7→ cos(ω0t) , R ∋ t 7→ sin(ω0t)

függvényrendszer. Egyszerűen megadhatunk egy partikuláris meg-
oldást is. Ez ui. könnyen ellenőrizhetően

a) ω 6= ω0 esetén pl. a

R ∋ t 7→ q

ω2
0 − ω2

sin(ωt+ θ),

b) ω = ω0 (rezonancia) esetén pedig pl. a

R ∋ t 7→ − q

2ω
t cos(ωt+ θ)

függvény (q := A/m). Az ω0 6= ω feltétel mellett tehát

s(t) = γ cos(ω0t) + δ sin(ω0t) +
q

ω2
0 − ω2

sin(ωt+ θ) (t ∈ R),

ahol a γ, δ együtthatókat az

s(0) = γ +
q

ω2
0 − ω2 sin θ = s0 , s

′(0) = δω0 +
qω

ω2
0 − ω2

cos θ = s′0
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egyenlőségekből kapjuk. Így az a) esetben

s(t) =

(
s0 −

q

ω2
0 − ω2

sin θ

)
cos(ω0t)+

+
1

ω0

(
s′0 −

qω

ω2
0 − ω2

cos θ

)
sin(ω0t) +

q

ω2
0 − ω2

sin(ωt+ θ) (t ∈ R).

A harmonikus rezgéshez hasonlóan alkalmas r > 0 , θ0 ∈ [0, 2π)
seǵıtségével most is feĺırhatjuk s(t)-t a következő alakban:

s(t) = r sin(ω0t+ θ0) +
q

ω2
0 − ω2

sin(ωt+ θ) (t ∈ R),

ami nem más, mint két harmonikus rezgés összege.

Ha ω0 = ω, akkor

s(t) = γ cos(ωt) + δ sin(ωt)− q

2ω
t cos(ωt+ θ) (t ∈ R),

és
s(0) = s0 = γ , s′(0) = δω − q

2ω
cos θ = s′0.

Tehát a b) esetben

s(t) = s0 cos(ωt)− q

2ω
t cos(ωt+θ)+

1

ω

(
s′0 +

q

2ω
cos θ

)
sin(ωt) (t ∈ R),

azaz megfelelően választott r > 0 , θ0 ∈ [0, 2π) paraméterekkel

s(t) = r sin(ωt+ θ0)−
q

2ω
t cos(ωt+ θ) (t ∈ R).

Az ω sajátfrekvenciájú harmonikus rezgésre ekkor nem harmonikus
rezgés, hanem a t 7→ − q

2ωt cos(ωt + θ) aperiodikus mozgás szuper-
ponálódik.

v) A fentiekben vizsgált másodrendű egyenletek speciális esetei a maga-
sabb rendű állandó együtthatós lineáris differenciáelgyenleteknek. Ne-
vezetesen, legyen I ⊂ R nýılt intervallum, 1 ≤ n ∈ N, ak ∈ R
(k = 0, ..., n − 1), f : I → R pedig folytonos függvény. Olyan
ϕ ∈ I → C függvényt keresünk, amelyre



FEJEZET 2. DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 146

i) Dϕ ⊂ I nýılt intervallum;

ii) ϕ ∈ Dn;

iii) ϕ(n)(t) +
∑n−1
k=0 akϕ

(k)(t) = f(t) (t ∈ Dϕ).

Ezt a feladatot n-edrendű állandó együtthatós lineáris differenciálegyen-
letnek nevezzük. Minden olyan ϕ függvény, amely eleget tesz az előbbi
ḱıvánalmaknak, az illető differenciáelgyenlet megoldása. A

P (t) := tn +
n−1∑

k=0

akt
k (t ∈ C)

polinom a szóban forgó egyenlet karakterisztikus polinomja.

Nem nehéz belátni, hogy a fenti feladat ekvivalens egy (állandó együtt-
hatós) lineáris differenciálegyenlet-rendszerrel a következő értelemben.
Legyen ti. i, k = 1, ..., n és

bi :=






0 (i = 1, ..., n− 1)

f (i = n),

aik :=






0 (i = 1, ..., n− 1 , k 6= i+ 1)

1 (i = 1, ..., n− 1 ; k = i+ 1)

−ak−1 (i = n , k = 1, ..., n).

Tekintsük az

f(x, y) := A· y + b(x) (x ∈ I, y ∈ Cn)

függvény által meghatározott

(∗) ψ′(x) = A·ψ(x) + b(x) (x ∈ Dψ)

lineáris differenciálegyenlet-rendszert (ld. 2.2. xii) megjegyzés), ahol

A := (aik)
n
i,k=1 =




0 1 0 0 ... 0
0 0 1 0 ... 0
. . . . ... .
. . . . ... .
. . . . ... .
0 0 0 0 ... 1

−an−1 −an−2 −an−3 −an−4 ... −a0




: I → Rn×n,
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b :=




b1
b2
.
.
.
bn




=




0
0
.
.
.
f




: I → Rn .

Ha tehát a

(∗∗) ψ =




ψ1

ψ2

.

.

.
ψn




∈ I → Cn

függvény ez utóbbinak a megoldása, akkor Dψ ⊂ I egy nýılt interval-
lum és bármely x ∈ Dψ esetén






ψ′
i(x) = ψi+1(x) (i = 1, ..., n− 1)

ψ′
n(x) =

∑n
k=1 ak−1(x)ψk(x) + f(x).

Legyen valamely n-szer differenciálható ϕ ∈ I → C függvény esetén

Φϕ :=




ϕ
ϕ′

.

.

.
ϕ(n−1)




∈ I → Cn.

Ha ϕ megoldása a fent definiált n-edrendű állandó együtthatós
lineáris differenciálegyenletnek, akkor a ψ := Φϕ függvény eleget tesz
(∗)-nak. Ford́ıtva, ha a (∗∗)-beli ψ megoldása (∗)-nak, akkor ϕ := ψ1

megoldása a szóban forgó n-edrendű differenciálegyenletnek (átviteli
elv).

vi) Az v) megjegyzésben megfogalmazott feladatra utalva n = 3 esetén
vázoljuk a

ϕ′′′(t) + aϕ′′(t) + bϕ′(t) + cϕ(t) = 0 (t ∈ Dϕ)
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homogén egyenlet megoldásait (ahol a, b, c ∈ R). Az v)-beli karakte-
risztikus polinom most tehát az alábbi:

P (t) = t3 + at2 + bt+ c (t ∈ C).

Megmutatható, hogy alkalmas ϕ1, ϕ2, ϕ3 : R → C függvényekkel
(alaprendszer) a homogén egyenlet R-en értelmezett ϕ : R→ C meg-
oldásai pontosan a következő alakú függvények:

(∗) ϕ(t) = c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) + c2ϕ2(t) (c1, c2, c3 ∈ C, t ∈ R).

A most emĺıtett alaprendszer a P polinom λ1, λ2, λ3 gyökeitől függően
pl. az alábbi lehet:

a) ha a λ1, λ2, λ3 gyökök páronként különbözőek, akkor

ϕ1(t) := eλ1t , ϕ2(t) := eλ2t , ϕ3(t) := eλ3t (t ∈ R);

b) ha λ := λ1 = λ2 6= λ3, akkor

ϕ1(t) := eλt , ϕ2(t) := teλt , ϕ3(t) := eλ3t (t ∈ R);

c) ha λ := λ1 = λ2 = λ3, akkor

ϕ1(t) := eλt , ϕ2(t) := teλt , ϕ3(t) := t2eλt (t ∈ R).

Arról egyszerű számolással (behelyetteśıtéssel) meggyőződhetünk, hogy
az a), b), c)-beli függvények a jelzett esetekben megoldásai a most
vizsgált harmadrendű homogén egyenletnek. Ha pl. λ ∈ C és ϕ(x) :=
eλx (x ∈ R), akkor a ϕ függvény pontosan abban az esetben lesz a
fenti homogén egyenletnek a megoldása, ha

ϕ′′′(t) + aϕ′′(t) + bϕ′(t) + cϕ(t) = eλt·
(
λ3 + aλ2 + bλ + c

)
=

eλt·P (λ) = 0 (t ∈ R),

azaz pontosan akkor, ha P (λ) = 0. Ha λ (legalább) kétszeres gyöke
P -nek, akkor P (λ) = 0 és

P ′(λ) = 3λ2 + 2aλ+ b = 0.

Ebben az esetben a ϕ(x) := xeλx (x ∈ R) függvényre

ϕ′′′(t) + aϕ′′(t) + bϕ′(t) + cϕ(t) =
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eλt·
(
λ3t+ 3λ2 + 2aλ+ aλ2t+ b+ bλt + ct

)
=

eλt·
(
t
(
λ3 + aλ2 + bλ+ c

)
+
(
3λ2 + 2aλ+ b

) )
=

eλt· t·P (λ) = 0 (t ∈ R),

azaz ϕ megoldása a homogén egyenletnek. Ha λ háromszoros gyöke
P -nek, akkor P (λ) = 0, és

P ′(λ) = 3λ2 + 2aλ+ b = 0 , P ′′(λ) = 6λ+ 2a = 0,

ill. a ϕ(x) := x2eλx (x ∈ R) függvényre

ϕ′′′(t) + aϕ′′(t) + bϕ′(t) + cϕ(t) =

eλt·
(
6λ+ 6tλ2 + λ3t2 + 2a+ 4atλ + aλ2t2 + 2bt+ bλt2 + ct2

)
=

eλt·
(
(6λ+ 2a) + 2t(3λ2 + 2aλ+ b) + t2·P (λ)

)
= 0 (t ∈ R).

Következésképpen ϕ megoldása a homogén egyenletnek.

vii) Tetszőleges 2 ≤ n ∈ N esetén a következőket mondhatjuk. Tekintsük
ehhez a (ld. v))

P (x) := xn +
n−1∑

k=0

akx
k (x ∈ C)

karakterisztikus polinomot és tegyük fel, hogy a P gyöktényezős
előálĺıtása a következő:

P (x) =
k∏

j=1

(x− λj)νj (x ∈ C)

(ahol λ1, ..., λk ∈ C jelöli a P összes páronként különböző gyökét,
0 < νj ∈ N pedig a λj gyök multiplicitását (j = 1, ..., k)). Ekkor a

ϕjl(x) := xleλjx (x ∈ I , j = 1, ..., k ; l = 0, ..., νj − 1)

függvények lineárisan független megoldásai a

ϕ(n)(t) +
n−1∑

k=0

akϕ
(k)(t) = 0 (t ∈ R)

homogén egyenletnek, és ez utóbbinak a ϕ : R→ C megoldásai ponto-
san a ϕjl-ek lineáris kombinációi. Arról, hogy a most emĺıtett lineáris
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kombinációk megoldásai a homogén egyenletnek, az n = 3 esethez
hasonlóan egyszerű behelyetteśıtéssel győződhetünk meg. Ehhez ui.
nyilván elegendő azt belátni, hogy valamennyi ϕjl megoldás: legyen

∆ki :=






1 (i ≤ k)

0 (i > k)
(i ∈ N),

ekkor

ϕ
(k)
jl (x) =

l∑

i=0

∆ki

(
k

i

)
l(l − 1)...(l − i+ 1)xl−iλk−ij eλjx (x ∈ R).

Azt kell megmutatnunk, hogy

ϕ
(n)
jl (x) +

n−1∑

k=0

akϕ
(k)
jl (x) = 0 (x ∈ R).

A fenti egyenlőség bal oldala a ϕ
(k)
jl (x) deriváltakra kiszámı́tott formula

alapján a következő:

eλjx

(
l∑

i=0

(
n

i

)
l(l − 1)...(l − i+ 1)xl−iλn−ij +

n−1∑

k=0

ak
l∑

i=0

∆ki

(
k

i

)
l(l − 1)...(l − i+ 1)xl−iλk−ij

)
=

eλjx

(
l∑

i=0

l(l − 1)...(l − i+ 1)xl−i
((

n

i

)
λn−ij +

n−1∑

k=i

ak

(
k

i

)
λk−ij

))
=

eλjx

(
l∑

i=0

(
l

i

)
xl−i

(
n(n− 1)...(n− i+ 1)λn−ij +

n−1∑

k=i

akk(k − 1)...(k − i+ 1)λk−ij

))
=

eλjx
l∑

i=0

(
l

i

)
xl−iP (i)(λj) (x ∈ R).

Mivel l ≤ νj − 1 és λj a P -nek νj-szeres gyöke, ezért bármely i =
0, ..., l esetén P (i)(λj) = 0, amiből az álĺıtásunk már következik.
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viii) A valós értékű megoldásokról vi)-ban a következőket mondhatjuk: ha
n = 3, akkor a P harmadfokú polinom valós együtthatós volta miatt
vagy minden gyöke valós szám (ekkor a vi)-beli ϕ1, ϕ2, ϕ3 függvények
nyilván valós értékűek) vagy (pl.) λ3 ∈ R és λ1 = u + ıv,
λ2 = u − ıv (ahol u, v ∈ R, v 6= 0), ami természetesen a vi)-beli a)
esetben valósulhat csak meg. Ekkor az ott szereplő alaprendszer he-
lyetteśıthető az alábbival:

ϕ1(t) := eut cos(vt) , ϕ2(t) := eut sin(vt) , ϕ3(t) := eλ3t (t ∈ I).

Ha már most (∗)-ban c1, c2, c3 helyébe rendre a valós számokat ı́rjuk,
akkor a homogén egyenlet (valamennyi) valós értékű megoldását meg-
kapjuk.

Tetszőleges 2 ≤ n ∈ N esetén (is) vegyük figyelembe, hogy - a karakte-
risztikus polinom minden együtthatója valós szám lévén - az esetleges
λj ∈ C \R gyökökkel együtt λj is (ugyanannyiszoros) gyöke P -nek.
Tegyük fel ezért, hogy valamely s ∈ N, s ≤ k/2 mellett

λ1, λ1, ..., λs, λs ∈ C \R , λ2s+1, ..., λk ∈ R,

és tekintsük (a vi)-ban definiált ϕjl-ek seǵıtségével) a





Reϕjl , Imϕjl (j = 1, ..., s ; l = 0, ..., νj − 1),

ϕmr (m = 2s+ 1, ..., k ; r = 0, ..., νm − 1)

függvényeket. Ez a függvényrendszer valós értékű (és továbbra is
lineárisan független) függvényekből áll, és a homogén egyenletnek a
ϕ : R → R megoldásai pontosan ezek valós együtthatós lineáris kom-
binációi. Jegyezzük meg, hogyha αj := Reλj, βj := Imλj , akkor

Reϕjl(x) = xleαjx· cos(βjx) , Imϕjl(x) = xleαjx· sin(βjx)

(x ∈ I , j = 1, ..., s ; l = 0, ..., νj − 1)) .

ix) Ha v)-ben n = 3, és az f függvény nem az azonosan nulla függvény,
akkor a

(∗∗) ϕ′′′(t) + aϕ′′(t) + bϕ′(t) + cϕ(t) = f(t) (t ∈ Dϕ)

inhomogén differenciálegyenlet bármely ψ : I → C megoldását (parti-
kuláris megoldás) véve a (∗∗) egyenlet ϕ : I → C megoldásai pontosan
a következő függvények:

ϕ(t) = ψ(t) + Φ(t) (t ∈ I),
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ahol Φ : I → C helyébe rendre a fenti vi)-beli homogén egyenlet
megoldásai ı́rhatók. Egy ilyen ψ függvényt pl. az állandók variálásával
álĺıthatunk elő:

ψ(t) = g(t)ϕ1(t) + h(t)ϕ2(t) + l(t)ϕ3(t) (t ∈ I).
A (háromszor differenciálható) g, h, l : I → C függvényeknek a de-
riváltjai a t ∈ I pontokban a

ϕ1(t)g
′(t) + ϕ2(t)h

′(t) + ϕ3(t)l
′(t) = 0

ϕ′
1(t)g

′(t) + ϕ′
2(t)h

′(t) + ϕ′
3(t)l

′(t) = 0
ϕ′′

1(t)g
′(t) + ϕ′′

2(t)h
′(t) + ϕ′′

3(t)l
′(t) = f(t)

egyenletrendszerből számı́thatók ki. (Utána pedig integrálással kap-
hatók meg ilyen g, h, l : I → C függvények.)

Ugyanez mondható el n = 4, 5, 6, ... esetén is: ha ϕ1, ..., ϕn a homogén
egyenlet lineárisan független megoldásai, akkor alkalmas

g1, ..., gn : I → C

differenciálható függvényekkel

ψ :=
n∑

j=1

gjϕj

(partikuláris) megoldása a

ϕ(n)(t) +
n−1∑

k=0

akϕ
(k)(t) = f(t) (t ∈ Dϕ)

inhomogén egyenletnek. Az utóbbi (I-n értelmezett) megoldásai pon-
tosan azok a függvények, amelyek ψ+Φ alakúak, ahol Φ (tetszőleges)
megoldása a homogén egyenletnek. Az itt szereplő gj-ket, ill. a de-
riváltjaikat a t ∈ I pontokban a

ϕ1(t)g
′
1(t) + ϕ2(t)g

′
2(t) + · · · + ϕn(t)g

′
n(t) = 0

ϕ′
1(t)g

′
1(t) + ϕ′

2(t)g
′
2(t) + · · · + ϕ′

n(t)g
′
n(t) = 0

. . · · · .

. . · · · .

. . · · · .

ϕ
(n−2)
1 (t)g′1(t) + ϕ

(n−2)
2 (t)g′2(t) + · · · + ϕ(n−2)

n (t)g′n(t) = 0

ϕ
(n−1)
1 (t)g′1(t) + ϕ

(n−1)
2 (t)g′2(t) + · · · + ϕ(n−1)

n (t)g′n(t) = f(t)
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egyenletrendszerből határozhatjuk meg. Ennek a megoldása sok eset-
ben fáradságos művelet, ami gyakran

”
elkerülhető”. Előre megmond-

ható ui., hogy bizonyos t́ıpusú f függvények esetén milyen alakú par-
tikuláris megoldás létezése garantálható. Az egyik ilyen, a gyakorlat
számára is fontos függvényt́ıpus az ún. kvázipolinom. Ez utóbbin az

R ∋ x 7→ Q(x)· eλx

alakú függvényt értjük, ahol λ ∈ C, Q pedig polinom. Ha m ∈ N
az itt szereplő Q fokszáma, λ pedig j (∈ N)-szeres gyöke a P ka-
rakterisztikus polinomnak (a j = 0 eseten azt értve, hogy λ nem
gyöke P -nek), akkor f -nek ezt a kvázipolinomot választva van olyan,
legfeljebb m-edfokú R polinom, hogy az

R ∋ x 7→ xj ·R(x)· eλx

függvény partikuláris megoldás. Vegyük észre, hogy minden polinom
egyúttal kvázipolinom is (λ = 0). Érdemes megjegyezni, hogyha λ = 0
és ugyanakkor P (0) 6= 0, akkor j = 0, azaz van polinom meg-
oldása a szóban forgó differenciálegyenletnek. Ennek a fokszáma leg-
feljebb annyi, mint a Q -é. Világos továbbá, hogy ha az f függvény
kvázipolinomok összege: f =

∑s
j=0 Pj (ahol s ∈ N, a P0, ..., Ps

függvények pedig kvázipolinomok), akkor van olyan partikuláris meg-
oldás, amely ugyancsak kvázipolinomok összege. Nevezetesen, legyen
ψj (j = 0, ..., s) az a kvázipolinom, amely partikuláris megoldása a

ϕ(n)(t) +
n−1∑

k=0

akϕ
(k)(t) = fj(t) (t ∈ R)

egyenletnek. Ekkor ψ :=
∑s
j=0 ψj partikuláris megoldása a

ϕ(n)(t) +
n−1∑

k=0

akϕ
(k)(t) = f(t) (t ∈ R)

feladatnak, hiszen

ψ(n)(t) +
n−1∑

k=0

akψ
(k)(t) =

s∑

j=0

ψ
(n)
j (t) +

n−1∑

k=0

ak
s∑

j=0

ψ
(k)
j (t) =

s∑

j=0

(
ψ

(n)
j (t) +

n−1∑

k=0

akψ
(k)
j (t)

)
=

s∑

j=0

fj(t) = f(t) (t ∈ R).
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x) Tekintsük pl. azt az inhomogén másodrendű egyenletet, amelyre

a1 := −3 , a0 := 2 , f(x) := x2· ex (x ∈ R).

A keresett ϕ : R → R, ϕ ∈ D2 függvényre tehát az alábbi
egyenlőségnek kell fennállnia:

ϕ′′(x)− 3ϕ′(x) + 2ϕ(x) = x2· ex (x ∈ R).

Most
Q(x) := x2 (x ∈ R) , λ := 1.

A P karakterisztikus polinom:

P (x) = x2 − 3x+ 2 = (x− 1)(x− 2) (x ∈ R),

amelynek a λ egyeres gyöke. Így j = 1, és alkalmas α, β, γ ∈ R
együtthatókkal

R(x) = αx2 + βx+ γ (x ∈ R).

A keresett ψ kvázipolinom partikuláris megoldás ezért a következő:

ψ(x) = x(αx2 + βx+ γ)ex (x ∈ R).

Mivel
ψ′(x) = (3αx2 + 2βx+ γ)ex + x(αx2 + βx+ γ)ex,

ψ′′(x) =

(6αx+ 2β)ex + 2(3αx2 + 2βx+ γ)ex + x(αx2 + βx+ γ)ex (x ∈ R),

ezért a
ψ′′(x)− 3ψ′(x) + 2ψ(x) =

(− 3αx2 + (6α− 2β)x+ 2β − γ)ex = x2ex (x ∈ R)

egyenlőségből

−3α = 1 , 6α− 2β = 0 , 2β − γ = 0

következik. Innen α = −1/3, β = −1, γ = −2, a ψ partikuláris
megoldás pedig:

ψ(x) = −x
3
(x2 + 3x+ 6)ex (x ∈ R).

A (valós értékű) ϕ megoldások tehát:

ϕ(x) = c1e
x + c2e

2x − x

3
(x2 + 3x+ 6)ex (x ∈ R , c1, c2 ∈ R).
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xi) Tegyük fel, hogy az v)-ben megfogalmazott

ϕ(n)(t) +
n−1∑

k=0

akϕ
(k)(t) = f(t) (t ∈ Dϕ)

differenciálegyenletben valamilyen valós együtthatós m-edfokú Q po-
linommal (m ∈ N) és a δ, ε ∈ R paraméterekkel

f(x) := eδxQ(x) sin(εx) (x ∈ R).

Ekkor tetszőleges R ∋ x-re

f(x) = Q(x)eδx
eiεx − e−iεx

2ı
=

1

2ı
Q(x)e(δ+ıε)x − 1

2ı
Q(x)e(δ−ıε)x,

tehát f nem más, mint két kvázipolinom összege. Tudjuk (ld. ix)),
hogyha δ+ıε a P polinom j-szeres gyöke (j ∈ N), akkor egy alkalmas,
legfeljebb m-edfokú R polinommal a

ϕ(x) := xjR(x)e(δ+ıε)x (x ∈ R)

kvázipolinomra

ϕ(n)(x) +
n−1∑

k=0

akϕ
(k)(x) =

1

2ı
Q(x)e(δ+ıε)x (x ∈ R).

Mivel

ϕ(n)(x) +
n−1∑

k=0

akϕ(k)(x) =

ϕ(n)(x)+
n−1∑

k=0

akϕ
(k)(x) =

1

2ı
Q(x)e(δ+ıε)x = − 1

2ı
Q(x)e(δ−ıε)x (x ∈ R),

ezért (összeadva az utóbbi két egyenlőséget)

(ϕ+ ϕ)(n)(x) +
n−1∑

k=0

ak(ϕ+ ϕ)(k)(x) =

1

2ı
Q(x)e(δ+ıε)x − 1

2ı
Q(x)e(δ−ıε)x = f(x) (x ∈ R).

A ψ := ϕ + ϕ függvény tehát (partikuláris) megoldás. Erről a ψ
függvényről nem nehéz megmutatni, hogy valamilyen, legfeljebb m-ed-
fokú, valós együtthatós R1, R2 polinomokkal

ψ(x) = xj · eδx(R1(x) cos(εx) +R2(x) sin(εx)) (x ∈ R)
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alakú. Valóban,

ψ(x) = xjR(x)eδxeıεx + xjR(x)eδxe−ıεx =

xjeδx
(
R(x) cos(εx) + ıR(x) sin(εx) +R(x) cos(εx)− ıR(x) sin(εx)

)
=

xjeδx
(
(R(x) +R(x)) cos(εx) + ı(R(x)−R(x)) sin(εx)

)
=

xjeδx
(
2 Re (R(x)) cos(εx)− 2 Im (R(x)) sin(εx)

)
.

Ha

R1(x) := 2 Re (R(x)) , R2(x) := −2 Im (R(x)) (x ∈ R),

akkor R1 és R2 nyilván legfeljebb m-edfokú, valós együtthatós poli-
nom.

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha az f defińıciójában a sin
függvény helyett cos-t ı́runk. Emlékeztetünk pl. (ld. (7), ill. iv)) a

rezgések közül a

ϕ′′(t) + ω2
0·ϕ(t) = q sin(ωt) (t ∈ R)

egyenlettel modellezett csillaṕıtatlan kényszerrezgés esetére. Ekkor
ε := ω (> 0) (kényszerfrekvencia), δ := 0, Q(x) := q (> 0) (x ∈ R), a
karakterisztikus polinom pedig (az ω0 (> 0) sajátfrekvenciával)

P (x) := x2 + ω2
0 (x ∈ R).

Az ω 6= ω0 eset azt jelenti, hogy δ + ıε = ıω nem gyöke P -nek, azaz
j = 0. Így van

R ∋ x 7→ c1 cos(ωx) + c2 sin(ωx)

(c1, c2 ∈ R) alakú (partikuláris) megoldás. Ha viszont ω = ω0, ak-
kor ıω egyszeres gyöke P -nek (j = 1), ezért alkalmas c3, c4 ∈ R
együtthatókkal

R ∋ x 7→ x(c3 cos(ωx) + c4 sin(ωx))

(partikuláris) megoldás.
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xii) Az eddigiekben közönséges differenciálegyenletekre nyert eredmények
esetenként sikerrel alkalmazhatók parciális differenciálegyenletek meg-
oldása során is. Első példaként tekintsük a 2.2. xvii) megjegyzésben
emĺıtett, a rezgő húr mozgását modellező, a q > 0 paraméterrel meg-
adott

∂22u = q· ∂11u

egyenletet. Emlékeztetünk arra, hogy itt (valamilyen, a húr hosszát
megadó) pozit́ıv l szám mellett a keresett

u : [0, l]× [0,+∞)→ R

függvény kétszer folytonosan differenciálható, amelyre az alábbi perem-
és kezdeti-feltételek teljesülnek:

u(0, t) = u(l, t) = 0 (t ∈ R) , u(x, 0) = f(x),

∂2u(x, 0) = g(x) (x ∈ [0, l])

(adott f, g ∈ R → R függvényekkel). Euler, Lagrange, D‘Alembert,
D. Bernoulli és Fourier munkássága nyomán kristályosodott ki (a más
problémákra is alkalmazható) alábbi módszer. Ennek az alapötlete a
következő: keressük az u megoldást

u(x, t) = F (x)·G(t) (x ∈ [0, l], t ∈ [0,+∞))

alakban, ahol F,G ∈ R → R kétszer folytonosan differenciálható
(alkalmas) függvények. Ekkor

∂22u(x, t) = G′′(t)F (x),

∂11u(x, t) = F ′′(x)G(t) (x ∈ [0, l], t ∈ [0,+∞)),

azaz a ∂22u = q· ∂11u egyenlőség miatt teljesülnie kell a

G′′(t)F (x) = q·F ′′(x)G(t) (x ∈ [0, l], t ∈ [0,+∞))

egyenlőségnek. Világos, hogy ez csak úgy lehetséges, ha egy alkalmas
λ ∈ R konstanssal

G′′(t) = λG(t) (t ∈ [0,+∞)) , F ′′(x) =
λ

q
F (x) (x ∈ [0, l]).

Mindez nem más, mint (két) homogén lineáris, állandó együtthatós,
másodrendű differenciálegyenlet.
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Ha itt λ = 0, akkor valamilyen c1, c2, c3, c4 ∈ R együtthatókkal

G(t) = c1 + c2t (t ∈ R) , F (x) = c3 + c4x (x ∈ R).

Következésképpen

u(x, t) = (c1 + c2t)(c3 + c4x) (x ∈ [0, l], t ≥ 0).

Mivel u(0, t) = c3(c1 + c2t) = 0 (t ≥ 0), ezért c3 = 0,
vagy c1 + c2t = 0 (t ≥ 0), azaz c1 = c2 = 0. Az utóbbi esetben
u ≡ 0. Ha |c1|+ |c2| > 0, akkor tehát c3 = 0 és

u(l, t) = c4l(c1 + c2t) = 0 (t ≥ 0),

amiből c4 = 0 következik. Így ismét csak u ≡ 0.

Tegyük most fel, hogy λ > 0. Ekkor a másodrendű homogén lineáris
differenciálegyenletek megoldásáról mondottak alapján

G(t) = αet
√
λ + βe−t

√
λ (t ∈ R)

és
F (x) = γex

√
λ/q + δe−x

√
λ/q (x ∈ R)

(ahol α, β, γ, δ ∈ R alkalmas együtthatók). Ismét figyelembe véve a
peremfeltételeket

u(0, t) = (γ + δ)
(
αet

√
λ + βe−t

√
λ
)

= 0 (t ≥ 0),

ezért αet
√
λ + βe−t

√
λ = 0 (t ≥ 0), vagy γ + δ = 0. Az első eset

(könnyen beláthatóan) csak az α = β = 0 együtthatókkal állhat fenn,
ekkor u ≡ 0. Ha tehát |α|+ |β| > 0, akkor γ + δ = 0. Továbbá

u(l, t) =
(
γel
√
λ/q + δe−l

√
λ/q
) (

αet
√
λ + βe−t

√
λ
)

= 0 (t ≥ 0),

amiből

γel
√
λ/q + δe−l

√
λ/q = γ

(
el
√
λ/q − e−l

√
λ/q
)

= 0

adódik. Ez azt jelenti, hogy vagy γ = 0, azaz egyúttal δ = 0, vagy

el
√
λ/q − e−l

√
λ/q = 0.

Az utóbbi egyenlőség azt jelentené, hogy e2l
√
λ/q = 1, ami csak λ = 0

esetén állhatna fenn. Mivel most λ > 0, ezért γ = δ = 0, más szóval
ismét u ≡ 0.
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Vizsgáljuk végül a λ < 0 esetet. A másodrendű homogén lineáris dif-
ferenciálegyenletek valós megoldásaira vonatkozó ismereteink szerint

G(t) = a cos (t
√
|λ|) + b sin (t

√
|λ|) (t ≥ 0),

F (x) = c cos (x
√
|λ|/q) + d sin (x

√
|λ|/q) (x ∈ R)

(valamilyen a, b, c, d ∈ R együtthatókkal). Az

u(0, t) = c
(
a cos (t

√
|λ|) + b sin (t

√
|λ|)

)
= 0 (t ≥ 0)

feltételből az előbbiekkel analóg módon kapjuk az a = b = 0 egyenlő-
séget, amikor is u ≡ 0, vagy |a|+ |b| > 0 és c = 0, következésképpen

u(l, t) = d sin (l
√
|λ|/q)

(
a cos (t

√
|λ|) + b sin (t

√
|λ|)

)
= 0 (t ≥ 0).

Innen vagy d = 0, azaz ismét u ≡ 0 következik, vagy

sin (l
√
|λ|/q) = 0.

Az utóbbi egyenlőség viszont azzal ekvivalens, hogy valamilyen pozit́ıv
n ∈ N számmal √

|λ| =
√
qπ

l
n.

Könnyen ellenőrizhető, hogy tetszőleges n ∈ N és an, bn, dn ∈ R pa-
raméterekkel az

un(x, t) :=

dn sin(πnx/l)
(
an cos (π

√
qnt/l) + bn sin (π

√
qnt/l)

)
(x ∈ [0, l], t ≥ 0)

függvények megoldások. A részletek mellőzésével jegyezzük meg, hogy
alkalmas feltételek mellett az

u(x, t) :=
∞∑

n=0

un(x, t) (x ∈ [0, l], t ≥ 0)

összegfüggvény létezik, szintén megoldás, és a kezdeti feltételek a követ-
kező alakúak:

u(x, 0) =
∞∑

n=0

andn sin(πnx/l) = f(x) (x ∈ [0, l]),

∂2u(x, 0) =
π
√
q

l

∞∑

n=0

bndnn sin(πnx/l) = g(x) (x ∈ [0, l]).

(Ezek az egyenlőségek tehát az f, ill. a g függvény Fourier-sorba
(speciálisan szinusz-sorba-)fejtését jelentik.)
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xiii) Hasonlóan kezelhető az ún. Dirichlet-probléma is: keressük meg minda-
zokat a kétszer differenciálható f ∈ R2 → R függvényeket, amelyekre

∂11f(x, y) + ∂22f(x, y) = 0 ((x, y) ∈ K1(0, 0))

(azaz az origó középpontú nýılt egységkörlemezen az f kieléǵıti a
(śıkbeli) Laplace-egyenletet), és tetszőleges φ ∈ [0, 2π] esetén létezik
a

lim
r→1−0

f(r cosφ, r sin φ) = G(φ)

(bal oldali) határérték, ahol G : R → R adott 2π-szerint periodikus
függvény. Legyen

F (r, φ) := f(r cosφ, r sinφ) (0 ≤ r < 1, 0 ≤ φ < 2π),

ekkor könnyen láthatóan (a ∗ := r cosφ, r sinφ rövid́ıtéssel)

∂rF (r, φ) = ∂1f(∗) cosφ+ ∂2f(∗) sinφ,

∂rrF (r, φ) = ∂11f(∗) cos2 φ+ ∂12f(∗) sin(2φ) + ∂22f(∗) sin2 φ,

∂φF (r, φ) = −∂1f(∗)r sinφ+ ∂2f(∗)r cosφ,

∂φφF (r, φ) = −∂1f(∗)r cos φ− ∂2f(∗)r sinφ+ ∂11f(∗)r2 sin2 φ−

−∂12f(∗)r2 sin(2φ) + ∂22f(∗)r2 cos2 φ.

A most kapott azonosságokból (és az f -re vonatkozó

∂11f(∗) + ∂22f(∗) = 0

Laplace-egyenletből) adódik, hogy bármely 0 < r < 1 esetén

∂rrF (r, φ) +
1

r2
∂φφF (r, φ) =

−1

r
(∂1f(∗) cosφ+ ∂2f(∗) sinφ) = −1

r
∂rF (r, φ),
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azaz (a Laplace-egyenlet
”
polárkoordinátás alakja”)

∂rrF (r, φ) +
1

r2
∂φφF (r, φ) +

1

r
∂rF (r, φ) = 0 (0 < r < 1, 0 ≤ φ < 2π).

Világos, hogy

F (r, φ+2π) = F (r, φ) , lim
r→1−0

F (r, φ) = G(φ) (0 < r < 1, 0 ≤ φ < 2π).

Keressük az F függvényt

F (r, φ) = R(r)H(φ) (0 ≤ r < 1, 0 ≤ φ ≤ 2π)

alakban (alkalmas kétszer differenciálható R,H ∈ R → R függvé-
nyekkel, ahol H periodikus 2π-szerint). Ekkor

R′′(r)H(φ)+
1

r2
R(r)H ′′(φ)+

1

r
R′(r)H(φ) = 0 (0 < r < 1, 0 ≤ φ < 2π),

azaz

H(φ)
(
r2R′′(r) + rR′(r)

)
= −R(r)H ′′(φ) (0 < r < 1, 0 ≤ φ < 2π).

Innen (az R(r) 6= 0, H(φ) 6= 0 feltétel mellett)

1

R(r)

(
r2R′′(r) + rR′(r)

)
= − 1

H(φ)
H ′′(φ)

adódik. Más szóval alkalmas c ∈ R állandóval

H ′′(φ) + cH(φ) = 0 (0 ≤ φ < 2π)

és
r2R′′(r) + rR′(r)− cR(r) = 0 (0 < r < 1).

Az első egyenletből a xii)-beli F meghatározásával analóg módon (a
H függvény periodikusságát is szem előtt tartva) c = n2 (n ∈ Z), ill.
valamilyen α, β ∈ R együtthatókkal

H(φ) = α cos(nφ) + β sin(nφ) (0 ≤ φ < 2π)

következik. Az R-re vonatkozó (ún. Euler-t́ıpusú) egyenlet megoldá-
sához tekintsük a

g(x) := R(ex) (x < 0)
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függvényt. Egyszerű számolással azt kapjuk, hogy

g′′(x)− n2g(x) = 0 (x < 0).

”
Látszik”, hogy itt n = 0 nem lehet, különben g(x) = a+ bx (x < 0)

alakú alkalmas a, b ∈ R együtthatókkal. Így

R(r) = g(ln r) = a+ b ln r (0 < r < 1)

lenne, ami nem lehet, hiszen ez a R függvény nem lenne folytonos
a 0-ban. Tehát n 6= 0 és (a g-t meghatározó másodrendű diffe-
renciálegyenlet

”
megoldóképlete” szerint) γ, δ ∈ R konstansokkal

g(x) = γenx + δe−nx (x < 0).

Következésképpen

R(r) = g(ln r) = γrn + δr−n (0 < r < 1).

Az R függvény 0-beli folytonossága miatt itt csak δ = 0 jöhet szóba,
tehát

R(r) = γrn (0 < r < 1).

Azt kaptuk, hogy

F (r, φ) = γrn(α cos(nφ) + β sin(nφ)) (0 ≤ r < 1, 0 ≤ φ < 2π),

ill. alkalmas feltételek mellett αn, βn ∈ R (n ∈ N) együtthatókkal

F (r, φ) =
∞∑

n=0

rn(αn cos(nφ) + βn sin(nφ)) (0 ≤ r < 1, 0 ≤ φ < 2π).

A limr→1−0 F (r, φ) = G(φ) feltétel azt jelenti, hogy létezik a

lim
r→1−0

∞∑

n=0

rn(αn cos(nφ) + βn sin(nφ))

(véges) határérték, ami a
∑

(αn cos(nφ)+βn sin(nφ)) végtelen sor ún.
Abel-Poisson-féle összegzését jelenti.

xiv) Johann Bernoulli vetette fel 1696-ban az azóta (is) brachisztrochron-
problémának nevezett feladatot (problema novum, ad cuins solutionem
matematici invitantur - ı́me egy új feladat, amelynek a megoldásához
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megh́ıvom a matematikusokat). (A görög nyelvű elnevezést a legrövi-
debb idejű pálya meghatározásaként magyaŕıthatnánk.) A később va-
riációszámı́tás ćımszó alatt meghatározott matematikai diszcipĺına ki-
fejlődését (amely aztán Euler és Lagrange nevéhez fűződik) elind́ıtó
feladat a következőképpen fogalmazható meg: adott két (különböző
magasságban, de nem egy függőleges egyenesen lévő) pont. Tekintsük
az összes olyan, a két pontot összekötő és a két pont által meg-
határozott függőleges śıkban lévő görbéket, amelyeken a magasabban
fekvő pontból valamilyen kezdősebességgel elind́ıtott (tömeg)pont eljut
az alacsonyabban fekvő pontba. A kérdés most már az, hogy létezik-e
az emĺıtett görbék között olyan, amelyet a csupán a nehézségi erőnek
alávetett pont (a többi görbéhez képest) a legrövidebb idő alatt fut be?
Ha a kérdésre a válasz

”
igen”, akkor hogyan lehet ezt a minimális idejű

görbét meghatározni?

Legyen ehhez a két pont által meghatározott śıkban felvett (
”
lefelé”

iránýıtott) derékszögű koordináta-rendszerben az egyik pont az origó,
a másik pedig (valamilyen α > 0, β > 0 mellett) (α, β). Az egyszerűség
kedvéért csupán olyan görbéket fogunk figyelembe venni, amelyek
mindegyike valamely folytonosan differenciálható y : [0, α] → [0,+∞)
függvény grafikonjaként álĺıtható elő. Világos, hogy a szóba jövő y
függvényekre teljesülni kell az

y(0) = 0 , y(α) = β

ún. peremfeltételnek. Fizikai megfontolásokból azt kapjuk, hogy az
előbbi y függvény által meghatározott görbe befutásához szükséges
T (y) idő a következő:

T (y) =
1√
2q

∫ α

0

√√√√1 + (y′(x))2

y(x) + γ
dx,

ahol q a nehézségi gyorsulás, γ := v2/q, v (> 0) a kezdősebesség.

xv) Hasonló jellegű a legkisebb felsźınű forgásfelület meghatározása. Tekint-
sünk ui. valamely śıkban egy ℓ egyenest és az általa meghatározott
két félśık közül az egyikben két pontot: P -t és Q-t úgy, hogy a rajtuk
átmenő egyenes ne legyen merőleges ℓ-re. A P,Q pontokat kössük
össze sima görbékkel, majd utóbbiakat forgassuk meg az ℓ egyenes
körül. Van-e a görbék között olyan, amelyre az ℓ körüli megforgatással
előálló forgástest felsźıne minimális? Ha van ilyen görbe, akkor hogyan
lehet azt meghatározni?



FEJEZET 2. DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 164

A feladat matematikai modelljéhez legyen az emĺıtett śıkban egy de-
rékszögű koordinátarendszer olyan, hogy az X-tengelye az ℓ egyenes,
P = (0, α), Q = (β, γ), ahol β > 0, α, γ ≥ 0. Csak olyan görbéket
veszünk figyelembe, amelyek mindegyike valamely kétszer folytonosan
differenciálható y : [0, β]→ R függvény grafikonja. Nyilván y(0) = α
és y(β) = γ. Jól ismert, hogy ekkor a graf y görbének az X-tengely
körüli megforgatásakor keletkező forgástest F(y) felsźıne a következő:

F(y) = 2π
∫ β

0
y(x)

√
1 + (y′(x))2 dx.

xvi) A most mondottakat kissé általánosabban fogalmazva meg legyen adott
a kétszer folytonosan differenciálható f ∈ R3 → R függvény, és az
R2 śıkon rögźıtsük az (a, b), (c, d) pontokat, ahol a < c. Valamely
differenciálható y : [a, c] → R függvény és x ∈ [a, c] esetén legyen
továbbá

[y](x) := (x, y(x), y′(x)) (∈ R3).

A továbbiakban megengedett függvényosztálynak nevezzük az

M :=
{
y : [a, c]→ R : y ∈ C2, y(a) = b, y(c) = d, [y](x) ∈ Df (x ∈ [a, c])

}

halmazt. Tekintsük ezek után azt a Φ :M→ R funkcionált, amelyre

Φ(y) :=
∫ c

a
f([y](x)) dx =

∫ c

a
f(x, y(x), y′(x)) dx (y ∈M).

Hallgatólagosan feltételeztük, hogy M 6= ∅. Ez a helyzet pl., ha va-
lamilyen konvex nýılt ∅ 6= Ω ⊂ R2 halmazzal Df = Ω × R és
(a, b), (c, d) ∈ Ω. (Ekkor ti. mondjuk az y(x) := b+(d−b)(x−a)/(c−a)
(x ∈ [a, c]) függvényre y ∈ M.) Innentől kezdve fel is tesszük, hogy a
Df halmaz ilyen szerkezetű.

A kérdés a következő: van-e olyan y ∈M, hogy

Φ(y) ≤ Φ(h) (h ∈M)?

Más szóval: van-e a Φ funkcionálnak minimuma? Ha igen (az y ∈ M
függvényre), akkor nyilván graf y ⊂ Ω. Nem nehéz meggondolni, hogy
a graf y halmaz kompaktsága miatt van olyan ε > 0 szám, amellyel az
h : [a, c] → R, h ∈ C2, h(a) = b, h(c) = d, ‖h− y‖∞ < ε feltételnek
eleget tevő h függvényekre h ∈ M. Ha tehát η : [a, c]→ R, η ∈ C2,
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η(a) = η(c) = 0, és a δ ∈ R számra |δ|· ‖η‖∞ < ε teljesül, akkor
y + δη ∈ M. (Feltesszük, hogy η nem az azonosan nulla függvény.)
Ez azt jelenti, hogy a

ϕ(δ) :=
∫ c

a
f([y + δη](x)) dx

(
− ε

‖η‖∞
< δ <

ε

‖η‖∞

)

függvénynek a δ = 0-ban minimuma van. A paraméteres integrállal
kapcsolatban tanultak szerint a ϕ függvény differenciálható, követ-
kezésképpen ϕ′(0) = 0, ahol minden δ ∈ R, |δ| < ε/‖η‖∞ helyen

ϕ′(δ) =
∫ c

a
(∂2f([y + δη](x))η(x) + ∂3f([y + δη](x))η′(x)) dx.

Parciálisan integrálva azt mondhatjuk, hogy az

fδ(x) := ∂3f([y + δη](x)) (x ∈ [a, c])

jelöléssel

ϕ′(δ) =
∫ c

a
(∂2f([y + δη](x)])− f ′

δ(x))η(x) dx (|δ| < ε/‖η‖∞).

Tehát
0 = ϕ′(0) =

∫ c

a
(∂2f([y](x)])− f ′

0(x))η(x) dx.

Könnyű belátni, hogy az utóbbi egyenlőség minden itt emĺıtett η
függvényre csak úgy teljesülhet, ha

∂2f([y](x))− f ′
0(x) = 0 (x ∈ [a, c])

(Euler-Lagrange-egyenlet). Jegyezzük meg, hogy

f ′
0(x) = ∂31f([y](x))+∂32f([y](x))y′(x)+∂33f([y](x))y′′(x) (x ∈ [a, c]),

ezért az Euler-Lagrange-egyenlet az x ∈ [a, c] helyeken a következő:

∂2f([y](x)) = ∂31f([y](x)) + ∂32f([y](x))y′(x) + ∂33f([y](x))y′′(x).

Speciálisan, ha ∂1f ≡ 0, akkor

∂31f([y](x)) = ∂3(∂1f([y](x))) = 0 (x ∈ [a, c])

miatt

(∗) ∂2f([y](x)) = ∂32f([y](x))y′(x) + ∂33f([y](x))y′′(x).
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Legyen ekkor

Ψ(x) := f([y](x))− ∂3f([y](x))y′(x) (x ∈ [a, c]).

A tett feltételek alapján a Ψ függvény differenciálható és tetszőleges
x ∈ [a, c] helyen (∂1f ≡ 0 és (∗) miatt)

Ψ′(x) = ∂2f([y](x))y′(x)−y′(x)(∂32f([y](x))y′(x)+∂33f([y](x))y′′(x)) =

y′(x)(∂2f([y](x))− ∂32f([y](x))y′(x)− ∂33f([y](x))y′′(x)) = 0.

Következéséppen a Ψ függvény konstans, azaz alkalmas R ∋ C-vel

(∗∗) f(x, y(x), y′(x))− ∂3f(x, y(x), y′(x))y′(x) = C (x ∈ [a, c]).

Világos, hogyha az y függvény eleget tesz (∗∗)-nak és az

{x ∈ [a, c] : y′(x) = 0}

halmaz legfeljebb véges, akkor az y eleget tesz (∗)-nak is.

xvii) Tekintsük most a xiv) megjegyzésben emĺıtett brachisztrochron-prob-
lémát (az ottani jelölésekkel):

f(x, z, w) :=
1√
2q

√
1 + w2

γ + z
(x, w ∈ R, z > −γ).

Nyilván igaz, hogy ∂1f ≡ 0, ill. (∗∗) a következő:

√√√√1 + (y′(x))2

γ + y(x)
− (y′(x))2

√
(γ + y(x))(1 + (y′(x))2)

= C
√

2q (x ∈ [0, α]),

azaz
1

√
(γ + y(x))(1 + (y′(x))2)

= C
√

2q (x ∈ [0, α]).

(Belátható, hogy a feladat szempontjából szóba jövő y-ra

{x ∈ [0, α] : y′(x) = 0}

legfeljebb 1 elemű.) Tehát (a ν := 1/(4qC2) jelöléssel) az y függvényre

γ + y =
2ν

1 + (y′)2
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adódik, amiből

y′ = − 4νy′y′′

(1 + (y′)2)2 , y′′ = −(1 + (y′)2)2

4ν
.

Látszik, hogy y′′ < 0, ezért az y′ deriváltfüggvény szigorúan monoton
fogyó. Legyen ϕ := 2 arcctg ◦ y′, ekkor ϕ szigorúan monoton csökken,
és

γ + y(x) =
2ν

1 + ctg2(ϕ(x)/2)
= ν(1− cos(ϕ(x))) (x ∈ [0, α]),

tehát
γ + y(ϕ−1(t)) = ν(1− cos t) (t ∈ Dϕ−1).

Az utóbbi egyenlőséget
”
deriválva” azt kapjuk, hogy

y′(ϕ−1(t))(ϕ−1)′(t) = ν sin t (t ∈ Dϕ−1),

ill. y′(ϕ−1(t)) = ctg(t/2) miatt

(ϕ−1)′(t) = ν
sin t

ctg(t/2)
= 2ν sin2(t/2) = ν(1− cos t) (t ∈ Dϕ−1).

Alkalmas δ ∈ R konstanssal tehát

ϕ−1(t) + δ = ν(t− sin t).

Következésképpen az x = ϕ−1(t) jelöléssel az y függvény grafikonját
az alábbi egyenletrendszer ı́rja le:

x = ν(t− sin t)− δ

y(x) = ν(1− cos t)− γ,
ami egy ciklois része. (Utóbbit az y = −α egyenletű egyenesen
görd́ıtett q sugarú kör egy pontja ı́rja le.)

xviii) A xv) megjegyzésbeli legkisebb felsźınű forgásfelület vizsgálatakor (az
ottani jelölésekkel)

f(x, u, w) := 2πu
√

1 + w2 (x, u, w ∈ R).

Nyilván igaz, hogy ∂1f ≡ 0, ezért a fenti (∗∗) egyenlőség most a
következő:

2πy(x)
√

1 + (y′(x))2 − 2π
y(x)y′(x)

√
1 + (y′(x))2

= C (x ∈ [0, β]),



FEJEZET 2. DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 168

tehát
y(x)

√
1 + (y′(x))2

=
C

2π
=: δ (x ∈ [0, β]).

Innen y2 = δ2(1 + (y′)2), ill. (deriválással) yy′ = δ2y′y′′ követke-
zik. Most is meggondolható, hogy az y′ deriváltfüggvény legfeljebb
egy pontban lehet nulla. Így y = δ2y′′, ami egy homogén lineáris
másodrendű differenciálegyenlet. A

”
megoldóképlet” szerint

y(x) = c1e
x/δ + c2e

−x/δ (x ∈ [0, β])

(alkalmas c1, c2 ∈ R együtthatókkal). Világos, hogy

(y′(x))2 =
c21
δ2
e2x/δ +

c22
δ2
e−2x/δ − 2c1c2

δ2
(x ∈ [0, β]),

ezért a fenti y2 = δ2(1 + (y′)2) egyenlőségből

c21e
2x/δ + c22e

−2x/δ + 2c1c2 = δ2 + c21e
2x/δ + c22e

−2x/δ − 2c1c2 (x ∈ [0, β]),

azaz 4c1c2 = δ2 következik szükséges feltételként. Ez azt jelenti, hogy

y(x) = c1e
x/δ +

δ2

4c1
e−x/δ (x ∈ [0, β]),

ahol 0 6= c1 ∈ R. Nem nehéz belátni, hogy alkalmas R ∋ q-val

y(x) = δ· ch(x/δ + q) (x ∈ [0, β]).

(Emlékeztetünk a koszinuszhiperbolikusz-függvényre:

ch(t) :=
et + e−t

2
(t ∈ R).)

Megjegyezzük, hogy az y(0) = α, y(β) = γ feltételeknek,tehát a

δ· ch q = α , δ· ch(β/δ + q) = γ

egyenlőségeknek is teljesülniük kell. Könnyen ellenőrizhető azonban,
hogy adott α, β, γ mellett ez utóbbi (δ-ra és q-ra vonatkozó) egyen-
letrendszer nem mindig, ill. nem mindig egyértelműen oldható meg.

xviii) A fentiekben csupán érintőlegesen felidézett variációszámı́tás szoros
kapcsolatban van bizonyos (nem véletlenül variációs elveknek nevezett)
fizikai törvényekkel. Tekintsük pl. azt az f ∈ R3 → R alapfüggvényt,
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amely ( q, m, h > 0 adott paraméterek mellett) a következőképpen van
definiálva:

f(x, u, w) := −mw
2

2
+mq(h− u) (x, u, w) ∈ R3).

Nyilván ∂1f = ∂32f ≡ 0, ∂33f ≡ −m. Írjuk fel erre az f függvényre
az Euler-Lagrange-egyenletet (ld. xv) (∗)) :

∂2f([y](x))− ∂32f([y](x))y′(x)− ∂33f([y](x))y′′(x) =

−mq +my′′(x) = 0 (x ∈ Dy).
Az y függvényre a xv)-beli (∗∗) formula szerint egy alkalmas C kons-
tanssal

f(x, y(x), y′(x))− ∂3f(x, y(x), y′(x))y′(x) =

−m(y′(x))2

2
+mq(h− y(x)) +m(y′(x))2 =

(∗ ∗ ∗) m(y′(x))2

2
+mq(h− y(x)) = C (x ∈ Dy).

Ha a most feĺırt matematikai modellben q a nehézségi gyorsulás, és
egy m tömegű testet h magasságból elejtünk, akkor (minden egyéb
tényezőt (légellenállást, stb.) figyelmen ḱıvül hagyva) a mozgást léıró
y : [0, T ] → R út-idő függvényről (valamilyen T > 0 esetén) a követ-
kezőket mondhatjuk:

• a Newton-féle mozgástörvény szerint my′′(x) = mq (x ∈ [0, T ],
y(0) = 0);

• az x ∈ [0, T ] pillanatban a test helyzeti energiája mq(h− y(x)),
a mozgási energiája pedig m(y′(x))2/2.

Tehát a fenti Euler-Lagrange-egyenlet éppen a mozgást léıró Newton-
törvényt jelenti. Jól ismert továbbá a fizikából, hogy az előbb emĺıtett
két energia összege a mozgás során nem változik, állandó (mqh). A
(∗ ∗ ∗) egyenlőség pontosan ezt fejezi ki.

xx) A másodrendű lineáris differenciálegyenletekhez hasonlóan vizsgálha-
tók az állandó együtthatós másodrendű lineáris differenciaegyenletek.
Ezek értelmezéséhez tegyük fel, hogy adottak az a, b ∈ R, b 6= 0 számok
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és az an ∈ R (n ∈ N) sorozat. Az alábbi feladatot szeretnénk meg-
oldani: határozzunk meg olyan xn ∈ C (n ∈ N) sorozatot, amely
eleget tesz az alábbi rekurźıv összefüggésnek (egyenletnek):

(∗) xn+2 + axn+1 + bxn = an (n ∈ N).

Legyen
P (t) := t2 + at+ b (t ∈ C)

a (∗) másodrendű lineáris differenciaegyenlet karakterisztikus poli-
nomja. Ha q ∈ C gyöke P -nek (mivel b 6= 0, ezért q 6= 0), akkor
az xn := qn (n ∈ N) sorozatra

(∗∗) xn+2 + axn+1 + bxn = 0 (n ∈ N)

(azaz az xn (n ∈ N) sorozat megoldása a (∗∗) homogén differenciae-
gyenletnek). Valóban, q2 + aq + b = 0, ı́gy

xn+2+axn+1+bxn = qn+2+aqn+1+bqn = qn(q2+aq+b) = 0 (n ∈ N).

Jelöljük a P másodfokú polinom gyökeit q1, q2-vel. Ekkor:

1o eset: q1 6= q2. Legyen yn := qn1 , zn := qn2 (n ∈ N) és mutassuk
meg, hogy a (∗∗) homogén egyenlet bármely xn ∈ C (n ∈ N)
megoldásához léteznek olyan α, β ∈ C együtthatók, hogy

xn = αyn + βzn (n ∈ N).

(Könnyen beláthatóan minden ilyen alakú xn (n ∈ N) sorozat meg-
oldása a (∗∗) egyenletnek.) Megmutatjuk, hogy (∗∗) minden meg-
oldása ilyen alakban ı́rható fel. Legyen tehát xn (n ∈ N) a (∗∗)-nak
eleget tevő valamely sorozat és

A :=
(

0 1
−b −a

)
, ξn := (xn, xn+1) (n ∈ N).

Ekkor
ξn+1 = Aξn (n ∈ N).

Mivel q1, q2 egyúttal az A mátrix két (különböző) sajátértéke, ezért
alkalmas T ∈ C2×2 mátrix seǵıtségével A diagonális alakra transz-
formálható:

T−1AT = Λ :=
(
q1 0
0 q2

)
.
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Így az ηn := T−1ξn (n ∈ N) jelöléssel

ηn+1 = T−1ξn+1 = T−1Aξn = ΛT−1ξn = Ληn (n ∈ N),

azaz (az ηn (n ∈ N) vektorsorozat koordináta-sorozatait rendre
ηn1, ηn2-vel jelölve)

ηn+1j = qjηnj (n ∈ N, j = 1, 2).

A 2.2. viii) megjegyzésben látottak alapján tehát alkalmas αj ∈ C
együtthatókkal

ηnj = αjq
n
j (n ∈ N, j = 1, 2).

Legyenek a T mátrix első sorának az elemei rendre u, v, továbbá

c1 := α1u , c2 := α2v,

akkor

xn = uηn1 + vηn2 = c1q
n
1 + c2q

n
2 = c1yn + c2zn (n ∈ N).

2o eset: q := q1 = q2. Ellenőrizzük először is azt, hogy az yn := qn

(n ∈ N) sorozat mellett ekkor a zn := nqn (n ∈ N) sorozat is
megoldása (∗∗)-nak:

(n+ 2)qn+2 + a(n + 1)qn+1 + bnqn =

qn+1(2q + a) + nqn(q2 + aq + b) = 0 (n ∈ N).

Ui. (lévén a q szám kétszeres gyöke P -nek) 4b = a2, azaz

0 = q2 + aq + b =
(2q + a)2

4
.

Legyen továbbá a T ∈ C2×2 mátrix olyan (ld. 2.3.), hogy

T−1AT = Λ :=
(
q 1
0 q

)
.

Az előbbi jelöléseket megtartva ezért a (∗∗) tetszőleges xn (n ∈ N)
megoldásából kiindulva most azt kapjuk, hogy

ηn+11 = qηn1 + ηn2 , ηn+12 = qηn2 (n ∈ N).
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Innen (ld. 2.2. viii) megjegyzés) az következik, hogy valamilyen α ∈ C
együtthatóval ηn2 = αqn (n ∈ N), azaz

ηn+11 = qηn1 + αqn (n ∈ N).

Ezért (ld. 2.2. ix), x) megjegyzések) van olyan β ∈ C, ill. cn ∈ C
(n ∈ N) sorozat, hogy

ηn1 = βqn + cnq
n (n ∈ N).

Továbbá (pl. a c0 : 0 választással)

cn =
n−1∑

k=0

αqk

qk+1
=
αn

q
(n ∈ N).

Következésképpen

ηn1 = βqn +
αn

q
qn =: βqn + γnqn (n ∈ N),

ı́gy
xn = uηn1 + vηn2 = u(βqn + γnqn) + vαqn =

(uβ + vα)qn + uγnqn = c1yn + c2zn (n ∈ N)

(ahol c1 := uβ+vα , c2 := uγ). Most is könnű meggyőződni arról, hogy
az yn, zn (n ∈ N) sorozatok bármely lineáris kombinációja megoldása
(∗∗)-nak.

xx) Összefoglalva a fentieket azt kaptuk tehát, hogy az

yn :=






qn1 (q1 6= q2)

qn (q := q1 = q2)
, zn :=






qn2 (q1 6= q2)

nqn (q := q1 = q2)
(n ∈ N)

sorozatokkal a (∗∗) homogén egyenlet megoldásai pontosan az

xn = c1yn + c2zn (c1, c2 ∈ C, n ∈ N)

alakú sorozatok. Illusztrációképpen tekintsük az

xn+2 = xn+1 + xn (n ∈ N)
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homogén egyenletet. Ekkor P (t) = t2 − t− 1 (t ∈ C), azaz

q1 =
1 +
√

5

2
, q2 =

1−
√

5

2
.

Ezért xn = c1q
n
1 + c2q

n
2 (n ∈ N), ahol a c1, c2 ∈ C együtthatókat az

x0, x1 (kezdeti) értékek egyértelműen meghatározzák:

c1 + c2 = x0

c1q1 + c2q2 = x1.

Ha pl. x0 := 0, x1 := 1, akkor

c1 =
1√
5
, c2 = − 1√

5
,

tehát az xn (n ∈ N) Fibonacci-sorozat a következő:

xn =
1√
5

(
1 +
√

5

2

)n
− 1√

5

(
1−
√

5

2

)n
(n ∈ N).

xxii) Tegyük fel, hogy a P karakterisztikus polinom gyökei nem valós komp-
lex számok: q1, q2 ∈ C \R. Ekkor q2 = q1, azaz, ha q1 = reıs, akkor
q2 = re−ıs. (Itt r := |q1|, 0 6= s ∈ (−π, π).) A xx) megjegyzés szerint a
(∗∗) homogén egyenlet megoldásai a következők:

xn = c1q
n
1 + c2q

n
2 = c1r

neıns + c2r
ne−ıns =

rn((c1 + c2) cos(ns) + ı(c1 − c2) sin(ns)) (c1, c2 ∈ C, n ∈ N).

Ez a sorozat pontosan akkor valós értékű, ha c1 + c2, ı(c1 − c2) ∈ R,
azaz, ha c2 = c1 :

xn = rn (2 Re c1 cos(ns)− 2 Im c1 sin(ns)) (c1 ∈ C, n ∈ N).

Nyilván bármely α, β ∈ R esetén van olyan c1 ∈ C, hogy α = 2 Re c1,
ill. β = −2 Im c1. Ezért q1, q2 ∈ C\R esetén a (∗∗) homogén egyenlet
valós értékű megoldásai pontosan a következő sorozatok:

xn = rn(α cos(ns) + β sin(ns)) (α, β ∈ R, n ∈ N).
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Ekkor tehát az

yn := rn cos(ns) , zn := rn sin(ns) (n ∈ N)

sorozatok egy valós értékű alaprendszert alkotnak. (Megjegyezzük,
hogy ha q1, q2 ( 6= q1) ∈ R, akkor xiii)-ban a c1, c2 ∈ R választással
kapjuk a (∗∗) valós értékű megoldásait. Ugyanezt mondhatjuk akkor
is, ha q := q1 = q2, ti. ekkor szükségszerűen q ∈ R.)

xxiii) Mutassuk meg, hogy a xx)-beli yn, zn (n ∈ N) alaprendszerrel és a

δn := ynzn+1 − znyn+1 (n ∈ N)

sorozattal a

vn :=
n−1∑

k=0

ak
δk+1

(znyk+1 − ynzk+1) (n ∈ N)

sorozat megoldása a xix)-beli (∗) egyenletnek (partikuláris megoldás).
(Könnyen ellenőrizhetően δn 6= 0 (n ∈ N).)

Tegyük fel először, hogy q1 6= q2. Mivel q1, q2 gyöke a P polinomnak,
ezért q1q2 = b. Ekkor

vn :=
1

q2 − q1
n−1∑

k=0

ak
bk+1

(qn2 q
k+1
1 − qn1 qk+1

2 ) (n ∈ N).

Azt kell belátni, hogy

(q2 − q1) (vn+2 + avn+1 + bvn) = (q2 − q1)an (n ∈ N).

Valóban, az itt szereplő egyenlőség bal oldala a következő:

Bn :=
n+1∑

k=0

ak
bk+1

(qn+2
2 qk+1

1 −qn+2
1 qk+1

2 )+a
n∑

k=0

ak
bk+1

(qn+1
2 qk+1

1 −qn+1
1 qk+1

2 )+

+b
n−1∑

k=0

ak
bk+1

(qn2 q
k+1
1 − qn1 qk+1

2 ) =
an
bn+1

(
qn+2
2 qn+1

1 − qn+2
1 qn+1

2

)
+

+
n−1∑

k=0

ak
bk+1

(qn+2
2 qk+1

1 − qn+2
1 qk+1

2 ) + a
n−1∑

k=0

ak
bk+1

(qn+1
2 qk+1

1 − qn+1
1 qk+1

2 )+
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+b
n−1∑

k=0

ak
bk+1

(qn2 q
k+1
1 − qn1 qk+1

2 ).

Következésképpen

an
bn+1

(
qn+2
2 qn+1

1 − qn+2
1 qn+1

2

)
=
an(q1q2)

n+1

bn+1
(q2 − q1) = an(q2 − q1).

Továbbá bármely k = 0, ..., n−1 esetén q2
2 +aq2 + b = q2

1 +aq1 + b = 0
miatt

Ak :=

qn+2
2 qk+1

1 − qn+2
1 qk+1

2 +a
(
qn+1
2 qk+1

1 − qn+1
1 qk+1

2

)
+ b

(
qn2 q

k+1
1 − qn1 qk+1

2

)
=

qn2 q
k+1
1

(
q2
2 + aq2 + b

)
− qn1 qk+1

2

(
q2
1 + aq1 + b

)
= 0.

Ezért

Bn =
an
bn+1

(
qn+2
2 qn+1

1 − qn+2
1 qn+1

2

)
+

n−1∑

k=0

ak
bk+1

Ak = an(q2 − q1).

(Vegyük észre, hogy q1 6= q2 esetén a fenti vn (n ∈ N) sorozat valós
értékű. Ez q1, q2 ∈ R mellett nyilvánvaló, ha viszont q2 = q1 ∈ C \R,
akkor q2 − q1 = −2ı Im q1, ill.

qn2 q
k+1
1 − qn1 qk+1

2 = rne−ınsrk+1eı(k+1)s − rneınsrk+1e−ı(k+1)s =

rn+k+1
(
e−ı(n−k−1)s − eı(n−k−1)s

)
=

−2ırn+k+1 sin((n− k − 1)s) (k = 0, ..., n− 1).

Tehát

vn =
1

Im q1

n−1∑

k=0

akr
n+k+1

bk+1
sin((n− k − 1)s) =

1

r sin s

n−1∑

k=0

akr
n+k+1

bk+1
sin((n− k − 1)s) ∈ R (n ∈ N).
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Legyen most q := q1 = q2, amikor is q2 + aq + b = 0 = 2q + a, és

vn :=
1

q2

n−1∑

k=0

(n− k − 1)qnak
qk

(n ∈ N).

Most tehát azt kell belátni, hogy

Bn := q2 (vn+2 + avn+1 + bvn) = q2an (n ∈ N).

Valóban,
Bn =

qn
(
n+1∑

k=0

(n− k + 1)q2ak
qk

+ a
n∑

k=0

(n− k)qak
qk

+ b
n−1∑

k=0

(n− k − 1)ak
qk

)
=

q2an+ qn
n−1∑

k=0

(n− k + 1)ak
qk

(q2 +aq+ b)− qn
(
n−1∑

k=0

)
aak
2qk

(2q+a) = q2an.

Világos, hogy most is vn ∈ R (n ∈ N).

xxiv) Írjuk a xxiii)-beli vn (n ∈ N) sorozatot a következő alakba:

vn =
n−1∑

k=0

znyk+1 − ynzk+1

δk+1
ak =

n−1∑

k=0

vnkak (n ∈ N),

ahol

vnk :=
znyk+1 − ynzk+1

δk+1
(n, k ∈ N).

Mivel minden k ∈ N esetén az előbbi N ∋ n 7→ vnk sorozat a zn, yn
(n ∈ N) sorozatok lineáris kombinációja, ezért N ∋ n 7→ vnk eleget
tesz a (∗∗) homogén egyenletnek. Nyilvánvaló továbbá, hogy minden
N ∋ k-ra

vkk =
zkyk+1 − ykzk+1

δk+1
=






qk2q
k+1
1 − qk1qk+1

2

δk+1 =
(q1q2)

k(q1 − q2)
(q1q2)

k+1(q2 − q1)
= − 1

q1q2
= −1

b
(q1 6= q2)

kq2k+1 − (k + 1)q2k+1

q2k+3 = − 1
q2 = −1

b (q := q1 = q2).
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Világos, hogy vk+1k = 0 (k ∈ N). Ha tehát

wn := −bvn+kk (n, k ∈ N),

akkor a wn (n ∈ N) sorozat (minden k ∈ N) esetén) olyan megoldása
a (∗∗) homogén egyenletnek, amely eleget tesz a w0 = 1, w1 = 0 kez-
deti feltételeknek.

xxv) Eléggé nyilvánvaló, hogyha az xn, x̃n (n ∈ N) sorozatok megoldásaik
a (∗) differenciaegyenletnek, akkor az xn − x̃n (n ∈ N) sorozat
megoldása a (∗∗) homogén egyenletnek, tehát alkalmas c1, c2 ∈ C
együtthatókkal

xn − x̃n = c1yn + c2zn (n ∈ N).

A xxi), xxii), xxiii) megjegyzésekben mondottak szerint a xx)-beli (∗)
differenciaegyenlet megoldásai a következők:

xn = c1yn + c2zn + vn (c1, c2 ∈ C, n ∈ N).

Itt vn (n ∈ N) helyébe a xxii) megjegyzésben megadott sorozat
helyett a (∗) egyenlet bármely (partikuláris) megoldása ı́rható. Ese-
tenként ilyen megoldás

”
ránézésre” is látszik. Tekintsük pl. az

(a) xn+2 − 5xn+1 + 6xn = 2n− 3 (n ∈ N),

(b) xn+2 − 4xn+1 + 4xn = 1 (n ∈ N)

inhomogén differenciaegyenleteket. Az (a) esetben a

P (t) = t2 − 5t+ 6 (t ∈ C)

karakterisztikus polinom gyökei 2 és 3, egy partikuláris megoldás pedig
könnyen láthatóan az N ∋ n 7→ n sorozat. Ezért

xn = c12
n + c23

n + n (c1, c2 ∈ C, n ∈ N).

A (b) esetben

P (t) = t2 − 4t+ 4 = (t− 2)2 (t ∈ C),

aminek 2 az egyetlen (kétszeres) gyöke, az N ∋ n 7→ 1 sorozat pedig
nyilván partikuláris megoldása. Így

xn = (c1 + c2n)2n + 1 (c1, c2 ∈ C, n ∈ N).
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xxvi) A részletek mellőzésével csupán röviden vázoljuk a fentiekben vizsgált
differenciaegyenletek (ld. a 2.2. viii) megjegyzést is) egyfajta
általánośıtását. Legyen ehhez valamilyen 0 < n ∈ N mellett adott
egy (n+ 1)-változós valós függvény:

f ∈ Rn+1 → R.

Adjunk meg továbbá egy (vk) : N→ R sorozatot, és határozzuk meg
azokat a (zk) számsorozatokat, amelyekre

(∗) f(zk, zk+1, ..., zk+n) = vk (k ∈ N)

teljesül. A most megfogalmazott feladatot differenciaegyenletnek ne-
vezzük, bármely, a (∗) egyenlőségnek (

”
egyenletnek”) eleget tevő (zk)

sorozat a differenciaegyenlet megoldása. Ha pl. n := 1 és

f(x, y) := y − x (x, y ∈ R),

továbbá (valamilyen d ∈ C esetén) vk := d (k ∈ N), akkor a keresett
(zk) sorozatra

zk+1 − zk = d (k ∈ N).

Más szóval (zk) számtani sorozat. Hasonlóan, legyen q ∈ C, és

f(x, y) := y − qx (x, y ∈ R),

vk = 0 (k ∈ N), amikor is (∗) a következő:

zk+1 − qzk = 0 (k ∈ N),

azaz (zk) egy mértani sorozat.

A differenciaegyenletünk lineáris, ha alkalmas a0, ..., an ∈ R számokkal
(ahol a0 6= 0, an 6= 0)

f(x0, ..., xn) =
n∑

j=0

ajxj ((x0, ..., xn) ∈ Rn+1).

Ekkor a (∗)
”
egyenlet” alakja:

(∗∗)
n∑

j=0

ajzk+j = vk (k ∈ N).

Azt mondjuk, hogy ez utóbbi homogén, ha vk = 0 (k ∈ N) :

(∗ ∗ ∗)
n∑

j=0

ajzk+j = 0 (k ∈ N).
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Könnyen belátható, hogy bármely c0, ..., cn ∈ C esetén a (∗∗) fel-
adatnak egyértelműen van olyan (zk) megoldása, amelyre fennállnak
a

zj = cj (j = 0, ..., n− 1)

egyenlőségek (kezdeti feltétel). Ti. (∗ ∗ ∗) szerint

zk+n =
1

an
· (vk − a0zk − ...− an−1zk+n−1) (k ∈ N).

Jelöljük M-mel, ill. Mh-val a (∗∗) (inhomogén), ill. a (∗∗∗) homogén
egyenlet megoldásainak a halmazát. Az alábbi álĺıtások igazak:

• az Mh halmaz n-dimenziós vektortér C felett;

• bármely (wk) ∈M (partikuláris megoldás) mellett

M = (wk) +Mh;

• ha i = 0, ..., n− 1, és (A
(i)
k ) jelöli a (∗ ∗ ∗) homogén egyenletnek

azt a megoldását, amelyre

A
(i)
k =






0 (k 6= i)

1 (k = i)
(k = 0, ..., n− 1),

akkor tetszőleges c0, ..., cn−1 ∈ C kezdeti értékek esetén a

z0 := c0, ..., zn−1 := cn−1,

zk :=
n−1∑

j=0

A
(j)
k cj +

1

an
·
k−n∑

l=0

A
(n−1)
k−l−1vl (k = n, n+ 1, ...)

sorozat megoldása (∗∗)-nak;

• a P (x) :=
∑n
j=0 ajx

j (x ∈ C) karakterisztikus polinom
páronként különböző gyökeit, ill. ezek multiplicitásait λ1, ..., λr-
rel, ill. s1, ..., sr-rel jelölve (valamilyen r = 1, ..., n mellett) a

(λki ), (kλki ), ... , (k
si−1λki ) (i = 1, ..., r)

sorozatok bázist alkotnak Mh-ban.
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Tehát a homogén egyenlet minden (zk) ∈ Mh megoldása a következő
alakú:

zk =
r∑

i=1

( si−1∑

j=0

αijk
j
)
λki (k ∈ N)

(alkalmas αij ∈ C (i ∈ {1, ..., r}, j ∈ {0, ..., si − 1}) együtt-
hatókkal). Nyilvánvaló, hogy ezzel ekvivalens az alábbi megfogal-
mazás: tetszőleges, legfeljebb (si − 1)-edfokú Pi (i ∈ {1, ..., r},
j ∈ {0, ..., si − 1}) polinomokkal

zk =
r∑

i=1

Pi(k)λ
k
i (k ∈ N).

Ha valamilyen i ∈ {1, ..., r} esetén λi ∈ C \R, akkor λi is szerepel a
gyökök között (lévén a P karakterisztikus polinom valós együtthatós),
és a λi multiplicitása szintén si. Könnyen ellenőrizhető, hogy ekkor a

(λki ), (kλki ), ... , (k
si−1λki ) , (λ

k

i ), (kλ
k

i ), ... , (k
si−1λ

k

i )

nem valós értékű (bázis-)sorozatok (a θi := arg λi jelöléssel) helyet-
teśıthetők az alábbi valós értékű sorozatokkal:

(|λi|k cos(kθi)), (k|λi|k cos(kθi)), ... , (k
si−1|λi|k cos(kθi)),

(|λi|k sin(kθi)), (k|λi|k sin(kθi)), ... , (k
si−1|λi|k sin(kθi)).

Ha ezt a
”
cserét” a P karakterisztikus polinom minden nem valós

értékű gyökére elvégezzük, akkor az Mh-nak egy valós értékű soroza-
tokból álló bázisához jutunk. Legyenek tehát a P nem valós értékű
gyökei (ha egyáltalán ilyenek vannak)

λ1, λ1, ..., λp, λp

(valamilyen p ∈ N mellett, 2p ≤ r). Ekkor a homogén egyenlet valós
értékű megoldásai az alábbi sorozatok:

zk =
p∑

i=1

( si−1∑

j=0

kj(βij cos(kθi)+γij sin(kθi))
)
|λi|k +

r∑

i=2p+1

( si−1∑

j=0

δijk
j
)
λki

(k ∈ N), ahol az itt szereplő valamennyi βij , γij, δij együttható valós
szám. Más szóval

zk =
p∑

i=1

(
Ri(k) cos(kθi)+Qi(k) sin(kθi)

)
|λi|k+

r∑

i=2p+1

Pi(k)λ
k
i (k ∈ N)
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tetszőleges valós együtthatós, legfeljebb (si−1)-edfokú Ri, Qi, Pi po-
linomokkal.

xxvii) A xxvi)-beli (∗∗) differenciaegyenlet stabilis, ha bármely ε > 0 szám
esetén létezik δ > 0 úgy, hogy tetszőleges olyan (zk), (z̃k) meg-
oldásokra, amelyekre

|z0 − z̃0| < δ, ... , |zn−1 − z̃n−1| < δ

fennáll, egyúttal

|zk − z̃k| < ε (n ≤ k ∈ N)

is teljesül. Tehát, ha a z0, ..., zn−1 kezdeti értékekben elkövetett (pl.
kereḱıtési, mérési, stb.) hiba

”
elég kicsi”, akkor ugyanez igaz marad a

megoldás
”
további” tagjaira is. Pl. a számtani sorozatot

”
definiáló”

zk+1 − zk = d (k ∈ N) egyenlet (valamilyen d ∈ C esetén) nyilván
stabilis, hiszen

|zk − z̃k| = |z0 − z̃0| (k ∈ N),

következésképpen a stabilitás defińıciójában szereplő tetszőlegesen
választott 0 < δ ≤ ε megfelelő. Ugyanakkor a q (∈ C) kvóciensű
mértani sorozatot

”
definiáló” zk+1− qzk = 0 (k ∈ N) egyenlet akkor

és csak akkor stabilis, ha |q| ≤ 1. Ui.

|zk − z̃k| = |z0 − z̃0|· |q|k−1 (k = 1, 2, ...),

ezért |q| > 1 esetén |q|k−1 → +∞ (k → ∞) (́ıgy z0 6= z̃0 esetén
minden ε > 0 számhoz van olyan 1 ≤ k ∈ N, amellyel |zk − z̃k| > ε),
azaz nem teljesülhet a stabilitás kritériuma, mı́g ha |q| ≤ 1, akkor
tetszőleges N ∋ k-ra |zk − z̃k| ≤ |z0 − z̃0| (tehát ismét vehető bármely
0 < δ ≤ ε), ami a stabilitást jelenti. Tekintsük pl. a Fibonacci-
sorozatot (ld. 2.3. xx) megjegyzés) meghatározó

zn+2 − zn+1 − zn = 0 (n ∈ N)

homogén másodrendű egyenletet a z0 = 0, z1 = 1 kezdeti értékekkel.
Ha δ > 0 és 0 < σ < δ, ill. z̃0 := 0, z̃1 := 1+σ, akkor |z0−z̃0| = 0 < δ,
|z1 − z̃1| = σ < δ, de (amint az könnyen ellenőrizhető)

|zk − z̃k| ≈
σ√
5

(
1 +
√

5

2

)k
→ +∞ (k →∞),

azaz a szóban forgó egyenlet nyilván nem stabil.
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xxviii) Belátható, hogy a (∗∗) egyenlet akkor és csak akkor stabilis, ha a P
karakterisztikus polinomjának minden λ gyökére az alábbi feltételek
valamelyike teljesül: |λ| < 1 vagy |λ| = 1, de λ egyszeres gyök.
(Vegyük észre, hogy a most mondott álĺıtás szerint a stabilitás független
a (∗∗) egyenlet (vk) jobb oldalától.)

Itt a szükségesség egyszerűen adódik. Ha ui. valamely λ gyökre |λ| > 1
igaz és σ > 0 tetszőleges, akkor a zk := 0, z̃k := σλk (k ∈ N)
választással (homogén eset)

|zk − z̃k| = σ|λ|k → +∞ (k →∞).

Ezért bármely pozit́ıv ε számhoz van olyan n ≤ k ∈ N, hogy

|zk − z̃k| > ε,

de ugyanakkor akármilyen δ > 0 esetén alkalmas σ-val

|z0 − z̃0| = σ < δ, ..., |zn−1 − z̃n−1| = σ|λ|n−1 < δ.

Tehát ekkor az egyenlet nem stabilis (instabilis). Ha viszont |λ| = 1
és λ legalább kétszeres gyöke P -nek, akkor tekintsük az előbbi (z̃k)
helyett a következő sorozatot: z̃k := σkλk (k ∈ N). Ekkor ismét

|zk − z̃k| = σk → +∞ (k →∞),

azaz az egyenlet instabilis. Megjegyezzük, hogy a fenti stabilitási tétel
bizonýıtása (annak az elégségesség része) meglehetősen összetett, de pl.
n = 1, 2 esetén elemi úton is elvégezhető. Valóban, ha n = 1, akkor
a P (x) = a0 + a1x (x ∈ C) karakterisztikus polinomnak egyetlen
gyöke van: λ := −a0/a1 és a fenti stabilitási tétel (elégséges) feltétele
szerint |λ| ≤ 1. Mivel (a megoldáshalmaz szerkezetére vonatkozó xx)-
ban idézett álĺıtások szerint) minden (zk), (z̃k) ∈M megoldás (valami-
lyen (wk) ∈M partikuláris megoldással és α, β ∈ C együtthatókkal)

zk = wk + αλk , z̃k = wk + βλk (k ∈ N)

alakú, ezért

|z0− z̃0| = |α−β| , |zk− z̃k| = |α−β|· |λ|k ≤ |α−β| (1 ≤ k ∈ N).

Ha tehát δ > 0, és |z0 − z̃0| = |α − β| < δ, akkor |zk − z̃k| < δ
(1 ≤ k ∈ N). Ez azt jelenti, hogy a stabilitás defińıciójában szereplő
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ε > 0 esetén tetszőleges 0 < δ ≤ ε választással teljesül a stabilitás
kritériuma.

Hasonlóan okoskodhatunk n = 2 esetén is. Ekkor a

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 (x ∈ C)

karakterisztikus polinom másodfokú, legyenek a gyökei λ és µ. (Mivel
a0 6= 0, ezért egyúttal λ 6= 0, µ 6= 0 is igaz.) Ha λ = µ (kétszeres
gyök), akkor a stabilitási (elégséges) feltétel szerint (0 <) |λ| < 1,
továbbá valamilyen (wk) partikuláris megoldással minden (zk), (z̃k)
megoldás (alkalmas α, β, α̃, β̃ ∈ C együtthatókkal)

zk = wk + αλk + βkλk , z̃k = wk + α̃λk + β̃kλk (k ∈ N).

Ezért |z0 − z̃0| = |α− α̃| és

|z1 − z̃1| = |α− α̃ + β − β̃|· |λ| ≥ (|β − β̃| − |α− α̃|)|λ|,

amiből

|β − β̃| ≤ |α− α̃|+ |z1 − z̃1||λ| = |z0 − z̃0|+
|z1 − z̃1|
|λ| .

Továbbá

|zk − z̃k| ≤ |α− α̃|· |λ|k + |β − β̃|· k|λ|k (2 ≤ k ∈ N),

azaz

|zk− z̃k| ≤ |z0− z̃0|· |λ|k+

(
|z0 − z̃0|+

|z1 − z̃1|
|λ|

)
· k|λ|k (2 ≤ k ∈ N).

A |λ| < 1 feltétel miatt limk→∞ (k|λ|k) = 0, ı́gy van olyan 2 ≤ k0 ∈ N,
hogy k|λ|k < 1 (k0 < k ∈ N), következésképpen

|zk − z̃k| ≤ 2|z0 − z̃0|+
|z1 − z̃1|
|λ| (k0 < k ∈ N).

Viszont

max
2<k≤k0

|zk − z̃k| ≤ |z0 − z̃0|+
(
|z0 − z̃0|+

|z1 − z̃1|
|λ|

)
· k0.

Ha tehát δ > 0 és |z0 − z̃0| < δ, |z1 − z̃1| < δ, akkor

|zk − z̃k| ≤ δ

(
1 +

(
1 +

1

|λ|

))
=: (1 + c)δ (k0 < k ∈ N)
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és
max

2<k≤k0
|zk − z̃k| ≤ (1 + ck0)δ.

Tetszőleges ε > 0 mellett válasszuk a δ > 0 számot úgy, hogy
(1 + ck0)δ < ε, ekkor |z0 − z̃0| < δ, |z1 − z̃1| < δ esetén egyúttal
minden k = 3, 4, ... indexre |zk − z̃k| < ε, tehát az egyenlet stabilis.

Ha λ 6= µ, akkor mindkét gyök egyszeres, ezért most a stabilitási
(elégséges) feltétel miatt |λ| ≤ 1, |µ| ≤ 1 és (a fenti jelöléseket meg-
tartva)

zk = wk + αλk + βµk , z̃k = wk + α̃λk + β̃µk (k ∈ N).

Következésképpen

|z0 − z̃0| = |α− α̃ + β − β̃| , |z1 − z̃1| = |(α− α̃)λ+ (β − β̃)µ|,

ill.

|zk − z̃k| = |(α− α̃)λk + (β − β̃)µk| ≤ |α− α̃|+ |β − β̃| (2 ≤ k ∈ N).

Tegyük fel, hogy δ > 0, és |z0 − z̃0| < δ, |z1 − z̃1| < δ. Ekkor

δ > |z1 − z̃1| = |(α− α̃ + β − β̃)λ+ (µ− λ)(β − β̃)| ≥

|µ− λ|· |β − β̃| − |α− α̃ + β − β̃|· |λ| =
|µ− λ|· |β − β̃| − |z0 − z̃0|· |λ|,

ezért

|β − β̃| < |λ|· |z0 − z̃0|+ δ

|µ− λ| <
2δ

|µ− λ| .

Analóg módon kapjuk az

|α− α̃| < 2δ

|µ− λ|
becslést. Mindezt figyelembe véve azt mondhatjuk tehát, hogy

|zk − z̃k| <
4δ

|µ− λ| (2 ≤ k ∈ N).

Világos, hogy bármely ε > 0 esetén alkalmas 0 < δ-val 4δ/|µ−λ| < ε,
amiből

|zk − z̃k| < ε (2 ≤ k ∈ N),
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tehát a szóban forgó esetben is következik a stabilitás.

Pl. a fentiekben idézett számtani-, mértani-, és Fibonacci-sorozatra a
P karakterisztikus polinom rendre

P (x) =






x− 1
x− q
x2 − x− 1

(x ∈ C),

a gyökei 1, q, (1 ±
√

5)/2. Itt az 1 és a q egyszeres gyök, ezért a
számtani sorozatot meghatározó egyenlet stabilis, a mértani sorozat-
tal kapcsolatos egyenletre pedig ugyanez akkor és csak akkor igaz, ha
|q| ≤ 1 (amint azt a stabilitási tétel megfogalmazása előtt láttuk).
A

”
Fibonacci-esetben” viszont (1 +

√
5)/2 > 1, tehát ez az egyenlet

instabilis.

2.3.1. Feladatok

1o Adjuk meg az alábbi magasabb rendű homogén lineáris diffe-
renciálegyenletek valós értékű megoldásait:

a) ϕ′′(t) + ϕ′(t)− 2ϕ(t) = 0 (t ∈ Dϕ);
b) ϕ′′(t)− 2ϕ′(t) = 0 (t ∈ Dϕ);
c) 2ϕ′′(t)− 5ϕ′(t) + 2ϕ(t) = 0 (t ∈ Dϕ)
d) ϕ′′(t)− 4ϕ′(t) + 5ϕ(t) = 0 (t ∈ Dϕ);
e) ϕ′′(t) + 2ϕ′(t) + 10ϕ(t) = 0 (t ∈ Dϕ);
f) ϕ′′(t) + ϕ(t) = 0 (t ∈ Dϕ);
g) ϕ′′′(t)− ϕ′′(t)− ϕ′(t) + ϕ(t) = 0 (t ∈ Dϕ);
h) ϕ′′′(t)− 3ϕ′′(t) + 3ϕ′(t)− ϕ(t) = 0 (t ∈ Dϕ)!

2o Keressük meg a következő magasabb rendű inhomogén lineáris differen-
ciálegyenletek valós értékű megoldásait:

a) ϕ′′(t)− 2ϕ′(t) + ϕ(t) = et
t (t > 0) ;

b) ϕ′′(t) + 3ϕ′(t) + 2ϕ(t) = 1
et + 1

(t ∈ R) ;

c) ϕ′′(t) + ϕ(t) = 1
sin t (0 < t < π) ;
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d) ϕ′′(t)− 4ϕ′(t) + 3ϕ(t) = et

1 + et
(t ∈ R) ;

e) ϕ′′(t) + 5ϕ′(t) + 4ϕ(t) = 3− 2t− t2 (t ∈ R) ;

f) ϕ′′(t)− 3ϕ′(t) + 2ϕ(t) = et + 2e3t (t ∈ R) ;

g) ϕ′′(t)− 6ϕ′(t) + 13ϕ(t) = sin(3t) (t ∈ R) ;

h) ϕ′′(t) + 4ϕ(t) = cos(2t) (t ∈ R) ;

i) ϕ′′(t)− 2ϕ′(t) + aϕ(t) = 1, ahol a ∈ R ;

j) ϕ′′′(t)− 4ϕ′′(t) + 3ϕ(t) = te2t (t ∈ R) ;

k) ϕ′′′(t)− ϕ′′(t) + ϕ′(t)− ϕ(t) = tet (t ∈ R) !

3o Oldjuk meg az alábbi kezdetiérték-problémákat:

a) ϕ′′(t) + 2ϕ′(t) + 5ϕ(t) = 1
et cos(2t)

(|t| < π/2) ,

ϕ(0) = 0 , ϕ′(0) = 1 ;

b) ϕ′′(t)− 8ϕ′(t) + 16ϕ(t) = t2 (t ∈ R) ,

ϕ(0) = 0 , ϕ′(0) = 1 ;

c) ϕ′′(t) + ϕ′(t) = 4et (t ∈ R) ,

ϕ(0) = 4 , ϕ′(0) = −3 ;

d) ϕ′′(t) + 2ϕ′(t) + 2ϕ(t) = te−t (t ∈ R) ,

ϕ(0) = 0 , ϕ′(0) = 0 ;

e) ϕ′′′(t)− ϕ′(t) = 0 (t ∈ R) ,

ϕ(0) = 0 , ϕ′(0) = −1, ϕ′′(0) = 1 ;

f) ϕ′′′(t)− 3ϕ′(t)− 2ϕ(t) = 9e2t (t ∈ R) ,

ϕ(0) = 0 , ϕ′(0) = −3 , ϕ′′(0) = 3 !

4o Határozzuk meg a következő hiányos másodrendű egyenletek, ill. kez-
detiérték-problémák megoldásait:

a) xϕ′′(x)− ϕ′(x) = x3 (x > 0) ;

b) (x2 + 1)ϕ′′(x) + (ϕ′(x))2 + 1 = 0 (x > 0) ;

c) ϕ′′(x)− 1
xϕ

′(x) = x sin x (x > 0) ;
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d) ϕ′′(ϕ− 1) = 2(ϕ′)2 , ϕ(0) = −1, ϕ′(0) = 2 ;

e) ϕ′′ϕ+ (ϕ′)2 − 1 = 0 , ϕ(0) = 1, ϕ′(0) = 0 ;

f) ϕ′′ = 2ϕϕ′ ;

g) ϕ′′ϕ− ϕ′ + 1 = 0 !

5o Az alábbi f függvény esetén oldjuk meg a megfelelő Euler-Lagrange-
egyenletet:

a) f(x, u, w) :=
√

1 + w2 ((x, u, w) ∈ R3);

b) f(x, u, w) := x2w2 ((x, u, w) ∈ R3);

c) f(x, u, w) := w(1 + x2w2) ((x, u, w) ∈ R3);

d) f(x, u, w) := xw + w2 ((x, u, w) ∈ R3);

e) f(x, u, w) := 3x2u2 + 2x3uw ((x, u, w) ∈ R3)!

6o Legyen f(x, u, w) := u2 +
√

1 + w2 ((x, u, w) ∈ R3). Gondoljuk meg,
hogy az Euler-Lagrange-egyenletre vonatkozó y(xi) = yi (i = 1, 2)
peremfeltételek nem minden xi, yi ∈ R (i = 1, 2) esetén teljeśıthetők!

7o Milyen xi, yi ∈ R (i = 1, 2) mellett van az Euler-Lagrange-
egyenletnek az y(xi) = yi (i = 1, 2) peremfeltételeknek megfelelő
megoldása, ha

a) f(x, u, w) := u2 + x2w2 ((x, u, w) ∈ R3);

b) f(x, u, w) := u+ xw ((x, u, w) ∈ R3);

c) f(x, u, w) := x− 3u ((x, u, w) ∈ R3);

d) f(x, u, w) := x2 + w2 ((x, u, w) ∈ R3)?

8o Hol lehet lokális minimuma az F funkcionálnak, ha

a) F(y) :=
∫ π/2

0
((y′(t))2 − y2(t)) dt (y ∈ C2[0, π/2], y(0) = 0,

y(π/2) = 1);

b) F(y) :=
∫ 2

1
y′(t)(1 + t2) dt (y ∈ C2[1, 2], y(1) = 3, y(2) = 5);
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c) F(y) :=
∫ 2

1

√
1 + (y′(t))2

t
dt (y ∈ C2[1, 2], y(1) = 0, y(2) = 1)?

9o Oldjuk meg a következő differenciaegyenleteket, ill. kezdetiérték-
problémákat! Adjuk meg a valós értékű megoldásokat is:

a) xn+2 − 6xn+1 + 8xn = 0 (n ∈ N);

b) xn+2 − 8xn+1 + 16xn = 0 (n ∈ N);

c) xn+2 + 2xn+1 + 3xn = 0 (n ∈ N);

d) xn+2 + xn = 0 (n ∈ N);

e) xn+2 − 5xn+1 + 6xn = 3 (n ∈ N);

f) 3xn+2 + 2xn = 4 (n ∈ N);

g) xn+2 − 5xn+1 + 4xn = 4n − n2 (n ∈ N);

h) xn+2 − xn+1 + 6xn = 4n − n2 (n ∈ N), x0 = 1, x1 = 2;

i) xn+2 = 4xn+1 − 4xn (n ∈ N), x0 = 1, x1 = 3!

10o Bizonýıtsuk be, hogy a z0 := 0, z1 := 1, zk+2 − zk+1 − zk = 0 (k ∈ N)
kezdetiérték-probléma megoldását jelentő (zk) Fibonacci-sorozatra

zkzk+2 − z2
k+1 = (−1)k+1 (k ∈ N)!

11o Legyen valamely α ∈ R esetén

Ik(α) :=
∫ π

0

cos(kt)− cos(kα)

cos t− cosα
dt (k ∈ N).

Mutassuk meg az alábbiakat:

• I0(α) = 0, I1(α) = π, és

Ik+2(α)− 2 cosαIk+1(α) + Ik(α) = 0 (k ∈ N);

• Ik(α) =
π sin(kα)

sinα
(k ∈ N) !



3. fejezet

Laplace-transzformált

3.1. A DL függvényosztály

A matematikai modellezés alapvető eszköztárába tartoznak a különböző
t́ıpusú transzformációs módszerek. Ezek közös jellemzője, hogy a szóban
forgó feladat matematikai modelljét előzetesen

”
transzformáljuk”, elérve

ezáltal azt, hogy a feladat, ill. a matematikai modell (pl. egyenlet) meg-
oldásának a transzformáltját bizonyos értelemben egyszerűbben tudjuk meg-
határozni, mint magát a megoldást. Pl. a matematikai modell igen gyak-
ran egy differenciál- (vagy integrál-) egyenletet jelent, amelynek a megoldása
(azaz a kiindulási feladatban keresett függvény meghatározása) az eredeti
alakjában sokszor

”
reménytelennek” tűnhet. Ugyanakkor (mint látni fog-

juk) alkalmas transzformációval a szóban forgó (pl.) differenciálegyenlet az
illető függvény transzformáltjára vonatkozó algebrai egyenletté alaḱıtható,
amely a legtöbbször már (relat́ıve) egyszerűen oldható meg. Ehhez előzetesen
nyilván tisztázni kell az alkalmazott transzformáció és a függvények, a
függvény- és algebrai-műveletek, ill. az egyéb matematikai operációk (pl.
deriválás, integrálás, stb.) széles körének a viszonyát. Más szóval olyan
eszköztárat kell feléṕıteni, amelynek a seǵıtségével aztán a fent emĺıtett
transzformáció már szinte rutinszerűen végezhető. Az eljárásnak persze ak-
kor van értelme, ha a megoldás transzformáltjából aztán elő tudjuk álĺıtani
a keresett megoldást (

”
inverz-transzformáció”). Megjegyezzük, hogy gyak-

ran nem is magára a
”
megoldásra” vagyunk kiváncsiak, hanem csak an-

nak bizonyos tulajdonságaira. Ezt is nagyban megkönnýıtheti egy jól
megválasztott transzformációs eljárás, feltéve, ha a utóbbinak bizonyos (pl.
aszimptotikus) tulajdonságaiból következtetni tudunk a megoldás analóg jel-
lemzőire. A klasszikus módszerek között emĺıthető a Fourier-transzformáció

és a Laplace-transzformáció, amelyek közül ebben a fejezetben az utóbbiról

189
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fogunk (messze nem teljes) áttekintést adni. Ehhez először azoknak a
függvényeknek a körét ı́rjuk le, amelyekre a később definiálandó Laplace-
transzformációt alkalmazni tudjuk.

Legyen ti. f : [0,+∞)→ R olyan függvény, amelyre igazak az alábbiak:

1o minden b > 0 mellett integrálható a [0, b] intervallumon;

2o van olyan z ∈ C komplex szám, amelyre

∫ +∞

0
f(t)e−tz dt := lim

b→+∞

∫ b

0
f(t)e−tz dt ∈ C.

Jelöljük ezentúl az ilyen feltételeknek eleget tevő f függvények halmazát
DL-lel. A továbbiakban az 1o tulajdonságot – hacsak mást nem mondunk –
mindig feltesszük a szóban forgó függvényekről.

3.1. Megjegyzések

i) Tegyük fel pl., hogy alkalmas γ ∈ R, K, c ≥ 0 számokkal minden
t ≥ c pontban

|f(t)| ≤ Keγt.

Ekkor f ∈ DL. Ha ui. z ∈ C, és Re z > γ, akkor t ≥ c esetén

|f(t)e−tz| = |f(t)|e−tRe z ≤ Ke−t(Re z−γ).

Következésképpen

∫ +∞

0
|f(t)e−tz| dt ≤

∫ c

0
|f(t)e−tz| dt+K

∫ +∞

c
e−t(Re z−γ) dt ≤

max
0≤t≤c

|e−tz|
∫ c

0
|f(t)| dt+K· lim

b→+∞

∫ b

c
e−t(Re z−γ) dt =:

γ + lim
b→+∞

(
K

Re z − γ
(
e−c(Re z−γ) − e−b(Re z−γ)

))
=

γ +
K

Re z − γ e
−c(Re z−γ) < +∞,

azaz
∫ +∞
0 |f(t)e−tz| dt < +∞. Ezért az

∫+∞
0 f(t)e−tz dt improprius

integrál is konvergens. Jelöljük a jelen megjegyésben megfogalmazott
feltételnek eleget tevő függvények halmazát DγL-val. Tehát DγL ⊂ DL.
Világos, hogy tetszőleges korlátos f függvényre f ∈ D0

L.
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ii) Legyen f ∈ DγL az előbbi megjegyzésben szereplő függvény, β > γ,
és c < b < d. Ekkor tetszőleges z ∈ C, Re z ≥ β esetén (az i)-ben
látottakkal analóg módon)

∣∣∣∣∣

∫ d

b
f(t)e−tz dt

∣∣∣∣∣ ≤ K
∫ d

b
e−t(Re z−γ) dt =

K

Re z − γ
(
e−b(Re z−γ) − e−d( Re z−γ)

)
≤ K

β − γ e
−b(β−γ).

Ha ε > 0 és b0 > c olyan, hogy e−b0(β−γ) < ε, akkor bármely
b0 < b < d esetén ∣∣∣∣∣

∫ d

b
f(t)e−tz dt

∣∣∣∣∣ ≤
Kε

β − γ .

Ez azt jelenti, hogy a {z ∈ C : Re z ≥ β} félśıkon az
∫+∞
0 f(t)e−tz dt

improprius integrál egyenletesen konvergens. Az eddigiekből az is ki-
derült, hogyha b > c tetszőlegesen rögźıtett, akkor

∣∣∣∣
∫ +∞

b
f(t)e−tz dt

∣∣∣∣ ≤
K

Re z − γ e
−b(Re z−γ) → 0 (Re z → +∞).

Belátható, hogy
∣∣∣∣∣

∫ b

0
f(t)e−tz dt

∣∣∣∣∣→ 0 (Re z → +∞)

is teljesül. Ez különösen egyszerű, ha valamilyen C > 0 konstanssal
|f(t)| ≤ C (t ∈ [0, b]). Ekkor ui.
∣∣∣∣∣

∫ b

0
f(t)e−tz dt

∣∣∣∣∣ ≤ C
∫ b

0
e−tRe z dt = C

1− e−bRe z

Re z
(z ∈ C, Re z > γ),

ahol 1− e−bRe z

Re z → 0 (Re z → +∞). Tehát
∣∣∣
∫ b
0 f(t)e−tz dt

∣∣∣ ≤ 2ε,
hacsak Re z már elég nagy.

iii) Ha pl. n ∈ N, és hn(t) := tn (t ≥ 0), akkor hn nyilván eleget
tesz az i) megjegyzés feltételeinek, azaz hn ∈ DL. Innen az is rögtön
következik, hogy bármely P polinom esetén az f(t) := P (t) (t ≥ 0)
leszűḱıtés is DL-beli.

iv) Legyen P polinom, β ∈ R, és f(t) := P (t)eβt (t ≥ 0). Ekkor
f ∈ DL. Ugyanakkor pl. megmutatható, hogy a 0 ≤ t 7→ et

2
(t ≥ 0)

vagy a 0 ≤ t 7→ ee
t

függvények egyike sem DL-beli.
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v) Ha f abszolút integrálható [0,+∞)-n, azaz az
∫+∞
0 |f(t)| dt integrál

véges (röviden: f ∈ L[0,+∞)), akkor bármely z ∈ C, Re z ≥ 0 esetén
∣∣∣f(t)e−tz

∣∣∣ = |f(t)|e−tRe z ≤ |f(t)| (t ≥ 0)

miatt a 0 ≤ t 7→ f(t)e−tz függvény is abszolút integrálható. Ezért
létezik (és véges) az

∫+∞
0 f(t)e−tz dt integrál, azaz f ∈ DL.

vi) Az f : [0,+∞) → C függvény exponenciális t́ıpusú, ha van olyan
x ∈ R, hogy az fx(t) := f(t)e−tx (t ≥ 0) függvény abszolút in-
tegrálható. Ekkor tetszőleges z ∈ C, Re z ≥ x esetén

∫ +∞

0
|f(t)e−tz| dt =

∫ +∞

0
|fx(t)|et(x−Re z) dt ≤

∫ +∞

0
|fx(t)| dt < +∞,

azaz a 0 ≤ t 7→ f(t)e−tz függvény is abszolút integrálható. Követke-
zésképpen f ∈ DL. Ha tehát Dexp

L jelöli a most definiált exponenci-
ális t́ıpusú függvények halmazát, akkor Dexp

L ⊂ DL, továbbá nyilván
L[0,+∞) ⊂ Dexp

L , ill. DγL ⊂ Dexp
L (γ ∈ R).

vii) A későbbiek szempontjából alapvető fontosságú az a tény, hogy ha
f ∈ DL, ill. z0 ∈ C, és

∫+∞
0 f(t)e−tz0 dt ∈ C, akkor bármely z ∈ C,

Re z >Re z0 helyen
∫+∞
0 f(t)e−tz dt ∈ C. (Innen nyilvánvaló, hogy

bármely f, h ∈ DL, α, β ∈ C mellett αf + βh ∈ DL.)
Csak folytonos f esetén vázolva a bizonýıtást legyen

ϕ(t) :=
∫ t

0
f(x)e−xz0 dx (t ≥ 0).

Ekkor a ϕ függvény minden τ ≥ 0 helyen differenciálható és ϕ′(τ) =
f(τ)e−τz0 . Ezért minden z ∈ C, Re z > Re z0 és b > 0 mellett

∫ b

0
f(t)e−tz dt =

∫ b

0
f(t)e−tz0e−t(z−z0) dt,

ahol parciálisan integrálva

∫ b

0
f(t)e−tz0e−t(z−z0) dt = ϕ(b)e−b(z−z0) + (z − z0)

∫ b

0
ϕ(t)e−t(z−z0) dt =:

A(b) +B(b).

Mivel

lim
b→+∞

ϕ(b) =
∫ +∞

0
f(t)e−tz0 dt ∈ C , lim

b→+∞
|e−b(z−z0)| =
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lim
b→+∞

e−b(Re z−Re z0) = 0,

ezért limb→+∞ ϕ(b)e−b(z−z0) = 0, azaz limb→+∞A(b) = 0. A ϕ függvény
folytonos (is), és limt→+∞ ϕ(t) ∈ C, ezért ϕ korlátos, ı́gy egy alkalmas
K számmal

∫ b

0
|ϕ(t)e−t(z−z0)| dt ≤ K

∫ b

0
|e−t(z−z0)| dt = K

∫ b

0
e−t(Re z−Re z0) dt =

K

Re z − Re z0

(
1− e−b(Re z−Re z0)

)
→ K

Re z − Re z0
(b→ +∞).

Következésképpen létezik az
∫+∞
0 ϕ(t)e−t(z−z0) dt ∈ C integrál, azaz

limb→+∞B(b) ∈ C, és

∫ +∞

0
f(t)e−tz dt = lim

b→+∞

∫ b

0
f(t)e−tz dt = lim

b→+∞
B(b) =

(z − z0)
∫ +∞

0
ϕ(t)e−t(z−z0) dt ∈ C.

viii) Emeljük ki külön is az előző megjegyzés végén kapott egyenlőséget (az
ottani szereplőkkel):

∫ +∞

0
f(t)e−tz dt = (z − z0)

∫ +∞

0
ϕ(t)e−t(z−z0) dt ∈ C.

ix) A 3.1. értelmezés 1o feltételében
”
integrálhatóságon” az illető függ-

vény Riemann-integrálhatóságára gondolunk. A Lebesgue-elméletet
ismerők számára azonban az 1o-beli

”
integrálhatóság” Lebesgue-in-

tegrálhatóságot is jelenthet. Ekkor pl. egy függvény akkor és csak
akkor abszolút integrálható (ld. v)), ha Lebesgue-integrálható a
[0,+∞) félegyenesen, ill. az L[0,+∞) függvényosztály nem más,
mint a Lebesgue-féle L1[0,+∞) függvénytér. Továbbá a vii) meg-
jegyzésben a szóban forgó f függvényről a folytonosság helyett (az
aktuális [0, b] intervallumon) Lebesgue-integrálhatóságot feltételezve a
fenti ϕ függvény abszolút folytonos lesz, ı́gy csupán majdnem min-
denütt deriválható, de igaz marad a parciális integrálás szabálya.
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3.2. Laplace-transzformált

Most már minden készen áll ahhoz, hogy értelmezni tudjuk a Laplace nevével
fémjelzett transzformációs eljárást. Valamely f ∈ DL esetén tekintsük ui.
azt az

Lf ∈ C→ C

függvényt, amelyre

DLf :=
{
z ∈ C :

∫ +∞

0
f(t)e−tz dt ∈ C

}
,

és

Lf(z) :=
∫ +∞

0
f(t)e−tz dt (z ∈ DLf).

Ha tehát F jelöli a C→ C függvények halmazát, akkor L : DL → F .Az ı́gy
definiált (függvényhez függvényt rendelő) L leképezést Laplace-operátornak
nevezzük, Lf az f ∈ DL függvény Laplace-transzformáltja (Euler (1737),
Laplace (1782)). A 3.1. vii) megjegyzés szerint tetszőleges f ∈ DL esetén az
Lf Laplace-transzformált legalább egy {z ∈ C : Re z > x}

”
jobb oldali”

félśıkon értelmezve van (alkalmas x ∈ R mellett). Pl. a 3.1. i), ill. ii)
megjegyzésében szereplő f ∈ DγL függvényekre (az ottani jelölésekkel)

{z ∈ C : Re z > γ} ⊂ DLf .

Hasonlóan, ha f ∈ L[0,+∞), akkor a fent mondottak szerint

{z ∈ C : Re z ≥ 0} ⊂ DLf ,

ill. f ∈ Dexp
L esetén valamilyen (f -től függő) x ∈ R számmal szintén

teljesül, hogy
{z ∈ C : Re z > x} ⊂ DLf .

Ha f ∈ DL, akkor legyen

qf := inf
{
x ∈ R :

∫ +∞

0
f(t)e−tz dt ∈ C (z ∈ C, Re z > x)

}
.

Világos (ld. 3.1. vii) megjegyzés), hogy
∫ +∞
0 f(t)e−tz dt ∈ C bármely z ∈ C,

Re z > qf esetén, ill., ha z ∈ C, és Re z < qf , akkor az
∫+∞
0 f(t)e−tz dt

integrál nem konvergens. Tehát

{z ∈ C : Re z > qf} ⊂ DLf ⊂ {z ∈ C : Re z ≥ qf}.
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Pl. tetszőleges f ∈ DγL függvényre nyilván qf ≤ γ. Továbbá tetszőleges
f, h ∈ DL függvényre és α, β ∈ R

”
együtthatóra”

qαf+βh ≤ max{qf , qh}.

Könnyű meggondolni, hogy f ∈ DL, z ∈ DLf esetén z ∈ DLf , és
Lf(z) = Lf(z). Ti., ha z = u+ ıv (u, v ∈ R) és t ≥ 0, akkor

e−tz = e−tu−ıtv = e−tu· cos(−tv) + ı sin(−tv) =

e−tu( cos(tv) + ı sin(tv)) = e−tu· eıtv = e−t(u−ıv) = e−tz ,

ı́gy

Lf(z) =
∫ +∞

0
f(t)e−tz dt =

∫ +∞

0
f(t)e−tz dt = Lf(z).

Ha f ∈ DL, és valamely z0 ∈ C mellett az
∫+∞
0 f(t)e−tz0 dt integrál ab-

szolút konvergens, tehát
∫ +∞
0 |f(t)e−tz0| dt < +∞, akkor minden z ∈ C,

Re z ≥ Re z0 helyen az
∫+∞
0 f(t)e−tz dt integrál is abszolút konvergens

(következésképpen konvergens is, azaz egyúttal z ∈ DLf . Ui.

∫ +∞

0
|f(t)e−tz| dt =

∫ +∞

0
|f(t)|e−tRe z dt ≤

∫ +∞

0
|f(t)|e−tRe z0 dt =

∫ +∞

0
|f(t)e−tz0| dt < +∞.

A most mondottakból az is kiderült, hogy ekkor

|Lf(z)| ≤
∫ +∞

0
|f(t)e−tz0| dt (z ∈ C, Re z ≥ Re z0).

Legyen

Qf := inf
{
x ∈ R :

∫ +∞

0
|f(t)e−tz| dt < +∞ (z ∈ C, Re z > x)

}

(ahol inf ∅ := +∞), akkor nyilván qf ≤ Qf , ill. bármely

z, v ∈ C , Re z > Qf , Re v < Qf

esetén
∫+∞
0 f(t)e−tz dt abszolút konvergens,

∫ +∞
0 f(t)e−tv dt nem abszolút

konvergens.
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A 3.1. i) megjegyzésben foglaltak szerint tetszőleges f ∈ DγL függvényre
Qf ≤ γ, ill. (ld. 3.1. v) megjegyzés) f ∈ L[0,+∞) esetén Qf ≤ 0. Világos,
hogy ha f ∈ Dexp

L (ld. 3.1. vi) megjegyzés), azaz valamilyen x ∈ R esetén

∫ +∞

0
|f(t)|e−txdt < +∞,

akkor tetszőleges z ∈ C, Re z ≥ x komplex számra az
∫ +∞
0 f(t)e−tzdt in-

tegrál az ∫ +∞

0
|f(t)e−tz|dt ≤

∫ +∞

0
|f(t)|e−txdt < +∞

becslés miatt abszolút konvergens. Ekkor tehát Qf < +∞. Igaz továbbá,
hogy ha az f függvény DL-beli, és valamely z ∈ C számra az

∫+∞
0 f(t)e−tzdt

integrál abszolút konvergens, azaz
∫ +∞
0 |f(t)|e−tRe zdt < +∞, akkor

f ∈ Dexp
L .

3.2. Megjegyzések

i) Megmutatható, hogyha f ∈ Dexp
L , akkor

Lf(z)→ 0 (Re z → +∞),

és a fenti konvergencia C ∋ z -ben egyenletes: minden ε > 0 számhoz
létezik olyan δ > 0, hogy |Lf(z)| < ε (z ∈ C, Re z > δ). Az
f ∈ Dexp

L , feltétel miatt ui. van olyan x ∈ R, amellyel

∫ +∞

0
|f(t)e−tx| dt < +∞.

Válasszuk a T > 0 számot úgy, hogy

∫ T

0
|f(t)e−tx| dt < ε

2

teljesüljön. (Feltéve, hogy a szóban forgó f függvényről Riemann-in-
tegrálhatóságot feltételezünk a [0, b] (0 < b ∈ R) intervallumokon.
Ebben az esetben az f függvény korlátos (pl.) a [0, 1] intervallumon,
azaz valamilyen K > 0 számmal |f(t)e−tx| ≤ K (t ∈ [0, 1]). Így
bármely 0 < T ≤ 1 esetén

∫ T

0
|f(t)e−tx| dt ≤ KT < ε/2,
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ha T < ε/(2K) is fennáll.) Ekkor bármely z ∈ C, Re z > x helyen

|Lf(z)| =
∣∣∣∣
∫ +∞

0
f(t)e−txe−t(z−x) dt

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

0
|f(t)e−tx|· e−t(Re z−x) dt =

∫ T

0
· · · +

∫ +∞

T
· · · =: I1(z) + I2(z).

Világos, hogy

I1(z) ≤
∫ T

0
|f(t)e−tx| dt < ε

2
.

Továbbá

I2(z) ≤ e−T (Re z−x)
∫ +∞

0
|f(t)e−tx| dt,

ahol e−T (Re z−x) → 0 (Re z → +∞) miatt alkalmas δ > 0 mellett a
z ∈ C, Re z > δ helyeken e−T (Re z−x) már olyan kicsi, hogy még

e−T (Re z−x)
∫ +∞

0
|f(t)e−tx| dt < ε

2

is igaz. Következésképpen ekkor |Lf(z)| < ε, amint álĺıtottuk.

(Ha az itt szereplő f függvényről Lebesgue-integrálhatóságot
feltételezünk (ld. 3.1. ix) megjegyzés), akkor a [0, 1] intervallumon
való fenti korlátosság nem feltétlenül teljesül. Viszont f ∈ Dexp

L , miatt
(az előbbi x-szel) az

fx(t) := f(t)e−tx (t ≥ 0)

függvény Lebesgue-integrálható a [0,+∞) félegyenesen. Ha tehát z
olyan komplex szám, hogy Re z > x, akkor

|Lf(z)| ≤
∫ +∞

0
|fx(t)|e(x−Re z)tdt,

ahol bármely t ≥ 0 mellett

fx(t)e
(x−Re z)t → 0 (Re z → +∞),

és |fx(t)e(x−Re z)t| ≤ |fx(t)|. Alkalmazható tehát a Lebesgue-féle
konvergencia-tétel:

∫ +∞

0
|fx(t)|e(x−Re z)tdt→ 0 (Re z → +∞).)

Speciálisan: ha f ∈ Dexp
L , akkor alkalmas x ∈ R esetén

Lf(z)→ 0 (Re z ≥ x, |z| → +∞).
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Sőt, bármely ε > 0 számhoz megadhatók olyan α, β
”
határok”, hogy

|Lf(z)| < ε (z ∈ C, Re z ≥ α, Im z ≥ β).

ii) Ha csak annyit tudunk, hogy f ∈ DL, és z0 ∈ DLf , akkor a következőt
mondhatjuk: bármely 0 ≤ α < π/2 esetén

Lf(z)→ 0 (z ∈ Dα,z0, |z| → +∞),

ahol

Dα,z0 := {w ∈ C : Rew > Re z0, |arg (w − z0)| ≤ α} .

Geometriailag Dα,z0 a komplex számśıkon egy z0 csúcspontú és α
nýılásszögű szögtartomány.

iii) Belátható, hogyha f ∈ DL, ε > 0 tetszőleges, akkor

Lf(z)

Im z
→ 0 (Re z ≥ qf + ε, |Im z| → +∞)

teljesül Re z-ben egyenletesen. (A qf = −∞ esetben a fenti konver-
gencia tetszőleges

”
jobb oldali” félśıkban értendő.)

iv) Legyen f(t) := 1
1 + t2

(t ≥ 0). Ekkor 0 ∈ DLf , ui.
∫+∞
0 f(t)e−tz dt a

z = 0 helyen abszolút konvergens:

∫ +∞

0

e0·t

1 + t2
dt = lim

b→+∞

∫ b

0

1

1 + t2
dt = lim

b→+∞
arctg b =

π

2
.

Következésképpen {z ∈ C : Re z ≥ 0} ⊂ DLf . Ha viszont z ∈ C,
és Re z < 0, akkor legyen Re z < a < 0. Mivel bármely 1 ≤ n ∈ N
esetén

f(t)e−at ≥ e−an/(5n2) (n ≤ t ≤ n+ 1),

ezért ∫ n+1

n
f(t)e−at dt ≥ e−an

5n2
→ +∞ (n→ +∞),

tehát
∫+∞
0 f(t)e−at dt = +∞. Így a /∈ DLf , tehát egyúttal (ld. 3.1.

vii) megjegyzés) z /∈ DLf . Összefoglalva azt kaptuk, hogy

DLf = {z ∈ R : Re z ≥ 0}.



FEJEZET 3. LAPLACE-TRANSZFORMÁLT 199

v) Ha g(t) := t
1 + t2

(t ≥ 0), akkor 0 /∈ DLg, ui.

lim
b→+∞

∫ b

0

t

1 + t2
dt =

1

2
lim
b→+∞

ln (1 + b2) = +∞.

A 3.1. vii) megjegyzés szerint ezért bármely z ∈ C, Re z < 0 esetén
z /∈ DLg, azaz

DLg ⊂ {z ∈ C : Re z ≥ 0} \ {0}.
Megmutatható, hogy itt

”
⊂ ” helyett

”
= ” is ı́rható. Ez nyilván követ-

kezik pl. abból, hogy tetszőleges 0 6= y ∈ R mellett ıy ∈ DLg, más
szóval

∫ +∞

0

te−ıyt

1 + t2
dt =

∫ +∞

0

t cos (yt)

1 + t2
dt− ı

∫ +∞

0

t sin (yt)

1 + t2
dt ∈ C.

Ismert, hogy az előbbi két (valós) improprius integrál konvergens.

vi) A fenti

{z ∈ C : Re z > qf} ⊂ DLf ⊂ {z ∈ C : Re z ≥ qf}.

összefüggés szoros analógiát mutat a hatványsorokkal kapcsolatos jól
ismert eredménnyel (ld. Cauchy-Hadamard-tétel). Nevezetesen, le-
gyenek adottak az an ∈ C (n ∈ N)

”
együtthatók”, ill. az a ∈ C

”
középpont”, és tegyük fel, hogy valamilyen a 6= z0 ∈ C helyen

létezik a
∑∞
n=0 an(z0 − a)n ∈ C sorösszeg. Ekkor tetszőleges z ∈ C,

|z − a| < |z0 − a| esetén is
∑∞
n=0 an(z − a)n ∈ C. Ha

R := sup{r ≥ 0 :
∞∑

n=0

an(z − a)n ∈ C (z ∈ C, |z − a| < r)},

akkor

KR(a) ⊂
{
z ∈ C :

∞∑

n=0

an(z0 − a)n ∈ C
}
⊂ KR(a).

vii) Legyen g : R→ C abszolút integálható függvény (azaz az
∫ +∞
−∞ |g(t)| dt

integrál véges), ekkor minden y ∈ R esetén a R ∋ t 7→ g(t)e−ıyt

függvény is nyilván abszolút integrálható, ezért létezik (és véges) a

ĝ(y) :=
∫ +∞

−∞
g(t)e−ıyt dt (y ∈ R)
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integrál is. Az ı́gy definiált ĝ : R→ C függvény a g függvény Fourier-
transzformáltja. Ha

g1(t) := g(−t) , g2(t) := g(t) (t ≥ 0),

akkor g1, g2 ∈ L[0,+∞), és

ĝ(y) :=
∫ 0

−∞
g(t)e−ıyt +

∫ +∞

0
g(t)e−ıyt dt =

∫ +∞

0
g(−t)eıyt dt+

∫ +∞

0
g(t)e−ıyt dt =

∫ +∞

0
g1(t)e

ıyt dt+
∫ +∞

0
g2(t)e

−ıyt dt = Lg1(−ıy) + Lg2(ıy).

”
Ford́ıtva”, tegyük fel, hogy f ∈ L[0,+∞), z ∈ C, x := Re z ≥ 0,
y := Im z, ekkor a

Φx,f(t) :=






0 (t < 0)

f(t)e−xt (t ≥ 0)

függvény a fenti értelemben abszolút integrálható, és

Lf(z) = Lf(x+ ıy) =
∫ +∞

0
f(t)e−xte−ıyt dt =

∫ +∞

−∞
Φx,f(t)e

−ıyt dt = Φ̂x,f(y).

viii) Legyen f, g ∈ DL. Az

f ∗ g(x) :=
∫ x

0
f(t)g(x− t) dt (x ≥ 0)

függvényt f és g konvolúciójának nevezzük. Világos, hogy f∗g = g∗f.
Speciálisan az |f(t)| ≤ Keαt, |g(t)| ≤ Meβt (t ≥ 0) feltételeknek
(alkalmas α 6= β ∈ R, K, M ≥ 0 paraméterekkel) eleget tevő
f, g ∈ DL függvényekre

|f ∗ g(x)| ≤
∫ x

0
|f(t)||g(x− t)| dt ≤ KMeβx

∫ x

0
e(α−β)t dt =

KM

α− β
(
eαx − eβx

)
≤ KM

|α− β|e
γx (x ≥ 0),
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ahol γ := max{α, β}. Ha pl.

D∗
L := {h ∈ DL : h korlátos minden [a, b] ⊂ (0,+∞) intervallumon},

akkor belátható, hogy bármely f, g ∈ D∗
L esetén f ∗ g ∈ D∗

L, és f ∗ g
folytonos minden x > 0 helyen.

Legyen pl. f(t) :=
√
t (t ≥ 0). Ekkor

f ∗ f(x) =
∫ x

0

√
t
√
x− t dt =

πx2

8
(x ≥ 0),

ui. az integrandus grafikonja egy (x/2, 0) középpontú és x/2 sugarú
félköŕıv a koordinátaśık y ≥ 0 felében, ı́gy az integrál az illető félkör
területe. Hasonlóan, legyen g(t) := 1 (t ≥ 0), akkor bármely f ∈ DL
esetén

f ∗ g(x) =
∫ x

0
f(t)g(x− t) dt =

∫ x

0
f(t) dt (x ≥ 0),

ami nem más, mint az f függvény integrálfüggvénye. A 3.3. xi) meg-
jegyzés szerint tehát (az ottani jelöléssel) az előbbi példában f ∗g = Ψ,
tehát

L(f ∗ g)(z) = LΨ(z) =
1

z
Lf(z) (z ∈ C, Re z > max{0, qf}).

Mivel (ld. 3.3.1. példa) Lg(z) = 1
z (z ∈ C, Re z > 0), ezért

L(f ∗ g)(z) = Lf(z)Lg(z) (z ∈ C, Re z > max{0, qf}).

Sőt, igaz az alábbi
”
konvolúciótétel”: ha f, g ∈ D∗

L és valamely s ∈ C
esetén Lf, Lg abszolút konvergensek s-ben, azaz

∫ +∞

0
|f(t)e−ts| dt ,

∫ +∞

0
|g(t)e−ts| dt < +∞,

akkor L(f ∗g) is abszolút konvergens s-ben és bármely z ∈ C, Re z ≥
Res esetén

L(f ∗ g)(z) = Lf(z)Lg(z).

Innen az is rögtön következik, hogy tetszőleges z ∈ C, Re z ≥ Re s
mellett az Lf(z), Lg(z) helyetteśıtési értékeket definiáló integrálok is
abszolút konvergensek. Ha csak Lf (vagy Lg ) abszolút konvergens
s-ben, és Lg (vagy Lf ) csupán konvergens s-ben, akkor L(f ∗ g)
is csak konvergens s-ben, az L(f ∗ g)(z) = Lf(z)Lg(z)

”
konvolúció-

egyenlőség” pedig z = s-re és z ∈ C, Re z > Re s esetén teljesül.
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ix) Például legyen f(t) :=
√
t, g(t) := πh2(t)/8 = πt2/8 (t ≥ 0), akkor a

korábbi példáink alapján a következőket mondhatjuk: f ∗ f = g, azaz

(Lf(z))2 = L(f ∗ f)(z) = Lg(z) =

π

8
Lh2(z) =

π

4z3
(z ∈ C, Re z > 0).

Ha itt 0 < z ∈ R, akkor

0 ≤
∫ +∞

0

√
te−tz dt = Lf(z) =

√
π

2
· 1

z
√
z
,

ezért általában is

Lf(z) =

√
π

2
· 1

z
√
z

(z ∈ C, Re z > 0),

ahol z = |z|eıα (|α| < π/2) esetén
√
z :=

√
|z|eıα/2.

x) Tekintsük az

f(t) :=






0 (t = 0)

1√
t

(t > 0)

függvényt. Világos, hogy f ∈ D∗
L, ill. f ∗ f(0) = 0, és x > 0 esetén

f ∗ f(x) =
∫ x

0

1√
t

1√
x− t dt =

∫ 1

0

1√
xu

x
√
x(1− u)

du =

∫ 1

0

du√
u
√

1− u =
∫ π/2

0

2 sin y cos y
√

sin2 y
√

1− sin2 y
dy = π,

tehát

f ∗ f(x) =






0 (x = 0)

π (x > 0).

Alkalmazzuk a fenti konvolúciótételt az f függvényre: ha z ∈ C és
Re z > 0, akkor (ld. 3.3.1.)

(Lf)2(z) = L(f ∗ f)(z) = π
∫ +∞

0
e−ıtz dt =

π

z
,

tehát Lf(z) =
√
π/
√
z.
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xi) Speciális esetben látjuk be csupán a következő egyértelműségi tételt:
tegyük fel, hogy a folytonos f, g ∈ DL függvények, és valamilyen a ∈ R
esetén

Lf(z) = Lg(z) (z ∈ C, Re z > a).

Ekkor f(t) = g(t) (t ≥ 0). Ez nyilván azzal ekvivalens, hogy ha
h ∈ DL, h folytonos, és Lh(z) = 0 (z ∈ C, Re z > a), akkor
h(t) = 0 (t ≥ 0). Sőt, azt látjuk be, hogy ha valamilyen z0 ∈ C, és
R ∋ σ > 0 esetén

Lh(z0 + nσ) = 0 (n ∈ N),

akkor h(t) = 0 (t ≥ 0). Valóban (ld. 3.1. viii)), tetszőleges z ∈ C,
Re z > Re z0 helyen

Lh(z) = (z − z0)
∫ +∞

0
ϕ(t)e−t(z−z0)dt

(ahol most ϕ(t) :=
∫ t
0 h(x)e

−xz0dx (t ≥ 0)). Ezért azt mondhatjuk,
hogy

Lh(z0 + nσ) = nσ
∫ +∞

0
ϕ(t)e−tnσdt = 0 (0 < n ∈ N).

A σt = − ln x, ill.

ψ(x) := ϕ(−(ln x)/σ) (0 < x ≤ 1) , ψ(0) := lim
t→+∞

ϕ(t) = Lh(z0)

helyetteśıtéssel az előbbi egyenlőségekből

∫ 1

0
xkψ(x) dx = 0 (k ∈ N)

következik. Tehát a folytonos ψ függvény valamennyi momentuma
zérus. Jól ismert, hogy ebből ψ ≡ 0 következik, amiből meg nyilván
azt kapjuk, hogy ϕ ≡ 0. Mivel 0 = ϕ′(t) = h(t)e−tz0 (t ≥ 0), ezért
innen h(t) = 0 (t ≥ 0) már adódik.
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3.3. Speciális függvények Laplace-transzfor-

máltja

Az alábbiakban néhány gyakran előforduló függvény Laplace-transzformált-
ját számı́tjuk ki. Vizsgáljuk továbbá bizonyos függvényátalaḱıtások és a
Laplace-transzformáció viszonyát. Ezzel mintegy

”
műveleti táblázatot” ál-

ĺıthatunk fel a Laplace-transzformációt illetően, amelynek az alkalmazások
során lehet nagy hasznát venni.

3.3.1. Legyen f(t) := 1 (t ≥ 0). Ekkor 0 6= z ∈ C esetén

∫ +∞

0
e−tz dt = lim

b→+∞

∫ b

0
e−tz dt =

1

z

(
1− lim

b→+∞
e−bz

)
∈ C

azzal ekvivalens, hogy

lim
b→+∞

|e−bz| = lim
b→+∞

e−bRe z = 0,

azaz, hogy Re z > 0. Ezért f ∈ DL, qf = 0, és

Lf(z) =
1

z
(z ∈ C, Re z > 0).

Világos, hogy 0 /∈ DLf , más szóval DLf = {z ∈ C : Re z > 0}.

3.3.2. Tekintsük most az f(t) := t (t ≥ 0) függvényt. Ha 0 6= z ∈ C,
akkor

∫ +∞

0
te−tz dt = lim

b→+∞

∫ b

0
te−tz dt = lim

b→+∞




[
−te

−tz

z

]b

0

+
1

z

∫ b

0
e−tz dt



 =

lim
b→+∞

[
−1

z
be−bz +

1

z2 −
1

z2 e
−bz
]
∈ C

most is azzal ekvivalens, hogy limb→+∞ e−bz = 0, azaz, hogy Re z > 0.
Ekkor

Lf(z) =
1

z2 (z ∈ C, Re z > 0),

és qf = 0. Nyilvánvaló, hogy 0 /∈ DLf , tehát DLf = {z ∈ C : Re z > 0}.

3.3.3. Az előbbi példa általánośıtásaként legyen n ∈ N, és hn(t) := tn

(t ≥ 0). Mutassuk meg, hogy

Lhn(z) =
n!

zn+1 (z ∈ C, Re z > 0).
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Az n = 0, 1 eseteket az előbbi példákban már
”
elintéztük”, ezért (ld. teljes

indukció) elegendő az belátni, hogy

Lhn(z) =
n!

zn+1 =⇒ Lhn+1(z) =
(n+ 1)!

zn+2 (n ∈ N, z ∈ C, Re z > 0).

Valóban, parciálisan integrálva limb→+∞ e−bz = 0 miatt

Lhn+1(z) =
∫ +∞

0
tn+1e−tz dt = lim

b→+∞

∫ b

0
tn+1e−tz dt =

lim
b→+∞




[
−t

n+1e−tz

z

]b

0

+
n+ 1

z

∫ b

0
tne−tz dt



 =
n+ 1

z
Lhn(z) =

n+ 1

z

n!

zn+1 =
(n + 1)!

zn+2 .

A most vizsgált példa speciális esete a

hα(t) := tα (−1 < α ∈ R, t > 0)

függvényosztálynak. Ekkor ui.

Lhα(z) =
Γ(α + 1)

zα+1
(z ∈ R, Re z > 0),

ahol

Γ(x) :=
∫ +∞

0
e−ttx−1 dt (x > 0)

a jól ismert gamma-függvény és a

log ξ = |ξ|+ ı arg ξ (0 6= ξ ∈ C)

komplex logaritmus seǵıtségével

zλ := eλ log z =
∞∑

k=0

(λ log z)k

k!
(0 6= z ∈ C, λ ∈ C).

(Emlékeztetünk arra, hogy

Γ(x+ 1) = x·Γ(x) (0 < x ∈ R),

amiből pl. teljes indukcióval

Γ(n+ 1) = n! (n ∈ N)
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már egyszerűen következik.) A részletek mellőzésével annyit jegyzünk meg
csupán, hogy 0 < x ∈ R esetén (egyszerű helyetteśıtéssel)

∫ +∞

0
tαe−txdt =

1

xα+1

∫ +∞

0
tαe−tdt =

Γ(α + 1)

xα+1
,

ezért (0,+∞) ⊂ DLhα. Következésképpen (ld. 3.1. vii) megjegyzés) bármely
z ∈ C, Re z > 0 komplex számra is z ∈ DLhα.

3.3.4. Hasonlóan számı́thatjuk ki az f(t) := tnet (t ≥ 0, n ∈ N)
függvény Laplace-transzformáltját:

Lf(z) =
n!

(z − 1)n+1 (z ∈ C, Re z > 1).

Ugyanis, ha n = 0, akkor

Lf(z) = L exp(z) =
∫ +∞

0
ete−tz dt =

∫ +∞

0
e−t(z−1) dt =

lim
b→+∞

∫ b

0
e−t(z−1) dt = lim

b→+∞




[
−e

−t(z−1)

z − 1

]b

0



 =
1

z − 1
(z ∈ C, Re z > 1).

Az n→ n+ 1
”
öröklődés” (ld. teljes indukció) igazolása:

∫ +∞

0
tn+1ete−tz dt =

∫ +∞

0
tn+1e−t(z−1) dt = lim

b→+∞

(∫ b

0
tn+1e−t(z−1) dt

)
=

lim
b→+∞




[
−t

n+1e−t(z−1)

z − 1

]b

0

+
n+ 1

z − 1

∫ b

0
tne−t(z−1) dt



 =

n+ 1

z − 1

∫ +∞

0
tne−t(z−1) dt =

n+ 1

z − 1

n!

(z − 1)n+1 =
(n+ 1)!

(z − 1)n+2 .

3.3.5. Tekintsük azt az 1-szerint periodikus F függényt (
”
négyszögje-

let”), amelyre

F (t) :=






1 (0 ≤ t < 1/2)

0 (1/2 ≤ t < 1),

és legyen f(t) := F (t) (t ≥ 0). Ekkor bármely b > 1 esetén egyértelműen
van olyan n ∈ N, amelyre n ≤ b < n+ 1. Két eset lehetséges:
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1o b < n+ 1/2, ekkor tetszőleges 0 6= z ∈ C mellett

∫ b

0
f(t)e−tz dt =

n−1∑

k=0

∫ k+1/2

k
e−tz dt+

∫ b

n
e−tz dt =

−1

z

n−1∑

k=0

(
e−(k+1/2)z − e−kz

)
− 1

z

(
e−bz − e−nz

)
=

1− e−z/2
z

n−1∑

k=0

e−kz − 1

z

(
e−bz − e−nz

)
,

ahol Re z > 0 esetén

1− e−z/2
z

n−1∑

k=0

e−kz − 1

z

(
e−bz − e−nz

)
→

1− e−z/2
z(1− e−z) =

1

z(1 + e−z/2)
(b→ +∞).

2o b ≥ n+ 1/2, ekkor tetszőleges 0 6= z ∈ C mellett az 1o esettel analóg
módon
∫ b

0
f(t)e−tz dt =

n∑

k=0

∫ k+1/2

k
e−tz dt→ 1

z(1 + e−z/2)
(b→ +∞).

Összefoglalva azt kaptuk, hogy Lf(z) = 1
z(1 + e−z/2)

(z ∈ C,Re z > 0).

3.3.6. Legyen 0 6= ω ∈ R, ekkor a

0 ≤ t 7→ sin (ωt) , 0 ≤ t 7→ cos (ωt)

függvények Laplace-transzformáltjai is könnyen kiszámı́thatók. Pl.

∫ +∞

0
sin (ωt)e−tz dt = lim

b→+∞

∫ b

0
sin (ωt)e−tz dt,

ahol z ∈ C, Re z > 0 esetén

∫ b

0
sin (ωt)e−tz dt = −

[
sin (ωt)e−tz

z

]b

0

+
ω

z

∫ b

0
cos (ωt)e−tz dt =
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−sin (ωb)e−bz

z
− ω

z

[
cos (ωt)e−tz

z

]b

0

− ω2

z2

∫ b

0
sin (ωt)e−tz dt =

−sin (ωb)e−bz

z
− ω cos (ωb)e−bz − ω

z2
− ω2

z2

∫ b

0
sin (ωt)e−tz dt,

ezért ∫ b

0
sin (ωt)e−tz dt =

z2

ω2 + z2

ω − ω cos (ωb)e−bz − z sin (ωb)e−bz

z2
→ ω

ω2 + z2
(b→ +∞).

Tehát az sω(t) := sin (ωt) (t ≥ 0) függvényre

Lsω(z) =
ω

ω2 + z2
(z ∈ C, Re z > 0).

Ha Re z = 0, akkor z = ıy (y ∈ R), és b > 0 esetén

∫ b

0
sin(ωt)e−ıty dt =

∫ b

0
sin(ωt) cos(ty) dt− ı

∫ b

0
sin(ωt) sin(ty) dt.

A

lim
b→+∞

∫ b

0
sin(ωt) cos(ty) dt

határérték viszont nem létezik, tehát az
∫+∞
0 sin(ωt)e−ıty dt improprius in-

tegrál sem létezik. Következésképpen ıy /∈ DLsω , ı́gy (ld. 3.1. vii) megjegy-
zés) w /∈ DLsω , hacsak w ∈ C, és Rew ≤ 0.

Hasonlóan kapjuk, hogy a cω(t) := cos (ωt) (t ≥ 0) függvényre

Lcω(z) =
z

ω2 + z2
(z ∈ C, Re z > 0).

Speciálisan, ha ω = 1, akkor a sin, cos függvények (valójában ezek leszűḱı-
téseinek (a [0,+∞) félegyenesre) Laplace-transzformáltjai:

L sin(z) = Ls1(z) =
1

1 + z2
(z ∈ C, Re z > 0),

L cos(z) = Lc1(z) =
z

1 + z2
(z ∈ C, Re z > 0).
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3.3. Megjegyzések

i) Tetszőleges f, g ∈ DL, α, β ∈ C esetén

• L(αf + βg)(z) = αLf(z) + βLg(z) (z ∈ DLf ∩ DLg);

• L(expα f)(z) = Lf(z − α) (z − α ∈ DLf );
• ha van olyan T > 0, hogy f(t+ T ) = f(t) (t ≥ 0), akkor

(
1− e−Tz

)
Lf(z) =

∫ T

0
f(t)e−tz dt (z ∈ DLf).

Ti. az első álĺıtás eléggé triviális. A második bizonýıtásához legyen
z ∈ C olyan, hogy z − α ∈ DLf , ekkor

L(expα f)(z) =
∫ +∞

0
eαtf(t)e−tz dt =

∫ +∞

0
f(t)e−t(z−α) dt = Lf(z−α).

Végül számoljuk ki a harmadik álĺıtásbeli feltételek mellett Lf(z)-t
(z ∈ DLf) :

Lf(z) =
∫ +∞

0
f(t)e−tz dt = lim

n→+∞

∫ nT

0
f(t)e−tz dt.

Legyen 0 < n ∈ N, ekkor

∫ nT

0
f(t)e−tz dt =

n−1∑

k=0

∫ (k+1)T

kT
f(t)e−tz dt =

n−1∑

k=0

∫ T

0
f(t+ kT )e−(t+kT )z dt =

(∫ T

0
f(t)e−tz dt

)
·
n−1∑

k=0

e−kTz.

Az
∫ T
0 f(t)e−tz dt = 0 esetben tehát Lf(z) = 0, és a szóban forgó

álĺıtás nyilván igaz. Ha
∫ T
0 f(t)e−tz dt nem nulla, akkor léteznie kell a

lim
n→+∞

n−1∑

k=0

e−kTz = lim
n→+∞

n−1∑

k=0

(
e−Tz

)k
=

∞∑

k=0

(
e−Tz

)k ∈ C

határértéknek. A
∑∞
k=0

(
e−Tz

)k
mértani sor tehát konvergens, ı́gy

szükségképpen
∣∣∣e−Tz

∣∣∣ =
∣∣∣e−T ·Rez· e−ıT ·Imz

∣∣∣ =
∣∣∣e−T ·Rez

∣∣∣ < 1,
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tehát Re z > 0, és

lim
n→+∞

n−1∑

k=0

e−kTz =
∞∑

k=0

(
e−Tz

)k
=

1

1− e−Tz .

Innen a vizsgált álĺıtásunk már következik.

ii) Példaként legyen rendre f(t) := hn(t) = tn (n ∈ N, t ≥ 0), f := sω,
vagy f := cω (0 6= ω ∈ R). Ekkor az i) megjegyzés (és a korábbi
példák) szerint (közvetlen számolással is könnyen ellenőrizhetően) az
expα f(t) = f(t)eαt (t ≥ 0) függvényekre a z ∈ C, Re z > Reα helye-
ken

L(expα hn)(z) =
∫ +∞

0
tneαte−tzdt =

n!

(z − α)n+1
,

L(expα sω)(z) =
∫ +∞

0
eαt sin(ωt)e−tzdt =

ω

ω2 + (z − α)2
,

L(expα cω)(z) =
∫ +∞

0
eαt cos(ωt)e−tzdt =

z − α
ω2 + (z − α)2

.

iii) Az i) megjegyés harmadik álĺıtását is illusztrálhatjuk az alábbi (elemi
úton is könnyen kiszámolható) példával:

∫ 2π/ω

0
sin(ωt)e−tzdt =

ω(1− e−2πz/ω)

ω2 + z2
(0 6= ω ∈ R, Re z > 0).

Valóban, ha az emĺıtett álĺıtásban f := sω, akkor T helyébe ı́rható
2π/ω, ezért az Lsω -ra vonatkozó formula (ld. 3.3.6.) alapján kapjuk
a fenti öszefüggést.

iv) Az i)-beli első álĺıtás szerint a Laplace-transzformáció addit́ıv az alábbi
értelemben: ha n ∈ N, és fk ∈ DL (k = 0, ..., n), továbbá valamilyen
x ∈ R esetén D := {ξ ∈ C : Re ξ > x} ⊂ DLfk

(k = 0, ..., n), akkor∑n
k=0 fk ∈ DL, és

L

(
n∑

k=0

fk

)
(z) =

n∑

k=0

Lfk(z) (z ∈ D).
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v) Legyen valamely f ∈ DL és a > 0, b ≥ 0 esetén

δaf(t) := f(at) , ∆bf(t) := f(t+ b) (t ≥ 0),

ill.

τbf(t) :=






f(t− b) (t ≥ b)

0 (0 ≤ t < b).

Ekkor

• L(τbf)(z) = e−bzLf(z) (z ∈ DLf);

• L(δaf)(z) = 1
aLf(z/a) (z/a ∈ DLf );

• L(∆bf)(z) = ebz
(
Lf(z)− ∫ b0 f(t)e−tzdt

)
(z ∈ DLf).

Ha ui. z ∈ DLf , ekkor

L(τbf)(z) =
∫ +∞

0
f(t− b)e−tz dt = lim

c→+∞

∫ c

0
f(t− b)e−tz dt =

lim
c→+∞

∫ c−b

0
f(t)e−(t+b)z dt =

e−bz lim
c→+∞

∫ c−b

0
f(t)e−tz dt = e−bz

∫ +∞

0
f(t)e−tz dt = e−bzLf(z).

Hasonlóan, ha z ∈ C, és z/a ∈ DLf , akkor

L(δaf)(z) = lim
c→+∞

∫ c

0
f(at)e−tz dt = lim

c→+∞

∫ ac

0
f(t)e−tz/a

1

a
dt =

1

a

∫ +∞

0
f(t)e−tz/a dt =

1

a
Lf(z/a).

Végül

L(∆bf)(z) =
∫ +∞

0
f(t+ b)e−tzdt = lim

c→+∞

∫ c

0
f(t+ b)e−tzdt =

lim
c→+∞

∫ b+c

b
f(t)e−(t−b)zdt =
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ebz lim
c→+∞

(∫ b+c

0
f(t)e−tzdt−

∫ b

0
f(t)e−tzdt

)
=

ebz
(
Lf(z)−

∫ b

0
f(t)e−tzdt

)
.

vi) Ha tehát f ∈ DL, a > 0, b ≥ 0, és

f̃(t) :=






f(at− b) (t ≥ b/a)

0 (0 ≤ t < b/a),

akkor

Lf̃(z) =
1

a
e−bz/aLf(z/a) (z/a ∈ DLf).

Mindez másképp kifejezve: az

f∗(t) := e−bt/af(t/a) (t ≥ 0)

jelöléssel

Lf(az + b) =
1

a
Lf∗(z) (az + b ∈ DLf).

vii) Tekintsük pl. az fa(t) := eat (t ≥ 0) függvényt, ahol a ∈ C. Ekkor
bármely z ∈ C és b > 0 esetén

∫ b

0
fa(t)e

−tz dt =
∫ b

0
e(a−z)t dt =






b (a = z)

e(a−z)b − 1
a− z (a 6= z).

Innen világos, hogy limb→+∞
∫ b
0 fa(t)e

−tz dt ∈ C ⇐⇒ Re (a−z) < 0,
azaz Re z > Re a, és ekkor

Lfa(z) =
1

z − a.
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viii) Nyilvánvaló, hogy az előző megjegyzésbeli fa függvényre

fa = δa exp = δaf1.

Itt (ld. vii))

L exp(z) = Lf1(z) =
1

z − 1
(z ∈ C, Re z > 1),

ezért v) alapján
Lfa(z) = L exp(z/a) =

1

a
· 1

z/a− 1
=

1

z − a (z ∈ C, Re (z/a) > 1 ⇐⇒ Re z > Re a).

ix) Legyen most valamely a ∈ C esetén ga(t) := teat (t ≥ 0). Ekkor azt
mondhatjuk, hogy ga = h expa, ahol h(t) := t (t ≥ 0). Mivel (ld.
3.3.2.)

Lh(z) = 1/z2 (z ∈ C, Re z > 0),

ezért az i) megjegyzés alapján

Lga(z) = Lh(z − a) =
1

(z − a)2
(z ∈ C, Re (z − a) > 0)

(ahol Re (z−a) > 0 ⇐⇒ Re z > Re a), amiről közvetlen számolással
is könnyen meggyőződhetünk: tetszőleges b > 0 mellett

∫ b

0
ga(t)e

−tz dt =
∫ b

0
tet(a−z) dt =






b2/2 (a = z)

beb(a−z)
a− z −

eb(a−z)

(z − a)2 + 1
(z − a)2 (a 6= z).

Tehát

lim
b→+∞

∫ b

0
ga(t)e

−tz dt ∈ C ⇐⇒ lim
b→+∞

beb(a−z)

a− z =

lim
b→+∞

eb(a−z)

(a− z)2 = 0 ⇐⇒ Re z > Re a,

és ekkor limb→+∞
∫ b
0 ga(t)e

−tz dt = Lga(z) = 1/(z − a)2.
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x) Az előbbiekhez képest jóval bonyolultabb meggondolásokat igényel az
alábbi álĺıtás: bármely f ∈ DL függvény, z ∈ C, Re z > qf válasz-
tással Lf ∈ D∞{z}, és

(Lf)(n) (z) = (−1)nL(hnf)(z) = (−1)n
∫ +∞

0
tnf(t)e−tz dt (n ∈ N)

(ahol - emlékeztetőül - hn(t) := tn (t ≥ 0)). Speciálisan az Lf
Laplace-transzformált differenciálható és

(Lf)′ (z) = −
∫ +∞

0
tf(t)e−tz dt (z ∈ C, Re z > qf ).

(Teljes indukcióra hivatkozva egyébként az előbbi egyenlőségből nyilván
következik tetszőleges N ∋ n-re is az álĺıtás.) Ha tehát

Φ(t, z) := f(t)e−tz (t ≥ 0, z ∈ C, Re z > qf),

akkor a Φ
”
kétváltozós” függvény seǵıtségével Lf(z) =

∫+∞
0 Φ(t, z) dt

(
”
paraméteres integrál”), és

(Lf)(n)(z) =
∫ +∞

0

∂nΦ(t, z)

∂zn
dt (n ∈ N, z ∈ C, Re z > qf ).

Formálisan szólva
”
szabad az integráljel mögött deriválni”.

xi) Legyen f : [0,+∞) → R, n ∈ N, f ∈ Dn és tegyük fel, hogy
f (n) ∈ DL. Ekkor f (k) ∈ DL (k = 0, ..., n− 1) és

Lf (n)(z) = znLf(z)−
n−1∑

k=0

f (k)(0)zn−k−1 (z ∈ C, Re z > max{0, qf(n)}).

A bizonýıtás részleteit itt is mellőzve annyit jegyzünk meg csupán,
hogy a teljes indukció módszerére hivatkozva csak az n = 1 esettel
kell foglalkozni. Ekkor az álĺıtásunk a következő: ha f ′ ∈ DL, akkor
f ∈ DL, és

Lf ′(z) = zLf(z) − f(0) (z ∈ C, Re z > max{0, qf ′}).

(Parciálisan integrálva

Lf ′(z) = lim
b→+∞

∫ b

0
f ′(t)e−tz dt =
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lim
b→+∞

(
f(b)e−bz − f(0) + z

∫ b

0
f(t)e−tz dt

)
=

lim
b→+∞

f(b)e−bz − f(0) + z· lim
b→+∞

∫ b

0
f(t)e−tz dt =

lim
b→+∞

(
f(b)e−bz

)
− f(0) + zLf(z).

Elég tehát azt megmutatni, hogy limb→+∞ f(b)e−bz = 0.)

Analóg módon kapjuk az alábbi álĺıtást: ha f ∈ DL, Ψ(t) :=
∫ t
0 f(x) dx

(t ≥ 0), akkor Ψ ∈ DL, és

LΨ(z) =
1

z
Lf(z) (z ∈ C, Re z > max{0, qf}).

xii) Ha f ∈ DγL, f ∈ D és f ′ ∈ DL, akkor az

Lf ′(z) = zLf(z) − f(0) (z ∈ C, Re z > γ)

egyenlőség egyszerűen adódik:

Lf ′(z) =
∫ +∞

0
f ′(t)e−tz dt = lim

b→+∞

∫ b

0
f ′(t)e−tz dt =

lim
b→+∞

(
f(b)e−bz − f(0) + z

∫ b

0
f(t)e−tz dt

)
,

ahol b ≥ c esetén

∣∣∣f(b)e−tz
∣∣∣ ≤ Ke−b(Re z−γ) → 0 (b→ +∞).

Tehát

Lf ′(z) = −f(0) + z lim
b→+∞

∫ b

0
f(t)e−tz dt = zLf(z) − f(0).

Megjegyezzük, hogy ha az f ∈ DγL függvényről f ∈ D helyett csak
annyit teszünk fel, hogy a t > 0 helyeken differenciálható, és létezik az

f(+0) := lim
t→+0

f(t)
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véges határérték, akkor

∫ b

0
f ′(t)e−tz dt = lim

a→+0

∫ b

a
f ′(t)e−tz dt =

lim
a→+0

(
f(b)e−bz − f(a)e−az

)
= f(b)e−bz − f(+0)

miatt

Lf ′(z) = zLf(z)− f(+0) (z ∈ C, Re z > γ)

adódik. Ha még f ′ ∈ DγL is igaz, akkor (ld. 3.2. i) megjegyzés) azt
kapjuk, hogy Re z → +∞ esetén Lf ′(z) → 0. Ezért az előbbiek
szerint

zLf(z)→ f(+0) (Re z → +∞).

xiii) Legyen most f ∈ DL olyan függvény, amelyre létezik az

f(+∞) := lim
t→+∞

f(t) ∈ C

véges határérték. Ekkor tetszőleges z ∈ DLf , Re z > 0 helyen

zLf(z) − f(+∞) = z
∫ +∞

0
(f(t)− f(+∞))e−tz dt.

Speciálisan, ha f ∈ L[0,+∞), azaz
∫+∞
0 |f(t)| dt < +∞, akkor

nyilvánvaló, hogy f(+∞) = 0. Továbbá bármely z ∈ C, Re z ≥ 0
esetén |Lf(z)| ≤ ∫+∞

0 |f(t)| dt, tehát Lf korlátos a {z ∈ C : Re z ≥ 0}
félśıkon. Így

lim
Re z≥0,z→0

(zLf(z)) = 0

triviálisan teljesül.

xiv) Tegyük fel, hogy az f : [0,+∞) → C függvény differenciálható,
f ′ ∈ DL, és létezik a véges f(+∞) határérték. Ekkor (ld. xi) meg-
jegyzés) Lf ′(z) = zLf(z) − f(0) (z ∈ C, Re z > 0), azaz

zLf(z) = f(0) +
∫ +∞

0
f ′(t)e−tz dt.
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Ha itt f olyan, hogy

lim
Re z>0,z→0

∫ +∞

0
f ′(t)e−tz dt =

∫ +∞

0
lim
z→0

(
f ′(t)e−tz

)
dt =

∫ +∞

0
f ′(t) dt =

lim
b→+∞

∫ b

0
f ′(t) dt = lim

b→+∞
(f(b)− f(0)) = f(+∞)− f(0),

akkor
lim

Re z>0,z→0
(zLf(z)) = f(+∞).

Ez a helyzet pl., ha K ≥ 0, γ > 0, és alkalmas c > 0 mellett

|f ′(t)| ≤ Ke−γt (t ≥ c).

3.4. Mellin-transzformáció

Tegyük fel, hogy a folytonos g ∈ C→ C függvényre valamely α ∈ R esetén
teljesül a {z ∈ C : Re z > α} ⊂ Dg feltétel. Ha x > α, b > 0, és

ℓb(y) := x+ ıy (−b ≤ y ≤ b),

akkor legyen

∫ x+ı∞

x−ı∞
g(z) dz := lim

b→+∞

∫

ℓb

g(z) dz

(ahol
∫
ℓb
g(z) dz a g függvénynek az ℓb (iránýıtott) komplex útra (

”
sza-

kaszra”) vett vonalintegrálját jelenti), feltéve, hogy ez a határérték létezik és
C-beli. Tehát (a vonalintegrál defińıciója szerint)

∫ x+ı∞

x−ı∞
g(z) dz = lim

b→+∞

∫ b

−b
g(ℓb(y))ℓ

′
b(y) dy =

lim
b→+∞

∫ b

−b
ıg(x+ ıy) dy = ı

∫ +∞

−∞
g(x+ ıy) dy.

Más szóval
∫ +∞

−∞
g(x+ ıy) dy =

1

ı

∫ x+ı∞

x−ı∞
g(z) dz,

ahol
∫+∞
−∞ ... := (v.p.)

∫+∞
−∞ ... := limb→+∞

∫ b
−b ... a szóban forgó improprius

”
integrál” ún. Cauchy-féle főértéke (valor principalis) .
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A fenti integrálfogalmat alapul véve látható be az alábbi álĺıtás, amely
alapvető fontosságú az

”
inverz” Laplace-transzformációt illetően. Legyen eh-

hez F ∈ C→ C, α ∈ R, és

D := {z ∈ C : Re z > α} ⊂ DF ,

F ∈ D{z} (z ∈ D). Tegyük fel továbbá, hogy tetszőleges 0 < δ-ra a

Dδ := {z ∈ C : Re z ≥ α + δ}

zárt félśıkban limz∈Dδ,|z|→+∞ F (z) = 0, és minden x ∈ R, x > α esetén az

∫ +∞

−∞
|F (x+ ıy)| dy

integrál véges. Ekkor bármely t ≥ 0 helyen az
∫ x+ı∞
x−ı∞ F (z)etz dz integrálok

is végesek és függetlenek α < x-től, az

f(t) :=
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etz dz (t ≥ 0)

elő́ırással definiált f függvény DL-beli (ahol tehát α < x tetszőleges), foly-
tonos, és

Lf(z) = F (z) (z ∈ C, Re z > α).

3.4. Megjegyzések

i) Tehát azt ı́rhatjuk, hogy

f(t) =
1

2πı
·
∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(z)etz dz (t ≥ 0).

Ez az egyenlőség az ún. Mellin-formula (Riemann (1859), Mellin
(1902)),

1

2πı
·
∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etz dz (t ≥ 0)

az F függvény Mellin-transzformáltja.

ii) A tételben szereplő
∫ x+ı∞
x−ı∞ F (z)etz dz integrálról a következőt mond-

hatjuk:

∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etz dz = ı· lim

b→+∞

∫ b

−b
F (x+ ıy)et(x+ıy) dy =
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ıetx· lim
b→+∞

∫ b

−b
F (x+ ıy)eıty dy.

Mivel

∫ b

−b
|F (x+ ıy)eıty| dy =

∫ b

−b
|F (x+ ıy| dy ≤

∫ +∞

−∞
|F (x+ ıy)| dy,

azaz

lim
b→+∞

∫ b

−b
|F (x+ ıy)et(x+ıy)| dy ≤ etx·

∫ +∞

−∞
|F (x+ ıy)| dy < +∞,

ezért a szóban forgó (a fenti f -et meghatározó) improprius integrál
(abszolút) konvergens.

iii) Az
∫ x+ı∞
x−ı∞ F (z)etz dz integrál (α <)x-től való függetlensége egyszerűen

belátható. Legyen ui. α < u < x, és valamely b > 0 mellett

sb(y) := u− ıb+ y(x− u) , s̃b(y) := x+ ıb+ y(u− x) (0 ≤ y ≤ 1),

ℓ̃b(y) := u− ıy (−b ≤ y ≤ b),

ill. jelöljük ϕ-vel az sb, ℓb, s̃b, ℓ̃b (komplex) utak egyeśıtését (geomet-
riailag egy téglalap kerülete pozit́ıv körüljárással). Ekkor a Cauchy-
alaptétel miatt

0 =
∫

ϕ
F (z) dz =

∫

sb

F (z) dz +
∫

ℓb

F (z) dz +
∫

s̃b

F (z) dz +
∫

ℓ̃b

F (z) dz,

ahol (pl.) ∣∣∣∣
∫

sb

F (z) dz

∣∣∣∣ ≤ max
z∈Rsb

|F (z)|· (x− u).

Az F -re tett feltételek alapján minden ε > 0 számhoz van olyan po-
zit́ıv r szám, hogy

|F (ξ)| < ε (ξ ∈ C, Re ξ ≥ u, |ξ| > r).

Mivel z ∈ Rsb
esetén (valamilyen) 0 ≤ y ≤ 1 mellett

|z| = |u− ıb+ y(x− u)| ≥ b,
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ezért |F (z)| < ε, hacsak b > r. Így egyúttal

∣∣∣∣
∫

sb

F (z) dz

∣∣∣∣ ≤ (x− u)ε (b > r),

tehát
lim
b→+∞

∫

sb

F (z) dz = 0,

és analóg módon

lim
b→+∞

∫

s̃b

F (z) dz = 0.

Továbbá

lim
b→+∞

∫

lb

F (z) dz =
∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etz dz,

és

lim
b→+∞

∫

ℓ̃b
F (z) dz = −

∫ u+ı∞

u−ı∞
F (z)etz dz.

Mindebből
∫ x+ı∞
x−ı∞ F (z)etz dz =

∫ u+ı∞
u−ı∞ F (z)etz dz már nyilván követke-

zik.

iv) Legyen f, g ∈ DγL, és tegyük fel, hogy az F := Lf és az F := Lg Lap-
lace-transzformáltak teljeśıtik az előző tétel feltételeit (alkalmas αf , αg
paraméterekkel). Más szóval tehát a Mellin-formula szerint

f(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(z)etz dz (x > αf , t ≥ 0),

g(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
Lg(z)etz dz (x > αg, t ≥ 0).

Ekkor a konvolúció-tétel mintegy megford́ıtásaként azt kapjuk, hogy

L(fg)(z) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(ξ)Lg(z − ξ) dξ (z ∈ C, Re z > αf + αg),

ahol x > max{αf , αg}. Ui.

L(fg)(z) =
∫ +∞

0
f(t)g(t)e−tz dt =
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1

2πı
·
∫ +∞

0
g(t)e−tz

(∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(ξ)etξ dξ

)
dt =

1

2πı
·
∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(ξ)

(∫ +∞

0
g(t)e−t(z−ξ) dt

)
dξ =

1

2πı
·
∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(ξ)Lg(z − ξ) dξ.

(Az
∫+∞
0

(
. . .
∫ x+ı∞
x−ı∞ . . . dξ

)
dt =

∫ x+ı∞
x−ı∞ . . .

(∫ +∞
0 . . . dt

)
dξ integrálási

sorrend felcserélhetőségét a szóban forgó integrálok
”
egyenletes” kon-

vergenciája biztośıtja.)

v) Mutassuk be a Mellin-transzformáció alkalmazását egy, a gyakorlat
szempontjából is fontos speciális esetben. Ennek a megfogalmazásához
tegyük fel, hogy valamilyen α ≥ 0 esetén az

F : {z ∈ C : Re z > α} → C

függvény differenciálható és alkalmas n ∈ N, c1, ..., cn ∈ C, ε > 0,
0 < a1, ..., an ≤ 1 paraméterekkel előálĺıtható a következő alakban:

F (z) =
n∑

k=1

ck
zak

+
H(z)

z1+ε
(z ∈ C, Re z > α),

ahol a H : {z ∈ C : Re z > α} → C függvény minden δ > 0 esetén
korlátos a {z ∈ C : Re z ≥ α + δ} zárt félśıkban. Ekkor az α < x-től
független

f(t) :=
1

2πı
·
∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etzdz (t ≥ 0)

függvényre f ∈ DL, és Lf = F igaz.

Ti. könnyű belátni, hogy az

F1(z) := F (z)−
n∑

k=1

ck
zak

(z ∈ C, Re z > α)
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függvényre teljesülnek a Mellin-transzformáció feltételei. Következés-
képpen Lf1 = F1, ahol

f1(t) :=
1

2πı
·
∫ x+ı∞

x−ı∞
F1(z)e

tzdz =

1

2πı
·
∫ x+ı∞

x−ı∞
etz
(
F (z)−

n∑

k=1

ck
zak

)
dz (t ≥ 0).

Mivel itt x > 0, ezért a Mellin-transzformáció és 3.3.3. alapján

1

2πı
·
∫ x+ı∞

x−ı∞
etz

ck
zak

dz =
ckt

ak−1

Γ(ak)
(t ≥ 0, k = 1, ..., n).

Ez azt jelenti, hogy

f1(t) =
1

2πı
·
∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etzdz −

n∑

k=1

ckt
ak−1

Γ(ak)
=:

f(t)−
n∑

k=1

ckt
ak−1

Γ(ak)
(t ≥ 0).

Innen viszont az következik, hogy tetszőleges z ∈ C, Re z > α helyen

F1(z) = Lf1(z) = Lf(z)−
n∑

k=1

ck
zak

= Lf(z)− (F (z)− F1(z)) ,

tehát valóban Lf = F.

vi) Tegyük fel, hogy az f : [0,+∞) → C függvényre valamilyen x0 ∈ R
esetén

∫ +∞

0
|f(t)|2e−2tx0dt < +∞.

Ekkor nyilván

∫ +∞

0
|f(t)|2e−2txdt < +∞
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is igaz tetszőleges x ≥ x0 mellett. Ha viszont x > x0, akkor a Cauchy-
Bunyakovszkij-egyenlőtlenség szerint

(∫ +∞

0
|f(t)|e−txdt

)2

=
(∫ +∞

0
|f(t)|e−t(x−x0)e−tx0dt

)2

≤

(∫ +∞

0
e−2t(x−x0)dt

)(∫ +∞

0
|f(t)|2e−2tx0dt

)
< +∞,

hiszen

∫ +∞

0
e−2t(x−x0) dt = lim

c→+∞

∫ c

0
e−2t(x−x0) dt =

lim
c→+∞

1− e−2c(x−x0)

2(x− x0)
=

1

2(x− x0)
< +∞.

Mindez azt jelenti, hogy f ∈ DL, ill. (ld. 3.2. vii) megjegyzés) a

Φx,f(t) :=






0 (t < 0)

f(t)e−xt (t ≥ 0)

függvény abszolút integrálható, és

Lf(x+ ıy) =
∫ +∞

0
f(t)e−xte−ıyt dt =

∫ +∞

−∞
Φx,f (t)e

−ıyt dt = Φ̂x,f(y) (y ∈ R).

A Φ̂x,f Fourier-transzformáltra vonatkozó Parseval-egyenlőség szerint

∫ +∞

−∞
|Φx,f(y)|2 dy =

1

2π

∫ +∞

−∞

∣∣∣Φ̂x,f(y)
∣∣∣
2
dy,

más szóval az előbbiek alapján igaz a Laplace-transzformáltra vonat-
kozó
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∫ +∞

0
|f(t)|2e−2txdt =

1

2π

∫ +∞

−∞
|Lf(x+ ıy)|2dy

Parseval-egyenlőség. Sőt, ennek mintegy általánośıtásaként, ha
fk ∈ DL (k = 1, 2), és alkalmas x1, x2 ∈ R számokkal

∫ +∞

0
|fk(t)|e−txkdt < +∞ ,

∫ +∞

0
|fk(t)|2e−2txkdt < +∞,

akkor a zk := xk + ıy (y ∈ R, k = 1, 2) jelöléssel

(∗)
∫ +∞

0
f1(t)f2(t)e

−t(z1+z2)dt =
1

2π

∫ +∞

−∞
Lf1(x1+ ıy)Lf2(x2 + ıy)dy.

Speciálisan, ha z1 := z2 := 0, amikor is az fk (k = 1, 2) függvényekre

∫ +∞

0
|fk(t)| dt < +∞ ,

∫ +∞

0
|fk(t)|2 dt < +∞,

akkor

∫ +∞

0
f1(t)f2(t)dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
Lf1(ıy)Lf2(ıy) dy.

Ha itt a bal oldal nulla, azaz (az előbbi
”
integrál-értelemben”) f1, f2

ortogonálisak a [0,+∞) félegyenesen, akkor az Fk(y) := Lfk(ıy)
(y ∈ R, k = 1, 2) függvények is ortogonálisak a számegyenesen (vagy
másképp kifejezve az Lfk (k = 1, 2) függvények az imaginárius ten-
gelyen).

vii) Tekintsük pl. a jól ismert Pn (n ∈ N) Laguerre-polinomokat, azaz a

gn(t) := e−ttn (t ≥ 0)

jelöléssel legyen

Pn(t) :=
et

n!
g(n)
n (t) =

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
tk

k!
(t ≥ 0).



FEJEZET 3. LAPLACE-TRANSZFORMÁLT 225

Ekkor az
ln(t) := e−t/2Pn(t) (n ∈ N, t ≥ 0)

ún. Laguerre-függvények ortogonális rendszert alkotnak az alábbi érte-
lemben: tetszőleges m,n ∈ N, m 6= n esetén

∫ +∞

0
ln(t)lm(t) dt =

∫ +∞

0
Pn(t)Pm(t)e−tdt = 0.

Világos, hogy bármely n ∈ N mellett (lévén Pn polinom)

∫ +∞

0
|ln(t)| dt =

∫ +∞

0
e−t/2|Pn(t)| dt < +∞,

∫ +∞

0
|ln(t)|2dt =

∫ +∞

0
e−t|Pn(t)|2dt < +∞.

Ezért vi) szerint az Lln (n ∈ N) Laplace-transzformáltak rendszere is
ortogonális az imaginárius tengelyen:

∫ +∞

−∞
Lln(ıy)Llm(ıy) dy = 0 (m,n ∈ N, m 6= n).

Könnyen kiszámı́thatjuk (ld. 3.3.3. és 3.3. i) megjegyzés) az itt sze-
replő Lln Laplace-transzformáltakat:

Lln(z) = LPn(z + 1/2) =
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
1

(z + 1/2)k+1
=

1

z + 1/2

n∑

k=0

(
n

k

)(
− 1

z + 1/2

)k
=

1

z + 1/2

(
1− 1

z + 1/2

)n
=

(z − 1/2)n

(z + 1/2)n+1
(z ∈ C, Re z > −1/2, n ∈ N).

Tehát
∫ +∞

−∞

(ıy − 1/2)n

(ıy + 1/2)n+1
· (ıy + 1/2)m

(1/2− ıy)m+1
dy = 0 (m,n ∈ N, m 6= n).
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viii) Emlékeztetünk a speciális Malmquist–Takenaka-rendszerként adódott
Laguerre-rendszerre (ld. 1.4. xv), xvi) megjegyzések): a ∈ K1(0), és

Φn(z) =

√
1− |a|2
1− az ·

(
z − a
1− az

)n (
z ∈ K1(0), n ∈ N

)
.

Ha itt 0 6= a ∈ R, akkor bármely b ∈ R mellett

Φn(z + b) =

√
1− a2

1− a(z + b)
·
(

z + b− a
1− a(z + b)

)n
=

√
1− a2

(−a)n+1
· (z + b− a)n
(z + b− 1/a)n+1

=

√
1− a2

(−a)n+1
· (z − (a− b))n

(z + (ab− 1)/a)n+1

(
z ∈ K1(−b), n ∈ N

)
.

Könnyen látható, hogy alkalmas a-val és b-vel a−b = (ab−1)/a = 1/2,
ti.

a :=
1−
√

5

2
, b := −

√
5

2
.

Következésképpen

Φn(z −
√

5/2) =

√
1− a2

(−a)n+1
· (z − 1/2)n

(z + 1/2)n+1
=

√
1− a2

(−a)n+1
·Lln(z) =: cn·Lln(z)

(
z ∈ K1(

√
5/2), n ∈ N

)

vagy ugyanez másképp kifejezve:

Φn(ξ) = cn·Lln(ξ +
√

5/2)
(
ξ ∈ K1(0), n ∈ N

)

A most kapott öszefüggés egyúttal magyarázza is az 1.4. xvi) meg-
jegyzésbeli

”
Laguerre-rendszer” elnevezést.
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ix) Tegyük fel, hogy az fk ∈ L[0,+∞) (k = 1, 2) függvényekre tel-
jesül a vi) megjegyzésben megfogalmazott feltétel: valamilyen sk ∈ R
(k = 1, 2) esetén

∫ +∞

0
|fk(t)|e−tskdt < +∞ ,

∫ +∞

0
|fk(t)|2e−2tskdt < +∞.

Legyen tetszőleges z ∈ C, ill. s1 ≤ u ≤ Re z− s2, s2 ≤ v ≤ Re z− s1

választással a vi)-beli (∗) egyenlőségben z1 := u és z2 := z − u.
Ekkor a szóban forgó egyenlőség bal oldala:

∫+∞
0 f1(t)f2(t)e

−tzdt, a
jobb oldala:

1

2π

∫ +∞

−∞
Lf1(u+ ıy)Lf2(z2 − ıy) dy =

1

2π

∫ +∞

−∞
Lf1(u+ ıy)Lf2(z − (u+ ıy)) dy =

1

2π

∫ u+∞

u−∞
Lf1(ξ)Lf2(z − ξ) dξ.

(Megjegyezzük, hogy az u-ra vonatkozó kikötés miatt Re z1 = u ≥ s1,
továbbá Re z2 = Re z − u ≥ s2. Ezért a vi)-beli feltételek teljesülnek
az x1 := u, x2 := Re z − u választással.) Hasonló meggondolással
kapjuk az utóbbi integrálra, hogy az nem más, mint

1

2π

∫ v+∞

v−∞
Lf1(z − ξ)Lf2(ξ) dξ.

Azt mondhatjuk tehát, hogy minden z ∈ C, Re z ≥ s1 + s2 helyen
létezik az L(f1f2)(z) Laplace-transzformált és az a következőképpen
számı́tható ki:

L(f1f2)(z) =
∫ +∞

0
f1(t)f2(t)e

−tzdt =

1

2πı

∫ u+ı∞

u−ı∞
Lf1(ξ)Lf2(z − ξ) dξ =

1

2πı

∫ v+ı∞

v−ı∞
Lf1(z − ξ)Lf2(ξ) dξ

(komplex konvolúció, ld. iv)).
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x) Az i) megjegyzésben szereplő Mellin-formula alkalmazásához (azaz az
ott szereplő F függvény Laplace-transzformáltjának a kiszámı́tására)
számos

”
segédálĺıtás” ismert. Pl. tegyük fel, hogy az F ∈ C → C

függvény differenciálható, lim|z|→+∞ F (z) = 0, valamilyen a ∈ R ese-
tén

{a+ ıy ∈ C : y ∈ R} ⊂ DF ,
mı́g a {z ∈ C : Re z < a} félśıkon F legfeljebb véges sok pont
kivételével van értelmezve. Ekkor bármely t > 0 szám mellett

∫ a+ı∞

a−ı∞
etzF (z) dz = 2πı

n∑

k=1

resξkH,

ahol resξkH (k = 1, ..., n (∈ N)) jelenti a H(z) := etzF (z) (z ∈ DF )
függvény ξk-beli (Re ξk < a) reziduumát.

Ui. mutassuk meg először, hogy bármely t > 0 mellett

lim
r→+∞

∫

γr

etzF (z) dz = 0,

ahol γr a {z ∈ C : Re z ≤ a} félśıkban az [a − rı, a + rı] szakaszra,
mint átmérőre illesztett félkör. Legyen ehhez

γr(x) := a + reıx (π/2 ≤ x ≤ 3π/2)

az emĺıtett félkör egy paraméterezése. Ha r már
”
elég nagy”, akkor a

µr := max{|F (γr(x))| : π/2 ≤ x ≤ 3π/2}

jelöléssel

∣∣∣∣
∫

γr

etzF (z) dz
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫ 3π/2

π/2
etγr(x)F (ϕr(x))rıe

ıx dx

∣∣∣∣∣ ≤

rµr

∫ 3π/2

π/2
et(a+r cos x) dx = rµre

ta
∫ π

0
e−tr sin y dy =

2rµre
ta
∫ π/2

0
e−tr sin y dy.
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A gyakran használt sin y ≥ 2y/π (0 ≤ y ≤ π/2) egyenlőtlenség
alapján tehát

2rµre
ta
∫ π/2

0
e−tr sin y dy ≤ 2rµre

ta
∫ π/2

0
e−2try/π dy =

2rµre
ta π

2tr

(
1− e−tr

)
.

Következésképpen

∣∣∣∣
∫

γr

etzF (z) dz

∣∣∣∣ ≤
πeta

t
µr.

Mivel a feltétel szerint µr → 0 (r → +∞), ezért az álĺıtásunk már
következik.

Ha viszont a Γr szimbólum az előbbi γr félkör és az [a − ır, a + ır]
szakasz egyeśıtését jelenti (pozit́ıv körüljárással), akkor (

”
elég nagy”

r > 0 mellett) a reziduum-tételből

∫

Γr

H(z) dz =
∫

γr

etzF (z) dz +
∫ a+ır

a−ır
etzF (z) dz = 2πı

n∑

k=1

resξkH.

A bizonýıtás elején mondottak miatt itt limr→+∞
∫
γr
etzF (z) dz = 0,

tehát

∫ a+ı∞

a−ı∞
H(z) dz = lim

r→+∞

∫ a+ır

a−ır
etzF (z) dz = 2πı

n∑

k=1

resξkH.

xi) A részletek mellőzésével jegyezzük meg, hogy az előbbiekben szereplő

”
függőleges” félśıkok kicserélhetők

”
v́ızszintes” félśıkokra, amikor is a

bizonýıtások analóg módon végezhetők. Pl. legyen az f ∈ C → C
függvény differenciálható, lim|z|→+∞ f(z) = 0, R ⊂ Df , mı́g a

{z ∈ C : Im z > 0}

félśıkon f legfeljebb véges sok pont kivételével van értelmezve. Ekkor
bármely t > 0 esetén
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∫ +∞

−∞
eıtxf(x) dx = 2πı

n∑

k=1

resξkg,

ahol a ξk-k (k = 1, ..., n (∈ N)) a g(z) := eıtzf(z) (z ∈ Df) függvény
szinguláris helyei a {z ∈ C : Im z > 0} félśıkban.

Példaként tekintsük az

I :=
∫ +∞

−∞

cos (ax)

x2 + b2
dx (a > 0, b > 0)

integrált, ill. annak a kiszámı́tását. Az Euler-formula miatt

I = Re Ĩ := Re
(∫ +∞

−∞

eıax

x2 + b2
dx
)
.

Az itt szereplő

f(x) :=
1

x2 + b2
(x ∈ R)

valós függvény
”
analitikus kiterjesztése” (az ugyancsak f -fel jelölt)

f(z) :=
1

z2 + b2
(±ıb 6= z ∈ C)

függvény, amelynek a {z ∈ C : Im z > 0}
”
felső félśıkban” az egyetlen

szinguláris helye: ξ := ıb. Mindebből adódóan Ĩ = 2πı resξg, ahol

g(z) := eıaz
1

(z + ıb)(z − ıb) =
eıaz

2ıb

(
1

z − ıb −
1

z + ıb

)
=

eıaz

2ıb(z − ıb) −
eıaz

2ıb(z + ıb)
(±ıb 6= z ∈ C).

A {z ∈ C : Im z > −b} ∋ z 7→ eıaz

2ıb(z + ıb)
függvény differenciálható,

ezért

resξg =
1

2ıb
eıaz|z=ıb

=
1

2ıb
e−ab.

Következésképpen

I = Re Ĩ = 2πı
1

2ıb
e−ab =

π

b
e−ab.
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xii) Folytatva az alkalmazások sorát tegyük most fel, hogy a differenciál-
ható F ∈ C → C függvényre F (z) → 0 (|z| → +∞) teljesül és
alkalmas R > 0, cn ∈ C (n ∈ N) paraméterekkel

F (z) =
∞∑

n=1

cn
zn

(z ∈ C, |z| > R),

(azaz F a ∞ egy
”
megfelelő környezetében” Laurent-sorba fejthető).

Ekkor az

f(t) =
∞∑

n=0

cn+1

n!
tn (t ≥ 0)

utaśıtással értelmezett f függvény DL -beli, és

Lf(z) = F (z) (z ∈ C, Re z > R).

Ui. a cn (n ∈ N) Laurent-együtthatókra tetszőleges r > R mellett

cn =
1

2πı

∫

{|z|=r}
F (z)zn−1 dz (n ∈ N),

tehát |cn| ≤ Mrr
n−1 (n ∈ N), ahol Mr olyan, hogy |F (z)| ≤ Mr/r,

hacsak z ∈ C, |z| ≥ r. (Mivel F (z)→ 0 (|z| → ∞), ezért ilyen Mr

létezik.) Következésképpen

∣∣∣∣∣

∞∑

n=0

cn+1

n!
tn
∣∣∣∣∣ ≤

∞∑

n=0

|cn+1|
tn

n!
≤Mr

∞∑

n=0

(rt)n

n!
= Mre

rt (t ≥ 0),

tehát f ∈ DrL . Ezért bármely z ∈ C, Re z > r esetén

∣∣∣f(t)e−tz
∣∣∣ ≤Mre

−(Re z−r)t (t > 0).

Mivel a 0 < t 7→ e−(Re z−r)t függvény L(0,+∞)-beli, ı́gy (ld. 3.3.3.)

∫ +∞

0
f(t)e−tz dt =

∞∑

n=0

cn+1

n!

∫ +∞

0
tne−tz dt =

∞∑

n=0

cn+1

zn+1
=

∞∑

n=0

cn
zn
,

ezért f ∈ DL és Lf(z) = F (z) (z ∈ C, Re z > R).
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xiii) Pl. mutassuk meg, hogy ha f(t) := sin (2
√
t) (t ≥ 0), akkor

Lf(z) =
1

z

√
π

z
e−1/z (z ∈ C, Re z > 0).

Ehhez fejtsük sorba az f függvényt:

f(t) =
∞∑

n=0

(−1)n
22n+1

(2n+ 1)!
tn+1/2.

A gn(t) := tn+1/2 (t ≥ 0, n ∈ N) függvényekre (ld. 3.3.3.)

Lgn(z) =
Γ(n+ 3/2)

zn+3/2
(z ∈ C, Re z > 0),

ahol Γ(1/2) =
√
π alapján teljes indukcióval

Γ(n+ 3/2) =
(2n+ 1)!

√
π

22n+1n!
(n ∈ N).

Ezért

Lf(z) =
∞∑

n=0

(−1)n
22n+1

(2n+ 1)!
Lgn(z) =

√
π

∞∑

n=0

(−1)n

n!zn+3/2
=

1

z

√
π

z

∞∑

n=0

(−1)n

n!

(
1

z

)n
=

1

z

√
π

z
e−1/z.

3.5. Alkalmazások

A Laplace-transzformált alkalmazásait illetően tekintsük az alábbi feladato-
kat.

3.5.1. Speciális kezdetiérték-problémák

Adott 0 < n ∈ N, f ∈ DL, a0, ..., an ∈ R, an 6= 0 mellett oldjuk meg a
következő kezdetiérték-problémát:






∑n
k=0 aky

(k)(t) = f(t) (t ≥ 0)

y(k)(0) = 0 (k = 0, 1, ..., n− 1).
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Feltesszük, hogy y(n) ∈ DL, ekkor (ld. 3.3. xi) megjegyzés) egy alkalmas
q ∈ R esetén

Ly(k)(z) = zkLy(z)−
k−1∑

j=0

y(j)(0)zk−j−1 = zkLy(z) (z ∈ C, Re z > q),

tehát

n∑

k=0

ak
(
zkLy(z)

)
= Lf(z) (z ∈ C, Re z > q).

Ha

P (z) :=
n∑

k=0

akz
k (z ∈ C)

(a szóban forgó differenciálegyenlet karakterisztikus polinomja), akkor

Ly(z)P (z) = Lf(z) (z ∈ C, Re z > q).

Innen (pl. Mellin-transzformációval) az y függvény meghatározható.

Különösen egyszerű esettel állunk szemben, ha az előbbi P poli-
nom ξ1, ..., ξn gyökei páronként különbözőek. Ekkor alkalmasan megadott
dj ∈ C (j = 1, ..., n) számokkal (parciális törtekre bontással)

1

P (z)
=

n∑

j=1

dj
z − ξj

(z ∈ C, P (z) 6= 0).

Itt k = 1, ..., n esetén valamilyen rk > 0 mellett

dk +
n∑

k 6=j=1

dj(z − ξk)
z − ξj

=
z − ξk
P (z)

=
1

P (z)−P (ξk)
z−ξk

(z ∈ C, 0 < |z − ξk| < rk),

ahonnan

lim
z→ξk

n∑

k 6=j=1

dj(z − ξk)
z − ξj

= 0 , lim
z→ξk

P (z)− P (ξk)

z − ξk
= P ′(ξk) 6= 0

miatt dk = 1/P ′(ξk). Tehát z ∈ C, Re z > max{q, Re ξ1, ..., Re ξn} esetén

Ly(z) = Lf(z)·
n∑

j=1

1

P ′(ξk)(z − ξj)
= Lf(z)LQ(z),
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ahol

Q(t) :=
n∑

j=1

1

P ′(ξj)
etξj (t ≥ 0).

Következésképpen (ld. 3.2. viii) megjegyzés) y = f ∗Q. Oldjuk meg a fentiek

szerint pl. az alábbi (teszt)feladatot (ld. 2.3.):





y′′(t)− 3y′(t) + 2y(t) = t (t ≥ 0),

y(0) = y′(0) = 0.

Ekkor
P (z) = z2 − 3z + 2 = (z − 1)(z − 2) (z ∈ C),

ill. P ′(z) = 2z − 3 (z ∈ C) miatt P ′(1) = −1 és P ′(2) = 1. Ezért

Q(t) = −et + e2t (t ≥ 0),

ı́gy

y(x) = f ∗Q(x) =
∫ x

0
(x− t)(e2t − et) dt =

e2x

4
− ex +

x

2
+

3

4
(x ∈ R).

Ha a P polinom gyökei között azonosak is vannak, akkor (valamilyen
p = 1, ..., n esetén) legyenek a páronként különböző gyökök ξ1, ..., ξp, rendre
a µ1, ..., µp multiplicitással. (Ekkor tehát minden m = 1, ..., p indexre
µm ∈ {1, ..., n}, és

∑p
m=1 µm = n.) Ez azt jelenti, hogy alkalmas cim ∈ C

(m = 1, ..., p, ill. i = 1, ..., µm) együtthatókkal az 1/P hányadosra a követ-
kezőt kapjuk:

1

P (z)
=

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim
(z − ξm)i

(z ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}).

Az itt szereplő cim-ekről a következőket tudjuk mondani: legyen l = 1, ..., p,
és

z ∈ C \ {ξ1, ..., ξl−1, ξl+1, ..., ξn}
esetén

Rl(z) :=
µl−1∑

j=0

cµl−jl(z − ξl)j + (z − ξl)µl

p∑

l 6=m=1

µm∑

i=1

cim
(z − ξm)i

=:

µl−1∑

j=0

cµl−jl(z − ξl)j + (z − ξl)µlQl(z).
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Ekkor

Rl(z) =
(z − ξl)µl

P (z)
(z ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}),

ill. megfelelő r > 0 mellett a Kr(ξl) körlemezen a Ql függvény nyilván
differenciálható. Ezért Kr(ξl)-en Taylor-sorba fejtve azt mondhatjuk, hogy

Rl(z) =
µl−1∑

j=0

cµl−jl(z − ξl)j +
∞∑

k=0

Q(k)(ξl)

k!
(z − ξl)k+µl =

µl−1∑

j=0

cµl−jl(z − ξl)j +
∞∑

k=µl

Q(k−µl)(ξl)

(k − µl)!
(z − ξl)k (z ∈ Kr(ξl)).

Ez utóbbi sorfejtés nem más, mint az Rl függvény ξl-körüli Taylor-sora, ı́gy

cµl−jl =
R

(j)
l (ξl)

j!
(j = 0, ..., µl − 1).

Ha tehát m = 1, ..., p és i = 1, ..., µm, akkor

L

(
expξm hi−1

(i− 1)!

)
(z) =

1

(z − ξm)i
(z ∈ C, Re z > Re ξm),

ahol hi−1(t) := ti−1 (t ≥ 0) . Ezért az 1/P függvény előbbi parciális törtekre
bontott alakjából z ∈ C, Re z > Re ξm (m = 1, ..., p) esetén

1

P (z)
=

p∑

m=1

µm∑

i=1

L

(
cim expξm hi−1

(i− 1)!

)
(z).

Következésképpen a

Q(t) :=
p∑

m=1

µm∑

i=1

cim
(i− 1)!

etξmti−1 (t ≥ 0)

függvénnyel LQ = 1/P, és y = f ∗Q.
Tekintsük pl. az alábbi feladatot:






y′′′(t)− 4y′′(t) + 5y′(t)− 2y(t) = t (t ≥ 0),

y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.

Ebben a feladatban a karakterisztikus polinom a következő:
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P (z) = z3 − 4z2 + 5z − 2 = (z − 1)2(z − 2) (z ∈ C).

Továbbá

1

P (z)
=

1

z − 2
− 1

z − 1
− 1

(z − 1)2
(z ∈ C \ {1, 2}),

amiből a Q-ra kapott előző formula alapján

Q(t) = e2t − (t+ 1)et (t ∈ R).

Következésképpen

y(x) = f ∗Q(x) =
∫ x

0
(x− t)(e2t − (t+ 1)et)dt =

e2x

4
+ (1− x)ex − x

2
− 5

4
(x ∈ R).

3.5.2. Lineáris differenciaegyenletek

Vizsgáljuk először a
”
folytonos” esetet: adott f ∈ DL függvény, n ∈ N és

c0, ..., cn ∈ C, cn 6= 0 mellett keressünk olyan y : [0,+∞) → C függvényt,
amelyre

(∗)
n∑

k=0

cky(t+ k) = f(t) (t ≥ 0).

Feltesszük, hogy az y függvény
”
kezdeti értékei”, az y(t) (0 ≤ t < n)

helyetteśıtési értékek ismertek. Az n = 0 eset nyilván érdektelen, ezért a
továbbiakban feltehetjük, hogy n > 0. Az is nyilván feltehető, hogy c0 6= 0.
Elsőként az y(t) = 0 (0 ≤ t < n)

”
kezdeti feltétellel” élve abból indulunk ki,

hogy y ∈ DL. Világos, hogy a (∗)
”
egyenlet” egyértelműen meghatározza

y-t, hiszen a j = 0, 1, ... választással

y(t+ n) =
1

cn

(
f(t)−

n−1∑

k=0

cky(t+ k)

)
(j ≤ t < j + 1),

amiből a
”
kezdeti feltételt” figyelembe véve teljes indukcióval kapjuk az

y függvény értékeit valamennyi [j, j + 1) intervallumon, azaz [0,+∞)-en.
Speciálisan

y(t) =
1

cn
f(t− n) (n ≤ t < n+ 1).
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A 3.3. v) megjegyzés szerint (∗)-ból alkalmas q > 0 választással

Lf(z) =
n∑

k=0

cke
kz

(
Ly(z)−

∫ k

0
y(t)e−tzdt

)
=

Ly(z)
n∑

k=0

cke
kz = P (ez)Ly(z) (z ∈ C, Re z > q)

következik, ahol

P (s) :=
n∑

k=0

cks
k (s ∈ C)

(a szóban forgó (∗) differenciaegyenlet karakterisztikus polinomja). Tegyük
fel először, hogy a P polinom ξ1, ..., ξn gyökei páronként különbözőek. Ekkor
(ld. 3.5.1.)

1

P (z)
=

n∑

j=1

1

P ′(ξj)(z − ξj)
(z ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}),

ı́gy a fentiek szerint

Ly(z) =
Lf(z)

P (ez)
=

n∑

j=1

Lf(z)

P ′(ξj)(ez − ξj)
(z ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}, Re z > q).

Az Lf(z)/(ez − ξj) (j = 1, ..., n) hányadosakat |ξje−z| < 1, azaz |ξj| < eRe z

(j = 1, ..., n) esetén (ami feltehető)

Lf(z)

ez − ξj
= Lf(z)e−z

1

1− ξje−z
=

∞∑

k=1

ξk−1
j Lf(z)e−kz

alakban ı́rva a 3.3. v) megjegyzés alapján

Lf(z)

ez − ξj
=

∞∑

k=1

ξk−1
j L(τkf)(z)

adódik. Ezért azt mondhatjuk, hogy

Ly(z) =
n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∞∑

k=1

ξk−1
j L(τkf)(z).

Feltételezzük, hogy a fenti második szummában (végtelen sorban) az
összegzés és az L operátor felcserélhető. Ez a helyzet pl. akkor, ha∫ +∞
0 |f(t)| dt < +∞. Ekkor tehát z ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}, Re z > q esetén
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Ly(z) = L




n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∞∑

k=1

ξk−1
j τkf



 (z).

Más szóval

y(t) =






0 (0 ≤ t < n)

n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∞∑

k=1

ξk−1
j τkf(t) (t ≥ n).

Figyelembe véve a τkf(t) jelentését, azt is ı́rhatjuk, hogy

y(t) =






0 (0 ≤ t < n)

[t]∑

k=1

f(t− k)
n∑

j=1

ξk−1
j

P ′(ξj)
(t ≥ n).

Ha

Q(t) :=
n∑

j=1

1

P ′(ξj)
etξj (t ≥ 0),

akkor nyilván

(∗∗) y(t) =






0 (0 ≤ t < n)

[t]∑

k=1

f(t− k)Q(k−1)(0) (t ≥ n).

Belátható, hogy az előbbi
”
megoldó képlet” érvényben marad akkor is, ha

a ξ1, ..., ξn gyökök között vannak azonosak, feltéve, hogy Q eleget tesz az
LQ = 1/P összefüggésnek.

Tekintsük most a (∗) differenciaegyenlet
”
homogén” változatát

tetszőleges
”
kezdeti feltétel” mellett: f ≡ 0, ı́gy

n∑

k=0

cky(t+ k) = 0 (t ≥ 0),

ahol adottak az y(t) (0 ≤ t < n) függvényértékek. Az előbbiekben látot-
taknak megfelelően most

P (ez)Ly(z) =
n∑

k=1

cke
kz
∫ k

0
y(t)e−tzdt =

n∑

k=1

cke
kzLyk(z),
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azaz (feltéve, hogy a P polinom valamennyi gyöke egyszeres)

Ly(z) =
n∑

k=1

ck
n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∞∑

l=1

ξl−1
j e(k−l)zLyk(z) =

n∑

k=1

ck
n∑

j=1

1

P ′(ξj)

k∑

l=1

ξl−1
j e(k−l)zLyk(z)+

n∑

k=1

ck
n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∞∑

l=k+1

ξl−1
j L(τl−kyk)(z) =:

A(z) +B(z) (z ∈ C, Re z > q),

ahol yk(t) := y(t) (t ∈ [0, k), k = 0, ..., n). Most is feltételezzük, hogy a∑∞
l=k+1 ... sorösszegzés és az L operátor felcserélhető, ı́gy azt mondhatjuk,

hogy a

g(t) :=
n∑

k=1

ck
n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∞∑

l=k+1

ξl−1
j τl−kyk(t) (t ≥ 0)

függvénnyel B = Lg. Ha t ≥ 0, k = 1, ..., n és l = k + 1, k + 2, ..., akkor

τl−kyk(t) =






yk(t− l + k) (t ≥ l − k)

0 (0 ≤ t < l − k).

Mivel yk(t− l+ k) = 0, ha t− l+ k ≥ k, azaz t ≥ l, ezért a g(t)-t definiáló
előbbi összegben legfeljebb t < l ≤ t + k esetén lesz yk(t − l + k) 6= 0.
Következésképpen

g(t) =
n∑

k=1

ck
n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∑

t<l≤t+k
ξl−1
j y(t− l + k) =

n∑

k=1

ck
n∑

j=1

1

P ′(ξj)

k∑

m=1

ξ
[t]−m+k
j y(t− [t] +m− 1) =

n∑

m=1

y(t− [t] +m− 1)
n∑

k=m

ck
n∑

j=1

1

P ′(ξj)
ξ

[t]−m+k
j =
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n∑

m=1

y(t− [t] +m− 1)
n−m∑

l=0

cm+l

n∑

j=1

ξ
[t]+l
j

P ′(ξj)
=

n∑

m=1

y(t− [t] +m− 1)
n−m∑

l=0

cm+lQ
([t]+l)(0) (t ≥ 0).

Feltesszük, hogy az yk (k = 1, ..., n)
”
kezdeti” függvényekre és A -ra

alkalmazható a Mellin-transzformáció. Ekkor A = Lh, ahol (alkalmas q > 0
paraméterrel) bármely x > q esetén

h(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
A(z)etzdz =

n∑

k=1

ck
n∑

j=1

1

P ′(ξj)

k∑

l=1

ξl−1
j

1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
e(k−l+t)zLyk(z) dz (t ≥ 0).

A feltételeink szerint (az előbbi k, j, l indexekre)

1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
e(k−l+t)zLyk(z) dz = yk(k − l + t) (t ≥ 0).

Mivel k − l ≥ 0, ha k = 1, ..., n, ill. l = 1, ..., k, ı́gy bármely t ≥ n helyen
k− l+t ≥ k, tehát yk(k− l+t) = 0. Ez egyúttal azt is jelenti, hogy h(t) = 0
(t ≥ n). Az y = g + h egyenlőség alapján ezért y(t) = g(t) (t ≥ n).

Formailag ugyanez adódik akkor is, ha a P gyökei között vannak
többszörös gyökök is, hacsak a differenciálható Q függvény eleget tesz az
LQ = 1/P összefüggésnek. Világos továbbá, hogy a (∗)

”
inhomogén” egyen-

let megoldását tetszőleges kezdeti feltétel esetén a homogén egyenlet előbbi
megoldásának és az y(t) = 0 (0 ≤ t < n) eset (∗∗)-beli megoldásának az
összegeként kapjuk.

A fentiekben vizsgált (∗)
”
folytonos” differenciaegyenlet

”
diszkrét”

változós variánsa a következő (megtartva az eddigi jelöléseket): adott bν ∈ C
(n ∈ N) sorozat mellett keressük azt az xν ∈ C (n ∈ N) sorozatot, amelyre

(∗ ∗ ∗)
n∑

k=0

ckxν+k = bν (ν ∈ N)
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(speciális esetben ld. 2.3. xx) - xxv) megjegyzések). Ekkor az x0, ..., xn−1

”
kezdeti értékek” megadásával (∗ ∗ ∗) egyértelműen meghatározza az (xν)

sorozatot:

xν+n =
1

cn

(
bν −

n−1∑

k=0

ckxν+k

)
(ν ∈ N).

Nyilvánvaló, hogy az

f(t) := bν (ν ≤ t < ν + 1 (ν ∈ N))

választással kapott (∗) egyenlet minden y megoldása a (∗ ∗ ∗) egyenlet

xν := y(ν) (ν ∈ N)

megoldását szolgáltatja. Továbbá a (∗ ∗ ∗)-nak eleget tevő bármely xν ∈ C
(n ∈ N) sorozatból a (∗) egyenlet

y(t) := xν (ν ≤ t < ν + 1 (ν ∈ N))

megoldását kapjuk. Ezért (∗∗∗) megoldásaihoz a fentiek alapján juthatunk
el, az ott mondott formulákat a t := ν (ν ∈ N) helyeken alkalmazva.

Mutassuk be ugyanakkor a Laplace-operátor alkalmazását a (∗ ∗ ∗) dif-
ferenciaegyenlet megoldására a folytonos változattal kapcsolatban mondot-
taktól függetlenül is. Tekintsük ehhez a (∗ ∗ ∗)-nak eleget tevő valamely
xν ∈ C (n ∈ N) sorozatból az előbb

”
gyártott”

f(t) := bν , y(t) := xν (ν ≤ t < ν + 1 (ν ∈ N))

függvényeket, ill. a (∗) egyenletet az

y(t) = xk (k ≤ t < k + 1 (k = 0, ..., n− 1))

”
kezdeti feltétellel”. Ekkor a fentebb már alkalmazott

”
szabályok” szerint

z ∈ C, Re z > q esetén (alkalmas q > 0 mellett)

Lf(z) =
n∑

k=0

cke
kz

(
Ly(z)−

∫ k

0
y(t)e−tzdt

)
=

Ly(z)P (ez)−
n∑

k=1

cke
kz
∫ k

0
y(t)e−tzdt =
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Ly(z)P (ez)−
n∑

k=1

cke
kz

k−1∑

j=0

xj
z

(
e−jz − e−(j+1)z

)

(P az egyenlet fenti karakterisztikus polinomja (ld. folytonos eset)). Követ-
kezésképpen

Ly(z) =
Lf(z)

P (ez)
+

1

P (ez)

n∑

k=1

cke
kz

k−1∑

j=0

xj
z

(
e−jz − e−(j+1)z

)
=

Lf(z)

P (ez)
+
ez − 1

zP (ez)

n∑

k=1

ck
k−1∑

j=0

xje
(k−j−1)z =

Lf(z)

P (ez)
+
ez − 1

zP (ez)

n−1∑

j=0

xj
n∑

k=j+1

cke
(k−j−1)z.

Ha itt a P polinom ξ1, ..., ξn gyökei páronként különbözőek, akkor (ld. foly-
tonos eset)

Lf(z)

P (ez)
= Ly1(z),

ahol

y1(t) :=
[t]∑

k=1

f(t− k)Q(k−1)(0) =
[t]∑

k=1

f(t− k)
n∑

j=1

ξk−1
j

P ′(ξj)
(t ≥ 0).

Továbbá a

Pj(s) :=
n∑

k=j+1

cks
k−j−1 (s ∈ C, j = 0, ..., n− 1)

jelöléssel

ez − 1

zP (ez)

n−1∑

j=0

xj
n∑

k=j+1

cke
(k−j−1)z =

ez − 1

z

n−1∑

j=0

xj
Pj(e

z)

P (ez)
.

Parciális törtekre bontással alkalmas djm ∈ C (j + 1, m = 1, ..., n) együtt-
hatókkal
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Pj(s)

P (s)
=

n∑

m=1

djm
s− ξm

(s ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}),

tehát

ez − 1

zP (ez)

n−1∑

j=0

xj
n∑

k=j+1

cke
(k−j−1)z =

n−1∑

j=0

xj
n∑

m=1

djm
ez − 1

z(ez − ξm)
.

Lássuk be, hogy ha 0 6= α ∈ C és hα(t) := α[t] (t ≥ 0), akkor

Lhα(z) =
ez − 1

z(ez − α)
(0 6= z ∈ C, |α| < eRe z).

Valóban, mivel |αe−z| = |α|e−Re z < 1, ezért

Lhα(z) =
∫ +∞

0
α[t]e−tzdt =

∞∑

j=0

αj
∫ j+1

j
e−tzdt =

∞∑

j=0

αj

z

(
e−jz − e(−j−1)z

)
=

1− e−z
z

∞∑

j=0

(αe−z)j =
1− e−z

z(1− αe−z) =
ez − 1

z(ez − α)
.

Ha tehát

y2 :=
n−1∑

j=0

xj
n∑

m=1

djmhξm ,

akkor 0 6= z ∈ C, |ξm| < eRe z (m = 1, ..., n) esetén

n−1∑

j=0

xj
n∑

m=1

djm
ez − 1

z(ez − ξm)
= Ly2(z).

(A fentiekben ξm 6= 0 (m = 1, ..., n) nyilván feltehető, ti. P (0) = c0 6= 0.)
Összefoglalva mindezt a (∗ ∗ ∗) differenciaegyenlet

xν = y1(ν) + y2(ν) =

ν∑

k=1

bν−k
n∑

j=1

ξk−1
j

P ′(ξj)
+

n−1∑

j=0

xj
n∑

m=1

djmξ
ν
m =
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ν∑

k=1

bν−kQ
(k−1)(0) +

n−1∑

j=0

xj
n∑

m=1

djmξ
ν
m (n ≤ ν ∈ N)

megoldását kapjuk.

Az előbbiekben emĺıtett djm (j + 1, m = 1, ..., n) paramétereket az
alábbiak szerint tudjuk kiszámı́tani:

djm =
Pj(ξm)

P ′(ξm)
(j + 1, m = 1, ..., n).

Hangsúlyozzuk, hogy mindez akkor érvényes, ha a P karakterisztikus poli-
nom ξ1, ..., ξn gyökei páronként különbözők. Ha vannak köztük többszörös
gyökök is, akkor ez az y1 függvény alakját nem befolyásolja, hacsak az ab-
ban szerelő Q függvény eleget tesz az LQ = 1/P összefüggésnek. A Pj/P
(j = 1, ..., n) racionális törtfüggvények parciális törtekre bontásában pedig
annyi a változás, hogy a P polinom N ∋ µ ≥ 2 multiplicitású ξ gyöke
nem csupán egy d/(z−ξ) alakú parciális törtet generál, hanem a di/(z−ξ)i
(i = 0, ..., µ− 1) törteket (alkalmas d0, ..., dµ−1 ∈ C együtthatókkal). Ezért
a

z 7→ ez − 1

z(ez − α)i

alakú függvényeket kell Laplace-transzformáltként előálĺıtani. Legyen ehhez
0 6= α ∈ C, i = 1, 2, ..., és

hi,α(t) :=

∏i−2
k=0([t]− k)
(i− 1)!

α[t]−i+1 (t ≥ 0).

Ekkor h1,α = hα, ill. i = 2, 3, ... mellett

Lhi,α(z) =
ez − 1

z(ez − α)i
(0 6= z ∈ C, |α| < eRe z).

Ugyanis hi,α(t) = 0 (0 ≤ t < i− 1), ı́gy

Lhi,α(z) =
1

(i− 1)!

∫ +∞

i−1

i−2∏

k=0

([t]− k)α[t]−i+1e−tzdt =

1

(i− 1)!

∞∑

j=i−1

i−2∏

k=0

(j − k)αj−i+1
∫ j+1

j
e−tzdt =
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1

z(i− 1)!

∞∑

j=i−1

i−2∏

k=0

(j − k)αj−i+1
(
e−jz − e(−j−1)z

)
=

1− e−z
z(i − 1)!

∞∑

j=i−1

i−2∏

k=0

(j − k)αj−i+1e−jz =

ez − 1

zeiz(i− 1)!

∞∑

j=i−1

i−2∏

k=0

(j − k)(αe−z)j−i+1 =

ez − 1

zeiz(i− 1)!
F (i−1)(αe−z),

ahol F (s) :=
∑∞
k=0 s

k = 1/(1− s) (s ∈ C, |s| < 1). Tehát

F (i−1)(αe−z) =
(i− 1)!

(1− αe−z)i ,

amiből a mondott formula már következik.

Tegyük fel tehát valamilyen p = 1, ..., n esetén, hogy a P polinom
páronként különböző gyökei: ξ1, ..., ξp, rendre a µ1, ..., µp (≥ 1) multipli-
citással (ahol nyilván

∑p
m=1 µm = n). Ekkor a Pj/P (j = 0, ..., n − 1)

hányadosokra a következőt kapjuk:

Pj(s)

P (s)
=

p∑

m=1

µm∑

i=1

d
(i)
jm

(s− ξm)i
(s ∈ C \ {ξ1, ..., ξn})

(alkalmas d
(i)
jm ∈ C együtthatókkal). Ezért

ez − 1

zP (ez)

n−1∑

j=0

xj
n∑

k=j+1

cke
(k−j−1)z =

n−1∑

j=0

xj

p∑

m=1

µm∑

i=1

d
(i)
jm

ez − 1

z(ez − ξm)i
.

Következésképpen

y2 :=
n−1∑

j=0

xj

p∑

m=1

µm∑

i=1

d
(i)
jmhi,ξm .

Ennek megfelelően ν = n, n+ 1, ... esetén
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xν =
ν∑

k=1

bν−kQ
(k−1)(0) +

n−1∑

j=0

xj

p∑

m=1

µm∑

i=1

d
(i)
jm

∏i−2
k=0(ν − k)

(i− 1)!
ξν−i+1
m .

A legegyszerűbb esetben, amikor is n = 1, a (∗∗∗) egyenlet a következő
alakú:

c0xν + c1xν+1 = bν (ν ∈ N)

(ld. 2.3. xx) - xxv) megjegyzések). A P karakterisztikus polinom:

P (s) = c0 + c1s (s ∈ C),

azaz az egyetlen gyök: ξ := −c0/c1. Ezért P ′(ξ) = c1, és P0 ≡ c1, ı́gy a
megoldás:

xν =
1

c1
·
ν∑

k=1

bν−kξ
k−1 + x0· ξν (1 ≤ ν ∈ N)

(amiről közvetlen behelyetteśıtéssel is meggyőződhetünk).

Szemléltessük a fentieket a (gyakorlat szempontjából is fontos)
másodrendű esetben is: n = 2, ill.

c0xν + c1xν+1 + c2xν+2 = bν (ν ∈ N).

Tehát
P (s) = c0 + c1s+ c2s

2 = c2(s− ξ1)(s− ξ2),
P0(s) = c1 + c2s , P1(s) = c2 (s ∈ C),

ahol először a ξ1, ξ2 gyökökről tegyük fel, hogy különbözők: ξ1 6= ξ2. Ekkor
2 ≤ ν ∈ N esetén

xν =
ν∑

k=1

bν−k

(
ξk−1
1

P ′(ξ1)
+

ξk−1
2

P ′(ξ2)

)
+ x0(d01ξ

ν
1 + d02ξ

ν
2 ) + x1(d11ξ

ν
1 + d12ξ

ν
2 ).

A klasszikus Fibonacci-sorozat esetén

c0 := c1 := 1 , c2 := −1 , x0 := 0 , x1 := 1 , bν := 0 (ν ∈ N),

azaz

P (s) = 1 + s− s2 , P0(s) = 1− s , P1(s) = −1 (s ∈ C),
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ezért

ξ1 =
1 +
√

5

2
, ξ2 =

1−
√

5

2
, d11 =

1√
5
, d12 = − 1√

5
.

Más szóval a jól ismert
”
képlet” adódik:

xν = d11ξ
ν
1 + d12ξ

ν
2 =

1√
5

(
1 +
√

5

2

)ν
− 1√

5

(
1−
√

5

2

)ν
=

(1 +
√

5)ν − (1−
√

5)ν√
5· 2ν

(2 ≤ ν ∈ N).

Ha ξ1 = ξ2 =: ξ, azaz P (s) = c2(s− ξ)2 (s ∈ C), akkor

xν =
ν∑

k=1

Q(k−1)(0) +
1∑

j=0

xj
(
d

(1)
j1 ξ

ν + d
(2)
j1 νξ

ν−1
)

(2 ≤ ν ∈ N).

Itt

Q(0) = c11 , Q
(k−1)(0) =

2∑

i=1

ci1

(
k − 1

i− 1

)
ξk−i (k = 2, 3, ...),

ahol

1

P (s)
=

c11
s− ξ +

c21
(s− ξ)2

(s ∈ C \ {ξ}),

és
P0(s)

P (s)
=

c1 + c2s

c2(s− ξ)2
=

d
(1)
01

s− ξ +
d

(2)
01

(s− ξ)2
,

P1(s)

P (s)
=

1

(s− ξ)2
=

d
(1)
11

s− ξ +
d

(2)
11

(s− ξ)2
(s ∈ C \ {ξ}).

Tehát d
(1)
11 = 0, d

(2)
11 = 1 és d

(1)
01 = 1, d

(2)
01 = ξ+ c1/c2, ill. c11 = 0, c21 = 1/c2.

Ezért

xν =
1

c2

ν∑

k=1

(k − 1)bν−kξ
k−2 + x0(ξ

ν + (ξ + c1/c2)νξ
ν−1) + x1νξ

ν−1 =

1

c2

ν∑

k=1

(k − 1)bν−kξ
k−2 + x0(1 + ν)ξν +

(
x0c1
c2

+ x1

)
νξν−1 (2 ≤ ν ∈ N).
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Ha pl. adott x0, x1 ∈ C mellett

xν − 2xν+1 + xν+2 = 0 (ν ∈ N),

akkor P (s) = (s − 1)2 (s ∈ C), azaz c0 = c2 = ξ = 1, c1 = −2 és bν = 0
(ν ∈ N). A fentiek alapján ı́gy

xν = x0 + ν(x1 − x0) (ν ∈ N)

(amiről közvetlen behelyetteśıtéssel is meggyőződhetünk).

3.5.3. Általános kezdetiérték-problémák

Tekintsük most a 3.5.1. feladat alábbi általánośıtását:





∑n
k=0 aky

(k)(t) = f(t) (t ≥ 0),

y(k)(0) = yk (k = 0, 1, ..., n− 1),

ahol adottak az y0, ..., yn−1 ∈ R számok. Ez utóbbi feladat két feladatra
bontható a következő értelemben: ha Ψ és Θ egy-egy megoldása a






∑n
k=0 akΨ

(k)(t) = f(t) (t ≥ 0),

Ψ(k)(0) = 0 (k = 0, 1, ..., n− 1),

ill. a





∑n
k=0 akΘ

(k)(t) = 0 (t ≥ 0),

Θ(k)(0) = yk (k = 0, 1, ..., n− 1)

feladatnak, akkor y := Ψ + Θ nyilván megoldja a mostani kiindulási felada-
tot.

A Ψ-re vonatkozó feladatot már vizsgáltuk, a Θ kiszámı́tásához ele-
gendő egy Θ0, ...,Θn−1 alaprendszert meghatározni (tehát n darab lineárisan
független megoldást). Ilyen pl. a

Θ
(j)
k (0) = δkj =






1 (k = j)

0 (k 6= j)
(k, j = 0, ..., n− 1)

kezdeti feltételeknek eleget tevő Θ0, ...,Θn−1 rendszer. Ekkor

Θ =
n−1∑

k=0

ykΘk.
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Feltételezve, hogy Θ
(n)
k ∈ DL, LΘk = ηk (k = 0, ..., n − 1), a következőt

kapjuk:

0 =
n∑

j=0

ajLΘ
(j)
k (z) =

n∑

j=0

aj



zjηk(z)−
j−1∑

l=0

δklz
j−l−1



 =

ηk(z)
n∑

j=0

ajz
j −

n∑

j=0

aj

j−1∑

l=0

δklz
j−l−1 = ηk(z)P (z)− Pk(z) (z ∈ C, Re z > q),

ahol

Pk(ξ) :=
n∑

j=k+1

ajξ
j−k−1 (ξ ∈ C).

Innen ηk, ill. (pl. Mellin-transzformációval) Θk (k = 0, ..., n − 1) meg-
határozható:

Θk(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
etz
Pk(z)

P (z)
dz (t ≥ 0),

és itt (a P polinom gyökeit ξ1, ..., ξn-nel jelölve) x > Re ξk (k = 1, ..., n).
Megmutatható, hogy t > 0 esetén a k = 0, ..., n− 1 indexekre

Θk(t) =
n∑

j=1

resξj

(
expt Pk
P

)
(t ≥ 0).

Ha pl. minden ξj (j = 1, ..., n) gyök egyszeres, akkor

resξj

(
expt Pk
P

)
=

etzPk(z)

a0
∏n
j 6=l=1(z − ξl)

∣∣∣
z=ξj

=

etξjPk(ξj)

a0
∏n
j 6=l=1(ξj − ξl)

(j = 1, ..., n),

tehát

Θk(t) =
n∑

j=1

Pk(ξj)

a0
∏n
j 6=l=1(ξj − ξl)

etξj (t > 0, k = 0, ..., n− 1).

Ha a ξj-k között többszörös gyökök is vannak, akkor legyenek a páronként
különböző gyökök σ1, ..., σs, a megfelelő multiplicitások pedig ν1, ..., νs (ahol
s ∈ N és teljesül a

∑s
k=1 νk = n egyenlőség). Ekkor j = 1, ..., s esetén a

P (ξ) =: (ξ − σj)νjQj(ξ) (ξ ∈ C) jelöléssel
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etzPk(z)

P (z)
=
etzPk(z)/Qj(z)

(z − σj)νj
(z ∈ C \ {σ1, ..., σs}).

Ezért

resσj

(
expt Pk
P

)
=

(
expt Pk
Qj

)(νj−1)

(σj)
1

(νj − 1)!
=

νj−1∑

l=0

1

l!(νj − 1− l)!

(
Pk
Qj

)(νj−1−l)
(σj)t

letσj ,

ı́gy k = 0, ..., n− 1 esetén

Θk(t) =
s∑

j=1

νj−1∑

l=0

(
Pk
Qj

)(νj−1−l)
(σj)

tl

l!(νj − 1− l)!e
tσj (t ≥ 0).

Legyen pl. a feladat a következő kezdetiérték-probléma megoldása:






y(4) + 2y′′ + y = 0

y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0, y′′′(0) = 1.

Ez a Θ-ra vonatkozó fenti feladat azon speciális esete, amikor (az ottani
jelölésekkel)

P (z) = z4 + 2z2 + 1 , P3(z) = 1 (z ∈ C) , η3 =
P3

P
,

és y = Θ3. Tehát

η3(z) =
1

z4 + 2z2 + 1
=

1

(1 + z2)2
=

1

(z + ı)2(z − ı)2
.

Ezért Mellin-transzformációval bármely x > 0 mellett

y(t) = Θ3(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz (t ≥ 0).

Az itt szereplő
∫ x+ı∞
x−ı∞ ... integrál kiszámı́tásához legyen t ≥ 0, b > 0, ill. ϕb

a következő út:
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ϕb(u) :=






ℓb(u) (−b ≤ u ≤ b)

x+ beı(u−b+π/2) (b ≤ u ≤ b+ π).

(Tehát az ℓb által paraméterezett függőleges szakaszra, mint átmérőre egy
félkört illesztettünk a {z ∈ C : Re z ≤ x} félśıkban.) Ekkor a reziduum-
tétel miatt

1

2πı

∫

ϕb

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz =

1

2πı

∫

ϕb

η3 expt =

resı(η3 expt) + res−ı(η3 expt) = α1 + β1,

ahol

etz

(z + ı)2
=

∞∑

k=0

αk(z − ı)k ,
etz

(z − ı)2
=

∞∑

k=0

βk(z − ı)k.

Következésképpen

α1 =

((
etz

(z + ı)2

)′)

z=ı

=

(
tetz(z + ı)2 − etz2(z + ı)

(z + ı)4

)

z=ı

=

teıt(−4)− eıt4ı
16

,

β1 =

((
etz

(z − ı)2

)′)

z=−ı
=

(
tetz(z − ı)2 − etz2(z − ı)

(z − ı)4

)

z=−ı
=

te−ıt(−4) + e−ıt4ı

16
.

Így azt kapjuk, hogy

1

2πı

∫

ϕb

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz =

sin t− t cos t

2
(t ≥ 0).

Mivel a ϕb út az ℓb ”
szakasz” és a kb(u) := x+ beı(u−b+π/2) (b ≤ u ≤ b+π)

”
félköŕıv” egyeśıtése, ezért

∫

ϕb

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz =

∫

ℓb

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz +

∫

kb

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz.
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Ugyanakkor (könnyen láthatóan)

lim
b→+∞

∫

kb

etz

(z + ı)2(z − ı)2 dz = 0,

tehát

∫ x+ı∞

x−ı∞

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz = lim

b→+∞

∫

ℓb

etz

(z + ı)2(z − ı)2 dz =

lim
b→+∞

∫

ϕb

etz

(z + ı)2(z − ı)2 dz.

Következésképpen

y(t) =
1

2πı
lim
b→+∞

∫

ϕb

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz =

sin t− t cos t

2
(t ≥ 0).

Megjegyezzük, hogy az előző feladatban az y = Θ3 megoldást közvetlen
reziduum-számı́tással is meghatározhatjuk. Ti. a

P (ξ) = (ξ − ı)2(ξ + ı)2 (ξ ∈ C)

karakterisztikus polinomnak két darab kétszeres gyöke van, ezek σ1 := ı és
σ2 := −ı, ezért

y(t) = Θ3(t) =
2∑

j=1

1∑

l=0

(
1

Qj

)(1−l)
(σj)t

letσj (t ≥ 0),

ahol Q1(ξ) = (ξ + ı)2, Q2(ξ) = (ξ − ı)2 (ξ ∈ C). Tehát

y(t) =

((
1

Q1

)′
(ı)

t

Q1(ı)

)
eıt +

((
1

Q2

)′
(−ı) t

Q2(−ı)

)
e−ıt =

(
−2(2ı)−3 − t

4

)
eıt +

(
2(2ı)−3 − t

4

)
e−ıt =

−ı− t
4

eıt +
ı− t

4
e−ıt =

−t cos t+ sin t

2
(t ≥ 0).

Vegyük észre, hogy P (z)ηn−1(z) = Pn−1(z) = an, továbbá

LΨ(z)P (z) = Lf(z) (z ∈ C , Re z > q),
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ezért a konvolúció és a Laplace-transzformált kapcsolata alapján (ld. 3.2.
viii) megjegyzés)

LΨ(z) =
ηn−1(z)

an
Lf(z) =

1

an
LΘn−1(z)Lf(z) =

1

an
L(Θn−1 ∗ f)(z) (z ∈ C, Re z > q).

Ha tehát Ψ-t a Mellin-transzformációval számı́thatjuk ki, akkor

Ψ =
1

an
Θn−1 ∗ f.

Tekintsük pl. az





y′′(t) + y(t) = sin t

y(0) = y′(0) = 0

kezdetiérték-problémát. A most mondottak szerint Θ1(0) = 0, Θ′(0) = 1,
ill.

η1(z) =
1

1 + z2
= L sin (z) (z ∈ C, Re z > 0),

azaz Θ1 = sin . Következésképpen y = sin ∗ sin, tehát

y(x) =
∫ x

0
sin t sin (x− t) dt =

sin t− t cos t

2
(t ≥ 0).

3.5.4. Másodrendű lineáris differenciálegyenletek

Oldjuk meg az






y′′(t)− 4y′(t) + 3y(t) = 4(cos (2t)− sin (2t)− t(8 cos (2t) + sin (2t))

y(0) = 1, y′(0) = 3

kezdetiérték-problémát. Legyen

f1(t) := sin (2t) , f2(t) := cos (2t) , f3(t) := t sin (2t),

f4(t) := t cos (2t) (t ≥ 0).

Ekkor
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Lf1(z) =
2

z2 + 4
, Lf2(z) =

z

z2 + 4
,

Lf3(z) =
4z

(z2 + 4)2
, Lf4(z) =

z2 − 4

(z2 + 4)2
(z ∈ C, Re z > 0).

Ezért

(z2 − 4z + 3)Ly(z) = 4
z − 2

z2 + 4
− 8z2 + 4z − 32

(z2 + 4)2
+ z − 1,

azaz

Ly(z) =
4z

(z2 + 4)2 +
1

z − 3
= (Lf3 + L exp3)(z) (z ∈ C, Re z > 3),

amiből y(t) = f3(t) + exp3(t) = t sin (2t) + e3t következik. Itt - könnyen
beláthatóan - t ∈ R tetszőleges lehet. Hasonlóan oldható meg az






y′′(t) + 4y′(t) + 4y(t) = e−2t(cos t+ 2 sin t)

y(0) = −1, y′(0) = 1

kezdetiérték-probléma:

L
(
exp−2(cos +2 sin)

)
(z) =

z + 2

(z + 2)2 + 1
+

2

(z + 2)2 + 1
=

z + 4

(z + 2)2 + 1
(z ∈ C, Re z > −2).

Innen azt kapjuk, hogy

L(y′′ + 4y′ + 4y) = (z2 + 4z + 4)Ly(z) + z − 3 =

z + 4

(z + 2)2 + 1
(z ∈ C, Re z > −2),

tehát

Ly(z) = − z3 + 7z2 + 16z + 11

((z + 2)2 + 1)(z + 2)2
(z ∈ C, Re z > −2).
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Az előbbi egyenlet jobb oldalát parciális törtekre bontva (a részletszámı́tást
itt mellőzve) jutunk az

Ly(z) = − z + 4

(z + 2)2 + 1
+

1

(z + 2)2
(z ∈ C, Re z > −2)

egyenlőséghez. A fentiek alapján tehát a h(t) := t (t ≥ 0) jelöléssel

Ly(z) = L(− exp−2(cos +2 sin)) + L( exp−2 h) = L( exp−2(h− cos−2 sin)).

Ebből aztán az következik, hogy

y(t) = e−2t(t− cos t− 2 sin t) (t ∈ R).

3.5.5. Lineáris differenciálegyenlet-rendszerek

Alkalmazzuk most a Laplace-transzformációt az

y′1(t) = 3y1(t)− 2y2(t) + e−t

y′2(t) = 2y1(t)− y2(t) + e3t
, y1(0) = y2(0) = 0

lineáris differenciálegyenlet-rendszer (ill. kezdetiérték-probléma) megoldásá-
ra. Legyen

f(t) := e−t , g(t) := e3t (t ≥ 0),

ekkor

Lf(z) =
1

z + 1
, Lg(z) =

1

z − 3
(z ∈ C, Re z > 3).

Továbbá (alkalmas q ∈ R mellett a z ∈ C, Re z > q helyeken)

zLy1(z) = 3Ly1(z)− 2y2(z) +
1

z + 1
,

zLy2(z) = 2Ly1(z)− Ly2(z) +
1

z − 3
,

amiből az Ly1, Ly2 Laplace-transzformáltakra (parciális törtekre bontással)

Ly1(z) =
z − 5

(z − 1)2(z − 3)
=

1

2(z − 1)
+

2

(z − 1)2
− 1

2(z − 3)
,

Ly2(z) =
3 + z

(z − 1)2(z + 1)
=

1

2(z + 1)
− 1

2(z − 1)
+

2

(z − 1)2
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következik. Ha tehát

h(t) := tet , s(t) := et (t ≥ 0),

akkor

Ly1(z) =
1

2
Ls(z) + 2Lh(z)− 1

2
Lg(z),

Ly2(z) =
1

2
Lf(z)− 1

2
Ls(z) + 2Lh(z),

ı́gy

y1(t) =
1

2
et + 2tet − 1

2
e3t

y2(t) =
1

2
e−t − 1

2
et + 2tet

(ahol egyszerű ellenőrzéssel t ∈ R tetszőleges lehet).

3.5.6. Parciális differenciálegyenletek

Adott l > 0 mellett legyenek az

A,B,C,D,E, F,G : [0, l]× [0,+∞)→ R

függvények folytonosak, és keressünk olyan u ∈ R2 → R kétszer differenci-
álható függvényt, amelyre tetszőleges ξ := (x, t) ∈ [0, l]× [0,+∞) mellett

A(ξ)
∂2u

∂x2
(ξ) + 2B(ξ)

∂2u

∂x∂t
(ξ) + C(ξ)

∂2u

∂t2
(ξ) +D(ξ)

∂u

∂x
(ξ)+

+E(ξ)
∂u

∂t
(ξ) + F (ξ)u(ξ) +G(ξ) = 0

teljesül (másodrendű lineáris parciális differenciálegyenlet). Számos gyakor-
lati probléma matematikai modellje vezet erre a feladatra, pl.

a)
∂2u

∂t2
(ξ) = a2∂

2u

∂x2
(ξ),

ahol 0 6= a ∈ R adott állandó (hullámegyenlet);

b)
∂2u

∂x2
(ξ) = β2∂u

∂t
(ξ),

ahol 0 6= β ∈ R adott állandó (hővezetési egyenlet).
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Tegyük fel a továbbiakban, hogy B ≡ G ≡ 0, ill., hogy az A,C,D,E, F
függvények valójában egyváltozós függvények (a második változójuktól nem
függnek):

A,C,D,E, F : [0, l]→ R.

Ekkor tehát az u függvény meghatározását illetően a következő alakú egyen-
letből indulhatunk ki:

A(x)
∂2u

∂x2
(ξ) + C(x)

∂2u

∂t2
(ξ) +D(x)

∂u

∂x
(ξ) + E(x)

∂u

∂t
(ξ) + F (x)u(ξ) = 0.

A fenti matematikai modellt az alábbi kezdeti-, ill. peremfeltételekkel egé-
sźıtjük ki:

i) u(x, 0) = ϕ(x) ,
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) (0 ≤ x ≤ l),

ii) u(0, t) = f(t) , α
∂u

∂x
(l, t) + β

∂u

∂t
(l, t) = γu(l, t) (t ≥ 0),

ahol α, β, γ ∈ R , ϕ, ψ : [0, l]→ R, f : [0,+∞)→ R pedig adott állandók,
ill. folytonos függvények. Tételezzük fel, hogy bármely x ∈ [0, l] esetén a

[0,+∞) ∋ t 7→






u(x, t)

∂u
∂x

(x, t)

∂2u
∂x2 (x, t)

∂u
∂t (x, t)

∂2u
∂t2

(x, t)

(egyváltozós) függvények DL -beliek, és legyen

Lu(x, z) :=
∫ +∞

0
e−tzu(x, t) dt , L

∂u

∂x
(x, z) :=

∫ +∞

0
e−tz

∂u

∂x
(x, t) dt,

L
∂2u

∂x2
(x, z) :=

∫ +∞

0
e−tz

∂2u

∂x2
(x, t) dt , L

∂u

∂t
(x, z) :=

∫ +∞

0
e−tz

∂u

∂t
(x, t) dt,
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L
∂2u

∂t2
(x, z) :=

∫ +∞

0
e−tz

∂2u

∂t2
(x, t) dt (z ∈ C, Re z > a)

valamilyen a ∈ R konstanssal. Feltesszük továbbá, hogy ∂u
∂x,

∂2u
∂x2 kiszá-

mı́tásakor a ∂
∂x, ill. a ∂2

∂x2 deriválások és az
∫ +∞
0 · · · integrálás sorrendje

felcserélhető:
∫ +∞

0
e−tz

∂u

∂x
(x, t) dt =

∂

∂x

(∫ +∞

0
e−tzu(x, t) dt

)
,

∫ +∞

0
e−tz

∂2u

∂x2
(x, t) dt =

∂2

∂x2

(∫ +∞

0
e−tzu(x, t) dt

)
.

Ez más szóval azt jelenti, hogy

L
∂u

∂x
=
∂(Lu)

∂x
, L

∂2u

∂x2
=
∂2(Lu)

∂x2
.

A deriváltak Laplace-transzformáltjairól szóló formulát alkalmazva (ld. 3.3.
xi) megjegyzés)

L
∂u

∂t
(x, z) = zLu(x, z) − u(x, 0),

L
∂2u

∂t2
(x, z) = z2Lu(x, z)− u(x, 0)− ∂u

∂t
(x, 0) (x ∈ [0, l], z ∈ C, Re z > a).

Mindezek alapján azt mondhatjuk, hogy a szóban forgó parciális differenci-
álegyenletünk

”
Laplace-transzformáltja” a következő tetszőleges (x ∈ [0, l]

és z ∈ C, Re z > a) mellett):

A(x)
∂2(Lu)

∂x2
(x, z) + C(x)(z2Lu(x, z)− zu(x, 0)− ∂u

∂t
(x, 0))+

+D(x)
∂(Lu)

∂x
(x, z) + E(x) (zLu(x, z) − u(x, 0)) + F (x)Lu(x, z) = 0

Figyelembe véve az i) kezdeti feltételeket is a keresett u függvény
”
Laplace-

transzformáltját” illetően az alábbi egyenletre jutunk:

A(x)
∂2(Lu)

∂x2
(x, z) +D(x)

∂(Lu)

∂x
(x, z) + (C(x)z2 + E(x)z + F (x))Lu(x, z) =

C(x)zϕ(x) + E(x)ϕ(x) + C(x)ψ(x) (x ∈ [0, l], z ∈ C, Re z > a).
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Ez rögźıtett z mellett nem más, mint az x 7→ Lu(x, z) függvényre vonat-
kozó másodrendű közönséges lineáris differenciálegyenlet. Peremfeltételként
a fenti ii) peremfeltételből azt kapjuk, hogy

Lu(0, z) =
∫ +∞

0
e−tzu(0, t) dt =

∫ +∞

0
e−tzf(t) dt = Lf(z),

ill.

α
∂(Lu)

∂x
(l, z) = αL

∂u

∂x
(l, z) =

∫ +∞

0
e−tzα

∂u

∂x
(l, t) dt =

∫ +∞

0
e−tz

(
γu(l, t)− β∂u

∂t
(l, t)

)
dt =

γLu(l, z)− βL∂u
∂t

(l, t) = γLu(l, z)− β (zLu(l, z)− u(l, 0)) =

γLu(l, z)− βzLu(l, z) + βϕ(l),

tehát

α
∂(Lu)

∂x
(l, z) + (βz − γ)Lu(l, z)− βϕ(l) = 0.

Ha a most kapott modellből kiszámı́tottuk az x 7→ Lu(x, z) függvényt, akkor
- rögźıtett x ∈ [0, l] mellett - pl. Mellin-transzformációval kapjuk az u
megoldást.

1o Első példaként alkalmazzuk a most vázolt módszert a fent emĺıtett
hullámegyenletre az

u(x, 0) = q sin
nπx

l
,
∂u

∂t
(x, 0) = 0 (0 ≤ x ≤ l),

(0, t) = u(l, t) = 0 (t ≥ 0)

kezdeti-, ill. peremfeltételek mellett, ahol 0 < n ∈ N, q > 0. Most tehát

ϕ(x) = q sin
nπx

l
(0 ≤ x ≤ l) , ψ ≡ 0 , f ≡ 0,

ill.
A ≡ 1 , C ≡ −1/a2 , D ≡ E ≡ F ≡ 0,
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ezért az Lu transzformáltra vonatkozó másodrendű differenciálegyenlet a
következő:

∂2(Lu)

∂x2
(x, z)− z2

a2
Lu(x, z) = −qz

a2
sin

nπx

l
,

a peremfeltételek pedig: Lu(0, z) = Lu(l, z) = 0. A szóban forgó differenci-

álegyenlet (ld. 2.3.) karakterisztikus polinomja:

P (y) := y2 − z2/a2 (y ∈ C),

amelynek két egyszeres gyöke van: z/a és −z/a. Ezért egy alaprendszere:

x 7→ exz/a , x 7→ e−xz/a,

ı́gy a homogén részének az általános megoldása:

x 7→ c1e
xz/a + c2e

−xz/a (c1, c2 ∈ R).

Keressünk egy partikuláris megoldást x 7→ c3 sin nπx
l

alakban alkalmas c3
valós számmal. Ehhez szükséges és elégséges, hogy

−c3
(
nπ

l

)2

− c3z
2

a2
= −qz

a2
,

azaz c3 = qz
z2 + (anπ/l)2 legyen. Az általános megoldásunk tehát Lu-ra a

következő:

Lu(x, z) = c1e
xz/a + c2e

−xz/a +
qz

z2 + (anπ/l)2
sin

nπx

l
(0 ≤ x ≤ l).

Az Lu(0, z) = c1 + c2 = 0 , Lu(l, z) = c1e
lz/a + c2e

−lz/a = 0 peremfeltételek-
ből c1 = 0, és c2 = 0 adódik, tehát

Lu(x, z) =
qz

z2 + (anπ/l)2
sin

nπx

l
.

Innen azt kapjuk, hogy

u(x, t) = q cos
anπt

l
sin

nπx

l
((x, t) ∈ [0, l]× [0,+∞)).
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2o Oldjuk meg az előbbi módszerrel a bevezetőben emĺıtett hővezetési
egyenletet az

u(0, t) = u(l, t) = 0 (t ≥ 0) , u(x, 0) = q sin
nπx

l
(0 ≤ x ≤ l)

feltételek mellett (ahol q, n ugyanazok a paraméterek, mint az az előbbi
példában). Tehát A ≡ 1, C ≡ D ≡ F ≡ 0 , E ≡ −β2, ezért az Lu-ra
vonatkozó másodrendű differenciálegyenlet a következő:

∂2(Lu)

∂x2
(x, z)− β2zLu(x, z) = −β2q sin

nπx

l
.

Ennek a karakterisztikus polinomja:

P (y) := y2 − β2 (y ∈ C),

aminek a gyökei: ±β· √z. Így egy alaprendszer:

x 7→ eβx
√
z , x 7→ e−βx

√
z.

Keressünk partikuláris megoldást most is x 7→ c3 sin nπx
l

alakban, amikor
is

−c3
(
nπ

l

)2

sin
nπx

l
− β2zc3 sin

nπx

l
= −β2q sin

nπx

l
.

Innen c3 = β2q
β2z + (nπ/l)2 , következésképpen az általános megoldás Lu-ra:

Lu(x, z) = c1e
βx

√
z + c2e

−βx√z +
β2q

β2z + (nπ/l)2
sin

nπx

l
.

A kezdeti-, ill. peremfeltételek szerint

Lu(0, z) = c1 + c2 = 0 , Lu(l, z) = c1e
βl
√
z + c2e

−βl√z = 0,

amiből c1 = c2 = 0. Ezért

Lu(x, z) =
q

z + (nπ/βl)2
sin

nπx

l
(0 ≤ x ≤ l),

amiből

u(x, t) = qe−(nπ/βl)2t sin
nπx

l
((x, t) ∈ [0, l]× [0,+∞)).
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abszolút integrálható, 68
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-féle alaptétel, 38
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egységgyökök, 10
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exponenciális függvény (exp), 18
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sima út, 31, 33
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