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1. fejezet

Bevezetés

1.1. A MATLAB lényeges vonasai

A MATLAB olyan nagymeéret programcsomag, amely f6ként a mtiszaki sza-
mitasokat tdmogatja, és ehhez hatékony matematikai algoritmusokat hasznal.
Erdssége az eredmények vizuélis megjelenitése is, és a nagy adattomegek biz-
tos, gyors kezelése. A MATLAB hasznalataval 1ényegesen rovidiil a programok
elkészitésének ideje vektor- és matrix-miiveleteinek és sok matematikai, szdmos
mérnoki toolboxainak (,szerszamladak”, azaz specidlis témaja programgytjte-
mények) révén. Ha a MATLAB-program elkésziilt, és futési ideje nem megfeleld,
akkor segithet a MATLAB C-compiler és a parhuzamositési parancsai.

Alapvets adattipusa a madtriz — neve a MATrix LABoratory roviditése —
amely matrixokat (és méas valtozokat) nem kell deklaralni (bar specials helyzet-
ben célszertd ezt megtenni, de csak a helyfoglalas céljabol). Mivel a feladato-
kat matrix- és vektormitiveletekkel oldja meg, ciklusokat ritkan kell hasznélni.
Amellett a numerikus szamitasokat szimbolikus modon is végzi, nem all meg egy
nullaval valé osztés miatt (ennek eredménye altalaban inf, és 1/inf eredménye
0, mig pl. Oxinf eredménye NaN — ,not a number” —, és a NaN hozzarendelhetd
valtozokhoz — ami még el6ny6s is lehet, 1d. [36], 14.3.5. rész).

A MATLAB felhaszn4loi feliileteket (GUI — ,,graphical user interface”) is tud
gyartani, a gyorsan megirhaté MATLAB program lefordithaté C nyelvre, és
C, C++, Fortran programokkal tud egyiittmiikodni. A MATLAB nem mereven
lezart programcsomag, mindenki ki tudja b&viteni sajat aj modulok megirdséaval,
ugynevezett m-fajlokkal.

A MATLAB fejlesztését Cleve Moler amerikai matematikus kezdte Fortran-
ban, hozza csatlakoztak Steve Bangert és Jack Little mérnokok, majd C nyelvre
irtak at.

Ma a MathWorks Inc. cég fejleszti tovabb, Cleve Moler még mindig aktiv [25],
kb. egy milli6 felhasznaloja van a MATLAB-nak 175 orszagban, sok egyetemen
ezzel tanitjak a Numerikus analizist és pl. az automatikus szabalyozast és a
jelfeldolgozast.
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Eredetileg a LINPACK és az EISPACK programcsomagokbol nétt ki. Mos-
tandban még tobb ilyen csomag all a MATLAB hatterében, pl. a PARPACK
és az UMFPACK [38]. Ezcket a (mérnoki feladatok megoldasakor fontos) ma-
tematikai csomagokat pl. akkor mind kiilén kell installalnunk, ha a (nyilvan)
nem ingyenes MATLAB helyett az ingyenes ,Octave”’ csomagot, tgyszolvan a
MATLAB 6csét, akarjuk installalnunk. Minden informatikusnak érdekes lehet
az ingyenes, objektum orientalt ,Python” [20] is, amely ugyancsak tobb mas
programcsomag elézetes installaciojat tételezi fel.

1.2. A jegyzetrdl

A jegyzetben tobb helyen ,magyar Matlab-kényv” cimen a Typotex kiadénal,
a GAMAX Kft., a MATLAB disztributoranak a tamogatasaval megjelentetett
[36] konyvre hivatkozunk majd, amelyet egy magyar szerzsi team készitett, az
5.1-es, ill. 7-es MATLAB-verzi6 alapjan. Ennek megismerését javasoljuk az Ol-
vasonak, hiszen a MATLAB-nak kiting help-rendszere van ugyan (ez interneten
is elérhetd, 1d. lejjebb), de egy nyomtatott konyvnek megvannak a maga elényei.
A jelenlegi jegyzet ezt a magyar Matlab-konyvet veszi alapul, egyes témékat ab-
bol ujra felvesz és tovabb fejleszti a 2013-ban aktualis R2013b verzio alapjan,
amelyet a szerz6 a GAMAX Kft-t6] megvasarolt.

Vilagos, hogy egyetemi jegyzetben csak egyszert példakon, kis programok-
kal fogjuk bemutatni a MATLAB lehetSségeit (kivétel ez alol viszont a 4.4.2.
alpont).

1.3. A MATLAB-termékek attekintése

A MATLAB értékét nagyban noveli a mar emlitett kb. 40 ,toolbox”, amelyek
koziil — néh4ny inkabb matematikai tartalmt mellett (mint a symbolic toolbox,
gorbeillesztési toolbox, parciélis differencidlegyenletek vagy a statisztika tool-
box) — f6ként mérnoki feladatok megoldéasat segitGek vannak (pl. jelfeldolgozas,
vezérlési és rendszer identifikacios toolboxok), de adatbézis toolbox és parhuza-
mos szamitas toolbox is van.

A mérnoki modellezést nagyban segiti a MATLAB ,rokona”; a Simulink rend-
szer, amit ugyanaz a cég fejleszt.

Részletesebben 1d.

http://www.mathworks.com/products/

Osszességében a kovetkezd teriileteken hasznos a MATLAB :

Miszaki szamitésok (technical computing), bedgyazott rendszerek (embed-
ded systems), vezérlési rendszerek (control systems) digitalis jelfeldolgozas (di-
gital signal processing) kommunikécios rendszerek (communications systems),
kép és video feldolgozas (image and video processing), FPGA dizajn (FPGA
design and codesign), mechatronika (mechatronics), kisérlet tervezése, mérések
(test and measurement), szamitogépes biologia (computational biology), szami-
togépes pénziigy (computational finance).
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Hasznos internet cimek:

A MATLAB ,Documentation Center”:
http://www.mathworks.com /help/matlab/

A MATLAB-férumokhoz el lehet jutni a kévetkez6 cimen keresztiil:
http://www.mathworks.com/matlabcentral /newsreader/

Hasznos fajlok talalhatéak és letolthet&ek itt:
http://www.mathworks.com/matlabcentral /fileexchange/

Még a fentiekben nem érintett kérdésekrsl is lehet tajékoztatast kapni, 1d.
http://undocumentedmatlab.com/
(vagy irjuk be a keresébe : Undocumented Matlab)

Figyelmeztetjiilk az Olvaso6t, hogy mivel rengeteg irodalom talalhatoé a
MATLAB-r6l az interneten, mindig nézze meg, milyen évbdl valo, ill. melyik
MATLAB-verzioéra vonatkozik.

Még néhany tanacsunk:

Rendezziik be sajat konyvtaraink mellett sajat MATLAB-konyvtarunkat (pl.
,ml” nevén) is! Ez MATLAB-bol a pathtool hivasédnak a segitségével a leggyor-
sabban csindlhaté meg.

Tovabba, miel6tt egy xyz.m m-fajlt vagy programot futtatnank, hasznaljuk
a MATLAB szintaktikai ellen6rzéjét:

checkcode xyz

ld. help checkcode vagy a MATLAB-dokumentéaciot (a korabbi mlint mar
nem ajanlott).

Emellett legyilink figyelemmel azokra a kicsi barna és piros jelekre a
MATLAB-editorban, amelyek mar az m-fajlok megirasikor jelennek meg: ha
egy sor befejezése utan megmaradnak, akkor figyelmeztetésrdl ill. hibarol van
sz0, és az egérrel ezen jeleknek a koézelébe jutva, még informéaciot is kapunk, mi
ott a gond!

Végiil, amennyiben futtataskor olyan hibajelzést kapnank a MATLAB-t6l,
amivel nem tudunk mit kezdeni, kérdezziik meg valamelyik internet-keresét, az
egész hibajelzést beleméasolva a kerestbe.

A MATLAB-bal kaptunk egy kisérleti eszk6zt a keziinkbe. Tehat kisérle-
tezziink !

Legfeljebb visszaszol nekiink angolul. (Arra érdemes idét aldozni, hogy az lizene-
teket és a részletes help-szovegeket megértsiik, inkdbb csak az ismeretlen szavakat
forditatva, nem egy egész szoveget a translator-ba masolva.)

Szintaktikailag hibas sorokat ugyis jelez, és segit a checkcode. Ha ilyen problémank
nincsen, de a program miikddése nem tetszik, valtoztassuk meg és probaljuk ujra !
Es ha gyantsan sokaig fut, még mindig htizhatjuk Control-C-vel a vészféket ! (:-)
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2. fejezet

Linearis algebra

2.1. Matrixok

A matrix a MATLAB legfontosabb adattipusa, elemei lehetnek komplex szamok,
indexei mindig nagyobb 1-nél vagy egyenlSk 1-gyel.

Kisméreti matrixokat elemenként adhatunk meg, mégpedig a sor kompo-
nenseit iires hellyel vagy vessz6vel, az egyes sorokat ,,;’’ jellel valasztjuk el egy-
mastol, pl.

A=[i 0 -3.1 \pi; 4 2.3 0 1; sqrt(2) 0 1/3 2*i-4];

ami a kdvetkezé méatrixot adja, format long-ban kinyomtatva:

1 0 —=3.1 3.141592653589793
A= 4 23 0 1
1.1414213562373095 0 0.333333333333333 21 -4

A matrix elemeinek tarolasa a Fortran oszlopfolytonos konvenci6janak meg-
felelGen torténik.
A métrix elemeire igy hivatkozunk: A(i,j), pl.

>> s=A(1,3)
s:
-3.1

a fenti méatrix esetén. Ha egy index nem egész, a MATLAB hibat jelez. Hibéat
kapunk akkor is, ha olyan métrixelemet akarunk felhasznalni, amely nem kapott
értéket, viszont mivel el6zetes deklaracio (azaz helyfoglalas) nem kell, irhatunk
valamilyen, eddig fel nem hasznalt helyre, pl. a fenti matrix esetén

>> A(4,5)=5.2



10 FEJEZET 2. LINEARIS ALGEBRA

amire az eredmény

i 0 —3.1 3.1415926..93 0

e 4 23 0 1 0
1.1414213..95 0 0.3333333...33 2 -4 0

0 0 0 0 5.2

Skalarok, vektorok, szovegek dbrazolasa ugyanazzal a struktaraval torténik.
Igy a skalarnak, mint métrixnak, csak egy sora és egy oszlopa van.

Matrixelemekre hivatkozhatunk egyetlen egy indexszel is, az oszlopfolytonos
tarolasnak koszonhetSen. Pl. az utolsé matrixszal:

>> s=A(6)
S:

2.3
is adja a fenti matrix (2, 2)-pozicidji elemét, mert az oszlopfolytonos tarolasnal
ez a hatodik elem.
2.2. Matrixok szerkesztése, megszerzése

A fenti mod maéatrixok szerkesztésére csak kis méret esetén alkalmas. Azt még
lehet fokozni. Ha pl.

1 2 3
A= 4 6 7
-1 0 5
akkor

B=[A -A; 2-A A~2]

is szintaktikailag helyes, eredménye

B =
1 2 3 -1 -2 -3
4 6 7 -4 -6 -7
-1 0 5 1 0 -5
1 0 -1 6 14 32
-2 -4 -5 21 44 89
3 2 -3 -6 -2 22

és pl. az A® I Kronecker—szorzat is nagyobb méatrixokra vezet (a MATLAB-ban
az egységmaétrix eye (n) utasitéssal kaphato):

C=kron(A,eye(3))

adja azt, hogy
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Hasonléan hat az A=repmat (B,m,n) parancs: a B méatrixot rakja m-szer egy-
mas ala, majd a kapott blokk-oszlopot n-szer egymas mellé. Pl.

B=[-1 2;3 -4];
A=repmat (B,4,3)

azt adja, hogy

A =
-1 2 -1 2 -1 2
3 -4 3 -4 3 -4
-1 2 -1 2 -1 2
3 -4 3 -4 3 -4
-1 2 -1 2 -1 2
3 -4 3 -4 3 -4
-1 2 -1 2 -1 2
3 -4 3 -4 3 -4

Amennyiben viszont B skalar, az A matrix B*E lesz, ahol ones (m,n)=:E a linearis
algebraban elterjedt jeloléssel a csak egyeseket tartalmazo mxn-es métrix.
Osszefoglalva, ezzel a jeloléssel érvényes repmat (A,m,n)=kron(E,A).

A nagyobb méretti, akir haromdimenziés matrixoknal inkabb valamilyen
szabaly adja meg elemeit. Ekkor ciklusok segithetnek, vagy példaul az alkal-
mazasokban (igy a parcialis differencialegyenletek diszkretizaciojanal, 1d. [34])
fontos, sok nullat tartalmazoé ritkaméatrixoknal az dtlonkénti megadésra hasznos
a spdiags fiiggvény, 1d. a magyar MATLAB-konyvet. Itt csak egy példaval
mutatjuk ezen fliggvény miikodését:

>> n=10; % A meret kicsi, hogy a kesz matrix attekinthet"o legyen
>> e=(1:n)’; % Oszlopvektor az 1 ... n szamokbol

>> B=ex[1 1 2 1 1]; % B 4 oszlopa e, 3. oszlopa 2*e

>> A=spdiags (B, [-round(n/2),-1,0,1,round(n/2)],n,n);

Az ekkor keletkezd ritkaméatrixot kinyomtatva, csak a foglalt” (tehat csak a
nemnulla elemeit érint6) harom oszlopvektort kapjuk: a nemnulla elemek sor-
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és oszlopindexeit, illetve az értékeit tartalmazzak. Ennél jobban mutatja a rit-
kaméatrix (ez csak kis méret esetén értelmes, de a szamitasoknal elkeriilendd)
teljes alakjat a full fliggvény:

full(A) =
2200 5 0 0 0 0 0
14300 6 0 0 0 0
0264 0 0 7 0 0 0
00385 0 0 8 0 0
100410 6 0 0 9 0
0200 5 12 7 0 0 10
00300 6 14 8 0 0
0004 0 0 7 16 9 0
00005 0 0 8 18 10
00000 6 0 0 9 20

Tehat a f6atlo feletti mellékatlok eleje pozicidjanak megfelelgen le lesz vagva, a
featlo alatti mellékatlok vége pozicivjanak megfelelSen lemarad (ahol azokat a
pozicidkat a spdiags masodik argumentuma adja).

Magaban a MATLAB-ban beépitett méatrixoknak egész sora van, amikrél a
help gallery paranccsal kérhetiink listat, vagy kereshetjiikk a 'gallery’ szot a
help-ablakban. Igy példaul adott n > 1 egészszammal

[V b s]l=gallery(’house’, [1:n]’,0)

adja a linearis algebrabdl ismert H Householder-matrixot az eye(n)-bxV*V’>
formaban, amelynek tulajdonsaga az, hogy az x oszlopvektort (esetiinkben
=[1:n]") tiikkrozi s*e;-be (Id. [32]), ahol e; az eye(n) n X n-es egységmatrix
els6 oszlopa.

Az interneten készen kaphatoak egész méatrix-gytjtemények, pl. Timothy A.
Davis munkaja (University of Florida Sparse Matrix Collection):

http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/mat/UFget.html
cim alatt. Ez elény6s lehet, ha valamilyen 4j algebrai algoritmust akarunk kipro-
balni. A matrixok megszerzése innen azzal indul, hogy az ott lathat6 UFget.zip
konyvtarat letoltjiik, kibontjuk, és annak README.txt fajlja alapjan kiadjuk
a konyvtaraban a

java -jar UFgui.jar
parancsot. Erre megjelenik egy ablak (lényegében a lent mutatott 2.1 abra)
és a program el8szor a matrixok ikonjainak letoltésével foglalkozik (amelyek
nagyjabol a MATLAB spy abréainak — vo. a [36] konyvvel — felelnek meg) — ami
elég sokaig tarthat. Ezutan az abra alsé részében valaszthatjuk ki a letoltends
métrixot (ebben segithet, ha ott a matrix jellemzését elolvassuk), 1d. a 2.1. bréat.
Példaként azt a matrixot valasztjuk, amely az UFget program HB csoportjanak
fs_541 4 nevi eleme.

Viszont kényelmesebb lehet a MATLAB-b6l — UFget letdltése utdn — a
UFget_example utasitast kiadni, és a megjelené ablakban a minden matrixot
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2.1. abra. Az UFget program ablaka: egy matrix kivalasztasa

tartalmazo listat valasztani és azon beliil a £s_541_4 maétrixot, a letoltési mod-
nal a ,,MAT"”-ot jelolve. Ezutan a méatrix letoltédik, pontosabban egy ,,Problem”,
ami egy record. Most a

>> load fs_541_4

>> Problem % ez a parancs mutatja a record felepiteset
>> A=Problem.A

utasitasok utdn rendelkezésiinkre all a matrix — amelyre 2.4-ben visszatériink.

2.3. Tovabbi adattipusok

Miutan a MATLAB szamara egy valos szam is méatrixnak értelmezhets, vo.
a kovetkezd utasitasokkal (a size MATLAB-fiiggvény adja a matrix sor- és
oszlopindexét):

>> s=pi;size(s)
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ans=
1 1

a méas adattipusoknal mindenekel6tt a karakterlancok (,string’ek) emlitendsk.
Részletesen 1d. a magyar MATLAB-konyvet.

Az aldbbiakban csak egy fontos kérdéssel foglalkozzunk roviden, a helykozok-
kel, és hogy mi az iires helyek (a ,space’™ek) sorsa karakterlancok egyesitésénél.
Szemléltetésnek erre nézziik a kovetkezd példakat:

>> sl1=’Informatikai’;s2=’Kar’;

>> strcat(sl,s2),strcat(sl,’ ’,s2),[sl1 s2],[s1,’ ?,s2]
ans =

InformatikaiKar

ans =

InformatikaiKar

ans =

InformatikaiKar

ans =

Informatikai Kar

Tehat a strcat — vagyis ,string concatenation” nem veszi figyelembe a kozbe
iktatott helykozt, de az egyszeri egyesités a szogletes zardjelekkel igen. Ennek
megerGsitéseként egy kicsit varidljuk a példat:

>> sl1=’Informatikai ’;s2=’Kar ’;

>> strcat(sl,s2),strcat(sl,’ ’,s2),[s1 s2],[s1,’ ’,s2]
ans =

InformatikaiKar

ans =

InformatikaiKar

ans =
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Informatikai Kar
ans =
Informatikai Kar
>> length(ans)
ans =

18

A szabaly tehat az, hogy a strcat mindig kihagyja a karakterlancok végén 1évé
helykozoket, az egyszerd egyesités nem: egyébként a length eredménye, vagyis
a karakterlanc hossza az utols6é példaban 16 lenne. Azt is latjuk, hogy egyik
mivelet sem mutatja kinyomtatasnal a karakterlancot kitiintets fels§ vessz6t az
elején és a végén.

A fenti > > helyk6zt nem lenne érdemes felvéiltani az egyenértéki blanks (1)-
gyel, de ha lenne 10 helyk6z, akkor a blanks(10) méar kényelmesebb, és a
blanks(10) ’ azt eredményezi, hogy a kurzor 10 sorral mozog lefelé.

A length el6fordulasa a fenti példankban arra is utal, hogy (sor)vektorként
kezeli a MATLAB a karakterlancokat. Ezt arra hasznalhatjuk, hogy az ,elszurt”
InformatikaiKar karakterlancba beszirunk egy helykozt:

>> s=’InformatikaiKar’;

>> 1s=length(s);s(ls+1:-1:1s-1)=s(1s:-1:1s-2);s(13)=’ ’;s

Informatikai Kar
>> length(s)
ans =

16

Végiil, t6bb helyen taldlkozhatunk cell array (azaz ,cellatomb”) tipussal,
1d. pl. a 3.1. részben az egyszerd példat a 26. oldalon ilyen tipusra, valamint
a 26. oldalt, vagy a 3.3. részben a pie33 m-fajlt (41. oldal, a program 35-38.
sora). A cellatémbok elemei lehetnek szamok, méatrixok, karakterlancok — s6t
cellatombok is. Mi karakterlancok tarolasara hasznaljuk majd.

Még a tipusokhoz egy példa: az input MATLAB-fiiggvény hatasa az, hogy
a program varakozik, mig a felhasznalo be nem ad egy értéket. Az alabbiakban
mindig az 1 értéket adjuk be:

» x=1;ma=input(’choose’),if x==ma,’yes’ else 'no’,end
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choosel

ma =

1

ans =

yes

» x=1;ma=input(’choose ’,’s’),if x==ma,’yes’ else 'no’,end
choose 1

ma =

1

ans =

no

» isnumeric(ma),ischar(ma)

ans =

0

ans =

1

» x=1;ma=input(’choose’,’s’),if x==str2num(ma),’yes’,else 'no’,end
choosel

ma =

1

ans =

yes

» x=1;ma=input(’choose ’),if int2str(x)==ma,’yes’ else 'no’,end
choose 1

ma =

1

ans =

no

» x=1;ma=input(’choose’),if x==str2num(ma),’yes’ else 'no’,end
choosel

ma =

1

Error using str2num (line 33) Requires string or character array input.
Most adjuk be az 1’ értéket:

» x=1;ma=input(’choose ’,’s’),if x==str2num(ma),’yes’ else 'no’,end
choose 1’

ma =

’17

ans =

no

» x=1;ma=input(’choose ’,’s’),if x==ma,’yes’,else 'no’,end
choose 1’

ma =

’17

ans =

no
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2.4. Fontos linearis algebrai miiveletek

A standard linearis algebrai feladat az

Ar=b, beR", Ae R""

egyenletrendszer megoldasa. Ez a ,backslash” operator segitségével torté-
nik:

x=A\b

Az egyszerd képlet mogott egy bonyolult program all, amely nem az inverz
méatrixot szamitja ki (mert az rendszerint tal koltséges), hanem a matrix LU-
felbontasan alapszik, tobb évtizedes munka eredménye, és amely a méatrix tulaj-
donségait (esetleges szimmetriajat, pozitiv definitségét, ritkasagat) messzeme-
néen vizsgalja és lehetdség szerint kihasznalja. De komplex esetben is miikodik.

Egy példaval ravilagitunk arra, hogy a méret mellett a matrix tulajdonsé-
gaira reagél a ,backslash” operator.

A MATLAB ismeri az (n-nel gyorsan névekvs) kondicidészdma miatt hirhedt
de szimmetrikus és pozitiv definit Hilbert—matrixot: A=hilb(n). Ez a matrix
Stelt”: minden eleme kiilonbozik nullatol. A nagy kondicidszama kapcsolatos
a legkisebb sajatértékével, amely n-nel gyorsan tart nulldhoz (mig legnagyobb
sajatértéke csak lassan novekszik, tgy, mint log n). Igy az egységmatrix hozza-
adaséaval keletkez§ A=eye (n)+hilb(n) mar j6l kondicionélt, és tovabbra szim-
metrikus és pozitiv definit.

Az alabbi kisérletekben a kovetkezd matrixokat hasznaljuk:

A=eye(n)+hilb(n); % szim. es pozitiv definit: "szpd"
=-(eye(n)+hilb(n)); % szim. es negativ definit: "sznd"
A=eye(n)+hilb(n) ;A(1,n)=-1; % aszimmetrikus, indefinit: "aind"
A=-(eye(n)+hilb(n));A(1,n)=1; % aszimmetrikus, indefinit: "-aind"

A=ixeye(n)+hilb(n);A(1,n)=-i; % komplex, indefinit: "kind"

Az kévetkez6 tablazat adja az x=A\b futési idejét masodpercekben:

matrix | n =3000 n =4000 n =5000 n =6000 n = 7000
szpd 1.28 3.26 4.84 8.72 14.32
sznd 1.57 5.94 7.43 12.40 19.77
aind 2.27 5.24 9.05 16.08 25.38
-aind 2.24 4.99 9.30 15.71 25.19
kind 9.02 19.02 34.56 58.16 -

A 7 a végén azt jelzi, hogy itt a MATLAB szabalytalanul fejezte be futasat,
mert mar a matrix elallitasahoz is kevés volt a meméria (2 Gb-os volt a RAM,
és csupan a matrix elemei 70002 komplex szam, ami megfelel 2 * 49 * 10 valos
szamnak, azaz durvan 784 Mb-nak. Ez kevés, viszont a MATLAB ezen célokra
csak Osszefliggs tarhelyet foglal le. Valoszindleg ilyen nem volt itt.).

A lineéris algebra masik fontos mivelete a sajatértékek kiszamitasa (bar
az nemlineéris feladat). Erre adunk példat a 13. oldalon nyert A matrixszal:
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>> format long;eig(A)
Error using eig

For standard eigenproblem EIG(A) when A is sparse, A must be
real and symmetric. Use EIGS instead.

>> eigs(A)
ans =
1.0e+04 x*

.527411651036773
.645096636409842
.237605752626074
.091388572876291
.758044190772034
.664632606643540

NN WWwWwd

Az eigs standard outputja a 6 legnagyobb abszolutértékd sajatérték. De
alkalmas paraméterekkel kiegészitve pl. a 10 legnagyobb abszolutértéki komplex
sajatérték is kaphato:
>> eigs(A,10,°LI)

Warning: Only 3 of the 10 requested eigenvalues converged.
> In eigs>processEUPDinfo at 1302
In eigs at 335

ans =

1.0e+04 *

O O O O O oo

2.758044190772038
3.091388572876285
4.527411651036773
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Ahogyan latjuk, a mtivelet nem volt igazan sikeres (amelynek hattere az, hogy —
mig az eig-ben az eltolasos QR-algoritmus (1d. [32]) miikodik — itt, az eigs-ben
a MATLAB egy iterativ modszer, az Arnoldi-iteracio [23] segitségével probalja
a feladatot megoldani).

Ezért inkabb a telt matrixhoz megyiink at (ami az 541-es méret mellett nem
probléma), a kovetkezd scriptet hasznélva:

% script az UFget-tel kapott matrix sajatertekeinek
% kiszamitasara, abrazolasara

load fs_541_4
Problem J, ez a parancs mutatja a record felepiteset
A=Problem.A;

d=sort(eig(full(A))) ;dr=real(d) ;di=imag(d) ;
x=1:length(d) ;plot(x,di,’r*’,x,dr*le-4,’b.’)
title([’Az fs-41-4-es matrix sajatertekeinek valos reszek’...
> szer le-4’ es imaginarius reszek’],’fontweight’,’bold’)
xlabel(’A (rendezett) sajatertekek sorszama’,’fontweight’,’bold’)
ylabel(’piros: imag. resz, kek: valos resz szer le-47,...
>fontweight’, ’bold’)

Ezen script outputjat mutatja a 2.2. abra a 20. oldalon.

Osszehasonlitasképpen megmutatjuk d (az abszolutérték nagysiga szerint
rendezett) utolso 5 sajatértékét (mindig le-4-gyel szorozva, itt nemcsak a valos,
hanem az imaginérius rész is! El6l viszont a sorszam all):

537 2.758044190772056 + 0.0000000000000001
538 3.091388572876280 + 0.0000000000000001
539 3.237605752626077 + 0.0000000000000001
540 3.645096636409863 + 0.0000000000000001
541 4.527411651036783 + 0.0000000000000001

Ezek tehat valojaban valosak. Azért alljon itt a matrix még néhany komplex
sajatértéke is: (*le-4)

229 0.000127472421008 - 0.0000005654872461
230 0.000127472421008 + 0.0000005654872461
231 0.000127529895404 - 0.0000005791583991
232 0.000127529895404 + 0.0000005791583991
233 0.000127557769128 - 0.0000005845554071
234 0.000127557769128 + 0.0000005845554071

és befejezésiil a 2 maximalis abszolutértéki komplex sajatérték: (*le-4)

296 0.000342551634282 - 0.0000473335895431
297 0.000342551634282 + 0.0000473335895431
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Az fs-41-4-es matrix sajatertekeinek valos reszei szer 1e-4 es imaginarius reszei
5 T T T T T

piros: imaginarius resz, kek: valos resz szer 1e—4

*

-1 I I I I I
0 100 200 300 400 500 600

A (rendezett) sajatertekek sorszama
2.2. abra. Az A matrix sajatértékei (valos résziik x10~4)

Ezen szamszerd eredmények fényében (1d. a 2.2. abrat is) mar jobban érthetd,
hogy az eigs(A) iterdcidja nem tudott megbirkézni a tobb nagysagrendbeli
kiilonbséggel, amely a legnagyobb valos és a legnagyobb abszolitértékt komplex
sajatértékek kozott all fenn.



3. fejezet

A MATLAB egyes grafikus
lehet6ségel

A MATLAB programcsomag sokoldala 2- és 3-dimenzios dbrazolési lehet&ségek-
kel rendelkezik.
Mint maéshol is ebben a jegyzetben, a magyar Matlab-konyvet ismertnek
tessziik fel, és itt csak néhany fontos, ill. ott nem targyalt esettel foglalkozunk.
A MATLAB-helprendszerében és az interneten ezenkiviil sok segitség meg-
talalhato, pl. a kdvetkez§ ,szakics-konyvnek” egy része:
http://www.packtpub.com/matlab-graphics-and-data-visualization-
cookbook /book

3.1. A plot utasitas

Ha néhany gorbét szereténk kirajzoltatni és ehhez vannak vektoraink, amelyek
az egyes gorbe pontjainak x- és y-koordinatait felsoroljak, akkor a plot utasités
a megfelel. Ennek alapforméaja pl.

plot(x,u,y,v,z,w)

ahol x,u az els6 gorbe (azonos hosszisagn) vektorok, amelyek az els6 gorbe x-
és y-koordinatait tartalmazzak, y,v és z,w pedig a 2. és 3. gérbe adatait. Mig
az x és u vektorok hossza egyenl§ kell legyen, és hasonléan az y,v és z,w parok
vektoraié is, az egyes parok hosszai kiilonb6zhetnek.

Amennyiben a néhany gorbe x-koordinatai megegyeznek és az x vektorban
vannak, y-koordinatai viszont egy A métrix sorait vagy oszlopait alkotjak, akkor
a plot megfelel§ hivasa

plot(x,A)

Itt és az el6z6 példaban felmeriil, hogyan fogjuk az egyes gérbéket megkiilon-
boztetni egyméastol?

21
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A MATLAB kiilonb6z6 szinekkel rajzolja az egyes gorbéket, mégpedig egy-
mas utan, sorban hasznalva a kévetkez6 hét szint:

kék (b), zold (g), piros (r), cidn (kékes z6ld, c¢), magenta (lila, m), sarga (y),
fekete (k).

Ha t6bb, mint 7 gérbénk van, akkor elolrsl kezdi a szinek felhasznalésat.

Fent zarojelben adtuk meg az angol sz6 els§ bettjét (ill. a fekete esetén,
az utolsot), amely a szin rovid jelolésére hasznalhatéo megfelels MATLAB-
utasitasokban. Ezenkiviil a fehérnek is van ilyen rovid jelélése, w, ami hasznos
nem fehér hattér esetén.

De egyébként a szinskila minden szine dsszekeverhets az RGB (piros, zold,
kék) Osszetevsi alapjan, ami a MATLAB-ban egy haromdimenzios vektor,
amelynek mindharom komponense [0, 1]-bsl valo. Pl a fekete [0 0 0], a fe-
hér meg [1 1 1].

A fentiekre lassunk egy példat (amelyhez a 3.1. abra tartozik) !

% script plott: rajzol nehany els"o Bessel-f'"uggvenyt % 0
x=0:0.1:6; % 1
for i=0:9 % 2

A(i+1,:)=besselj(i,x) % 3
end %h 4
plot(x,A,’linewidth’,2) % 5
set(gca, ’fontweight’, ’bold’, fontsize’,14) % 6
xlabel (’x’) hT
ylabel(’y?) % 8
title(’A Bessel-fele J f'"uggveny’) %9
legend(’ \nu=0’,’ \nu=1’,’ \nu=2’,’ \nu=3’,’ \nu=4’,... % 10
> \nu=5’,’ \nu=6’,’ \nu=7’,’ \nu=8’,’ \nu=9’) % 11

Ehhez illik néhany magyarazat, amelynek soran a % kommentér jel mogotti
sorszamra hivatkozunk:

Az 1. sorban létrehozzuk az x sorvektort;

a 2-4. sorban az A méatrix sorait toltjiik a (hengerkoordinéatékkal kapcsolatos
differencialegyenletekben fontos, speciélis) i-edik Bessel-féle J-fliggvény értéke-
ivel; ez egy példa vektor-matrix miiveletekre: az x vektornak megfelel egy sor
a matrixbol (és itt x oszlopvektor is lehetne!). Emlékezziink, hogy vektorok és
matrixok legkisebb indexe 1-nél kisebb nem lehet;

az b. sorban a plot utasitast azzal egészitettiik ki, hogy minden gérbe vo-
nalvastagsaga 2 mérett legyen. Az alapérték az 1, a 2 itt és a képernydn esetleg
csunyéanak tiinik, de segiti a szinek felismerését, és az abra projekcidjanal jobban
lathatova teszi a gorbét. Prezentéacioknal ez dontd;

a 6. sor set-utasitdsa azt eredményezi, hogy az abran lathato koordinata-
rendszernek a feliratai (a skalabeosztés szamai, a tengelyek és a legend feliratai)
féelkover jelekkel legyenek szedve és méretiik 14-es legyen (ahol az alapérték a
12);

a 7. és 8. sor adja ezeket a tengely-feliratokat;
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A Bessel-fele J f'uggveny
l T T T

0.5F

< << << << < <L

©CO~NOOODWNPEFRO

3.1. dbra. 1. példa a plot fiiggvény hasznéalatara

a 9. sor az abra feletti cimét adja;

a 10. sor sorolja az egyes, eddig csak szinekkel megkiilonboztetett gorbék
értelmeét (ill. nevét). Esetiinkben ez a Bessel-fiiggvény rendszama, és mivel
egyetlen sorral ezt nem tudtuk kifrni, folytatasi jellel: ... végzédik a sor,
majd a 11. sorban kovetkezik a folytatas. E két sor azt is mutatja, hogy az
ilyen feliratokban bizonyos Latex-parancsokat lehet hasznalni, tehat a hires sz6-
vegszerkesztési nyelv (amelyben ez a jegyzet is irodott) parancsaibél néhanyat,
pl. az Osszes gorog kis bettit (esetiinkben a v-t, de az ,omikron” nincs méar a
Latex-ben sem, mert nem kiilonbozik az ,,0™-t6l).

Kovetkezonek egy valamivel 6sszetettebb példat mutatunk a szinek és vonal-
fajtak vezérlésére. Van harom gorbénk, (x,y1), (x,y2), (x,y3), megfelel§ x és
y1,y2,y3 vektorokkal, amelyekbdl kett6t a plot alapvets lehetSségeivel szeret-
nénk abrézolni kék, ill. piros szinben, szimpla vonalvastagsdgban és kihtizott
mo6don. Viszont a 3. vonalat képzeljiik s6tétebb z6ld szinnel (mert az jobban
latszik) és szaggatott modon (mert ez a gorbe masképpen késziilt, mint a t6bbi).

Elgszor kiilon, a plot(x,y3,’color’,[0.1,0.4,0.1]) utasitassal tesztel-
jik ki, hogy ezen RGB-vektor szine jobban megfelel, mert valoban sététebb,
mint a ’g’-vel kaphat6 standard zold. Ezutan viszont a logikusnak ting

plot(x,y1,’b-?,x,y2,’r-?,x,y3,’color’,[0.1,0.4,0.1],’linestyle’,’--?)

nem lesz jo, ugyanis a végén 4all6 ’color’ és ’linestyle’ megadéisa mind a
harom gorbére érvényes lesz | Emiatt igy érjiik el a kivant eredményt :
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plot(x,y1l,’b-?,x,y2,’r-?)

hold on
plot(x,y3,’color’,[0.1,0.4,0.1],’linestyle’,’--?)
hold off

A kész ilyen abra a 4.13. a 128. oldalon. Egyébként 2 kiilonb6z6 RGB-vektoros
plot-utasitds a hold on ... hold off kézott nem adja a kivant eredményt.

Tekintslink most olyan esetet, amikor érdemes a gorbéket méasképpen jelle-
mezni.

Vannak mérési adataink, atlaghémérsékletek, amelyek valtoznak id6vel. Ez
ad egy els6 gorbét, és ehhez szamitunk egy, az adatokra illeszkedd 2. gorbét.

Vegyiik példdul a madridi maximalis T hémérsékleteket (C°-ban, forras:
http://worldweather.wmo.int /083 /c00195.htm, 30 éves atlagok):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T; | 9.7 120 157 175 214 269 312 307 260 19.0 134 10.1

Itt i adja a honap sorszamat.

Azt kivanjuk, hogy ezekre az adatokra illeszkedjen a kévetkezs képlet

2 2 2
Tt) = a—i—b*cos(ﬁz*t)—l—c*sin(g—(;*t):a—i—d*sin(?)—é;*t—i—a),
b
siha = ———, d= Vb + 2,

b2 4 2’

ahol t az id6, napokban mérve. Ekkor a lesz a kézéphdmérséklet és 2d a teljes
(atlagos) homérsékleti ingadozas.
Az illesztést ugy fogjuk érteni, hogy minél jobban teljesiiljon

T(t;) =T; minden i-re,

ahol ¢; az i-edik honap 15. napja.
Ezt szolgaltatja a kovetkez6 m-fajl a legkisebb négyzetek értelmében. Ehhez
a témahoz ld. részletesebben 4.1.1. vagy [32].

function [c,dd]=1sq(v,s,t) %1
% Kiszamitja a legkisebb negyzetek ertelmeben a % 2
% c parameter vektorral adott k"ozelitest. %3
% Hivasa: % 4
% [c,ddl=1sq(v,s,t) %5
% ahol % 6
% v - 12-dimenzios sorvektor a h"omersekleti adatokkal % 7
% s - sztring, a hely neve % 8
% t - sztring, a h"omersekleti egyseg nevevel %9

% ¢ - a legjobb k"ozelites parameter vektora %10
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% dd - a honapok k"ozeps"o napjat tartalmazo vektora

if length(v)~=12
disp(’12 honapra szamitja a k"ozelitest!’)
return

end

A=[1;

d=[31,28,31,30,31,30,31,31,30,31,30,31] ;

ddd=0;

for i=1:12
dd (i)=ddd+d(i)*0.5;
A=[A; 1 cos(dd(i)/365*2*pi) sin(dd(i)/365*2*pi)];
ddd=ddd+d (i) ;

end

c=(A?*A)\A2 %y’

disp([’A legjobb k"ozelites parameterei: ’,num2str(c’)])

disp([’a h"omersekleti ingadozas: ’,...
num2str (2*sqrt (c(2) ~2+c(3)~2))1)

YA
%12
%13
%14
%15
%16
w17
%18
%19
%20
%21
%22
%23
%24
%25
%26
w27
%28
%29
%30

x=0:365;y=c(1)+c(2) *cos (x/365*2*pi)+c(3) *sin(x/365*2*pi) ; %31

yd=c (1) +c(2) *cos (dd/365*2*pi)+c(3) *sin(dd/365*2*pi) ;
disp([’Az elteres: ’,num2str (norm(v-yd))])

plot(dd,v,’*r’,x,y,’k-?)

title([s,’i adatok’],’fontweight’,’bold’, ’fontsize’,14)

xlabel(’napok’,’fontsize’,14)
ylabel([’fok ’, t],’fontsize’,14)

sd=[1;
for i=1:length(dd)
sd=[sd;sprintf (’%5.1f’,dd(i))];
end
cdd=cellstr(sd)
set(gca, ’xtick’,dd)
set(gca, ’xticklabel’,cdd, ’fontsize’,9)

Magyarazatok:

%32
%32
%33
%34
%35
%36
h37
%38
%39
%40
yZ5%
42
%43
W44
%45

25

1. sor: az m-fajl nevét és paramétereit definidlja. (Pontosabban: az itteni
1sqnév miatt az MATLAB azt fogja javasolni, hogy a fajlt 1sq.mnevén mentsiik
el. Ettol el lehet térni, de nem érdemes: a MATLAB valojaban azzal a névvel

hivja majd, amely alatt elmentettiik.)

2-11. sor: az m-fajl ,helpje”: ez jelenik meg, ha a parancssorba irjuk help

1sq.

13-16. sor: Mindig jo, a paraméterek néhany alapvets tulajdonségét ellen-

6rizni. Ennél rovidebb és azonos eredmény
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if length(v)~=12
error(’12 honapra szamitja a k"ozelitest!’)
end

18-25. sor: a tilhatarozott matrix soronkénti szerkesztése, a dd output-vektor
kiszamitasa (amelynek i-edik komponense adja az i-edik honap kozépss napjat).

27. sor: a modell paramétereinek kiszamitasa a Gauss-féle normalegyenletek
alapjan, tehat a donts sor. (A futds soran itt siman lehetne probléma: az A7 A
matrix lehet numerikusan szinguléris vagy rosszul kondicionalt, de ez tipikusan
akkor torténik, amikor az A-t definialé6 matematikai modell vagy a mérési helyek
— itt dd — alkalmatlanok. Az ilyen probléméakra a 4.1.1. pontban tériink vissza.)
A 27. sor helyett, ha A ritkaméatrix (és kiilonosen, ha nagyméretii), alkalmazhat-
juk a @-nélkiili QR-felbontast is, 1d. help qr. Ugyanis az R = qr (A) utasitas
az A’*A szorzat Cholesky—felbontasanak fels6 haromszog szorzojat allitja el6 :
A’ *A=R’Q’*QR=R’*R. Ekkor a 27. sor helyett irjuk :

R=qr(sparse(d)); %27a
c=R\(R’\ (A’*v?)); %27b

28-30. sor: az eredmények kinyomtatasa.

31-33. sor: Az eltérés kiszamitasa (a dd helyeken) és kinyomtatésa.

34-45. sor: a rajz elkészitése. Ezen beliil kiilondsen érdekes a 39-43. sor,
mert ezzel azt érjiikk el, hogy az z-tengelyen hol (ezt a 44. sorban az xtick
utani paramétere, a dd jeloli meg) és mit fogunk mutatni (ezt a 45. sorban az
xticklabel uténi paraméter, tehat a cdd adja meg). Az utébbi sorok kozil a
45. a problémas (a dd-vel mar elébb rendelkeztiink): az xticklabel paramétere
egy cell array (,cellatomb”) lehet, de ezt nem lehet egyszertien a cellstr(dd)
utasitéssal elkésziteni (ami hibajelzést valtana ki). Viszont a 39-42. sor utén a
cellstr, vagyis karakterlancok — cell array miivelet mar lehetséges. A 41. sor-
ban fontos a sprintf-ben szerepl§ — C-bdl ismert — *%5.1f° formatum, amely
5 helyen 6sszesen, abbdl 1 helyen a decimalis pont utan, adja a szamokat. A

41. sorban szerepl§ ,, ; 7 jel miatt a ciklusban egy oszlopvektor késziil (és emiatt
fontos, hogy az ottani karakterlancok hossza egyenls legyen). Lehetne ,, , ” hasz-

nalataval sorvektort is elGallitani, de akkor a grafikonon az z-tengely feliratai
Osszemosddnéanak.

Amennyiben egy grafikonon pl. a 2, 7, 4, 72 szamokat szeretnénk kinyomtatni
az r-tengely mentén, akkor a 39-45. sor helyett a kévetkezGket irnank:

set(gca, ’xtick’,[2,pi,4,pi"2])
set(gca, ’xticklabel’,{’2?,’\pi’,’4’,’\pi~2’}, fontsize’,9)

Itt {°2°,°7?,°4°,°7%°2} a cell array.

Osszehasonlitas céljabol még azt mutatjuk meg, hogy sd = num2str(dd)
eredménye:

15.5 45 74.5 105 135.5 166 196.5 227.5 258 288.5 319 349.5
Viszont a 39-42. sor a kovetkez6t adja:

7 15.5

7 45.0°
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Madridi adatok

35 T

fok Celsius

L L L L L L L L L L L L
15.5 45.0 74.5 105.0 135.5 166.0 196.5 227.5 258.0 288.5 319.0 349.5

napok

3.2. dbra. 3-paraméteres Fourier—illesztés a havi atlag h6mérsékleti adatokra

7 74.5°

’105.0°

’135.5’

’166.0°

’196.5’

'227.5°

'258.0°

'288.5’

’319.0°

’349.5’

Csak ezzel a verzioval kapjuk az 1sq(v, ’Madrid’, ’Celsius’) hivasanak jo
eredményét, a 3.2. dbrat. A koézéphSmérséklet a = 19.52 C° lett, és a hémér-
sékleti ingadozazas 2d = 20.53 C°. A négyzetOsszeges eltérés viszont 5.22-nek
adodott.

A fent emlitett cell array-nek van tobb mas alkalmazasa is. Ha pl. egy felirat
(akar a title-ban, vagy xlabel-ben vagy ylabel-ben) egy sorban nem fér el,
akkor a kovetkezGket tehetjiik:

1. Cell array-be rakjuk a feliratot, pl. igy:

ylabel({’Ez egy tul’,’hosszu felirat’})

vagy pedig
2. specialis karaktert hasznalunk:

title([’Ez egy tul’,char(10),’hosszu felirat’])
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Térjiink vissza alapvets téméankhoz, a gorbék megkiilonboztetéséhez! A ko-
vetkez§ tovabbi lehetGségek vannak erre. Egyrészt kiilonféle vonalfajtakat al-
kalmazhatunk:

A mar emlitett kihuzott vonal (jele ,/”) ill. szaggatott-pontozott vonalon
(jele ,+.”) kiviil még pontozott (jele ,,;”) és szaggatott (jele ,- -”), és ha semmi
ilyet nem ifrunk els, akkor toréttvonallal lesznek Gsszekotve a pontok (tehat az
eredmény ugyanaz, mint a ”-” esetén).

Viszont a pontok feltiing jelolésére (,marker’ek segitségével) tobb lehetdsé-
glink van:

jel } ) b'e + *
jelentés pont kor x-jel plusz  csillag
jel d p h S
jelentés gyémant Otszog hatszog négyzet
jel Y ) < >
haromszog lefelé felfelé balra jobbra

A szinek, vonalfajtak és pont-jelolések felhasznalasa ugy torténik, hogy a
korabbi

plot(x,u,y,v,z,w)

alapverzi6é helyett minden adat vektor-parhoz tesziink 1-1 karakterlancot,
pl.:

plot(x,u,’r-?,y,v,’g-.7,2z,w,’*b?)

Tehéat itt az els6 adat vektor-par piros térétt, kihiizott vonallal jelenik meg,
a masodik z6ld ,-.” (vonalkdzott, pontozott), a harmadiknél pedig az adatpon-
tok kék csillagok, és nem lesznek osszekotve (de a kék csillagos ,markerek’et
is Osszekothetjiik, pl. kék kihuzott vonallal, hasznalva a "*-b’ karakterlancot).
Ehhez tartozik a 3.3. ,akadémiai” példaabra, amikor specidlisan

x=0:.1:6;y=sin(x) ;z=cos(x) ;w=0.5*cos (2*x) ;

Egy gyakorlati példa: hasznaljuk a MATLAB polyfit fiiggvényét, hogy a fenti
madridi hémérsékleti adatokra polinomidlis illesztést szamitsunk ki. Legyen
tehat

xd=[15.5 45.0 74.5 105.0 135.5 166.0 196.5 227.5 258.0 288.5 319.0 349.5],
ami az el6z6 1sq.m program dd outputja, és

yd=[9.7 12.0 15.7 17.5 21.4 26.9 31.2 30.7 26.0 19.0 13.4 10.1].

function polyf(xd,yd,n) %1
% Hasznalja a polyfit f'"uggvenyt a polinomialis illesztesre ¥ 2
% Hivasa: % 3
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61 pont, plot(x,y,X,z,X,w) plot(x,y,'r=",x,z,’"g—.",x,w,’b*")
T T 1 T T
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3.3. dbra. Kiilonféle gorbe-abréazolasi lehetdségek

% polyf(xd,yd,n)

% ahol

% xd - az x-adatok vekta

% yd - az y-adatok vektora

% n - a polinomialis illesztes maximalis fokszama

if length(xd) “"=length(yd)
error (’Egyenl"o hosszusagu adatvektorok legyenek!’)
end
for i=1:n
[p,s]=polyfit(xd,yd,i)
y(i,:)=polyval(p,xd);
[i,norm(y(1,:)-yd)]
end
plot(xd,y,xd,yd, ’ok’,’linewidth’,2)
title(’Madridi adatok: polyval eredmenyei’,...
>fontweight’,’demi’,’fontsize’,14)
xlabel(’napok’,’fontsize’,14)
ylabel(’fok Celsius’,’fontsize’,14)
legend(’ n=1’,’ n=2’,’ n=3’,’> n=4’,’ n=5’,...
’n=6’, ’meresek’,’Location’, ’NorthWest’)

Magyarazatok:
1-7. sor: Az m-fajl neve és paraméterei.

10-12. sor: a paramétereknek egy alapvets tulajdonsdganak ellenérzése.
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Madridi adatok: polyval eredmenyei
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3.4. abra. Polinomiilis illesztésn = 1...6 fokszammal a havi atlag h6mérsékleti
adatokra

13-17. sor: a polinomilis illesztés kiszamitasa, a kapott eredmények eltéré-
sének kinyomtatéasa.

18-24. sor: A rajz elkészitése. A 18. sorban a ’linewidth’ tulajdonséag
2-re valo bedllitdsa, a 20. sor ’fontweight’,’demi’, majd a 20. és 21. sor
>fontsize’ tulajdonsig 14-re valo rogzitése mind prezentacio esetén a jo latha-
tosagat szolgéaljak. Ezenkiviil a 23-24. sorban 4ll6 1egend utasités a gorbe szineit
az illesztés fokszaméhoz rendeli hozza. Az ezt tartalmazo doboz ’default’’ he-
lye a jobb fels6 sarok, de esetiinkben jobbnak bizonyult a bal fels6 sarok, amit
a ’location’ paraméter megadasaval értiik el.

A fenti polyf.m programmal a kdvetkezs eltéréseket kaptuk :

n 1 2 3 4 5 6
norm | 25.24 10.08 7.77 5.26 234 2.16

Az eredd abra a képernyén és konyvben bizony nem szép a tobbi, ezekhez az ada-
tokhoz ebben a pontban kozolt képekkel 6sszehasonlitva, de mést fog mondani
prezentaciokor a terem utolsé sordban il6 nezdénk.

Igaz, hogy az n = 5-hoz és 6-hoz tartozo illesztések jobbak, mint a korabbi,
a Fourier—sor elejével készitett illesztés, de mar n > 3-ra a polyfit program
rosszul kondicionalt feladatot jelez, és még az n = 4-hez tartozo polinomiélis
illesztés norméja is nagyobb, mint a harom paraméteres Fourier—sor esetén.

Emiatt a Fourier—soros illesztést ismételtiik 5 paraméterrel, a fenti 1sq.m
program 23., 30. és 31. sorat megfelelGen valtoztatva:
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Madridi adatok

35 T

fok Celsius

. . . . . . . . . . . .
15.5 45.0 74.5 105.0 135.5 166.0 196.5 227.5 258.0 288.5 319.0 349.5
napok

3.5. dbra. 5-paraméteres Fourier—illesztés a havi atlag h6mérsékleti adatokra

A=[A; 1 cos(dd(i)/365%2*pi) sin(dd(i)/365%2*pi)

cos(dd(i)/365*4*pi) sin(dd(i)/365*4*pi)]; 523
x=0:365;y=c(1)+c(2) *cos (x/365%2*pi)+c(3) *sin(x/365%2*pi) ...
+c(4)*cos(x/365%4*pi)+c(5)*sin(x/365%4*pi) ; %30
yd=c (1) +c(2) *cos (dd/365*2*pi)+c(3) *sin(dd/365*2*pi)
+c(4)*cos(dd/365%4*pi)+c(5)*sin(dd/365*4*pi) ; %31

gy, hogy most a kozelités az alabbi képletnek felel meg:

2 2
Tt) = a+b*cos(3—6ﬂ-5 *t)—i—c*sm(?)—é;*t)

4 4
+d * cos(g—é; xt) +ex sm(g—é; *t).

Ekkor eltérésként 1.5036-ot kaptuk (jobb, mint a 6-paraméteres polinomialis
esetben), 1d. a 3.5. abrat is.

Végeredményben a polinomialis illesztés itt nem olyan sikeres, mint a
Fourier—soros illesztés, aminek hatterében esetiinkben egy fontos modellezési
kiilonbség is all: nemcsak a megszokott évszakok valtozasa tamogatja a Fourier—
sorok altal megvalositott periddikus modellt, hanem az (itt) harmincéves atla-
golas is az ennek megfelel§ adatokat hoz létre! Kézben a polinomok a vizsgélt
intervallumon kiviil gyorsan elszéllnak — ami nem elhessegethetd érv a rogzitett
intervallumra val6, jogosnak t{ing hivatkozas mellett, hanem nyilvanvalova teszi
a modellezési hibat.
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Fent emlitettiik annak a lehet&ségét, hogy tobbsoros feliratokat készitsiink.
Viszont a text utasitéssal barhova az abra kornyékén szoveget helyezhetiink el,

pl. igy:
text(x,y,’egy fontos tovabbi sz"oveg’,’fontsize’,14)

ahol x,y a felirat kezdetének koordinatai (a rajzon kozolt abra koordinéata-
rendszerének szempontjabol). Ha rajzunk koordinatéaira pl. érvényes 0 < z <
2,0 <y <3, akkor a

text(0,-1,’egy fontos tovabbi sz'"oveg’,’fontsize’,14)

a rajz alatt jelenik meg majd.

Mig fent a madridi h6mérsékleteknél csak kis mennyiségii és a harmincéves
atlagolassal mar el6zetesen feldolgozott adatokrol volt szo, kovetkezdnek kozepes
mennyiségt, feldolgozatlan adatokkal foglalkozzunk, kb. 7 évnyi Forint/Euro
arfolyamokkal: 2006.04.30.-2013.05.02. Forrasunk a Magyar Nemzeti Bank

http://www.portfolio.hu/history/adatletoltes.php
alatt talalhaté adatai. Ezeknek formatuma

EUR (2006-04-30 - 2013-05-03)

d’atum ‘ert’ek
2006-05-02 263.6100
2006-05-03 262.4000
... stbh ...

2013-04-30 300.0300
2013-05-02 297.9000

Az adott cimrdl akar egy grafikont is letolthetiink, de azt majd magunk hozzuk
létre, igy szovegfajlba kérjiikk az adatokat. Ennek neve legyen eurft0613.txt,
amit a MATLAB-program ,Import Data” nevezetii gombbal méris be lehet ol-
vasni. De a datumokban 1év6 ,-” kotSjelek miatt ebbdl leginkabb cell array lesz.
Emiatt elGszor egy csereparanccsal kitoroljiik az 6sszes ilyen zavaro jelt, amiutéan
mar matrixot készithet az ,Jmport Data”. Az  Jmport Selection” gombot meg-
nyomva, feltiinik a ,workspace”ben egy 1753 x 2-méretd matrix az eurft0613
név alatt. Hogy kés6bb is kényelmesen hasznalhassuk, adjuk neki az A nevet és
mentsiik ki a matrixot:

A=eurft0613
save eurft A

A save-load parancs-parral kapcsolatban egy stilyos lehetséges hibara hiv-
juk fel a figyelmet : Ha vissza akarjuk nyerni az eurft tartalmat (pl. a munka
megszakitasa utan) és nem azt irjuk be, hogy load eurft, hanem hibasan azt,
hogy save eurft, akkor ezzel megsemmisitjiik a régi eurft.mat fajlt és helyet-
tesitjiik egy 1j, de lényegében iires ugyanilyen nevi fajllal !

A fenti A-nak a tartalma most a ,format long”-ban
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1.0e+07 *

2.006050200000000 0.000026361000000
2.006050300000000 0.000026240000000
... stb ...

2.013043000000000 0.000030003000000
2.013050200000000 0.000029790000000

Ezen adatok feldolgozaséara és abrazolasara a kovetkezs programot irjuk:

% script eurft06_13
load eurft 7 Ebben az A tartalmazza a datumokat (1. oszlop)
% es az MNB Forint / Euro k"ozep arfolyamat (2. oszlop)

x=num2str (A(:,1)-2e7); % Elt"unik a "20" a datumok elejer'"ol
t=str2num(x(:,5:6)); % az adatokbeli napok sora
1m=[31,28,31,30,31,30,31,31,30,31,30,31]; % a honapok hossza

T=size(A,1);
yy=A(:,2);
xx=zeros(T,1) ;% helyfoglalas xx-re yy-nal azonos meretre
e=2006;k=1;j=5; % 12. sor
xx(1)=0; % e szamolja az eveket, j a honapokat,
for i=1:T-1 % xx(i) adja az i-edik adatnap tavolsagat

dt=t(i+1)-t(i); % az 1. naptol, 2006.05.02-t"ol

if dt>0

xx(i+1)=xx(i)+dt;
else

dt=1m(j)+dt; j=j+1;
if j==13,j=1; % ha ev vege van

in(k)=1i;k=k+1;e=e+1; % 21. sor
end
xx(i+1)=xx(i)+dt;
if j==

if e==2008 | e==2012 % ha a februar valtoevben van
xx(i+1)=xx(i+1)+1;
end
end
end
end

[p1l,s]l=polyfit(xx,yy,1) % polinomialis illesztes
yl=polyval(pl,xx);

[p2,s]=polyfit(xx,yy,2)

y2=polyval(p2,xx) ;
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B=ones(T,5)/5;B=spdiags (B, [-2,-1,0,1,2],T,T);
y3=B*yy;y3=y3(3:T-2); % szokasos 5-pontos mozgo-ablakos simitas
x3=xx(3:T-2); % 39. sor

plot(xx,yy,’b-’,xx,yl,’g-?,xx,y2, ’k-?,x3,y3,’-r?)
axis tight
ylabel(’Forint’,’fontweight’, bold’)
xlabel(’evek’,’fontweight’,’bold’)
title([’Forint / Euro MNB k"ozeps"o arfolyama’,char(10),...

’2006.04.30.-2013.05.02.°], ’fontweight’, bold’)
legend(’arfolyam’,’linearis regr.’,’2.-foku regr.’,...

’mozgo ablak’,’location’,’NorthWest’)

ss={72007;720087;°2009°;°2010%;°2011°;°20127;°2013°};% 49. sor
set(gca, ’xtick’,xx(in(1:k-1)),’xticklabel’,ss)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy itt a plot-ban szereplé vektorok hossza kii-
16nb6z6, 1d. a 39. sort. Ezenkiviil az ss cell array-t nem kellene kifrni, hanem
a programmal hasonléan el lehetne késziteni, mint az lsq-programban, Id. a
megjegyzéseket a 26. oldalon:

ss=[1; % Ezt tegy"uk hozza a 12. sorhoz,
ss=[ss;int2str(ss)]; % a 21. sorhoz,
ss=cellstr(ss); % a 49. sor helyett.

A program eredménye a lenti 3.6. dbra, amely mutatja egyrészt, hogy szamol-
hattunk 2014-ben az arfolyam tovabbi névekedésével, masrészt azt is, hogy a
smozgo-ablakos simitas” hatésa f6ként a csticsokndl érezhetd (azok az eredeti
adatok kék szinét mutatjak).

3.2. A bar utasitas

Most forduljunk a kézgazdasagi szakméaban kedvelt bar-abréazolashoz, ahol tég-
lalap formaban mutatjak a szdmokat. Azt a feladatot kaptuk, hogy az OECD-
orszagokrol készitsiink egy, a gazdasagi sulydt bemutatd bar-abrat, tehat a
GDP-t (,,Gross Domestic Product”, brutt6 hazai 6ssztermék) nem osztjuk majd
a lakosok szamaval.

Ehhez a forrdsunk:

http://stats.oecd.org/Index.aspx?Queryld=350+#

(Szakmai informécio: Quarterly National Accounts, GDP - expenditure app-
roach, measure: CPCARSA: millions of US dollars, current prices, seasonally
adjusted, 2012 year, 4 quartals.)

Az adott internet oldalon mér el6 van készitve az adatok abrazolasa is, csak
itt tal sok adat van egy ,bar’-&dbrazolashoz. Ugyancsak el§ van készitve az
exportalas, mint Excel-fajl. Az utobbit valasztva, a (.mat-kiterjesztést fajlokra
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Forint / Euro MNB k"ozeps"o arfolyama
2006.04.30.-2013.05.02.
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3.6. 4bra. A Forint-Euro arfolyamanak abrézolasa, kiilonféle illesztése és simi-
tasa

szamito) load utasitas mar nem mikodik, még az -ascii opcidval sem, de van
egy kiilon parancs erre a helyzetre:

[A,CA]l=x1sread(’o0ecd2012.x1s?)

Fent A egy, a numerikus adatokat tartalmazé matrix és CA egy cell array a
szovegekkel (részletesebben 1d. a MATLAB-helpjét).

Erre sajnos kapunk egy hibajelzést:

LError using xlsread (line 247)
Unable to read XLS file /home/abc/oecd2012.x1s. File is not in recognized
format.”

Ezt még ki tudjuk védeni, holott éppen Linux-gépen dolgozunk, és nem
Windows-gépen: beolvassuk a fajlt a LibreOffice-be és kimentjiik a megkivant
legujabb Windows-formatumban oecd2012.x1sx-ként. Ezutan hasznaljuk a
fenti utasitas részletesebb forméjat, tudva, hogy itt csak egy ,worksheet”rél
van sz6 és a szamunkra f6ként érdekes adatok az Excel-fajl C,D,EF oszlopdban
és a 8-46. sordban vannak:

[A,CA]l=x1lsread(’0ecd2012.x1lsx’,1,C8:F46,’basic’)\index{xlsread}
Itt a ’basic’ a nem Windows- — hanem Linux- — gép miatt szerepel.
De megint jon egy hibajelzés:

LError using xlsread (line 247) Subscript indices must either be real positive
integers or logicals.”
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Nyilvan valojaban nem errél van sz6, hanem vagy a Linux-gépen mégsem
megy a miivelet, vagy a tdblazatban csak pontokkal szereplé Gordgorszag miatt.

Ekkor Gorogorszagot toroljlik, majd a megmaradt fajlt szétvalasztjuk a szo-
vegekre és a szamokra még a LibreOffice-ben és kimentjik (az A métrixba,
ill. a CA cell array-ba). Ezutan beolvassuk a kapott két tombot az ,Jmport
Data” gombbal a MATLAB-ba és egész dollar-ra kerekitjiik az A-beli szamokat

(hasonld problémakroél lesz majd sz6 a 3.3 részben). Ennek eredménye:

orszag / negyedévek nl n2 n3 n4
Australia 1009450 1020042 1018517 1023602
Austria 361668 364153 366464 368214
Belgium 433099 432267 434188 436680
Canada 1475310 1479588 1493320 1500722
Chile 383370 389996 398195 411115
Czech Republic 280924 279262 277402 277774
Denmark 230442 229758 233254 232063
Estonia 29974 30522 31243 31616
Finland 206783 206343 207136 207200
France 2335092 2346432 2359072 2361383
Germany 3286654 3308168 3327454 3316579
Hungary 212361 215190 217324 215780
Iceland 12198 11438 12310 12117
Treland 193843 196570 196569 196220
Israel 231210 235625 239250 241576
Ttaly 1982195 1984163 1983907 1973846
Japan 4534260 4513612 4468604 4454344
South Korea 1533185 1531606 1534906 1545155
Luxembourg 46346 46692 46634 48018
Mexico 1989306 2005369 2034319 2031295
Netherlands 720868 723082 717195 720357
New Zealand 140069 143330 141620 141115
Norway 317259 316085 312893 316947
Poland 834788 842733 848701 850310
Portugal 272903 266794 265997 260739
Slovak Republic 133183 134280 135405 135904
Slovenia 56009 55541 55227 54727
Spain 1493087 1488362 1490890 1476963
Sweden 398271 401382 402394 402035
Switzerland 416039 415014 417205 417680
Turkey 1280636 1297832 1308656 1337536
United Kingdom 2240208 2244822 2290762 2283243
United States 15478300 15585600 15811000 15864100

és folytatasa:
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orszag / negyedévek nl n2 n3 n4

Argentina 692096 714364 749964 788966
Brazil 2293042 2320529 2338313 2400244
Indonesia 1159707 1181985 1196653 1225368
Russian Federation | 3254844 3327144 3416089 3521966
South Africa 554974 561996 572360 588718

Az A, CA adatainkat késGbbi hasznalatra kimentjik a MATLAB-bol:
save oecdat A CA

Most ezen kimentett adatok megjelenitésére frjuk a kdvetkez8 szkript-et, tehat
paraméter nélkiili m-fajlt:

% script oecdbar az OECD adatok abrazolasara

load oecdat
% ez tartalmazza az A matrixot a negyedevenkenti 2012-es
% GDP-adatokat, es a CA cell array-t, az OECD-orszagok neveivel

d=A*ones(4,1); % GDP-"osszeg a 4 2012es egyedevb'"ol
[d,in]=sort(d);
ca=CA(in,:);

cont (1)=d(38)+d(31)+d(27); % Eszak amerika

cont (2)=d4(33)+d(22)+d(16) ; % Del amerika

cont (3)=d(37)+d(29); % tavol keleti orszagok
cont (4)=4(24)+d(25)+d(6) ; % Ausztralia es k"ornyezete
cont (5)=d(36); % Orosz federacio

cont (6)=d(35)+d(34)+d(32)+d(30)+d (28)+d (23)+d (18)+d (19)+d (21)
+d(12)+d(13)+d(14)+d (15)+d(17)+d(7)+d(8)+d(9)+d(10) ...
+d(1)+d(2)+d(3)+d(4)+d(5); % Europai orszagok

cont (7)=d(26)+d(11); % K"ozelkeleti orszagok

cont (8)=d(20); % Del-Afrika

bar(cont,’y’, ’edgecolor’,’k’)
title(’GDP by parts of the Earth, OECD countries, year 2012°,...
’fontweight’,’b?)
text(1.5,4e7,’North America’,’color’,’b’,’fontsize’,13)
text(6.5,4e7, European Union’,’color’,’b’,’fontsize’,13)
text(1.7,2.65e7,’Far East (without China)’,’color’,’b’,...
fontsize’,13)

text(6.5,0.8e7,’Near East’,’color’,’b’,’fontsize?’,13)
text(4.3,1.6e7,’Russ. Fed.’,’color’,’b?’)
text(1.1,-0.8e7,’South America’,’color?’,’r’,’fontsize’,13)
text(3.3,-0.8e7,’Australia etc’,’color’,’r’, fontsize?,13)
text(7.2,-0.8e7,’South Africa’,’color’,’r’,’fontsize’,13)
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x 10° GDP by parts of the Earth, OECD countries, values for 2012
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3.7. Abra. OECD-orszagcsoportok az egyes foldrészeken

dm=[0.7 0.1 0.7]; % s"otet lila szin

line([0.6 1.4],[d(38) d(38)],’color’,dm)
text(1.3,6e7,’\leftarrow United States’,’color’,dm)
line([5.6 6.4],[d(35) d(35)],’color’,dm)
text(6.3,0.9%d(35),’\leftarrow Germany’,’color’,dm)
line([2.6 3.4],[d(37) d(37)],’color’,dm)
text(3.3,0.7%d(37),’\leftarrow Japan’,’color’,dm)
line([5.6 6.4], [cont(6)-d(9) cont(6)-d(9)],’color’,dm)
text(4.3,cont(6)-0.7*d(9), ’Hungary\rightarrow’,’color’,dm)

Eredményiinket mutatja a 3.7. abra, amelyen az OECD-orszagokat a kovet-
kezSképpen csoportositottuk:

1. North America: United States, Canada, Mexico;

. South America: Brazil, Argentina, Chile;

. Far East: Japan, Korea;

. Australia etc: Indonesia, Australia, New Zealand;
. Russian Federation;

6. European Union: Germany, France, United Kingdom, Italy, Spain,
Poland, Netherlands, Belgium, Switzerland, Sweden, Austria, Norway, Czech
Republic, Portugal, Denmark, Hungary, Finland, Ireland, Slovak Republic, Slo-
venia, Luxembourg, Estonia, Iceland;

7. Near East: Turkey, Israel;

8. South Africa.

Ou bk W N
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Most a 3.8. abran az OECD gazdasagilag 8 els§ orszaganak mutatjuk a tel-
jesitményét. Az egyes orszagok nevét azért 45° fokos szog alatt helyeztiik el,
mert maskiilonben osszeolvadnanak (mint a 3.2. és 3.5. abrakon az x-tengely
mentén a napok, ha nem valasztottuk volna ott a hatranyos kis bettimére-
tet). Az xticklabel-féle adatok elforgatasa egyébként a MATLAB beépitett
rotateXLabels fliggvényével nem sikeriilt, a hibajelzés egy (a MATLAB-ban
ritkan el6fordulo) tipushibat emlitett, de a MATLAB-File Exchange Center-bdl
letolthets rotateticklabel nevi m-fajl tette a dolgat, 1d. az alabbi programot
és a 3.8. abrat.

% script oecdbargr az els"o 8 OECD-orszag adatainak abrazolasara
load oecdat

% contains matrix A of quarterly GDP n 2012,

% and CA, cell array of names of OECD-countries

d=A*ones(4,1); % GDP-sum of the 4 quartals in 2012
[d,in]=sort(d);

ca=CA(in, :);

A8=A(in,:);A8=A8(31:38,:)

bar (A8, ’grouped’) % Itt kapjuk az oszloponkenti csoportokat
title([’The 8 OECD countries having greatest GDP in 2012°,...

char(10),’4 quarters in 2012’],’fontweight’,’bold’)
ylabel(’Million dollars’,’fontweight’,’bold’)

ca8={’Mexico ’;’UK ’;’Brazil ’;’France ’;’Germany’;’Russ.F. ;...
>Japan ’;’USA ’}

set(gca, ’fontsize’,11,’xtick’,[1:8]+.3, xticklabel’,ca8,...
>fontweight’,’bold’,’fontsize’,11)

% rotateXLabels(gca,45) % nem m’’uk’’od’’ott

rotateticklabel(gca,45)

% Ez szarmazik az internetb"ol: ML File Exchange Center

A 3.8. dbrahoz az a kovetkeztetés tartozik (mivel az OECD az adatokbol a
szezonalis hatasokat mar eliminalta), hogy az Egyesiilt Allamok és az Orosz
Federaci6 (kisebb mértékben Brazilia is) er6sodott 2012 folyaman, mig a tobbi
orszag lényegében stagnalt, Japan viszont kissé rosszabbodott.

3.3. A pie utasitas

Ez az utasitas akkor jo, ha egy egységnek a felosztasat 6ssztevdire akarjuk meg-
mutatni. A pie3 forma ugyanazt nyujtja, de van, akinek az jobban tetszik (1d.
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The 8 OECD countries having greatest GDP in 2012
x 10° 4 quarters in 2012
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3.8. abra. A 8 legerésebb OECD-orszag 4 negyedévnyi teljesitményét mutatjuk
2012-ben

lejjebb). Valasszuk az utolsé évek magyarorszagi GDP-nek a lényeges részei
szemléltetésére. Adataink forrasa a Kozponti Statisztikai Hivatal:
http://www.ksh.hu/docs/hun/xstadat/xstadat _evkozi/e qpt002i.html
ahonnan Excel-fajlt le lehet tolteni. Ezutan pl. ennek utolso, ,,CM” jelzési
oszlopaban 1év6, az egész 2012-es évre vonatkozo adatait akarjuk kinyerni, amire

A12=x1lsread(’gdp9512.x1s’,1,CM1:CM19, *basic’)

szolgalhatna (vo. a 35. oldallal). De a korabban elmondottak alapjan ne csodal-
kozzunk, hogy erre egy hibajelzést kapunk: Undefined function or variable
’CM1°.

(A fajl direkt, Linux alatti A12=x1sread(’gdp9512.x1s’) utasitassal valo
beolvasasaval nem is probélkoztunk mar, egyébként az
LError using xlsread (line 247)

File contains unexpected record length. Try saving as Excel 98.”
hibajelzést okozna.)

Ezutan az Excel-fajlt a LibreOffice-be olvassuk be és ott jeloljiik ki azt az osz-
lopot, majd a jobb egérgombra kattintva valasszuk a Format Cells lehetGséget.
A megjelens 4j ablakban kérjiik a Number atalakitasat a General formatumba.
Ezzel az oszlopbeli vesszdk elttinnek (a karakterlancok, amelyek addig ott vol-
tak, szamok lesznek), és most kimentjiik az oszlopot egy 4j fajlba, amelynek
formatumat Text CSV-nek vélasztjuk, nevéként gdpl2-t vessziik, és a kimentése
soran javasolt Unicode (UTF-8) formatumot elfogadjuk. Ezutin a MATLAB
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Jmport Data” gombot megnyomva, kérjiik az atalakitast matrixba és nyom-
juk az ,Import Selection” gombot, az ott felkinalt lehet&ségek koziil az , Import
Data”’-t valasztva. Ekkor a ,;workspace”ben a gdp12 maétrix jelenik meg.

Epptigy jarunk el dsszehasonlitasul a 2010 évvel, amiutan kovetkezik a 2
adat-oszlop kimentése A02 métrixként:

A10=gdp10;
A12=gdpl12;
A02=[A10 A12]
save kshgdp A02

Most foglalkozzunk a pie utasitds programozasaval, a subplot segitségével
szembe allitva a 2 adatsort. Ennek soran arra igyeljiink, hogy az adatok kdzott
részosszegek is vannak, és csak a lényegesebb adatokra koncentralunk:

function pie33(st,A0,ev)

% Az st fajl alapjan rajzol "pie" hivasaval torta-felosztast

% Hivasa:

% pie33(st,A0,ev)

% ahol

% st - fajlnev (tartalmazza oszloponkent a magyar GDP-szamokat)
% A0 - az st-beli matrix neve

% ev - az els"o ev szama

load(st) % tartalmaz nehany oszlopot (A0 matrix neven)
[i1 i2]=size(A0);
if i17=15

error (’Oszlophossza nem 15!’)

end
lal=8; % ennyi csoportra koncentralunk
for j=1:i2
if i2>1
subplot(1,2,])
end
x(1)=A0(1,3); % mez"og. stb
x(2)=A0(3,j); % feldolg. ip.
x(3)=A0(2,3j)-A0(3,7); % egyeb ip.
x(4)=A0(6,3); % keresk.
x(5)=A0(12,3); % TB, oktat. szoc. el.
x(6)=A0(10,3); % ingatl."ugyek
x(7)=A0(5,3) -sum(A0([6,10,12],3)); % egyeb szolg.
x(8)=A0(14,7); % termekado

x=x(1:1al);
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xs=A0(15,j) ;p=100*x/xs; % p tartalmazza a szazalekokat

s=[1; % 34. sor
for i=1:1lal

s=[s;sprintf(’%2d’,1)];
end
cs=cellstr(s);
pie(x,zeros(1,lal),cs) % 39. sor

title([’A ’,int2str(ev+2*(j-1)),...
’-es magyar GDP felosztasa’,char(10),’GDP: °,...
num2str(xs),’ millio Ft’],’fontweight’, *bold’)
=-0.5%ones(1,8); % 43. sor
text(-1.5,z(1)-0.8,[’1: mez"ogazdasag: ’,...
num2str(p(1),°%5.2£°),> %°1)
text(-1.5,z(2)-1.0,[’2: feldolgozoipar: ’,...
num2str(p(2),°%5.2£°),? %°1)
text(-1.5,z(3)-1.2,[’3: egyeb ipar: ’,...
num2str(p(3),°%5.2£°),> %°1)
text(-1.5,z(4)-1.4,[’4: keresked., vendegl.: ’,...
num2str(p(4),°%5.2£°),> %°1)
text(-1.5,z(5)-1.6,[’5: TB,oktatas,szoc.ell.: ’,...
num2str(p(5),°%5.2£°),? %°1)
text(-1.5,z(6)-1.8,[’6: ingatlan"ugyek: ’,...
num2str(p(6),°%5.2£°),> %°1)
text(-1.5,z(7)-2.0,[’7: egyeb szolgatatas: ’,...
num2str(p(7),°%5.2£°),? %°1)
text(-1.5,2z(8)-2.2,[’8: termekadok: ’,...
num2str(p(8),°%5.2£°),? %°1)
colormap jet
set(gcf,’color’,[0.96,0.98,0.99]) ¥ vilagos sz"urke hatter

end

A programhoz jegyezziikk meg, hogy az x vektort az Excel-fajl ,,A” oszlopanak
az alapjan allitottuk Ossze, tovabbé, hogy a text-utasitidsokban egy, a szaza-
lékoknak megfelels formatumot vettiink (?%5.2f7), a 34-38. sorhoz 1d. a 26.
és 34. oldalt, végiil, hogy a pie-utasitasok 2. paramétere arra ad lehet&séget,
hogy a ,tortaszeletek” (a ,pie” az amerikai angolban éppen a tortéat jelenti) ko-
ziil valamelyiket kiemeljiik: azt, amelynek szamanak megfelel§en abban a 2.
argumentumban a komponenst 1-nek valasztjuk (Id. lent).

Az utolso sor set (gcf)-utasitasa a hatteret festi, de ennek (a figure-nek)

vannak tovabbi beallithaté paraméterei, 1d. a ,Figure Properties” lehetGségeit
az abra ,Edit” legurul6 ablaka alatt.
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A 2010-es magyar GDP felosztasa A 2012-es magyar GDP felosztasa
GDP: 26607339 millio Ft GDP: 28276003 millio Ft
1 1
8 8

5 6 5 6
: mez"ogazdasag: 2.97 % : mez"ogazdasag: 3.22 %
: feldolgozoipar: 18.59 % : feldolgozoipar: 19.42 %
: egyeb ipar: 3.76 % : egyeb ipar: 3.45 %
: keresked., vendegl.: 9.65 % : keresked., vendegl.: 9.98 %
: TB,oktatas,szoc. ell.: 15.04 % : TB,oktatas,szoc. ell.: 14.54 %
: ingatlan"ugyek: 7.53 % : ingatlan"ugyek: 7.26 %
: egyeb szolgatatas: 23.34 % : egyeb szolgatatas: 22.97 %
: termekadok: 15.53 % : termekadok: 16.04 %

O ~NOUBAWNLERE
O~NO O WNEER

3.9. abra. A magyar 2010-es és 2012-es GDP-adatok felosztisa

43
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A 1995-es magyar GDP felosztasa
GDP: 5727829 millio Ft

4

1: mez"ogazdasag: 7.21 %
2: feldolgozoipar: 18.02 %
3: egyeb ipar: 3.44 %
4: keresked., vendeglatas: 9.26 %
5: TB, oktatas, szoc. ell.: 16.08 %
6: ingatlan"ugyek: 6.04 %
7: egyeb szolgatatas: 20.15 %
8: termekadok: 15.52 %

3.10. d4bra. A magyar 1995-6s GDP-adatok felosztasa

A 3.9. dbra azonnal mutatja, hogy lényeges valtozas nem tortént a magyar
2010-es és 2012-es GDP-adatok felosztasanal, emlitésre legfeljebb a feldolgozo
ipar 1 %-os és a termékadok fél %-os novekedése érdemes, meg a TB-nél, okta-
tasnal a fél %-os csokkenése.

Egyébként, a MATLAB képernyGjén a pie-kor valoban korként jelenik meg,
de ha az abrat szovegbe helyezziik, akkor ott a kor ellipszissé valhat, ha az
dbranak nem j6 méreteket valasztunk.

Az itt hasznos subplot utasitashoz tartozik még az a megjegyzés, hogy a
részabrak szama nyilvan nem lehet tetszéleges, mivel a MATLAB annak fiigg-
vényében atméretezi a részabrak méreteit. Tandcsunk, hogy ne vegyiink tébbet,
mint 4-6 részabrat (¢és ha pl. 4-et, akkor inkabb 2 x 2 forméban) !

Most a pie3 utasitassal foglakozzunk, ehhez a KSH 1995-6s adatokat bemu-
tatva és a pie33 m-fajlban a kdvetkezs véiltozasokat végrehajtva:

pie3(x,[1 zeros(1,lal-1)],cs) % lesz az uj 39. sor
z=-[0:0.05:0.4]; % lesz az uj 43. sor

A 3.10. Abra mutatja, hogy mi a lényeges kiilonbség a 2010-es és 2012-es GDP-
adatok felosztéasahoz képest: a mezSgazdasag (és beleértve a halaszatat és erdé-
szetet) tobb, mint kétszer nagyobb részesedése 1995-ben!



3.4. SURF ES CONTQURF 45

Megjegyezziik, hogy az 1-t6] 8-ig sorolt magyarazatokat lehetett volna (a z
vektorral) egyenesbe terelni, de igy hagytuk azért, mert vilagossa teszi, hogy az
abran hasznalt perspektiva erre a szévegre is kiterjed.

3.4. surf és contourf

Itt csak roviden hasonlitjuk Gssze a két abrazolasi médot egy nehezebb esetben,
egyébként 1d. a MATLAB-konyvet és a MATLAB-dokumentaciot: egy Gauss-
gorbet kell abrazolni. A gérbe képlete z = exp(—((x — a)? + (y — b)?)/s?) /s>,
és kicsi s-re nem egyszeri azt bemutatni. A kovetkezs m-fajl segithet megfeleld
abrazolasi moédot kivalasztani:

function surfcont(s,n)

% surf es contour "osszehasonlitasa
% Hivasa:

% surfcont(s,n)

% ahol

% s - a Gauss-g"orbe parametere

% n - a szintvonalak szama

a=10;b=2;
x=[0:a/20:2%*a];
y=[0:1/10:2%Db] ;

[xx,yy]l=meshgrid(x,y);

z=exp (- ((xx-a) .~ 2+(yy-b).~2)/s"2)/s~2; % a Gauss-g"orbe
size(z)

minz=min(min(z))

maxz=max (max(z))

subplot(3,1,1)

surf (xx,yy,2)

title(’Sima surf, de colorbar-ral’)

colorbar (’FontSize’,12, ’Location’,’EastOutside?’);

subplot(3,1,2)

surf (xx,yy,2)

shading interp

set(gca, ’CameraPosition’, [a,b, 10*maxz] )
colorbar (’FontSize’,12) ;

title(’surf arnyekolassal, fentr'"ol’)

subplot(3,1,3)

contourf (xx,yy,z,n)

title([’contour ’,int2str(n),’ szintvonallal’])
colorbar (°’FontSize’,12);
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Sima surf, de colorbar-ral
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3.11. abra. surf és contourf Osszehasonlitdsa

Az m-fajl surfcont(0.4,3) hivisanak eredménye a 3.11. abra.

A |sima” surf hétranya nyilvanvalo: egyrészt a ,cstcs” értéke 5-nek tiinik az
abran, a colorbar szerint 1 is lehetne, holott 6.25. Masrészt a colorbar 6sszeol-
vadt a rajz felirataval (annak 20-aséval), és ezt nem tudtuk kivédeni a Location
EastOutside paraméter megadasaval.

A fentrsl mutatott feliilet elég jo (a cstics magassagat itt a legjobban lehet ki-
venni), de jobb ezt az el6z6 lehetséggel (ott ekkor a colorbar megtakarithato)
egyliitt hasznalni.

A contourf részabraja valamivel rosszabb a 2. részabranal, de problémas
a szintvonalaknak a szdmét megadni csak az adatok alapjan, azaz ha nem in-
teraktivan dolgozunk. Mar n=5 szinte felismerhetetlenné teszi a cstcs alakjat.
(Megjegyezziik, hogy a contourf-hez vilaszthatunk — a szintvonalak szaméan
vagy értékein kiviil — vonalfajtat és vonalszint, 1d. 3.1-ben a 28. és 22. oldalt
(példaul ’:b?), mig az erre elére beallitott érték ’-k’, tehat a kihazott vo-
nal és a fekete. Ekkor, ha a fenti Gauss—gorbés példankban sok a vonal, azok
egyetlenegy fekete foltta tomoriilnek, de mas szin is zavard lehet, hiszen magas-
sagi értelme van, kozben pl. térképek esetén nem szokas a pontozott szintvonal,
és altalaban nehéz a helyzettdl fliggGen egyetlen alkalmas szint és vonalfajtat
kiszamitani.)
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Bar igaz az érv, hogy a fenti problémék enyhiilnek, hogyha finomabban oszt-
juk fel a [0,2a] és [0,2Db] intervallumokat (pl. felezve az x,y lépéstavolsagait)
a fajl elején: a ,sima” surf ekkor mutat egy sarga csicsot (mas lathato valtozas
viszont nincs). De mar az s csokkentése 0.2-re ezt a hatast is eltiinteti.

Befejezésiil mutatunk egy tetszetfs megoldést a fenti problémara a surf
segitségével, amikor a kész abrat még valtoztatjuk:

function surfarr(s,n)

% surf a Gauss-g"orben, utolagos nyil hozzadasaval az "insert"-tel
h

% Hivasa

% surfarr(s,n)

% ahol

% s - a Gauss-g"orbe parametere

% n - a felosztas finomsaga

a=10;b=2;
xx=[a-2:a/n:a+2];
yy=[b-2:b/n:b+2];

[xx,yy]l=meshgrid(xx,yy);
z=exp (- ((xx-a) .~ 2+(yy-b).~2)/s~2)/s~2; % a Gauss-g"orbe
maxz=max (max(z))

surf (xx,yy,2)

shading interp

axis square

set (gca, ’cameraposition’, [a+tmaxz,b+maxz,2*maxz], . ..
>fontweight’,’bold’)

title(’surf ’,’fontweight’,’bold’)

xlabel(’x’,’fontweight’,’bold’)

ylabel(’y’,’fontweight’,’bold’)

zlabel(’z’,’fontweight’,’bold’)

Ezzel az m-fajllal gyartjuk le az abrat, és amikor az megjelenik az ablakaban,
ott klikkeljiik az insert lehtizhat6 ablakot, vilasszuk a text arrow lehetGséget,
a megjelend célkereszttel valasszunk egy alkalmas helyet a szélén, és tovabb
lenyomva tartva az egérgombot, induljunk a feliilet cstucsa felé, ahol leengedjiik
a gombot. Ezutan a (fehér) szovegablakba irjuk azt, hogy \bf 6.25, azt a
maximalis feliileti értéket, amelyet a programunk kinyomtatta. Ezen miiveletek
eredménye a 3.12 abra.

Az ,insert text arrow” lehet&séggel azért vigyazni kell: ha az ablak aktiv marad
és egy ujabb rajzot dbrazolunk benne, akkor a nyil ott marad!
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surf

6.25

3.12. abra. surf és utélagosan hozzaadott, a maximumra mutaté nyil

3.5. A grafikai paraméterek

Gyakran szemben alltunk méar azzal a probléméval, hogy egy grafikink vala-
melyik részlete nem tetszik, de nem tudjuk esetleg, hogyan lehetne ezt meg-
valtoztatni. Ilyen példaul a rajz vonalvastagsiga, 1d. a 3.1 részt, amelyet a
plot utasitas részeként lehet beéllitani, ahogyan azt ott megmutattuk azzal,
hogy a plot parancs végén megmondjuk, hogy melyik paramétert mire szeret-
nénk allitani, tehat konkrétan ’>1linewidth’ a paraméter és 2-re akarjuk eléirni,
egyiittesen tehat plot(...,’linewidth’,2). De pl. a legend utasitas esetén
ez nem megy: ekkor csak egyiittesen a tobbi, a koordinata rendszerre vonatkozé
paraméterekkel tudjuk azt befolyasolni

set(gca, ’linewidth’,2)

forméaban, v6. a 22. oldalon a plott m-fajl 6. soraval, ahol erre hasonldéan a
vonal silyat (féelkovérsegét) és bettii nagysagat irtuk eld.

Az alapvet6 problémank tehat: mikor milyen grafikai paraméterek (,, gra-
phical properties”) vannak, és hogyan lehet Sket befoly4solni?

A kisérletezés és help-olvasas mellett 2 lehetéség van — ha mar megvan a
(nem igazan megfelel§) abrank :

a) adjuk ki a get (gca) parancsot (ill. get (gcf), ha a koordinata rendszeren
kiviili rész, a ,figure” érdekel), mert erre minden ilyen paramétert ki fog listazni;

b) az abran kattintsuk az ,edit” gombot, és ott valasszuk, hogy a ,Figure
Properties” vagy az ,,Axis Properties” kellenek. Ezzel ugyanis a ,Property
Editor”-ba keriiliink, ahol a megadhat6 paraméterek és jelenlegi beéllitasuk lat-
hatoak, de van ott még egy ,more properties” gomb is. Ha pl. az igy elérhet6
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,GridLineStyle” paraméter jelentését, lehetGségeit nem tudjuk, akkor a f6ablak
Hhelp” gombjat klikkeljiik, beirjuk a ,,Search Documentation”ba a sz6t és nyom-
juk az .enter’-t. Aztan a ,grid - Grid lines for 2-D and 3-D plots” lehetGséget
valasztjuk, és részletes informaciot kapunk, példéakkal egytitt.

3.6. Grafikdk mentése, exportalasa

Kozismerten a programozés interaktiv folyamat, de ez tobbszordsen is igy van
grafikak kidolgozasakor. Ezeket nemcsak a képerny6n érdemes megnézni és meg-
felel6en megvaltoztatni, hanem mentés utan is — ha nem a MATLAB-abrék , fig”
formatumat hasznaltuk, hanem publikiciéra gondolva a print-parancshoz olyan
opci6t, mint ,~depsc” vagy ,,-dwinc”, és végiil, prezentaciok készitésekor még har-
madik helyen is érdemes a grafikat ellenérizni: a teremben, leginkabb ott, ahol
majd vetitjiik.
Parancssorbél irva

print -depsc name
% name a kesz"ul"o fajl neve, ehhez j"on a ".eps"

elég j6 eredményeket kapunk, de programboél ennek megfelelGje inkabb ne legyen
a szintaktikailag helyes, minimalis

print(’-depsc’,’name’) % vagy -depsc helyett pl. -dwinc stb.
utasitas, hanem helyette jobb
print(gcf,’-depsc’,’-zbuffer’, name’)

A rovidebb verzi6 esetén ugyanis el6fordulhat, hogy pl. a koordinéta-rendszeren
kiviili szin elttinik, amelyet a képernyén a

set(gcf,’color’,[1 1 0]) % "gcf" az aktualis grafikai "figure"

utasitassal narancssargara valtoztattuk, vagy pl. a text-utasitassal elhelyezett
szoveg mar nem pontosan a tervezett helyen jelenik meg, és akar el is tiinhet,
mert a vagasi téglalapon kiviilre keriilt.

A MATLAB helpje adja azt a magyarazatot, hogy a nagyobb hatékony-
sag érdekében kiilonféle abrazolasokat alkalmaz aszerint, melyik print-utasitast
hasznalunk.

3.7. Mozgoképek és videok

Amiutan egy ciklusban tobb képet (a leendd mozgokép egy kockijat avagy
frame-jét) allitottunk els, ha egy frame-matrixba gyiijtottiik ezeket, t6bbszor
is meg tudjuk nézni mozgd formaban, filmként, vilaszthato sebességgel. Ezt
mutatjuk be a kovetkezs egyszert példan:
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function F=meshframe(n,dw,gw,str)

% mesh es frames: mozgokepek gyartasa

% Hivasa:

% F=meshframe(n,dw,gw,str)

% ahol

% n - a fel"ulet finomsaga (pl. 40)

% dw - a sz"og n"ovekmenye (pl. 1)

% gw - a vegs"o sz"og (pl. 360)

% str- karakterlanc a "title"-hez

% F - frame-matrix (valojaban egy record)

if nxdwxgw==0
error (’inputhiba: n*dw*gw=0’)
end

x=0:1/n:1; [x,y]=meshgrid(x);

z=X.*X.*cos (2*pixy) ;

mesh(x,y,z) % Peldakent egy egyszer"u fel"ulet letrehozasa
axis equal % probaljuk ki ’axis’ nelk"ul is

[az,el]l=view;

rot=0:dw:gw;

for i=1:length(rot) % A fel"ulet forgatasi ciklusa
view([az+rot(i),el])
set(gca, ’Color’, [sin(rot (i) /gw) "2 sin(pi/4+rot(i)/gw)~2 ...
cos(rot(i)/gw)~2]) % id"ovel valtozo hatterszin
% Hozzateve ’Visible’,’off’ a koordinata-rendszer lekapcsolhato !
title([str,’: aktualis sz"og: ’,num2str(rot(i)),’ fok’])

F(i)=getframe(gcf);
end

Hivjuk ezt az m-fajlt a 40, 2, 360 paraméterekkel (ha a dw novekmény dw=1,
akkor elég nagy fajl keletkezik, ami magaban nem veszélyes, de késlelteti a
lejjebb kovetkezd mlmovie mikodését). Mar a fajl futasa soran lathatjuk a
mozgoképet. Ennek utolsd kockdjat mutatja a 3.13. abra.

Most a kapott F frame-méatrixot mozgoképként lejatszhatjuk megadhato se-
bességgel:

function mlmovie(F,nrep,fpm)
% m-fajl a movie lejatszasara
% Hivasa:

% mlmovie(F,nrep,fpm)

% ahol
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aktualis sz"og: 360 fok

3.13. abra. A meshframe(40,2,360) hivasanak utolsé kockéja

% F - a frame-matrix
% nrep - hanyszor akarjuk lejatszani
% fpm - a mozgokep sebessege: frame per masodperc

[h, w] = size(F(1).cdata); % Az 1. frame adja a dimenziokat
hf = figure;

set (hf, ’position’, [100 100 w+40 hl);

movie(hf,F,nrep,fpm)

Ez az m-fajl a [h,w]=... és set(hf,... sorai nélkil is miikddik, de veliik
elkeriilhetjiik, hogy a movie ablaka hirtelen pl. a képernys egész szélességét
foglalja el.

Annak érdekében, hogy a movie lehetdségeit jobban bemutassuk, az mlmovie
m-fajlnak olyan verzi6jat adjuk meg, amely egymasutan mutat 2 frame-matrixot
egy abran:

function mlmovie2(F,G,nrep,fpm)

% m-fajl 2 movie lejatszasara

% Hivasa:

% mlmovie2(F,G,nrep,fpm)

% ahol

% F - az 1. frame-matrix

% G - a 2. frame-matrix

% nrep - hanyszor akarjuk lejatszani
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3.14. Aabra. Az F=meshframe(40,1,90), G=meshframe(40,2,360), majd
mlmovie2(F,G,1,24) hivisok eredményeképpen a képernyd

% fpm - a mozgokep sebessege: frame per masodperc
hf = figure(’Position’, [210 500 700 420]); % 1d. "help figure"

axis off
movie (hf,F,nrep,fpm, [-150 0 0 0]) % 1d. "help movie"
movie (hf,G,nrep,fpm, [240 O O 0])

Ebben a fajlban figyelemre méltéak a figure- és movie-utasitasok.

A fajlt alkalmazva két frame-maétrixra, F=meshframe(40,1,90,°F’)-re és
G=meshframe (40,2,360,°G’)-re, a végén a 3.14. dbrat kaptunk. Viszont ezzel
elértiik a MATLAB hatéarait: az abrat nem tudtuk kimenteni, emiatt a kép-
erny6t mutatjuk meg, ezenkiviil a részabrak megegyez6 szinskilaban jelennek
meg, az F (utélag) nem abban, amelyben a meshframe futasa végén lathattuk,
hanem a (méasodikként aktiv) G-nek megfelel§ szinskalaban.

A videok készitését mutatjuk el§szor ugyanazzal a példaval.

A videok létrehozasa a VideoWriter hivasaval torténik. Annak hasznalata
elstt érdeklgdjiink a lehetséges formatumok irdnt az alabbi modon és pl. a ko-
vetkez6 eredménnyel:
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>> profiles = VideoWriter.getProfiles()

53

Summary of installed VideoWriter profiles:

Description

Archival Video file compression with JPEG 2000 codec
with lossless mode enabled.

Grayscale AVI An AVI file with Grayscale Video Data

Indexed AVI An AVI file with Indexed Video Data

Motion JPEG 2000 Video file compression with JPEG 2000 codec.

Motion JPEG AVI An AVI file with Motion JPEG compression

Uncompressed AVI An AVI file with uncompressed RGB24 video data

Ha itt pl. az utolsé bejegyzésre, az Uncomppressed AVI-re klikkeliink, akkor

részletesebb informaciot is kapunk:

audiovideo.writer.ProfileInfo

ProfileInfo Properties:

Name: ’Uncompressed AVI’

Description: ’An AVI file with uncompressed RGB24
video data’

FileExtensions: {’.avi’}

ColorChannels: 3

FrameRate: 30

VideoBitsPerPixel: 24

VideoCompressionMethod: ’None’

VideoFormat: ’RGB24°

A MATLAB mint 1. példat video készitésére a ,,peaks” nevii feliilet ,lengetését”

adja. Script-ként felirva:

% Script az alapvet"o video-utasitasok bemutatasara

writerObj = VideoWriter (’peaks.avi’); %

open(writerObj); %
Z = peaks;surf(Z); A
axis tight %
set(gca, ’nextplot’, ’replacechildren’) ;%
set (gcf, ’Renderer’, *zbuffer?’); yA

for k = 1:20

surf (sin(2*pixk/20)*Z,Z) A
frame = getframe; %
writeVideo (writerQObj,frame); yA

end

A VideoWriter hivasa
A video megnyitasa

A "peaks" fel'"ulete
5
6
7

10
A filmkocka megszerzese
A kocka beirasa a videoba
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close(writerObj); % A video lezarasa

Ebbdl a script-bél az 1. sorban a ,peaks.avi” fajlnév megvaltoztathato, az 5-7.
sor elhagyhaté. a k-ciklus pl. k=1:200-ra is futhat, és a lengetés amplituddja pl.
1.2 is lehetne a 10. sorban, azaz ott surf (1.2*sin(2*pi*k/20)*Z,Z) is irhato,
tovabba egy szoveg, valamint egy felirat is elhelyezhets. Ekkor a script:

% Script az alapvet"o video-utasitasok bemutatasara
writerObj = VideoWriter (’peaks3.avi’);% A VideoWriter hivasa
open(writer0bj) ; % A video megnyitasa

Z = peaks;surf(Z); % A "peaks" fel'"ulete

for k = 1:200
surf (1.2*sin(2*pi*xk/20)*Z,Z)
title(’A peaks fel'ulet’)
text(-15,-15,[’ido: ’,int2str(k),’ perc’])

frame = getframe; % A filmkocka megszerzese
writeVideo(writerQbj,frame); % A kocka beirasa a videoba
end
close(writerObj); % A video lezarasa

Ennek pl. 5. frame-je a 3.15 képen lathato.

A keletkez6 avi-fajl mérete 1.5 Mb.

De a program érzékeny tovabbi valtoztatasokra, pl. gyakran egy hibajelzés
jelenik meg, hogy a frame mérete nem megfeleld.

Erre egy példa az alabbi vigomb2 m-fajl, amennyiben ott a sima
fri=getframe; utasitast hasznalnédnk, mert akkor a reakcié:

>> vigomb2(30,1,20)
Error using VideoWriter/writeVideo (line 383)
Frame must be 306 by 343

Error in vigomb2 (line 40)
writeVideo (writerObj,fri);

Emiatt lent szerepel a 37. sorban lathatd Osszetett getframe-utasités.

Hasonlo hiba torténhet, ha a (forgd és szinét véletlenszertien valtoztatd)
gdbmb meré6leges atmerdjét tulsdgosan noveljiikk. Tovabbé, a text helyett egy
title bar a képerny6n jobban mutatna, de lemarad a videorol.

function vigomb2(n,dw,gw)
% mesh-g"omb: video gyartasa
% Hivasa:
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3.15. abra. A lengetett ,peaks” feliilet 5. frame-je

% vigomb2(n,dw,gw)

% ahol

% n - a fel"ulet finomsaga (pl. 40)
% dw - a sz"og n"ovekmenye (pl. 1)

% gw - a vegs"o sz"og (pl. 360)

if n*xdwxgw==0
error (’inputhiba: n*dwkxgw=0’)
end

writerObj = VideoWriter (’vigomb2.avi’);
writerObj.FrameRate = 24;
open(writerQ0bj) ;

[x,y,z]=sphere(n);
surf (x,y,2) % Peldakent egy g"ombfel"ulet letrehozasa
axis equal

[az,el]l=view;
rot=0:dw:gw;

for i=1:length(rot) % A fel"ulet forgatasa
zz=z* (1+0.5%sin(4*pi/360*rot (i))); % A g"omb pulzalasa
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Aktualis sz"og:
_360 fok

3.16. abra. A forgd és pulzalé gémb utolsé frame-je

surf (x,y,zz)
axis equal

text (0,0,1.3%(1+0.3*sin(4*pi/360*rot (i))),. ..
[’Aktualis sz"og:’,char(10),’ > ,num2str(rot(i)),’ fok’])

view([az+rot(i),ell)
colormap(rand(64,3))

fri = getframe(gca, [0 0 306 343]); % 37. sor
writeVideo (writerObj,fri);
end

close(writerObj);

Ezen fajl (valahanyadik) vigomb2(30,1,360) hivasa utolso filmkockaként adja
a 3.16. abrat, a hozzatartozo avi-fajl mérete 12.1 Mb.

Altalaban is, a videok készitése hatalmas avi-fajlokat generalhat, amelyek
viszont Windows- és Linux-gépeken (utobbiakon a vlc program installacioja
utan: ehhez irjuk a keres6 ablakba azt, hogy ,,vlc avi Linux’’) egyarant meg-
nézhetsek.
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3.8. ,Graphical User Interface” (GUI) létrehozasa

Egy 1j programozasi nyelvvel vald talalkozasakor az informatikus egyik elsé
kérdése: Hogyan lehet itt ablakokat kredlni? A MATLAB esetén a vilasz: a
GUl-editorral, a guide paranccsal.

Mivel a guide hasznalata eleinte elég bonyolult (mégpedig annak fig-
formatumau részével ugyan boldogulnank: htizzuk az ilyen-olyan gombot (,static
text” — felirat, edit text” — beviteli ablak stb.) az ,£épit6” mez6be, javitsuk
helyzetiiket stb., csak semmi nem reagal), a kovetkezd utat javasoljuk:

Klikkeljiik a help-et, a legurulé ablakban a Dokumenation részre kattint-
sunk, majd a Search Dokumentation soraba irjuk be azt, hogy simple gui és
nyomjuk az entert. Vélasszuk a felkinalt listabodl elGszor azt, hogy About the
Simple GUI, majd ezen egy oldal elolvasasa utan és ugyanennek aljan kattint-
suk a Lay Out the Simple GUI in GUIDE szavakat. A leirast kovetve (amire
bizony egy jo angol tudas elkel), szerkesztjiik az el6irt GUI-t. Itt a donts az,
hogy lassuk a fig-formatumu oldalt mikddtets lépéseket, amelyek annak hoz-
zatartozd m-fajljaban kellenek.

Amikor ezzel sikeresen végeztiink, csinaljuk az egészet (a ,simple” GUI létre-
hozéasat) masodszor is, de most eltérve, varidlva az el6irtakat: az elhelyezéseket,
a feliratokat, a fliggvényeket, amelyeket majd abrazol a GUI — és mentsiik el 4j
név alatt.

Most a help-be menjiink djra, annak Dokumenation részének Search
Dokumentation sordba irva azt, hogy Examples of GUIDE, és nyomjuk az en-
tert. A felkinalt listabol valasszuk az els6t, Examples of GUIDE GUIs, és néz-
ziik végig. Amelyik példa a legkézelebb sajat problémankhoz, elképzelésiinkhoz,
abbdl indulunk ki, azt varialva, ahol kell.

A jelenlegi téméahoz érdemes a magyar MATLAB-koényv 11.5.6-8 részét el-
olvasni, ahol az alapvets fogalmak leirasat talaljuk és mintapéldat, valamint a
13.1.5. részét is.
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4. fejezet

Egyes optimalizalasi feladatok
megoldasa

4.1. Bevezetés az optimalizalasba

Ez a téma igen fontos a mindennapi élet szempontjabol : pl. szennyez6dések és
veszteségek minimalizélasa, profitok vagy szavazatok maximalizalésa, optimalis
utak és technologidk meghatarozasa. Itt is feltessziik, hogy az Olvas6 hozzé
tud férni a [36] magyar MATLAB-kényvhoz, tovabba a [26] miihoz (a feltételek
nelkiili optimalizalasrol 1d. [32]-t is).

Ha megvan a MATLAB-unkban az optimization toolbox, irjuk be a MAT-
LAB parancssoraba azt, hogy optimtool, tovabba, a lehetségekbe valo beve-
zetésként olvassuk el a ,,Choose a solver’’ részt.

4.1.1. Linearis legkisebb négyzetek, totalis legkisebb
négyzetek

A legkisebb négyzetek modszere linearis illesztési feladatok megoldésat szolgalja,
1d. részletesen [32]. Itt arrol van szo, hogy a b;, i = 1,...,m hibakkal terhelt
mérési adatokat szeretnénk egy

F(t) =Y zp;(t) = b(t), t=t;b(t;)=:b;, i=1,...,m, (4.1)
j=1

alakd modellel visszaadni, ahol m > n. Ez egyrészt a vizsgélt folyamat jobb
megértését szolgilhatna, mésrészt adattomoritésnek is felfoghato.

A megfigyelés a diszkrét ¢; id6pontokban torténik (digitalisan). Ilyenkor ké-
zenfekve az a gondolat, hogy a mérési hibak jelenléte miatt az {x;} paraméterek
akkor hatarozhatok meg nagyobb biztonsaggal, ha lényegesen tobb mérést vég-
ziink (m db.), mint amennyi paraméteriink (n db.) van, és ekkor — a Gauss-tol
szarmazo6 Otletet alkalmazva — ezeket a paramétereket abbol szamitjuk ki, hogy

99
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2
m m n

P EINEED zjp;(ti) = b(t:) | — ?;H}}' (42)

i=1 i=1 \j=

minimum feladatot megoldjuk. Ugyanis arra altalaban nincs kilatas, hogy az

> wipiti) =b(ti), i=1,...,m, (4.3)

egyenletrendszer megoldhaté legyen, amikor m > n.
Legyen most

A = (aij) = (p;(t:)) € R™"",
b= (b(t1),...,b(tm))T, x=(x1,...,2,)".
Ekkor (4.3)-at réviden felirhatjuk mint

Az = b, (4.4)

azaz linearis, tulhatarozott (téglalap alaki) egyenletrendszer alakjaban, és
a (4.2) minimum feladatot igy tudjuk leirni:

J(x) := ||Az — b||3 — min!, (4.5)
ahol ||-||2 az R™ euklideszi normajaés A € R™*" z € X =R", Ar e R™ = Z.
A tovéabbiakban (4.4) helyett irjuk

Az = b. (4.6)

Ezzel akarjuk aldhtzni, hogy (4.4)-nek altalaban nincs megoldasa, és egyben
emlékeztetni akarunk arra is, hogy (4.4) megoldasat a (4.5) értelmében keressiik.

Legyen y, € Y := R(A) az adott b legjobb kozelitése Y-ban. Ez az y,
létezik és egyértelmtien meghatarozott, 1d. [32]. Amikor m = n és A regularis,
akkor Z =Y = X és maga b(= Ax) lesz a legjobb kozelités Y-ban. Ekkor
az x is egyértelmien meghatarozott. Altalaban viszont végtelen sok olyan T
tartozik az y, € R(A) legjobb kozelitéshez, hogy AT = y;,. Legyen x;, egy ilyen
vektor. Az Az, = yp-t jellemz6 ortogonalitasi tulajdonséag az, hogy az euklideszi
skalarszorzatban

0= (y,b—y,) minden y € Y-ra,

és mivel Y = R(A), ez azzal ekvivalens, hogy teljestil

0= (Az,b—yp) = (Az,b — Axp) minden z € X-re,

vagyis
0= (x,ATb — AT Az}) minden = € X-re.
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Ez azt jelenti, hogy x; eleget tesz az
AT Az = ATh (4.7)

egyenletnek. Mas szoval ennek az egyenletnek mindig van megoldéasa. Forditva
is igaz a levezetés : ha x3, (4.7)-nek egy tetszdleges megoldasa, akkor ez egyben
(4.5) megoldasa is, és Az, a b egyértelmien meghatarozott y, legjobb kozelitése
Y-ban. Az A maétrix mint X-bdl Y-ba hato leképezés tehat eltiinteti az eset-
leges tobbértelmiiséget (ugyan nem (4.5)-bdl, de) a (4.7) megoldéasaibol. Eazt
kozvetleniil belathatjuk a kévetkezd azonossagbdl :

J(x) = |Ib— Az[|3 = [Ib— Azp + (Azy — Az)|3
= b= A3 + | A, — )13 +2(0 — Awy, A2y — @)
J(ay) + [ Alwy — 2)|3 = J(x3),

amely igaz, mert xp a (4.7) egy megoldésa.

A (4.7) rendszert Gauss-féle normdlegyenlet(ek)nek hivjuk. Hasznéalatahoz
1d. pl. az 1sq program 27. sorat a 24. oldalon.

AT A pontosan akkor lesz pozitiv definit, amikor oszlopai linearisan fiigget-
lenek.

Tegyiik fel, hogy ez igaz. Ekkor megoldhatjuk a (4.7) egyenletrendszert az
LDLT-felbontéssal is. Az x;, megoldas leirhaté a kovetkezs alakban :

xy, = (ATA) =1 AT, (4.8)

Ezen az uton a megoldéas kényelmesen készithet§ el MATLAB-ban, 1d. a 26.
oldalon a 27. sorhoz fiz6tt megjegyzéseket is.

De lehetnek mar kicsi n mellett is rosszul kondicionalt feladatok, és ekkor
nagy pontossagi veszteség, hogy a Gauss-féle normdlegyenletek AT A mdtrizdnak
a kondicioszdma az A kondicidszamanak négyzete. Ez a veszély nem all fenn a
QR-felbontés esetén (amely viszont kétszer annyi mivelettel jar, ha m > n),
és A felbontésat a @ ortogonélis és az R fels6 haromszog matrixra szolgalja :
A=QxR.

A QR-felbontas is alapmiivelete a MATLAB-nak : [Q, R] = ¢r(A), és a qr
MATLAB-fiiggvény t6bb, mint 10-féle médon hivhaté. Ezek kozil az Ax =2 b
legkisebb négyzetek feladat tényleges megoldésanak a szempontjabol a legligye-
sebb a kovetkezd :

B=sparse(4);
[C,R]=qr(B,Db);
x=R\C;

mert ez még akkor is jol mikodik, amikor a feltétel az A teljes rangjarol nem igaz
(v6. a 26. oldalon a 27. sorhoz ftizott megjegyzéseket : az illesztésre hasznalt
fliggvényrendszer a mérési pontok szempontjabdl lehet alkalmatlan : az ott
hasznalt trigonometrikus fliggvényekre ilyen példa az a trivialis eset, amikor
sin k¢ szerepel a rendszerben, és t; mérési pontjaink éppen 0,1,2,...).
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Az algoritmus hétterében a fGoszlopvalasztasos QR-felbontas all, 1d. a [32]
2.5. pontjat.

Most adunk egy példat a QR-felbontas MATLAB-beli hasznalatahoz. A
(4.1) fiiggvény rendszeriink és t; megfigyelési helyeink legyenek

{o1(t), ..., 05(t)} = {1,t,sin(m xt),exp(—2 x t),sin(2* 7 x 1)},
{ti}zlil = {Ovla"'a14}v

tehat 15 pont a [0, 14] intervallumbol.
A (szimulalt) mérési adatokat igy kapjuk :

bi=1—Txt;+9xsin(mxt;) —4dxexp(—2+t) — 11 *sin(2 x 7 x t;) + randn(1).

Ekkor az A = (p;(t;)) kisérleti matrix (format short, format compact-
ben) :

A =
1.0000 0 0 1.0000 0
1.0000 1.0000 0.0000 0.13563 -0.0000
1.0000 2.0000 -0.0000 0.0183 -0.0000
1.0000 3.0000 0.0000 0.0025 -0.0000
1.0000 4.0000 -0.0000 0.0003 -0.0000
1.0000 5.0000 0.0000 0.0000 -0.0000
1.0000 6.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000
1.0000 7.0000 0.0000 0.0000 -0.0000
1.0000 8.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000
1.0000 9.0000 0.0000 0.0000 -0.0000
1.0000 10.0000  -0.0000 0.0000 -0.0000
1.0000 11.0000 0.0000 0.0000 -0.0000
1.0000 12.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000
1.0000 13.0000 -0.0000 0.0000 0.0000
1.0000 14.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000

A 3. oszlop nullai el6tti minuszjelek sejtetik, hogy ott kerekitési hibak miatt
valojaban nem nullak allnak. Igy pl. az oszlop utolsé eleme format long-ban
—0.000000000000002. Ezenkiviil rejtett szamjegyei is vannak a MATLAB-nak,
pl. az utobbi szam csak a sin(14 * 7) MATLAB-beli kozelitése, és ha ennek
utdananéziink, akkor azt kapjuk, hogy

>> (0.000000000000002-2.854944811937057e-16)+sin(14*pi)
ans =
0
>> (0.000000000000002-2.85494481193706e-16) +sin (14*pi)
ans =
-3.944304526105059e-31

A fenti A méatrix a B=sparse(4) ; [C,R]=qr (B,b) utasitasokkal elgallitott QR-
felbontasabol elészor az R ritkaméatrixot mutatjuk :
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R =
(1,1 -3.8730
(1,2 -27.1109
(2,2) 16.7332
(1,3 0.0000
(2,3) -0.0000
(1,4 -0.2986
(2,4) -0.4730
(3,4) 0.8401
(1,5) 0.0000
(2,5) -0.0000
(3,5) 0.0000

majd ezutan a megoldést :

Warning: Rank deficient, rank = 3, tol = 2.829653e-12.
> In gerr at 26
x =
1.000713779476178
-7.000051078724917
0
-4.000631114273324
0

Ez tiszta beszéd : A jelenlegi mérési pontok mellett a sin-fiiggvények feleslegesek
a modellben, amely csak 3 bazisfiiggvényt tartalmaz és az x eredménytiink szerint

F(t) = 1.000713779476178—"7.000051078724917t—4.000631114273324 exp(—2t).

Erdekes a ,,tol = 2.829653e-12" iizenet, amely nyilvan a MATLAB qr-
algoritmusénak a beépitett kiiszobe a nulloszlopok megkiilénboztetésére : ez a
szam tobb, mint 10-szer nagyobb a max (max (abs(A)))*m*n*eps szamnal (na-
lunk m=15, n=5, és eps a MATLAB relativ pontossagi allandéja). Ha viszont
max (max (abs (A)) ) *m*n*eps helyett a norm(A, >fro’) *sqrt (m*n) *eps szamra
gondolunk (az A Frobenius—normdjaval), akkor ennél a tol tolerancia tobb, mint
45-szer nagyobb.

Megismételjiik a feladatunkat abban az esetben, amikor csak a mérési pon-
tokat vélasztjuk méasképpen, mégpedig agy, hogy

(o, — [14x 1) %
et 29 i:l,

tehat most 30 pontot a [0, 14] intervallumbol. Ekkor

A =
1.0000 0 0 1.0000 0
1.0000 0.4828 0.9985 0.3808 0.1081
1.0000 0.9655 0.1081 0.1450 -0.2150
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1.0000 1.4483 -0.9868 0.05652 0.3193
1.0000 1.9310 -0.2150 0.0210 -0.4199
1.0000 2.4138 0.9635 0.0080 0.5156
1.0000 2.8966 0.3193 0.0030 -0.6052
1.0000 3.3793  -0.9290 0.0012 0.6877
1.0000 3.8621 -0.4199 0.0004 -0.7622
1.0000 4.3448 0.8835 0.0002 0.8277
1.0000 4.8276 0.5156 0.0001 -0.8835
1.0000 5.3103 -0.8277 0.0000 0.9290
1.0000 5.7931 -0.6052 0.0000 -0.9635
1.0000 6.2759 0.7622 0.0000 0.9868
1.0000 6.7586 0.6877 0.0000 -0.9985
1.0000 7.2414  -0.6877 0.0000 0.9985
1.0000 7.7241 -0.7622 0.0000 -0.9868
1.0000 8.2069 0.6052 0.0000 0.9635
1.0000 8.6897 0.8277 0.0000 -0.9290
1.0000 9.1724  -0.5156 0.0000 0.8835
1.0000 9.65562  -0.8835 0.0000 -0.8277
1.0000 10.1379 0.4199 0.0000 0.7622
1.0000 10.6207 0.9290 0.0000 -0.6877
1.0000 11.1034 -0.3193 0.0000 0.6052
1.0000 11.5862 -0.9635 0.0000 -0.5156
1.0000 12.0690 0.2150 0.0000 0.4199
1.0000 12.5517 0.9868 0.0000 -0.3193
1.0000 13.0345 -0.1081 0.0000 0.2150
1.0000 13.5172  -0.9985 0.0000 -0.1081
1.0000 14.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000

azaz elttintek a nulloszlopok, tovabba most

R:
(1,1) -5.477225575051661
(1,2) -38.340579025361620
(2,2) 22.886526679430325
(1,3) 0.000000000000000
(2,3) -0.322889106626797
(3,3) 3.794172192299891
(1,4) -0.294848375488358
(2,4) -0.472995415319220
(3,4) 0.050539794599631
(4,4) 0.925404547815998
(1,5) 0.000000000000002
(2,5) -0.016583074284161
(3,5) -0.001411241706849
(4,5) 0.014990367882579

(5,5) 3.807820675782260
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vagyis A teljes ranga hiszen ¢ = 1,...,5-re R(i,i)# 0, s6t |R(i,i)| joval
nagyobb, mint max (max(abs(A)))*eps, a MATLAB eps allanddjaval. Az z;
keresett egyilitthatok format short-ban, sorvektorként :

X =
1.0000 -7.0000 9.0001 -3.9995 -10.9997

és részletesen, format long-ban a modellbe helyettesitve,

F(t) = 0.999278612142624 — 6.999921983825049¢ + 9.000048745094 798 sin(t)
—3.998880150713579 exp(—2t) — 10.999860811148945 sin(27t).

Megjegyezziik, hogy a fent hasznalt [C,R]1=qr(B,b) utasitisnak van egy
masik verzidja is :

[C,R,pl=qr(B,b, ’vector’);
x(p)=R\C;

amelynek hasznélatdkor R-ben a felesleges, csak kerekitési hulladékot tartal-
maz6 oszlopok hatra lesznek rendezve (a p vektor a permutaciorél 6rzi az infor-
maciot). Ekkor érdemes az R(1 : 3,1 : 3) dontd részmatrixot format long-ban
mutatni :

-3.872983346207417 -27.110883423451920 -0.298611571330939
0 16.733200530681508 -0.472988300683720
0 0 0.840101516036823

A p vektor viszont [ 1 2 4 3 5 ].

A vazolt két ut a legkisebb négyzetek problémaéja megoldasahoz a kovetke-
z6képpen értékelhets:

mig az n kicsi (mint gyakran mérési feladatok esetén), addig nem érdemes a
QR-felbontést bevetni (és annal inkabb nem a szingularis felbontast (MATLAB-
ban [U,D,V]=svd(A))), bar ez a felbontas adja a teljes informéaciot a legkisebb
négyzetek feladatarol, 1d. [32]), hanem a Gauss-féle normdlegyenleteket.

De ha rosszul kondicionélt a feladat, akkor a lehetséges nagy pontossagi
veszteség miatt, vagy azért, mert nagy n mellett esetleg az AT A nem is kisza-
mithato, inkabb a hagyomanyos vagy a Q-nélkiili QR~felbontést alkalmazzuk,

keriil, és csak a QR-felbontas marad.

A totdlis legkisebb négyzetek mddszere abboél indul ki, 1d. pl. [14], hogy hibak
A-ban is lehetnek. Ilyen helyzettel gyakran lehet talalkozni. Konyviinkben
pl. a 4.4.3 részben kozel vagyunk ehhez, hiszen ott a (4.41)-(4.43) parcialis
differencidlegyenletekbdl allo rendszert véges differencidk segitségével linearis
algebrai rendszerrel helyettesitettitk (bar ott végiilis nem az egyenlet yp,-nak
nevezett megoldasat keressiik, hanem a rendszer egyes — nemlineérisan kihato
— paramétereit). Es az ottani rendszerben még a differencialoperator is csak
kozelités lehet, pl. d% helyett valojaban a 2= (d(z)3%) kifejezés kellene a fizikai
folyamat jobb leirdsahoz.
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Az ilyen problémak tipikusan diszkretizacioval keletkeznek differencidlegyen-
letekbdl és altalaban még érzékenyebbek, mint a szokasos legkisebb négyzetek
feladatai. Emiatt ekkor (4.6) minimum-megfogalmazasa nem (4.5), hanem

L(E,x,7) = [[(A+ E)z — b|* + | ElfF + (| L[5 — 6*) > min 1, (4.9)

ahol v a Lagrange-multiplikatort és F' a Frobenius-normdt jeloli, tehat a matrix
elemei négyzetosszegének a gyokét. Tovabbé, F az A méatrix hibait adja, mig L
az ||Lx|2 < § mellékfeltételbs] szarmazik, amelynek jelenléte gyakran azt biz-
tositja, hogy a feladat egyaltalan megoldhat6 legyen, és ebben L legtobbszor a
szamitogépes grafikdbol is ismert diszkrét Laplace—operator, § viszont hibapa-
raméter, amely néha fizikai meggondolasokbol kaphat6, méskor értéke a feladat
része.

Ld. [10], és [12], [13]. Ezek a mtivek a lineéris, igen rosszul kondicionalt
feladatokrol szolnak, és a [13] alatt talalhaté programcsomag tartalmaz egy
csomd hasznos m-fajlt a (4.9)-cel kapcsolatos feladatok megoldasahoz. A sokféle
alkalmazas, amely ide sorolhat6, pl. a visszafelé megoldandd hévezetési egyenlet
(1d. 4.4.4. pont), vagy bizonyos (an. elséfaji) integralegyenletek megoldasa, vagy
torzitott (digitalis) abrak feljavitasa (,deblurring”).

Az utébbi alkalmazasra gondolnak [22]-ben is, ahol (4.9) megoldasat linearis
egyenletek egy sorozatara meg kétvaltozos Newton—iteraciokra vezetik vissza.

4.1.2. Gradiens modszerek

Amennyiben egy f valos fiiggvényt kell pl. minimalizalni, és van okunk feltenni,
hogy f folytonosan differencialhato, akkor a derivaltja bizony segitségiinkre le-
het, hiszen amikor |§z| — 0, akkor

f@+6z) = f(2) + (f'(z) + O(w(|62])))6x = f(z) + ['(z)dz + o|x|)

(ahol w az f folytonossdgi modulusa) alapjan varhatjuk, hogy egy adott x-nél
f(z + 0x) kisebb lesz f(x)-nél elég kicsi |dz| és f/(x)dx < 0 esetén (vagy ha pl.
dx = —t- f'(z) és t > 0 elég kicsi). Igy indulhatunk egy dz = dxo-val, és ha
f(z+ 0x0) > f(x), akkor vessziik dxg helyett dxo/2 és probalkozunk djra stb.

Ezen eljaras altalanositdsa a fontosabb n-valtozos esetre, amikor z =
(w1, 20)T, 02 = (§21,...,02,)T és f : R™ — IR, azon alapszik, hogy
ekkor folytonosan differencialhatd f-re igaz

_ of of
flz+d6x) = f(z)+ s oy + ...+ 8xn6xn + o(||0z||)
=: f(x) + (grad )T (z) - 6z + o(||62]]),
ahol || - || valamelyik IR™-beli norma és (Vf)(z) := (22, HEHT _

(grad f)(z) az f gradiense — amely f novekedésének irdnyaba mutat (tehat ek-
kor elényts dz = —t - (grad f)(z) elég kicsi t > 0-ra). Ezért a gradiens modszer
igy néz ki : Egy ¢ pontbdl és t > 0 értékbdl kiindulva szémitjuk £ = 0,1, .. .-re

f(ze), (grad f)(ze), mer1 = ze —t* (grad f)(ze), ha f(xer1) < f(ze),
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méskiilonben ¢ helyett probalkozunk pl. ¢t/2-vel stb.

Ezen modszer elénye egyszertisége, és az elsé néhany lépése gyakran gyorsan
csOkkenti az f értékét, tovabba, az egyik nagyon gyakori mellékfeltétel esetén,
hogy van egy korlatozo hipersik, mondjuk adott a egységvektorral és adott Hy
értekkel a mellékfeltétel (hasznalva az (-, ) euklideszi skalarszorzatot)

Ho(z) := (a,z) — Hy = Zaixi —Hy 20,

=1

konnyt dolgoznunk : ha a kovetkezd xpi1 = xp — t x go, ge := (grad f)(xy)
lépésben az aktualis ¢ > 0-val a hipersikon ttullépnénk, tehat H,(z;) > 0, de
Ho(2041) <0 (és f(xe) > f(2e41)), akkor a

Ha(l'é - S *92) = Ha(-rl) - S(Oé,gg) =0

feltételbsl meghatarozhatjuk azt az s € (0,t) értéket, amivel éppen elérjiik a
hipersikot, mert ekkor ¢ > 0 és 0 < Hy(x¢)— Ha(xo11) = t(a, go) mutatjak, hogy
(ayge) > 0. A hipersik elérése utan azonnal tehetiink egy lépést a hipersikon
beliil : a g, gradiens helyett annak a hipersikba val6 gy — (o, g¢) projekciojaval,
vagyis a

Tog1 1= Tp — S*Go, Togo = Toq1 —tx (g0 — (@, go)v)

lépésekkel és megfelels 6 t > 0-val.

Altalaban a gradiens modszer problémaja viszont a t helyes valasztasa. To-
vabba, ha a minimalizalando fiiggvény domborzatédnak mély volgyei vannak (ami
nem is ritka eset), akkor a programunk gyorsan lelassulhat és akar végtelen cik-
lusba keriilhet.

Egy tovabbi probléma maga a gradiens. Ha lehetséges, szamitsuk ki ana-
litikusan. De ha f bar analitikusan adott csak nincsen a MATLAB symbolic
toolbox-a, vagy ha mar f is egy Osszetett program eredménye, akkor a gradiens
legtobbszor csak véges differenciakkal kozelithetd, pl.

of _ f@+hiei) — f(x)
&ri - hz ’

ahol h; > 0 alkalmas szam és e; az i-edik koordinata egységvektor. Amennyiben
itt a differenciak h; lépestavolsidga tul nagy, akkor rossz az approximécié, ha meg
tal kicsi, akkor a kerekitési hibak miatt az eredménynek semmi koze az igazi
gradienshez.

A véges differenciak hasznalataval altalaban n f-kiértékeléssel novekszik a
munka, és tulajdonképpen azoknak a derivaltak nélkiil dolgozé programoknak
a kozelébe keriiltiink, amelyek ciklusban valtjak a koordinata iranyokat és 1-1
lépésben azt nézik, hogy balra vagy jobbra lépve cstkken-e a fliggvényérték?
(Megfelels lépéshossz stratégia mellett ez egyébként elég hatékony is lehet.)

A t lépésparaméternek van értelmes valasztésa, ha tobb informécio all ren-
delkezésiinkre.
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Vegylik els6nek azt az egyszert esetet, amikor f méasodfoki polinom :
2 .. 3 b
f(z) = az® 4+ bxr+c¢, ahola >0, a minimumhely tehat z, = ~3g’ (4.10)
a

és xo a minimumbhely kozelitése, pl. g < z.. Ekkor gy = 2azo + b = (2az, +
b) + 2a(xo — xx) = 2a(xp — xx) < 0 63

X1 =x0 — tgo = xo — 2at(Tp — T4) = T,

amennyiben ¢t = 1/(2a). Ennek altalanositasa az n-valtozos esetre, amikor x, dx
oszlopvektorok és f kétszer folytonosan differencialhato vektorfiiggvény, H(x) a

(szimmetrikus) Hesse-mdtriz, H(z) = (hij(v))} ;=1 = (Maj—af%(x)) ~, akkor

flz+dz) = f(x) + ((grad f)(x), dx) + %(H(m)éac, ox) +o||ox|*)  (4.11)

a megszakitott Taylor—sor. A (grad f)(zo) = go jeloléssel kapjuk

t2
f(xo = tgo) = f(zo) — tllgol|* + §(H($o)go,go) + o(t?).

Alljon rendelkezésiinkre az a tovabbi informacio, hogy a Hesse matrix pozitiv

definit is minden z-re (ami a minimum létezését biztositja), valamint hogy A(z)

legnagyobb sajatértékének ismeriink egy A fels6 becslését :

Az) <A, minden z € R -re.

Ekkor t < 1/(2)\) valasztassal, ha \ elég nagy, kozelebb keriiliink a minimum-
helyhez és nem lépiink tul rajta.

Befejezésiil kozoljik a klasszikus golden sectioning modszer goldensearch
programjat (ez a modszer a keresési intervallumot mindig az aranymetszet
szerint osztja fel, 1d. [7], 53. o.), amelyben a gradiens modszernek minden
XTp — Xpp1 = Tp + € x vy lépéséhez a vy keresési iranynak a v, := —(grad f)(xy)
negativ gradiens aktuélis értékét vessziik és a t paramétert optimalisan valaszt-
juk meg :

function [x,fval,t,funev]=goldensearch(fname,x,v,dt0,epst,epsf)

% vonalas kereses a g(t)=fname(x+t*v) nemnegativ f'"uggvenyre aranymetszettel
/)

% Hivasa :

% [x,fval,t,funev]=goldensearch(fname,x,v,dt0,epst,epst)

% ahol bemeneten:

% fname - a minimalizalando f'"uggveny neve (karakterlanc!)

% x - a kereses kezdeti erteke (f argumentuma, x: n-dim., f: m-dim.)
% v - keresesi irany

% dt0 - a lepestavolsag kezdeti erteke (pl. le-3, vagy le-4 stb.)

% epst - kilepesi feltettel: abs(dt)<epst*(1l+abs(t))
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% epsf - kilepesi feltettel: abs(f)<epsfx*(l+abs(£0))
% a kimeneti parameterek viszont:

% x - az optimalis x+v*t

% fval - a hozzatartozo f-ertek

% t - az optimalis t

% funev - a f'"uggveny kiertekeleseknek a szama

t0=0;

f (1)=norm(feval (fname,x+v*t0)) ;£00=f (1) ;
disp([’£0=’,num2str(£00,°%1.17g’)1)
t1=t0+dtO0;

f(2)=norm(feval (fname,x+v*tl));
fO=max (f) ;

if £(2)>f(1)
s(1)=t1;s(2)=t0;
dt=-dt0;t=t0;
ft=£(2);£(2)=£(1);f(1)=ft;
else
dt=dto0;
t=t1;
s(1)=t0;s(2)=t1;
end
ga=(1+sqrt(5))*0.5;
for i=3:50
dt=dt*ga;
t=t+dt;
f(i)=norm(feval (fname,x+v*t));
s(i)=t;
if f(i)>=f(i-1)
break
end
end

£3=£(i);£f2=£(i-1);f1=£(i-2);
s3=s(i);s2=s(i-1);s1=s(i-2);
sg=sign(dt);

t=t-dt;
gal=(sqrt(5)-1)*0.5;
dt=gal~2x*dt;

while abs(s3-s1)>=epst*(l+abs(s3)+abs(sl)) && min([f1,£f2,£3])>=epsf*(1+£0)
t=t+dt;
ft=norm(feval (fname,x+v*t)) ;
i=i+1;
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if ft<=£f2
if (t-s2)*sg>0
f1=£2;s1=s82;
else
£3=£2;s3=s2;
end
f2=ft;s2=t;
dt=sg*abs (dt) *gal;
else
if (t-s2)*sg>0
f3=ft;s3=t;
else
fi1=ft;sl=t;
end
t=s2;
dt=-sg*abs (dt)*gal;
end
end
s=[s1,s2,s3];
f=[f1,f2,f3];
[f,in]=sort(f);
t=s(in(1));
X=X+Vv*t;
fval=f(1);
funev=i;
disp([’f=’ ,num2str(fval,’%1.17g’),’, rel. javitas: ’,...
num2str ((£00-fval)/£00),’, x=:"])
disp(num2str(reshape(x’,4,4),°%1.15g’)) J specialisan 16 x-komponensre

A végén szerepl reshape utasitas megfelelGen megvaltoztathato, ha nem pl. 16,
hanem més a mindenkori x-vektor dimenzidja : a cél egy kompakt és konnyen
attekinthetd mezd a képernyén.

4.1.3. Newton-féle modszerek

A Newton—modszer egy valos f fliggvény gyokének meghatarozasara jol ismert.
Egy x¢ kozelitésbdl kiindulva lépiink igy :

_ flze) _
Top1 = Tp — F(ze) £=0,..., (4.12)

és néhany feltétel teljesiilése esetén, mint f'(x) # 0 (Id. pl. [32], 6.4.1), ez
konvergal is a gyokhoz.
Amikor ezt a modszert f’ gyokeinek meghatarozasara alkalmazzuk,

()
f”($l),

Toy1l = Tg £=0,..., (4.13)
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akkor a — J{///((Zi)) valtozast az x, approximéaciéban nevezzilkk Newton—Ilépésnek.

A (4.13) modszerhez mindjart hozza kell tenni, hogy f'(x) = 0 csak sziikséges
feltétele a minimumnak, mert maximumot és inflexiés pontot is jellemez ez a
feltétel, és mellékfeltétel jelenlétében (mint ha pl. pereme van a keresési tarto-
méanynak : & > 0) még f'(x) > 0 is lehet érvényes a minimumhelyen. Emiatt a
talalt pont kornyezetét kell vizsgalnunk, hogy tisztazzuk ezeket az eshetGségeket,
pl. f"(zx) vizsgalataval.

A t6bbvaltozos esetben a Newton—modszerek alkalmazasa minimumkeresé-
sére is a (4.11) dsszefiiggésen alapszik. Ehhez ott a o(||dz|?) tagot elhanyagoljuk
és a tobbi tagot a dx = (dz1,...,0z,)T vektor komponensei szerint derivaljuk.
De el6szor probaképpen vizsgaljuk az

g1 1 1 hiix1 + h12$2) (901))
c+ , + = , 4.14
((92) (502)) 2 ((hmm + hasxa )’ \x2 (4.14)

2 2
1
c+ E 9iTi + 3 E (hj1x1 + hjozo)x;

i=1 j=1

f($1; $2)

1
c+ (g1x1 + goxa) + 3 [(h11z1 + hioz2)x1 + (harz1 + hooza)xs]
mésodfoku fiiggvény (amelyben ¢ = £(0,0)) derivalasat
x1 szerint :
of 1
Do 0+ g1+ B [(2h11z1 + hiaz2) + (horz2)] = g1 + [hi1z1 + hiaza],
1
H szimmetridja alapjan (hia = ha1);
és xo szerint :
of

1
Dos 0+go+ 3 [(h1221) + (hor1 + 2how2)] = g2 + [ho121 + hooxa],

itt is felhasznalva a szimmetriat. A két relaciot érdemes vektoralakban Ossze-

foglalni :
Vf=g+He, z= (ml),gz (gl).
T2 92

Igy Vf=gradf =0 € R", n =2, ha Hx = —g. Ez a relacio tehat jellemzi a
minimumbhelyeket is, és dltalanos n-re is fennall. Ha pl. n = 1, akkor 1d. (4.10).
Emellett a (4.14)-bol valo levezetés maximumhelyekre és nyeregpontokra is ve-
zethet, és a masodfoku fiiggvényeknek az igy kapott minimuma, ill. maximuma
globalis szélsGértékei.

Szemléltetésként annak, hogy grad f = 0 € IR" nemcsak minimumbhelyet
hatarozhat meg, nézziik a kovetkezd paraméteres esetet, ahol n = 2 és ¢ =
£(0,0)=0:

F(@)=(9,) + 5 (o, 2), o= (5”1) g= <_21) Hyy= (_51 _tl> . (415)
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t=2: minimumhely, min=-2.5 t=1: elfajult eset, min=—50.5
50 50

)

/mi
-50 -50
-50 0 50 -50 0 50
t=0: nyeregpont, f(0,0)=0 s=-1, t=—2: maximumhely, max=6.5
50

50

-50
-50

)
1

0
0 -50 0 50

4.1. dbra. A (4.15) fiiggvény viselkedése az origé kornyezetében (s=1 fent és a
bal lenti részabrén)

Ehhez 1d. a 4.1 dbrat. Megemlitjiik els6nek, hogy a szinskala jet volt, azaz
a kék alacsony értéket mutat, a piros magas értéket. Ezzel a minimumhely,
a nyeregpont és a maximumhely mar jobban elképzelhets. De az elfajult eset
tovabbi magyarazatot kivan.

Ott tehat s = 1, ¢t = 1, vagyis Hy; = H11 = <_11 *11
a lent kozolt MATLAB-szoveg teljesen értelmesen itt azt mondja, hogy x =
(Inf, Inf)T). Ha z. = (1,1)T, akkor Hy 12, = (g), mas szoval, a zérd sajatér-
tékhez x, a sajatvektor, amelynek r*x, irdnyaban f(r*x.) = r(g,z+) = r (mert
esetiinkben (g,z.) = 1), és igy, ha —oo-hez tart r, akkor f(r x x.) is ezt teszi.
Ezért ekkor a fiiggvény minimuma az dbrazolasi tartoméany (vagy a mellékfelté-
tel) peremén fekszik. A minimumértékének és -helyének az 21 = —50, z2 > —50
és o = —50, x1 > —50 félegyeneseken utanaszamolva kideril, hogy az érték az
abran egzakt, a hely pedig (—50, —49).

Végiil, a nyeregpont esetén vannak maximumok és minimumok az abrazolési
tartomény peremén, de azok megint nem kapcsolédnak grad f = 0 € IR"-hez :
ez a relacié csak az origoban, a nyeregpontban all fenn.

) szingularis (és

Most az x szélsGérték helyeket szamittatjuk ki MATLAB-bal a 4.1 abra négy
esetében :

>> s=1;g=[2 -1]’;for t=2:-1:0,H=[s -1;-1 t],la=eig(H),x=-H\g,end
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H =
-1
-1 2
la =
0.381966011250105
2.618033988749895
X:
-3
-1
H =
-1
- 1
la =
0
2

Warning: Matrix is singular to working precision.

X:
Inf
Inf

-0.618033988749895
1.618033988749895

-1 -1

73
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la =
-2.618033988749895
-0.381966011250105

Eszerint az x = (—3, —1)-beli minimumhely globalis, és értékét kiszamolva s =
1,t = 2 mellett kapjuk f(—3,—1) = —2.5, mint az els§ részabran, mig s =
—1,t = —2 mellett adja az f(5,—3) = 6.5 globalis maximumot, 1d. az utolso
részabrat.

Most, ha figyelembe vessziik, hogy altaldnos f fliggvény esetén H és g fligg-
nek z-t6l, akkor (4.13) mintajara kapjuk, hogy

Topr = a0 — H N (zo)g(ze), £=0,.... (4.16)

A 0z := —H (x¢)g(x¢) vektort ekkor joggal nevezhetjiik Newton—Iépésnek, vo.
(4.13)-mal (dx nyilvan fiigg ¢-t8l, de azt nem jeloljik).

(4.16)-ban H~! persze nem az inverz matrix kiszdmitdsat, hanem a MAT-
LAB ,backslash” operator hasznalatat jelenti. (4.16) levezetéséhez tjra (4.11)-
hez fordulunk (ahol a o(||dz||?) tagot elhanyagoljuk). Ezt §z komponensei sze-
rint derivalva kapjuk a Vf = 0 € IR" sziikséges minimumfeltételt akkor, amikor
dx = —H™1g, és visszahelyettesitve (4.11)-be (ott a o(||dz||?)-et elhanyagoltuk),
x = xy-re latjuk, hogy x¢41 := x4 + da-re éppen (4.16) adodik.

A Newton—modszer elénye, hogy bizonyos feltételek teljesiilése mellett ma-
sodrendi konvergenciat biztosit (1d. [32], 6.4.1-2.). Hatranya az, hogy altalaban
csak lokalisan, azaz elég jo kiindulasi xy mellett konvergal. Ekkor segithet egy
t > 0 paraméter bevezetése (4.16)-ba :

Top1 = a0 —t- H YNap)g(xe), £=0,..., (4.17)

ahol a t paramétert elég kicsinek valasztjuk, vagy pedig minden /-re egydimen-
zi6s minimum kereséssel hatarozzuk meg, mint a gradiens modszereknél. Még
hatékonyabb lehet a Newton—modszer kombinacidja a gradiens modszerrel :

XTpr1 = xe — s - grad f(xg) — ¢ - Hﬁl(zg)g(zg), {=0,...,

ahol most a két s,t paramétert kell lehet6leg jol meghatarozni. Ezt teszik loka-
lisan egy megbizhatonak itélt kornyezetben a ,trust region”-modszerek, 1d. [26],
[7], amelyek a megbizhaté kornyezetet minden lépésben korrigaljak.

A Newton—modszer nyilvanvaldé masik hatranya, hogy itt, minimum keresés
esetén, még a masodik derivaltak is kellenek, vo. a gradiens moédszereknél az
els6 derivaltakrol mondott széveggel, 1d. 67. oldal.

A (4.16) Newton—moddszer hasznalatahoz tartozik az a tapasztalat, hogy
(akar az egyvaltozos esetben, 1d. [32]) nem elényds, tul nagy Newton—lépést meg-
engedni, pl. azért, mert az f kozelitése masodfoku fliggvénnyel varhatdéan csak
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20
15/

101

-10F

-15F

-20
-20

4.2. abra. A 1022 — 11zy + 4y? fiiggvény szintvonalai, Hesse-matrix sajatértékei

A1 & 147004, X2 & 26.52996, sajatvektorai v(H) a (T001096) (2) & (7 085990)

xp kicsi kérnyezetében jo. Emiatt is javasolhatd a (4.17) csillapitott Newton—
modszer.

A gradiens modszereknél emlitett mély volgyekben a Newton—modszer
egyébként képes egy nagyobb lépést megtenni a volgy lejtésének iranyaba (amire
a kévetkez6 pontban visszatériink), de esetleg nem jut a volgy aljara. Emiatt is
gyakran érdemes a két moédszert kombinalni.

4.1.4. Optimalizalasi feladatok érzékenységérdl és a mini-
mumbhely hibabecslésérdsl

Ez a fontos téma arrél szol, hogy az optimalizaland6 valtozok koziil melyik
milyen mértékben hat ki a célfiiggvény értékére (illetve a mellékfeltételekre).
Ez bonyolult lehet, ha nem éppen a linearis legkisebb négyzetekrsl van szo.
Amikor a célfiiggvény (mint (4.2) esetén) négyzetes polinom, az érzékenységet
kénnyd elmagyarazni, 1d. a 4.2 abrat.

A donts a Hesse-matrix teljes sajatérték feladata.

Mivel minimumot keresiink, kizarhatjuk azt az esetet, amikor minden sajatérték
negativ (tehat amikor a Hesse-matrix negativ definit). Ha negativ és pozitiv
sajatértékek is vannak, akkor nyeregponton vagyunk és a negativ sajatértékek-
hez tartozé sajatvektorok iranyaiba kell menni a minimumkereséshez. Mindkét
eset nem fordul el§ a legkisebb négyzetek feladatanal (de altalanos fiiggvény
minimalizalasa kézben nem ritkak ezek az esetek).
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Amennyiben a Hesse-matrix szemidefinit, akkor a nulla sajatértékhez
tartozd sajatvektorok irdnyaiban a célfiiggvény nem valtozik, a minimum-
feladatnak végtelen sok megoldésa van. Végiil, ha a Hesse-matrix pozitiv defi-
nit, akkor a minimum feladat érzékenysége értelmezhets :

a legkisebb sajatértékhez tartozo sajatvektor iranyaban a célfiiggvény a leg-
lassabban valtozik, tehat abban az irdnyban a legkevésbé érzékeny (ld. v(M-et
a 4.2 abran, kozben ebben az irdnyban nehéz lehet a minimumot pontosan
meghatarozni). Megforditva, a legnagyobb sajatértékhez tartozo sajatvektor
iranyaban a célfiiggvény a leggyorsabban valtozik (Id. v(?)-t a 4.2 abran), tehat
abban az irdnyban a leginkabb érzékeny a célfiiggvény (kdzben ebben az irany-
ban kénnyt a minimumot meghatarozni, pontosabban : a volgy aljara jutni).

Az ilyen helyzet akkor problémés, amikor a Hesse-mdtriz rosszul kondicio-
ndlt, tehat az abszolutértékben legkisebb és legnagyobb sajatértékek tobb nagy-
sagrendben kiillonboznek. A gradiens modszereknek ehhez is koze van (anél-
kiil, hogy a Hesse—maétrixot hasznalnak fel), mert a rosszul kondicionalt Hesse—
matrix azt jelenti, hogy a fiiggvény domborzatéan ekkor azok az utolso két pont-
ban emlitett mély volgyek vannak (amir6l a 4.2 abrank csak enyhe benyomast
ad), és ekkor a gradiens leggyakrabban kozel meréleges a volgy aljanak iranyéara,
azaz az abran v(?) iranyaba mutat.

Viszont a Newton-modszer éppen a Hesse-matrix inverzét hasznélja, amely-
nek sajatértékei az eredeti matrix reciprokai, igy felerdsiti nagy mértékben a
gradiensben 1év6, a volgy iranyaba (az abran v irdnyaba) mutaté komponen-
seket.

A MATLAB-nak nincs kész programja érzékenységi vizsgalatra a fenti érte-
lemben, 1d. pl. 2012-bdl a [24] hivatkozast (az ott emlitett fmincon program az
optimization toolbox elsének javasolt programja). (De ld. a [9] internetol-
dalt, ha differencidlegyenletek rendszereinek a paraméterei szerinti érzékenysé-
gérdl van sz0).

Az irodalom alapjan elmondhat6, hogy az érzékenységi vizsgalat megfele-
16en kezelhets a legkisebb négyzetekre (ahol AT A a Hesse-matrix) és a linearis
programozéasra, 1d. pl. [2§].

Az altalanos nemlinearis minimalizalas esetén érdemes nehezségek feltiiné-
sekor — a nem kielégitd, itt most az xg oszlopvektorral jelolt végss ,,megoldas”
alapjan — a neki megfelel6 H(xz() lokalis Hesse—maéatrixot pontosan vagy koze-
lit6leg kiszamitani. Nagyméreti feladatok esetén ez problémés lehet, hiszen
n(n—1)/2 masodrendd derivaltrol van sz6, majd H(xg) teljes sajatérték felada-
tat kell megoldani.

Ezutan a sajatvektorokat érdemes lehet 5 csoportra osztani:

— negativ sajatértékekhez tartozé sajatvektorokra;

— azokra, amelyek a legkisebb pozitiv sajatértékekhez tartoznak (ezek a leg-
inkabb érzékeny iranyok, kozben ezekre a célfiggvény a legkevésbé érzékeny);

— a kozepes pozitiv sajatértékekhez tartozokra;

— azokra, amelyek a legnagyobb pozitiv sajatértékekhez tartoznak (ezek a
legkevésbé érzékeny iranyok, kozben ezekre a célfiiggvény a legérzékenyebb);

— végiil, a nulla sajatértékekhez tartozo sajatvektorokra.
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A pozitiv sajatértékek harom csoportra valdé beosztasa azt a célt szolgalja,
hogy a hozzatartozo alterekben futdé minimalizalasi feladatok kondicionéltsaga
lényegesen javuljon.

Amikor minimalizalasi feladatunk nemlinearis legkisebb négyzetek alakjaban
meg van fogalmazva :

1 & N
f::§;fi(x)2, f; + R"—> IR, (4.18)

akkor az érzékenységi vizsgalatnak egy lehetséges programjiahoz fontos tudni,
hogy itt is a Hesse-matrix szimmetrikus, de két részbdl all (1d. [32]) :
H(z) = G+ f"(z) f(2),
—~ fi

Gx) = (f'@)"f' (@), f"(@) f(2) = Due)i =1 Pre = Z =5 fil@).

20Ty

Ez magyarazza a kovetkez6 programot :

function [V,S,neg,posl,pos2,pos3,nul,g,deltal=sensib(fname,x,epsi)

% Az "fname" f"uggveny erzekenysege x-t"ol

%

% Hivasa :

% [V,S,neg,posl,pos2,pos3,nul,g,delta]=sensib(fname,x,epsi)

% ahol

% fname - a f'"uggveny neve, sztring

% x - az aktualis argumentum

% epsi - a veges differenciak lepesk'"oze

% V - a n"ovekv"o sajatertekek szerint rendezett sajatvektorok matrixa
% S - a n"ovekv"oen rendezett sajatertekek

% neg - a negativ s.e.-k indexei

% nul - a nulla s.e.-k indexei

% posl - a kis pozitiv s.e.-k indexei

% pos2 - a k"ozeps"o pozitiv s.e.-k indexei

% pos3 - a nagy pozitiv s.e.-k indexei

% g - fname gradiense x-ben

% delta - a Newton-lepes, |deltal a minimumhely hibaindikatora
% (ha a Hesse-matrix poz.def.), vagy -1

fO0=feval (fname,x) ;
m=length(£0);
n=length(x);

G=zeros(m,n);
F=zeros(n,n);
H=zeros(n,n);
g=zeros(n,1);
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for i=1:n
dx=epsi*max(epsi,abs(x(i)));
Xp=X;
XM=X;
xp(i)=xp(i)+dx;
fp=feval (fname,xp) ;
xm(i)=xm(i)-dx;
fm=feval (fname,xm) ;
G(:,1)=0.5%(fp-fm)/dx; % G i-edik oszlopa
g(i)=G(:,1i)’*£0;
Hii=(fp-2*f0+fm)/(dx"2);

F(i,i)=Hii’*f0; % f"f f"oatloja

for j=i+1l:n % £"f fels"oharomsz"ogenek kiszamitasa
dxj=epsi*max(epsi,abs(x(j)));
X=X ;

xm(j)=xm(j)+dxj;
fj=feval (fname,xm) ;
XIM=Xp;
xm(j)=xm(j)+dxj;
fm=feval (fname,xm) ;
Hij=(fm-fj-fp+£0)/(dx*dxj);
H(i,j)=Hij’*£0;
end
end
F=F+H+H’ ;
G=G’*G;
disp([’A Hesse-matrix 2 reszenek normai: ||G||=’,num2str(norm(G),’ %0.5g°),...
>, |IF| 1=’ ,num2str (norm(F),’ %0.5g’)]1)
[V,D]=eig(G+F); % G+F a Hessematrix
[S,in]l=sort(diag(D));
V=V(:,in);
epsnm=10*eps*max(abs(S)); % nullanak tekintett sajatertekek k"usz"obe
neg=find (S<=-epsnm) ;
disp([’A negativ sajatertekek: ’,num2str(S(neg)’,’ %0.5g’)]1)
nul=find(abs(S)<epsnm) ;
disp([’A nulla k"or"uli sajatertekek: ’,num2str(S(aul)’,’ %0.5g’)]1)
pos=find (S>=epsnm) ; % azzal szamolunk, hogy mindig van poz. sajatertek!
disp([’A pozitiv sajatertekek: ’,num2str(S(pos)’,’ %0.5g’)]1)
np=length(neg)+length(nul) ;
pos1=£find (S(pos)<100*S(pos(1)))+np;
pos2=find (S(pos)>=100*S(pos(1)) & S(pos)<=0.01*S(n))+np;
pos3=find (S(pos)>0.01*S(n))+np;
posdef=£find (S>0);

if length(posl)==length(pos3)
if posl==pos3 & length(neg)>0 7% ritka eset
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if sum(S(pos1))>1000*abs (sum(S(neg)))
posi=[1;
else
pos3=[1;
end
end
end
if length(posdef)==n % pozitiv definit eset
delta=(G+F)\g;
else
delta=-1;
end

plot(0:n+1,zeros(n+2,1),’-k’,1:n,S,’*r?)

set(gca, ’fontweight’, bold’)

axis ([0 n+1 20*S(1) 1.05*S(n)])

title(’’’Erz’’ekenys’’egi saj’’at’’ert’’ekek’,’fontweight’,’bold’)
xlabel(’saj’’at’’ert’’ek indexe’,’fontweight’,’bold’)

Ezen program G(:, i)-t kiszamito sorahoz azt jegyezziik meg, hogy a derivalt ezen
kozelitése a szimmetrikus differenciahanyadossal masodrendd, 1d. [33], 11.4.1.
pontban (11.34), és kell is, hogy az legyen : méaskiilonben még abban az alap-
vetd esetben, amikor egy parabolikus feliillet minimumpontjaban vagyunk, nem
kapunk zérus gradienst!

Az epsnm kiiszobbértékben az eps a gépi epszilon.

A find parancsnak (ld. a magyar MATLAB-konyvet) tobb alkalmazasat is
tartalmazza a program, és a plot el6tti if length(pos)==n ... end sorok a
szlikebb értelemben vett érzékenységi vizsgélatnak felelnek meg, 1d. lent (4.20).

Ha a sajatvektorok (mint oszlopvektorok) matrixa V', akkor feltehetjiik, hogy
V = [Wi,...,Vs] (hiszen V-vel egyiitt VP is a sajatvektorok métrixa, ahol
P egy megfelel6 permutécios matrix), és ahol V; a fenti i-edik csoport sajat-
vektorainak felel meg, pl. V1 a negativ sajatértékekhez tartozé sajatvektorok
(rész)matrixanak, stb., V5 a nulla(-nak tekintett) sajatértékekhez tartozo sajat-
vektorok (rész)méatrixanak.

Mivel Hesse-méatrixunk szimmetrikus, érvényes

vai=vT=,...,V5)".

A kapott informéacio kétféle hasznositasat latjuk, amikor tovabbra is xg-val je-
16]jiik azt a pontot, amely a minimalizilas numerikus eredménye és amelyben az
érzékenységi vizsgalatot folytattuk le a H(xzg) Hesse-matrix alapjan a sensib
programmal :

1) Nem kivanjuk az egész minimalizalasi feladatot ugy atfogalmazni, hogy
az optimalizalas csak valamelyik i-edik, ¢ = 1,2,3,4, altérben fusson, mert
az gyakran bonyolult lenne (holott ezzel a dontéssel lehet kapcsolatos némely
hatékonyséagi veszteség is).
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Vs-tel nem érdemes foglalkozni, de ha ez az altér tobbszor ugyanazokkal a
sajatvektorokkal fordul els, akkor ez azt jelenti, hogy az ismeretlenek ezzel adott
kombinéacioitol nem fiigg az £ és az optimalizalas!

Az 29 € IR" helyett egyszertien vessziik a minimalizalando6 fliggvény argu-
mentumaként V;(V;Txg). Ekkor a program kap egy altérbeli n-dimenzios kezdeti
vektort, éppen = = V; (VT xq)-t, munka kdzben kiléphet az altérbsl, de amikor
valamelyik z € IR” pontban fiiggvényértéket kér, azt elgszor = = V;(V,12) segit-
ségével visszavetitjliik az altérbe. Ez egyszertibben programozhaté. Képletben:

az eredeti © — F(z) behelyettesités valtozik y = Vi(V'z) — F(y)-ra.

Az i indexet nyilvan ciklikusan valtoztatjuk, elGszor a negativ sajatékeknek
megfelel6 Vi-gyel definidlt alteret véve, ott lefut egy teljes minimalizalas, majd
folytatjuk Va-vel és Vz-mal, végiil Vy-gyel. Ezutan lehetne elSlrésl kezdeni, de ne
felejtsiik, hogy a H(z¢) Hesse-matrix csak lokalis informéciot hordoz.

2. A V-vel lehet a v = V;(V.Tzg) irdnyt definialni és pl. a goldensearch
programmal (1d. 68. oldalt) a v-irdnyd egydimenziés minimum keresést inditani :

|f(zo +t-Vi(VExo))|| — min!, i=1,....4, (4.19)

persze mindig az zo-at feltjitva az éppen optimalis z¢+t-V;(V, 2) eredménnyel,
hiszen az optimalizalas a f6feladatunk.

Az ilyen teljes ,,V-ciklus” utan (beleértve, hogy ha valamelyik 4. altér iires,
akkor arra a konkrét i-re nem tesziink semmit) nem érdemes egy azonnali ijabb
érzékenységi vizsgalat, hanem inkdbb az optimalizal6 programot inditsuk be
djra.

A fenti ciklusokra egy alkalmazast adunk a 4.4.2. pontban, kezdve a 119.
oldallal, ahol viszont a V; altereket, miutan a g gradiens is rendelkezéstiinkre &ll,
még a Vj := span{g} altérrel kiegészitve, a Vp, . .., Vj altér-sorozattal dolgozunk.

Amennyiben a Hesse—maétrix pozitiv definit, akkor négyzetes f esetén az
xp kozelité minimumhely tavolsdga az z, pontos minimumbhelytsl a Newton—
lépésbdl adodik : ||dz||. Tehat ekkor az abszolutértékek |dx| vektora a mini-
mumbhely hibabecslése koordinatanként, v6. (4.16)-tal. Amikor f altalanos
fliggvény, akkor dx képlete

Sx = H Y (xg)g(xe), (4.20)

és mivel a Newton-lépés altalaban sem visz a minimumba és x,-t6l is fiigg, |dx|
legtobbszor nem hibabecslés, hanem csak hibaindikator az adott helyen, azaz
a hiba lehetséges nagysagrendjére mutathat ra.

Teszteljiilk ezt a sensib eljarast a 4.2 abran vizsgalt fiiggvényen, azaz
amikor (4.18)-ben f; = 23z — by), f2 = V2(z — dy), ahol d = (11 —
3v/39)/20, b = (33 + 1/39)/20 és kozelitésiink a minimumhelyhez [0.1, 0.2],
tovabba epsi=1e-4. Ekkor a sajatértékek ~ 0.735018, 13.264982, és a (4.20)
szerinti dz ~ (0.10000000171, 0.20000000139).

Mivel csak hibaindikatorrol van szo, azért érdemes, a (4.17) szerinti csilla-
pitasra gondolni, ill. méginkédbb (ha a H~!(zy) > 0 feltétel fennall) a V-ciklus
legelsS helyére egy dx-irdnyu vonalkeresést bekapcsolni.



4.2. HATIZSAK FELADATOK 81

Ld. a 4.4.3. pont végét is, ahol (4.20)-at egy paraméter meghatarozasi fel-
adatra alkalmazzuk.

4.2. Hatizsak feladatok

Most tekintsiink egy un. ,hatizsak” feladatot, 1d. tobb példat, algoritmust és az
elméletet [40]-ben.

Munkahelyiink és szamlank van, de olyan helyen kellene fizetniink, ahol csak
készpénzt fogadnak el, esetiinkben Gsszesen kb. 40 eFt-rol van sz6. A pénzauto-
mata kezelése el6tt gondolkodjunk réviden : ha pontosan 40000-et gépeliink be,
akkor lehet, hogy két 20 eFt-os bankjegyet kapunk, ami esetleg problémat okoz
majd. Inkabb vegyiink ki 39 eFt-ot (mig cimletek utan érdeklsds automéatak és
Eurok még nincsenek), akkor biztosan aprobb pénziink is lesz.

Ezzel sajat hatizsak probléménkat oldottuk meg. Most jon a pénzautomata
(aranylag egyszert) problémaja :

Van pénze ¢ = 1,...,n cimletben, amelynek értéke ¢; > 0, abbol adhat
x; > 0 darabot (ezeket a szamokat keresi) annak érdekében, hogy kifizesse a
kivant s > 0 Osszeget. Mind ezek a szamok egészek. Emellett azt a stratégiat
koveti az automata, hogy minél kevesebb banké keriiljon kifizetésre, vagyis egy
egészszamu optimalizalasi feladattal all szemben :

in = min ! (4.21)
i=1 h

z;,i=1,....,n
n
inci = S,
i=1
zi > 0, 1=1,...,n.

Ez tehat egy tipikus héatizsak feladat, amit még bonyolithatunk azzal az n mel-
lekfetétellel, hogy b; nemnegativ felss korlatok is vannak az x;-kre (példaul kevés
2000 forintosa van a minket remélhetéleg kiszolgald automéaténak) :

Az intlinprog fiiggvény, amely az R2014a MATLAB-verzi6 kidolgozasakor
az optimalizdldsi toolbox része lett, oldja meg a hatizsak és ennél altalanosabb
feladatokat. Alapesetben hivasa a kovetkezs :

[x,fval] = intlinprog(f,intcon,A,b,Aeq,beq,1lb,ub);

Ezt implementaljuk a kovetkezd m-fajllal, amelybdl a paraméterek jelentése is
lathato :

function [x,fval]l=mljegesz(s,ub)
% ATM feladata
)

% Hivasa :
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% [x,fvall=mljegesz(s,ub)

% ahol

% s - a kivant "osszeg

% ub - a fels"o korlatok vektora

% x - a megoldasi vektor (a kifizetend"o cimletek darabszama)
% fval - az egyenl"osegi feltetelre kapott ertek

if s<=0
error(’Adj be pozitiv kifizetend"o "osszeget!’)
end

£f=[20 10 5 2 1]; % cimletek eFt
n=length(f) ;

intcon=1:n; % Minden keresett valtozo egeszszam
A=[1;b=[1; % Nincsenek egyenl"otlensegi mellekfeltetelek
Aeqg=f ;beg=s; % Az egyenl"osegi mellekfeltetel Aeg*x=beq

lb=zeros(n,1); % Az also korlatok

[x,fval] = intlinprog(f,intcon,A,b,Aeq,beq,1lb,ub);

disp([’A megoldas: ’,num2str(x’,’%3.0f ’),’ darab’])
disp([’A cimletek: ’,int2str(f),’ eFt’])

disp([’A mellekfeltetelek teljes"ulnek: norma(Aeq*x-beq)=7,...

num2str (norm(Aeq*x-beq))])
x=x’;

Most mutatunk egy egyszerd példat az m-fajl alkalmazasara :

>> x=mljegesz(39,inf(5,1));

LP: Optimal objective value is 39.000000.
Cut Generation: Applied 1 gomory cut.

Lower bound is 39.000000.

Branch and Bound:

nodes total num int integer relative
explored time (s) solution fval gap (%)
2 0.00 1 0.390000E+02 0.000000E+00

Optimal solution found.

Intlinprog stopped because the objective value is within a gap
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tolerance of the optimal value;

options.TolGapAbs = O (the default value). The intcon variables
are integer within tolerance,

options.TolInteger = 1e-05 (the default value).

A megoldas: 1 1 1 2 0 darab
A cimletek: 20 10 5 2 1 eFt
A mellekfeltetelek teljes"ulnek: ||Aeg*x-beql||=0

Az Olvasonak vilagos, hogy esetiinkben a megoldas egyértelmii és gyorsan kisza-
mithato (4.21) miatt. De (4.22) bonyolitja a helyzetet. Lassunk néhény példat
erre :

>> x=mljegesz (39, [inf inf 0 0 1])
No feasible solution found.

Intlinprog stopped because no point satisfies the constraints.

Vilagos, hogy nem tudja kifizetni a 39 eFt-ot, mert csak 20 eFt-os és 10 eFt-os
és egyetlen 1000 forintos banko6ja van.

>> x=mljegesz (39, [inf inf 1 0 inf])

LP: Optimal objective value is 39.000000.
Cut Generation: Applied 1 gomory cut.

Lower bound is 39.000000.

Relative gap is 0.00%.

Optimal solution found.

Intlinprog stopped at the root node because the objective value is
within a gap tolerance of the optimal value;

options.TolGapAbs = O (the default value). The intcon variables are
integer within tolerance,

options.TolInteger = 1e-05 (the default value).
A megoldas: 1 1 1 0 4 darab

A cimletek: 20 10 5 2 1 eFt
A mellekfeltetelek teljes"ulnek: ||Aeq*x-beql|=7.1054e-15
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Az intlinprog program altal kinyomtatott informéciobol latjuk, hogy a
vizsgélt, aranylag egyszerd feladatunk megoldasa soran mar néhany alapvetd
fogalom és algoritmus sziikségeltetett.

Léassuk, hogy ezek mit jelentenek.

LP : linearis programozds, 1d. pl. [27]. Ez a feladat nincs messze (4.21)-t6l,
de a korlatozés egészszamokra hidnyzik. Ehelyett valos szamokkal foglalkozik.
Gyakran igy fogalmazzak meg :

n

T _§ R |

cCxr= C;jr; = max
Jj=1

(ASC)z = Zaijzj S bi, 1= 1,...,m (423)
Jj=1

Zj Z 0,]:1,

Itt is az x vektor komponensei keresettek, adottak a b és ¢ vektorok komponensei
és az A matrix elemei. A ¢z szam gyakran valamilyen termelési vagy szervezési
folyamat nyereségét adja, ez a célfiiggvény.

Elsének Kantorovics [17] foglalkozott ilyen feladattal, Dantzig javasolta a
Gauss eliminécioval kapcsolatban allo szimplez algoritmust (amely hires, mert
a legtobb alkalmazott linearis programozasi feladaton gyorsan adja a megoldast
és csak egyes specidlis problémékon nem képes erre), Karmarkar-ra [18] mennek
vissza a modern belsd pont médszerek, egy alapveté mi az egész témakdrrsl
itt [5];

Cut Generation : vagasok elsallitasa, 1d. [40], p. 105;

gomory cut : Gomory-vdgds, 1d. [40], p. 106. Ez a modszer az egészszamu
programozasi feladatot egy sorozat, kisebb dimenzi6ju, olyan linearis programo-
zési problémakra vezeti vissza (hipersikok segitségével), amelyekben mar nincs
az egész szamokra valo korlatozas (Gomory javasolta), igy bevethets a szimplex
vagy a belsépontos algoritmusok. Mas ilyen vagasokat is hasznal az intlinprog,
pl. a MIR-t (,mixed integer rounding”) vagy a . flow cover’t;

Branch and Bound : korlatozas és szétvalasztas, 1d. [40], p. 169 : egy, a
Gomory-vagashoz hasonlé, de altalanosabb elv optimalizalasi feladatok meg-
oldasara, nemcsak egészszamu feladatokra. Utobbiaknal azt jelenti, hogy az
egészszamu korlatozas nélkiili feladat megoldasa pontos alsé korlatot ad a cél-
fliggvény optimalis értékére, ezenkiviil szétbontja részfeladatokra arra tigyelve,
hogy a részfeladatok mellékfeltételeinek unioja sziikebb legyen, mint az eredeti
feladaté.

A jelenlegi pontban targyalt feladatok kore a pénautomataénal joval fajsi-
lyosabb kérdéseket is tartalmaz. Pl. indulna egy expedicié (akar egy hadsereg)
és felszerelések egész sorat kellene vinnie, amelyekbd]l mindegyiknek bizonyos
fontossaga (értéke) van : ez ¢;, kozben silya a; is van, i = 1,...,n. Ugyanakkor
van egy fels6 korlat az Gsszsilyra : b. ElGall tehat a dontési kényszer : adott
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targyat vigyiik (z; = 1) vagy pedig nem (x; = 0)? Matematikailag :
n

g CiTi = max !
‘ T, 1=1,...,n
1=1

n
E TiQ4
i=1

x; € {0,1}, i=1,...,n.

IA
o>~

Vilagos, hogy a maximumot tgy tudjuk keresni, hogy — Y .| ¢;z; minimumat
probaljuk meghatarozni.

4.3. Az utazoé ligynok

Ez egy hasonld, de gyakran lényegesen nehezebb feladat, mint az el6z6, 4.2-beli.
A 7 legnagyobb magyar varos (forrasunk : hu.wikipedia.org/wiki, 2013-as ki-
mutatas) mindegyikébe egyszer kell utaznia és kiindulasi pontjahoz visszatérnie
egy tigynoknek, mégpedig kocsival és ugy, hogy az dssztavolsag (km-ben, forra-
sunk az egyes varosok kozti tavolsdgokra : maps.google.com) minimalis legyen.
Az alabbi tavolsdgok természetesen kerekitett szamok, hiszen a varosok nem
pontok, és pl. Budapesten beliil is lehet 20 kilométert egy irdnyban kocsikazni.

varos/km | B.pest Debr. Misk. Szeged Pécs Gydér Ny.haza
Budapest 0 230 183 172 201 121 234
Debrecen 230 0 113 218 445 352 50
Miskolc 183 113 0 343 397 304 116
Szeged 172 218 343 0 189 286 395
Pécs 201 445 397 189 0 301 448
Gyor 121 352 304 286 301 0 355

Nyiregyhéaza 234 50 116 395 448 355 0

Mindenki megérti, hogy a feladat mintha igen egyszert lenne : elég az ir6asz-
talon végig probalni minden lehetGséget és a megfelels kilométereket dsszeadni.
De sajnos van n! lehetGség és kozismert, hogy ez gyorsan névekvs szam (koze-
lit6leg gy, mint (%)n, vagyis gyorsabban né n minden polinomjanal), amely
n = 7-re még csak 5040, de n = 10-re mar 3628800. Az egyre gyorsabb szami-
toégépekben bizva, els6ként felmeriilhet a kérdés, hogyan allitsuk el egyéltalan
azt az n! lehetGséget, a varosok szamoknak megfeleltetett Gsszes permutécioit?

Az utobbi kérdésre a valasz a kovetkezs m-fajl. Itt lesz nyilvanvalo egy masik
probléma : az m-fajl n *n! tarhelynél tébbet foglal le! Ez kérdésessé teszi, hogy
n=12-re még le tud futni a program, hiszen ekkor mar n x n! ~ 5.748e + 9.
(A szerz6 gépén mar az n = 11 eset sem futott le, de n = 10 igen.) Ehhez a
téméhoz 1d. [19]-et is.
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function A=faculty(n)

% Kiszamitja az (1,...,n) szamok n! permutacioit es A-ba rakja.
% Hivasa :

% A=faculty(n)

% ahol n vilagos, >=2

% A - olyan [nxn!]-meret"u matrix, amelynek oszlopaiban allnak a
% permutaciok

A=[1 2;2 1]; % a matrix n=2-re
if n==2
return
end
nf=2; I, a permutaciok szama az elejen
for m=3:n;
ml=m-1;m2=mi-1;
B=A4;
for i=1:mi
B=[B,A]; % m-szer rakjuk egymas melle az el"oz"o matrixot
end;
ek=m*ones(1,nf); % az m szam meg nem szerepelt
A(1:m,1:nf)=[ek;B(:,1:nf)]; % az 1. B-resz ele rakjuk ek-t
for i=1:m2 ¥, 1-1 B-resz sorai k"oze rakjuk ek-t
A(C:,nf*i+1:nf*i+nf)=[B(1:i,nf*i+1:nf*i+nf)  ;ek;...
B(i+1:ml,nf*i+1:nf*i+nf)];
end;
nfa=nf-1;
nf=nf*m; % a faktorialis kiszamitasa
A(:,nf-nfa:nf)=[B(:,nf-nfa:nf);ek]; % az utolso B-resz m"oge
end % is rakjuk ek-t

Ezutdn mar nem nehéz a dolgunk : a permutaciok birtokdban kiszamoljuk a
hozzatartozo Gssztavolsagot (Id. lent (4.27)). Igy n = 7-re egy pillanat alatt
megvan a megoldéas:

1-6-5-4-2-7-3-1, 1178 km, vagyis Budapest - Gy6r - Pécs - Szeged
- Debrecen - Nyiregyhéza - Miskolc - Budapest a legjobb valasztas - amit egy
tapasztalt logisztikus szakember varhatéan szamolas nélkiil is mondana. Mivel
itt egy korutazasrol van sz6, Budapest helyett az adott koron barmely més
varosbol is indulhatna az tigynok.

Feladat : Vegyiik hozza a kovetkezs 3 varost, Kecskemétet, Székesfehérvérat
és Szombathelyt, és erre oldjuk meg a feladatot!

A fent vazolt megoldési ut elénye, hogy kis n-re gyorsan adja a pontos meg-
oldast, ami nyilvanvaléan nem az egyetlen, mert ha forditott sorrendben vessziik
a varosokat, akkor ugyanaz a minimalis 0ssztavolsag jon ki, de més permutacio
tartozik hozzéa.

Annak érdekében, hogy a MATLAB intlinprog programot be tudjuk vetni
és nagyobb n-re, ha esetleg nem is optimélis, de elég j6 megoldast kapjunk,
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tesziink egy elss probélkozast arra, hogy megfogalmazzuk a feladatot a (4.21)-
(4.22) hatizsak feladat mintajara, a fenti tablazat szamait az A = (a ;) €
IR™™"™ matrixba rendezve (példankban persze eddig n < 7) :

n! n
Zl‘i Za(’/]('i)v’/]('i+)1) = min ! (4.24)
=1 j=1

zi,i=1,...,n!

n!
o= 1, (4.25)
=1

z; € {0,1}. (4.26)
Itt 2; dontési valtozo, v(;) = (l/ii), ce, I/»,(li)) az i-edik permutéacio, 1/7(31 = I/y),
fi= Za(,j]m’,j](i)l) (4.27)

Jj=1

az Ossztavolsag adott v(;) esetén.
Most emlékezziink a MATLAB intlinprog programjanak hivasara, 1d. a 81.
oldalt :

[x,fval] = intlinprog(f,intcon,A,b,Aeq,beq,lb,ub);

Ebbsl ugyan latjuk, hogy a (4.24)-(4.26) feladat megoldasara alkalmazhato a
program, de mivel az n! szerepel benne (pl. £ hossza ekkora, és az Osszes per-
mutéciot ismerniink kell), nem lesz hasznunkra a program, ha n nagy. De azért
nézziik meg, mit nyijt n = 7 esetén : az eredmény a pontos megoldas (a sorrend
ciklikus permutéacioja nem szamit),

x=[7 31654 2] a sorrend, az optimalis ssztavolsag : fval=1178 km.

Az n = 10 eseten mar egy picit ,,gondolkodik” a program, kb. 7.8 masodper-
cet, de megint adja a pontos megoldést, mig az £ vektor és minimalis kompo-
nensének kiszamitasa csak kb. 3.0 masodperc.

A fentiek utan vilagos, hogy nagyobb n-re (n > 10-re) sziikségiink van a
feladatnak olyan megfogalmazéasara, amely nem tartalmazza kozvetleniil az n!
szamot és az Osszes permutaciot. Ez pl. a kovetkezSképpen lehetséges :

ii“(m)fﬁij = _{njn n}! (4.28)

i=1 j=1 {wij,i,5=1,...,
zij € {0,1}, i,j=1,...,n, (4.29)
i=1,i#j

Yowy o= 1, i=1,...,n, (4.31)

j=1,j#i
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Itt az x;; szdmok keresettek, az optimélis utat adjak meg, mert definiciojuk,
hogy

{1, ha az optimalis ut vezet az i-edikbdl a j # i-edik varosba,
Tij = P
0, maskiilonben.
(4.32)

Igy (4.30) azt jelenti, hogy minden j-edik varosba az it vezet valamelyik (egyet-
len) i-edik varosbol, és hasonloan (4.31) azt jelenti, hogy minden i-edik varosbol
az ut folytatodik valamelyik (egyetlen) j-edik varosba.

(Zarojelben megjegyezziik, hogy bevezetve az n x n permutacios matrixokat
és P,-nel jelolve az Osszes ilyen métrix halmazat — ha pl. n = 3, akkor az Gsszes
permutéacio6 a

33 1 2 1 2
B=|1 2 3 3 2 1
21 2 1 3 3
méatrix oszlopaiban talalhato és a (3,1,2) permutacionak megfelel a Py :=
0 0 1 0 1 0
1 0 0],a(2,1,3)nakaP,y=FP:=|1 0 0],éP,={P,...,Pu}
01 0 0 0 1

—, akkor a (4.28)-(4.31) feladat egyetlen sorral helyettesithetd:

trace{ APT} = 511179 !
EPn

A kapcsolat (4.28)-(4.32)-vel ekkor az, hogy P = (xj), és a minimum-
kovetelménybdl a transzponalas elhagyhato, mert legfeljebb forditott sorrendben
keressiik fel az n varost.)

A (4.28)-(4.32) feltételeket az intlinprog program paramétereivé alakitva,
nagyon gyorsan valaszt kapunk, és aszerint az optimalis megoldasi ut hossza
899 km — ami gyants, hiszen tudjuk, hogy az optimalis 0ssztavolsag 1178 km.
Kideriil : nem zartuk ki annak a lehet&ségét, hogy az optimalis ut tobb kisebb
korbél all, esetiinkben : 1-6-1,2-3-7-2,4-5-4.

Ez ellen segitenek a kovetkezs egyenlStlenségek (Id. http://en.wiki-
pedia.org/wiki/Travelling_salesman_problem, de részletesebben érdemes
a [4] cikket elolvasni vagy [1] magyar forditasat, ahol a téma torténelmét bemu-
tatja a szerzd és 145 fontosabb irodalmi hivatkozést is ad), amelyekben az u;-k
mesterséges, un. ,slack” valtozok :

0, i=1,...,n—1, (4.33)
n—1, 1<i#j<n-—1. (4.34)

u; >
<

U; — Uj + TLZL'Z'j

Most minden készen all az intlinprog sikeres bevetésére. Paramétereinek ké-
szitésénél a kovetkezSket fogjuk figyelembe venni :

1. A (4.28)-(4.33) megfogalmazas egyszertisodik, ha x;; = 0-t hozzatessziik,
1=1,...,n;
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2. A felss és also korlatok egybe is tudnak esni (pl. éppen x;;-nél);

3. a matrixokat (kivéve a tévolsadgi A matrixot) érdemes ritkamatrixként
megadni.

Kezdjiikk a (4.28) bal oldalaval. Az A és X = (x;;) méatrixokat reshape-pel f
és x sorvektorokba rendezve (utébbit csak gondolatokban, és ennek n? kompo-
nenseihez még az n slack-valtozot kell betervezni), kapjuk a sziikséges Gsszeget,
pl. A — f esetén :

nn=n#n;
f=reshape(A,1,nn);

A (4.29) feltételt majd az alsé és felss korlatok megadasanal biztositjuk, és azzal,
hogy az intcom paraméternél az elsé n? valtozot egésznek jelentjiik be.
Most nézziik meg (4.30) atirasat. Itt jol jon a Kronecker—szorzat, pl. :

n=3;kron(eye(n),ones(1,n))

ans =
1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1

Ez altalaban mar n? * n elemet fog adni, és még az n slack-valtozok nincsenek

figyelembe véve. Ezért a fentiek helyett azt irjuk majd az altalanos esetben,
hogy

A1=[kron(speye(n),ones(1,n)),sparse(n,n)];

emlékezve arra, hogy a ritka, n X n-es nullmatrix (tréfasan lehetne mon-
dani : a ,létez6 semmi”) éppen sparse(n,n), és ahol speye(n) a ritka egy-
ségmatrix. Ekkor csak n? tarhelyet foglal el Al. A fenti n = 3 eset-
ben szorzata az ($11,ZE2,1,ZE31,...,ZE33)T oszlopvektorral (vagy altalaban az
(11, .+, Tn1,s .., Tnpn) L vektorral) lathatoan

n
ay=1, j=1,....n, (a;;=0),
=1

tehat (4.30).
Hasonloan kapjuk (4.31)-et :

n=3;kron(ones(1,n),eye(n))

ans =
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amely méatrixnak a szorzata az (v11, %21, %31, ..., 233)7 vektorral n = 3-ra
n
E .Z‘ij:L iZl,...,?’L, (acii:()),
Jj=1

tehat (4.31). Altalanos n-re a ritkamatrixti megfogalmazas :

A2=[kron(ones(1,n),speye(n)),sparse(n,n)];
Aeq=[A1;A2];

ami Gsszesen 2 x n? tarhelyet jelenti. Most fordulunk a (4.34) — z-ben lineéris —
egyenlStlenségek matrixahoz ((4.33) biztositasa az also és felsd korlatok dolga).
Ehhez az x vektorban els6nek rendezziik az x;; elemeket (és az i = j esetekre is
irunk — akar iires — egyenl6tlenségeket), majd az u;-ket :

nn=n*n;nl=n-1;

nll=ni-1;
C=[speye(nll),-ones(ni11,1)];C(n1,n1)=0;
B=C;
for i=1:n1-2
c=[[C(2:n1,2:n1),sparse(nll,1)];sparse(1l,n1)];
B=[C;B];
end
B=[zeros(n1,n1);B];
C=rot90(B,2); % Ehelyett flipup(fliplr(B)) lehetseges, de lassubb
B=B+C; % A slack valtozokkal foglalkozo matrix

ninl=ni*nil;
C=[n*speye(ninl) ,zeros(ninl,1)];
for i=1:n1
C=[C(:,1:(n-i)*n1) ,zeros(ninl,1),C(:, (n-i)*ni+1:nlnl+i)];
end
A=[C,zeros(ninl,n1),B]; % Az egyenl"otlensegi feltetelek matrixa

Ennek megértéséhez talan elég n = 4 esetén a 2. i-ciklus utani (és A=[C, ...
elstti) B,C méatrixokat telt matrixként megmutatni:

B =

R OOr P, P, O
|
Or OrFr Or O
B =, OO®RKr OO
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o
o

O O O O O O O O

O O O O O O O
O O O O O O OO
O OO O O OO oo
O O O O O O OO
O O O O OO OO
O O O OO O OO
O O O O OO O oo
O Ok OO OO OO

» O O O O O OO
> O O O O OO OO
O OO OO OO OO
O OO O OO O OO

o
o

Feladat : a fenti program 2. i-ciklusat irjuk at tgy, hogy ott a diag utasitast
hasznéljuk (1d. a magyar MATLAB-kényvet).

Ezutan kozoljiik a teljes programot, a tavolsagi matrixot most inkabb T-vel
jelolve :

function [x,fvall=mljutazo(T)

% Az utazo "ugyn'"ok feladata

h

% Hivasa :

% [x,fval]l=mljutazo(T)

% ahol

% T - a varosok k"ozti tavolsagok matrixa
% x - a megoldasi permutacio

% fval - a minimalis "osszhossz

n=size(T,1);
if n<3
error (’Legyen T merete legalabb 3x3!’)
end
if T™=T?
error (’T nem szimetrikus!’)
end
tic
nn=n*n;nl=n-1;
f=[reshape(T,1,nn) ,zeros(1,n1)];
On=sparse(n,nl);
A1=[kron(speye(n),ones(1,n)),0n];
A2=[kron(ones(1,n),speye(n)),0n];
Aeq=[A1;A2]; % Az egyenl"osegi mellekfeltetel matrixa

nll=ni-1;
C=[speye(nll),-ones(nl11,1)];C(nl,n1)=0;
B=C;
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for i=1:n1-2
Cc=[[C(2:n1,2:n1),sparse(nll,1)];sparse(1l,nl1)];
B=[C;B];
end
B=[zeros(n1,nl1);B];
C=rot90(B,2); % Ehelyett flipup(fliplr(B)) lehetseges, de lassubb
B=B+C;

ninl=ni*nil;

C=[n*speye(ninl) ,zeros(nini,1)];

for i=1:nl
C=[C(:,1:(n-1)*n1),zeros(ninl,1),C(:,(n-i)*n1+1:ninl+i)];

end

A=[C,zeros(nlinl,n1),B]l; % Az egyenl"otlensegi feltetelek matrixa

intcon=1:nlnl; % Az x vektor komonensei mind egeszszamuak

% - csak a slack valtozok esetleg nem
b=nl*ones(nlnl,1); % Az egyenl"otlensegi mellekfeltetelek jobboldala
beg=ones(n+n,1); % Az egyenl"osegi mellekfeltetel Aeg*x=beq
lb=zeros(1,nn+nl); % Az also korlatok
ub=ones (n,n) ;ub=[reshape (ub-eye(n),1,nn),inf(1,n1)]; % Fels"o korlatok

[x,fval,exitf] = intlinprog(f,intcon,A,b,Aeq,beq,1lb,ub);
if exitf<1
error (’No solution found’)
end
xx=reshape (xx(1:nn),n,n);
disp(’Az optimalis sorrend :’)
for j=1:n
pj=find(xx(:,3)>0);
disp([int2str(pj),’ ---> ?,int2str(j)]1)
end
toc

disp([’A tavolsag: ’,int2str(fval),’ km’])
disp([’A mellekfeltetelek teljes"ulnek: norma(Aeg*x-beq,inf)=’,...
num2str (norm(Aeg*x-beq,inf))])

Most mutatjuk az intlinprog eredményeit néhany n-re.
n=4:

LP: Optimal objective value is 628.000000.

Cut Generation: Applied 1 flow cover cut, and 1 mir cut.
Lower bound is 628.000000.
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Branch and Bound:

nodes total num int integer relative
explored time (s) solution fval gap (%)
2 0.01 1 0.686000E+03  0.843336E+01

6 0.01 1 0.686000E+03  0.000000E+00

Optimal solution found.

Intlinprog stopped because the objective value is within a gap
tolerance of the optimal value; options.TolGapAbs = 0 (the de-
fault value). The intcon variables are integer within toler-
ance, options.TolInteger = 1e-05 (the default value).

Az optimalis sorrend :

3 -->1
4 ——> 2
2 ---> 3
1 ---> 4

Elapsed time is 0.026530 seconds.
A tavolsag: 686 km

A mellekfeltetelek teljes"ulnek: norma(Aeq*x-beq)=6.2804e-16
Az optimaélis sorrend tehat 3 -1-4-2 - 3.
n =7 (itt elhagyjuk a program kozléseinek egy részét) :

Optimal solution found.

Intlinprog stopped because the objective value is within a gap
tolerance of the optimal value;

options.TolGapAbs = O (the default value). The intcon variables
are integer within tolerance,

options.TolInteger = 1e-05 (the default value).

Az optimalis sorrend :
6 ---> 1
7T ---> 2
1 --->3
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2 ——> 4
4 -—>5
5 --—> 6
3-->7

Elapsed time is 0.033191 seconds.
A tavolsag: 1178 km
A mellekfeltetelek teljes"ulnek: norma(Aeq*x-beq)=7.6919e-16

Tehat ez a mar ismert optimalis sorrend megforditottja n = 7-re.

n = 10 : Itt érdekes a numerikus eredmény, 10 x 10-es matrixként :

XX =

O, OO0 O kr OO OO
O OO OO OOOo
O OO OO OO OO =
H O O OO OO O0OOoOOo
O OO OO0 OO oo
O O OO, OO O OO

A jobb olvashatésag érdekében itt mar kerekitettiik az értékeket (pl. 0.2 eredeti-
leg 0.199999999999999 volt stb.). Ehhez az intlinprog az alabbiakat kozolte :

LP: Optimal objective value is 1078.200000.
Cut Generation: Applied 2 gomory cuts, 6 mir cuts,
and 1 flow cover cut.
Lower bound is 1091.833333.
Heuristics: Found 3 solutions using rss.
Upper bound is 1379.000000.
Relative gap is 20.80%.
Cut Generation: Applied 1 gomory cut,
and 1 flow cover cut.

Lower bound is 1091.833333.
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Relative gap is 20.80%.

Branch and Bound:

nodes total num int integer relative
explored time (s) solution fval gap (%)
83 0.03 4 0.130300E+04 0.121845E+02

278 0.05 4 0.130300E+04 0.683118E+01

462 0.06 4 0.130300E+04 0.322653E+01

658 0.08 4 0.130300E+04 0.327464E+00

682 0.08 4 0.130300E+04 0.000000E+00

Optimal solution found.

Intlinprog stopped because the objective value is within a gap
tolerance of the optimal value;

options.TolGapAbs = O (the default value). The intcon variables
are integer within tolerance,
options.TolInteger = 1e-05 (the default value).

A MATLAB arra hivatkozik, hogy nem egész z;;-k elSfordulhatnak (ekkor
a j-ciklusban még hiba is keletkezhet, mert pj vektor lesz), és hogy az
options.TolInteger = 1e-05 volt. Ilyenkor javasolja a kapott megoldas kere-
kitését és a mellékfeltételek ellendrzését. Ezen tanécs kdvetése vezetett a prog-
ram alabbi végéhez (az utolso j-ciklus elétt) :

xx=round(x(1:nn));
r=max (abs (xx-x(1:nn)));
if r>le-8
disp([’Kerekites maximuma: ’,num2str(r)])
disp([’pozitiv (A*x-b)-komponensek: ’,int2str(find(A*x-b>0)’)])
disp(’max (A*x-b) (ez legyen nempozitiv), a kerekites utan :’)
else
disp(’max (A*x-b) (ez legyen nempozitiv) :’)
end
disp(num2str (max (A*x-b)))

disp([char(10),’Az optimalis sorrend :’])
xx=reshape (xx,n,n);

(mig a j-ciklus, a toc és az azutani sorok valtozatlanok). Ekkor az output :
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Kerekites maximuma: 0.2

pozitiv (A*x-b)-komponensek: 16 19 35 57 65

max (A*x-b) (ez legyen nempozitiv), a kerekites utan :

3.5527e-15  }, Tehat az ertek pozitiv, de kerekitesi nagysagrend"u!

Az optimalis sorrend :

9 ——> 1 10 ---> 6
7 --> 2 3-->7
1 --->3 2 ->8
8 ——> 4 6 ---> 9
4 -->5 5 ——-> 10

Elapsed time is 0.104397 seconds.
A tavolsag: 1303 km
A mellekfeltetelek teljes"ulnek: norma(Aeq*x-beq,inf)=6.6613e-16

Tehat az optimalis sorrend (ami a képernyén valdjaban egyetlen oszlopba van
rendezve) : 9-1-3-7-2-8-4-5-10-6-09.

n = 13-ra csak a végs6 eredményeket mutatjuk (amiutan még hozzéavettiik
Szolnokot, Tatabanyat és Kaposvart, és n = 11, 12-re nem tapasztaltuk, hogy
sziikséges a kerekités):

Optimal solution found.

Intlinprog stopped because the objective value is within a gap
tolerance of the optimal value;

options.TolGapRel = 0.0001 (the default value). The intcon variables
are integer within tolerance,

options.TolInteger = 1e-05 (the default value).

max (A*x-b) (ez legyen nempozitiv)
1.4211e-14

Az optimalis sorrend :

3 --->1 4 ---> 8
11 ---> 2 1 --->9
7T ---> 3 6 ---> 10
5 --—>4 8 ---> 11
13 ---> 5 9 ---> 12
12 ---> 6 10 ---> 13
2 --->7

Elapsed time is 0.749424 seconds.
A tavolsag: 1348 km
A mellekfeltetelek teljes"ulnek: norma(Aeq*x-beq,inf)=6.6613e-16

Az tutvonal tehat Miskolc - Budapest - Székesfehérvar - Tatabanya - Gyoér -
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Szombathely - Kaposvar - Pécs - Szeged - Kecskemét - Szolnok - Debrecen -
Nyiregyhéza - Miskolc.

Az eredményt igy is lehet kommentélni : amelyik feladatot a pont elején
bemutatott primitiv médszernek semmi kilatasa sem volt megoldani (n = 13),
azt az intlinprog kb. négyszer gyorsabban oldotta meg, mint amit az egyszert
modszer még meg tudott oldani (n = 10), holott n!-ban mérve az utobbi feladat
tobb, mint ezerszer kisebb, mint az el6z6.

Befejezésiil megemlitjiik, hogy a targyalt feladat nemcsak utazasok kapcsan
fontos, hanem pl. optimalis technol6gidk meghatarozasa esetén is. Gondoljunk
csak arra, hogy egy lemeznek (igy egy chip-nek) sok-sok pontja mindegyikében
egy a lemez felett mozgo gépnek néhany egyenld miiveletet el kell végeznie.

4.4. Modellezés differencialegyenletekkel

Természetes vagy gazdasagi folyamatok elemzésénél, 4j termékek fejlesztése so-
ran gyakran tamaszkodnak olyan fizikai modellekre, amelyek kbzonséges vagy
parcialis differencidlegyenletekbdl allnak. Ezekben tipikusan lesz néhany koz-
vetleniil nem vagy csak nehezen, pontatlanul mérhets paraméter (amelyek kons-
tansok vagy akér fiiggvények is lehetnek). Ekkor a remény az, hogy kozvetve,
a folyamat megfigyelésébdl, mégis csak meghatarozhatéak a paraméterek. Ma-
tematikai szohasznalattal ezek inverz feladatok, mert nem a megoldas keresett,
hanem egy vagy néhany, a modellt lezar6 paraméter.

Erre adunk konkrét példakat a kdvetkezs alpontokban. Az elsé alpontban
pl. egy mozgd egyszert, de csak tavolbol lathaté szerkezet két tomegét és két
tovabbi szamot kellene talalni csupan az ismert mozgas alapjan, a masodikban
megfigyelhetjiik egy kocsi utjat, de nem tudjuk, hogy a vezets hogyan forgatta
a korméanyt.

Bevezetésként a témakoérben addéddé numerikus problémakba, ha megvan
az optimization toolbox, irjuk be a MATLAB parancssoraba azt, hogy
optimtool, valamint a keresé ablakaba azt, hogy optimizing ode.

4.4.1. Négy modellparaméter meghatarozasa 4 kozonsé-
ges differencialegyenletbél allé6 rendszerben mérési
adatokbol

Elsének tekintjiik a kovetkezGkben a ,cstszos” inga egyenleteit, 1d. [31]. Ez egy
egyszerii, de nemlinearis mechanikai rendszer, amely abbdl all, hogy egy vizszin-
tes sinen csuszhat egy m; ([kgl]-ban mérve) tomegd test az x1 = z(t), y1 = 0
utjaval ([m]-ben) és @(t) sebességével (m/sec]). Erre a testre fel van akasztva
egy merev ¢ [m] hosszt ingan egy masik mo tOmegi test, amelyre hat a Fold
tomegvonzasa (tudjuk : g = 9.81 [m/sec?| a gyorsulas) és amelynek helyzete
(x2(t),y2(t)), [m]-ben. FEzeket az xo(t),y2(t) koordinatékat ki tudjuk szami-
tani, ha ismerjik az els6 testbdl lefelé indulo félegyenesbdl az ingaig vett a(t)
(radidnban, dimenziotlan) szoget.
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A rendszer mozgasat meghatarozzak az «a(t), &(t), z(t), ©(t) fliggvények,
amelyekre [31]-ben a kévetkezd egyenleteket vezetik le (2 méasodrendd egyen-
let, amelyek ekvivalensek négy elsérendi egyenlettel).

Ezekhez az egyenletekhez mi még hozzatettiink sarlodasi tagokat, az egy-
szertiség kedvéért egyetlen r surloédasi egyiitthatoval, az x-egyenletben r-rel, az
a-egyenletben csak 3 részével, ahol az % szorz6 is inverz feladat targya lehetne,
elegendd mérési adatok esetén :

14
¢(my + masin® a)é + Tid = —sinafg(my +ma) + macosald?], (4.35)
(m1 +mgsin® )i +r& = maosina[ld® 4+ gcosal. (4.36)

Itt érdemes az egyes tagok dimenzioit vizsgalni: az £(my + my sin® a) [m-kg|, az
@ [1/sec?], a kett szorzata tehat [m-kg/sec?|, ami egy erd, ahogyan ez megfelel a
Newton-féle mechanikanak. Ugyanannyi kell, hogy legyen az r%d surlodési tag
dimenzibja, amibdl kévetkezik r dimenzidja, mint [kg/sec], és meggy6zdhetiink
arrél, hogy az egyenlet jobboldalanak a dimenzidja is ennyi.

A maésodik egyenlet bal oldalan ugyan hianyzik az £ az [m| dimenzi6javal,
de van #, amelynek [m/sec?| a dimenzi6ja.

A fentiek szerinti surlddds modellezése nem a talaj okozta surlodasnak felel
meg, hanem — ami feladatunkban kézenfekvé — egy maésik kozegben torténd
surlédasnak, mint a leveg&ben, vagy a vizben. Megjegyezziik, hogy erre a célra a
lineéris r%d, r& tagok mellett nemlinearis tagok is hasznélatosak, 1d. [33], 10.1.1.
Viszont a talajjal valé surlodas esetén r& helyett a nemlineéaris mg - r sign(z)

lenne megfelels, 1d. [31], ahol az utébbi r dimenzié nélkiili egyiitthato.

Az alabbi féprogramban a (4.35)-(4.36) egyenleteket szokasos modon elss-
rendd rendszerré alakitottuk (z = [«, &, z, ] a rendszer megoldasi vektora), és
ezzel oldjuk meg a direkt feladatot : a p = (¢,m1,m2,r) paraméterekbdl és a
kezdeti értekekbdl meghatarozni az «(t), z(t) fiiggvényeket :

function pendulum(ell,ml,m2,r)
% a csuszosan felf"uggesztett pendulum dif.-egyenletek megoldasa,
% abrazolasa

)

% Hivasa :

% pendulum(ell,ml,m2,r)

% ahol

% ell - a pendulum hossza

% ml - az els"o t"omeg

% m2 - a 2. t"omeg

% r - a surlodasi egy"utthato

fok=180/pi;

epsr=le-5;

a=0;b=90;
ab=linspace(a,b,b/6+1);
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z0=[0,0.02,0,-0.2];

opts=odeset(’reltol’,epsr, ’abstol’,epsr*xle-3);
[t,z]=0ded45(@(t,z) pendulumf(t,z,ell,ml,m2,r),ab,z0’,opts);
[tt,zz]=0ded45(@(t,z) pendulumf(t,z,ell,ml,m2,r),[a b],z0’,0pts);

subplot(1,2,1)

plot(t,fok*z(:,1),’r*’,tt,fok*zz(:,1),’b-?)

axis tight

title(® M?’ert sz"ogek es egesz palya’,’fontweight’,’bold’)
xlabel(’t [sec]’,’fontweight’,’bold’)

ylabel(’alpha [fok , rad]’,’fontweight’,’bold’)
legend(’m’’ert alpha’,’alpha-palya’,’location’, ’northeast’)

subplot(1,2,2)

plot(t,z(:,3),’r*’,tt,zz(:,3),’b-?)

axis tight

title(’M’’ert x-ertekek es egesz palya’,’fontweight’,’bold’)
xlabel(’t [sec]’,’fontweight’,’bold’)

ylabel (’x [m]’,’fontweight’,’bold’)

legend(’m’’ert x’,’x-palya’,’location’, >northeast’)

A jobboldali fiiggvények kiszamitésa :

function f=pendulumf(t,z,ell,ml,m2,r)
% a csuszosan felf'"uggesztett inga dif.-egyenletek jobboldala

% Hivasa :

% f=pendulumf (t,z,ell,ml,m2,r)

% ahol

% t - az id"o

% z - 4-dimenzios vektor az alpha, alpha-dot, x, x-dot komponensekkel
% ell - az inga hssza

% ml - a fels"o t"omeg

% m2 - az also t"omeg

% r - a surlodasi egy"utthato

% f - a 4-dimenzios oszlopvektor, mint output

g=9.81; % [m/sec"2]
si=sin(z (1)) ;co=cos(z(1));
mim2=1/(m1+m2*si~2) ;

£(1,1)=2(2);

£(2,1)=-(r*0.5*z(2)+si/ellx*(gx (m1+m2)+m2*ell*co*z(2)~2))*mim2;
£(3,1)=2(4);

£(4,1)=(-r*z(4)+m2*si* (ell*z(2) ~2+g+*co) ) *mim2;
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4.3. dbra. A ,csisz6s” inga mért szogei, a felsé tomeg elmozdulasai (piros csil-
lagok) és egész palyaja (kék vonalok)

Ismerjiik a kezdeti értékeket : a(0) = 0, &(0) = 0.02, z(0) = 0, ©(0) = —0.2.

Ehhez a mérési adataink (amelyeket lejjebb a pendulfopt m-f4jl is tartal-
magzza jobban hasznosithaté formaban és amelyeket specialis, nem egész ell,
ml, m2, r értékekkel kaptuk ode45-bdl), ahol a(t;) = af, z(t;) = =} :

tyo,a; \ 1 1 2 3 4 5
t; 6.00 12.00 18.00 24.00 30.00
o -0.0229 0.0084 0.0145 -0.0117 -0.0069
x; -0.3862 -0.8232 -1.0346 -1.0162 -1.0936
t; 36.00 42.00 48.00 54.00 60.00
o 0.0115 0.0011 -0.0093 0.0025 0.0062
x; -1.2174  -1.1941 -1.1556 -1.2160 -1.2404
t; 66.00 72.00 78.00 84.00 90.00
of -0.0042 -0.0032 0.0044 0.0009 -0.0037
x; -1.1950 -1.1987 -1.2357 -1.2214 -1.1994

Az inverz feladat a kovetkezs : az inga hosszat, a fels§ és az als6 tomeget,
valamint a surlodasi egyiitthatot nem ismerjiik. Ezt a 4 paramétert, vagyis a p
vektort hatarozzuk meg a 30 mérési adatbol és a 4 kezdeti értékbdl.

A feladathoz tehat 34 adatot ismeriink és 4 paramétert keressiink. Vagyis
kb. 8-szor annyi az ismert adat, mint a keresett — ami elég j6 viszony.
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Az inverz feladat megoldasat gy kapjuk meg, hogy sokszor oldjuk meg a
direkt feladatot, tjabb és tijabb p paraméter vektorral inditva a direkt feladatot,
amihez egy optimalizalé program valasztja ki mindig a kovetkez6 4 paramétert
az el6z6 eredményeknek a mérési adatoktol valo tavolsaga alapjan.

Az optimalizald6 program az lsqnonlin program lesz az optimization
toolbox-bol, 1d. a magyar MATLAB-konyvet vagy help lsqnonlin-t, amely
a kovetkezd négyzetosszeget igyekszik minimalizalni :

2n
f) = fp), p=(£;ml,m2,r),
1=1
1717' N fz(p):a(t’bap) aza
i=n+1,...,2n: filp) = z(ti,p) — x;.

Itt nalunk n = 15 és t; = 6¢ masodperc.
Az 1sgnonlin megfelel§ hivasat mutatja az alabbi m-fajl :

function p=pendulopt (p)

% Szamitja az optimalis 4 inga-parametert p(1) ... p(4)
% Hivja maga: optimset, lsqnonlin, pendulfopt, pendulum
)

% Hivasa :

% p=pendulopt (p)

% ahol

% p - input parammeterek vektora

% p - az optimalis parameterek vektora (output)

% a tablazat meresi alpha es x ertekei:
z0al=[-0.0229,0.0084,0.0145,-0.0117,-0.0069, ...
0.0115,0.0011,-0.0093,0.0025,0.0062, . ..
-0.0042,-0.0032,0.0044,0.0009,-0.0037] ;
z0x=[-0.3862,-0.8232,-1.0346,-1.0162,-1.0936, . ..
-1.2174,-1.1941,-1.1556,-1.2160,-1.2404, ...
-1.1950,-1.1987,-1.2357,-1.2214,-1.1994] ;
z0=[z0al’;z0x’];

opt=optimset (’tolfun’,le-8,’tolx’,1e-8, *maxfunevals’,2000,...
‘maxiter’,1000);

lb=zeros(4,1);

ub=500*ones (4,1);

for i=1:3
[p,”,”,eflagl=1sqnonlin(@pendulfopt,p,1lb,ub,opt);
f=pendulfopt (p);
disp([’normf=’ ,num2str (norm(£f),’%1.15g’),’, eflag=’,int2str(eflag)])
if eflag==1,break,end ’, megszakitas, ha megoldast talalt
end
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pendulum(p (1) ,p(2),p(3),p(4)) % Ezt mar ismerj"uk: rajzokat is keszit

Itt hasznaltuk az optimset fiiggvényt, amellyel nemcsak az 1sqnonlin, ha-
nem més optimalizilé programok specialis paramétereit lehet el6zetesen beal-
litani, mint fent pl. a tolfun, tehat a fliggvényértékek toleranciajat, vagy a
maxfuneval, tehat a maximélis fliggvény-kiértékeléseknek a szamat. Ezekkel
a paraméterekkel lehet ismerkedni a help optimset segitségével, vagy futés
kdzben az optimalizaloé program {izeneteit elemezve.

Most mutatjuk a jobboldalt kiszamitoé m-fajlt :

function f=pendulfopt (p)

% a csuszosan felf"uggesztett pendulum dif.-egyenletek megoldasa
)

% Hivasa :

% [t,z]=pendulfopt(ell,ml,m2,r)

% ahol

% ell - a pendulum hossza

% ml - az els"o t"omeg

% m2 - a 2. t"omeg

% r - a surlodasi egy"utthato

% t - az id"ok vektora

% z - az al,x koordinatai

g=9.81; % [m/sec~2] F"old gyorsulasa, f(16)-ban

z0al=[-0.0229,0.0084,0.0145,-0.0117,-0.0069, ...
0.0115,0.0011,-0.0093,0.0025,0.0062, ...
-0.0042,-0.0032,0.0044,0.0009,-0.0037] ;
z0x=[-0.3862,-0.8232,-1.0346,-1.0162,-1.0936, . . .
-1.2174,-1.1941,-1.1556,-1.2160,-1.2404, . . .
-1.1950,-1.1987,-1.2357,-1.2214,-1.1994] ;
zz=[z0al’;z0x’];

ell=p(1);

mi=p(2);

m2=p(3);

r=p(4);

epsr=le-5;

a=0;b=90;

ab=linspace(a,b,b/6+1);

z0=[0,0.02,0,-0.2];

opts=odeset(’reltol’,epsr, ’abstol’,epsr*xle-3);
[7,z]=0ded45(@(t,z) pendulunmf (t,z,ell,ml,m2,r),ab,z0’,opts);
f=zz-[z(2:16,1);z(2:16,3)];

% (16)=10*(pi~2/25%ell* (m1+m2/2) -g* (m1+m2)) ;

Itt az utolso el6tti sorban azért zartuk ki az 1. komponenseket z(:,1) ,z(:,3)-
bol, mert azok a kezdeti értékeket tartalmazzak. ElSbb, ode45 hivasanil, t
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kell, hogy legyen az els6 output paraméter, de nincs sziikségiink ra. Ezért ott
all a [~ ,z] jelsorozat (hasonloan, mint korabban is mar a pendulopt program
[p,”,” ,eflagl=... utasitasaiban).

Most minden készen all az inverz feladat megtamadasara. A pendulopt-ban
megadott optimset-paraméterekkel hivjuk ezt a programot a kévetkez6képpen,
mert a keresett £, m1, m2, r nagysagrendjérdl nincs informacionk:

tic;for i=0:2,p=pendulopt(10~i*ones(1,4)),end;toc
Ennek eredménye, részben kerekitve :

i=0: normf=0.125242, eflag=3

p =[6.076367, 9.354079, 37.559267, 0.786833]

i=1: normf=0.173727, eflag=3

p =[13.5360349, 88.489249, 62.239846, 6.304001]

i=2: normf=0.178757, eflag=3

p = 1.0e+02 *[0.0685642, 2.687939, 4.965444, 0.2459457]
Elapsed time is 143.531380 seconds.

Ezek az eredmények masok, mint amit vartunk, 1d. lejjebb a 4.4 abrat is.

Miel6tt ezen probléma megoldasaval foglalkoznank, hadd emlitsiik, hogy a
pendulopt program kisérletezés eredménye :

1. El6szor gondoltunk, hogy nagyon okos lesz elsének az els§ paramétert
meghatarozni (a tobbi paramétert addig sztik hatarok kozé szoritva), majd lé-
pésenként 1-1 paramétert hozzavenni, 1d. a program koévetkezs részletét :

lb=zeros(4);
1b(2:4,1)=p(2:4)-2e-6;1b(3:4,2)=p(3:4)-2e-6;1b(4,3)=p(4) -2e-6;
ub=500*ones (4) ;

ub(2:4,1)=p(2:4)+2e-6;ub(3:4,2)=p(3:4)+2e-6;
ub(4,3)=p(4)+2e-6;

for j=1:4
[p,™,”,eflagl=1sqnonlin(@pendulfopt,p,lb(:,j),ub(:,j),opt);
f=pendulfopt (p);
disp([’normf=’,num2str (norm(f),’%1.15g’),’, eflag=’,int2str(eflag)])
if eflag==1,break,end ’, megszakitas, ha megoldast talalt

end

[p,”,”,eflagl=1sqnonlin(@pendulfopt,p,zeros(4,1),500*%ones(4,1) ,0pt);

Részletezziik a fent programozott 1b,ub als6 és felsé korlatok tervezett értel-
mét : El@szor 1b 4 x 4-es nullmétrix (a keresett fizikai konstansok nemnegati-
vak). Ezutan az als6 haromszogének (i,j) elemét felilirjuk a p(i)-2e-6 értékkel.
Hasonléan ub minden eleme elGszoér 500, majd als6 haromszogének (i,j) elemét
feliilirjuk a p(i)+2e-6 értékkel. Az erre kdvetkezs 1sqnonlin-hivasat tartalmazo
ciklus j-edik menetében 1b(:,j), ill. ub(:,j), tehat 1b, ill. ub j-edik oszlopa
adja a minimum-keresésnek a korlatjat. Ezzel az 1...j-edik paraméter 0 és 500
kozott mozoghat, mig a tobbi paraméter lényegében az input altal adott helyén
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fog maradni. Megjegyezziik, hogy 1sqnonlin nem engedi a fels6 és alsé hatarok
egybeesését, ami segithetné az optimalizalast (a korabban, 4.2. pontban targya-
lasra keriilt intlinprog megengedi). Mégpedig azzal, hogy ilyen esetben egyes
valtozokat ki lehet zarni az optimalizalasbol.

Kideriilt viszont, hogy az a fenti programverzié rossz azért, mert a sziik
hatarok figyelembe vétele rengeteg idGbe keriilt. Az eredmények, megint részben
kerekitve, ugyanis :

i=0: normf=0.470113, eflag=3

p =[0.000300752, 5.810356, 0.999998, 0.999998]

i=1: normf=0.470100, eflag=3

p =[0.00116877, 58.100230, 10.000001, 9.999996]

i=2: normf=0.470107, eflag=3

p = 1.0e+02%[0.00000692844, 4.999999, 0.643236, 0.860480]
Elapsed time is 8756.974050 seconds

tehat kb. 2 ora, 26 perc kellett a kiils6 i-ciklusra, és a végén normf csak 0.470100
lett. Kozben az i=2 eredményen latszik az 500 felsé hatar is, mig i=0,1 esetén
p(3:4) lényegében még a kezdetiértékén van.

2. Az el6z6k miatt hagyjuk el a hatarok lépésenkénti bovitését. Ekkor a
fenti sorok helyett a kévetkezdket vessziik :

lb=zeros(4,1);
ub=500%ones (4,1);

for j=1:4
[p,”,”,eflagl=1sqnonlin(@pendulfopt,p,lb,ub,opt);
f=pendulfopt (p);
disp([’normf=’,num2str (norm(f),’%1.15g’),’, eflag=’,int2str(eflag)])
if eflag==1,break,end ’, megszakitas, ha megoldast talalt
end

[p,”,”,eflagl=1sqnonlin(@pendulfopt,p,lb,ub,opt);

Ez a verzi6 jol néz ki, gyorsan futott le (175.7 masodperc), és feltiint, hogy a
j-ciklus j=1:3 forméban is b&ven elég lenne. Akkor még a befejez6 1sqnonlin-
hivas is megtakarithatd, amivel a javasolt programot kapjuk.

3. Az el6z6h6z képest csak az ub-t valtoztatjuk meg ub=Inf*ones(4,1)-
re : 1429.8 masodperc és pl. i=1-re normf~0.097646, p =[7.895284, 32.961811,
52.804034, 2.774536] lett.

4. Ugyanezeket az eredményeket kaptuk, amikor az ub-t ub=[]-re valtoztat-
juk. Nem csoda, mert ez az ub az el6z8 3. lehetGségnek csak egy maésik felirésa,
csak a szamitasi id6 lényegteleniil valtozott : 1444.8 masodperc alatt i=2-ig
normf~0.150302-re lefut az i-ciklus.

Most térjiink vissza az el6z8 oldal furcsa, nyilvan az i-ciklus i valtozdjatol
fiiggs eredményeinkhez! Forduljunk a (4.35)-(4.36) egyenletekhez, azokat ele-
mezve — amit mar az elején kellett volna megtenniink.
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4.4. abra. Az els6 (i=0) optimalizalas szerinti a(t) és x(t), és a mérési ered-
mények : piros csillagok. A baloldal tisztdan mutatja a magasabb frekvenciat
4.3-hoz képest.

1) Ha az egyenleteket maq-vel elosztjuk, akkor az eredmény

14
E(m— +sm20¢)a+L— vo= fsina[g(ﬂ + 1) 4 cos ald?],
mo mo 2 mo
(ﬂ + sin? @) + i o= sin a[lé? + g cos a.
ma ma

Ez azt mutatja, hogy a megoldésok a kezdeti értékeken kiviil csak az ¢, —1 és

mLz szamoktol fliggnek. Mas szoval, ha nem varialjuk a kezdeti ertekeket

akkor csak az ( hosszat és az ! és - viszonyokat tudjuk meghata-
2 ma
rozni.

2) A kiszamitott lengések frekvenciaja nyilvan mindegyik esetben hibéas, elég
az i=0-as szamitashoz tartozé 4.4. 4brat megnézni, amely az 1,1,1,1 paramé-
terekbdl indulo optimalizalas eredményeit mutatja (rosszul lathato az a-skala
szorzdja : 1073).

A hibas frekvencia tigyében segithet a kis «, & kozelitésének feltevése (4.35)-
ben : ekkor, elhanyagolva az ¢, sin? @ mennyiségeket (valamint a sarlodast is)
és sin a-t helyettesitve a-val, kapjuk (az « kezdeti értékét is figyelembe véve)

tmyé = —alg(my +me)], a(0) =0,
amely kezdeti érték feladatnak a megoldasa jol ismert:

aft) = sinwt, w?= M
Eml
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Ekkor egy periddus hossza 27 /w, ami durvan 10 méasodperc a 4.3 &bra szerint,
vagyis
472 Imq

100  — =4p?———— 4.37
w? i g(my +ma) (4.37)

Igy kozelitéleg ¢ = 25g(my + ma)/(7%m1), amely relaciot a pendulfopt m-fajl
végéhez tessziik az £ (16)=10% (772/25*e11*m1—g* (m1+m2)) ; forméban (a 10-es
szorzo stlynak szolgal). Ezutén, mint elsS lépés, a pendulopt (10*ones(1,4))
hivasra kaptuk a kovetkezs eredményt (megint részben kerekitve) :

lsgnonlin stopped because it exceeded the function evaluation limit,
options.MaxFunEvals = 2000 (the selected value).

normf=0.284281082500339, eflag=0
p = 1.0e+02x[0.256163; 1.319143; 0.0407331; 0.207498]

Most, mint méasodik 1épés, kikommentaltuk az f(16)-ot pendulfopt-bol,
hiszen a (4.37) relacio csak kozelitSleg érvényes, és mar megtette a dol-
gat, ezenkivill az opcidkat pendulopt-ban a kdvetkezékre valtoztattuk
’tolfun’,le-11,’tolx’,le-11. A kapott p vektorral Gjra beinditva az op-
timalizalast, az eredmény az alabbi lett :

1sgnonlin stopped because the size of the current step is less than
the selected value of the step size tolerance.

<stopping criteria details>

normf=0.000136778197887654, eflag=2
p = 1.0e+02%[0.220687; 1.306073; 0.350116; 0.114505]

Optimization stopped because the norm of the current step, 3.304478e-12,
is less than options.TolX = 1.000000e-11.

Optimization Metric Options
norm(step) = 3.30e-12 TolX = 1le-11 (selected)

A fentiek szerint az inverz feladat kozelit eredménye (és ez nem valtozik, ha els
lépésként pendulopt (ones (1,4))-gyel inditunk, csak lényegesen tobb szdmitasi
id6t kovetel)
0 =22.069, "X — 37304, —— — 0.32705.
mo mo
Mivel ehhez olyan abra tartozik, amelyet alig lehet megkiilonboztetni a 4.3 ab-
ratol, inkabb az eltéréseket mutatjuk meg, 1d. a 4.5 abrat.
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4.5. abra. A sikeres optimalizélas adta a(t) és x(t) eltéréseit, és a mérési helyek :
piros csillagok

4.4.2. Filiggvény meghatarozasa kozonséges differencial-
egyenletekbdl all6 rendszerben mérési adatokbél

Ebben a pontban a kovetkez6 ,egyszert kocsi”modellel foglalkozunk (forrasunk :

http://planning.cs.uiuc.edu/node658.html, avagy [21], 13.1.2.1. Részletesebben
kocsi-modellekrsl 1d. [16]) :

& = ugcosb, (4.38)
) = wussind, (4.39)
= % tanug , (4.40)

ahol a modellparaméterek

L — az eliils6 és a hatso tengely (rogzitett) tavolsaga: 2.6 m;

Uus € [Umin; Umam] — a kocsi sebessége, Umin < 0 < Umaa;

ug — a kormany forgatasi szoge, |ug| < Pmaz < 5
és = z(t), y = y(t) a hatso tengely-kozéppontjanak a t idében valtozo koordi-
natai, § = 0(t) pedig az eliils§ és hatso tengely-kozéppontokra illeszkedd egyenes
szoge az x-koordinata tengellyel. Ponttal jeloltiik a ¢ szerinti derivaltat.

Uy és ug valtozhatnak idével, ezekrdl dont a kocsivezets.

A fenti kocsimodellt implementaljak az alabbi m-fajlok. A kocsi elGszor tesz
egy félkort, majd igyekszik ug-nek egy bizonyos valasztédsaval a —x-irdnyban és
az y =~ 12 egyenes kozelében menni. Mig us-t meg fogjuk adni ¢t és z = (x,y)
tiggvényében, egy specialis ug-valasztas (egy t — ug fliggvény) meghataro-
zésa mérési adatok alapjan lesz az inverz feladat célja.

a) a kocsimodell f6programja :

function [x,y]=mljkocsi(a,b,z0,epsr)
% Egyszer"u kocsi modellje, a kocsiut rajzolasaval.
% Hivja az ode45 Runge-Kutta-Fehlberg, es az mjlkocsif programot
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% amely a differencialegyenletek jobboldalat szamitja
)

% Hivasa :

% [x,yl=mljkocsi(a,b,z0,epsr)

% ahol

% a - kezdeti id"opont [sec]

% b - vegs"o id"opont [sec]

% z0 - kezdeti ertekek: [x0,y0,th0] ([m,m,rad])

% epsr - a relativ hiba toleranciaja ode45 szamara
% x - szimulalt meresi helyek x-koordinatai

% y - szimulalt meresi helyek y-koordinatai

opts=odeset(’reltol’,epsr, ’abstol’,epsr*xle-3);
[~,zz]=0de45(@mljkocsif, [a,b],z0,0pts);
ab=linspace(a,b,b-a+6);

[t,z]=0de45(@ml jkocsif,ab,z0,o0pts);
p=1:2:size(z,1);p=p(1:21);

z2=z(p,1:2);

x=z2(:,1);

y=22(:,2);

subplot(1,2,1)
plot(x,y,’r*’,zz(:,1),zz(:,2),’b-?)
axis([-320 10 0 13])
title([’A kocsi utja, t0=’,num2str(a),’, tfin=’,num2str(b),’ [sec]’])
xlabel (’x-koordinata [m]’)
ylabel (’y-koordinata [m]’)
subplot(1,2,2)
plot(t,z(:,1)/10,’-r’,t,z(:,2),’b-?,t,2z(:,3)*18/pi, ’m-’,t,...
zeros (length(t),1),’--k’)
xlabel(’t - id"o [sec]?)
legend(’x-koordinata/10 [m]’,’y-koordinata [m]’,’sz"og/10 [fok]’,...
’zerovonal’,’location’,’southwest’)

Ebben az m-fajlban a dontd hivas az ode45 programé, amelyet azért valasztot-
tuk, mert itt merevséggel nem kell szamolnunk (v6. [33], 11.3 és 11.5 résszel).

A 4.4.2. alpunkt programjairol: Az itt vizsgalt feladat programjainak kidolgozéasa
sok kisérletezéssel jart. A kozolt m-fajlok szovege a végss allapotnak felel meg, éppugy,
mint a végs6é eredmények. De egyes kozbiils6 eredmények lehet, hogy keletkeztek a
programok kozbiilsé allapotabol.

b) a jobboldali fiiggvény :

function f = mljkocsif (t,z)
% Az egyszer"u kocsimodell jobboldala. Hivja: mlju, mljp



4.4. MODELLEZES DIFFERENCIALEGYENLETEKKEL 109

A kocsi utja, t0=0, tfin=40 [sec]
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4.6. dbra. Az egyszerd kocsi utja és az (x},y;) mérési eredmények : piros
csillagok

L=2.6; % L - tengelytavolsag [m]

ut=mlju(t,z); % u_s megadasa
pt=mljp(t,z); % u_phi megadasa

f(1,1)=ut*cos(z(3));
f(2,1)=ut*sin(z(3));
£(3,1)=ut/L*tan(pt) ;

Itt latjuk, hogy az ode45 jobboldalként oszlopvektort var, mig a z0 kezdeti érték
sorvektor is lehet.

c) a sebesség megadésa t és z fliggvényében :

function u = mlju(t,z)
% A kocsi sebesseget ([m/sec]) adja t es z f'"uggvenyeben

if z(3)<pi
u=2e4/3600; 7 tehat 20 km/h, mig meg nem fordult a kocsi
elseif t>4
u=min(8e4, (2e4+1ed*(t-4)))/3600; % max. sebesseg: 80 km/h
end

d) egy bizonyos ¢-vezérlést megvalositd mljp-bdl indultunk ki, de ennek
(akar kozelits) meghatarozasa éppen a feladatunk.
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A 4.6 abra mutatja a kocsiutat és az azt leir6 fliggvényeket. Ehhez a f6program
hivésa :

mljkocsi(0,40,[0,0,0],1e-9)

Csillagokkal jeloltiikk az abréan az inverz feladat mérési adatait. Ezen pontok
(xF,y¥) koordinatéit (a vessz6 uténi 3 szamjegyre kerekitett formaban) tar-
talmazza a téblazat. Ezen adatokra, mint az mljdat vektorra, hivatkozunk
a késébbiekben, az x} és y; szamokat x* és y* oszlopvektorokba rendezve :
mljdat=[z*;y*].

X,y \ i 1 2 3 4 5 6 7
X; 0 6.277 -0.033 -10.781 -31.626 -61.243 -71.905
vi 0 6.294 12.555 12.605 12.159 11.392 11.467
i 8 9 10 11 12 13 14
X; -81.778 -91.647  -101.518 -111.393 -136.368 -171.557 -181.433
vi 11.707 12.102 12.428 12.590 12.269 11.392 11.498
i 15 16 17 18 19 20 21
X -191.305 -201.174 -211.046 -220.921 -251.153 -281.085 -290.961
v 11.767 12.172 12.468 12.602 11.991 11.399 11.534

Inverz feladatunk megoldasanak elsé lépése annak eldontése, hogyan
tudjuk az wue(t) fliggvényt lehetSleg kevés paraméterrel leirni? Mas szoval :
hogyan modellezziik wu(t)-t?

A fiiggvény modellezése

Nagyon meggondoland6 kérdés, hogyan irjuk le a keresett fiiggvényt lehetéleg
kevés paraméterrel? (Az, hogy mi itt a kevés”, az a tapasztalat szerint a mérési
adatok szamatol fligg : legyen legalabb kétszer annyi mérési adatunk, mint
keresett paraméter, de altaldban nem kell, hogy tizszer annyi legyen.)

Ha véges intervallumon keressiik a fiiggvényt, akkor johetnek széba a polino-
mialis interpolacio lehetdségei. (Végtelen intervallumon ezek nem alkalmasak,
ekkor racionélis fiiggvények javasolhatok, vagy pedig exponenciélisan véges ha-
tarértékhez, leginkabb nullahoz tartozo fiiggvények jok.) Viszont ha periodikus
folyamatokra lehet gondolni, akkor a véges Fourier—sorok megfelelGek, amelyekre
esetiinkben is kézenfekvs gondolni, 1d. lejjebb a 4.6 abrat a mérési eredmények-
kel.

A felsorolt lehetGségek kozvetetten az alkalmas fiiggvénytér kivalasztasat je-
lentik. Ez a valasztas viszont fontos altalanos matematikai probléma is. A je-
lenlegi alpontunkban pl. kézonséges differencidlegyenletek rendszerérdl van szo,
amelyben keressiik a fiiggetlen valtozonak egy fiiggvényét a differencialegyenlet
jobb oldalan. Itt emlékeztetiink arra a tételre, amely szerint a megoldés 1étezésé-
sének (majdnem minimaélis) kovetelménye, hogy a jobboldal legyen Lipschitz-
folytonos a megoldasban és mérhetd (pl. négyzetesen integralhato) a fiiggetlen
valtozoéban.
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Amellett a fliggvénytér kivalasztasa egy fizikai modell felallitadsanak is megfe-
lel, és ez a vizsgalt alkalmazas szempontjabol értelmes kell, hogy legyen. Azon-
kiviil, hogy természetesen jo megegyezést akarunk elérni a mérési adatokkal, egy
tovabbi mérlegelendd aspektus lehet, hogy egy-egy fliggvényosztaly hogyan hat
ki a szamitasi id6re?

A szakaszoson konstans filiggvény valasztasa

Ez a legegyszeriibb lehetGség, és megfelel a négyzetes integralhatosagnak.
Mivel az elején a félkor elg van irva és erre 4 masodperc kell a megadott
sebesség mellett, a kovetkezd m-fajl lehet alkalmas :

function p = mljphi(t,z,phi)
% A kormany sz"oget [radiansban] adja t,z es phi f"uggvenyeben
if t<4 % a felk"or sz'"ogei
if z(3)<pi-0.2e-1
p=pi/8;
elseif z(3)>pi+le-2
p=-pi/18;
elseif z(3)<pi-le-2
p=pi/18;
else
p=0;
end
else % a felk"or utani resz
i=min(floor((t-4)/2)+1,18); % a 18 kes"obb 16-ra valtozik
p=phi(i);
end

Az m-fajl vége mutatja, hogy a t valtozo [4,40] intervallumat 17 darab [t;, ¢;41)
részintervallumra és a t = 40 pontra osztjuk fel és mindegyik részintervallumban
a megfelel§ phi-komponens adja a szoget, mig t=40-ben a phi;g értéke all.

A koévetkezd 1épés az inverz feladat megoldasahoz azon ut megtala-
lasa, hogyan tudjuk eljutatni a keresett fliggvény paramétereit (esetiinkben a
phi (oszlop)vektor értékeit, amelyek az elején az optimalizaloé program kezdeti
értekei, majd késébb ezeket az optimalizalo program fogja eléirni) a paraméte-
reket, felhasznaldé m-fajlhoz? Itt ez a fenti mljphi.

El6bb nyilvan a differencidlegyenleteket megold6 ode45b programot kell hiv-
nunk, az hivja a jobboldali fliggvényeket kiszamité m-fajlt (amely hasonlo lesz
a fenti az mljkocsif-hez), és csak az utobbi hivja az m1jphi-t. A megoldas itt
egy anonim figguény (avagy pointer-fiigguény) hasznalata :

function xy=mljv(phi)

% A phi szakaszoson konstans sz"ogek kihatasa a kocsiutra,

% ezt hivja az optimalizalo program, maga hivja az ode45-"ot
b

% Hivasa :
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% xy=mljv(phi)

% ahol

% phi - 18-dimenzios oszlopvektor a sz"ogekkel - kes"obb a dimenzio 16
% xy - a kocsi koordinatai (1-21: x, 22-42: y)

epsr=1le-9;

z0=[0,0,0];

opts=odeset(’reltol’,epsr, ’abstol’,epsr*xle-3);
a=0;

b=40;

ab=linspace(a,b,46);

[t,z]=0ded45(@(t,z) mljfphi(t,z,phi),ab,z0,opts);
p=1:2:size(z,1);p=p(1:21);

z2=z(p,1:2);

xy=[z2(:,1);22(:,2)];

Itt tehat a
[t,z]=0ded45(@(t,z) mljfphi(t,z,phi),ab,z0,opts);

a donts sor : az odedb program elsé paramétere olyan fiiggvény kell legyen,
amely ¢ és a 3-dimenzios z vektor alapjan a (4.38)-(4.40) rendszer jobbolda-
lat szamitja ki (oszlop)vektorként (1d. fent a b részbeli m-fajlt). De most
a phi-vektort is kell kozvetitenie. Emiatt az els§ input paraméter @(t,z)
mljfphi(t,z,phi). Ez az utébbi m-fajl szinte ugyanaz, mint az mljkocsif,
csak 3. argumentuma phi — és benne a pt-vektor kiszamitasa valtozik :

pt=mljp(t,z); helyett pt=mljphi(t,z,phi);

Az ode45 2. output paramétere egy ponthalmaz és nem egy intervallum, ezért a
program csak a ponthalmazhoz tartoz6 megoldasi értékeket fogja kiszamitani.

Harmadik 1épésként, miel6tt az optimalizalé programot futtatnank, érde-
mes egy alkalmas kezdeti phi-vektort meghatarozni. Az a valasztas pl., hogy
phi=zeros(18,1), kevésbé j6 eredményt adott (a pontok y-koordinatai szinte
linedrisan tartottak 15-héz). Néhany tovabbi, a fenti mljv m-fajlra tdmaszkodo
szamitas utan mar elfogadhatébbnak tiint az alabbi, 1d. ehhez a 4.7 abrat. Az
mljdat vektort a 110. oldalon definialtuk.

xy=mljv(linspace(0,0.0005,18)’); % linear. valtozo phi-ertekek
xyd=mljdat;
plot(xy(1:21),xy(22:42),°b.? ,xyd(1:21) ,xyd(22:42),°r*’)
title(’Probaszamitas mljv-vel’,’fontweight’,’bold’)

xlabel (’x [m]’,’fontweight’,’bold’)

ylabel(’y [m]’,’fontweight’,’bold’)

legend (’probaszamitas’, ’meresi eredmenyek’,’location’,’south’)
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4.7. dbra. A kocsi atja enyhén novekvs phi szégek esetén (az f vektor 1-21.
komponense x-koordinéta, 22-42. komponense y-koordinata)

A negyedik 1épés az optimalizal6 program kivalasztasa és a neki megfe-
lel6 m-fajl, amelynek outputjit fogja minimalizalni. Mi itt Gjra az 1sqnonlin
programot valasztjuk, 1d. a 4.4.1. részben a 101. oldalt.

Ez a program nem egészen azt varja, amit az mljv nyajt, a mindenkori
phi-szogekhez tartozo, a kocsiutat jellemzs x- és y-koordinatakat (ezeket az
xy (phi)=[x;y] vektorba gyiijtjiik), hanem azoknak eltérése a fenti tablazat-
ban adott mérési eredményektsl (amelyeket az xy0=[x*;y*]1 vektorba gyjtjik).
Ezen két vektor eltérését adja az alabbi m-fajl output-paraméterként :

function f=mljf (phi)
% A phi sz"ogek kihatasa a kocsiutak elteresere; hivja: ode45-"ot
% (szamitott, ill. m’ert pozicio)

% Hivasa :

% f=mljf (phi)

% ahol

% phi - oszlopvektor a sz"ogekkel

% f=xy-xy0 - a kocsi szamitott, ill. m’ert koordinatai (1-21: x, 22-42: y)

epsr=1le-9; % kes"obb epsr=1e-10
z0=[0,0,0];

opts=odeset(’reltol’,epsr,’abstol’,epsr*xle-3);

a=0;

b=40;

ab=linspace(a,b,46);
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[7,z]=0ded45(@(t,z) mljfphi(t,z,phi),ab,z0,opts);

p=1:2:size(z,1);p=p(1:21); yA *okok

z2=z(p,1:2);

xy=[z2(:,1);22(:,2)];

xy0 =[0;6.277;-0.033;-10.781;-31.626;-61.243;-71.905;-81.778;-91.647; ...
-101.518;-111.393;-136.368;-171.557;-181.433;-191.305;-201.174; ...
-211.046;-220.921;-251.153;-281.085;-290.961;0;6.294;12.555; ...
12.605;12.159;11.392;11.467;11.707;12.102;12.428;12.590;12.269; ...
11.392;11.498;11.767;12.172;12.468;12.602;11.991;11.399;11.534] ;

f=xy-xy0; % az x- es y-komponenseket sulyozassal k"ul"onb"ozhetn’enk meg

és az lsqnonlin a || f[|? = }:iiljf négyzetosszeget fogja minimalizalni. Ezt
szolgalja a kovetkez6 m-fajl :

function phi=mljopt(phi)

% Szamitja az optimalis phi-vektort, hivja: lsqnonlin-t, ezzel mljf-et
)

% Hivasa :

% phi=mljopt (phi)

% ahol

% phi - input sz"ogek vektora

% phi - az optimalis sz"ogek oszlopvektora (output)

% phi=linspace(0.0005,0,18)?; % a kezdeti phi-ertekek

phiO=phi;
normf (1) =norm(mljf(phi));
disp([’Kezdet: |f|=’,num2str (normf(1),’%1.15g’)]1)
opt=optimset (’tolfun’,le-12,’tolx’,1le-12,... % kes"obb tolx=1le-13
‘maxfunevals’, 15000, *maxiter’,3000) ;
1lb=-pi/4*ones(1,18);
ub=pi/4*ones(1,18);
for i=1:3
disp([’i=’,int2str(i),’:’])
[phi,”,”,eflag]=1sqgnonlin(@mljf,phi,lb,ub,opt);
normf (i+1)=norm(mljf (phi)) ;normfi=normf (i) ;
v=(normfi-normf (i+1))/normfi;
disp([’utolso 2 f-ertek: ’,num2str (normfi,’%1.15g’),’, 7,...
num2str (normf (i+1),°%1.15g%),. ..
’; rel. javitas: ’,num2str(v),’, eflag=’,int2str(eflag)]);
% megszakitas, ha megoldast talalt vagy semmivel nem lepett el"ore:
if eflag==1 || normf (i+1)==normfi,break,end
end
[phi,~,”,eflagl=1sqnonlin(@mljf,phi,...
-pi/4*ones(1,18),pi/4*ones(1,18) ,0pt);
normfi=norm(mljf (phi));
v=(normf (1) -normfi) /normf (1) ;
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disp([’1. es utolso f-ertek: ’,num2str(normf(1),’%1.15g°),’, 7,...
num2str (normfi,’%1.15g’),...
’; rel. "osszes javitas: ’,num2str(v),’, eflag=’,int2str(eflag)]);

tt=1:18; % kes"obb ebb"ol lesz a tt=1:16;
plot(tt,phiO(tt),’b.’,tt,phi(tt), 'm+’)

title(’Kezdeti es optimalizalt sz"ogek’,’fontweight’,’bold’)
xlabel([’phi-vektor komponensei, |f|=’,num2str(normfi)],’fontweight’,’bold’)
ylabel(’sz"ogek [rad]’,’fontweight’,’bold’)

legend(’kezdeti sz"ogek’,’optim. sz"ogek’,’location’,’best?’)

Ebben az m-fajlban a [phi,~,” ,eflagl=... utasitdsok azért szerepelnek (ha-
sonl6an, mint korabban a pendulopt programban, vé. a 103. oldallal), mert
az lsqnonlin program ledllasakor eflag-ben kozli a ledllas okat (a paraméter
angol neve ,exit flag”, kimeneti jelzg), és ez kell, hogy a 4. output-paraméter le-
gyen — de a 2. és 3. output-paraméter nekiink most nem fontos (a 2. paraméter
példaul a négyzetdsszeg, de helyette inkabb annak gyoke, az || f|| érdekel).

Ahogyan emlitettiik a fenti 3. 1épéssel kapcsan, a
phi=linspace(0,0.0005,18);

kezdeti értékek (és az abbol mljv-vel kapott xy vektor) jol szerepeltek a | f||
szempontjabol az el6zetes probalkozasok soran. Ugyanakkor itt az 1sqnonlin
program csak lényegtelen csokkenést tudott elérni. Ezzel szemben a

tic;phi=mljopt(linspace(0.0005,0,18)’) ,toc

valasztas nagyobb, kb. ||f|| = 478.3 kezdetiértéket adott ugyan, de az ezzel
indul6 optimalizalo program ezt gyorsan csokkentette kb. 200-ra. Innen az || f||
célfiiggvény értékét sikeriilt tovabb csokkentetniink :

lsgnonlin stopped because it exceeded the function evaluation limit,
options.MaxFunEvals = 15000 (the selected value).

i=1:

utolso 2 f-ertek: 478.27022231675, 199.957148118603; rel. javitas: 0.58192, eflag=0

Solver stopped prematurely.

lsgnonlin stopped because it exceeded the function evaluation limit,
options.MaxFunEvals = 15000 (the selected value).

i=2:

utolso 2 f-ertek: 199.957148118603, 116.90105441243; rel. javitas: 0.41537, eflag=0

Solver stopped prematurely.
lsgnonlin stopped because it exceeded the function evaluation limit,

options.MaxFunEvals = 15000 (the selected value).
i=3:
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utolso 2 f-ertek: 116.90105441243, 116.90105441243; rel. javitas: 0, eflag=0
Solver stopped prematurely.

lsgnonlin stopped because it exceeded the function evaluation limit,
options.MaxFunEvals = 15000 (the selected value).

i-ciklus utani lsqnonlin-hivas :

|£1=116.90105441243, eflag=0

Elapsed time is 7002.292435 seconds.

ellenére.

Ekkor elénydsnek gondoltuk a {phij,...,phijg} csak egy részét, pl. csak egy
harmadét optimalizalni, a tobbi valtozot sziik hatarok kozé szoritva, a kdvetke-
zGképpen :

function phi=mljopt (phi,kkk)

% kkk - kapcsolo az optimalizando ismeretlenek k"oz"ott:
% 1: els"o harmad, 2: 2. harmad, 3: 3. harmad

1b=-45%pi/180*ones(1,18);
ub=45%pi/180%ones(1,18);
s=3e-8;
switch kkk
case 1
1b(7:18)=phi(7:18) -s;ub(7:18)=phi(7:18)+s;
case 2
1b([1:6,13:18])=phi([1:6,13:18])-s;ub([1:6,13:18])=phi([1:6,13:18])+s;
case 3
1b(1:12)=phi(1:12)-s;ub(1:12)=phi(1:12)+s;
end

mig az i-ciklus és a kés6bbi utasitdsok nem valtoznak. Céliink ekkor, hogy
a 18-dimenziés optimalizalasi probléma dimenzidjat lényegében 6-dimenzidsra
csokkentsiik. Példanak emlitjiik, hogy ekkor phi=mljopt (phi, 1) azt fogja ered-
ményezni, hogy az 1-6. valtozo6 szerint szabadon fut az optimalizalds, mig a 7-
18. valtozok lényegében le vannak régzitve. (Mar ramutattunk a 4.4.1. pontban
arra, hogy az lsqnonlin program nem engedi az alsd és fels§ korlatok meg-
egyezését.) Ugyanakkor az mljopt program negyedik 1sqnonlin-hivdsa nem
tartalmazza a hatarok sztkitését : minden phi-értékre hat.

A kkk=3 esetben érdemes lehet néha az indextartoményt az aktuélis koz-
biils6 eredmények alapjan megvaltoztatni (1d. 126. oldalt is).

Erre a fenti 4j mljopt-verzidra és a

tic;for kkk=1:3
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disp([’kkk=’,int2str(kkk),’:’]);
phi=mljopt (phi,kkk)
end;toc

hivasra kaptuk a kovetezd eredméyeket (|f] kerekitett) :

kkk=1:

[£1=115.504644, eflag=0

kkk=2:

| £1=108.589047, eflag=0

kkk=3:

| £1=77.107322, eflag=0

Elapsed time is 21623.466266 seconds

ahol az eflag=0 mindig azt jelenti, hogy a fiiggvénykiértékeléseknek maximalis
szama, tehat 15000, tul kicsi volt. Emiatt nem értelmes, az optimset fliggvény-
nek tolfun vagy tolx paramétereit csokkenteni.

Ugy tiinik, hogy lehetdségként nekiink csak a fenti kkk-ciklus ismétlése ma-
rad. De ekkor mar az f csokkenésének sebessége gyakran lelassul :

kkk=1:

| £1=76.979798, eflag=0

kkk=2:

|£1=76.906843, eflag=0

kkk=3:

|£1=71.479574, eflag=0

Elapsed time is 18188.637000 seconds.
kkk=1:

|£1=71.418168, eflag=0

kkk=2:

|£1=71.085878, eflag=0

kkk=3:

|£1=70.316769, eflag=0

Elapsed time is 21880.854187 seconds.

A 4.8 abra az utébbi szamitasi eredményt mutatja. (Emlékeztetésiil : az £ vektor
1-21. komponense az eltérés x-, a 22-42. komponense annak y-komponenseit
tartalmazza.)

Erre az abrara nézve és abbdl kiindulva, hogy a phi; értéke koriilbeliil a tra-
jektora i-edik pontjara hat ki (hiszen van 18 phi-értékiink és kevéssel tobb, 21
egyenletesen elosztott mérési helyiink, kés6bb viszont csékken phi; kihatésa),
azt gondoljuk, hogy leginkabb az 5-8. és a 16-18. phi-értéket kellene jobban
meghatarozni. Emiatt az mljopt-beli kapcsolot a kovetkezére allitjuk at :

switch kkk
case 1
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4.8. abra. Az optimalizéalasnak egy kozbiilsé eredménye, | f| ~ 71.0859-bdl
kiindulva. Balra : a mért és szamitott tt. Jobbra : az f = xy — zy0 vektor
komponensei és euklideszi normaéja.

1b([1:4,9:15])=phi([1:4,9:15])-s;ub([1:4,9:15])=phi([1:4,9:15])+s;
case 2
1b([5:8,16:18])=phi([5:8,16:18])-s;ub([5:8,16:18])=phi([5:8,16:18])+s;
case 3
1b([1:4,9:15])=phi([1:4,9:15])-s;ub([1:4,9:15])=phi([1:4,9:15])+s;

end

Kis elméletiink részben bejctt :

tic;for kkk=1:3,disp([’kkk=’,int2str(kkk),’:’]),phi=mljopt (phi,kkk),end;toc
kkk=1:

|£1=64.405161, eflag=0

kkk=2:

| £1=64.387974, eflag=0

kkk=3:

|£1=64.205801, eflag=0

Elapsed time is 18041.553518 seconds.

Itt a lényeges el6relépés csak kkk=1-nél tortént meg, és a kkk-ciklus uténi,
4.8-nak megfelel§ abra alig valtozott, szinte csak a 11. f-komponensnél lat-
hat6 minimum eltdint. (,Kis elméletiink” persze javitasra szorul, bar a fo-
lyamat lassulasat nem okozza : az mljf-beli, csillagozott sor, 1d. a 113. ol-
dalt, mutatja, hogy f;-hez tartozik a t=16(j-1)/9 idSpont, és a mljphi-beli
i=min(floor((t-4)/2)+1,18) képlettel kombinalva azt kapjuk, hogy elGszor
is j>4 kell legyen (mert csak t>4-re érvényesés a képlet), tovabba, az f2;-hez
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4.9. abra. A kozbiilss, | f1=64.205801-nek megfelels adatokkal készitett érzé-
kenységi vizsgalat sajatérték eredménye. A skalaszorzé 101°.

tartozo id6 320/9, amelynek i indexe 16. Igy hidba van még phiir és phiig,
csak azoknak nincsen kihatésa az f ;j-kre.)

Szamitasaink sorén a célfiiggvény értékét tal lassan csokkendnek talalva (s6t
néha teljes akadozast is észlelve), emléksziink a 4.1.4-pontbeli érzékenységi vizs-
gdlatra, amely itt, ahol 18 optimalizaland6 paraméterrel allunk szemben, kiilo-
nosen érdekes lehet, és nem kovetel til sok gépidét.

Alkalmazva a sensib programot az mljf fiiggvényre, amikor a hivas alakja
(ahol phi a fenti, utolsonak kapott |f|=64.205801-nek felelt meg)

[V,L,neg,posl,pos2,pos3,nul,g,deltal=sensib(’mljf’,phi,le-4)

a 4.9 abrat kaptuk az L-ben tarolt sajatértékek alapjan (epsi=1le-4 magyaré-
zata, hogy mljf-ben a pontossag epsr=1e-9, és [32], 0.4.3 szerint a derivalt
kiszamitasakor differencia képletbdl az optimalis 1épéstavolsag epsr gyoke.

A Hesse-matrix 2 reszenek normai : ||G||=3.3575e+13, ||F||=8.9237e+13

A dobbenetes az, hogy 10 negativ sajatérték van : -8.6867e+13,-1.4264e+13,
-3.6616e+12, -6.5897e+11, -1.8587e+10, -4.3254e+09, -2.8828e+08, -
6.7264e+07, -4.8355e+07, -6.597e+06. De emléksziink, ezek hasznunkra val-
hatnak : a hozzajuk tartozo sajatértékek lehetnek leereszkedési iranyok. A két
(egzaktul) zérus sajatértéken nem kell csodalkoznunk, és hozzajuk tartozik a
17.,ill. a 18. koordinata egységvektor, egyhangban a fent elmondattokkal phi;r
és phijg-r6l. A 6 pozitiv sajatérték kozott harom a nagysagrendjével magaslik
ki : 8.1496e+12, 1.2899e+13, 3.5668e+13.
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A folytatasban a (4.19) V-ciklussal dolgoztunk (80. o.), az elején proba-
képpen csak a legelss, legnagyobb abszolutértékd negativ sajatértékhez tartozod
sajatvektort hasznédlva, majd sorban a tobbi alteret goldensearch-ben (68. 0.) :

[phi,f]l=goldensearch(’mljf’,phi,V(:,1)*V(:,1) ’*phi,le-2,1e-8,1e-8)
£0=64.205800824458791

£=64.201626599522243, rel. javitas: 6.5013e-05
[phi,f]l=goldensearch(’mljf’,phi,V(:,2:10)*V(:,2:10)’*phi,le-2,1e-8,1e-8)
£0=64.201626599522243

£=64.200596895473339, rel. javitas: 1.6039e-05
[phi,f]l=goldensearch(’mljf’,phi,V(:,posl)*V(:,posl)’*phi,le-2,1e-8,1e-8)
£0=64.200596895473339

£=64.200529059428561, rel. javitas: 1.0566e-06
[phi,f]l=goldensearch(’mljf’,phi,V(:,pos2)*V(:,pos2)’*phi,le-2,1e-8,1e-8)
£0=64.200529059428561

£=64.20052837635906, rel. javitas: 1.064e-08
[phi,f]l=goldensearch(’mljf’,phi,V(:,pos3)*V(:,pos3)’*phi,le-2,1e-8,1e-8)
£0=64.20052837635906

£=64.200511779306126, rel. javitas: 2.5852e-07

Itt tehat két goldensearch-hivéssal figyelembe vettilk a negativ sajatérté-
kekhez tartozo Vi alteret, azt szétbontva : Vi;={V(:,1),V(2:10)}. Az egész
V-ciklusbol valoban a V(:,1) hozta a legjobb eredményt, bar ennél is ki-
csiny volt a javulds. Tovabbi kisérletezéssel talaltuk, hogy a Vi ilyen szét-
bontasa valojaban nem érdemes. (Megjegyezziik, hogy a goldensearch
programban az itt nem mutatott szogek kinyomtatasat (1d. 70. o.) most
a disp(num2str(reshape(x’,6,3),%1.15g?)) formaba irtuk at.) Igy az
mljopt és a sensib-V-ciklus (i = 0,...,4-re sz6l6 V;-vel) kombinaciot folyama-
tosan alkalmazva haladtunk tovabb.

Egyébként, az érzékenységi sajatértékek maguk is elég érzékenyek, mint aho-
gyan kisérletekkel talaltuk. Amikor pl. nem egy mljopt-optimalizalas végén
még a gépben lévs phi értékekbdl indultunk ki, hanem a format long-gal ki-
nyomtatott értékeket jabb sensib-széamitas kezdetének vettiik (ezzel tehat a
phi komponenseinek rejtett szdmjegyeit elvesztettilk — ami nem tortént volna,
ha save-vel kimentjiik és, a munka folytatasakor, 1load-dal visszahozzuk a vek-
tort), akkor mar a (negativ) sajatértékek, s6t a szama is valtozhatott. Hasonloan
sensib eredményei valtozhatnak, hogyha az epsi paramétere nem le-4, hanem
pl. 1e-5.

Megjegyezziik, hogy [7]-ben talalhato (ott a 49-51. oldalon) a szigora Wolfe-
Powell-lépésstratégia algoritmusa és elmélete, amely a goldensearch-beli kere-
sési intervallum folyamatos felosztésa helyett addig l1ép a minimumkeresés érde-
kében, mig a célfiiggvény eleget cstkkent, és ehhez kiveteli a gradiens kiszami-
tasat minden lépésben (tgy, hogy ez a Wolfe-Powell-algoritmus javasolhato, ha
a gradiens analitikusan megvan).

A goldensearch vonatkozasaban az deriilt ki célszertinek, ha a hivasat néha
gy valtoztatjuk meg, hogy a phi vektort nem azonnal felilirjuk, hanem va-
ridlva a negyedik, fent le-2 értéki dtO paramétert (pl. dt0O=1e-2,1le-1,1e-0
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stb., de ha az 1e-1 eredménye rosszabb az 1e-2-hoz tartozonél, akkor folytatva
le-3,1le-4 stb-vel), csak azt fogadva el 4j phi-nek, amelynek || f||-értéke a legki-
sebb. Tovabba, a negativ sajatértékek feltiinése bar megakadalyozza a (4.20) ér-
telemben vett érzékenységi vizsgalatot, de a minimalizalas szempontjabol elény,
hiszen (a negativ gradiens mellett) leereszkedési irany létét jelenthetnek.

Azt is tapasztaltuk, hogy gyakran nem érdemes egy ,érzékenységi” Vy, —
Vi — Vo — V3 — V, ciklust azonnal ismételni. Itt leereszkedési modszerrsl
van szd, és mint ahogyan a gradiens médszereknél mar elmondtuk, altalaban a
legnagyobb haladas az elején figyelheté meg. Erdemes viszont a V-ciklus és az
mljopt valtasa.

Az optimalizalas lassusaga arra késztetett, hogy elérve az |f|a52.568295-hoz,
a [0,40] intervallumrdl atvaltottunk a [0,320/9]-re, mert ezutan a szamitas valo-
jaban mér felesleges, hiszen nincs mérési adatunk a (320/9,40] intervallumban.
Ez azt jelenti, hogy a 45 1épés helyett csak 40-et tesz az ode4b5 program, ami
kb. 9% nyeremény, tovabba, csokken a phi-vektor dimenzidja 16-ra és elttinnek
a nulla sajatértékek az érzékenységi vizsgalatnal.

Ilymodon folytatva, elértiik a 4.10 abran lathaté eredményt. Ehhez az op-
timalizalast (kisebb megszakitasokkal) négy honapig kellett futtatnunk, mindig
valtakozva egy kkk-ciklust (1d. 117. oldalt fent) és egy érzékenységi ciklust. (Achi
Brandt [2], a hires, parcialis differencidlegyenletek megoldasaval kapcsolatos
tobbracsos algoritmus bar nem feltalaloja, de sikeres fejleszt6je szerint ,,stal-
ling numerical processes must be wrong”, vagyis, szabadon leforditva :
akadozo6 algoritmusokat le kell valtani, jobbakkal helyettesiteni. Esetiinkben :
mivel? Lejjebb fogjuk latni, hogy a spline-ok hasznélata lényegesen javitja a
helyzetet.)

Az ekkor abbahagyott szamitas eredménye elfogadhatonak tiinik. Végiil is,
az elején a célfiiggvény értéke (f euklideszi norméja) nem kisebb volt 2.51-nél,
mint most, hanem nagyobb 478-nal — ill., 1d. a 4.7 &4brat, nagyobb 219-nél és
ott az f eltérések vektora maximumnormaéja nagyobb, mint 72, most 1 koriil,
amikor a mérési adatokban lathat6 ingadozas is tobb, mint 1.

A 4.10 abra mutatja az eredményiink teljesitményét. Emlékeztetiink, hogy csak
az els6 16 komponensnek van kihatasa. (A bal részabra x-, ill. y-tengelyének
nagysagrendje kiilonbozik!)

Néhany modell 6sszehasonlitasa

A szakaszosan konstans fiiggvénnyel kapcsolatos oridsi szamitasi id6 bizonyosan
azzal kapcsolatos, hogy a szakadékok kornyezete igen pici lépésekre kényszeriti
az odedb programot, kiilonosen az m1jf programunk opci6i mellett (1d. a 114.
oldalon az epsr=1e-9-t stb.).

Matematikailag : ezt az ode45 programot nem ilyen jobboldalra talaltak ki,
alkalmazasa a megoldasnak legalabb 4 folytonos derivaltjat tételezi fel, azaz a
jobboldalnak 3 folytonos derivaltjat!

Az alabbiakban a célba vett 4 fiiggvényosztalybodl : szakaszosan konstans,
els6- és harmadfoku spline, véges Fourier—sor, csak az utolso felel meg ennek a
simaségi feltételnek.
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4.10. abra. A szakaszosan konstans fiiggvényt optimalizalas (egyelére) végered-
ménynek elfogadott adatainak abréja, most || f|| ~ 2.51 (amikor || f|| ~ 478.3-b6l
indultunk ki). Baloldalt : a mért és szamolt tt, jobboldalt : az f = xy — xy0
vektor komponensei és euklideszi norméja.

Nézziik meg, hogy ez a gyakorlatban, a szamitégépen hogyan néz ki : hason-
litsuk Gssze a 4 fliggvényosztalyt abbol a szempontbol, hogy velilk maganak az
ode45-nek mennyi szamitasi ideje kell, valtozatlan opciok mellett. (Az elssfokn
spline és a véges Fourier—sor elgallitasat mutatjuk a 129., ill. a 125. oldalon.)

A kovetkezs tablazatban d a folytonos derivaltak szdma, és mutatjuk a kii-
16nboz6 fiiggvények,

d=-1 : szakaszosan konstans;

d=0 : els6foku spline (vagyis a torottvonal);

d=2 : harmadfok spline;

d=oc0 : véges Fourier—sor;
a t szamitési idejét masodpercekben, amikor n-szer hivjuk az mljf m-fajlt az
el6z6 szakaszban kapott phi-vektor (els§ 16, ha d>-1) komponenseivel :

n\d| -1 0 2 0
100 | 14.174 6.732 5.833 7.334
200 | 28576 13.514 11.667 14.664
400 | 56.940 26.902 23.349 29.312

A tablazat eredményei kiillonb6z6 n értékekhez mutatjak, hogy itt megbiz-
hato tendenciarol van szo6.
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A simébb jobboldallal a differencidlegyenletek valéban gyorsabban integral-
hatoak az oded45-tel. Mas szdval, a simasag, azaz a differencialhatoség, nem
csak a matematikdban fontos, hanem kihatasa van a szamitési iddre is.

Emellett a (véges) Fourier—sorok esetén a trigonometrikus fliggvények kisza-
mitasanak koltsége érezhetd.

Figyelmeztetiink, hogy az ,eredeti” fliggvény milyen simasaggal rendelkezett,
azt nem tudjuk. Ez azt nyomatékositja, hogy a d-vel jellemzett fliggvényoszta-
lyokbol egyet valasztva, modellt valasztunk.

Egy gyakorlati esetben lehetnek hattérinformaciok a fiiggvényosztalyrol.

A harmadfoku spline

Ezen spline programozési problémaja az, hogy a fiiggvényértékek és a spline-t
leiré egyititthatok linearis egyenletrendszeren keresztiil allnak kapcsolatban, bar
rogzitett szamu, ekvidisztans x; alappontok esetén (16 ilyen pontra gondolunk,
amelyekben a phi(i) = ¢; fliggvényértékeket majd az optimalizalé program
fogja el6irni), a linearis rendszer A méatrixanak LU-felbontésat csak egyszer,
a szamitas legelején, el kell készitenlink, majd eljutatnunk az mljf m-fajlba, a
fiiggvényértékeket valamint a spline y; egyiitthatokat az m1jphi-be (i=1,...,16).

[32]-b&l vessziik az S(x) harmadfoka spline-nak azt a verzidjat, amikor az
i-edik [x;, z;41] intervallumon érvényes S(z) = s;(x), a perem-intervallumokon
(i=1,n—1) teljesiil

5/1/(561) =0, S;;—l(xn) =0,

tovabbé, a h; = z;41 — z; 1épéstavolsagok ekvidisztansok, h; = h, és a spline
lokalis képlete i=1,...,15-re

si(x) = @ivi(x) + pi1wi(z) + [(vi(2))* = vi(@)]ys + [(wi(2))* — wi(@)]yira -

Itt a kovetkezd jeloléseket hasznaltuk :

Tit1— T T — X
vi(x) = % =1—-wi(z), wi(z):= TZ

Ekkor a kapcsolat a @ := (g2,...,0n_1)7 rész-fiiggvényérték vektor és a

¢ = (ca,...,cn_1))T rész-egyiitthato vektor kozott Ay = ¢, mig a teljes vek-

torok ¢ = (0,¢2,...,¢n-1,0)T, y = (y1,...,yn)T. Ttt az A métrix konstans és

tridiagonélis,
A = tridiag(1,4,1) € IR("Q)X("*Q), és ¢; = i1 — 20 + Yit1 -

Most nézhetjiik ezen képletek programozasat. Kezdjiik az A métrixszal és
LU-felbontéséaval, amikor n tovabbra is az alappontok és keresett paraméterek
szama :

function [L,U] = spline3(n)
% Szamitja a harmadfoku spline matrixanak LU-felbontasat
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% Peremfeltetelek: s"=0 az els"o es utolso pontban
% Az s spline alappontjai ekvidisztansok

h

% Hivasa :

% [L,U] = spline3(n)

% ahol

% n - az alappontok szama

% L,U - az LU-felbontas ritkamatrixai

global L U

n2=n-2;

e=ones(n2,1);
A=spdiags([e,4*e,e],[-1,0,1],n2,n2);
[L,U]=1u(A);

end

Ezutan ezt az informaciot el kell jutatnunk az m1jf-be :

function f=mljf (phi)

% f=xy-xy0 - a kocsi ered"o - eredeti koordinatai (1-21: x, 22-42: y)
At

global L U

n=length(phi);

y=phi;

for k=2:3 % differenciak szamitasa

for i=n:-1:k
y(D)=y1)-y(i-1);

end
end
y=y(3:n);
y=L\y;y=U\y;
y=[0;y;0]; % elkesz"ultek a spline-egy"utthatok
phi=[phi;y]l; % idaig a 3-adfoku spline
h %}

epsr=1le-9;

Itt tehat a phi-vektort a spline-egyiitthatokkal bévitettiik ki, és igy jutnak el
az mljphi-be is.

Ott a spline behelyettesitési értékét készitsiik el, de most egyben arra rendez-
kediink be, hogy a tényleges szamitasi intervallum a [4,320/9] (mert mljkocsi-
ban és m1jf-ben korlatoztuk a p-vektort [1:21]-re, Id. a 113. oldalon a ***-sort) :

function f=mljphi(t,z,phi)

else
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h=284/135;i=min(floor((t-4)/h)+1,15); % h=(320/9-4)/15
xi=4-h+ix*h;
v=i-(t-4)/h;w=1-v; % intervallumunk [4,320/9]
p=phi (i) *v+phi (i+1)*w+phi (i+16)* (v~3-v)+phi (i+17) *(w~3-w) ;

end

A véges Fourier—sor hasznalata

Itt is 16 paraméterre szamitunk és ennek megfelelGen mljphi-ben ¢ > 4 esetén
a szoget keressiik a kdvetkezs alakban :

(t) =1 + i { sinmrﬂ + cosmrﬂ} + p16sin SWE
pt) =¥ - ¥2n 36 P2n+1 36 $16 36

Az mljphi programban ezért szerepelnek a kovetkezs sorok :

tpi=pi*(t-4)/36;

p=phi(1)+phi(16)*sin(8*tpi) ; % 16-tagu Fourier-sor
for n=1:7

p=p+phi(2*n)*sin(n*tpi) +phi (2*n+1)*cos (n*tpi) ;
end

A harmadfoku spline hasznalata az optimalizaciés problemankban

A 122. oldalon ko6zolt tablazatbol kiindulva kézenfekvs, hogy a harmadfoku
spline-t hasznaljuk fiiggvényként, a szakaszosan konstans fiiggvény helyett, és
paramétereit hatarozzuk meg optimalisan. Varhaté, hogy ezzel nagyjabdl a
felére csdkken a nagy szamitasi idénk.

Kisebb nyeremény keletkezhet abbdl, hogy az m1jf programunk (113. oldal)
integralasi intervalluma [0,40], de a csillagozott sorban a megoldasi vektorbodl a
(%0, 40] részt hagyjuk el (amit6l a phi-vektor 16 dimenzios lesz). Az interval-
lumot mindjart [0, 33—0]—1@ korlatozva, tovabbi kb. 11 szazalék nyerhetd.

De esetleg lesz még egy tovabbi nyereményiink azéltal, hogy a simébb jobbol-
dali fliggvénnyel egyiitt a probléma célfiiggvénye is simabb lesz, megkénnyitends
az optimalizalast.

A tényleges szamitast most értelemszertien a

phi=linspace(0.0005,0,16)’;

utasitassal beinditva, kapjuk az ||f|| ~ 464.5 eredményt, de mar egy napos
futtatas utan || f|| ~ 0.786, tehat kb. egy negyede a korabbi, tobb honapos szé-
mitéssal elért utolsé eredményiinknek, vo. a 4.10 4brat a mostani 4.11 abraval.

A szamitési id6 ezek szerint két nagysagrenddel jobban csdkkent, mint csak a
felére. Ez csak tgy lehetséges, hogy a harom fent felsorolt okbol a harmadiknak
lényeges szerepe volt.
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4.11. abra. A harmadfoku spline-os szamitéas egy napos eredménye

De ekoézben, a most is alkalmazott érzékenységi vizsgalat soran, a gradiens
negativ iranyi keresésnél, Gij probléma akadt ode45-ben :

Warning: Failure at t=4.005968e+00. Unable to meet integration
tolerances without reducing the step size below the smallest value
allowed (1.421085e-14) at time t.

In ode45 at 309

In mljf at 29

In goldensearch at 22

Es ett6] megszakadt a szamitas. Ennek okaként azt talaltuk, hogy ekkor a gradi-
ens normaja ||g|| &~ le4, mig a phi—komponensek nagysagrendje 1e-3 koriil volt.
Emiatt dt0-ként goldensearch-ben (68. oldal) nem vehettiink le-2 standard
(kezdeti) értékiinket (1d. 120. o.), hanem érezhetden kisebbet, pl. 1le-5. Ezzel az
emlitett probléma elharult.

Felhasznalva az mljopt program 2. inputparaméterét (kkk, 1d. 117. oldalt)
és az érzékenységi vizsgalattal egyiitt kiszamitott gradienst, a kkk=3 esetben
az 1b, ub aktualis indextartomanyt a mindenkori gradiens néhény, abszolit-
értékben legnagyobb komponensei alapjan hataroztuk meg : ezeknek indexeit
szabadon hagytuk, tehat ezeket nem tartottuk (lényegében) konstansnak. Ha-
sonlo céllal lehet az eltérések £ vektorabol kiindulni, mert a spline egyiitthatok
bar globalisan hatnak ki, de a leger&sebben a sajat helyén.

A 0.786 célfiiggvényi érték elérése utan a célfiiggvény tovabbi csokkenése
érezhet@en lelassult. Két napos szamitas utan a mért és szamitott pontok ma-
ximalis eltérése mar csak 22 cm koriil volt.

Hat napos szamitassal kaptunk egészen elfogadhatoé eredményt — bar a
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4.12. abra. A harmadfoku spline-os szamitas hat napos eredménye (emlékez-
tetésiil: az f vektor 1-21. komponense x-koordinata, 22-42. komponense y-
koordinata)

lsqnonlin program még nem kozolte, hogy ,local minimum found” (de mar
stirtien azt, hogy ,local minimum possible”), és az érzékenységi vizsgalat sze-
rint van ekkor 5 negativ sajatérték: ~ -1.3367e+08, -4.444e+07, -9.9572e+06,
-4.8009¢e+06 és -6.6027e+05 (amikor a maximaélis sajatérték ~ 2.0096e+10). De
ne felejtsiik el, hogy az ehhez sziikséges derivaltakat véges differenciakbol kap-
tuk, Id. a sensib programot a 77. és az azt kdvetkez6 oldalon.

Viszont a szdmitott pontok x-komponensei mar csak maximalisan 2.3 cm-rel
térnek el a mért értékektsl, az y-komponensei legfeljebb 9.7 cm-rel, igy a meg-
egyezés jonak mondhato, 1d. a 4.12 abrat is (ahol jellegzetes eltérés latszik az
x- és y-komponensek hibaja kozott, amelyre az y-komponensek nagyobb stilyo-
zasaval az £ vektorban, 1d. 114. o., lehet valaszolni. Javasoljuk, hogy az Olvaso
ezt tegye meg.). A célfiggvény értéke mar a két napos eredménynek kevesebb,
mint a fele : ||f|| = 0.1983.

Erdekességként még emlitjiik, hogy a végén a Hesse-matrix két része, 1d. 77.
oldalt stb., a kiovetkezd euklideszi normat adott : ||G|| =~ 1.996e+10, ||F|| =
1.6454e+09, amikor a Gauss-Newton—modszer (1d. [32], 6.5.3.) alapja az, hogy
F elhanyagolhaté G-hez képest. Ez az egész szamitas alatt nem allt fenn (leg-
gyakrabban volt ||F|| > ||G|]).

Makacssaghol folytattuk a szamitast még 19 napig. Ett6l bar kaptuk a
[If]] = 0.12963 célfiiggvény-értéket, de ekkor a harmadfoku spline abraja alig
kiilénbo6zott a hat napostol, 1d. a 4.13 &dbrat, csak csiicsosabb lett a spline, és a
maximalis eltérést a hat naposhoz képest (= 0.001) a végpontban vette fel. A
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4.13. abra. A harmadfoku spline és (egyelére) optimélis szégei : (egy, hat és
hiiszondét napos eredmény), és szakaszosan konstans fiiggvény (az dbrahoz Id. a
23-26. oldalt is)

kapott phi-vektor komponensei :

phi=[0.003593845017114; 0.003927436343051;-0.005634133963673;. ..
-0.003335343795770;-0.000000211987503; 0.001509381220455;. ..
0.007251242694501;-0.005228008581288;-0.003747175734278; . ..
0.000618363126633; 0.000527728832149; 0.007749567479152; . ..
-0.004606040314916;-0.001939794293025; 0.004723261207415;...
0.000213235255651]

Az egyel6re optimalisnak elfogadott szogeket (a 25 napos szamitasbol) hasonlit-
suk Ossze a 4.13. dbrén a korabbi spline-eredményekkel, és a szakaszosan kons-
tans fliggvény szogeivel is.

Egyébként a szamitas ezen folytatasa alatt sem tiint fel tisztan pozitiv spekt-
rum, amivel el lehetett volna elvégezni a (4.20) szerinti sztikebb értelem vett
érzénységi vizsgalatot.

Kovetkeztetésiink az, hogy joval korabban abba kellett volna hagyni a sza-
mitast a szakaszosan konstans fiiggvénnyel és jobban elgondolkodni a modell
valasztasan.
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Az elséfoku spline hasznalata

A 4.13 abran megfigyelhetd jelenség, hogy a harmadfoku spline eltérése a mérési
adatoktol akkor javul, ha a spline csiicsosabbé valik, arra a gondolatra jutat,
hogy ki kellene még probalni a térottvonalat is. A szamitési id6ket Gsszehason-
lito tablazat szerint (122. 0.) ez nem jarhat tilzottan nagy raforditassal.

Elgsz6r megmutatjuk, hogyan éllithatjuk el§ az elséfoka spline-t t > 4-re,
tehat az m1jphi programunk else és end kozotti sorai mire valtoznak (mig a ¢ <
4 eset sorai maradnak, és nyilvan m1jf-bél a harmadfoku spline-nal kapcsolatos
sorokat kommentaljuk ki) :

h=284/135;i=min(floor((t-4)/h)+1,15); % h=(320/9-4)/15
xi=4-h+ixh;
p=((t-xi)*phi (i+1)+(xi+h-t)*phi(i))/h; % az els"ofoku spline erteke

A szamitast most is beinditottuk a
phi=linspace(0.0005,0,16);

utasitéssal. FEzutan addig hasznaltuk az m1jopt programot, mig tudott javitani
az eredményen (ill., ha az 1sqnonlin utols6 két, m1jopt-beli hivasa mar csak 3-
107 alatti relativ javulast hozott). Ha nem, akkor kivetkezett egy érzékenységi
szamitas. Az, hogy ekkor a megfelel6 H Hesse-matrix (numerikusan) pozitiv
definit volt, csak haromszor fordult el6. Az elsé ilyen esetben az

fil=norm(mljf (phi-delta))
[phi2,f2]=goldensearch(’mljf’,phi,-delta,le-2,1e-8,1e-8)

sorokkal dontettiik el, vajon a phi-delta tiszta Newton-lépés vagy a (4.17)
csillapitott Newton—modszernek egy lépése volt elényds, és ennek megfeleléen
helyettesitettiik az aktualis phi-vektort phi-delta-val, ill. itt : phi2-vel. Ez az
||£||-érték csokkenését ~ 0.083973-rol ||£||~ 0.083554-re hozta, ami akkor egy
eléggé nagy (= 0.00498) relativ nyeremény volt.

Ezutan kovetkezett egy V-ciklus, majd az mljopt stb. A kiévetkezs alpont-
ban gyiijtettiink 6ssze a tovabbi, mér itt kikisérelt és alkalmazott észszertisité-
seket.

Amikor az ||f||~ 0.083462 eredményt értiik el, az XTOL opciét 10~ 12-rél
10713-ra allitottuk at, mert az lsqnonlin méar altaldban arra hivatkozott ki-
szallaskor, hogy ezen opcio6 értéke tul nagy. De ez a valtozas nem sokat segitett
az lsqnonlin eredményességén, tobb elérehaladast az érzékenységi vizsgalattal
kapcsolatos vonalkeresések hoztak.

Kés6bb, amikor méar ||£]|~ 0.0823097 volt, tjra lett H (numerikusan) pozitiv
definit és ekkor az ||£1]|~0.0822188 lett, mig az ||£2||-t eredményezs vonalkeresés
nem hozott jobb eredményt, mint ||f||-et. Ekkor tehat phi-delta-val tovabb
szamitottunk, a relativ csokkenés ~ 0.001104 lett.

Harmadszor, ||£]||~ 0.0816016-kor, a csillapitott Newton-lépés volt elényo-
sebb, amelyhez ||£2||~0.0814043 tartozott és a ~ 0.002418 relativ cs6kkenés.
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4.14. abra. Harmadfoku spline szogei (25 napos eredmény) és elséfoki spline
(toréttvonal) szogei (11 napos eredmény)

Az a benyomasunk, hogy a tordttvonal hasznalata és a Hesse-matrix (nu-
merikusan) pozitiv definitségének a kihasznéalasa nagyban felgyorsitotta a szé-
mitast :

A végeredmény 11 nap utén lett ||f]||~ 0.0804874, azutén, hogy ugy az
lsgnonlin, mint az Osszes V-ciklusbeli goldensearch nem hozott mar semmi
javulast, és ekkor volt

phi=[0.003933679854987; 0.005614400720542;-0.004425670701041;. ..
-0.005058964161408;-0.003206490600249; 0.001655708117753;. ..
0.004219950985189; 0.006486379486348;-0.005658778381571;. ..
-0.003874169035540;-0.003390551529458; 0.003319468291191;...
0.005119451021992; 0.004496717282768;-0.008889355020975; . ..
0.004810894469547]

Id. a 4.14 abrat. Azt is mutatjuk, hogy az ekkor kapott els6foki spline szogei,
amelyeket egyel6re optimélisnak elfogadjuk, hogyan hasonlitanak a harmadfoki
spline 25 napos eredményeihez.

Tovabbi észszertisitések

A szamitasi intervallum atallitasa [0,40]-r6l [0,320/9]-re csokkenti a szamitasi
id6t és két helyen kovetel valtozasokat.
a) mljf-ben, vo. a 113. oldallal : ott b és ab megadasa valtozik a kovetkezére :

b=320/9;
ab=linspace(a,b,41);

b) mljphi(t,z,phi)-ben valtozik az utolso (13. sorbeli) else és a befejezd
end kozotti rész, vo. 111. oldallal. Itt most azonnal az Osszes lehetGségre gon-
dolunk :
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else
% 16 komponens'"unk van
A
h=284/135; % ez (320/9-4)/15, a lepes [4,320/9]-en 15 reszinterv.-hoz
i=min(floor ((t-4)/h)+1,15);
xi=4-h+ix*h;
p=((t-xi)*phi (i+1)+(xi+h-t)*phi(i))/h; % t"or"ottvonal
%}
YA
h=284/135;
i=min(floor ((t-4)/h)+1,15);
p=phi(i); % szakaszosan konstans fgv
%}
YA
tpi=pi*(t-4)/36;
p=phi(1)+phi(16)*sin(8*tpi); % 16-tagu Fourier-sor [0,40]-en
for n=1:7
p=p+phi (2%n) *sin(n*tpi)+phi (2*n+1) *cos (n*tpi) ;

end
%}
yAVAY
h=284/135;
i=min(floor ((t-4)/h)+1,15);
v=i-(t-4)/h;w=1-v; % harmadfoku spline

p=phi (i) *v+phi (i+1) *w+phi (i+16)* (v"3-v)+phi (i+17) *(w~3-w) ;
b hY

end

A harmadfoku spline esetén gondoljunk arra is, hogy ekkor mljf-ben be kell
kapcsolnunk a 124. oldalon mutatott, global L U-val kezd6dé részt.

A sensib m-fajlban (77. 0.) a nullanak tekinthetd sajatértékek kiiszobe
eredetileg

epsnm=100*eps*n*m;
volt, de ezzel a valasztéssal, kombinalva a nul=find (abs (S)<epsnm) ; utasitas-
sal csak a zérus sajatértékeket sikeriilt megkiilonboztetni a tobbi sajatértéktdl.
Sikeresebbnek bizonyult

epsnm=10*eps*max (abs (8)) ;
mert igy a maximalis abszolatértékii sajatértékhez képest elhanyagolhato6 sajat-
értékek iranyai sikeriilt kizarni a V-ciklusokbdl. Ezzel is noveltiik az optimali-
zélas hatékonysagat.

Tovabbi észszertsités jelenti, ha a V-ciklus sordn hasznalt goldensearch-
hivasokat egy m-fajlba rakjuk (v6. a 120. oldallal) és a sensib eredményeinek
csak egy részét kinyomtatjuk :

function phi=golden(phi,dfac,gfac)
% Szamitja az optimalis phi-vektort minden iranyu arany metszettel.
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b

% Hivasa :

% phi=golden(phi,dfac,gfac)

% ahol

% phi - aktualis es ered"o phi-vektor

% dfac - delta szorzoja

% gfac - g szorzoja

tic
[V,”,neg,posl,pos2,pos3,”,g,deltal=sensib(’mljf’,phi,le-4);
disp([’neg=[’,int2str(neg’),’], posi=[’,int2str(posl’),...

’], pos2=[’,int2str(pos2’),’], pos3=[’,int2str(pos3’),’]1’])
disp([’ Igl|=’,num2str(norm(g)/4),’, g:’]) % 16 komponensre szamitva
disp(num2str(g,’%1.15g%))
disp(’delta:’)
disp(num2str(delta,’%1.15g’))

if delta™=-1

[phi,~]=goldensearch(’mljf’,phi,-dfac*delta,le-2,1e-8,1e-8);
end
[phi, ]=goldensearch(’mljf’,phi,-gfacxg,le-2,1e-8,1e-8);
[phi, “]=goldensearch(’mljf’,phi,V(:,neg)*V(:,neg) ’*phi,le-2,1e-8,1e-8);
p g Ji’,p g g) " *p
[phi,~]=goldensearch(’mljf’,phi,V(:,pos1)*V(:,posl) ’*phi,le-2,1e-8,1e-8);
p g Jji’,p p p P
[phi,~]=goldensearch(’mljf’,phi,V(:,pos2)*V(:,pos2)’*phi,le-2,1e-8,1e-8);
p g Jji’,p p p P
[phi, ]=goldensearch(’mljf’,phi,V(:,pos3)*V(:,pos3)’*phi,le-2,1e-8,1e-8);
toc

Végiil, itt is a kkk-ciklust hasznaltuk mljopt-ban, v6. a 114-117. oldalakkal
(ahol a plot-utasitas el6tt persze mar a tt=1:16; all). Mint ahogyan tobb
kisérlettel kideritettiik, a jelen (toréttvonalas) esetben a leghatékonyabb volt az
alabbi programrészlet ki nem kommentalt, atfedéses” (kkk=1:3-nak megfelels)
verzio :

s=3e-8;
switch kkk
case 1
1b(9:16)=phi(9:16)-s; ub(9:16)=phi(9:16)+s; % itt kkk=1:3
% 1b(5:16)=phi(5:16)-s; ub(5:16)=phi(5:16)+s;
% 1b(7:16)=phi(7:16)-s; ub(7:16)=phi(7:16)+s;
case 2
1b([1:4,13:16])=phi([1:4,13:16]1)-s; ub([1:4,13:16])=phi([1:4,13:16])+s;
% 1b([1:4,9:16]1)=phi([1:4,9:16])-s; ub([1:4,9:16])=phi([1:4,9:16])+s;
% 1b([1:4,11:16])=phi([1:4,11:16])-s; ub([1:4,11:16])=phi([1:4,11:16])+s;
case 3
1b(1:8)=phi(1:8)-s; ub(1:8)=phi(1:8)+s;
% 1b([1:8,13:16])=phi([1:8,13:16])-s; ub([1:8,13:16])=phi([1:8,13:16])+s;
% 1b(1:8,15:16)=phi(1:8,15:16)-s; ub(1:8,15:16)=phi(1:8,15:16)+s;
case 4
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% ez az eset kkk=1:3 hasznalatakor nem lep fel
% 1b(1:12)=phi(1:12)-s; ub(1:12)=phi(1:12)+s; % itt kkk=1:4
% 1b(1:10)=phi(1:10)-s; ub(1:10)=phi(1:10)+s;

end

Az ezzel a részlettel valtoztatott mljopt programot valamint a golden progra-
mot a kovetkezSképpen hasznositottuk, kiindulva egy s1-nevii mat-fajlban 1évé
kezdeti phi-kozelitésbdl és kimentve az eredményt az s2 mat-fajlba :

function kocsiopt(sl,s2)
% kocsiopt: kkk-ciklus es golden hivasa, idomeressel es phi mentesevel
% Hivasa :
% kocsiopt(sl,s2)
% ahol
% sl - a kiindulasi phi-vektort tartalmazo mat-fajl, sztring
% s2 - az ered"o phi-vektort viszi az s2 mat-fajlba, sztring
load(s1,’phi?)
tic;
for kkk=1:3
disp([’kkk=’,int2str(kkk),’:’])
phi=mljopt (phi,kkk) ;
end;
save(s2,’phi’) % biztonsagi mentes
toc
phi=golden(phi,1,1e-3) % a gfac parameter a gradiens nagysagrendjenek
% reciproka
phi=golden(phi,1,1e-3)
save(s2,’phi’)

A 4.15 &bra hasonlitja 6ssze a 11 napos toréttvonalat a 25 napos harmadfoki
spline-nal és az (egyel6re) optimalis szakaszonként konstans fiiggvénnyel. Az
abrat a kovetkezs m-fajl allitja eld.

function spline43(L,U,phil,phi3,phi0)
% szakasz.kons.f., t"or"ottvonal es harmadfoku spline "osszehasonlitasa

Hivasa :

spline43(L,U,phil,phi3,phi0)

ahol

% L,U - a 16 alapponthoz tartozo LU-felbontas (spline3 eredmenye)
% phil - az optimalis t"or"ottvonal sz"ogei

% phi3 - az optimalis harmadfoku spline sz"ogei

% phiO - az optimalis szakaszosan konstans f'"uggveny sz"ogei

n=100;
y3=spline3y(L,U,phi3); [£3,xf3]=spline3f (phi3,y3,4,320/9,n);
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4.15. abra. Az (egyelére) optimalis szogek : harmadfoku spline, szakaszosan
konstans és szakaszosan linearis fliggvény

yO(1)=phiO(1);j=1;
for i=2:n
if x£f3(i)<4+j*284/135 % (320/9-4)/15
y0(1)=phi0(j);
else
j=min(j+1,16) ;y0(i)=phi0(j);
end
end

plot(x£3,y0,’color’,[0.1,0.4,0.1],’linestyle’,’--) % szak.konstans fgv.
hold on

plot(x£3,£3,’b-’,linspace(4,320/9,16) ,phil,’r-’) % spline-ok

hold off

xlabel(’t’,’fontweight’, *bold’)
ylabel(’sz"og [ radians ]’,’fontweight’, ’bold’)
legend(’opt.szak.konst. f'"uggv., ||f|[\approx 2.39220°,...
’opt. 3.foku spline, ||fl|[\approx 0.12956°,...
’opt. t"or"ottvonal, ||f||\approx 0.08049’,’location’,’southwest’)
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Maga spline3 mar szerepelt a 123. oldalon. Eredményeink alapjan egyelére a
toréttvonalat mint optimélis modellt fogadhatjuk el, az inverz feladatunk meg-
oldasaként.

Az optimalizalas befejezése

Az el6z6 pontban részletezett programokkal mégegyszer nekilattunk az inverz
feladat megoldasanak. Ekkor a szakaszosan konstans fiiggvény (v6. annak
| 1£]]-értékével a 4.10 abran a 128. oldalon), az elséfoku és harmadfokud spline
esetén (tehat a 122. oldal tablazata szerint d=-1,0,2) azt kaptuk, hogy (az |f]|
értékeit kerekitve)

d 1 0 2
[£]] | 2.3243304 0.0786379 0.0702474

Viszont ezen eredmények birtokdban azt talaltuk, hogy a spline fliggvények jobb
simasaga miatt érdemes két programban az opcidkat javitani : mljopt-ban a
tolx opciot le-13-ra (a toréttvonalra ezt mar elgbb jeleztiik) és m1jf-ben az
opcidkat megadd epsr paramétert le-10-re csokkenteni. Ekkor tébbszor is ki-
hasznalhattuk a Newton—lépést definialé delta vektort, 1d. a sensib progra-
mot. A szamitasokat mindig addig folytattuk, mig tigy a kocsiopt-beli mljopt
kkk-ciklusa, mint a két golden-hiviasa mar nem hozott semmi javulast. Igy a
kovetkez6 eredményeket értiik el :

d -1 0 2
[1£]] | 2.32433039596 0.06840372768 0.06864319395

Ez azt jelenti, hogy az els6foka és a harmadfoka spline modellje szinte egyen-
értéki. Kozoljik az els6fokd spline, a tordttvonal optimélis phi-vektorat, az
inverz feladat megoldasat :

phi =[0.003147829973014; 0.004863450520700;-0.003905648886108; . ..
-0.004043098436020;-0.004649109542159; 0.003401827461738;. ..
0.002924604690334; 0.005948025800297;-0.005171252748068; . ..
-0.003007040144189;-0.004667295480040; 0.005308359295283;. ..
0.003433227254492; 0.003937619062295;-0.006955495119365; . ..
0.007445706348610]

A 4.16 abra mutatja a harom utolsénak vizsgélt modell phi-fiiggvényét, a 4.17
abra viszont az optimalis torottvonal teljesitményét.
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4.16. abra. Az optimalis szogek : szakaszosan konstans fliggvény, els6foki és
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4.17. abra. Az optimalis toréttvonalas szamitds eredménye
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A 4.17. jobb abran lathato cstucsok (mindenek el6tt a 26. £-komponensnél, ami
az y-vektor 5. komponense, ahol £(26) ~ —0.0444) a négyzetes normék elég tipi-
kus velejaroja. Ha ilyen csticsokat nem szeretiink, akkor alapveten a maximum-
norméhoz kellene atmenniink, vagy pedig, a Gauss-Newton—-moddszer keretében
(v6. a (6.51) képlettel [32]-ben) m1jf végén az £ vektor komponensenkénti paros
hatvanyat képezni, vagy egyszertien az f (26)-ot egy 2-es sullyal megszorozni.

Ett6l az utébbi otlettsl egyébként a maximalis eltérés valoban csokken,
mégpedig |£(26)| =~ 0.0381-re, de a feladat megoldasa nehezebb és a végén
[I£]] = 0.07328791338 lett (ezen érték kiszamitasakor, az optimalizalas utan,
a 2-es szorzot nem alkalmaztuk, az Gsszehasonlitas végett).

4.4.3. Harom modellparaméter meghatarozasa egy parcia-
lis differenciidlegyenletben mérési adatokbol

Feladatunk az, hogy harom pozitiv konstanst keressiink, amelyek egy rud hé-
vezetési tulajdonsigaival dllnak kapcsolatban. Ezen szdmok meghatarozéaséara
n = 10 mérési adat all rendelkezésiinkre (ezeket egy 7, vektorba fogjuk ren-
dezni).

A hévezetési folyamat fizikai modellje a hovezétési egyenlet (1d. [34]), amely-
nek egyértelmt megoldasédhoz a Qr := (0, L) x (0,7] derékszogben az alabbi
kezdeti- és peremértékeket adjuk meg, mégpedig bal- és jobboldalt 3-adfaju (ott
Newton-féle turbulens hécsere zajlik a kiilvilaggal, 1d. [33], 11.2.), szakadékos
kezdeti fliggvénnyel (a rad bal fele meleg : 30 C°, jobb fele hideg : 0 C°):

ou 0%u
— = d—, 0 L=1, 0<t<T; (441
5 52 V<< : <T; (441)
k
d = —;
PCp
30, 0<z<i
t=0, 0<z<1: u(z,t) = up(z,0) := ’ 1_96_2’
0, s<z<1;
ou
t>0, =0: —da—+a0u = agTy, Tp =0; (4.42)
T
£>0, z=1: d?qLalu = . (4.43)
T

Itt u a rad hémérséklete C°-ban, x a helykoordinata (méterben), ¢ az id§ (méa-
sodpercekben), k a hévezetési egyiitthato, p a kozeg stirtisége, ¢, a hékapacitas
(konstans nyomaés esetén). d-t héallandénak nevezhetjiik (dimenzidja [m?/sec]),
a;-t hécsereegytitthatonak (j=0,1, [m/sec]). Inverz feladatunk a d, ag, o meg-
hatarozasa adott h6mérsékleti adatok segitségével.

Sajnos ugyanis ugy van, hogy d Gsszeteviibdl a k direkt nem mérhetd, és ha
a rud anyaga valojaban nem homogén, akkor egy effektiv hvezetési egyiitthatot
kell hasznalni, amely az anyag konkrét felépitésétol fiigg. Kozben a csereegyiitt-
hatokra esetleg ismertek empirikus (nemlineéris!) képletek, amelyek haszné-
latdhoz tovabbi informécié kellene, mint a rudat koriilvevs kozeg sebessége és
hémérséklete, amelyek nem mindig allnak rendelkezésre.
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Fizikailag arrol van sz6, hogy az 1 méter hosszu rudat a nulla idé6pontban
Osszerakjuk egy 30 C° meleg és egy 0 C° hideg részbdl. A peremfeltételekben
viszont a kiilvilag hémérsékletét a példa kedvéért Ty = 0C°-nak vettiik, és
lehet ag # ;1 (pl. egy épiilet esetén ez akkor torténik, ha a szél erésebb az
egyik oldalon, mint a masikon). Tovabb4, érvényes d > 0, g > 0, oy > 0 (és
ha pl. ap = 0, akkor a bal oldalon a rad hészigetelt).

Mivel nincsenek bels§ héforrasok és a kiils6 h6mérséklet nulla, azért a test
id6vel nullara hil le (kivéve, ha agp = a1 = 0, tehat ha a rad mindkét oldalan
hészigetelt). Ez akkor azt eredményezi, hogy nagy T-re nehéz lesz az inverz
feladatot megoldani, a harom konstanst meghatarozni. Koézben a szakadékos ug
kezdeti fiiggvény jelenléte a tapasztalatok szerint segiti a d paraméter megha-
tarozhatosagat.

Feladatunk most konkrétabban abbol all, hogy irjunk egy MATLAB-
programot a fenti an. ,vegyes” (és egyben direkt) feladat kozelitd megoldasara és
hasznaljuk a mar ismert 1sqnonlin MATLAB-programot arra, hogy a d, ag, a1
konstansok optimalizalasaval az x; € [0,1] helyeken az u(z;,T) =~ u; szamitott
(kbzelits) értékek a mért J; adatokat (Id. lejjebb a tdblazatot) minél jobban
kozelitsék (7 =1,...,10).

A feladat része az, hogy t =T = 0.1 masodperc esetén biztositsuk, hogy az
u(z;, T) =~ u; kozelités elfogadhaté legyen (pl. abban az értelemben, hogy az
eredmények negyedik szamjegye legfeljebb 3 egységgel valtozzon). Tovabba, az
lsqgnonlin opcionalis paramétereinek megfelels valasztasaval és beallitasanak
segitségével probaljuk elérni, hogy még a nehezebb T' = 10 masodperc eset-
ben is elfogadhato (a T'= 0.1 értékhez kapott eredményekhez kozeli) d, ag, aq
konstansokat kapjunk.

Szimulalt, tehat el6zetes szamitéssal kapott ,mérési” eredményekrdl lesz szo.
Ehhez felosztjuk a Qr = (0,L) x (0,7] megoldasi tartomanyt h := dz =
L/N, 7=t =T/m hosszisagt téglalapokra, és a (4.41) egyenletben valamint
(4.42)-(4.43) peremfeltételeiben szerepld parcialis derivaltakat véges differenci-
akkal helyesitjiik (1d. [33], 11.4. és [34], 16.4.) :

wp = {x; :=1th, i=0,1,...,N},

a racs felezd pontjait x; 1/ = x; + %-Vel jeloljiik és u(x;,t) helyett u;-t frunk
stb. (A t-t6l valo fliggésre hamarosan visszatériink.)
Ekkor a haladé differenciahdnyados képlete

i+1 — U h
Yl 7 s = )+ —ul + O(R2). (4.44)
h ’ 2
Ez a relacio kovetkezik a Taylor—formulabol:
h? h3
Uir1 = u; + hul, + ?u;' + Eu;—”(ﬁih), 9; € (0,1),

amihez fel kell tenni, hogy u € C3[0, L].
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A térbeli W), racs mint4jara bevezetjiik az w, id6beli racs ponthalmazat is,

@, = {t;,j=0,1,...,m},

(4.45)

ahol 7 > 0 az id6lépés. Ekkor a jeldléstink u(x;, t;) =: ug, T € Wh, tj € Wr.
Most a t-t6l valo fiiggésre koncentralunk. Masodrendi hibatagot a (4.44)-

J+l _

nek megfelels (u;

uz) /T =: uiz differenciahanyadoshoz akkor kapunk, ha a

tj+1/2 helyén sorba fejtjiik a halad6 differenciat, és ha t szerint u € C310,T] (u

fiiggGségét ;-t6l elhagyva és derivaltjat ¢ szerint u-tal jelolve, stb.):

Wt = itz Ty T_2ﬂj+1/2 4 T_S'd(cfr)
2 8 48 77

) ) ) 2 3
W= ity Tait2 %WHN _ 1_8@'(@#),

ahol Cji € (tj,tj4+1). Ezért kivonas és 7-val valé osztas utan

j j 2. 1
wly ="y o1 Ui tiprye +057), 03] < 3,

hiszen az U folytonos, és igy van olyan ;15 + ;7 € (tj,tj41), hogy
1. e
5 [H(G) +7(G)] = (@i, iz +9;7).

A (4.44) alatti és (4.46)-beli ¥-k persze altalaban kiilonboéznek.

(4.46)

Erdemes lesz még egy t szerinti silyozdst bevezetniink, amelyben o € [0, 1]

a suly:

uw? =gt 4 (1—o)u? =/t +0(r%) = /T2 + O(|3 —o|r+72). (4.47)
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Ez is a Taylor-sor alapjan jon ki, ha t szerint u € C2[0,T]. (4.47)-ben u/*7 :=

ulz, (j + o)),
Még nem foglalkoztunk a (4.41)-beli masodrendd derivalttal. Az x szerinti
koézponti mdsodrendd differenciahdnyados képlete

1
UFg,; = ﬁ(ui_ﬂ —2u; + ui_l). (448)

Amennyiben u € C*[0, L], akkor a Taylor—formula alapjan
h2
Ui = u" (2:) + Eu(4) (zi +9:h), |0 <1, 0<i<AN. (4.49)

Ha u € C?[0, L], akkor csak azt tudjuk, hogy uz,; — u”(z;), h — 0, de ha
u € C3[0, L], akkor uz, ; = u”(z;) + O(h), [34] szerint.

Most minden parcialis derivaltat (4.41)-ben és (4.42)-(4.43) peremfeltételei-
ben differenciahanyadossal helyettesithetiink. Ehhez az alabbi (N +1)x (N+1)-
méretd matrixot vezetjiik be (N+1 az @y, racs pontszama), amelyben a d, ag , g
konstansok fontosak :

—#(dya,0 — aoyo), ha i=0,
(Anyn)i = (An(d, a0, a1)yn)i = § —dyzzi, ha 1<i< N -1, (4.50)
2(dyz N + a1yn), ha i=N.

Itt vy, = y{l rogzitett j-re az yf ~ u(z;, t;) értékek (N+1)-dimenziés oszlopvek-
tora.
A (4.50) matrix felépitése a kovetkezo :

2d + 2hag —2d 0 0
—d 2d —-d O . 0
0 —d 2d —-d 0 . 0
oL 0 0 —d 2d —-d 0 0
h = 2 . . S . . .
0 . . . —d 2d —d 0
0 . . . —-d 2d —d
0 . ... . —2d 2d+2hay

(4.51)
Ez a méatrix tridiagonéalis, tipikus ritkaméatrix, és mivel d > 0, ag > 0, a3 > 0,
a [33]-beli 11.7. lemma alapjan pozitiv definit, ha teljesiil ag + a3 > 0. Ezzel
egy un. M-mdtriz, mert elemeinek elGjeleloszlasa (f6atloja pozitiv, mellékatloi
negativak) is megfelels (1d. [32], 1.3.4.). Ekkor igaz, hogy a || - ||o, ,diszkrét”
norméaban (1d. [33], 11.4.6.) és a hozzatartozo skalarszorzatban eleget tesz az

1
(An(d, 20, 1) Yn, Yn)o.n > M(ao, )| |ynlldn, M(ao, 1) == 1/ (1 + >
’ oo+ oy

becslésnek, h-tol fiiggetleniil, ami ||A; ! |0, korldtossagat és a stabilitast jelenti.
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Ezutan az an. sulyozott differenciaséma képletei (ha (4.41)-et még a nagyobb
hasznalhatosag kedvéért egy f(x,t) jobboldali fliggvénnyel egészitjiik ki, amelyet
a tjto = (j + o)7 pillanatban értékeljiik ki), az y keresett vektorral :

yei+ (An(d,o0,0)yl)i = @l j=0,1,.m—1, (4.52)
ol = T i=0,1,...,N—1, (4.53)

_ 2 L2
=R+ en = R HTaA (4:54)
v, = wo(zi), 0<i<N. (4.55)

A suly specialis értékei esetén a (4.52)-(4.55) stlyozott séméara a kovetkezd el-
nevezések hasznalatosak:

0, explicit séma, avagy explicit Fuler-maddszer,
%, Crank-Nicolson—séma,
1, (tisztdn) implicit séma, avagy retrogrid Fuler—mddszer.

Ha (4.52)-(4.55)-be az u pontos megoldast helyettesitjiik be, akkor altalaban
az egyenletek nem teljesiilnek. Az eltérést képlethibdnak hivjuk. A (4.44)-(4.49)
relaciok alapjan a

W) = ug i + (An(d, ao, CY1)U§;T))¢ — ¢!
képlethibara azt kapjuk, hogy
¢! = O(rlo — 3|+ 72+ h?), (4.56)

ha u € C*3(Qr).

Ennek speciélis esetei, hogy a Crank—Nicolson séma képlethibaja O(72+h?),
ha u € C*3(Qr), mig az explicit és implicit séma képlethibadja O(T + h?), és
ehhez elegendd, ha v € C*2(Q7). A képlethiba nagysagrendje megegyezik a
séma pontossaganak nagysagrendjével, ha a séma stabil, 1d. [34].

A séma hasznalatahoz fontos tudni a kovetkezsket:

1. Az explicit esetben be kell tartani a 7 < h?/(2d) eléggé korlatozo (stabili-
tési) feltételt. Ha ezt nem tessziik, akkor eredményeink heves oszcillacokat
mutathatnak, és gyorsan tulcsorduléssal végz&dhet a program futasa. Ez
kiilonosen bosszant6 a mi esetiinkben, hiszen d-t nem is ismerjiik.

2. A Crank-Nicolson séma az egyetlen méasodrendi ebben a séma-csaladban,
igy gyakran hasznaljak. Viszont nalunk a mésodrendiiség folytonosséagi
eléfeltételei nem teljesiilnek, mert az ug kezdeti fliggvény szakadékos. Ek-
kor el6fordulhat, hogy az eredmények megint oszcillaciokat mutatnak, bar
azok ebben az esetben idével csillapodnak, mert a séma azért stabil.

3. Az implicit séma nemcsak stabil, hanem oszcillacidkat sem produkal. Saj-
nos csak elsérendd.
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4. A szakadékos kezdeti fiiggvény jelenlétében a szamitast két részben kell
megvalositani : 2 1épést az implicit eljarassal tessziik, aztan a tobbit a
Crank-Nicolson sémaval. (Ez nem tapasztalati triikk, hanem matematkai
eredmény : ekkor nem lesznek oszcillaciok. Ha egyébként ezt a moddszert
alkalmazzuk akkor, amikor a kezdeti fliggvény nem szakadékos, akkor bar
a végsé hiba altalaban valamivel névekszik, de masdrendd marad, mert az
implicit Euler-modszer 2 1épése még nem rontja a masodrendtiséget.)

Az el6zbek alapjan a direkt feladatot mar meg tudjuk oldani, vagyis : adott
d és a-k esetén kozelit6leg kiszamitani a megoldést. Ehhez érdemes dtmenni a
MATLAB-nak jol fekvg ritkamatrixa megfogalmazashoz.

Els6nek a (4.52)-(4.55) séma matrixalakjaval foglalkozzunk, amelyben a
(4.50)-(4.51) matrix a lényeges szerepet jatszik. Ehhez a sémat 7-val szorozzuk,
majd rendezziik a keresett y{fl vektorral kapcsolatos tagokat a bal, a tobbi

(ismert) tagokat a jobb oldalra:
(In + o ARyl ™ = (I — (1 — o) T AR)y) + 7] =: 7.

Ha adottak a d, ag, a7 konstansok, akkor innen az yffl vektort a MATLAB
segitségével azonnal ki tudjuk szamitani, és ehhez az idéciklus el6tt egyszer
az I + o7Ay, matrix LU-felbontdsat éllitjuk elS, majd a cikluson beliil irjuk
y = L\rp, y = U\y. Akkor y = yffl lesz a keresett 4j vektor. (Az I, 4+ oTAp
inverze bar létezik, hiszen o7 > 0 miatt Ap-val egyiitt I}, + o7 Ay is M-métrix,
s6t még akkor is az, amikor ag = a3 = 0 miatt Aj szingularis, de mivel o7 >
0, ag + a1 > 0 esetén telt az inverz matrix, kiszamitasa altalaban hatranyos.)

Az y{l = y vektort egyébként mindig feliil lehet irni, mert csak a végss,
t = T-nek megfelels y;* érték érdekel.
A direkt feladat megoldasa most vilagos. Ne felejtsiik el, hogy 7 = 1, 2-re
o = l-et kell valasztanunk, utana pedig j = 3,...,m-re 0 = 0.5-6t.
Az igy kapott y;* vektort az
Mo RYPI S RT
vetités segitségével az y;'-t tartalmazo RN térbol az y, = (y%n), e ,y%"))

vektorba és ezzel az IR™ térbe vissziik (amely tér az 7" mérési vektort is tartal-
mazza). Osszességben a direkt feladat tehat jellemezhets a kovetkezs modon:

d, ap, &1 = y;' = Yn, avagy rovidebben d, ap, 1 = y,.

Ezen az tuton nyertiik az ¥, szimuldlt mérési eredményeket is bizonyos
d*, af, o paraméterekkel (amelyekrsl csak annyit drulunk el, hogy pozitivak,
de nem egészek, hiszen éppen ezeknek meghatarozasa a feladat). Ekkor viszont
kiilonbo6z6 h, 7-parokat kellett valasztanunk dgy, hogy a numerikus dton kapott
,mérési” eredmények a korabban emlitett pontossagi kovetelménynek feleljenek
meg (a 4. szamjegye mar csak 3 egységgel valtozzon). Kideriilt, hogy — a Qr
téglalap diszkretizaciojat felezéssel ,finomitva”, (kezdve a N = 200, m = 40
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szamokkal, és ezeket folyamatosan duplazva) — T = 0.1 esetén ehhez elég
N =800, m = 160.

Tehat h = L/800, 7 = T/160 esetén kaptuk a direkt (diszkrét) feladat
megoldéasaval az inverz feladat alapjat képezé y), = 7, (d*, o, af) vektort is,
amelynek értékeit mutatja a 4.18 abra és az alabbi tdblazat n = 10 esetén (a
fiiggGséget (h, 7)-t6l nem jeloljik) :

T=0.1 | x=0.05 0.15 0.25 0.35 0.45
27.4639 26.5315 24.4104 21.1808 17.1301
x=0.55 0.65 0.75 0.85 0.95
12.7614 8.65696 5.26658 2.74803 0.936593

Az inverz feladatot vissza fogjuk vezetni direkt feladatok sorozatanak meg-
oldasara, amire most ratériink.
A legegyszertibb otlet itt is az, hogy minimalizaljuk a

J(d, a0, 1) = || Ry 113" (d, o, 1) = T |13 (4.57)

funkcionalt, amelyben R} y;" =7, és |- |2 az IR"-beli euklideszi norma négy-
zete. Kiindulva egy kezdeti d°, af, of valasztasbol, egy optimalizaldsi program
fogja megadni a kovetkezdének kiprobalando d¥, o/g, ol szamharmast (ahol k& > 0
jeloli az optimalizacio 1épését), es a kapott J (dk, alg, a’f) érték alapjan tovabb-

lép :
CdF algfl, A= gl —= j(dk_l,algfl,a’ffl) — dF, ag, akf ..
Mivel (4.57) az ygn) — ygn’*) szamok négyzetosszege, és a (4.41)-(4.43) fel-
adat, valamint a (4.52)-(4.55) séma megold4sa nemlinearis modon fiigg az
x=(d, ap, a1) paraméter vektortol, tjra a MATLAB 1lsqnonlin programja (te-
hat a nemlinearis legkisebb négyzetek feladata) lehet alkalmas a J(d, ag, 1)
minimalizalédsara. Hivasara tobb lehetdség van, pl.:

[x,resnorm,residual]l= lsqnonlin(fun,x0,1lb,ub,options)

Itt fun olyan m-fajl, amely az
R*>2 — y,—7  €¢RY

kiszamitasat végzi el;

x0=(d’ o, a?) tartalmazza a paraméterek kezdeti értékeit;

1b,ub két vektor, amely tartalmazza az also ill. fels§ x-korlatjait (nalunk ez
1b=[0 0 0], ub=[] lesz, mert pozitiv (d, ag, a1) paramétereket keressiik, de
fels6 korlat nincsen);

options egy struktira (opcionalis paraméter!), amellyel az 1sqnonlin futa-
sat tudjuk befolyasolni, amire visszatériink;
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x a bal oldalon a (remélhetéleg) kisebb J-értéket ado (d,aqp,a1) eredmények
vektora;

resnorm a végss J-érték;

residual az y, — ¥y, vektor végsé komponensei.

Mivel semmi informéciéval nem rendelkeziink a keresett paraméterek nagy-
sagrendjérdl sem, az 1sqnonlin optimalizalési programot elészor az x=[1,1,1]
szamokkal inditjuk be, abban bizva, hogy a T' = 0.1 mellett nem lesz annyira
nehéz az inverz feladat. Esetleg be kell allitani optimset-tel alkalmas opciokat,
vagy majd segit a program ismételt hivasa.

x=ones(1,3);T=0.1;
x=1sqnonlin(@(x) mljhovez(x,T),x,zeros(1,3))

Itt a zeros(1,3) azt jelenti, hogy a keresett paraméterek legyenek nemnegati-
vak. Erre a hivasra egyebek mellett a kovetkezd informaciokat is kapjuk:

Local minimum possible.

lsgnonlin stopped because the final change in the sum of squares relative to
its initial value is less than the default value of the function tolerance.

<stopping criteria details>
Kattintva a ,stopping criteria details”ra, olvassuk:

<stopping criteria details>
Optimization stopped because the relative sum of squares (r) is changing
by less than options.TolFun = 1.000000e-06.

Optimization Metric Options
relative change r =  3.24e-07 TolFun = 1e-06 (default)

Emiatt mégegyszer hivjuk a programot, most a TolFun opciét kisebb értékre
allitva (egyben lehetett volna a kapott x vektort is beirni az [1,1,1] helyett):

x=ones(1,3);T=0.1;
opts=optimset(’tolfun’,le-10);
x=1sqnonlin(@(x) mljhovez(x,T),x,zeros(1,3),[],opts)

Itt a 2, [1’ azert szerepel, mert nincsenek fels§ korlatok, de maskiilénben opts
kell, hogy az 1sqnonlin 7. paramétere legyen.

Ezen tjabb hivas ugyanazokat a paramétereket adja, és ezenkiviil azt olvas-
hatjuk a ,stopping criteria” alatt:

Optimization stopped because the relative sum of squares (r) is changing
by less than options.TolFun = 1.000000e-10.

Optimization Metric Options
relative change r = 7.10e-12 TolFun = 1le-10 (selected)
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Most térjiink ra a nehezebb T' = 10 esetre, Gjabb d*, af, o] paraméterek
mellett. Hogy a feladat életszertibb legyen, itt is kiinduljunk az x=[1,1,1]
kezdeti vektorbol.

A feladat sikeres megoldasahoz a kovetkezd tanacsokat tessziik hozza, ame-
lyek mas optimalizalasi feladatok megoldésakor is hasznosak lehetnek :

1. A keresett paraméterek ismeretlen nagysagrendje miatt lehet, hogy j6 lesz
Gauss-Seidel-mo6don ugy eljarni, hogy ugyan x=[1,1,1]-gyel indulunk, de
elGszor csak az 1. paramétert optimalizaljuk. Majd ezt tartjuk rogzitettnek
a kapott értéknek sztik kornyezetében (hiszen az also és fels§ korlatok
kiilonbozbek kell, hogy legyenek) és a csak a 2. paraméter szerint fut az
optimalizélas stb.

2. Amikor az 1sqnonlin programot mar az dsszes paraméterre alkalmazzuk,
javasoljuk, hogy minden futas utan nézziik meg a végss informaciokat, a
Stopping criteria’-kat, és esetleg megfelel§ opcidkat allitsunk be.

3. Egy-egy lsqnonlin-futas eredményét rogton hasznaljuk a kovetkezd futas
kezdeti értékeként, pl. :

x=1sqnonlin(@(x) mljhovez(x,T),x0,zeros(1,3),[],opts)
x=1sqnonlin(@(x) mljhovez(x,T),x,zeros(1,3),[],opts)

stb., mig nem jon az ,Initial point is a local minimum” jelentés vagy meg-
nyugtatoéak a ,stopping criteria details”.

Megmutatjuk az el6z6 tandcsok hatasat, amikor a mérési eredmények elGalli-
tasahoz a kovetkez6 numerikus paramétereket bizonyultak hasznosnak : h =
1/1600,7 = 10/320. Ezzel kaptuk a 4.19 abrat és az alabbi tablazatot.

T=10 | x=0.05 0.15 0.25 0.35 0.45
1.28425 2.36655 3.23461 3.81212  4.05065
x=0.55 0.65 0.75 0.85 0.95
3.93313 3.47406 2.71674 1.72845 0.594282

Itt most a kovetkezd programrészlet volt sikeres :

x=ones(1,3);

op=optimset(’tolfun’,le-12);

x=1sqnonlin(@(x) mljhovez(x,T),x,[0,1,1], [inf,1+2e-6,1+2e-6],0p)

x=1sqnonlin(@(x) mljhovez(x,T),x, [x(1)-2e-6,0,1], [x(1)+2e-6,inf,1+2e-6],0p)

x=1sqnonlin(@(x) mljhovez(x,T),x, [x(1)-2e-6,x(2)-2e-6,0],...
[x(1)+2e-6,x(2)+2e-6,inf] ,op)

x=1sqnonlin(@(x) mljhovez(x,T),x,zeros(1,3),[],o0p)
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H"ovezetesi folyamat, T=10

u - a h"omerseklet

az u numerikus megoldas
* szimulalt meresi adatok

o n n n n . . . . .
[0} 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

4.19. adbra. Szimuldlt mérési eredmények T=10-re.

Mig az 1-3. 1lsqnonlin hivas eredménye volt

x:

0.016636953039027 1.000000000000022  1.000000999999978
X:

0.016637953039005  0.764572395444631 1.000000999999978
x:

1.0e+03 *
0.000016636953039  0.000764571559082  3.347014480445593

a 4. hivas mar teljes sikerrel végz6dott:

x:
0.018315638928425 0.318309887941509 97.408848091357129

<stopping criteria details>

Optimization stopped because the relative sum of squares (r) is changing
by less than options.TolFun = 1.000000e-12.

Optimization Metric Options
relative change r = 1.07e-17 TolFun = le-12 (selected)

Eredmeényiink eltérése a (szerzé szamara ismert) helyes értékektdl :

dx = 1072 % (0.000000039691, 0.000001757718, 0.242942645286).
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Ezekutan kézenfekvs ezt Gsszehasonlitani az érzékenységi vizsgalattal (vo6. 77.,
119. o.), amelyhez nem kell a helyes eredmény ismerete. A sensib program
hividsaban x az inverz feladatunk fenti eredménye és 10 a T aktualis értéke :

A Hesse-matrix 2 reszenek normai: ||G||=4.8679e+05, ||F||=0.0018665
A negativ sajatertekek:

A nulla k"or"uli sajatertekek:

A pozitiv sajatertekek: 7.8587e-10 8.1822 4.8679e+05

d =
1.0e-03 *
0.000000039644404
0.000001757683053
0.242972200546089

Az itt kapott, (4.20) szerinti d hibaindikator tobb szamjegyre egybeesik a fenti
dz vektor komponenseinek értékeivel. Az x vektor az 1sqnonlin Gjabb hivaséval
vagy a (4.19)-alaku ciklussal még javithato.

4.4.4. Parcidlis differencidlegyenletekben szereplé fiigg-
vények meghatarozasarol mérési adatokbol

Mint ahogyan azt a 4.4.2. pont alapjan sejthetjiik, parcialis differencialegyenle-
tek esetén egy fiiggvény meghatéarozésa nehéz lehet. Sajnos tébbrél van szo :
rendszerint az ilyen feladat inkorrekt, vagyis ilyen fiiggvény vagy nincs, vagy
végtelen sok van, vagy van, de az nem fiigg stabil médon az adatoktol.

Ko6zben az ilyen feladatok igen érdekesek lehetnek. Pl. : hatérozzuk meg a
Fold 4.5 milliard évvel ezelGtti hGeloszlasat, ismertnek tekintve a mai héelosz-
lasat és, a Fold kiils6 peremén, a h6aramokat !

Ekkor matematikailag arrél van szo, hogy a hévezetési egyenlet kezdeti ér-
tékét akarjuk meghatarozni egy késébbi allapotbol.

Ezt le is programozhatjuk, akar az egydimenzios esetben, és kozelitGleg meg-
probalhatjuk megoldani, mint a 4.4.3. pontban, véges differencidk segitségével,
de eredményként hatalmas oszcillaciokat fogunk kapni, vagy tilcsordulast.

Ezzel a témakorrel els6ként Andrej Nyikolajevics Tyihonov foglalkozott sike-
resen (az angol irodalomban Tikhonov-nak irjak), és két megéllapitasra jutott :

A keresésre megengedett (végtelen) F fiiggvényteret egy G kompakt részhal-
mazra kell korlatozni (pl. véges sok fliggvény linearis kombinacioira, vo. a 4.4.2.
ponttal), és a szokasos

J(f) = —u||> - min

(P =If = ull® — min

legkisebb négyzetek funkcionaljat (amelyben v a mérési adatokat reprezentalja
és || - || az Lo-norma) ki kell egésziteni egy ,regularizacios” taggal :

Jo(f) = If =l +allfIf — min (> 0),
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ahol ||-||1 legtobbszor az Lo-norma, vagy pedig ||f||? = (—Af, f), a A (diszkrét)
Laplace—operéatorral. Ezt az eljarast Tyihonov-regularizaciéonak hivjak.

Nyilvan az eredmény a-tol fiigg, és annak kivalasztasara sok dolgozat ké-
sziilt. Ezt a ,regularizaciés paramétert” leginkabb az u adatok pontossagéval
kell kapcsolatba hozni.

A tovabbi részletekért az irodalomra hivatkozunk, numerikus vonatkozasban
1d. pl. [10], [12]-[14], [22], ezenkiviil arra mutatunk ra, hogy parcialis differenci-
alegyenletekbdl sok van, még ha csakis mésodrendtiekre korlatozunk magunkat,
mint [34]-ben. Ezeknek mind megvan a sajat specialitasa, akar inkorrekt, akar
direkt vagy inverz feladatok szempontjabol nézziik, az utobbihoz 1d. [15].
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Megjegyzés * E
A eig, 17
eigs, 18
anonim fiiggvény, 111 eps, 63
ascii, 35 error, 25
B érzékenységi vizsgalat, 75, 76, 119, 147

Euler-modszer, explicit, 141
Euler-moédszer, implicit, 141

backslash operator, 17
Examples of GUIDE GUIs, 57

bar, 34 o
Bessel-féle J-fliggvény, 22 Excel-fajl, 34, 40
blanks, 15 eye, 10
Branch and Bound, 84 F
C .
factorialis, 85
C++,5 feladat, direkt, 98, 142
cameraposition, 47 feladat, inkorrekt, 147
célfiiggvény, 84 feladat, inverz, 100, 143
cell array, 15, 26 felirat, tal hosszu, 27
cellstr, 26 figure, 52
checkcode, 7 find, 79, 95
colorbar, 46 fontsize, 30
contourf, 45 fontweight, 30, 47
Crank-Nicolson—séma, 141 Format Cells, 40
csillapitott Newton—modszer, 75 format long, 9, 32
Fourier—sor, véges, 123, 125
D frame, 49, 54
frame-matrix, 49
deblurring, 66 Frobenius—norma, 63, 66

1Mivel a MATLAB utasitasainél, szak-
szavainal nem tesz kiilonbséget kis és nagy G
betiik kozott, és elfogadja pl. a hivatalos
CameraPosition mellett a cameraposition gallery, 12
format is, az aldbbiakban gyakran a kisbetiis GAMAX. 6
forma szerepel. De arra hivjuk fel a figyelmet, = .
hogy a MATLAB véltozéira ez nem érvényes, Gauss-féle normalegyenletek, 26, 61,

pl. a és A kilonbozs valtozok. 65
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Gauss-féle normaélegyenletek matrixa,
61

gépi epszilon, 79

get(gca), 48

get(gcef), 48

getframe, 54

golden sectioning, 68

Gomory-vagas, 84

gradiens modszerek, 66

GUI, 57

guide, 57

H

harmadfok spline, 123
hatizsak feladat, 81
help, 25

Hesse-matrix, 68
hibaindikator, 80
Hilbert—-matrix, 17
Householder-matrix, 12
hévezetési folyamat, 137

I

illesztés, 24

Import Data, 32
Import Selection, 32
inf, 5, 82

input, 15

insert, 47
intlinprog, 81

J
jet, 72
K

kron, 10, 69
Kronecker—szorzat, 89

L

legend, 22

length, 15, 29

linearis legkisebb négyzetek, 24, 59
linearis programozas, 84
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linewidth, 30

load, 35

location, 30, 46

Isgnonlin, 101, 104, 108, 113, 115, 143,
144

LU-felbontas, 142

M

M-matrix, 140

markerek, 28

MATLAB egy szabalytalan befejezése,
17

MATLAB-File Exchange Center, 39

matrix, 9

modellezési hiba, 31

mozg6-ablakos simitas, 34

movie, 52

m-fajl, 5

N

NaN, 5

Newton-féle hécsere, turbulens, 137
Newton—lépés, 71, 74
Newton—mobdszerek, 70

o

oded5, 99, 102, 108

ones, 11

optimalizalasi toolbox, 81, 101
optimset, 102, 144

P

pathtool, 7

pie, 39

pie3, 44

plot, 21
pointer-fiiggvény, 111
polinomialis illesztés, 28
polyfit, 28

print, 49

Property Editor, 48
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Q szinek vezérlésé, 23
QR-felbontas, 61 T
Q-nélkiili QR-felbontas, 26
text, 32, 49
R text arrow, 47
Tihonov-regularizacio, 148
rejtett szamjegyek, 62, 120 title, 27
repmat, 11 totalis legkisebb négyzetek modszere,
reshape, 89 65
RGB, 22
RGB-vektor, 23, 24 U
ritkamétrix, 11, 140
rosszul kondicionalt méatrix, 76 Ukget, 12
rot90, 92 Uncompressed AVI, 53
rotateticklabels, 39 Unicode (UTF-8), 40
rotateXLabels, 41
Vv
S V-ciklus, 80
save, 32, 37 video, 52
save-load probléma, 32 VideoWriter, 52
script, 37 vle, 58
set(gca), 22, 26, 47, 48 vonalfajtak, 28
set(gcf), 42 X
simitas, mozgo6-ablakos, 35
Simple GUL 57 xlabel, 27
S.lmuhnk, 6 xtick, 26
size, 13 xticklabel, 39
sparse, 11, 89
speye, 89 Y
sprintf, 26
str2num, 16 ylabel, 27
strcat, 14
string, 14

subplot, 41, 44

sulyozott differenciaséma, 141
surf, 45

sarlédas modellezése, 98

svd, 65

Sz

szigora  Wolfe-Powell-1épésstratégia,
120

szimplex algoritmus, 85

szinek jelolése, 22



