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BEVEZETES

Ebben a jegyzetben racionalis ortogonalis rendszerekkel foglalkozunk.
Vizsgalatainkat az EKG gorbék elemzése motivalta. Az aldbbi dbran
egy 6 felvételt tartalmazo, valédi EKG felvételt mutatunk be. Mind
a 6 felvétel, amelyeket az LILIII, aVR, aVL, aVF betiikkel szokas
jellolni, 3-3, nagyjabdl periddikusan ismétlodo szakaszbol all. Az a
célunk, hogy ezeket a gorbéket minél kevesebb paraméterrel irjuk le.
Els6 kozelitésben induljunk ki periddikus figgvényekbol. A gorbék
matematikai lefrasara eddig is kiilonbozo fiiggvényosztalyokat vettek
alapul, mint pl. a trigonometrikus fiiggvényeket, a spline fliggvényet,
sth.

A jegyzet az ELTE 2016. évi jegyzetpalyazatanak tamogatdsdval készult



Az EKG-gorbék modellezéséhez racionalis fliggvényeket fogunk hasz-
nalni. Ismeretes, hogy a komplex racionalis fliggvények el6allithatok
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- 1—az’
alakii in. elemi racionalis fliggvények linearis kombindciéiként.
Az a komplex szam a* := 1/a egységkorre vonatkozo tiikdrképe (més
széval:inverz képe) az rqn pélusa, az n + 1 szdm az a* pélus multi-
plicitasa. A tovabbiakban az a paramétereket a D diszkbol valasztjuk
és az Tqn inverzpdlusanak nevezziik. Ekkor az rq, figgvénynek a T
téruszra vett Ton(e't) (t € R) leszilkitése egy 27t szerint periédikus,
analitikus fiiggvény. Megmutatjuk, hogy az ilyen alaku fiiggvények
linedris kombindcidival a 2m-szerint periédikus EKG-jelek jél approxi-
malhaték. Az aldbbi abran két elemi racionalis fliggvény valds és
képzetes részét szemléltetjiik.

Tan(z) = ™(z) (zyae C,neN) (1)

r.(z): a

1t t1\|t2

t2

t1
a; = pre  a, = pyeit: Re 1j(e') Im rj(e") (j =1,2)
Elemi raciondlis fugguények valos- és képzetes része

Az gbra bal oldali részén az q; := pje'yi (j = 1,2) pélusoknak
megfeleld paramétereket szemléltetjiikk. A narancssarga szintinek 1, a
kék szintinek 2 a multiplicitasa. Az abrdkon feltiintettiik a paraméterek
argumentumait (t1,t2). Kénnyen ellenérizhet6 és az dbrén is j6l 1dthato,
hogy ezek az elemi raciondlis fliggvények valds részeinek szélséérték
helyei, képzetes részeinek a zérushelyei. Ezek hasonlitanak a bemu-
tatott EKG-gorbék egy-egy részéhez. Példaul a masodrendli pélushoz
tartozé elemi fliggvény valds része a Il-es, képzetes része az aVL gorbe
grafikonjan fedezheto fel. Ennek alapjan kézenfekvd, hogy az EKG-
gorbéket ilyen tipusu elemi fiiggvények, in. elemi hulldmok szuper-
pozicidjaként kiséreljitk meg el6allitani.
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Ebben a jegyzetben ennek a modszernek az elméleti hatterével és a
gyakorlati megvalositasdval foglalkozunk. Eldzetesen egy valodi EKG-
gorbe emlitett tipusi felbontdsanak végeredményét mutajuk be.

=] o
t2

t1
aj; = pjeiti (] =1,2,3) Re r(t) (t € R)
EKG-gorbe elodllitdisa elemi hullamokkal

A bal oldalon szemléltetett harom paraméter koziil a masodik (a zold
szinll) egy masodrendd pdlushoz, a masik kett6 elsé rendii pélushoz
tartozik: my; = 2, my; = m3 = 1. Az ezek altal meghatarozott elemi
hullamok szerinti sorfejtést alkalmazva kaptuk az abra jobb oldalan 4ll6
gorbét:

3 my
r(t) =) Y cjra k(e (t€R).
j=1 k=1

Vezessiik be a komplex szamsik alabbi részhalmazait:

D:={zeC : |zl<1},D:={zeC : |z <1},

D :={zeC : |z[>1} T:={zeC : [z| =1k 2)

A D halmazt, a komplex szamsik nyilt egységkor-lemezét diszknek,
a T halmazt, a komplex szamsik egységkorét, torusznak szokas nevezni.

A jegyzetben raciondlis ortogonalis rendszereket szerkesztiink. Jelol-
jitk R-rel a D zdrt diszken analitikus, raciondlis fiiggvények algebrdjdt,
Ro-lal az R-beli valodi raciondlis figguények részalgebrajat. A Ry
azokbdl az r € R fliggvénybdl all, amelyekre lim, ,,,1(z) = 0. A
D-n analitikus, a D halmazon folytonos fiiggvények halmazat, azaz a
diszkalgebrat az 2 szimbolummal jeloljik. Nyilvan Ro C R C 2.



Az [P terek mellett hasznalni fogjuk a Hardy- és a Bergman-tereket.
Jelolje A(D) a D diszken analitilus F : D — C fiiggvények osztalyat és
tetszoleges F € A(D) fliggvényre és 0 < r < 1 szamra vezessiik be az

1 T . 1/s
MR = (| FiretFat) 0 << oo)
Mo(Fy 1) = %TJ log., (|F(re™)]) dt, (3)
MOO(F) T‘) = HltaX“:(TeitH

kozepeket és 0 < s < 0o esetén a

H¥ (D) := {F € A(D) : ||F|

ns := sup M(F, 1) < oo},
r<1 (4)
N(D) :={F € A(D) : sup My(F, 1) < oo}
r<1
fiiggvénytereket. A H(D) (s > 0) fliggvényosztalyokat Hardy-te-
reknek, az N(D)-t Nevanlinna-térnek nevezziik. Ismeretes, hogy

H*(D) c H*(D) € N(D) Cc A(D) (0 < s < oc0),

tovdbbd minden F € N(D) fliiggvényre majdnem minden t € [—, )
pontban létezik az F(e't) := lim,_,; F(re't) véges hatérérték, az F perem-
fliggvénye. Specidlisan 1T < s < oo esetén (H*, || - [[us) Banach-tér, 0 <
s < 1 esetén kvdzi Banach-tér, tovabba minden F € H*(D) fliggvény
peremfiiggvényére F € LS(T) és ||F|lus = ||F||rs. A H*(D) tér Hilbert-tér
az

(,6) = o [ FleGmar (RGerim) (9

skalaris szorzattal. A skalaris szorzat altal indukalt norma azonos a
| - [[4z norméval (lasd Méricz [G].)

A D halmazon analitikus, valédi raciondlis fiiggvények Ry algebrajat
az T, fiiggvények generéljdk. Ezek % (a € D,k € N*) hatvényait
R-beli elemi raciondlis fiiggvényeknek nevezziikk. Az vy (k =
0,1,--- ,n—1) fiiggvények altal kifeszitett altérben célszerti egy masik
bazist is hasznalni. A

Sk

qax(z) := ( (zeD,aeD,keN) (6)

1 — az)k—H
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fiiggvényrendszerek a # 0 esetén ugyanazt az altereket feszitik ki mint
az Tqx (k € N) fliggvények:

span{rqx :0 <k <n}=span{qqx :0 <k <nj,

tovabba
R =span{qqx :aeDkeN}

a D halmazon analitikus racionalis fiiggvények halmaza.
A tovabbiakban olyan rendszerekkel és alterekkel foglalkozunk, ame-
lyek
a=(a,,neN) (a, €D,n e N)

alaku sorozattal generalhatok. A széban forgé sorozatok halmazat a A
szimbélummal jeloljik. Az

my= Y (7)

aj=an,j<n

alapjan értelmezett m,, szamot az a, multiplicitdsanak nevezziik. Ez
mas szoval azt jelenti, hogy a, az ap,as,---,a, szamok kozott pon-
tosan my-szer fordul el6. Ha a sorozat tagjai paronként kiilonbozok,
akkor minden tag multiplicitasa 1, ha az a sorozat minden tagja meg-
egyezik, akkor az a, multiplicitdsa n + 1. Ha valamely { € N* szamra
Anie = an (M € N) teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy az a sorozat
(-szerint periodikus.

Ebben a jegyzetben elemi raciondlis fiigvényekbdl kiindulva és a (5)
skalaris szorzatot haszndalva, a Schmidt-féle ortogonalizacids eljarassal
szarmaztatott raciondlis ortogondlis rendszerekkel foglalkozunk. Bar-
mely a = (ap,n € N) € A sorozat esetén a g, m,—1 (N € N)
fiiggvények linearisan fiiggetlenek. Az ezekbdl el6allithatd ortonormalt
rendszert a svéd Malmquist [17] és a japan Takenaka [29] matema-
tikusok egymastol fiiggetleniil 1925-ben vezették be. Ennek a rend-
szernek a specialis eseteit a rendszer- és iranyitaselméletben ujra felfede-
zik és a 70-es évektol kezdddben széles korben alkalmazzak. A széban
forgd MT-rendszerekbdl az a, = 0 (n € N) specialis esetben a trigono-
mertrikus rendszert kapjuk. Az MT-rendszereket generdlé paraméte-
reket szabadon valaszthatjuk. Ezzel lehet6séglink van arra, hogy a fe-
ladatokhoz igazodé, az apriori informaciékat felhasznalé adaptiv rend-
szereket konstrualjunk. A nagyfoku flexibilitas mellett az MT-rendszerek
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egy masik elonye, hogy jél hasznalhatd, explicit formulakkal irhatok le.
Ez lehetové teszi a feladatok analitikus kezelését. Az MT-rendszerek
ezen tulmenden a trigonometrikus rendszer szamos fontos tulajdonsagaval
rendelkeznek. Léteznek a rendszer valds és diszkrét valtozatai és paramé-
terek egy tag osztalyara olyan rendszerek szerkeszthetok, amelyekre az
FFT-hez hasonl6 algoritmusok érvényesek.

A jelfeldolgozas szempontjait figyelembe véve célszeri az EKG-gor-
béket reprezentald 2m-szerint periodikus fiiggvényeket minél kevesebb
paraméterrel leirhaté fiiggvényosztalyok elemeivel kozeliteni. A kozelités
hibajat, a legjobban kezelhet6 esetet véve, fliggvények kiillonbségének
alkalmas Hilbert-térben vett normaival mérhetjik.

A kozelitések alapjat képezo fliggvényosztalyok az idok soran tobbszor
is valtoztak. Kezdetben a trigonometrikus rendszer és a klasszikus
Fourier-analizis képezte a kozelito eljaras matematikai hatterét. Késobb
a trigonometrikus rendszer helyett ortogondlis polinomokbol, spline-
fugguényekbol, ill. waveletekbol indultak ki. Ezek a fiiggvényosztalyok
altalaban tobb szabad paramétert tartalmaznak, és ezek optimalizala-
saval jobb approximaciés eredményeket kapunk.

Az utébbi évtizedben végzett kutatasok azt mutatjak, hogy EKG-
gorbék leirasahoz célszerli racionalis fiiggvényeket hasznalni. FEzek a
fiiggvényosztalyok végtelen sok paraméterrel jellemezhetok. A feladat
matematikai megfogalmazasahoz rogzitsiink egy a = (ag, ar,---,ae_1) €
D' vektort és vezessiik be a raciondlis fiiggvényekbdl 4llé

X" == span{qq,,m,—1:0 <k < {} (8)

{-dimenzids tereket. Az EKG-jeleket az L?(T) Hilbert-térbol valasztva
X2-beli fiiggvényekkel kozelitjiik. Ilyenkor az f € L?(T) legjobb kozelité-

sének mértékét a

Adff) := inf, inf F — g]]

szammal jellemezhetjiik, ahol a || - ||2 := || - |12y jel6lést hasznaltuk.
A bels6 infimum meghatarozasanak problémajaval, tetszoleges Hil-

bert-tér esetén, az 1. Fejezetben foglalkoztunk. A kiilonbség infimumat

az f elem X* altérre vett fy := Pxaf ortogonalis projekciojan veszi fel:

f—gll2 = [|f — fol|2.

inf
gexa



Az a € D' altal generalt MT-rendszer az X* tér egy ortonormalt
bézisa. Ebbben az esetben az ortogondlis projekciéo az MT-rendszer
szerint vett Fourier-sorfejtés (-edik részletosszegével egyenld. Ez in-
dokolja, hogy részletesen foglalkozzunk MT-rendszerek szerinti sorfej-
tésekkel, kitérve a valos és diszkrét valtozatokra valamint a DFT-algo-
ritmus analogonjara.

A kiils6 infimum meghatarozédsa, szemben az el6zovel, nem-linearis
feladathoz vezet. Ezzel a problémaval a jegyzet tervezett I1. kotetében
foglalkozunk, ahol tébbek kozott ismertetjiik a pélusok meghatarozasara
szolgalé Nelder-Mead-féle algoritmus hiperbolikus vdltozatdt valamint
egy masodrendben konvergens iteracios eljarast. Itt most csak egy al-
goritmust mutatunk be, amelyben az M T-Fourier-egyutthatok alapjan
hatarozzuk meg raciondlis fliggvények polusait.

Az MT-rendszerek konstrukcidjaban kitlintetett szerepet jatszanak
a Blaschke-fiiggvények. Azokat az alapvetd tulajdonsagokat, ame-
lyek az MT-rendszerek szerkesztésében felhasznalasra keriilnek, a 2. fe-
jezetben foglaljuk ossze. Mivel a Blaschke-fiiggvények és az el6zéekben
emlitett algoritmusok hatterében hiperbolikus geometriai tulajdonsagok
allnak, kilon fejezetben foglalkozunk a Bolyai-Lobacsevszkij-féle
geometria Poincaré-féle modelljeivel.

Arra torekedtiink, hogy megvilagitsuk a bevezetésre keriilo fogal-
mak és a bemutatott eljarasok szemléletes tartalmat és a matematika
kiilonbozo fejezeteihez vald kapcsolodasat. Ezért szamos abrat és szem-
1élteto programot készitettiink. A bizonyitasok nagyobb részét a Fiig-
gelékben részleteztik.
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JELOLESEK

Szamhalmazok

N:={0,1,2,...} a természetes szamok halmaza
N*:={1,2,...}: a pozitiv egész szamok halmaza

7 :={0,+1,£2,...} az egész szamok halmaza

R: a valos szamok halmaza

Ry:={xeR:x >0}

R* := R\ {0}

1= +/—1: az imagindrius egység
C:={z=x4+wy:x,y € R} a komplex szamok halmaza
C* .= C\ {0}

z| := /%2 +y? (z=x+1y € C): a z komplex szdm
abszolut értéke

z:=x—1y (z=x+1z € C): a z komplex szam konjugaltja
Rz :=x, Jz:=y (z=x+1y € C): a z komplex szam
valds és képzetes része

D:={zeC:l|z|] < 1} adiszk

D_:={z € C:|z| > 1} a zart diszk komplementere
T:={ze C:|z| =1} atorusz

I:={ze C:—1< Rz < 1} adiszk valds része
CL:={z e C:3Jz> 0} a fels6 komplex félsik
C,:={ze C:3z> 0} a fels6 komplex félsik lezérasa
K € {C,R}

10



Fliggvények

A(D): a D-n analitikus fliggvények halmaza

N(A): a Nevanlina osztaly

2U: a diszk-algebra

L5(T) (0 < s < o0): a Lebesgue-terek a téruszon

H3(D) (0 < s < o0): a Hardy-terek a diszken

H3(T) (0 < s < 00): a Hardy-terek a téruszon

|- lls =1 llsemy: L-normak (kvazinormak)

(-, -):skaldris szorzat a H?(ID), H*(T), L*(T) Hilbert-tereken

ro(z) = 1/(1 —@z),tqn =10 (z,a € C,n € N):
elemi racionalis fliggvények

qan(z) :=2z"/(1 —az)"" (a,z € C,n € N)

R = span{qqn : a € D,n € N} C A(D): a D-n analitikus,
racionalis fiiggvények

Ro(C MR): a D-n analitikus, valédi raciondlis fiiggvények

Blaschke-csoportok

B :=1D x T: a Blaschke-csoport paraméter tartomanya

Bu(z) :=(z—a)/(1 —az) (a € D,z € D): a Blaschke-
fuggvények

Na(z) = (1 —za)/(1 —za) (a € D,z € D)

Mo = €Nq (a = (a, €) € B): a gyromivelet

B, := €By (a = (a, €) € B): a kiterjesztett Blaschke-
fuggvények

B :={B,:a e B} a (kiterjesztett) Blaschke-
fliggvények osztalya

a:=ajoa, (a=(a,e),0=(a¢) €B,j=1,2):

csoportmiivelet a B-n
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a:=¢e(ar+ azer)/(1 + ayaze,y),

€ = e1e2(1 + arazer)/(1 + arazey)

(°B,0) = (B, o): a Blaschke-csoportok

ch © Baz = choaz) B, = B;1 (a1, a2,a € B)

0! =(—ea,€): aza=(a,e) € B elem inverze

e =(0,1): a (B, o) egységeleme

To, () :=ay 0 az_1 (ar,a; € B): transzlacié a (B, o)
csoporton

Ta, (Ta,(0)) = Tajoq, (@) Tq 1 B — B reprezentécio

ajoa,’ = (Bg,(a1), emme,(a1)) (a5 = (aj, ¢5) € B,j = 1,2)

B(H) =H (B € B): a H € {T, D, D} halmazok a B
invarians halmazai

B(H) :={B|H : B € B}, (B(H),0) = (B, o)

Bg,(z))(Ba(z2)) = M4(22) B, (22),

NBa(z) (Balz2)) = Mo (21N, (22)M2, (22)

(a € B, zy,z2 € D): invariancia tulajdonsag

By :={(0,€): € € T} = T: egyparaméteres részcsoport

B :={(r,1):r €I} =R, r — athr izomorfizmus

a=(re,e) eB = a=(0,e1e)o (r,1)0 (0,€7) =

B = Bo O ]B] O Bo

Hiperbolikus geometria

Po(z1,22) := IB,, (z22)| = |z1 — 22|/ 11 — Z122| (21,25 € D):
pszeudohiperbolikus metrika

po(Ba(z1), Ba(z2)) = po(z1,22) (21,22 € D, a € B):
invariancia tulajdonsag

p1(z1,2z2) = arth po(z1,22) (21,22 € D): hiperbolikus metrika

po(z1,22) < (lz1l 4+ |22)) /(1 + |z122]) (21,22 € D):
a haromszogegyenlttlenség specidlis esete
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Ly :=By), £:={Ly,:a€ B}

egyenesek a Poincaré-féle modellben

’Cr(a) = {Ba(z) VRS ]Da |Z| — T}7
R={K(a):0<r<1,a €D}

a hiperbolikus korok osztalya

we K(a) = w=B.z),lzl =7 =
po(w, a) = po(Ba(z), Ba(0)) = po(2,0) =7
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1. FERIJEZET

APPROXIMACIO HILBERT-TEREKBEN

Ebben a fejezetben az approximacioelmélet egyik alapfeladataval
foglalkozunk. A matematikaban és alkalmazasaiban gyakran kozelitiink
bizonyos szempontok alapjan bonyolultnak tekintett fiiggvényeket, alak-
zatokat, stb. egyszeriibbekkel. Az ilyen tipusu feladatok pontos mate-
matikai megfogalmazasahoz a kozelitendé objektumokat egy metrikus
tér pontjaival modellezziik, a kozelitésre hasznalt, valamilyen szem-
pont szerint kitlintetett objektumokat pedig a széban forgd metrikus
tér valamely részhalmazaval reprezentaljuk. A feladat ilyenkor abban
all, hogy a tér adott eleméhez meghatarozzuk a kitiintett halmaz elemei
kozil azt, vagy azokat, amelyek az adott elemhez a tér metrikdjaban a
legkozelebb vannak.

Ezzel a feladattal osszefliggésben szamos fontos kérdés vetodik fel:
van-e legkozelebb es6 elem a kitiintetett elemek kozott, egyetlen ilyen
legjobban approximalé elem létezik-e, hogyan lehet ezt eloallitani, stb.

Abban az esetben, ha pl. a haromdimenziés euklideszi térbol indu-
lunk ki és a kitiintetett elemek egy sik pontjai, a feladat a geometria
eszkozeivel egyszertien megoldhaté. Nevezetesen barmely P € R® pont
esetén ennek az adott sikra vett meroleges vetiilete van a legkozelebb a
P-hez a sikbeli pontok koziil. Altaldnositva az itt hasznalt geometriai
fogalmakat (altér, merdlegesség, vetiilet, sth.), a bevezetoben emlitett
approximacios feladat euklideszi térben, elég altaldnos esetekben megold-
hatoé. Ezzel foglalkozunk a koévetkez6 pontban.

Ezt megel6zoen a skalaris szorzattal rendelkezé vektorterekkel, az
un. euklideszi terekkel kapcsolatban néhany alapveto tényt ismerte-
tink. A tovabbiakban ezekkel Gsszefiiggésben kiilon kiemeljik a tel-
jesség szerepét és szohasznalatban is kiillonbséget tesziink a nem teljes

14



és a teljes euklideszi terek kozott. A teljes euklideszi tereket Hilbert-
tereknek nevezziik. Ismeretes, hogy az [a,b] C R intervallumon
folytonos fiiggvények Cla,b] linedris terén az (f,g) := fz f(t)g(t) dt
(f,g € Cla, b]) bilinearis funkcional skalaris szorzat. Ez az euklideszi
tér azonban nem teljes. Mivel a teljessé tétel a fogalmilag bonyolult
Lebesgue-féle integral, valamint az [P-terek felhasznalasaval végezheto
el, ezért ez utébbi példaktol a bevezeto jellegii elso fejezetben eltekintiink.
A folytonos és a szakszonként folytonos jelek vizsgalatahoz az itt ismerte-
tett elméleti hattér elgendd. Specialis Hilbert-terekkel kapcsolatban a
Figgelékre utalunk.

1.1. HILBERT-TER, ORTOGONALIS RENDSZEREK

Induljunk ki egy valés vagy komplex (X, (-,-)) euklideszi térbdl és
jelolje 8 az X tér nullvektorat. X-beli fy, fq,---,f, elemeket tartal-
mazé legsziikebb linearis alteret az fy, fy,---,f, vektorok linearis
burkanak nevezziik. A széban forgd alteret a span{fy, fy,---,fn} sz-
imbolummal jeloljik. Egyszeriien belathato, hogy ez a halmaz, amelyet
az fo, f1, -+, fn altal kifeszitett altérnek is szokas nevezni, a kovetkezo
alakban adhaté meg:

Span{fmf])"' )fn}:{)\OfO"i_)\ﬂcl +"'+7\nfn:}\0))\1a"' ))\n € K}

A skalaris szorzatot felhaszndalva eldonthetd, hogy a széban forgo
rendszer linearisan fiiggetlen-e 7 Vezessiik be a rendszer

(fo,fo) (f1,f0) 1 (fn,fo)
G(fo’fh. .. )fn) -— <f0>f1> <f1>f1> E <fmf1>
<f0’ fﬂ> <f1 y fn> 5 <fm fn>
un. Gram-féle mdtrizdt.

1.Tétel. Az fy, f1,--- ,fn € X rendszer akkor és csak akkor linedrisan
0sszefliggd, ha
det G(fo,f], Tt ,fn) = 0.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a széban forgé rendszer linedrisan 6sszefiig-
g6. Ekkor 1éteznek olyan Ag, A1, - -+ , Ay nem mind O szamok, hogy

Aofo+Mfr + -+ A f, = 0.

Innen fj—vel valo skaldris szorzas utan

n

Z)\i<fi>fj>zo (]:O>1> ,Tl). (1)

i=0

Ezzel megmutattuk, hogy a (1) homogén linedris egyenletrendszernek a
Aoy -+ + 4 An egy nemtrivialis megoldasa, kovetkezésképpen determinansa

0.

Megforditva, ha det G(fo, f1,--- , ) = 0, akkor az (1) linearis egyen-
letrendszernek van nemtrividlis megoldasa. Az (1) j-edik egyenletét a
Aj szdmmal megszorozva és az egyenleteket Osszeadva

n

0=3 > AN, ) = | > A
X =0

n
j=0 i=0

kovetkezik. Innen azt kapjuk, hogy

M=

Afy = 6,
j=0

ahol nem minden egyiitthaté 0, kovetkezésképpen a széban forgé rend-
szer linearisan Osszefiiggd. [

Ha az fo,fy,---,fn rendszer linedrisan fiuggetlen, akkor az altala
kifeszitett Y := span{fo, f1,- -, f} altér minden f eleme egyértelmien
irhato fel

f=MAofo +Afy 4+ -+ Apfpn

alakban. Ilyenkor a széban forgd rendszert az Y altér egy bazisanak,
a Aoy A1y - -+, Ap szamokat az f vektor széban forgd béazisara vonatkozd
koordinatainak nevezziik.

A tovabbiakban véges vagy megszamlalhatdéan végtelen rendszereket
vizsgalunk. Ennek megfeleloen e rendszerek tagjait az N :={0,1,--- , m}
(m € N) vagy a N := N halmaz elemeivel indexeljik.
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Euklideszi terekben célszerii paronként egymasra meroleges egységvek-
torokbdl all6 bazisokat felvenni. Ilyenekkel kapcsolatos az alabbi

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az e, € X (n € N) rendszer ortonor-
madlt, ha barmely m,n € N indexpdrra

0, ha m #n,
<en> em> —

1, ha m=n

teljestil.
Bevezetve a
0, ha m #n,
Omn ==
1, ha m=n

un. Kronecker-féle szimbolumot, az ortonormaltsag feltétele
<en> em> — 6mn (m)n € N)

alakban adhaté meg.

Kiindulva valamely véges vagy végtelen, linearisan fiiggetlen f, €
X (n € N) rendszerbol az an. Gram—Schmidt-féle ortogonalizicios
eljardssal ortonormalt rendszert konstrualhatunk.

2. Tétel. Legyen f, € X (n € N) linedrisan fiiggetlen rendszer. Ekkor
létezik olyan e, € X (n € N) ortonormdlt rendszer, amelyre

Span{f0> T afn} - Span{60> T en} (TL € N) (2)
teljesul.
Bizonyitas. Legyen ey := fo/||fo||. Rekurziét alkalmazva tegyiik fel,
hogy az e, € X (k=0,1,---, m) ortonormalt rendszer mar értelmezve
van és erre 1 = 0,1,--- ,m esetén fenndll (2). A normalast kés6ébb

elvégezve keressiik az en1-gyel parhuzamos €,,.7 vektort

m
Cm+1 = Fp1 — E Axex

k=0
alakban. Ekkor az (émi1,ex) = 0 (k = 0,1,---,m) feltétel az ey
(k=0,1,---,m) ortonormélt tulajdonsagat figyelembe véve azzal ek-
vivalens, hogy Ay = (fii1,ex) (k = 0,1,--- ,m). Innen kovetkezik,
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hogy az

m
€mil = Ty — Z(me» ex) ek
k=0
vektor ortogondlis az ey, --- ,en vektorokra. Mivel ez utébbi vek-
torok kifejezhetok az fo,--- , f;, vektorok linearis kombinacidjaként,

azért emn.q kifejezhetd

m
ém—H — fm—H — § Fkak
k=0

alakban. Mivel az fo,-- -, fn, fmy1 vektorok linedrisan fliggetlenek,
azért emy1 # 0, kovetkezésképpen az en1 = €mi1/||€ms1|| normalt
vektor ortogonalis az ey, - - - , ey vektorokra tovabba

fm—H € spcm{eo, "ty €my em—H}a em+1 € SPan{fm T )fm) fm—H}-

Innen mar egyszertien kovetkezik, hogy (2) n = m+1 esetén is fenndll.
Ezzel a tételt igazoltuk. [l

Megjegyezziik, hogy a most ismertetett bizonyitas 1épéseit kovetve
program készitheté az ortogonalizaciés eljarasra.

1.2. ALTERTOL VETT TAVOLSAG, ALTEREK HAJLASSZOGE

Induljunk ki egy (X, (:,-)) euklideszi térbsl. Megmutatjuk, hogy
fennall az alabbi, un.

Parallelogramma-azonossag. Barmely két a,b € X elemre

la+o* + la—bl|* = 2(||al|* + [[b]|*).

Bizonyitas. A norma definicigjabdl kindulva és felhasznalva a skaléris
szorzat disztributivitasat azt kapjuk, hogy

la+b|l*+]la—b||*=(a+b,a+b)+(a—b,a—b) =
- <a> (1> + <a>b> + <b>a> + <b>b> + <a> (1> - <Cl,b> - <b>a> + <b>b> —
= 2(fa)* + b)),
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A most igazolt azonossag geometriai tartalma a kovetkezo: a paral-
lelogramma atloi folé emelt négyzetek tertileteinek Osszege az oldalak
folé emelt négyzetek teriiletének osszegével egyenlo.[]

A cimben megfogalmazott feladatot két valtozatban is megoldjuk.
Kiindulva valamely teljes euklideszi tér zart, linedris alterébol meghata-
rozzuk és geometriailag jellemezziik pontoknak altértol vett tavolsagat.
A masodik valtozatban ugyanezzel a feladattal foglalkozunk (nem feltét-
lentil teljes) euklideszi térbél kiindulva és véges dimenzids altereket ala-
pul véve.

3.Tétel. Legyen Y az (X, (-,-)) Hilbert-tér egy zdart altere. Ekkor
minden x € X ponthoz egyetlen olyan xo € Y pont létezik, amelyre

[x = xoll = p(x,Y) :== inf{[[x —y| : y € Y} (3)
Az x —xo vektor merdleges az Y altérre, azaz

(x—=x0,y) =0 (yeY). (4)

Bizonyitas. El6szor megmutatjuk, hogy van olyan xo € Y, amelynek
x-t6l vett tdavolsaga d := p(x,Y) = ||[x — xo||. A d értelmezésébédl
kovetkezik, hogy minden n € N* szamhoz létezik olyan y, € Y, hogy

1
d< - n <d T .
< yal < dt o

Megmutatjuk, hogy az y, € Y (n € N*) pontsorozat konvergens. Ehhez
els6 1épésben belatjuk, hogy a szoban forgd sorozat Cauchy-sorozat. Az
a:= X — Yn, b := x — Yy, vektorokra alkalmazva a parallelogramma-
azonossagot azt kapjuk, hogy

Yn +Ym 2
- |

[yn — ym]|” +4/x = 2|Ix — ynll* + 2[[x — ym|*

Minthogy az yn,Ym elemekkel egyiitt ezek szdmtani kozepe is az Y
altérben van, azért a d értelmezése alapjan

+ 2
-
kovetkezésképpen
0< Hyn—ymHz < ZHx—ynHZ+2Hx—yml|z—4d2 — 0, ha n,m — oo.
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Ezzel megmutattuk, hogy y, € Y (n € N*) Cauchy-sorozat, s ezért az
X tér teljessége miatt a sorozat konvergens. Legyen xo a széban forgd
sorozat hatarértéke. Mivel Y zart altér, azért xo € Y, tovabba az xg
értelmezése alapjan

d < [x =xoll < llx=yal + llyn —x0f = d (n — oo,

ahonnan d = ||x — x¢|| kovetkezik. Ezzel a (3) allitast igazoltuk.

Most megmutatjuk, hogy csak egy olyan xy elem létezik az Y altérben,
amelyre (3) teljestil. Ezzel az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy az
X0 € Y, X1 € Y elemek mindegyikére fenndll az (3) egyenl6ség:

e =xoll =[x =il = d.

Az a:=x —Xxp, b : = x — xq vektorokra alkalmazva a parallelogramma-
azonossagot

X0 + X1 HZ

[0 — x1]|* +4||x — = 2|Jx — xo||* + 2|[x — x1|* = 4d?

adédi, ahonnan
X0 — X1 24 4d% < 4d2, azaz Xo = Xi

kovetkezik.

Végiil a (4) igazolasahoz legyen v := x — xo. TetszOleges A szamra
és Yy € Y,y # 0 altérbeli vektorra xo + Ay € Y, kovetkezésképpen a d
definicioja alapjan

d* < [x—(xo+Ay) [ = (v—Ay,v—Ay) = &*~A(y, v)=A{v, y) + APy
teljesiil. Innen A := (v,y)/|[y||* vélasztas mellett

(v, y)l? vyl v y)l?
Iyl yll yll

adddik, ahonnan (v,y) = 0 kovetkezik.

Ezzel az (4) allitést is igazoltuk. O

Azt, hogy a v € X vektor meréleges az Y C X altérre, azaz (v,y) =
0(yeyY),av LY jeloléssel is kifejezésre juttatjuk.

Az 3. tétel kovetkezménye az alabbi
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Riesz-féle felbontasi tétel. Legyen Y az X Hilbert-tér eqy zart altere.
Ekkor minden x € X elem egyértelmiien bonthato fel x = xo+x1 alakban,
aholxy €Y ésx; LY.

Bizonyitas. Legyen xo € Y a 3. tételben bevezetett vektor, x1 := x—xo.
Ekkor x =x¢ 4+ x1 és (4) alapjan x; LY.

A felbontas unicitasanak igazolasahoz tegyiik fel, hogy az x = xo+x;
és X = zo + z1 az x elem két kivant tulajdonsagu felbontésa, azaz
legyen xo,2z0 € Y,%x1,2z1 L Y. Ekkor xo —z9 € Y, z1 —x; L Y. Minthogy
zZ:=Xo—2zo =2z1—X1, azért z € Y és z L Y, kovetkezésképpen (z,z) = 0,
azaz z = 0. Innen xog = zo és x1 = z7 kovetkezik. Ezzel a felbontas
egyértelmiiségét igazoltuk. [

Kiindulva a most igazolt felbontasbdl bevezetjiik a projekciés operator
fogalmat.

Definicié Legyen Y az X Hilbert-tér eqy zart altere és
X=Xo+X1, X0€Y,x; LY (5)
az x € X elem ortogondlis felbontdsa. A
Px :=Pyx:=%y (x € X)

utasitdssal értelmezett P : X — Y leképezést ortogondlis projekci-
onak nevezzik.
Minthogy

Il = {0 +x1,%0 +x1) = [[x0ll” + (X0, x1) + {x1,%0) + [[x1][%,
az Xo, X1 vektorok ortogonalitasat figyelembe véve adodik az
Il = [Ixoll* + lIx11* (x € X) (6)

egyenloség, amely a a Pitagorasz-tétel Hilbert-térbeli valtozataként
interpretalhato.

Az alabbi allitasban oszefoglaljuk az ortogonalis projekcidk legfonto-
sabb tulajdonsagait.

4.Tétel. A Py : X = Y ortogondlis projekcio korldtos linedris leképezés,
amelyre

IPyx[| < [Ixll, — (Py,y) = (6 Pvy) - (x,y € X). (7)
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Bizonyitas. Az additivitas igazolasahoz bontsuk fel az x,y € X ele-
meket

X=X0+X1, Yy=Yo+Yr (xo,Yo €Y, x1,y1 LY)
alakban. Ekkor xo +yo € Y,x1 +y1 L Y tovabba
X +y = (%0 +Yo) + (x1 +y1),

kovetkezésképpen az ortogondlis felbontas egyértelmiisége miatt az x+y
ortogondlis projekcidja az Y altérre xo + yo. Ezzel megmutattuk, hogy

Py(x +y) = xo + Yo = Pyx + Pyy.

A Py homogenitasa hasonléan igazolhato.
A (7) els6 része (6) alapjan nyilvanvald:

IPyx]|* = [Ixoll* < Ilxoll® + [Ix11* = [IxI|*.
Az (7) masodik részének igazolasahoz felhasznaljuk a (5) felbontast:

(Pyx,y) = (x0, Yo + Y1) = (X0, Yo) =
= (X0 + X1,Yo) = (X, Pyy).

Ezzel a 4. tételt igazoltuk.[]

Gyakran sziikség van valamely f € X Hilbert-térbeli vektort legjob-
ban kozelito Y altérbeli elem explicit, numerikus szempontbdl is hasznal-
hato eléallitasara. Ha az Y altér véges dimenzids, akkor ilyen el6allitas
mindig megadhaté. Ebben az esetben ui. Y zart altér és ezért az f-nek
az Y altérre vett g := Pyf vetiilete lesz az f-et legjobban kozelité Y
altérbeli elem.

Tegyiik fel, hogy

Y = Span{fm f]) Tt )fn}>
ahol az fo, f1, -+, € X vektorok linearisan fiiggetlenek. Ez a feltétel
azzal ekvivalens, hogy a rendszer G(fo, f1,---,fn) Gram-matrixa nem

szingularis (ldsd az 1. Tételt).
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A g vetiiletet az jellemzi, hogy f —g L Y. Ez a feltétel azzal ek-
vivalens, hogy f — g ortogonalis az Y alteret kifeszito vektorok minde-
gyikére, azaz

<f_9>fi>:O (i:O,1,"',TL). (8)

A g € Y vektor felirhat az Y alteret kifeszitd vektorok linearis kom-
binacidjaként:

g=) MAf
=0
és (8) alapjan az egyiitthatokra a
ZAj<fj>fi> :<9>fi> = <f>fi> (i:O>1>"' ,TL) (9)

=0

linearis egyenletrendszer adédik. Minthogy ennek a matrixa (a Gram-
féle matrix) nem szingularis, azért (9)-nek pontosan egy megoldasa
1étezik.

Specidlisan, ha az f; (1 =0,1,--- ,n) rendszer ortonormaélt, akkor a
szOban forgd métrix az egységmatrix, és ilyenkor a (9) egyenletrendszer
megoldasa:

A = <f>fi> (i=0,1,---,n).

Ebben az esetben a legjobban kozelito altérbeli elemre

n

g= Z<f> fi>fi
i=0
adodik.

A most kapott véges dimenziés altérre vonatkozé eredmények eu-
klideszi terekben is érvényesek, mas széval nem sziikséges az X tel-
jességét feltenniink. Ez azért is érdekes szamunkra, mert az allitas
alabbi valtozata pl. az X = C[a, b] euklideszi téren is érvényes, ahol a
skalaris szorzatot az

b -
(f,9):= | gl dt (f,g € Cla,b)

a

integrallal értelmeztiik.
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Bessel-féle azonossag. Legyen (X, (-, -)) euklideszi tér, e; € X (1 € I)
eqy véges ortonormdlt rendszer és jelolje

Y =span{e;:i €I}
az ezek dltal generdlt alteret. Ekkor

inf [|f —h|[* = ||f - g||* = [[f* - > el (10)

iel

ahol
g=) (fe)ei. (11)

iel
Bizonyitas. Kiindulva a
h=) Ne€Y
iel

el6allitasbol szamitsuk ki az ||f — h|? eltérést. A skaldris szorzat disz-
tributivitasa alapjan

Hf_th = <f> f> - Z(}\ <f €1> +)\ eu ‘|‘ Z}\ }\ el, €J

iel i,jel

Felhasznélva az e; (i € I) rendszer ortogonalitasat, egyszert atalakitas
utan

Hf - h”z = <f> f> - Z()\_1<f) ei>) + 7\1<f, ei)) + Z |}\i|2 —

iel iel
=17+ ) [(fe) — NP =) [(, e
iel iel

kovetkezik. Innen nyilvdnvalé, hogy az ||[f—h||? eltérés akkor minimalis,
ha A; = (f,e;) (i € I) és igy a minimumra valéban (10), a minimumot
szolgaltatd helyre pedig (11) adédik. [

Ortonormélt rendszerek indexelésére a természetes szamok mellett
néha célszerii az egész szamokat is hasznalni. Ezzel 0sszhangban a
tovabbiakban N-nel fogjuk jelolni az indexhalmazt, ahol N = N, Z.

A Bessel-féle azonossagbdl kovetkezik az alabbi
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Bessel-féle egyenl6tlenség. Legyen (X, (-, -)) eqy euklideszi tér, e, €
X (n € N) egy ortonormdlt rendszer. Ekkor barmely f € X vektorra

D lfen)? < [If]1%

neN

Szamos olyan feladat van, ahol tobb vektorbdl all6 halmaz elemeit
kozelitjik valamely véges dimenziés tér elemeivel. FEzzel kapcsolatos
a Kolmogorov éltal bevezetett n-dimenzids szélesség (n-width) fo-
galma, amellyel valamely K C X halmaz elemeinek linearis approximéci-
6jat mérjik a X Hilbert-tér n-dimenzios altereinek egy A}, osztalyabol
kiindulva. A

wi (K, X)) == inf sup p(f, X)

XeXn teK

szamot a K halmaz A, osztalyra vonatkozo szélességének nevezziik.
Ez a mennyiség azt fejezi ki, hogy a K halmaz elemei (a legrosszabb
esetben is) milyen j6l (milyen legkisebb eltéréssel) approximalhaték
Xn-beli n-dimeziés linearis terek elemeivel. Megjegyezziik, hogy az
eredeti, Kolmogorov-féle definiciéban az A, osztaly a X tér valamennyi
n-dimenziés alterét tartalmazza. Az aldbbi dbran X = R%, n = 1 esetén
szemléltetjiik a definiciét, K-nak egy olyan ellipszist valasztva, amely-
nek a kozzéppontja az origd és tengelyei nem esnek a koordinatarend-
szer tengelyeire. Konnyen ellenorizheto, hogy ebben az esetben a mini-
mumot szolgaltato altér a nagytengelyen athaladoé egyenes (az abran X;-
gyel jelolt altér), a Kommogorov-féle szélesség az ellipszis kistengelyének
hosszaval egyenlo.

N

Yl

Ellipszis Kolmogorov-féle szélessége
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Abban az esetben, ha K valamely altér egységgombje, akkor

max dist(f, X) = dist (", X) = If*—g*|| (g" = Pxf"),
S

kovetkezésképpen ez a mennyiség az f*, g* vektorok és ezzel egyiitt a K
és X alterek o = (K, X)< hajlasszogének szinuszaval egyenlo:

sin( (K, X)<() = maxdist(f, X).
fek

Ennek alapjan a Kolmogorov-féle szélesség kiszamitasa a K altérrel
legkisebb szoget bezard X altér meghatarozasahoz vezet:

wi (K, X)) = Xién)ﬁ sin( (K, X)<1).

Alterek szoge

Az 5. Fejezetben néhany fontos specialis esettel foglalkozunk, amely-
ben az optimumot szolgaltatod X altér és a wy, szélesség explicite megha-
tarozhaté.

1.3. FOURIER-SOROK

Az el6z6 pontban vizsgalt minimumfeladat megoldasanak egytittha-
téihoz a trigonometrikus rendszerrel kapcsolatban el6szor Euler ju-
tott el, majd késébb Fourier alkalmazta igen eredményesen az ezzel
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osszefiiggd sorokat fizikai problémak megoldasara. Erre utalnak a cimben
és az alabbi definiciéban hasznalt elnevezések.

Definicié. Az (f,eq) (n € N) szdmokat az f € X vektor E = (eq,n €
N) ortonormdlt rendszer szerinti Fourier-egyttthatdinak, a

> (fieer  (N=N,7)

neN

végtelen sort az f elem E = (e, € N) rendszer szerint haladé Fourier-
sordanak nevezzik.

A Fourier-sor konvergencidjanak vizsgalatdhoz az N = N, N = Z
eseteket figyelembe véve vezessiik be az alabbi részletosszegeket:

Snf:= ) (f,ee; (neN).

[il<n

A haromdimenzids térben érvényes geometriai szemléletet kiterjesztve
az E ortonormalt rendszer vektorait egy derékszogo koordinatarendszer
koordinata-egységvektoraiként foghatjuk fel, az f vektor (f,e;) (1 € N)
Fourier-egytitthatoi az f-nek az e; egységvektor iranyaba eso eldjeles
vettileteként vagy az f i-edik koordindtajaként interpretalhatok.

A matematika alkalmazédsiban gyakran hasznalunk fiiggvényeket fo-
lyamatok, jelenségek modellezésére. Ezek a fliggvények sokszor valamely
(X, (+,-)) euklideszi tér vektoraiként interpretalhaték. A fliggvények
helyett sok szempontbdl célszerii ezek valamely ortonormaélt rendszer
szerinti Fourier-egytlitthatoibol, vagy geometriai szohasznalattal élve,
valamely derékszogli koordinatarendszerre vonatkozo koordinataibol ki-
indulni. Ezzel Osszefliggésben felvetodik a kérdés, hogy milyen ko-
ordinatarendszerek felelnek meg ennek a célnak. Nyilvanvald, hogy
valamely E = (e,,n € N) rendszer szerinti Fourier-egyiitthatok akkor
jellemzik a tér vektorait, ha minden f,g € X esetén

(fyen) = (gyen) = f=g. (12)
Ezzel a tulajdonsaggal kapcsolatos a kovetkezo

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az E = (en,mn € N) rendszer teljes,

ha az
feX, (fen) =0 (neN) (13)
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feltételbol f = 0 kovetkezik, ahol © az X tér nullvektora.

Nyilvanvald, hogy (12) ekvivalens az E rendszer teljességével. Valé-
ban a (12) feltétel azzal ekvivalens, hogy (f—g, e,) =0 (n € N). Innen
teljes E rendszer estén f — g = 0, azaz f = g kovetkezik. A forditott
iranyu allitas hasonldéan igazolhato.

Rendszerek teljessége és zartsaga szoros kapcsolatban van egymassal.
Emlékeztetve a definiciéra akkor mondjuk, hogy valamely X-beli F =
(fn,n € N) rendszer zart, ha a rendszer linearis burka mindentitt siiri
az X térben, azaz F linedris burkanak lezartjara span F = X teljesiil.
Ez mas széval azt jelenti, hogy minden f € X vektorhoz és € > 0
szamhoz létezik olyan n € N és g € span{fo, ..., fy}, hogy ||[f—g| < €.

5.Tétel. Legyen (X, (-,-)) eulideszi tér.
Ha az F = (fo,n € N) X-beli rendszer zdrt, akkor F teljes.
Ha az X tér és az F rendszer teljes, akkor F zart rendszer.

Bizonyitas. 1. Induljunk ki abbdl, hogy az F = (f,,,n € N) rendszer
zart és tegytik fel, hogy valamely f € X vektorra

(f,fan) =0 (neN)

teljesiil. A skalaris szorzat linearitdsat és folytonossagat felhasznalva
innen kovetkezik, hogy

fLspanF =X

Specialisan f L f, kovetkezésképpen f = 0.

2. A forditott irdnyu allitas igazolasahoz, indirekt bizonyitast alkal-
mazva, tegyiik fel, hogy F teljes de nem zart. Ekkor Y := spanF # X
kovetkezésképpen a Riesz-féle felbontasi tétel alapjan van olyan f # 0
vektora a X térnek, amely merdleges Y-ra. Erre az f vektorra fennall
(13), ami ellentmond annak, hogy F teljes. [

Teljes rendszerek szerinti Fourier-egyutthatokkal — amint azt korabban

lattuk — jellemezhetjiik az euklideszi tér vektorait. Ha zart rend-
szerbdl indulunk ki, akkor a tér vektorai Fourier-egyiitthatoikbél rekon-
strualhatok. Ezzel kapcsolatos a kovetkezo allitas.

6.Tétel. Legyen (X, (-,-)) euklideszi tér és e, € X (n € N) egy zdrt
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ortonormdalt rendszer. Ekkor minden f € X vektorra

0P = D> 1{f,en)l,
neN (14)
i) |If=Suf|l 20 (n— o).

Bizonyitas. A Bessel-féle azonossdg alapjan ||[f — S,f|| az f € X e-
lemnek az Y, := span{f; : i € N,[i] < n} altértdl vett tavolsaga,
kovetkezésképpen n-nek egy monoton fogyo sorozata. Mivel a szoban
forgd rendszer zart, azért minden € > 0 szamhoz 1étezik olyan N € N
és olyan h € Yy, hogy ||f —h|| < e. Ezt és a Bessel-féle azonossagot
figyelembe véve azt kapjuk, hogy minden n > N esetén

112 = > [f e = |If = Sufl* < |If — SnfI* < [If —h* < e.

[il<n

Ez pontosan azt jelenti, hogy a (14) mindkét allitasa fennall.(]
Egyszertien igazolhato, hogy az

1/2
P(N):={x=(xp,n € N):||x|| := (Z Ixn|2> < 00 (15)

neN

sorozattér linearis, az

%Y) =) xuUn (%Y € E(N)

neN

bilinedris funkciondl egy skaldris szorzat ezen a téren, amely a (15)-ben
is szerepl6é normat indukdlja. Ez a tér teljes és szeparabilis, azaz a
szepardbilis Hilbert-tereknek egy példanya. Emlékeztetiink arra, hogy
egy metrikus térrél akkor mondjuk, hogy szeparabilis, ha van benne
egy megszamlalhaté, mindeniitt stirti részhalmaz. Konnyen ellenérizheto,

hogy

{x:(xn,neN) € *)(N)|x, €Q(neN), IN ENVIn!ZN:xn:O}

egy megszamlalhatd, mindeniitt stir{i részhalmaza az €2(N) térnek. Hil-
bert-terek esetében létezik egy masik, jol hasznalhaté kritérium a szepa-
rabilitasra.
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7. Tétel. Eqy Hilbert-tér akkor és csak akkor szepardbilis, ha létezik
benne eqy megszamlalhato teljes ortonormdlt rendszer.

Bizonyitas. 1. Legyen X egy szeparabilis Hilbert-tér és valasszunk
ebbdl egy megszamlalhatd, mindenititt strt részhalmazt. A vektorokat
sorozatba rendezve és azokat, amelyek az elozoekkel oOsszefliggnek, el-
hagyva olyan megszamlalhato, linearis fiiggetlen F = (f,, n € N) rend-
szert kapunk, amelynek a linearis burka mindeniitt strti az X-ben.
Ez utébbi zart rendszerre alkalmazva a Schmidt-féle ortogonalizaciot,
egy megszamlalhaté ortonormalt rendszert kapunk, amelynek a linearis
burka ugyanaz 1évén, mint az F rendszeré, maga is zart. Alkalmazva az
5. Tételt az kapjuk, hogy ez az ortonormalt rendszer teljes.

2. Megforditva, ha X-ben van egy megszamlalhato, teljes ortonormaélt
rendszer, akkor az 5. Tétel alapjan ez a rendszer zart. Konnyl meg-
mutatni, hogy ennek racionalis egytlitthatokkal véve a linearis burkat
egy megszamlalhatd, mindentit stirti halmazt kapunk. [

Ezek utan megmutatjuk, hogy a szeparabilis Hilbert-terek kozott
sem algebrai szempontbdl, sem metrikus tulajdonsagaikat tekintve nincs
kiilonbség. Ennek pontos megfogalmazasahoz rogzitsink egy e, € X
(n € N) megszdmldlhato, teljes ortonormalt rendszert. Jeldlje

f:=(f(n),n eN), f(n):=(f,e)) (neN)

az f € X elem széban forgd rendszer szerinti Fourier-egyiitthatéit. Az

Ff = f (f € X) leképezést, amely (14) alapjan X-beli vektorokhoz

¢?(N)-beli sorozatokat rendel Fourier-transzformaciénak nevezik.
Ezt a leképezést felhaszndlva igazolhaté a

Riesz-Fischer-tétel. Minden szepardbilis Hilbert-tér izomorf és izo-
metrikus o (*(N)-térrel, nevezetesen a

F:X — }N)
Fourier-transzformdcio eqy linedris izomorfia a két tér kozott, amelyre

(f,g) = (f,g) (f, g €X).

Bizonyitas. A skalaris szorzat tulajdonsdgai alapjan
(f+g,en) = (fyen) +(g,en), (Afyen) =A(fyen) (n€N),
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kovetkezésképpen F valoban linearis:
F(f+g)=Ff+Fg, F(Af)=AFf (f,ge XA € K).

Az e, € X (n € N) rendszer teljességébdl kovetkezik, hogy az F
leképezés injektiv. Ehhez, figyelembe véve F linearitasat, elég megmu-
tatni, hogy az Ff = 0 feltételbdl f = 0 kovetkezik. Valéban, minthogy
az e, € X (n € N) rendszer teljes, ezért %\(n) = (f,en) =0 (n € N)
feltételbdl f = 0 kovetkezik.

Annak igazolasahoz, hogy a F szurjektiv induljunk ki egy ¢ =
(cn,meN) e 0?(N) sorozatbdl és mutassuk meg, hogy van olyan f € X,

amelyre f(n) = ¢y (n € N) teljesiil. Ehhez bevezetjiik a ), . Cxex sor

Sp 1= Z crex (neN)

k=0

részletosszegeit és megmutatjuk hogy ezek Cauchy-sorozatot alkotnak.
Valéban, felhasznalva az (e,, n € N) rendszer ortogonalitasat és normalt
voltat azt kapjuk, hogy minden m > n indexre

m 2 m
. 2
Z Cxex|| = Z [l

k=n-+1 k=n-+1

[$m — SnH2 =

Minthogy ¢ € (*(N), azért (sn,n € N) valéban Cauchy-sorozat, s igy
az X tér teljessége alapjan konvergens. Jeloljik f-fel a széban forgd
sorozat hatarértékét, azaz s, — f (n — o00) az X tér norméjaban.
Ekkor a skaldris szorzat folytonossaga alapjan

f(k) = (f,ex) = lim (sn, ) (k € N).

Minthogy minden n > k esetén (s,,ex) = ck, azért ?(k) — ¢y minden
k € N indexre. Ezzel megmutattuk, hogy a most konstrualt f € X
elemre Ff = c teljestl.

A (14) alapjan
19117 = > )P = | FfiE (f € X),

neN

s ez geometriai szohaszndlattal élve pontosan azt jelenti, hogy az F :
X — €2 bijekcié tavolsagtartd, mas széval izometria.
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Barmely euklideszi térben a skaldris szorzat kifejezheté a normaval.
Egyszertien igazolhato, hogy valds euklideszi tér esetén fenndll az

1
(f,0) = 2 (If + gl = If = gl) (f,g€X)

azonossag. A komplex térre vonatkozé azonossagot illetoen lasd a fe-
ladatot. Ezekbdl nyilvanvald, hogy minden izometria egyben a skalaris
szorzatot is megtartja. [

1.4. FELADAT

1. Legyen (X, (:,-)) komplex euklideszi tér. Igazoljuk a kovetkezo6
azonossagokat:

If+ gl = [If — gll* =4 Re(f, g),
lif + gll* — [[if — gl|* = 4iIm(f, g) (f,g € X).
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2. FEJEZET

A BLASCHKE-CSOPORT

Ebben a fejezetben ismertetjiik a racionalis ortonormalt rendszerek konstrukeciéja-
ban fontos szerepet jatszé Blaschke-fiiggvények felhasznélasra keriil6 tulajdonséga-
it, szemléltetjiik az altaluk létesitett komplex leképezéseket. Foglalkozunk a Blaschke-
fiiggvényekkel képzett csoport tulajdonsdgaival, specidlis részcsoportjaival és ezek
reprezentacioival.

2.1. A BLASCHKE-FUGGVENYEK A DISZKEN

Az a komplex paramétertol fiiggd

Bo(z) = —— (z€C) (1)

szam, az a-nak az eqységkorre vonatkozo tikirképe (inverz képe), a B, polusa. Ez in-
dokolja a kovetkezo szohaszndlatot: az a paramétert a B, fliggvény inverzpélusanak
nevezziik. Néha célszeri C helyett a oo elemmel kibévitett C := C U {oo} halmazbdl
kiindulni és a B, értelmezését erre az alabbiak szerint kiterjeszteni:

Bu.(a®) := 00, Bg(oo):=—a".
A tovabbiakban gyakran felhasznéljuk az

(1—1z*) (1 —la?)
|1 —azf?

1—[Ba(2)* = (a,z€ C,z# a’) (2)

azonossagot, amely egyszerlien igazolhat6. Valéban

2
1= B2 =1 - EE -
(1 —az—az+ |azP) — |z —az— az + |a]?)
- 1 —azf]? -
(T +1azl?) — (z1 + |af?) _ (0= 217) (1 —al?)
1 —azf? 1 —azf?
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Innen kozvetleniil adédik, hogy a € D esetén
Bu(z) €D, haze D, By,(z) €T, hazeT.

Megmutatjuk, hogy B, : C — C bijekcid, amelynek inverze B;' = B_, (a € C).
Ez kovetkezménye az aldbbi, egyszertien igazolhatd azonossagnak:

Ba(Bfa(Z)) = Bfa(Ba(Z)) =z (Z € Da ac D)

Valéban
z+a Ca
1+taz _z—lafz
1+az

A most igazolt azonossdgot a helyett —a-ra alkalmazva kapjuk az allitdas masodik
rész6t.
Az utébbi két azonossaghdl kovetkezik, hogy minden a € D esetén a

Be:D—D, Be:T—T

leképezések mindegyike bijekcié és a B, inverzére B! = B_, (a € D) teljesiil.
A matematikai vizsgdlatokban tobbnyire a D-n értelmezett, analitikus fiiggvények
A(D) osztalyat vesszik alapul, ugyanakkor bizonyos alkalmazasokban, mint pl. a
rendszer- és iranyitaselméletben a ID_ halmazon analitikus fiiggvényekbdl indulnak ki.
A tovabbiakban a matematikaban elterjedt szokasokat kovetve az a paramétert D-bél
valasztjuk. Ilyenkor valamennyi B, analitikus a D halmazon, ezért célszerti a széban
forgé fiiggvényeket ezen a halmazon vizsgélni, ill. ennek bizonyos részhalmazaira (pl.
a D-re vagy a T-re) leszilikiteni. Az eB, (a € D,e € T) leképezések azonosithatdk
a Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometria Poincaré-modelljében az egybevagosagi tran-
szformécidkkal. Ennek a kapcsolatnak a részletes bemutatasaval a 3. Fejezetben
foglalkozunk.

Az alabbi dbran a B, leképezést szemléltetjiilk. Az a paraméternek megfeleld
pontot kék szinnel dbrazoltuk a bal oldali abran.

1.dbra: Udvézlet a hiperbolikus sikrdl
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A leképezések geometriai tulajdonsigaival Gsszhangban (lasd a 3.  Fejezetet) jol
lathato, hogy a Blaschke-fliggvények az egyenes szakaszokat korivekbe viszik at.

A kovetkezo képen azt mutatjuk be, hogy hogyan véltozik az Informatikai Kar
épiilete a hiperbolikus térben, ha egy B, leképezésnek (egy eltolasnak) vetjiik ald.

2.dbra: Az IK épiilete a hiperbolikus térben

Az F: C — C tipusu fiiggvényeket tobb, egymdéstdl kiillonbozé mddon szokas
szemléltetni. Gyakran a z — Abs(F(z)), Arg(F(z)) fiiggvényparok képe kell§ in-
formaciot nyijt a széban forgd komplex leképezésrol. Ezeket a leképezéseket pl. gy
abrazolhatjuk, hogy a z helyen felvett fliggvényértéket egy adott szinskalaban neki
megfelel6 szinnel szemléltetjiik. Ezt mutatjuk be az aldbbi dbrakon.

EI‘ 10 20 a0 40 | 50 | 80, 70, a0 a0 10

Abs(B_a Arg(B_a(z

3.abra: A Bq leképezés abszolit éréke és argumentuma

Az alabbiakban egy tovabbi dbrazolasi médot valasztva négyzetracs és korracs
képét szemléltetjiik.
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5.abra:Korracs képe a Blaschke leképezésben
A diszk mellett a fels6 komplex félsik és annak lezartja, a
C,={z=x+1yeC : Jz=y >0},
C,={z=x+iyeC : Jz=y >0}
halmazok is kitiintetett szerepet jatszanak. A

o i—z 141z —
z° = Cy(z) ::i+z:1—iz (ze C) (3)

Caley-féle leképezéssel a C, és a D pontjai kolesonosen egyértelmiien megfelel-
tethetOk egymésnak. Nevezetesen a C,

Cy:Cy—D, Cy:Cy =D, Cy:R— T\ {1}, Cy:iR; =1
lesziikitései bijekcidk, tovdbbd a Cy bijekcié inverze

11—z —

o . 1 _
z* = C, (Z)_11—|—z (z € C).
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Valéban, minthogy

—4 J(iz) 4y ) )
1— 2 _ = — _
=) i+zP  fi+zP (z=x+iycCzs )
) 1—s
Cylis) = 15 s (s >0),

ezért innen nyilvan kovetkezik a bijekciokra vonatkozo allités.
A Caley-leképezés, az s € R paramétert hasznalva a szamegyenesen, a

_ T4is 1 +itg(atg(s)) 2iatg(s)

Sl = T = T g fatgls) €

fliggvénnyel irhato le.
A Caley-leképezés helyett néha célszerii a

_z—] —

I(Z):—ZJr1 (z e C)

fliggvényt haszndlni, amely egy 71/2 és egy 7 szoggel valo elforgatds beiktatdsaval
kifejezheté Cy-nal B
J(z) = —=Cy(iz) (z e C).

Innen kovetkezik, hogy | a differencidlegyenletek stabilitdsa szempontjabol kitiin-
tetett {z € C: Rz < 0} bal félsikot a D-be, az iR imaginérius tengelyt a T-be viszi.
A ] leképezést felhasznalva a differencia- és differencidlegyenletek stabilitasa kozott
teremethetiink kapcsolatot.

Korracsnak a | leképezés dltal létesitett képe
6.dbra

it
ity _
Je )_e“+1

azonossagnak szemléletes geometriai jelentése van: w = J(e'') a z = e'* pontnak a

—itg(t/2) (teR)

¢ = —1 centrumbdl képzett vetiilete az imaginarius tengelyen. Mivel az 0z szakasz a
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valés tengellyel t szoget zar be, azért a CZ szakasznak a valos tengellyel bezart szoge
t/2, kovetkezésképpen a cz vetitésugar egy tg(t/2) hosszisagu szakaszt metsz ki a

képzetes tengelybol.

w=(z-1)/(z+1)

-1 O (O)=1

7.abra:A J leképezés a peremen

Az Cy leképezés segitségével a diszken analitikus fiiggvények A(D) osztélya és a
fels6 félsikon analitikus fiiggvények A(C. ) osztalya kozott egy kolesonosen egyértelmil

megfeleltetést létesithetiink:
AD)>F—=FoCy € A(C,),

amelynek inverze a G — Go C 1 (G € A(C,)) leképezés. A B, Blaschke-fiiggvények
B, o Cy transzforméltjait kifejezhetjiik a Blaschke-fiiggvények fels6 félsikbeli aldbbi

megfelelGivel:
z—a

ba(z): (aeC.zeC,)

z—a
Nyilvanvaléan b, € A(C, ), ha a € C,, tovdbba

Bao Cy=B_o(1) bee.

Valoban
(1+1z)/(1 —iz) — a

T 1—a(l+iz)/(1—iz)
_ (T—a)+iz(l+a) T+4+az—a®

Ba(Cy(2))

T (1l-a)—iz0+a@ T+az—-a

()

(6)

A diszken értelmezett fliggvények H*(D) (0 < s < oo) Hardy-terei mellett célszertii
bevezetni a C, félsikon értelmezett fiiggvények H3(C,) (0 < s < oco) Hardy-tereit:

HY(CL) :=={F € A(C4) : ||Flls(c,) < oo}y
ahol

1/s
[Fllns(c,) := sup (J F(x +iy) dx) (0<s < oo).
R

y>0
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Bebizonyithaté, hogy minden F € H(C,) fiiggvényre m.m. x € R pontban létezik

a
Fx) = lim F(x + iy)
peremfiiggvény, amelyre F € L(R) és ||F|lisey = [|Fllusw)- Specidlisan H?(C.)
Hilbert-tér az
(F, G) ::J F(x)G(x) dx (F,G € H*(C,)) (7)
R
skaldris szorzattal, és az ezaltal indukélt norma azonos a || - |lh2(c,) norméval. Az

F — Fo Cy leképezés a H*(D) térrdl a H*(C,) térre korlatos, de nem tartja meg a
normat. Megmutatjuk, hogy ennek

1 1

If =—

(1) (z) Vit z

modositasa izometria. Valéban a 2 atg(s) =t helyettesitéssel (4) alapjan azt kapjuk,
hogy

f(Cy(z)) (z € Cs,f € H (D)) (8)

2 2iatg(s))|2
[ MGE g 1] R
R

If||} = -
1Tl HJR i+ sf? T 14 s2
(" ity 2 2
e G
A B, (a € D) fiiggvénycsaldadot felhasznélva raciondlis ortogonalis rendszereket
szerkeszthetiink a szdmegyenesen, ill. a szamsikon.

Mivel a B, : T — T (a € D) leképezés bijektiv, ezért a Blaschke-fliggvények az
egységkoron eloallithatok . .
Bo(e") = eV (teR) (9)

alakban, ahol 3, az R-en értelmezett valds fiiggvény.

Az alabbiakban explicit alakban adjuk meg a 3, fiiggvényt és Osszefoglaljuk leg-
fontosabb tulajdonsigait. Ehhez bevezetjiik a kovetkezo, az s € (0, 00) paramétertol
fiiggo

vs(t) == 2atg(s tg(t/2)) (t € (—mm), s € (0,00)) (10)

fliggvénycsaladot. Terjessziik ki a fliggvények értelmezését az R-re az aldabbiak szerint:
’Ys(_ﬂ) =, 'Ys(ﬂ) =T, Ys(t + 27-[) = Ys(t) + 27 (S S (0) OO))t € R)
Ezzel, egy szigorian monoton novo, differencialhaté fiiggvényt értelemeztiink. Meg-

mutatjuk, hogy a ysu) (s(r) = (1 +71)/(1 —71),0 <1 < 1) derivéltja a Poisson-féle
magfiiggvény.
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N——

Ys(r) Vi (r=kro,k=0,...,4)
8.dbra: A Vs(r)»y;(r) grafikonja a [—m, 7] imtervallumon

1.Tétel. Legyen s(r) = (1+71)/(1—71) (0 <v < 1). Ekkor a Yy figgvény derivdltja
a Poisson-féle magfiiggvény:

, 1 —1?
Yo (1) =Pi(t) : (t € R). (11)

7 —2rcost + 12

Legyen tovdbbd a = re** («x € [—m,m), v € [0,1)). Ekkor a B, Blaschke-fiiggvény
elédllithat o |
B.(e') = etPalt) — oilvs(r)(t—a)to) (t € R) (12)

alakban.

Bizonyitas. A vy, definicidja alapjén az s = s(r) jelolést alkalmazva azt kapjuk, hogy

o] 2s 1 s B
Yol = D s te2(t/2) + 1 co2(t/2) 82 sin2(t/2) + cos2(t/2)
(T+7)
_ A _
(T4 1)2sin?(t/2) + (1 —1)? cos2(t/2)
1—12 1—12

— = — PT t .
1+ 124 2r(sin®(t/2) — cos?(t/2)) 1—2rcos t+ 12 (t

Ezzel a (11) azonossagot igazoltuk. A (12) igazoldsdhoz el6szor megmutatjuk,

hogy _ .
B,(e't) = sV (t e R).

Legyen . .
F(t) := B,(e®), G(t):=e™Y (t eR).

Bebizonyitjuk, hogy

= . (13)



Valéban (11) alapjan

G’(t)_i (1) =1 1—1?
W= 1—2rcos t + 12

F(t) . 4 1 T
F(t) - (z—r+1—rz>

(1 —1?)elt . 1—1?

(t e R),

z=elt

. - —_ — teR
l(e“—r)(]—relt) T Zrcos t+ 12 (teR),
s ezzel az (13) egyenl6séget igazoltuk. Ezt felhaszndlva
F\" FG-FG' FG-FFG/F 0
G) G? B G? -

Innen kovetkezik, hogy az F/G fiiggvény allandé. Mivel F(0) = G(0) = 1, azért a
(12) azonossdg o = 0 esetén val6ban fenndll. A (12) a specidlis esetet felhasznalva
kozvetleniil igazolhaté:

) eit _ T.eioc ) ei(tfoc) -7 )
ity _ _ i _ pilotys(t—a)
B.(e") = T reili=a) = e gy N e (t € R).

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. [
A B, Blaschke-fiiggvények mellett gyakran hasznaljuk az

/1 —1al? —
Ru(z) = ——— (aeD,zeD) (14)
1—az
racionalis fliggvényeket, amelyek kifejezhetok a Blaschke-fiiggvényekkel:

V1 —|aPRe(z) =aBu(z) +1 (z€D,aeDb).
AzR, (a=1e®*eD,0<r<1,—m < < m) fiiggvény a T peremen eléallithatd
Ra(eﬁ) = Rr(ei(t_a)) (t € R))

alakban, tovabba az R, polarkoordinatai kifejezhetck a P, és vy, fiiggvényekkel:

R.(e't) = P12 (t)etlysmt=t/2 (¢ ¢ R), (15)
Val6ban
. V1 —]al? .
Ro(e®) = Y1 1O g (i,
1 —retlt=o

Az R, fiiggvény abszolit értékére

Vi V=P gy,

R, (e")] = — = =
R (") T —relt] /T —2rcos t+ 12

Minthogy . ‘
R.(e") T—re™

Riet) 1 ret

_ efitBT(eit) — ei(vs(r)(t)*t]’
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azért .
arg(R.(e")) = (ys(t) —t)/2,

kovetkezésképpen (15) valéban fennédll.
2.2. A BLASCHKE-CSOPORT

A
z—a

Ba(z) = 1—az

(zeD,aeh)

Blaschke-fiiggvények az X € {D, D, T} halmazt kolcsonosen egyértelmiien onmagéra
képezik, kovetkezésképpen ugyanez érvényes a Blaschke-fliggvények kompozicidjara
(a beléliik alkotott kozvetett fiiggvényekre) is.

A Blachke-fiiggvények kompoziciéja kivezet a Blaschke-fliggvények korébél, neve-
zetesen a By, o B,, kozvetett fiiggvény eB, alaku, ahol € € T,a € D. Ennek alapjan
a Blaschke-fiiggvények helyett célszeri a bovebb

B:={B,:=€eB,:a:=(a,e) e B:=D x T} (16)

fiiggvényosztalybol kiindulni, amely mar zdrt a fligguénykompozicio miveletére. Ezt
a Figgelék 2.3. Tételében igazoljuk, amelyre a tovabbiakban F-T 2.3. alakban hi-
vatkozunk.

Bcu OBaz = Ba (Cl = (aye)»aj = (aj»ej) € B»] - 1’2)>
a1 + az€; _ =B (@), € = ere 1+ aae; (17)
1 + 016252 T F2Pme20 1D ! 21 +E1 (12€2.

a=e€;
Nyilvanvalé, hogy a B € 9B fiiggvények szintén B : X — X bijekcidk, az a™' =
(—ea, €) € B paraméternek a B, inverzfigguénye, az ¢ := (0,1) € D paraméternek az
identikus leképezés felel meg:

B, =B, (a7 i=(—€q,€)), Bz) =z (z€D,e:=(0,1)). (18)

Innen kévetkezik, hogy a B-beli fiiggvények a X halmazon (transzformdcio-) cso-
portot alkotnak a o fliggvénykompozicié miiveletével, amelyet a X halmaz Blaschke-
csoportjanak neveziink és a (B(X), o) szimb6lummal jeloljik. A B paraméter tar-
tomanyban (17) alapjdn bevezetve az a; o a; := a (a;,a; € B) csoportmiiveletet
a Blaschke-csoporttal izomorf (B, o) csoportot kapunk. Valéban a definicié alapjan
az a — B, leképezés homorfizmus a (B, o) és (2B(X), o) csoportok kozott, amelynek
magja az {e}. Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy

ae€B,B(z) =2z (VzeX) = a=c.

(lasd F-T 2.4.)
A B, : D — D bijeklciok mellett célszerti bevezetni az

T]a(Z) = ’ na(Z) = Eﬂa(z)) (Cl = ((1, 6) €B,z€ ﬁ) (19)
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leképezést. Nyilvanvals, hogy az n, leképezés az D halmazt a T-be viszi, tovabbé
(17) és (18) alapjén az T4, : a1 — aj o a, ' (jobb oldali ) transzliciéra

Ty, (a1) =00y = (By,(a1), eMa,(a1)) (a5 = (aj, &) € T,j =1,2).
A 1, a (B, o) csoport egy (belsé) homorfizmusa (egy tn. automorfizmusa):
Toy [Ty (@) = Ty (a0 ') = (a0a; ) ooy = ao(a0a) ™" = Toyon, (a).
Attérve a koordindkra a kovetkezd, fentivel ekvivalens azonossagot kapjuk:

Ta, (Taz(a)) = (Bm (Buz(a))) €ﬂaz(0)ﬂa1 (Buz(a)) = (Bmouz(a)) enmouz(a))-

Az els6 koordinatak egyenlosége a B csoportmiiveletének értelmezését adja vissza, a
maésodik koordinatak egyenlésége azt jelenti, hogy azn, : D — T (a € B) fiiggvénysereg
a (B, o) csoport egy multiplier reprezentaciéja (14sd a 2.4. pontot).

A By(z) fiiggvény nem szimmetrikus az a és z valtozékban. Az n, leképezéssel a
paraméterek cseréje leirhato:

Bz(@) = —a(2z)Ba(z) (a,z € B).

Valéban 1—a
- a—z —az z—a
B:a@) = —— =— ———— = —Ma(z)Ba(2).
1—-Za 1—azl—az

Ugyanezzel a gondolatmenettel tovabbi hasznos Osszefiigéseket vezethetiink le.
Példaul a

(3roao(oa ) =505" (i,31,0€B)

azonossagot a koordindtékra atirva (lasd F-T 2.5)
B, (z1)(Ba(22)) =Ma(22)B2, (22)y MBa(z)(Bal(22)) = Na(z1)Ma(22)M2, (22) (20)
adodik.
A B két kitiintetett
By ={(0,e):e €T}, By:={(r,1):=1<r<1} (21)

részhalmaza a (T, -) multiplikativ csoporttal, ill. a (R, +) additiv csoporttal izomorf
részcsoport. FEnnek az allitdsnak az elsd része nyilvanvald, a masodik rész, fel-
hasznalva a (—1,1) > r — s := arthr € R bijekcidt, (17) alapjén a kovetkezéképpen
adodik:

T +12 . thS] +th82
T4+1m, ~ 1+th siths;

t1ot = =th (S] +Sz) (‘C]' = (Tj,]),SJ‘ = arthr]-).

A (By, o) részcsoportnak a T, a (B, o) részcsoportnak az I:={z€ C: -1 <Rz < 1}

intervallum invarians halmaza. FEzek a részcsoportok generaljak a (B, o) csoportot.
Nevezetesen minden a = (rej,e) € B (0 <r < 1,€7,€ € T) elem felirhaté

a=(0,er€)o(r,1)0(0,€) (22)
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alakban.

A
|z1 — 23|

= m =B, (z1)| (21,22 € D) (23)

Po(z1,22) :

leképezés metrika a D diszken, amelyet pszeudohiperbolikus metrikanak nevezziik.
A (20) formulabdl kovetekezik, hogy ez a metrika invaridns a B-beli leképezésekkel
szemben (ldsd még F-T 2.5.):

Po(Ba(z1), Ba(22)) = polz1,22) (21,22 € Dya € B). (24)

A haromszog egyenldtlenség ennek a tulajdonsignak és az (F-T 2.6.) egyenl6tlenség
kovetkezménye (lasd F-T 2.7.) A po metrika mellett kitiintetett szerepet jatszik a

p1(z1,22) := ath(po(z1,22)) (21,22 € D)
hiperbolikus metrika (lasd F-T 2.8.)

A Blaschke-csoport azonosithato a Bolyai-Lobacsevszkij geometria Poncaré-féle
kormodelljében az eqybevdgdosdgi transzformdaciok csoportjaval. Ebben a geometriaban
az egyenesek £ osztdlya az I intervallumoknak a Blaschke-fliggvények altal létesitett
képeivel azonosithaték: £ := {L, := B4(I) : a € B}. Ezek egybeesnek a T kort
merdlegesen metszé egyenesek és korok D-be esé részeivel. A By(t) (t € 1) fliggvényt
az L, egyenes egy paraméteres el6allitdsanak, a By(1),B.(—1) € T pontokat a L,
egyenes végtelen tavoli pontjainak nevezziik.

A hiperbolikus sikon nem érvényes a pdrhuzamossagi axioma:
a P ponton dt végtelen sok e-t nem metszo egyenes hiuzhato

Minthogy barmely r € I valés szamra B, : I — I bijekcid, azért By-val egyiitt a
B, o B, (r € ) leképezések ugyanannak az egyenesnek a paraméterezései. Megmu-
tathato, hogy ilymédon az L, valamennyi paraméteres eloallitasat megkaphatjuk. Az
I = [ty,t;] C T intervallum B,(I) (a € B) képeit hiperbolikus szakaszoknak, a
zj := B4(tj) (j =1,2) pontokat a hiperbolikus szakasz végpontjainak nevezziik.
Bebizonyithaté, hogy a hiperbolikus metrikara vonatkozd
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p1(z1,22) < pilz1yz3) + p1(z2y23) (21,22,23 € D)

haromszogegyenldtlenségben az egyenloség pontosan akkor all fenn, ha z3 a z;, z; pon-
tokat Osszekotd hiperbolikus szakasz egy pontja. A szakasz végpontjainak hiperbo-
likus (ill. pszeudohiperbolikus) tévolsdgat a szakasz hiperbolikus (ill. pszeudohiper-
bolikus) hosszanak nevezziik. Specidlisan a z7z; = B,4(t1)B4(t2) C I szakasz esetén a
t = th(s) (s € R) transzformaciot alkalmazva a szakasz hiperbolikus hosszéara

p1(z1,22) = p1(t1, t2) =

B [t —ta ) th(s1) —th(s2)]\

= ath (1 — t]tz) = ath (1 — th(S1)th(Sz)) N

= ath(|th(s; — s2)[) = [ath(th(s; — s2))[ = [s1 — s3]

addédik. Innen kovetkezik, hogy a szakasz hossza additiv a p; metrikara nézve. A
B. (a € D) leképezések a hiperbolikus szakaszokat ugyanolyan hosszisagu szakaszba
viszi. FEzeket a transzformaciékat hiperbolikus eltolasoknak nevezziikk. A z —
€z (e € T) leképezéseknek mind az euklideszi, mind a hiperbolikus sikon origé koriili
forgatasok felelnek meg. Az euklideszi sik két eltéldsanak az ereddje is eltolas.
Ezzel ellentétben (17) alapjan két hiperbolikus eltolds szuperpozicidja eqy origd korili
forgatdssal és eqy eltoldssal helyettesitheto:

a; +ap
Ba1 o Baz = €Ba) a= 1+ a,a, = B*GZ(O'])’
1+ a;a
€=T_q(a;) = Tmaz'
Ezzel 6sszefiiggésben vezették be a gyro-miveletet:
1+ aa
gyr[ah az] = m (a1, a; € ]D))

A ID-beli elemekkel paraméterezett Blaschke fliggvények kompozicidjat és a gyromi-
veletet alapul véve bevezették a gyrocsoport fogalmét [K], [30],[31],[32], amely kap-
csolatba hozhaté a relativitaselmélettel. Ennek a bonyolult és mesterkéltnek tiiné
algebrai strukturanak a szerepét teljes egészében atveheti a (B =D x T, o) Blaschke-
csoport, a gyromitivelet pedig a o miivelet masodik koordinatajat leiro n, leképezéssel
azonosithat6. Ezen az alapon a [30], [31], [32] dolgozatokban levezetett Gsszefiiggések
egyszertien és természetes moédon adddnak.

Az euklideszi és hiperbolikus egybevagosagi transzformaciék osszehasonlitasara
szolgdl az alabbi abra.
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Egybevagosagi transzformdaciok az euklideszi
és a hiperbolikus sikon

Ebben a felfogasban a hiperbolikus geometrianak egy konnyen kezelhet6 analitikus
leirdsa adhatd, amely a modell grafikus szemléltetésére is nagyon jol hasznalhato.
Az ezzel kapcsolatos elemi fogalmak és Osszefliggések ismertetésével, valamint ezek
grafikus szemléltetésével roviden a hiperbolikus geometriardl szolo fejezetben foglal-
kozunk.

Az B =D x T paraméter tartomanyon bevezetve az euklideszi metrika altal in-
dukalt szorzatmetrikat (17) és (18) alapjdn értelmezett (a,b) — aob,a — a~' cso-
portmiiveletek folytonosak, kovetekezésképpen (B, o) egy topoldgikus csoport.

A jegyzet fejezeteinek tobbségéhez VISUAL BASIC (VB) nyelven irt demon-
straciés programok késziiltek. A programnyelv megvélasztasanal, a szerz6 hianyos
szamitatechnikai esmeretein tilmenden, a VB kényelmes grafikai lehetdségei is sze-
repet jatszottak. Ez a vélasztas sziikségessé tette komplex aritmetika bevezetését,
kiegészitve komplex szamok polarkoordinatas eléallitaval. A komplex szamok leirasara
szolgald komplex és polar tipusok mellett hasznaljuk a Blaschke-fliggvények leira-
sara bevezetett Blas tipust, és a csoportmiiveletekkel kapcsolatos alabbi rutinokat.
Specidlisan ec = 1,0c = 0 és eb a Blaschke-csoport egységelemét jeloli. A Bl
szubrutinnal a By(z) (b = (a, €) € B, z € D) médositott Blaschke-fiiggvények értékeit,
a Mult(wy,w;) rutinnal a wi,w; € B elemek w; o w, € B szorzatdt, az Inv(w)
szubrutinnal a w € B elem w™' € B inverzét hatdrozzuk meg.

Public Type Komplex
Re As Single
Im As Single

End Type

Public Type Polar
Ro As Single
fi As Single
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End Type

Public Type Blas
aa As Komplex
ep As Komplex

End Type

Global aal As Komplex
Global aa2 As Komplex
Global ec As Komplex
Global oc As Komplex
Global eb As Blas
Global ab As Blas

Public Function Plr(z As Komplex) As Polar
Plr.Ro = Sqr(z.Re? + z.Im?)
If Plr.Ro < 10720 Then
Plr.fi=0
Else
If z.Re > 0 Then
If z.Im >= —10"15 Then
Plr.fi = Atn((z.Im + 10715)/z.Re)
Else
Plr.fi = Atn(z.Im/z.Re) 4 pi2
End If
Elself z.Re = 0 Then
If z.Im > 0 Then
Plr.fi = pi/2
Elself z.Im < 0 Then
Plr.fi=3xpi/2
End If
Else
Plr.fi = Atn(z.Im/z.Re) + pi
End If
End If
End Function

Public Function KO(n, a As Komplex, b As Komplex) As Komplex
Dim w As Komplex
If n =0 Then
w.Re = a.Re + b.Re: w.Im = a.Im + b.Im
Elself n = 1 Then
w.Re = a.Re — b.Re: w.Im = a.Im — b.Im
Elself n = 2 Then
w.Re = a.Re x b.Re — a.Im x b.Im : w.Im = a.Re * b.Im + a.Im % b.Re
Elself n = 3 Then
r = b.Re? + b.Im?
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If r > 0 Then
w.Re = a.Re * b.Re + a.Im x b.Im :

w.Im = —a.Rexb.Im + a.Im x b.Re :
w.Re = w.Re/r: w.Im = w.Im/r
End If

Elself n =4 Then
r = Plr(a).Ro®.Re : fi = b.Re * Plr(a).fi
w.Re = 1% Cos(fi) : w.Im = r x Sin(fi)
Elself n =5 Then

w.Re = a.Re: w.Im = —a.Im
Elself n = 6 Then

w.Re = —a.Re: w.Im = —a.Im
End If
KO =w

End Function

Public Function Bl(b As Blas, z As Komplex) As Komplex
Dim w As Komplex
w = KO(5, b.aa, oc)
w = KO(1,ec, KO(2,w,z))
w = KO(3,KO(1,z,b.aa),w)
Bl = KO(2,w,b.ep)
End Function

Public Function Mult(wl As Blas, w2 As Blas) As Blas
Dim w As Komplex
Dim z As Blas
w = KO(5,w2.aa, oc)
w = KO(6,w, oc)
w = KO(2,w,wl.aa)
z.aa =w
z.ep = wl.ep
Mult.ep = Bl(z,w2.ep)
w = KO(5,w2.ep, oc)
w = KO(2,w,wl.aa)
z.aa = KO(6,w2.aa, oc)
z.ep = ec
Mult.aa = Bl(z, w)
End Function

Public Function Inv(w As Blas) As Blas
Inv.ep = KO(5,w.ep, oc)
Inv.aa = KO(6,KO(2,w.aa,w.ep), oc)
End Function
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2.3. A BLASCHKE-CSOPORT A TORUSZON

Az €el6z6 pontban megmutattuk, hogy a T téruszt onmagara képez6 Blaschke-
fliggvények B(T) osztdlya csoportot alkot a fliggvénykompozicié miveletével. Ez a
csoport izomorf az (B, o) Blaschke-csoporttal. Ebben a pontban ennek a csoportnak a
leirdasaval foglalkozunk, kozéppontba allitva a B, : T — T bijekcio explicit eléallitasat.

Jelolje

t 1_1.2
H(t)=1| P, P.(s) := —1 1,s,te R
Velt)i= | Prls)ds, Pols) = rgr (T <r<lsteR)

a Poisson-féle magfiiggvény integralfiiggvényét. A 27 szerint periddikus P, fliggvény

1—1?

P.(s) = (1T—1)2+ 2r(1 —cost)

>0, Py(t) = Pyt + ), J P.(s) ds = 2n

tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy a folytonosan differencialhaté, szigoriian monoton
novo vy, fliggvényre
Yr(s +2m) =v,(s) + 21 (s € R)

teljestil. A B, Blaschke-fliggvény eldéllithaté a vy, fiiggvénnyel (F-T 2.9, 2.10.):
B.(e") = e (teR0<r<T1). (25)
A vy, fliggvény kifejezhetd elemi fliiggvényekkel (F-T 3.2.):

Vi (t) = 2atg(s(r)te(t/2) (—m <t <),
s(M)=0+71)/1-1),-1T<r<1),

tovabba
Yo=v, (—1<r<1).
A
) eit _ Tei(x . ei(t_“) -7 . .
ity € —T1em € T i(t—a)
B.(e') = R e T el = e B, (e ) (26)

(a=re* e D,tcR)

azonossag alapjan a B, értékeinek kiszamitdsa visszavezethetd a B, (r € I) értékeinek
meghatarozasara. Ezt felhasznalva a Blaschke-fliggvényekre a téruszon a koévetkezo
eléallitas adédik:

Ba(eit) :eBa(eﬁ) = eiﬁa(t)» Ba(t) =@+ x+ v, (t— )
(a = (re'*, e™) € B).

A tovabbiakban kozponti szerepet jatszanak az (B, o) csoport elemeivel paraméte-
rezett
e(1—lal?)

(Ui f)(z) := p——

f(Bs(2z)) (z€D,a=(a,e) € B) (27)
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operatorok. Jelolie F(X) a X € {D,D, T} halmazon értelmezett komplex értéki
fiiggvények, A(X) a X halmazon analitikus fliggvények linearis terét. Nyilvdanvalo,
hogy az U, : F(X) — F(X) (a € B) leképezések linearis operatorok, amelyek a A(X)
elemeit A(X)-be viszik 4t.

Jelolje L?(T) a toéruszon értelmezett, Lebesgue-mérhetd és négyzetesen integrél-
haté fiiggvények terét. Az L2(T)-tér Hilbert-tér az

27t

1 AN T
(f,9) ::er fle*)gleM) dt, [f]l:= V/({f,f) (f,g e L*(T))

0
skalaris szorzattal és normaval. Az e, (z) .= z" (z € Z,z # O,n € Z) hatvényfiige-
vények, amelyek a téruszon a komplex trigonometrikus rendszerrel azonosak, az L*(T)
tér egy ortonormalt bazisat alkotjak. Megmutatjuk, hogy minden a € B elemre
U, : L*(T) — L*(T) unitér operator:

[Ug-1 ] = [If]| (f € L*(T),a €B). (28)
Valéban egyszertien belathat6, hogy minden f € L*(T) fiiggvényre U,—1f mérhetd.
Minthogy a = (re'®, e'?) € B esetén (26) alapjn

Ba(e™) = el Ba(t) = @ + o+ v (t — ),

BI(L) = Vilt— o) = Pyft— o) = T
a =Y &) =ry x) = |1—Tei("*°‘)|2’

azért az integralban az s = 4(t) transzformaciét alkalmazva

-I r2m )
U f])> = 7 [(Ugr )P dt =
7T Jo

‘l r27t 1—1‘2 '
= | T e e F dt =

1 (7, . 1
= — t f 1|3a(t) 2 t: J f isy2 — f 2.
3 |, BAOIEPP A= o | (e ds = ]

Ezzel megmutattuk, hogy U, (a € B) unitér operatorok az L%(T) téren.

Jelolje H?(T) az s = 2 paraméternck megfelelé Hardy-teret a téruszon. Ismeretes,
hogy H?(T) C L*(T) zart altér, amelynek az e, (n € N) rendszer egy ortonormalt
bazisa. Ennek a bazisnak az U, operator altal létesitett

Ly =Ug1en (meNya=(a,1) €B) (29)

képe, a diszkrét Laguerre-rendszer, fontos szerepet jatszik rendszerek identi-
fikdcigjadban [D],[3],[4]. Az Uge, € A(D) fiiggvények a T halmazon a H*(T) térhez
tartoznak. Megmutatjuk (ldsd az 5. Fejezetet), hogy az U,-1e,, hatvanysora

(U ren)(z) = Yok (22) S & (zeD)
n=0

1—-az 1—az
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alaku, ahol az (% egytitthaté sorozat explicit eldallitasaval és tulajdonsagaival az
5. Fejezetben foglalkozunk. Innen kovetkezik, hogy a H?(T) tér az U, operatorok
invarians altere:

feHYT), acT = U, feHT).

2.4. A BLASCHKE-CSOPORT REPREZENTACIOI

Ebben a pontban a Blaschke-csoport néhény reprezentéacidjat fogjuk eldallitani,
a reprezentacidk terének a X € {D, T, I} téren értelmezett fliggvények bizonyos al-
tereit valasztva. Legyen F = F(X) az X halmazon értelmezett komplex értéki
fliggvényeknek egy Blaschke-transzformaciékkal szemben invarians altere, azaz tegytiik
fel, hogy minden f,g € F(X) fiiggvényre, A € C szdmra és minden B € B(X)
Blaschke-fiiggvényre f + g,Af,f o B € F(X) teljesiil. Jelolje GL(F) a F linedris
teret onmagara képezo linearis bijekcidinak osztalyat. Ezek a leképezések csoportot
alkotnak a fiiggvénykompozicié (az operatorszorzas -) miiveletére nézve, amelyet az
F altalanos linearis csoportjanak nevezzik. A

T.f:=foB,' (acB,fec F(X))

linedris operatorok kollekcidjat a Blaschke-csoport reguldris reprezentdciojanak nevez-
ziikk. Minthogy

To,(To,f) =T, (foB,)) =foB_ o B! =fo (Bg 0B,,) ' =
=foB, L, = Tay00, T,

ajoaz

azért az a — T, leképezés homomorfizmus a (B, o) és a (GL(F),-) csoportok kozott,
kovetkezésképpen T.f = f (f € F) és minden a € B elemre T, = T .

Amennyiben az (F, ||-||) normalt tér célszerti folytonos reprezentécidkra szoritkozni.
Akkor mondjuk, hogy a széban forgd reprezentdacio folytonos, haa B> a — T,f € F
leképezés a folytonos csoportrdl a linearis normalt térre minden f € F fiiggvényre
folytonos.

A tovabbiakban a Blaschke-csoport unitér reprezentéciéit specialis (F, (-,-)) Hil-
bert-tereken vizsgaljuk. A szamos fontos és érdekes eset koziil itt most csak harmat
emlitiink meg, X-nek a T,D,I halmazokat, Hilbert-tereknek az L’-tereket, a H?
Hardy-tereket és a B2 Bergman-tereket vélasztva.:

1. F(T) € {L*(T), H¥(T)} (Lebesgue- és Hardy-tér a téruszon)

1 27t L
(f,6) = 3= | flemaleTat (f,g € L(T))

2. F(D) € {L2(D), B2(D)} (Lebesgue- és Bergman-tér a diszken)

(t,6) = 1. | f(z)9Tz) dota) (dofz) = dxdy, g € LE(D))

3. F(I) e {L*(I), H*(I)} (Lebesgue- és Hardy-tér a (-1,1) intervallumon)

1
(f,g) == L f(t)g(0) dt (f, g € LX(D)).
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Tovabbi Blaschke-csoporttal kapcsolatos Hilbert-terek, mint pl. a stlyozott Bergman-
terek, a [18], [22] dolgozatokban taldlhatdk.

A T, (a € B) reprezentaciok folytonosak de nem unitér operatorok az emlitett
Hilbert-terekben. Célszerti a reguléris reprezentaciok mellett egy ezeknél tagabb osz-
talyt, az in. multiplier reprezentacidkat bevezetni, amelyek egy F, : X — C
(a € B) fliggvénysereggel generdlhaték F, 1-gyel valé szorzassal:

M, f =F,1 foB' (acB). (30)

Tegyiik fel, hogy az F tér az M, operatornak invarians altere és vizsgaljuk meg, mi-
lyen feltétel mellett lesz az M, € GL(F) (a € B) homorfizmus. Egyszertien belathato,
hogy ha az F, : D — C (a € B) fiiggvényck analitikusak, akkor a fent emlitett Hilbert-
terek mindegyike az M, operatorok invarians altere, tovabba. a

Mg, (Mg, f) = Mg 00, T (a1,02 € B, f € F) (31)

egyenloség akkor és csak akkor teljesiil, ha az F, (a € B) fiiggvénysereg eleget tesz a
kovetkezo multiplier feltételnek:

Fg = 1, Fa1oa2 = Fuz Fa1 o Baz (Cl], a € B) (32)
Egyszerti szamolassal adédik, hogy a D halmazon analitikus

_e(l—laP) d

F.(z) := 0w d—ZBa(z) (a=(a,e) €B,zeD) (33)

fiiggvénysereg kielégiti a multiplier feltételt az X = ID esetben. Valoban a kozvetett
fliggvény differencialasi szabélya szerint

Fa1oa2 = Bc/”oaz = (Bcu © Baz)/ = Bcllz Bc/q © Baz = Faz Fcu © Baz'
Innen kovetkezik, hogy az F, (a € B) fiiggvénysereg az X = D, T halmazon, az

F, (r € 1) fiiggvénysereg az X = I halmazon kielégiti a multiplier feltételt, tovabba
ezek hatvanyaira is teljesiilnek a (33) feltételek. Bebizonyithatd, hogy az

1. Uf:=F/3foB,;" (acB,feLXT)) leképezés unitér reprezentécié  az L*(T)
Hilbert-téren,

2. Usf:=F,1foB,! (a€B,fe [2(D) leképezés unitér reprezentacié  az L2(D)
Hilbert-téren,

3. Uf:=F, 1 foB! (a=(r,1),7 €L, f € L*(I) leképezés unitér  reprezentdcié az
L2(I) Hilbert-téren.

A tovabbiakban részletesen csak az 1. esettel foglalkozunk. A mésik két esttel kap-
csolatban a Fliggelékre utalunk. Az el6z6 pontban vizsgalt U, operatorok azonosak
az 1. esetben felsoroltakkal. Az ott igazolt allitasokat egybevetve a most mondot-
takkal azt kapjuk, hogy az U, (a € B) operatorsereg a B csoport egy-egy unitér

o2



reprezentéciéja a H € {L2(T), H?(T)} Hilbert-tereken. A reprezentécié fogalmanak
szokésos értelmezését alapul véve ez a kovetkezdt jelenti:

1) ucqoazf = ucu (uazf) (ah a € IB)1: € H)>

i) |[Uufl|y = ||flln (a € B, f € H),

iii) B> a— U,f € H minden fe€ H fiiggvényre folytonos.

A reprezentacié folytonossdgat elegendo az e € B pontban igazolni. Ehhez azt kell
megmutatnunk, hogy

a, 2 e(n—oo) = |[U,f—Tflx—0 (n—o0) (feH).

Mivel [|[U,, || = 1 (n € N), azért elég azt megmutatni, hogy a fenti limesz az
e, (n € Z) zart rendszeren teljesiil. Egyszertien igazolhatd, hogy

(Us,em)(z) = em(z) (z € T,m = o0), [(Us,em)(2)] < ¢ (Jan| < 1/2),

ahol ¢ abszolit konstans. Ezt felhasznalva a Lebesgue-tételt alkalmazva adddik az
allitas.

2.5. BLASCHKE-SZORZATOK, BELSO FUGGVENYEK

Az MT-rendszerek teljessége kapcsolatban van az

Ay = {aeA: iu ) <oo} (34)

n=0

un. Blaschke-féle sorozatok osztalyaval. Jelolje m := m, az a € A, sorozatban
eloforduld 0 tagok szamat és minden ilyen sorozatra vezessiik be a

Ba(z) :=2z™ n11_)](1;10 H (@Bak(z)) (zeD) (35)

ax

végtelen szorzatot. Ennek a konvergencidjaval kapcsolatos a kovetkezo éllitas (ldsd
[1] és [G] 8.1.Tétel):

Blaschke-féle alaptétel. Minden a = (a,,n € N) € Ay sorozatra a (35) végtelen
szorzat barmely K C D kompakt halmazon egyenletesen konvergens. A B, € H*®(D)
fiigguényre |Bo(e™)] = 1 majdnem minden t € [—m, 1) pontban, tovdbbd a B, fiigguény
zérushelyei az a, (n € N) szdmok azzal a multiplicitdssal, ahdnyszor az a sorozatban
elofordulnak.

A (34) feltétel kapcsolatban van analitikus fliggvények zérushelyeivel. Ismeretes,
hogy A(D)-beli fiiggvények zérushelyei a I belsejében nem torlédhatnak. Ha az
ennél sziikebb N(D) fiiggvényosztalybol indulunk ki, akkor a zérushelyek peremhez
val6 tartasanak a sebességére vonatkozdan érvényes a kovetkezo
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1. Allitas. Bdrmely F € N(D) figgvény zérushelyeinek sorozatdra a € Ay.
(lasd [G], 7.3. Tétel):

Specidlisan minden 0 # F € HP(D) esetén, kiindulva az F fiiggvény zérushelyeibol
képzett B, Blaschke-szorzatbdl, az F egy j6l hasznélhaté faktorizacidja adédik [23].

Riesz-féle faktorizaciés tétel. Minden 6 # F € HP(D) (0 < p < o0) fiiggvény
eqy T-beli faktortol eltekintve egyértelmiien irhato fel F = B,G alakban, ahol B, az
F fligguény a zérushelyeinek sorozata dltal generdlt Blaschke-szorzat, tovabbd a G €
HP (D) figgvény nem tinik el a D-n és ||F|lir = ||G||r-

A H € H*(D) figgvények koziil azokat, amelyekre ||H|[py~ = 1 és [H(z)] = 1
m.m. z € T pontban, bels6 fiiggvényeknek nevezziik. Minden a € A, sorozatra a
B. Blaschke-szorzatok belso fiiggvények. A belso fiiggvények nemcsak az analitikus
fiiggvények kozott, hanem a rendszer- és iranyitaselméletben is kitiintetett szerepet
jatszanak. Jellemzésiikkel kapcsolatban utalunk a [D] konyv 11. és 12. fejezetére.
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3. FEJEZET

HIPERBOLIKUS GEOMETRIA

A Blaschke-fiiggvények nemcsak a Hardy-terek elméletében és az iranyitaselmélet-
ben jatszanak fontos szerepet, hanem a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria Poincaré-
féle diszk-modelljének (a PD-nek) az analitikus lefrasara is felhasznalhatok.

3.1. A POINCARE-FELE DISZK-MODELL

A B, (a € D) leképezések a

la; — ayl
po(ar, @) == [Bq, (@) = ——,
1T —ayay

pi(ar, az) :==athpo(ar,a;) (aj,a; € D)

kvdzi-hiperbolikus, ill. hiperbolikus tavolsdgot megtartjak és azonosithatok a PD el-
toldsaival. A z — ez (e € T,z € D) leképezés az origé koriili forgatasként inter-
pretalhaté. Az R? sik két eltoldsanak szuperpozicidja egyetlen eltoldssal helyettesit-
het6. Ezzel szemben a

Ba1 (Baz (Z)) = eBa(Z) (Cl], a; € ]D>Z € ﬁ)

a+a 1 a
a:L_ZG]D), e:we'ﬂ‘
1+a@ 1+ aqa;

azonossag ugy interpretalhatd, hogy a hiperbolikus eltolasok szuperpozicioja eqy for-
gatds és eqy hiperbolikus eltolds szorzataként dllithato eld. Ez a koriilmény késztetett
arra benniinket, hogy a Blaschke-fiiggvények helyett a D halmazon értelmezett

B:={B,:=€Bs:a=(a,e) e B:=D x T}

fliggvényosztalybdl induljunk ki. A B fiuggvényhalmaz madr zart a fiigguénykompozicio
o miiveletére nézve, tovabba a B-beli fiiggvények a X € {D, D, T} halmazokat kolcso-
nosen egyértelmiien onmagukra képezik le. Innen kovetkezik, hogy a Blaschke-fligg-
vények transzformacio csoportot alkotnak az X téren. A B paraméter-tartomanyon
bevezetve a o édltal indukalt miivelet a (B, 0) Blaschke-csoporttal izomorf (B, o)
csoportot kapunk.
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A
pj(Ba(Z1)>Ba(ZZ)) - pj(ZhZZ) (thz € ]D),Cl € B)j = 0)1)

tulajdonsagot figyelembe véve az X = D esetben B azonosithaté a PD egybevdigosag:
transzformdcioinak csoportjaval. Mivel

e(1—lal?)

Balz) = (1—az)?

#0 (lzZ[ < 1),

azért a B, : D — D (a € D) leképezés szogtarté. Valéban, legyen @ : [—1,1] —
D egy folytonosan differrencidlhaté fiiggvény, amelyre @’(t) # 0. A ¢ fiiggvény
értékkészlete egy D-ben haladd, sima gorbét reprezental, tovabba a @’(t) komplex
szam ennek a gorbének a z := @(t) pontjaban vont érintéjének egy iranyvektora.
Innen kovetkezik, hogy a széban forgd gorbe B, altal 1étesitett

$(t) :=Ba(o(t)) (te[-1,1])
képének érintéje, a

$'(t) == Bi(z)@'(t) (z:= (1))
differencialasi szabdly szerint, az eredeti gorbe érint6jébol a B/ (z) komplex szam ar-
gumentumaval valé elforgatéssal adddik.

Ismeretes, hogy barmely C-beli kor vagy egyenes linedris tortfiiggvény altal létesi-
tett képe kor vagy egyenes. Specidlisan az

[:={zeD:Jz=0}

szakasz B, altal létesitett képe egy origon atmeno egyenes szakasz vagy egy kor D-be
esO része. Mivel a B, olyan szogtarto leképezés, amely a T-t onmagaba viszi és T a
T-t merdlegesen metszi, azért a Bq(II) képek is merélegesen metszik a T peremet.

Az T egyenes szakasz B, édltal 1étesitett

Li:={Bu(z):z€1} (a€B)

képeket hiperbolikus egyeneseknek, az I végpontjainak B,(1), Bo(—1) € T képét
az L, végtelen tavoli pontjainak nevezziikk. A mondottakkal 6sszhangban bebi-
zonyithatd, hogy a hiperbolikus egyenesek azonosithaték a T-t merdlegesen metsz6
korok D-be esd fveivel.

Jeloljik £-lel a PD egyeneseinek halmazat. A B, leképezést az L, € £ egyenes
paraméterezésének (paraméteres eléallitdsanak) nevezzik. Az By = {(a,1) : a € I}
halmaz a B egy részcsoportja, amelynek megfelel6 B, leképezések a I-t Oonmagéra
képezik. Innen adédik, hogy Bg-val egyiitt a By 0 By = Buog, (@0 € By) ugyanannak
az egyenesnek egy masik paraméteres elballitasa. Megmutathatd, hogy az L, minden
paraméterezése ilyen alaki. Ezzel a PD egyenesei és a B csoport a o By jobb oldali
mellékosztalyai kozott egy kolesonosen egyértelmii megfeleltetést 1étesithetiink.

A hiperbolikus geometria néhany fogalméanak és 6sszefiiggésének a szemléltetésére
késziilt a HipGeom nevii program, amelynek a meniipontjait az alabbi abran mutatjuk
be.
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33 Hiperbolikus sik -
File Parhuzamosségi axidma | Geometriai alakzatok | Nevezetes pontok Transzforméciok Felosztdsok generdldsa Szinskdla AFi fuggvény Voice transform
Pontok felvétele
Egyenesek
Kér

Pontra valo tukrozés

Egyenesre val6 tiikrozés
Felezé merdleges
Szégfelezd

Egyenesek metszéspontja

A Hiperbolikus sik program

3.2. SZAKASZOK ERTELMEZESE ES HOSSZA

A szakasz és az egyenes értelmezésénél az alabbiakbol indulunk ki.

1.Allitas. Barmely két eqgymadtol kiulonbozé wi,w, € D ponthoz egyetlen olyan a =
(a,e) € B paraméter ésp € (0,1) valds szam létezik, amelyre

i) B4(0) =wy, ii) Bu(p) = ws. (1)
Nevezetesen legyen w := By, (w2). Ekkor

) p=lwl, i) e= 2, iil) a=—ew. (2)

wl’

Bizonyitas. Az (1) feltétel azzal ekvivalens, hogy —ea = wy s igy (2) iii) valéban
fenndll. Ezt figyelembe véve a (2) ii) feltétel atirhatd

Ep—€a  €ep+wp

1—caep 1+wiep

alakba. Ez ekvivalens az
Wy — Wi

- .I p— == BW] (WZ) =W
— Wiwy

ep
egyenldséggel, ahonnan a (2) i), ii) allitdsok mér kévetkeznek. [

A most igazolt allitas alapjan értelmezhetjiik a szakasz, a félegyenes és az egyenes
fogalmat.
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Definicié. Legyen wi,w; € Dywy # wy két pont és jelolje a € B,p € (0,1) az
ezekhez (2) alapjan rendelt paramétereket. A

wiw; = {Bq(t): t € [O,p]} cD (3)

halmazt a wi, Wy pontokat osszekoto szakasznak, wy-et a szakasz kezdopontjanak, w-
t a szakasz végpontjanak nevezzik. A széban forgo szakasz kezdd- és végpontjatol
kilonbozo pontjait a szakasz belso pontjainak, az a € B elemet a szakasz B-paramé-
terének nevezzuk.

Megmutatjuk, hogy a p; hiperbolikus tavolsag szakaszokon additiv.

2. Allitas. Legyen wi a wiw3 szakasz eqy belsé pontja. Ekkor

P1 (Wi, w3) + p1(ws, wa) = pr(wr, wa). (4)

Bizonyitas. A szakasz és a belsO pont értelmezése szerint létezik olyan a € B
paraméter, és olyan 0 < s < p := p;(wy,W;) szdm, hogy

Ba(0) = wi, Ba(s) =ws, Ba(p) =wn.
A hiperbolikus metrika tulajdonsaga és definicidja alapjan
p1(wi,ws3) = p1(0,s) = ath(s), pi(wi,wz) = p:1(0,p) = ath(p),

p1 (w3, w2) = pi(s,p) = ath (1]9__;8) . (5)

Innen kévetkezik, hogy (4) ekvivalens a

ath (%) = ath(p) — ath(s)

egyenldséggel. Attérve a th fiiggvényre ez az egyenloség atirhaté a

P75 _ th(ath(p) — ath(s))
1—ps
ekvivalens alakra, amely a th-ra vonatkozo

_ th{«) — th(p)
th(ax —B) = 1 —th(a)th(pB)

azonossag alapjan nyilvan fennall. [J
MEGJEGYZESEK.

1. A p;-re vonatkozo haromszog egyenl6tlenségre tett megjegyzés alapjan egyszertien
belathatd, hogy érvényes a 2. Allitas kovetkezd megforditasa: Ha wi, wa, wz D-beli
pontokra fenndll a (4) egyenléség, akkor w; a wyw; szakasz bels6 pontja.
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2. A pp metrika nem additiv. Legyen wy := —s,w, :=s € [, w3 = 0. Ekkor

2s
1 —s2

Po(Wr, W) = # 25 = po(wr, w3) + po(wz, w3).

3. Az aldbbi 4brén a wiw; hiperbolikus szakaszt szemléltetjiik, amely a [0,p] C I
szakasz B, altal 1étesitett képe. Az a = (a, €) € P paramétereket piros, ill. kék szinti
pontokkal szemléltetjiik. A O?), ill wyws szakaszokon egy-egy egymasnak megfeleld
hiperbolikus tavolsagban ekvidisztans pontrendszert is dbrazoltunk.

Hiperbolikus egyenes: w=B[(aa,z) aa=(a,ep)

Hiperbolikus szakaszok

Az el6z6ek mintajara bevezethetjilk a félegyenes és egyenes fogalmat.

Definicié. Legyen wy,w, a D két eqymatol kiilonbozo pontja és jelolje a € B a wiw3
szakasz B-paraméterét. Ekkor a

{Ba(t):t =0}  {Ba(t):teR]}

halmazokat a wy-bol indulo, wy-be mutato félegyenesnek, ill. a wq, W2 pontokon
athalado egyenesnek nevezzik. Az 1 és —1 pontok B, dltal létesitett

1—a 14+ a

Ba(]) :€E, Bu(_]) :—€1 Ta eT

képeit a szoban forgo egyenes végtelen tdvoli pontjainak nevezziik.

Mivel 1 lap
’ . —|a
Ba(Z) - 6(] —EZ)Z 7£ O’
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azért a B, analitikus leképezés szogtard.

Konnyen igazolhatd, hogy a D az igy bevezetett pont és egyenes definiciékkal
eleget tesz az illeszkedési és rendezési axiémaknak (lasd [A], [H]).

A

B;(0) = (1 —[af*)

a

formula alapjan € a wy pontban a {B,4(t) : t € I} euklideszi koriv érint6 egységvektora.
Az EgyPar szubrutinnal meghatarozhatjuk a wy, w, pontjaival adott hiperbolikus
egyenes a és p paraméterét.

Public Sub EgyPar(wl As Komplex, w2 As Komplex, a As Blas, p As
Double)
Dim w As Blas
Dim v As Komplex
Dim eps As Komplex
Dim fi As Double
w.aa =wl :w.ep =ec
v = Bl(w,w2)
p = Plr(v).Ro
fi = Plr(v).fi
eps.Re = Cos(fi) : eps.Im = Sin(fi)
a.ep = eps
eps = KO(5, eps, oc)
eps = KO(6, eps, oc)
a.aa = KO(2,w]1, eps)
End Sub

3.3. HIPERBOLIKUS KOROK

A PD-modellben a hiperbolikus korok, a hiperbolikus egyenesekhez hasonldan, leirhatok
a Blaschke-fiiggvények segitségével.

Mivel po(0,Tet) =1 (t € R), azért az origd kozéppontti, T sugart
(zeD:|zl=1}={re": t € [-m, n}

euklideszi kor egyben hiperbolikus kor is. A @(t) := Bq(re't) (t € [—m, m]) gorbe,
amely euklideszi kor linearis tortfiiggvény altal létesitett képe, maga is euklideszi kor.
Mivel a B_, leképezés megtartja a pszeudohhiperbolikus tdvolsagot, B_,(0) = a,
tovabba B, és B_, egymas inverzei, azért @(t)-nek az a € D ponttél mért pszeudo-
hiperbolikus tdvolsdga allandd, nevezetesen minden (t € [—, 71]) esetén

pO(CL)Ba(reit)) = pO(Bfa(a)ana(Ba(reit))) = p0(0>reit) =T

Ennek alapjan a széban forgé gorbét (euklideszi kort) a kézépponti, r sugari
hiperbolikus kornek nevezziik és a

C.(a) :={Bq(re') : t € [—m, m}
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szimbdolummal jeloljik. Amennyiben a hiperbolikus kor a = O kozéppontjaval és
valamely w = P pontjaval adott, akkor r = py(a, w) alapjan megkapjuk a hiperbo-
likus kor sugarat és pataméteres eloallitasat.

Hiperbolikus Ror

Hiperbolikus korok

3.4. SZAKASZOK FELEZESPONTJA, TUKROZES EGYENESRE

Az aldbbiakban megszerkesztjiik az wyw; szakasz wy ), felezéspontjat. A py hiperbo-
likus metrika additivitasa alapjan a felezéspontra

P1 (W1>W1/z) = 591 (Wi, w,)

teljesiil. Legyen a széban forgé szakasz B-paramétere a € T. Ekkor a w;,, pont B,
altal 1étesitett s Osképére

1 1
ath(s) = p(o) S) = EP(O)P) = zath(P)y
azaz 1
s =th (E ath(p))
teljestil. Kovetkezésképpen
Wi = Bal(s).
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Hasonlé meggondolassal adédik, hogy minden 0 < A < 1 esetén a
wy = Ba(sy) (sa =th(Aath(p))
a Wiw; szakasznak az a pontja, amelyre
p(wi,wa) = Ap(wi,w3)

teljestil. Az S (t,p) fiiggvénnyel a A =t és p paramétereknek megfeleld s, értéket
szamithatjuk ki.

Public Function S;,(t As Double, p As Double) As Double
Dim s1 As Double
s1 =—0.5*Log((T—p)/(1+p))
sl =2xtxsl
Sip = (Exp(s1) —1)/(Exp(s1) + 1)
End Function

A hiperbolikus egyenesre vonatkozé tengelyes tiikrozés leképezésének leirdsahoz
abbdl indulunk ki, hogy a valés tengelyre vonatkozdé tiikkrozés a komplex konjugalasnak
felel meg;:

To(z) =2z (z€ C).

3. Allitas. Legyen wi,wy € D két kulonbozo pont és legyen a € B a wiw; szakasz
B-paramétere. Ekkor a

T:=B,0TyoB,' (6)
leképezés a wiw, egyenesre vonatkozo tikrozést irja le.

Bizonyitds. Valéban, legyen w € D, w' = T(w), z = B '(w) és jeldlje z¢ a
z és z' = z pontokat 6sszekdtd hiperbolikus egyenesnek a valds tengellyel alkotott

metszéspontjat. Ekkor
Ba(z) =W, Bq(2') = Bo(To(B, ' (w))) = T(w) = w".

Mivel a zz’ hiperbolikus egyenes és a valds tengely egyméasra merdlegesek, azért ezek
B, altal létesitett képei, azaz a wyw, és ww’ hiperbolikus egyenesek is merélegese_l><

egymasra. Mivel wr := B,(zf) a széban forgd egyenesek metszéspontja, és a zz’
szakasz felezéspontja, azért w; a ww’ szakasznak felezéspontja. [

A wq pont ws-re vonatkoz6 ws (hiperbolikus) tiikérképét a Pont Tukor(wl,w2,ws)
szubrutinnal szamithatjuk ki.

Public Sub PontTukor(wl As Komplex, w2 As Komplex, w3 As Komplex)
Dim a As Blas
Dim p As Double
Dim z As Komplex
Dim s As Double
CallEgyPar(wl,w2, a,p)

62



s =Sp(2,p)

zRe=s:zIm=0

w3 = Bl(a, z)
End Sub

A wl,w2 pontjaival adott egyenesre valé (hiperbolikus) tikrozést az Egyenes-
Tukor(wl,w2,w,ww) rutinnal valésithaté meg, ahol ww a w tiikérképét jeloli.

Public Sub EgyenesTukor(wl As Komplex, w2 As Komplex, w As Kom-
plex, ww As Komplex)
Dim a As Blas
Dim ai As Blas
Dim p As Double
Dim z As Komplex
CallEgyPar(wl,w2, a,p)
z =KO(2,a.aa, a.ep)
ai.aa = KO(6, z, ec)
ai.ep = KO(5, a.ep, ec)
z = Bl(ai,w)
z =KO(5,z,ec)
ww = Bl(q, z)
End Sub

A FelezoPont(wl1,w2,a,w,p) rutinnal meghatdrozhatjuk a wyw, hiperbolikus sza-
kasz w felez6pontjat és a szakasz a és p B-paramétereit.

Public Sub FelezoPont(w1l As Komplex, w2 As Komplex, a As Blas, w As
Komplex, p As Double)
Dim al As Blas
Dim pl As Double
Dim z As Komplex
CallEgyPar(wl,w2,al,pl)
p = Stp(0.5,p1)
zRe=p:zIm=0
w = Bl(al, z)
CallEgyPar(w, w2, a,p)
End Sub
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Ezek felhasznaldsaval késziiltek az alabbi abrik.

Pontra vald tikrozés Egyenesre valé

Tiikrozés pontra és egyenesre

Szogek szogfelezdje, szakaszok felezomerdlegese hasonléan értelmezheté mint az
euklideszi geometriaban.

A SzogFelezo(w1,w2,w3,ww) rutinnal a wyw,wj3 hiperbolikus haromszég w1 cstcsa-
bél induld szogfelezé wi-t6l kiillonbozé ww pontjat hatdrozzuk meg.

Public Sub SzogFelezo(wl As Komplex, w2 As Komplex, w3 As Komplex,
ww As Komplex)
Dim al As Blas
Dim a2 As Blas
Dim pl As Double
Dim p2 As Double
Dim w As Komplex
Dim z As Komplex
CallEgyPar(wl,w2,al,pl)
CallEgyPar(wl,w3,a2,p2)
zRe=pl:z.Im =0
ww = Bl(a2,z)
CallEgyPar(w2,ww, al,p1)
z.Re = §;p(0.5,p1) : z.Im =0
ww = Bl(al, z)
End Sub
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Felezo meroleges Sibyvonal, siibypont

Szakaszfelezo merdleges, sulyvonal, sulypont

Ezeket felhasznalva bevezethetjiik a haromszog sulypontjanak, magassagpontjanak,
korilirt és beirt kor kozéppontjanak a fogalmat.

Beirt kir Rozéppontja

T

Korilirt kor, beirt kor kozéppontja

3.5. EGYENESEK METSZESPONTJA

Ebben a pontban meghatarozzuk a Z = zyz,, W = wyw, egyenesek metszéspontjat.
Legyen a; € B a Z, a; € B a W egyenes B-paramétere. A széban forgd egyeneseknek
aw € D pont akkor és csak akkor metszéspontja, ha létezik olyan ti,t; € R szampar,
amelyre
By, (t1) = Bo,(t2), azaz t; = Bq(ts)
(a:=a;' oa, = (a,e) € D)
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teljesiil. Bevezetve az a = re'*, e = e'® jeloléscket ez az egyenlet atirhatd
ti —atit, = ety —ea
alakra. Bevezetve az s; :=1tj (j = 1,2) véltozokat azt kapjuk, hogy
$18y = e'*gy — elloFPlg, 4 p2eil2ate) (7)
Attérve a valds és képzetes részre a kovetkezo egyenletrendszert kapjuk:

5152 = 87 €08 X — 55 cos(o + @) + 12 cos(2ot + @) ®)
0=s;sina—s;sin(x+ @) + r*sin(2x + @)

A sinax # 0 esetben szorozzuk meg az els6 egyenletet sin x-val majd a masodik
egyenletbol adodo

sysino = sy sin(x + @) — r*sin(2x + @)
kifejezést helyettesitsiik az elsobe. Ekkor

sa(sasin(oc+ @) — 2 sin(Qo + @)) =

= cos a(sy sin(a + @) — r?sin(2a + @)) — sin (s, cos(ot + @ )—
2 _ (9)
—17cos(2a+ @)) =

=s,sino— r’sin(o+ @)
Innen a
s3sin(o + @) — sy(sin o + ¥ sin(2c + @)) + 1 sin(oc + @) =0

masodfoku egyenlet adodik.
Ekkor a sin(a + @) # 0 esetben a széban forgé masodfoki egyenlet

5 5 sin o + 12 sin(20¢ + @)
— — O —
S2ps2ET <p sin(oc -+ @)

alaki. Ha a diszkrimindns pozitiv, akkor két valés gyck van, amelyek szorzata r2.
Kovetkezéskezésképpen az egyik abszolut értéke r-nél kisebb, a masiké r-nél nagyobb.
Innen kovetkezik, hogy ilyenkor egy olyan t; = s,/r szam létezik, amely megfelel a
[to| < 1 feltételnek.

Ezek alapjan késziilt a MetszesPont(wl,w2,w3,w4,w) szubrutin, amellyel a wiw?2
és w3w4 egyenesek ww metszéspontjat hatarozhatjuk meg. Az OkPar értéke a met-
széspontok szamarol nyujt felvilagositast. Ha OkPar = 0, akkor a két egyenes met-
szi egymast, ha OkPar = 1, akkor a két egyenesnek nincs kozos pontja, végiil, ha
OkPar = 2, akkor a két egyenes parhuzamos (a peremkoron metszik egymaést.)

Public Sub MetszesPont(wl As Komplex, w2 As Komplex, w3 As Kom-
plex, w4 As Komplex, ww As Komplex)

66



Dim al As Blas
Dim a2 As Blas
Dim a As Blas
Dim pl As Double
Dim p2 As Double
Dim z As Komplex
Dim vfi As Double
Dim alfa As Double
Dim r As Double
CallEgyPar(wl,w2,al,pl)
CallEgyPar(w3,w4, a2,p2)
a = Inv(al)
a = Mult(a, a2)
vfi = Plr(a.ep).fi: alfa = Plr(a.aa).fi: r = Plr(a.aa).Ro
OkPar =0
q = Sin(alfa + vfi)
If alfa =0 Then
If ¢ <> 0 Then
t2=r
Else
OkPar =1
End If
Elself alfa = pi Then
If ¢ <> 0 Then
t2=r
Else
OkPar = —1
End If
Else
If ¢ <> 0 Then
p = (Sin(vfi) + % x Sin(2 x alfa + vfi))/q

d=p*—4x1?
If d >=0 Then
d = Sqr(d)

21 =(p—d)/(2*7):122=(p+d)/(2*7)
If Abs(t21) > 1 Then
t2 =t22
Elself Abs(t21) < 1 Then
t2 = 121
Else
t2 = 121
OkPar =2
End If
Else
OkPar =1

67



End If
Else
t2=0
End If
End If
If OkPar =0 Or OkPar = 2 Then
zRe=1t2:z.Im =0
ww = Bl(a2,z)
End If
End Sub

Egyenesek metszéspontja Egyenesek metszéspontja

Hiperbolikus egyenesek metszéspontja

3.6. A POINCARE-FELE FELSIK-MODELL

A .
_1+1z

11—z

z° = Cy(z) : (zeC,)
Caley-féle leképezés z° := C 1(2) (z € D) inverzét felhaszndlva a Poincaré-féle diszk-
modellel (a PD-vel) kapcsolatban ismertetett geometriai fogalmak és eredmények
egyszeriien atvihetok a C félsikra. A Poincaré-féle félsik-modellen (a PS-modellben)
a pontok a C,-beli pontokkal (a z* (z € D) komplex szdmokkal), az egyenesek a PD-
beli L, (a € B) egyenesek Cy 1 4ltal létesitett képeivel azonosithatdk:

£ = {C;(Ea) =L::a€ B
Egyszertien belathatd, hogy a PS egyenesei a valds tengelyt merdlegesen metszé korok
és egyenesek C,-ba eso részei. Ezek a B Blaschke-csoport PS-beli

b:={ebg:aeC e T}
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analogonjaval is leirhatok. A
05 (z1,22) = pj(z7,23) (21,22 € Cy)

utasitassal bevezethetjiik a hiperbolikus- és pszeudohiperbolikus metrikak analogon-
jait a PS modellben.

A HipSik programot kiegészitve a Caley-féle leképezéssel a PS modellezésére hasznél-
hato eljarasokat kapunk.
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4. FEIJEZET

MALMQUIST-TAKENAKA
RENDSZEREK

Ebben a fejezetben a H?(ID) Hilbert-térbdl kiindulva szerkesztiink racionalis ortonorméalt
rendszereket az

(f,9) =5 | flevglemat (f,g€ HD) )

skalaris szorzatot alapul véve. A tovabbiakban gyakran felhasznaljuk az alabbi Cauchy-
féle integralformulat [D]:
FV(a) 1 J F(C) dc lJ” F(e't)e' dt
nl 2w gy (C—a)™ T 27 ) (it — )t

(neN,aeD,FeH (D).

Legyen a = (a, € D,n € N) € A és jelolje (m,,n € N) az a multiplicitasainak
sorozatat:
m, = Z 1 (neN).
ax=an,k<n
Az MT-rendszereket az a sorozattdl fliggd, linedrisan fiiggetlen

Zmn—1

Jan,ma—1(2) 1= 0—azm™ (zeD,neN) (2)

racionalis fliggvényekbdl kiindulva szerkesztjik.
A qqn fliggvénnyel vald skalaris szorzés kifejezhetd a differencidl-operatorokkal.
Nevezetesen érvényes a kovetkezo allitas.

1. Tétel. Tetszbleges f € H'(D) fiiggvényre és n € N szdmra

(m)
) qan) = n(!“) (neN). (3)

Bizonyitas. Valoban a skalaris szorzat értelmezése szerint

1 2n f(eit)e—int 1 21 f(e“)eﬁ
(f, qa,n> = Z_[ L W - ZT L (eit _ a)n—H dt =
_ 1 J f(¢) dc
2mi 1¢=1 (C — a)““ )
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Innen, alkalmazva a Cauchy-féle alapformulat a (3) egyenldséget kapjuk.O
4.1. MT-RENDSZEREK A DISZKEN

A (qa,m.—1,1 € N) raciondlis fiiggvényekbdl &ll6 sorozatbdl kiindulva és a (1)
skalaris szorzatot alapul véve a Schmidt-féle ortogonalizacios eljarassal egy racio-
nalis fliggvényekbdl allé ortonormalt rendszert szerkeszthetiink. Ez a rendszer, amely
azonos a Malmaquist és Takenaka altal egymastdl fiiggetleniil bevezetett rendszerrel,
kifejezheto az 2. fejezetben bevezetett B, és R, fliggvényekkel.

Definicié. A

/—.I — nz n—1 B
D2%(z) : = Oy (z) := Al 27 G _

" 1 — anz 1 — axz N
k=0
n—1 (4)
=Ra,(2) [ [Bar(2) (z€D,neEN)
k=0
fiiggvényrendszert az a = (a,,m € N) € A sorozat dltal generdlt Malmquist-

Takenaka- (réviden:MT) -rendszernek nevezziik

Az alabbi abran a jobb oldali ablakban az els6 6 MT-fliggvény valds- és képzetes
részét szemléltetjiik a [—7r, 7] intervallumon. A rendszert generalé pdlusokat, mul-
tiplicitasukkal egyttt, a bal oldali ablkon szemléltetjiik. A pdlusok sorrendjének
szemléltetésére szinskalat hasznaltunk. A fiiggdleges egyenesek a tengelyeket a pélusok
argumentumainak megfelel6 helyein metszik.

n /A\ — T N
N

B B/ ] Ve
N

A Malmquist—Takenaka-rendszer valds- és képzetes része

Specidlisan az a, =0 (n € N) esetben a
qon(z) = Dn(z) =2" (ze C,m e N)
hatvanyfiiggvényeket kapjuk. Az a, = a € D (n € N) specidlis esetnek megfelel6
0% :=RBy (aeDyneN) (5)
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rendszer azonos a 2. fejezetben bevezetett diszkrét Laguerre-rendszerrel. Az
elnevezéssel kapcsolatban az 5. fejezetre utalunk.

[

(C
<
<

B

A diszkrér Laguerre-rendszer valds- és képzetes része

Az a,a € D paraméterek altal generdlt ay = a, a1 = a (k € N) sorozatnak
megfelelo specialis MT-rendszert Kautz vezette be.

N
L
T\

T
/TSN 7
)

{/

A Kautz-rendszer valds- és képzetes része

Az € € N* szerint periédikus ajine := a; (0 <j < {,n € N) sorozat altal generalt
rendszer periédikus MT-rendszernek nevezziik. Ilyenkor a rendszert az

a:=(agp,ay, - ,a.1) €D

vektor generalja. Ezzel osszhangban ebben a specidlis esetben az alabbi jeloléseket
ill. osszefiiggéseket fogjuk hasznalni:

-1
Byi=] [Ba, ®p =B (k=j+n, 0<j<{mneN)
i=0

Az MT-rendszerek ortonormaltak.
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2.Tétel. Barmely a = (ay,n € N) € A sorozat esetén az MT-rendszer ortonormdlt
a (1) skaldris szorzatra nézve:

<q)ﬁw ®i> =0mn (Myn €N). (6)

Bizonyitas. Legyen n < m. Minthogy z € T esetén [Bg,(z)| =1, azért
<(Dam? (D‘Erll.> = <FR(1m,) Ran>)

ahol

m—1

F:HBQj, han<m, F=1, han=m.

)=n

Innen n < m esetén azt kapjuk, hogy F(a,) = 0, kovetkezésképpen (3) alapjdn

(D2, 02) = /1 —|a,*(FR,,,)(an) = 0. Ha n = m, akkor
(O, D7) = /1 —lan*Rq, (an) = 1.

O
Koénnyen igazolhaté, hogy

span{®@y : 0 < k < n} =R} :=span{qq;m;—1: 0 <j <nkh (7)

Innen kovetkezik, hogy az MT-rendszer 1 abszoliut értékii faktoroktol elte-
kintve azonos a linearisan fiiggetlen qaj,m;—1 (j € N) rendszerbd6l Schmidt-féle
ortogonalizaciéval kapott rendszerrel.

Valoban, a raciondlis fiiggvények parcidlis felbontdsara vonatkozé tétel alapjan
@ felirhaté OF = Z;(:o Ajqa;m;—1 alakban, ahol Ay # 0. Innen kovetkezik, hogy
Of € span{qq;m;—1 : 0 < j < k}, tovabba k-ra vonatkozé teljes indukciéval adédik a
forditott irdnyd qq, m,—1 € span{CD;i : 0 <j <k} relacié.

A 2. Tétel és a most idézett allitas kovetkezménye az alabbi

3.Tétel. A (02, n € N) MT-rendszer akkor és csak akkor teljes a H*(D) Hilbert-téren,
ha a generdlo A-beli sorozat nem Blaschke-sorozat, azaz

M8

(1 - |ay]) = co. (8)

i
o

Bizonyitas. Indirekt bizonyitast alkalmazva megmutatjuk, hogy a (®2,n € N)
rendszer akkor és csak akkor nem teljes, ha teljesiil a 2. fejezetben bevezetett

(T —lan]) < oo

M8

3
Q)
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Blaschke-féle feltétel.
Valéban tegyiik fel, hogy a rendszer nem teljes. Ekkor létezik olyan F € H?(D),
F # 0 fiiggvény, amelyre
(FoR) =0 (neN)

teljesiil. Innen (7) figyelembevételével adddik, hogy F ortogonalis a qq, m, (N € N)
fiiggvényekre, kovetkezésképpen az 1.Tétel alapjan a, az F fiiggvénynek legalabb
M, — 1-szeres gyoke. Ekkor a H2(ID) C N(D)-beli fiiggvények zérushelyeire vonatkozé
2.5. pontbeli allitas szerint (a,,n € N) Blaschke-sorozat.

Megforditva, most tegyiik fel, hogy a = (a,,n € N) Blaschke sorozat. Ekkor
a 2.5. pontban idézett Blaschke-féle alaptételben bevezetett B, € H*(ID) Blaschke-
szorzat zérushelyei az a; szamok, a multiplicitdst is beszamitva. Innen (3) alapjan azt
kapjuk, hogy minden j € N index esetén (Ba, qaj;m;—1) = Bgmj_])(aj)/(mj — 1! =0,
kovetkezésképpen (7) alapjan a B, # 0 fiiggvény ortogondlis a (@2, n € N) rendszer
minden tagjara. Ezzel megmutattuk, hogy a szoban forgd rendszer nem teljes. [

MEGJEGYZES

1. A T-n ortonormélt MT-rendszerbdl egyszerii transzforméciéval olyan SR-beli fiiggvényekbol
allo rendszert szerkeszthetiink, amely az

T:={ze€C: |z| =71}
koron ortogonalis. Nevezetesen legyen
ra:= (ra,neN) (a=(a,,neN) e A).

Nyilvdnvald, hogy minden r € [0,1) szdmra a A > a — ra € A leképezés bijekcio,
tovabba a

1
o7, (2) == O} (%) (<, 0<r<1neN)

raciondlis fliggvényeknek és a @2 fiiggvényeknek ugyanazok a polusai, s ezért ezek is a
R fiiggvényosztalyba tartoznak. Az 1. Tételt az a helyett az ra sorozatra alkalmazva
addédik a most bevezetett rendszer ortogonalitasa az rT koron:

1 (™ L
Z‘[J O (re®)@, (re") dt = (D)}, D7) = (m,n € N).

—Tt

4.2. MT-RENDSZEREK A FELSO FELSIKON

A diszkkel kapcsolatos eredmények a 2. fejezetben bevezetett

i—z 1—2z
= .:: Ci] :'
itz © v 2 112

z° = Cy(2) : (ze C) (9)
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Caley-transzformacidkkal atvihetdk a
C,:={zeC:7z>0}
fels6 félsikra, amely a szamegyenesen az alabbi fiiggvénnyel irhato le:

Cy(s) = e (s € R) (10)

Korracs inverzképe a Caley-féle leképezésben

Az f: D — C fiiggvénynek a 2. fejezetben bevezetett

1 1

(If)(2) := —=7——=f(Cy(2)) (z€Cy)

transzforméaciéjaval egy If : C, — C fiiggvényt rendelhetiink. A 2.1. pontban meg-
mutattuk, hogy ez a leképezés izometria a H?(D) és H?(C,) Hilbert-terek kozott:

1 fllzie,) = [Iflhem (f € HA(D).

Vezessiik be a Blaschke-fliggvények

be(z) = z:g (zeT,,ceC,)
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és az MT-rendszerek

¢ (z) =

Z_En X

megfelel6it, ahol a A, dllanddkat a || |l2(c,) = 1 normalasi feltétel alpjan hatarozzuk
meg. Ez a feltétel |b.(s)] =1 (s € R) és ¢, := &, + ifn € C, figyelembevételével
azzal ekvivalens, hogy

1 J ds _J ds -~
Al Jrls—Cal  Jr (s — o)+ B2

ds 1 ° T
JR TIE [Bn atgls/ Bn)} =B

—00

Ennek alapjan
VAN
v
A b, fiiggvények az f — fo C, leképezéssel a B_,(1) € T faktortdl eltekintve a B,
Blaschke-fliggvényekbél szarmaztathatok, nevezetesen 2.1.(6) szerint

An =

Ba(Cy(Z)) = B_(1 ) bge (Z) (z € @Jr) ac D))

tovabb4d minden a € D esetén

1 1
i+zra(cy(2)) T (itz)—ali—-z)
] ] R

“Tiazril—a@/0+a 1t+az—a

Innen kovetkezik, hogy a @2 fiiggvénynek az 1 : H*(D) — H?(C, ) &ltal létesitett képe
a ¢2° fiiggvény szamszorosa:

(@) =v,d*" (neNacA).

Mivel a @2 és ezzel egyiitt az [(D2) is normélt, azért |v,| = 1, kdvetkezésképpen az
(I(®2),n € N) rendszerrel egyiitt a (¢p2°,n € N) rendszer is ortonormélt a H?(C,)
téren:

(S, §2) = def( SPE(5)ds = S (cn = atymyn € ),

Mivel az I leképzés izomorfizmus a H?(D) és H?(C.) terek kozott, kovetkezés-
képpen a (S, n € N) rendszer akkor és csak akkor teljes, ha I szerint vett dsképe, a
(@, n € N) rendszer is teljes, azaz

> (1=l =
n=0
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Egyszertien bebizonyithatd, hogy ez a feltétel a

> Jc,
— = 11
2 e = (1)

feltétellel ekvivalens.
Osszefoglalva az eddigieket a kovetkezoket igazoltuk:

4. Tétel. Tetszéleges ¢ = (cn € Coyn € N) sorozatra a

¢n(z) = (zeCy) (12)

fels6 félsikon értelmezett MT-rendszer ortonormalt a H?(C, ) téren. A rend-
szer akkor és csak akkor teljes, ha a c sorozat kielégiti a (11) feltételt.

Az alabbi dbrdkon a ¢ = I[(D2) transzformacié alapjan dbrazoltuk az d7 figgvé-
nyeket a szamegyenes [—3,3] intervalluméan. Feltiintettik az a,/la,] = e € T
pontoknak megfelel s, := C; T(el*n) = tg(ot,/2) abszcisszakat.

n ~_ /A\ \_/’\\—\\/ i~
ISV N ~
\ |

B B/ ] Vo
N

MT-rendszer a szamegyenesen

—/ f

Diszkrét Laguerre-rendszer a szdmegyenesen

-
| Z(B

7



< — —
<

I —\/"

Kautz-rendszer a szamegyenesen

4.3. MT-FOURIER SOROK, MAGFUGGVENYEK

Ebben a pontban H'(ID)-beli fiiggvények MT-rendszerek szerinti sorfejtésével foglalkozunk.
A H?(D) Hardy-tér teljes euklideszi tér az

(F,G) := 2]71 r F(e'")G(e") dt
skalaris szorzattal és az
IFll = V(K F) (G e HA(D))
indukalt normaval. Az R
Fa(n) = (F®2) (neN) (13)

szamokat az F figgvény MT-Fourier-egyiitthatéinak nevezziik. Mivel @2 €
H>(D), azért a (13) definiciéban a szorzatintegral a H?(ID)-nél tagabb H'(D) tér F
elemeire is 1étezik. Ezért a tovabbiakban az MT-Fourier-egyiitthatok és MT-Fourier-
sorok definiciéjaban a H' (D) (a kovetkezd pontokban az L'(T)) fiiggvényteret vessziik
alapul. Az F fliggvény MT-Fourier-soranak részletosszegeit az

Z (F, 03)®2 (F € H'(D),n € N) (14)
k=0

szimbolummal jeloljik. Az MT-Fourier sorfejtések részletosszegei a

1
Kn(z) C) = K?I(Z, C) = (Di(Z)_ﬁ(C) (TL € N) Z, ce D)
0

3

~
I

magfiggvényeket felhasznalva integraloperatorként irhatok fel:
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Jn Fe) ) 02(z)@3(e") dt = (15)

_ lJ Fe)Ky (2, e') dt.
2m

—Tt

A K, magfiiggvények egy jol hasznalhaté explicit alakban allithatok el6. A tovabbiakban
az R%, alterek mellet az

Ao =span{@f: n<k<m} (0<n<m)

altereket és az ezekhez tartozo

m—1

Kanlz,0) = Y 02)E(C) (z,( € Dyn < m) (16)

k=n

reprodukalé magokat is hasznélni fogjuk. A reprodukélé magok a

m—1
Aim(l) - = Anm(l) = H Bak(z)) Am = AOm
k=n
(acA,zeD, n<m)

Blaschke-szorzatok segitségével explicit alakban irhatok fel , ahol n = m esetén A,,, =
Ao = 1. Nyilvan R, = R, Kom = K. Ehhez az MT-rendszerek A paraméter
tartomanyan bevezetjiik a shift operdtort:

s(a) = (a,az ) (a=(ap,ar,az ) € A).
Nyilvanval6, hogy az s hatvanyaira
s(a) == (ar, a1y --+) (k€ Nya=(ag,ar,az---) € A)
teljestil. Az MT-rendszerek értelmezésébol azonnal kovetkezik az alabbi eltolasi szabaly:
2L =A™ (nkeN), (17)

kovetkezésképpen
M2 = AR (0<n<m).
Az a = 0 specidlis esetben s™(a) = a, ®2(z) = z" (z € D, n € N) a hatvanyfiiggvények
sorozata és (17) a
R =z"7% (zeC,neN)
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azonossaggal ekvivalens.
A reprodukalé magokra érvényes az alabbi

5. Tétel. Minden 0 < n < m indexre

Koz, €)= An{2)7y )22 € o)

(z,€Dyz# (0 <n<m).

Bizonyitas. A (18) allitas (17) alapjan visszavezethet6 az n = 0 esetre. Ez ut6bbi
igazoldsahoz felhasznaljuk az

1— |a|2 _ Ba(z)ga((,) — 1
(1—az)(1—al) 20— 1 (19)
(Z>CGE)Z%C>GED)

Ra(2)Rq(0) =

azonossagot, amely egyszeriien igazolhaté. A (19) azonossig alapjan nyilvanvalo,
hogy a (18) allitds m = 1-re fennéll. Teljes indukciét alkalmazva tegyiik fel, hogy (18)
m-re teljesiil. Ekkor felhasznalva az indukcids feltételt és a (16) definiciét valamint a
(19) azonossagot azt kapjuk, hogy

Kt (Z> C) - Km(Z> C) + (Dm(Z)CDm(C) =

_ Am(Zi_Ai(f) —1 + Am(Z)Km(C)Ram(Z)EQm(C) =

(Am(z)xm(C) - 1) + (AmH (Z)Kmﬂ (C) — Am(Z)Km(C))

— i —
_ A (2) A1 (Q) — 1
z( — 1 '

Ezzel az allitast (m + 1)-re is igazoltuk.[]

A Ky fiiggvények z = { = e't € T esetén felithaté a Poisson-féle magfiiggvények
segitségével:

1— |C1k| i i
(z,z E E P (ax = Tee'™, z = e').
nm ) |1 — (lkZ|2 rk k k k y )

4.4. VALOS MT—RENDSZEREK
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Ebben a pontban kibovitjik az MT-rendszereket, N helyett az egész szamok Z
halmazit véve indexhalmaznak. Ismertes, hogy az e™ (t € R,n € Z) komplex
trigonometrikus rendszerrel egyiitt ennek valds és képzetes részeibol alkotott rendszer
ortogondlis és teljes az L*(T) téren. Ebben a pontban ennek mintajara a T téruszon
az MT-rendszereket negativ indexekre terjesztjiik ki az aldbbiak szerint:

@2 (z):=®d2(z) (neN*zeT). (20)

Megmutatjuk, hogy ha az a sorozat ay tagjat O-nak vélasztjuk, akkor a (20) szerint
kiterjesztett rendszer ortonormalt marad:

(DF, DY) = bk (kL € Z). (21)
Innen mar nyilvanvald, hogy ebben az esetben az

8 =1, Vg =0, u?l = %(q)?x)> Vi=7 ((D?L) (n e NY)

n

rendszer is ortogonalis és (U2, U2) = (V2,V2) =1/2.
Ehhez felhasznaljuk a trigonometrikus konjugalt fliggvény néhany tulajdonsagat.
Az f € L*(T) fiiggvény f~ trigonometrikus konjugaltjat az f fiiggvény

00
f(el‘t) — Z anelnt
n=—oo0

trigonometrikus Fourier-sorabol kiindulva az
o0
f(e") = —i Z sgn(n)a,e™
n=—oo

sorral értelmezziik, ahol a fenti sorok L?(T)-norméban konvergensek. Ekkor az F :=
f +if~ fiiggvény a H?(T) térhez tartozik és trigonometrikus sorfejtése

Fle'):=a+2) ane™
n=1

alakiu. Ha az f fiiggvény valés, akkor a_, = @, (n € N*) és ebben az esetben F
az (JF(0) = 0 feltételt kielégitd, egyértelmiien meghatarozott) H?(T)-beli fiiggvény,
amelynek valds részére RF = f teljesiil.

A G € H3(T), G(0) = 0 feltételt kielégité fiiggvény és (algebrai) konjugaltjanak

G(e") =) bne™, G(e"):=G[e") =) bnpe ™,
n=1 n=1

valamint f és f~ trigonometrikus sorfejtését felhasznalva valés f esetén a kovetkezoket
kapjuk:
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[e.o]

<f> G> = Z angnv <f, G) = ianbn)
n=1

n=1
(f,G)=—1) ayby, (f,G)=1i) dyby.
n=1 n=1
Innen

<f) G> = i<f~> G)) <f) €> = —i(f“)a> (22)

kovetkezik. Ezeket felhasznalva bebizonyitjuk a kovetkezo allitast.

6.Tétel. Tegyiik fel, hogy az a € A sorozat 0-adik tagjdra ag = 0 teljestil. Legyen
02 (z) = D2(z) :=D2(z) (z€T, ncN).

Ekkor ®% = 1, tovdbbd a ®2 € 1*(T) (n € Z) rendszer ortonormdlt. Ha ezen
tilmenden az a € A sorozatra teljesil a (8) feltétel, akkor (O2,n € Z) teljes rendszer
az L2(T) téren.

Bizonyitas. Minthogy
(@ oy @ ) = (D, Opn) = 8 (M, € N),
az ortonormaltsaghoz elég megmutatni, hogy
(On, @ ;) =0 (Mmyn € N*).

Az ag = 0 feltételbdl kovetkezik, hogy O, D_,, (m e N*) felirhaté Oy, (z)P_(z) =
2G(z) (z € D) alakban, ahol G a D halmazon analitikus fiiggvény. Ezt felhaszndlva a
Cauchy-féle alaptételbol

_ 1 n ity it _ ] _
<®“’®‘m>_ﬂjo Glet)e dt_z—mJC_]G(C)dC_O

kovetkezik.

A teljesség igazoldséhoz tegytik fel, hogy (f,®,) = 0 (n € Z). Ekkor az f~
fiiggvényre (22) alapjan (f*,®@,) =0 (n € Z), kovetkezésképpen az F = f + if™ €
H?(T) fiiggvényre (F, @) =0 (n € N) teljesiil. Innen a H?(T)-re vonatkozd teljesség
alalpjan F = 0, ahonnan f = 0 kovetkezik. []

A tovabbiakban kapcsolatot teremtiink a valds és a komplex MT-Fourier-egytitt-
hatdk kozott. Felhasznélva a (22) Osszefiiggést

(f, @) =i{f, D), (f,0,)=—i(f,D,)
adddik, ahonnan

(f,Up) =0, (f,U,)=(f,Vy), (f,Vy)=—(f,U,) (neN)
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kovetkezik. Minthogy ennek alapjan n € N* esetén

(F @) = (f+if, Uy +1iV,) =
(<f’ u“> T <f&’v“> + i(<fxvun> - <f> Vn>)) =
= 2((f, Un) — i(f, Vo)),

azért

(F,@n) D, = 2((f, U) — i{f, Vi) (U, +1Vy) =
=2 ((f, U )U,, + (f, Vi) Vi) + 1({f, W) V;, — (f, Vi) U,,).

Innen kovetkezik, az F = f + if~ € H?(D) fiiggvénynek a komplex MT-rendszer
szerint vett S, F részletosszegei kifejezheték az f fiiggvénynek az U, V,, (n € N) valos
MT-rendszer szerinti s,,f részletosszegeivel:

m—1
R (SwF) :=R (Z(F, cpn><1>n> =

n=0
m—1

= spf = (f,Uo)Uo+2 Y ((f, Un)Un + (f, Vo) Vi),

n=1

Az S F képzetes részére kifejezhett az f~ konjugdlt fliggvény valds részletosszegeivel:

m—1
J (SmF) =2 Z(<f» un>vn - <f) Vn>un) =
n=0

m—1
= (f,Uo)Uo +2 ) ({f, Un)Un + (f, Vo) Vo) = spf".

n=0

Mivel valéos MT-rendszerek korlatos fiiggvényekbdl allnak, azért az ezek szerint
vett

Wy = (f,Uy), vy :=(f,V) meN), w,:=(f0,) (ne€Z)

Fourier-egyiitthaték nemcsak L2(T)-beli, hanem tetszéleges f € L'(T) fiiggvények-
re is értelmezhetok a fenti integrél formulaval. Ezzel 6sszhangban a kdvetkezékben
L'(T)-beli fiiggvényeknek is tekinthetjiik az MT-Fourier egyiitthatéit és MT-Fourier
sorat.

A trigonemetrikus Fourier analizisben szokédsos szohasznélatot és jelolést kovetve
az

f o~ <f) u0>u0 +2 i((f) un>un + <f) Vn>vn) (23)

n=0
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sort a valés f € L'(T) fiiggvény MT-Fourier soranak, az
23 ({f,Un) Vi — (f, Vi) Usy) (24)
n=0

sort az f fuggvény konjugalt MT-soranak nevezziik.
Ha f € L'(T) “valds figguény, akkor a valos MT-FS részletosszegel a ¢ = e't jelolést
hasznalva a z € D pontban felirhatok

-1
(smf)(z) = (f,Uo)Uo(z) +2 ) ((f, Un)Un(z) + (f, Vi) Vi(2)) =

n

3

i
o

1

T m—1
— 5| ften(i #27 (Ufela(0) + Val2VAl0) =

_ lJﬂ f(e")KR (z,¢) dt
21 ),

alakban, ahol

m—1

Ki(z,0) =142 (Un(2)Un () + Va(2)Va(Q) =

o (25)
=1+2% (Z CDn(z@n(C)) = 2R (Kn(z,0)) — T

n=0

A KR magfiiggvény is felirhaté zéart alakban. Valéban 2.1.(6) alapjan
An(e)Ap(e'm) = el®nlt=enld) (¢, 1 € R),

ahol

3
L

em(t) = Bak(t) (t € R)
0

=~
Il

Ezt felhasznédlva (25) figyelembevételével azt kapjuk, hogy

X X Zei(em(t)*em(ﬂ) — ei(t*’f) —1
R it ity _
Kn(e",e™) =R < s =

_ sin((Bm(t) — On (7)) — (t —1)/2)
sin((t — 7)/2)

adodik.

Ezzel a kovetkezo allitast igazoltuk:
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7.Tétel. A valés MT-rendszerek magfigguényére t, T € R (t # T) esetén érvényes a

it ity Sin((nm(t) _nm(T))
Kn(e®,e") = sin((t—1)/2)

(26)

formula, ahol

nm(t) = em(t) - t/z

Specidlisan az a = 0 esetben visszakapjuk a triginometrikus rendszer Dirichlet-féle
magfiiggvényének ismert formuldjat:
KR (eit ei) = sin((2m —1)(t —7)/2)
e sin((t—1)/2)

A (8) teljességi feltétel fennalldsa esetén barmely f € L*(T) fiiggvény (23) valds
MT-Fourier sora || - ||;-normaban eléallitja a fiiggvényt:

lim [|smf — f||, = O.
m—o0

Ebben az esetben az f (24) konjugalt MT-sora is konvergens L*(T) normaban. Az
f -mal jelolt Gsszegfiiggvény az f fiiggvény trigonometrikus konjugaltjaval egyenld,
tovabba az f 4 if~ fiiggvény egy H?(ID)-beli fiiggvény peremfiiggvénye. Ebbdl a kap-
csolatbdl kiindulva mas osztalyokhoz tartozo fiiggvények esetén is eldallithatjuk a
konjugalt fiiggvényt.

A bemutatott példdk mindegyikében olyan a € A sorazokra szoritkozunk, ame-
lyekre ag = O teljesiil. Ilyenkor ®3 = 1 és a negativ indexekre @2 := @2 (n € N)
szerint kiterjesztett rendszer ortonormalt marad az [*(T) téren. Ha az a sorozat
kielégiti a (11) feltételt, akkor a rendszer teljes és a tér barmely eleme jellemezheté e
rendszer szerinti

cn(f) = (f,®?) (f € L*(T),n € Z)

MT-Fourier-egyiitthatéival, tovabb c¢_,(f) = c.(f) (n € Z). Az f fligvény rekon-
strudlhaté a MT-Fourier-egyiitthat6ibél, nevezetesen az f MT-Fourier-soranak

sof = Z ck(f)DE
k=—m

részletosszegei az L2(T) ||-||, normédjaban tartanak f-hez, han — co. Ezen tiilmenden
a O (|k| < n linedris kombonaciéi koziil s2f kozeliti a legjobban az f fliggvényt a tér
normdjaban. Ez indokolja, hogy a jeleket (fiiggvényeket) MT-sorfejtések részletdssze-
geivel approximaljuk. A kozelités mértékét a

AL (f) = ||f — s&f||2

szammal jellemezhetjiik, amely az n-t6l és az a sorozattol fliigg. Az adattomorités
kapcsan az a célunk, hogy olyan a sorozatot talaljunk, amellyel minél kisebb n mellet
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a megengedett hibahataron belill maradjunk. Az MT-rendszerek alkalmazasanak az
a nagy elénye, hogy megfel6 a sorozattal a tomorités mértéke jelentésen novelhet6.

Ezt illusztraljuk az alabbi példaval. Ebben egy f racionalis fliggvény MT-Fourier-
sorat és trigonometrikus Fourier-sorat hasonlitjuk ossze. Ha ismerjik a racionalis
fiiggvény polusait, akkor az ezek altal generalt MT-rendszer véges sok tagjaval hiba
nélkil allithaté el6 a fliggvény. Ugyanennek a fiiggvénynek a trigonometrikus sor-
fejtését véve sokkal tobb tagot kell figyelembe venni, ha az adott pontossagot akar-
juk elérni. A fiiggvények grafikonjai alatt az MT-, ill. trigonometrikus Fourier-
egyutthatokat abrazoltuk, piros szinnel az egyiihatok valds, zolddel a képzetes részét.
Az abrakrdl leolvashaté a c¢_,(f) = cn(f) Oszefiiggés. Ezt figyelembe véve elegend6 a
pozitiv indexti egyiitthatokat tarolni. Ez az M'T-rendszer esetén 6 komplex egytitthatét
jelent, a trigonometrikus rendszer esetén legalabb 25 egyiitthatora van sziikség a
kivant pontossag eléréséhez.

Adott EKG-gorbét jol kozelité raciondlis fliggvény és polusainak meghatarozasa
az eljaras legbonyolultabb része, amellyel a 6. fejezetben foglalkozunk. Ez mas szdval
azt jelenti, hogy a A2(f) funkciondlnak az (ag,---,a,_1) € D" valtozéban keressiik
a minumumat. Példaul EKG gorbék esetén a Nelder—Mead-féle algoritmus siker-
rel alkalmazhato. Ezzel a jegyzet tervezett 2. kotetében foglalkozunk. Az alabbi
abrédkon néhdny (sdrga szinnel abrézolt) EKG gorbe approximdacifjat és tomoritését
mutatjuk be. A kozelitésre hasznalt raciondlis fiiggvényeknek egy kétszeres és két
egyszeres polusuk van. Az approximalé fliggvény grafikonjat piros szinnel abrazoltuk,
inverzpolusaikat és az MT-sorfejtés egytitthatéit az ablak aljan szemléltettiik.

Hiba= 3.78 E-4 Hiba=5.12 E-3

Raciondlis fiigguény MT- és trigonometrikus sorfejtése
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EKG gorbék approximdcioja
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4.5. DISZKRET MT-RENDSZEREK

Ismeretes, hogy a komplex trigonometrikus rendszert a T ekvidisztans pontrend-
szereire lesziikitve diszkrét ortogondlis rendszert kapunk. Ezek a pontrendszerek a

"= (L eT,meN)

egyenlet megoldoldasainak halmazaként adodnak, ahol (y és m rogzitett szamok.
Ezek a gyokok eléallithatok a kovetkezod alakban:

{G = Coe”™™: 0 <k <ml.

Ezt a konstrukciét altalanositva rogzitsink az a = (a,,n € N) € A sorozatot és a
0 < n < m termeszétes szamokat. Az

m—1
Anm(z) = A%, (2) == | [ Bar(2) (0<n<m,zeD)
k=n

Blaschke szorzatokbdl kiindulva vizsgaljuk az
Anm(Z) = Anm(CO) (27)

egyenlet megoldasait, ahol (o € T egy elore rogzitett szam. Megmutatjuk, hogy a
(27) egyenletnek m — n péaronként kiilonb6z6 megolddsa van és ezek a T-re esnek.
Valéban, induljunk ki az A,

Anm(et) = eV (t e R)
el6allitasbol, ahol

m—1
Oum(t) = ) Ba,(t) (tER)
k=n

szigorian monoton névo, folytonos fiiggvény (1dsd 2.1. 1. Tétel). Legyen 1y € [—m, 7)
az a szém, amelyre e'™ = (, teljesiil. Minthogy

Bak(t +27t) - Bak(t) + 27 (t S R)»

azért
enm(TO + 27T) = enm(TO) + 27’((111 - T'L),

kovetkezésképpen minden k =0, 1,--- ;,m—n—1 esetén pontosan egy olyan Ty szam
létezik a [Ty, To + 271) intervallumban, amelyre

enm(Tk) = enm(TO) + 21tk (28>
teljesiil. Az ezekkel képzett

oi=¢e™ (k=0,1,--- ,N—1)
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T-beli komplex szamok (28) alapjan kielégitik a (27) egyenletet:

Anm(G) = Anm(eiTk) — eifnm(nd) — oilOnm(To)+2km) _

— eienm(TO) — Anm(eiTo) — A.nm(co)‘

Mivel a (27) egyenlet gyokei egyben a

-1
P(z) = | |(z—ax) = Anm(G) | |(1 —az) (z€C)

n

3
L
3

T
3
~
/|

(m — n)-edfokd polinom zérushelyei, ezért a széban forgd egyenletnek az (m — n)
szamu (-n kiviil nincs mas megoldasa.

/—\

\../ /

Polusok dltal indukadlt diszkrét rendszer a T-n és a 0 grafikonjdan

Megjegyezziik, hogy a (28) egyenlet, amellyel a széban forgd gyokoket megha-
taroztuk, ezek numerikus eléallitasara is alkalmas. Ezen az alapon tobb program
késziilt, amelyek a kiindulé pontjat képezik a diszkretizacios eljarasoknak.

Legyen

T?lm : :{C eT | Aim(c) :Aim(co)}:
={Ge=Ce™ | k=0,1,--- ,m—n—1}

Megmutatjuk, hogy a @2 (n < k < m) fiiggvényeknek a T2 halmazra vald
lesziikitései diszkrét ortogonalis rendszert alkotnak a

1
nm () == p2 =— T
Prm(C) = PR (C) rEWIad (CeT)
sulyfiiggvénnyel képzett
[F, Glum :== [F,GI2,, :== ) F(Q)G(Q) p3,(0) (29)
(€Ta,,



diszkrét skaldris szorzatra nézve.

8.Tétel. A (O, n < k < m) véges rendszer ortonormdlt a (29) skaldris szorzatra
nézve, azaz

[@ﬁ, (D?]im - 6k€ (TL < k)e < m) (30)

Bizonyitas. A diszkrét ortogonalitas egyszeri kovetkezménye a K., magfiiggvény
(18) el6allitdsanak és a (27) definiciénak:

m—1
Kan (G 00) = 3 OB (20) = An(Go) (g ) Anm(C) =1 _
k=n

GG — 1
> nm(CO) nm(CO)
= An ATL - O k e .
(A () = (k#10)
Bevezetve a ®
Wi ::LCS) (n<k,s<m)
Kinm (Csy Cs)

matrixot, az oszlopvektorok skalaris szorzatara

m—1 1

kZ WkTWkS \/Knm CT) CT) nm ( CS ) CS
_ Kanlln &)
V¥ (G &Ko (G )

addédik. Ez pontosan azt jelenti, hogy a széban forgd matrix unitér, kovetkezésképpen

m—1
kacrcbkcs =

k=n

— 6rs

T(Ck)65 (Ck) =

rs — Z erwsk Z K

— [(Dr) (Ds]nm (Tl S T, s < m)

nm Ck) Ck

Ezzel a tételt igazoltuk. [

A diszkrét MT-sorfejtésekkel interpolaciés feladatokat oldhatunk meg. Ezt a
lehetdséget az n = 0 vélasztas mellett a @y = O (0 < k < m) rendszerbdl
kiindulva mutatjuk be. Mivel ezeknek a fiiggvényeknek T, := T§, -re vonatkozd
lesziikitésel ortogondlisak a [+, -l = [+, 1§, diszkrét skaldris szorzatra nézve, ezért
linearisan fliggetlenek. Ebbdl kovetkezik, hogy a széban forgd rendszer kifesziti a
T.-en értelmezett fiiggvények m-dimenzids terét, s ezért a T,, halmaz pontjaiban
barmely F: T,, — C fiiggvény alkalmas A\, € C (0 < k < m) szamokkal eléallithato

=Y MOWO) (CET
k=0
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alakban. Innen az ortogonalitds alapjan az egyiitthtokra Ay = [F, @yl (0 < k < m)
adodik. Jelolje

n—1
SEF = Z[E (Dk]mq)k (O S n S m)
k=0
az F fiiggvény diszkrét MT-Fourier-sorfejtésének n-edik részletosszegét.
Osszefoglalva a mondottakat a kovetkezo allitast igazoltuk:

9.Tétel. Bdrmely T-n értelmezett F : T — C fugguény diszkrét MT-sorfejtésének
m-edik részletosszege interpolilja az F figgvényt a Ty, halmaz pontjaiban:

(SwP)(C) =F(Q) (C € Tn).
Specidlisan F € B2 esetén SRF(z) = F(z) minden z € D pontban.

Az R2 linedris téren a folytonos és diszkrét skalaris szorzat megegyezik:

(RG) =[R G5 (FGeRy). (31)
Valéban, legyen
m—1 m—1
F=> MOF, G=) wdf € Ry
k=0 k=0

Ekkor (30) és (6) alapjan

m—1
(FG) =) At = [F,GE.
k=0

A diszkrét skalaris szorzatot G = 1 esetén felirva

[F1ln= ) F(Q)pR(Q)

CeT2,

adodik. A jobb oldalon &ll6 Gsszeg az integralok kozelitésére hasznalatos kvadratira
formulanak tekinthetd. Specidlisan ay = 0 esetén @y = 1 € R3. Ezt felhaszndlva és
G =1 és F € R?3, esetén alkalmazva (31)-et

| Fetar= Y roee)

2 Jn (€T,
adddik, azaz a formula ebben az esetben az integral pontos értékét adja.

A valés MT-rendszer diszkrét véltozatanak felirasahoz a rendszer magfliggvé-
nyének (26) alakjabol indulunk ki:

it it _Siﬂ(ﬂm(t)—ﬂm(’f))
Knle e = = it —0)/2)

(t,Te Rt #1)
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Az ay = 0 feltételbdl alapjan o, (t) =t (t € R), kévetkezésképpen az

Mm(t) = Bo,(t) —t/2= Zfsak ) +t/2

0

~
Il

fliggvény is szigorian monoton né. Mivel barmely Ty € [—7, 71) esetén
NMm(To + 271) =N (T0) + (2m — 1),

azért minden k = 0,1,--- ,2m — 2 esetén pontosan egy olyan T} € [To, To + 271) szdm
létezik, amelyre

N () =N (T§) + k. (k=0,1,---,2m — 2)
teljesiil. Innen kovetkezik, hogy a
TR ={R:=e™: k=0,1,--- ,2N =2}
halmaz pontjaiban
KR(CK 8 =0 (0<Kk€<2m—2,k#10).
A diszkrét (valés) skaldris szorzatot a

1

ke €T

pR(Q) =
stilyfiiggvényt és a TR diszkretizaciés halmazt felhasznélva a kovetkezéképpen értelmezziik:

=Y f(Qg(0pR(D) (f,g:T = R). (32)

CETR,

Az el6z6ekhez hasonld meggondolassal azt kapjuk, hogy az ay = 0 feltétel mellett
az U, Vo (0 < n < m) valés rendszer ortogondlis erre a (32) skaldris szorzatra nézve.
Jelolje

n—1
shf o= [f, Uglh Uo + 2 > (If, Ui Uy + [f, iJR VA
k=1
az f : T — R valos fliggvény valés diszkrét MT-Fourier-soranak részletosszegeit. A
kovetkezo allitasban oOsszefoglaljuk a valds diszkrét MT-rendszerekkel kapcsolatban
mondottakat.

10.Tétel. Az (Un, V4,0 < n < m) wvalds MT-rendszer ortogondlis a (32) skaldris
szorzatra nézve:

(Ui, Uy, = [Vi, VI3, =0 (K # 0), [U, VI, =0 (0 <k, £ <m)
[UO)UOL]i = ]) [Uk) uk] [Vkvvk - 1/2 ( <k< m)
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Bdarmely T-n értelmezett f : T — R fiigguény diszkrét valos MT-sorfejtésének
m-edik részletisszege interpoldlja az f fiigguényt a TR, halmaz pontjaiban:

(SWI(Q) =f(0) (CeTy).

Az alabbi dbran egy EKG gorbe diszkrét MT-rendszer és trigonometrikus rend-
szer szerinti sorfejtését szemléltetjiik, feltlintetve a diszkretizacids pontokat. Lathato,
hogy ott ahol a fliggvény gyorsan valtozik a csomoépontok stiriibben helyezkednek
el, tovabba a diszkrét MT-sorfejtések a csomépontokban interpoldlnak. Ebbdl is
kovetkezik a jé approximéciés tulajdonsag.

Hiba=2.05 E-2 Hiba= 7.94 E-2

EKG-jel diszkrét MT- és trigonometrikus sorfejtése
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5. FEJEZET

MODELLREDUKCIO

Ebben a fejezetben az MT-sorfejtések konvergencia-sebességét vizsgdljuk. Ha a
(02, n € N) rendszer teljes, vagy ami ezzel ekvivalens a € A\ Ay, akkor minden
f € H%(T) fiiggvény esetén az MT-sorfejtés approximdciés hibdjara ||f — S2f||; — 0
(n — o0). Felhaszndlva az a sorozat geometriai tulajdonsdgait explicit becslés adhatd
all-llqg (1 <q < o0) normaban vett hibdkra, specidlisan a sok szempontbél fontos
egyenletes approrimdcio hibdjdra. Az itt alkalmazott eljaras alapjan redukalhatjuk
az iranyitaselméletben hasznalt matematikai modellek paramétereinek szamat, kiin-
dulva a kiilonboz6 rendszerek atviteli fiiggvényekkel torténd reprezentaciéibol. Stabil
diszkrét rendszerekre szoritkozva az atviteli fiiggvények olyan racionalis fiiggvényekkel
frhaték le, amelyek analitikusak a D := D U T zért diszken. A tovébbiakban olyan
rendszereket vizsgalunk, amelyek dtviteli fligguényer valodi raciondlis fugguények, egy-
szeres, 1-nél nagyobb abszolut értéki polusokkal. Ezek halmaza azonos az

Ro := span{r, : a € D}

fliggvényosztallyal. Rogzitsiik a széban forgd fiiggvények inverzpdlusainak egy P C D
véges halmazat és vezessiik be az

Rp :=span{r, : p € P} = {f)\ = Z?\prp A=(A,peP)e C'Pl}
peP

véges dimenzios linedris tereket, ahol |[P| a P elemeinek szdmat jeloli. Az fy — ||A||s =
(Zpep Apl)Vs (T <'s < 00) leképezések mormdk az Rp linedris téren, amelyek ek-
vivalensek a széban forgd véges dimenzids tér barmely més normajaval, specidlisan
Ifallqg ~ |IA[]s. Itt és a tovédbbiakban a || ||q == || - [lnam) = || - [lLa(r) jel6lést hasznéljuk.

A modellredukcié esetiinkben azt jelenti, hogy az PRp-beli fliggvényeket kevesebb
polussal rendelkezé raciondlis fliiggvénnyel helyettesitjiik. Ismeretes, hogy rendszerek
eltérését célszerii az atviteli fliggvényeik H* (ID)-norméban vett eltéréseivel jellemezni.
A H*>(ID)-térben az approximéacios feladatok sokkal bonyolultabb probléméhoz vezet-
nek mint a H2(D) Hilbert-térben.

Ha X C HY(D) véges dimenzids altér, akkor minden f € HYI(DD) esetén egyetlen
olyan gy € X elem létezik, amelyre

distq(f,X) := inf If = gllq = [If = golla,

tovabba q = 2 esetén go = Pxf az f-nek az X altérre vett ortogondlis projekcidjaval
egyenlo.
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Elészor azt vizsgéljuk, hogy az Rp elemei mennyire kozelithethetdk egyetlen (ma-
gasabbrendii) polussal rendelkezé racionalis fliggvénnyel. Ezzel dsszefiiggésben vezessiik
be az a € D paramétertdl fiiggd X¢ := span{rk : 1 < k < n} (a € D) n-dimenzids
linedris terek osztalyat. Ismeretes, hogy az X térnek az Lf (0 < k < n) diszkrét
Laguerre-rendszer egy ortonormalt bazisa. Az Rp fliggvényosztaly esetén a legjobb
kozelités mértékét a

Wnq(P):=inf sup distq(f, X7) (1 < q < o0)
OED fegip,||f]lq<T

mennyiséggel jellemezhetjiik. A wy 4(P) szam egyfajta Kolmogorov-féle szélességnek
is tekinthet6 (lasd az 1. fejezetet). Megjegyezziik, hogy q = 2 esetén a definiciéban
szerepld SuDgeg, ¢y, <1 dist2(f, X)) szdm a Rp altal kifeszitett altér és az X altér
(Rp, X&)t hajldsszogének szinuszaval egyenls. Kovetkezésképpen ebben az esetben
w2 (P) kiszdmitdsanak feladata az fRp-vel minimalis hajldsszoget bezaré XS altér
meghatarozasaval ekvivalens.

A legjobb kozelités mértéke a P halmaz hiperbolikus geometriai tulajdonsigaitol,
a P halmaz hiperbolikus fedékorének sugaratol fiigg. Nevezetesen legyen po(a,b) :=
IBa(b)| (a,b € D) a pszeudohiperbolikus tavolsag a diszken, és

po(a, P) := max po(a, p).
pep
Az po(a, P) annak az a kézéppontti minimalis sugari zart, hiperbolikus kérlemeznek
a sugara, amely lefedi a P halmazt. Megmutatjuk (14sd a kovetkezé pontot), hogy a
Po(+, P) folytonos fiiggvénynek egyetlen ap € P € D minimumbhelye 1étezik a D diszken:

tp 1= po(ap, P) = min po(a, P) = minmax po(a, p).
acD peP
A{z € D: po(z,ap) < vp} zart hiperbolikus korlemezt a P halmaz hiperbolikus
fed6korének nevezziik. Nyilvanvaléan ez az a legkisebb hiperbolikus korlemez,
amely a P halmazt lefedi.
Megmutatjuk, hogy wy q(P)-re fennall a

Wnq(P) < Ctp (1)

becslés, ahol a C = Cqp csak g-tél és a P halmaztdl fiiggd allandd. Ennek alapjin a
rendszer redukcidjanak a feladata, egy paraméter esetén, viszszavezethetd a hiperbo-
likus feddékor meghatdrozdsdra.

A Blaschke-fliggvényekbél alkotott €B, ((a,e) € B := D x T) leképezések bi-
jekcidk mind a D, mind a T halmazon, tovabba a {€B, : (a, €) € B} fliggvénycsalad
csoportot alkot a fliggvénykompozicié miiveletével. A po metrika invarans a B-beli
transzforméaciokkal szemben: po(B(p), B(q)) = po(p, q) (p,q € D, B € B). Ismeretes
tovabbéd (lasd a 3. Fejezetet), hogy B azonosithaté a Bolyai-geometria Poincaré-
féle modelljében az egybevagosagi transzforméciok csoportjaval. A py emlitett tulaj-
donsdgabdl kovetkezik, hogy a P és a B(P) (B € 98) halmazok fed6korének sugara
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egyenld, tovabba a B(P) fed6korének kozéppontja B(ap). Megmutatjuk, hogy a wy »
hasonlé invariancia tulajdonsdgokkal rendelkezik:

Wna(B(P)) =wn,(P) (P CD,B e B).

Ennek alapjan a wy kiszdmitdsandl specidlis helyzeti P halmazbdl indulhatunk ki,
pl. feltehetjiik, hogy az P fedékorének centruma az origo.

Ahhoz, hogy pontosabb redukciét kapjunk tobb kiillonboz6 pélust tartalmazo
raciondlis fiiggvényt célszerii hasznalnunk a kozelitéshez, az egy paramétert tar-
talmazé diszkrét Laguerre-rendszer helyett a H?(ID) téren ortonormélt Malmquist-
Takenaka-(MT)-rendszert véve. Legyen a = (a, € Dyn € N) € A egy tetszbleges
szamsorozat és jelolje O (k € N) az a sorozat altal generalt MT-rendszert. Specialisan
az a, = a (n € N) konstans sorozat esetén @ = L¢ (k € N) a diszkrét Laguerre-
rendszer. Ezzel Osszefiiggésben vezessiik be az n-dimenziés terek (n paramétertdl
fiiggé) X2 = span{®@3 : 0 < k < n} (n € N¥) osztalyat. Mivel a OF fuggvények
csak az a:= (ag,...,a,_1) € D" vektortdl fiiggnek, a @F jeldlést is hasznalni fogjuk.
Megmutatjuk, hogy ezekkel az alterekkel képzett

Wn,q(P) = inf sup  distq(f, X%)
aED™ femp ||f)l o<1

szélességre a (1)-hoz hasonlé becslés adhaté, felhaszndlva a hiperbolikus fed6kor
sugaranak kovetkezo altalanositasat:

n—

1
tp ;= inf supHIBaj(p)!.

achn
PEP 0

Innen az ax = a (k € N) speciélis estben visszakapjuk a fedékor definicidjat. Nyitva
maradt az tp geometriai jelentésének tisztazasa.

Az 5.1. pontban emlékeztetiink a hiperbolikus geometria felhasznédlasra keriil6
eredményeire, és bevezetjiik a hiperbolikus fed6kor és altalanositasainak fogalmat. Az
5.2. pontban becsléseket adunk a wy, (P) mennyiségekre, felhhasznalva a P halmazok
hiperbolikus fedckoreit.

5.1. HIPERBOLIKUS FEDOKOROK

Ebben a pontban az elézoekben bevezetett approximaciéelméleti fogalmak geome-
triai interpretaciéjaval foglalkozunk, felhasznalva a Bolyai-Lobacsevszkij-féle geome-
tria Poincaré-féle modelljét. Ismeretes, hogy a

Blaschke-fiigguények bijekciék mind a diszken, mind a téruszon, tovabbé a B, leképzés
inverze: B! =B_, (a € D).
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A
B :={eB,:(a,e) eB:=D x T}

fliggvényosztalyt, amely csoportot alkot a fliggvénykompoziciéra nézve, Blaschke-
csoportnak nevezzilk. Az I := (—1,1) C D intervallum B(I) (B € B) képei
olyan D-be es6 korivek, ill. szakaszok, amelyek merdlegesen metszik a T kort. Ezek
azonosithatok a Bolyai-geometria Poincaré-féle kormodelljében az eqyenesek osztdlyd-
val. Az 1 = [z1,2;] C 1 zart intervallumok B(I) (B € 9B) képeit hiperbolikus szaka-
szoknak nevezziik.

Ismeretes, hogy a

_|z—d

pO(Za (l) = |Ba(z)| - “ p—
—az|

(a,z € D)

fiiggvény (az tn. pszeuddhipebolikus tavolsdg) metrika a I halmazon, tovdbba a
B € ‘B leképezések tavolsagtartok:

Po(B(z1),B(z2)) = po(z1,22) (21,22 € D, B € B).

A Blaschke-fliggvények B osztalya azonos a széban forgé hiperbolikus sik egybevagdsdgi
transzformacidinak osztalyaval. A

Coi={re': —n<t<m
(euklideszi) kor .
B(C,) ={B(re") : t € [-m,nl} (B € B)
képei is (euklideszi) korok a D-ben. Mivel barmely t € R szdmra
Po(B(0), B(re™) = po(B~'(B(0)), B~'(B(re')) = po(0, ') =,

azért a B(C,) minden pontjanak a B(0) ponttél mért hiperbolikus téavolsaga az T
allandoval egyenld, kovetkezésképpen B(C,) egyben hiperbolikus kor a B(0) hiper-
bolikus kozépponttal. Megforditva megmutathaté, hogy minden hiperbolikus kor
ilymédon szarmaztathaté.

Poincaré-féle kormodell

Hiperbolikus egyenesek és korok
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A po metrika nem additiv: az I hiperbolikus egyenes —z < 0 < z pontjaira nyilvan

2z
Po(—2,0) + po(z,0) = 2z # po(—2,2) = 5
14z
teljesiil. Ezért célszerii bevezetni a
1+ po(z,a
o1(2,0) = athlpo(z, @) = log (1224 ) (a,z€ D)
1— pO(Z» (l)

hiperbolikus metrikat. A p; metrika a kdvetkezd kitiintetett tulajdosaggal rendelkezik:
a p1(ay, az) = pr(ar, z) + p1(z, az) egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha a z az
a;, a; pontokat 0sszekoté hiperbolikus szakasz pontja, kovetkezésképpen a p; metrika
additiv a hiperbolikus egyeneseken.

A po és p; metrikak lokalisan ekvivalensek a D diszken az euklideszi metrikaval:

lz1 — 23| 121 — 2]
Tr2 < po(z1,22) < T2 (lz1ly |zal < T < 1),
Po(z1,22)

Po(z1,22) < p1(z1,22) < (Po(z1,22) < 71).

1—12
Innen kovetkezik, hogy a D mindkét metrikara nézve teljes metrikus tér tovabba a
kompakt halmazok mindkét metrikaban ugyanazok, nevezetesen a korlatos és zart
halmazokkal azonosak. Ismeretes, hogy a z — pj(z,a) (j =0, 1) fiiggvények minden
a € D esetén folytonosak. Jelolje

Di(a) :={zeD:pj(a,z) <1} (aeD,0<T<1,j=0,1)

az a kozépponti, r sugart hiperbolikus korlemezt a p; metrikdban.
Rogzitstink egy P = {p1,p2y...,Pn} C D véges halmazt és vezessiik be az

pj(aap) = I]rjlggcp,(a,]?) j=0,1,aeD)
fliggvényeket. Mivel ezek folytonos fiiggvények felsé burkoloi, kovetkezésképpen maguk
is folytonosak, tovabbé

p1(a,P) = ath(po(a,P)) (a e D).

Az s; = pj(a,P) szdm annak az a kézéppontti minimélis sugard kornek a sugara,
amely a P halmazt tartalmazza: P C DjSj (a). A po(+,P) fiiggvénynek (és ezzel egyiitt
p1(+, P)-nek is) létezik a minimuma. Valéban legyen m := inf.cp po(a,P), m <
my < 1 és vezessiik be az A :={a € D: po(a,P) < my} halmazt. Mivel A kompakt és
inf,ep po(a, P) = infoea pola, P), azért a széban forgo fliggvényeknek van minimuma
tovabba po(-, P) és p1(-, P) minimumhelyei megegyeznek. Létezik tehat legaldbb egy
olyan a’ € D pont, amelyre

pj(al’P) = clllelﬂf;) pj(a,P) (J = O» 1) (2>
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teljestil.

Az egyértelmi minimum létezése a z — p1(z, a) fligvény hiperbolikus konvezitdsdval
hozhaté kapcsolatba. Akkor mondjuk, hogy valamely p metrika (szigorian) hiper-
bolikusan konvex, ha barmely z;,z, € D, z; # z; esetén

(plzn,a) + plz2, ) > plz ), Q
ahol z a z7,z; pontokat Osszekoto hiperbolikus szakasz felezopontja. Mas szdval a
szoban forgd A(zy, a,z;) hiperbolikus haromszog a-bdl indulé sulyvonaldnak hossza
kisebb mint az a-bdl indulé oldalak hosszdanak szamtani kozepe. A sik euklideszi
tavolsaga nyilvan rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal, ugyanakkor a py pszeuddhiper-
bolikus tavolsdg nem konvex, viszont megmutatjuk, hogy a p; hiperbolikus metrika
szigoruan konvex.

Mivel barmely A(z;,a,z;) haromszog alkalmas B € B egybevigdsagi transz-
formacioval atviheto olyan haromszoghbe, ahol a zi,z; felezéspontja az origdba, a
z1,z; pontok a valds tengelyre keriilnek, azért a hiperbolikus konvexitas vizsgalatanal
elegendé A(—z, a,z) alaku haromszogekre szoritkozni, ahol z € [, a € D\ 1. Ezért a
konvexitas azzal ekvivalens, hogy az Fj(z) := pj(z,a) (z € I) fiiggvényre:

%(Fj(z, a) + Fj(—z,a)) > F(0,a) (z € I). (4)

Az aldbbi dbrdkon az F; fiiggvények grafikonjat szemléltetjiik, ahol a := re'*,p =
cos . A grafikonokon lathaté, hogy ha a p paraméter elég kozel van a 1-hez, akkor Fo-
ra nem teljesiil a (4) feltétel. Az Fi-re felirva a feltételt egy bonyolult egyenlétlenséget
kapunk, amely kozvetleniil nehezen igazolhato.

p=05 T ) |

FO(Z) CL) F] (Z) CL) (P = 05) FO(Z) (1) F] (Z> Cl) (p = 099)

Annal meglepobb, hogy az egyenlotlenségre nagyon egyszeri geometriai bizonyitas
adhaté. Nevezetesen (3) ekvivalens a p; metrikdra vonatkoz6 haromszog egyenlét-
lenséggel. Tiikrozziik az a pontot az origéora és a A(a,—z,—a)-ra alkalmazzuk a
haromszog egyenlétlenséget:

2p1 (O) Cl) =M (—Cl, Cl) <P (—Cl, _Z) + P (_Z) Cl) =
=pila,z) + p1(—z,a) (z€L,a e D\I),

s ezzel a (3) allitast igazoltuk.
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pi(o,a) < (pi(—z,a) + pi(z,a))/2

Innen mar kovetkezik, hogy p; (-, P)fiiggvénynek egyetlen minimumbhelye van. Va-
I6ban, mivel a szigorian konvex p;(-,p) (p € P) fliggvények p; (-, P) fels6 burkoldja is
szigoruan konvex, azért pi(-, P)-nek nem lehet két egyméastdl kiilonbozé minimumhe-
lye. Ekkor ui. a minimumhelyeket 6sszk6to hiperbolikus szakasz felezéspontjaban
a p1(+, P) értéke a minimumnal kisebb volna. A tovabbiakban a p;(-, P) fiiggvények
egyetlen k6zos minimumbhelyét ap-vel fogjuk jel6lni.

MEGJEGYZESEK

1. Az egyértelmiien meghatarozott Dp := D%(ap) (s = po(ap, P)) kort a P halmaz
hiperbolikus fed6korének nevezziik. A fedékor meghatarozasahoz tehéat a po(-, P)
fiiggvény ap minimumbhelyét, a fed6kor kozéppontjat, és az tp := po(ap, P) minimum
értékét, a fedokor sugarat kell meghatarozni. A MatLab-ban igen altalanos és gyors
algoritmusok talalhatok min-max feladatok megoldasara. Ebben a specialis esetben
azonban nagyon egyszeri és szemléletes geometriai leiras adhato a fedékorre, amely
alkalmas arra is, hogy meghatarozzuk a fedokor paramétereit.

A mondottakbdl kovetkezik, hogy a fedékor egyértelmii. Bebizonyithatd, hogy
a fedokor pereme a P halmaz legalabb két pontjat tartalmazza. Ha P-nek csak
két pontja tartozik a peremhez (ldsd az 1.4brét), akkor a fedékor kozéppontja a
két pontot 0sszekoto hiperbolikus szakasz felezGpontja. Altaldnos esetben is mindig
van olyan pq (p,q € P) szakasz, amelynek az F hiperbolikus felezémer6legesén van
a fed6kor ap kozéppontja. Ez a pont nyilvdn minimumhelye az po(-, P) fiiggvény
felezOmer6legesre vett (egyvaltozds) lesziikitésének po(ap, P) = min,ex po(z,P). En-
nek alapjan ap meghatarozhato.
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1. abra

</

2. adbra

Az l.abran a fedokor a pq szakasz folé rajzolt hiperbolikus Thalesz-kor. A
2.abran a fedékor peremén a P halmaznak 3 pontja van. A mésodik ablakon az
po(z,P) (z € F) fliggvényt abrazoltuk, ahol F a pq hiperbolikus szakasz sarga szini
felezémerolegese.

2. A fed6kor paramétereinek (kozéppontjanak és sugardnak) a meghatdrozasira
héarom lehetéséget is bemutatunk.

i) Az po(a, P)(a € DY) fiiggvény minimumdnak a meghatdrozasdra program késziilt,
ahol P C D véges, np := |P| szdmossdgi halmaz és a = (ap,...,a;) € D {:=7p az a
vektor dimenzidja:

MNa
tp := min max | | Pola;, p).
a€Dt peP - "
]:

A széban forgd
MinraP (nP> N, it) rmin]
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szubrutinban az it paraméter az iterdciok szamat, T, az r fiiggvény minimumat
jeloli. A P halmaz pontjait a globalis Tp() tombben, az r minimumbhelyét a globalis
Aq(., 1) tombben taroljuk. Ebben a pontban csak az { = 1-nek megfelel$ egydimenzios
valtozatot hasznaljuk. Ilyenkor egyetlen minimumbhely létezik. A tobbvaltozds eset-
ben altaldban tobb miniumhely létezik, hiszen barmely minimhellyel egyiitt a ko-
ordinatak permutacidival adodé vektorok is minimumbhelyet szolgédltatnak.

ii) A masodik mddszer azon az észrevételen alapszik, hogy az ap minimumhely
rajta van valamely pq hiperbolikus szakasz felezémerdlegesén. Ez utébbinak egy
alkalmas ¢(t) := B(t) (t € (—1,1)) B € B) paraméterezését véve a feladat a
D(t) := po(d(t),P) (t € (—1,1)) egyvéltozds fliggvény egyetlen t* minimumbhelyének
meghatdrozasdra redukalodik. Ilyenkor ap = ¢(t*),tp = po(ap, P). Ezen az alapon
készilt a masodik eljaras. A @ fiiggvényt az 1. és a 2. abran a masodik ablakban
szemléltettiik.

iii) A fed6kor geometriai leirasa alapjdn készithetiink egy tovébbi algoritmust,
kiszamitva a pq (p,q € P) szakaszok felezéspontjaiban, és a A(pqr) (p,q,r € P)
haromszogek koriilirt kozéppontjaiban a r(-, P) fiiggvény értékeit. FEzek kozil a
minimélis fliggvényérték a fedokor sugarat, az ehhez tartozé pont a fedékor kozép-
pontjat adja. Ehhez felhasznalhatjuk a korabbi algoritmusokat, amelyekkel a hiper-
bolikus szakasz felezéspontjat és a haromszog koré irt hiperbolikus kor kozéppontjat
hataroztuk meg.

Az aldbbi két tablazatban Osszehasonlitottuk a harom eljards eredményét. Nyil-
vanvald, hogy a gyorsasag és pontossag tekintetében a harmadik a legjobb és az els6
a legrosszabb. Ez utébbival azonban a 4.pontban targyalt altalanos eset is kezelhetd.

Trmin Re(a™) Im(a*)
i) 0.46383605 —5.0629E —02 —1.36E—02
il) 0.46352460 —5.0705E —02 4.03E — 03
iii) 0.46352437 —5.0702E —02 3.56E — 03

Timin Re(a*) Im(a®)
i) 052993 —1,4031E—02 0,2116
i) 0.52919 —1,5414E —02 0,2121
iii) 0.52913  —1,5415E — 02 0,2119

A kovetkezd pontban megmutatjuk, hogy racionélis fliggvényekkel kapcsolatban a
w;, becslése visszavezetheté a P halmaz hiperbolikus fedokorének meghatarozasara.
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5.2. ATVITELI FUGGVENYEK APPROXIMACIOJA

Az irdnyitaselméletben vizsgalt rendszereket, az id6 tartomanybdl attérve a frekven-
cia tartomanyba, gyakran atviteli fiiggvényiikkel adjuk meg. Stabil, idéinvaridns
rendszerek esetén az atviteli fiiggvények olyan racionalis fiiggvények, amelyek polusai
a zart diszken kiviil esnek. Egyszeres multiplicitasi pélusokra szoritkozva az atviteli
fiiggvény benne van az 1, (p € D) fliggvényosztaly linearis burkaban. Els6 1épésben,
rogzitve egy a € D inverzpolust, az atviteli fiiggvények r* (k € N*) alaku fiiggvények
linearis kombinacidival valé kozelitését vizsgaljuk. Ezzel osszefliggésben vezessiik be
az

X% :=span{rt: 1 <k<n} (aeDneN,
X% =Up2 ) X3 C Ry C H®(D)

linearis tereket. Az X® azoknak a racionalis fliggvényeknek a halmaza, amelyeknek az
a szam az inverzpolusa. A X¢ linearis tér zart a fiiggvényszorzasra nézve, kovetkezés-
képpen algebrat alkot. Az ™ (k € N*) rendszerbdl a Schmidt-féle ortogonalizacids
eljarast alkalmazva az Lg (k € N) ortonormalt bazist, a diszkrét Laguerre-rendszert
kapjuk, amely a kovetkez6 explicit alakban irhato fel:

[¢ =R.B¥ (aeD,keN).

Az X® terek mellett célszerii ezek tobb paramétrtol fliggd valtozatat is hasznélni,
a diszkrét Laguerre-rendszer helyett az a € A sorozat altal generalt Malmquist—
Takenaka-rendszert véve. Ismeretes, hogy az MT-rendszer fiiggvényei el6allithatdk
a

n—1
D% =Ry, [[Ba, (@=(a,keN)eAneN)
k=0

alakban. Specidlisan az a = (a, = a,n € N) sorozatra visszakapjuk a diszkrét
Laguerre-rendszert: ¢2 = LS (n € N). Az X* := span{®% : k € N} altér akkor és
csak akkor stirti a H?(ID) Hilbert-térben, vagy ami ezzel ekvivalens, az MT-rendszer
ortonorméalt bazis a H?(D) téren, ha a € A \ A,. Ismeretes, hogy az MT-rendszerek
magfiiggvényeire fennallnak a kovetkezo, Christoffel-Darboux-tipust formulak:

- D a 1— HT:o] Eai (2)Bg; ()
0 (2)0E(C) = ] 1—-2zC

Bl

(ne N,z ( eD). (5)

o~
Il

Jelolje

n—1
Saf:=> (f,0})@F (ne€N)

k=0

az f € H*(D) MT-rendszer szerinti sorfejtésének részletosszegeit. Az S operdtorok
ortogonalis priekcick H?(D) térrél a

X2 :=span{®f : 0 <k <n} (n € N¥)
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n-dimenzioés altérre,

dista(f,X7) := inf [[f—gll = [[f = S3fll (f € H?(D),n € N*),
geEXR

tovabba a € A \ A, esetén

lim ||f —S2f|, =0 (f € H¥(D)).

Kiindulva az a = (ay, ..., a;_1) € D* vektorbdl vezessiik be ennek az
a:= (aj,j €N), ar¢ = ax (k € N)

periodikus kiterjesztését és a B, := Hf;& B, Blaschke-szorzatot. Ekkor a @%
(m € N) periodikus MT-rendszer teljes ONR a H?(D) téren, tovabba

O =B}, j=nl+k (neN,0<k<).

a)

Az itt felhasznalasra kerd fliggvények és a komplex konjugalds kapcsolatara vonat-
koznak az alabbi, nyilvanvalé azonossagok:

‘rp,m(C) = Tﬁ,m(Z)) Ba(p) = Bﬁ(ﬁ)) (D?(p) = q))ﬁ(ﬁ)
(5 = (60)61) T )a€—1) S De>§ = (an>n € B) € A,P € ]D) e T)

(6)

Maguk a ¢, fuggvények és MT-Fourier-egyiitthatoéi rp-bdl és ennek MT-Fourier-
egyiutthatoibdl derivélassal szarmaztathatok:

am m

aijrp = m!qp’m, aI_)—m<rp, (DJa> = m!<qp’m, (D]a> (TTL S N). (7)

Az elsé azonossag nyilvanvalé, a mésodik az 1.Lemma, ill. a paraméteres integral
differencialhatésagara vonatkozo tétel kovetkezménye.

Az aldbbiakban a ¢, fiiggvények periodikus MT-rendszerekkel valé approxima-
civjaval foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy f = gy esetén az f— Sg,f eltérés felirhato
explicit alakban. Ezekbdl az azonossagokbdl kiindulva becslést adunk elemi racionalis
fliggvények MT-sorfejtéseinek hibdira.

1.Tétel. Tetszblegesp € Dya c D, m €N és (€ T esetén
1) Tp(C) - (Sierp)(C) = Ba(C)BE(ﬁ)Tp(C),

m 8
) g0 — (520 (@) = 229 (g By (0)). ®)

ml op™

Bizonyitds. i) A bizonyitdsban rogzitjiik az a € D' vektort és az MT-rendszerre, ha
ez nem okoz félreértést, a @; := OF jelolést fogjuk haszndlni. Minthogy (6) és (7)
alapjan a qp m fliggvény MT-egyiitthatoira

(dpm> @5) = ;™ (p)/m!, |©;(p)| = |Dx(p)IBa(p)I"
G=nl+k, 0<k<{jmeN)
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és [Ba(p)l < 1, azért az 1, = qp fliggvény MT-Fourier-sora egyenletesen konvergens
a T-n és el6éllitja a fliggvényt. Innen felhasznalva a (5) formuladt azt kapjuk, hogy
¢ € T esetén

k=0 )=n
Bl(p)BMO) < -
_ _Ba( D, (p)Dy(() =
1—Ba(P)Ba(C) k=0 k(p) k(C)
= BalP)BalO) e (o),

1-p¢
ezzel az 1) allitast igazoltuk.

A most igazolt

n—1

() = ) (£, @} DA(C) = Ba(0)Bx(P)rp(C)

j=0

egyenldség mindkét oldalanak véve az p valtozo szerinti m-edik parcidlis derivaltjat
(7) alapjan a bizonyitandé ii) egyenl6séget kapjuk. Ezzel a tételt igazoltuk. O
A (8) formulat felhasznélva az eltérés H4(D) normajara addédik a

1.Kovetkezmény. Tetszileges 1 < q < oo esetén

Iy — Saerplla = [Ba(PIMIrpllq (n € NY).

2. Kovetkezmény. Tetszoleges

fa = Z ApTp € Rp

peP

fugguényre _
fA(Q) — (SR (C) = B (Q)fA(C) (CeT)

ahol _
fy = Z BL (p)ApTy.

peP

3.Kovetkezmény. Tetszileges fy € Rp fugguényre 1 < q < 0o esetén érvényes a

distq(fr, X3e) < [[fa = Sfalle < D MlBa(p)MlIrpllq

peP

becslés.
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A szokésos || - || norma helyett a vele ekvivalens

IFallia = > Apllirpllg (9)

peP

normat haszndlva az Rp téren az

tp := inf sup[B4(p)]
acht peP

altalanositott hiperbolikus fedokorrel a 2. Kovetkezmény alapjan a C faktort nem
tartalmazo, egyszerii becslés adhaté: 2. Tétel. Tetszoleges 1 < q < oo paraméterre és

n € N szamra

an,[q](P) = inf sup diSt[q}(f, X?ﬂ’,) S tTPl, (10)
a€D® feRp || <1

Valéban, minthogy tetszéleges f) € Rp esetén

[y = SR < D [Ba(P)* pliry| < maxc Ba(p)™ D_ Apliryly

peP peP

ahonnan (10) kovetkezik.
Felhasznalva a

1 1
Tl = —/——, ||t = —— (p € D)
Irll = s Il = g
becsléseket kapcsolatot teremthetiink a || - ||q € || - [|;q normak kozott.

Az vp sugdrra a P halmaz bizonyos geometriai tulajdonsagai alapjan jél hasznalhato
becslést adhatunk. Nevezetesen tegyiik fel, hogy a P halmaz lefedheté paronként disz-
junkt Cj(a;) T <j < m hiperbolikus korrel. Konnyen beldthato, hogy ekkor

tp < max Tj.
1<j<m

Specidlisan, ha P ={a; : 1 <j < n}, akkor az a = (a;,---,am) € D™ vektort véve
Smf)\ - f)\.
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6. FEJEZET

A Q-ALGORITMUS

Az
a V - |C1|2 m ™
Lm(Z) = WBQ (Z) (Z € D,m < N, ac ID)) (1)

diszkrét Laguerre-fiiggvények a H?(T) tér en(et) :== e™ (n € N, t € [0,27)) kano-
nikus bazisdbdl a (B, o) Blaschke-csoport

e(1—laP)

(U, f)(z) := T

f(Ba(z)) (f € H(D),z € D) (2)
unitér reprezentacidja segitségével szarmaztathatok, nevezetesen L, = U,-1ep,, ahol
a=(a,1) € B,m € N. Ebbdl az 0sszefliggéshol a diszkrét Laguerre-rendszer szamos
fontos tulajdonsaga, mint pl. ortogonalitasa, teljessége, stb. a trigonometrikus rend-
szer hasonl6 tulajdonsagaibdl kozvetlentil adodik. Ez a kapcsolat lehet6vé teszi, hogy
ezekben a vizsgalatokban felhasznalhatunk olyan csoporttal kapcsolatos fogalmakat,
mint invaridns mérték és invarians (hiperbolikus) tavolsag, konvolicié stb.

Tobb olyan polinomok gyokeinek, ill. méatrixok sajatértékeinek meghatarozasara
szolgalo klasszikus numerikus modszer ismert, amelyek iranyitaselméleti keretbe illeszt-
heték. Ilyen példaul a Bernoulli-mdédszer [C],[F], amellyel valés egyiitthatdés polinom
dominéans gyokét hatarozhatjuk meg. Ebben a szoban forgd polinomot egy differenci-
egyenlet karakterisztikus polinomjanak (egy diszkrét SISO rendszer &tviteli fliggvénye
reciprokdnak) tekintve az egységimpulzus valaszsorozataként eléallitjuk az atviteli
fliggvény trigonometrikus Fourier-egyiitthatdinak sorozatat és ezekbdl, az egymast
koveto tagok hanyadosanak hatarértékeként megkaphatjuk a dominans gyokoket. A
modszer egy modositasaval hasonlé elvek alapjan kiszamithatok a dominans konjugalt
gyokparok [C], [F].

Hasonléan interpretalhaté a matrixok dominans sajatértékeinek kiszamitasara
vonatkozé hatvéanyiteraciés (von Mises-féle) algoritmus [F], amelyben egy elsérendii
differenciaegyenlet-rendszer megoldasaibdl (egy specialis diszkrét MIMO rendszerbdl)
indulunk ki.

Ebben a fejezetben diszkrét rendszerek identifikaciéjaval kapcsolatos eredményekrdl
adunk egy attekintést. Az altalunk kifejlesztett algoritmusokban az atviteli fliggvény
trigonometrikus Fourier-egytitthatoi helyett a diszkrét Laguerre-Fourier-egytitthatokbol
indulunk ki. Ezeknek az egyiitthatoknak a kiszamitasa az atviteli fiiggvény ismeretében
argumentum transzformécio alkalmazasaval visszavezetheté a DFT ill. FFT algorit-
musokra [24], [25], [28]. Gyakran el6fordul, hogy nem az atviteli fliggvény, hanem
(pl. a rendszer egységimpulzusra adott valaszsorozataként) annak trigonometrikus
Fourier-egyiitthatoi allnak kozvetlentil rendelkezéstinkre. Ilyenkor a trigonometrikus
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Fourier-egyiitthat6ibol egy ¢ — €% métrix-transzforméciéval térhetiink at a disz-
krét Laguerre-Fourier-egyiitthatokra. Ez az U(a) = [(Usen, €m)l(mn)enz matrix a
Blaschke-csoport egy unitér reprezenticiéja a {* Hilbert-téren. Ebbél a métrix-
transzformacionak olyan fontos tulajdonsagai kovetkeznek, amelyek a javasolt algo-
ritmus elemzésében is jél hasznalhatok.

A matrix elemeinek tébb, egymastol kiilonbozo eléallitasat fogjuk levezetni. Tob-
bek kozott kifejezhetok a zart diszken analitikus L, fiiggvények

= Z ¢ (M)z" (meN,zeD) (3)

neN

hatvanysoranak €% (n) (n € N) egyiitthatoival. Kozvetleniil lathatd, hogy £§(n) =
/1 —lal?a" (n € N), tovabb4 tetszéleges m esetén értvényes az

& n) ~a (“) (1 1aP)™"2 (n = co) (1)
m

aszimptotikus formula. A (4) 6sszefliggés képezik a racionalis fiiggvények pdlusainak
meghatdrozasara szolgdlé Q algoritmus alapjat.

A tovabbiakban csak olyan wvalddi raciondlis fligguényekre szoritkozunk, amelyek
analitikusak a zart diszken, més szdéval, amelyek pélusai a zart diszken kiviil esnek.
Ezek halmazat az Ry szimbdlummal jeloljiitk. A parcialis felbontassal kapcsolatos
ismert 4llitas szerint az Tyn(z) := 1/(1 —bz)™! (b € D,z € Dyn € N) elemi
racionalis fliggvények generaljak az Ry fliggvényosztalyt: minden Ro-beli fiiggvény
egyértelmiien allithaté el6 elemi raciondlis fliggvények linearis kombinacidjaként. Kon-
nyen beldthaté, hogy az 0 (0 < k < n) elemi raciondlis fiiggvények és az LY (0 <
k < n) diszkrét Laguerre-fiiggvények ugyanazt az alteret feszitik ki, ezen tilmenden a
Laguerre-rendszer a széban forgd altérnek egy ortonormalt bazisa. Ebbol kovetkezik,
hogy minden f € R, fiiggvény egyértelmiien el6allithatd diszkrét Laguerre-fiiggvények

linearis kombinaciojaként:
_ z z b1b
- }\mLmv
beP 0<m<vy

ahol P az f € Ry inverzpolusainak halmazat, v, a b pélus multiplicitaséat jeloli. Ennek
alapjan az f € Ry racionalis fliggvény diszkrét Laguerre-Fourier-egyiittatoi felirhatdk

(L) =) > ALY, LY (5)

beP 0<m<vy,

alakban. A Q algoritmus geometriai hatterének megvilagitasara, felhasznalva a disz-

krét Laguerre-rendszer LS = U,1e, (a = (a,1) € B) szarmaztatasat, valamint az

unitér reprezentacié tulajdonsédgait, frjuk &t az (5)-ben eléfordulé skaléris szorzatokat
(L° 1Y) = (Up1emy Ug1€n) = (Ugop-1€my en) = (U 1em,en) (myn € N)

m) mn

alakba, ahol a = (a,1),b = (b,1) € B és a 2.2.(7) formula alapjén ¢ = boa™' =
(B4(b), €). Innen a kovetkez6, a Q algoritmusban centralis szerepet jatszé Gsszefliggést
kapjuk:

(L° LYY = epl(n) (myn € N,cp, = By(b), e, € T), (6)

m) mn
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ahol e, € T csak az a,b € T paraméterektol fligg. Specidlisan

(L3, L) = ep/1 —lcul2 T (n € Ny cp = By(b)). (7)

Abban az esetben, amikor az f € Ry) valamennyi pélusanak a multiplicitdsa 1 az f
fliggvény az L§ specidlis Laguerre-fiiggvények linedris kombindcidja. Egy pélus esetén
az f fliggvény L§-nek vdlaszthaté. Ilyenkor a (7) formuldt alkalmazva azt kapjuk,
hogy az egymasutan kovetkezo Laguerre-Fourier-egyiitthatok hanyadosa allando:

% =T, (neN,c,:=By(b)).

A ¢y ismeretében attérve a B, fiiggvény B! = B_, inverzére a b pélus egyszeriien
adodik: b =B_4(cp).

Tobb egyszeres multiplicitast polus esetén jelolje by € P azt az inverzpolust,
amelynek az a-t6l mért pszeudohiperbolikus po(a, b) := |B4(b)| (a,b € D) tavolsaga
a legnagyobb: po(a,by) > po(a,b) (b € P,b # by). Ekkor bevezetve a vy, =
Avery/1 —lcul> (b € P’) jelolést a széban forgd hdnyadosra (6), (7) és [cv/cv,l =
pO(aab)/pO(a> bO) <1 alapjén

— — — ] —
<f) LSHJ) _ ZbEP’ ’ch{)ur] . ‘Ybocb() + ZbGP/,b#bo ‘ch{)lJr /Cgo
<f’ L‘I[’ll> ZbGP’ YbEE Ybo + ZbEP/,b#bo ’YbEE/EEO

— Cy (Tl—)OO)
0

Kiindulva a (6) formuldbdl hasonléan igazolhatd, hogy egynél magasabb multi-
plicitdsu polusokkal rendelkezé f € Ry fuggvényekre a I diszk egy, a hiperbolikus
geometriai fogalmaival jellemzhetd, nullmértékii D részhalmazanak pontjait kivéve
létezik a

o 1: <f’Lﬁ+> 1N
(Qf)f) = lim Zg® (a € DAD) (8)

hatdrérték, a D \ D halmaz felbomlik paronként diszjunkt Dy (b € P) halmazok
egyesitésére és ezeken a Qf allandé:(Qf)(a) = Bq(b) (a € Dy).

A diszkrét Laguerre-rendszer emlitett szarmaztatdsa lehetévé teszi, hogy a Q
operdtorra és a D és Dy (b € P) halmazokra szemléletes geometriai interpretdciét ad-
junk, kiindulva az f racionalis fliggvény polusainak az egységkorre vett tiikkorképeibol,
az f inverzpélusainak P halmazabdl. Nevezetesen a D halmaz az inverzpolus-parok
hiperbolikus felez6merélegeseinek uniGjaként allthaté elé: D := Uy, p,eprMu, b, ahol
My, b, =1{a € D : po(a,by) = pola,b,y)}. Ezek a felezOmerdlegesek felbontjak a D
diszket paronként diszjunkt Dy, (b € P) tartoményokra, ahol

]Db :{a € ]D\D : p()(a)b) > p*(a)b) = cgl’%;(b pO(a)C)}

és amelyeken a Qf fiiggvény konstans. Innen koverkezik, hogy a most ismertett
eljarassal minden olyan b € P inverzpdlus rekonstrudlhat6, amelyre D, £ () (a b € P
inverzpdlus nem rejtézkddd.) A konvergencia sebessége kifejezhet6 az a € D pontnak
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az inverzpolusoktél mért maximalis hiperbolikus tavolsaggal [24], [25], nevezetesen
pl. egyszeres pélusok esetén

<§;LE:;> _Ea(b) = O(KE) (a € Dy,n — 0), Kkq:=p.(a,b)/p(a,b).

A (8) formulabdl kovetkezik, hogy

lim ((f, L))"/ = (Qf)(a) = Ba(b) (a € Dy,b € P).

n—oo

Ez a formula, amely (6)-t felhaszndlva kozvetleniil is igazolhatd, alapjit képezheti
egy polusok rekonstrukcidjara szolgalé masik algoritmusnak.

- Yall
Da1 @

1.abra

Az 1.abra elsé képén az a;, a, inverzpolusok esetén szemléltetjiik azokat a tar-
tomanyokat, amelyeken a Q fliggvény allandé. A maésodik képen szinskalat alkal-
mazva szemléltetjiik a Q algoritmus konvergencia sebességet leiré k, (a € D) fiige-
vényt, amelynek értékei 0 és 1 kozé esnek.
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2.4bra

Az 3.abra elsé képén az ai, ay, az inverzpdlusok esetén szemléltetjiik azokat a
tartoméanyokat, amelyeken a Q fliggvény allandé. A masodik képen szinskélat al-
kalmazva szemléltetjiik a Q algoritmus konvergencia sebességet leiré k, (a € D)
fliggvényt, amelynek értékei 0 és 1 kozé esnek.

A nem rejtézkodd polusok mér a qq := |Qf(a)| abszolut érték ismeretében is
meghatarozhatok, felhasznalva a Poincaré-féle modell hiperbolikus koreit. A

qa :=|(Qf)(a)l = [Ba(b)| = po(a,b) (a,b e D)

egyenldség gy interpretélhaté, hogy a b € P’ inverzpdlus rajta van a ¢4 sugarti Cq, (a)
hiperbolikus kéron. Ezt az észrevételt egy a; és egy a; pontbdl kiindulva alkalmazva
adddik, hogy a b pont a anj(a]-) (j = 1,2) korok egy metszéspontja feltéve, hogy
aj,a; € Dy. Ilyenkor a b pdlus a By, (b) = By, (b) egyenlet megoldasa. Ez azzal
ekvivalens, hogy B.(b) = b, ahol ¢ = a;'oa;" (a1 = (ai, 1), 0, = (az 1)), azaz a b pont
a B, leképezés fixpontja. Ez az észrevétel képezi az alapjat annak az algoritmusnak,
amely a b inverzpolusok meghatarozasara hasznallhaté. Az alabbi abran egy harom
egyszeres polussal rendelkez6 raciondlis fliggvény esetén szemléltetjiik a mdodszert. Az
origdval koncentrikus koron vettiik fel az a paramétert, mindegyikhez meghataroztuk
a (q sugarat és dbrazoltuk a Cq,(a) hiperbolikus koréket. Ezek metszéspontjaiként
szemléletesen kirajzolédik a harom b; (j = 1,2,3) inverzpdlusnak megfelelé B, (b;)
harom pont.
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4.4bra

A (3) sorfejtés alapjan, az n és m szerepét felcserélve, az f € H?(T) fiiggvénynek
a Q algoritmusban el6forduld diszkrét Laguerre-Fourier-egytitthatoit kifejezhetjiik a
trigonometrikus Fourier-egytitthatoival:

o0

(f,L8) =) (m)(f,en) (€N, acD). (9)

m=0

Ezt az 0sszefiiggést hasznalhatjuk abban az esetben, ha az atviteli fliggvény trigonomet-
rikus Fourier-egytitthatoit ismerjiik, pl. a rendszer egységimpulzusra adott valaszsoroza-
taként.

A
: <f) L1(’11+1> : a\\1/n
(Qf)(a) = T}I_)I&W = T}Ln;o“fa LY
hatarértékek kiszamitasa akar az f trigonometrikus-, akar diszkrét Laguerre-Fourier-
egyltthat6ibdl indulunk ki, szamos numerikus problémat vet fel. Az ezzel kapcsolatos
eredményeket a [24], [25] dolgozatokban publikéltuk.

Az 1.pontban a (3) hatvanysor £5 egyiitthatéinak explicit el6allitdasaval és aszimp-
totikus viselkedésével foglalkozunk. Az (¢ sorozatok a [0, 00) intervallumon az e *t
(t > 0) sulyfliiggvényre ortogonélis Laguerre-féle polinomrendszer analogonjéanak te-
kinthet6. Tobbek kozott megmutatjuk, hogy az £ sorozatra fenndll a Rodrigues-
formula diszkrét megfeleldje [J].

A 2.pontban megadjuk a Blaschke-csoport (2) reprezenticiéjanak matrixat a tri-
gonometrikus rendszer bazisdban. Megmutjuk, hogy a méatrix elemei kifejezhetck a
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Zernike-fliggvényekkel, amelyek széles korben alkalmazhatok, tobbek kozott az op-
tikdban és a szemészetben [10], [11], [21].

A 3.pontban részleteiben ismertetjiik a Q-algoritmust, amellyel racionalis fiiggvények
polusait és matrixok sajatértékeit hatarozhatjuk meg.

6.1. Az {3 SOROZAT

Ebben a pontban eléallitjuk az

/1 —lal? (z—a)™ _
[8(z) = Y———BMz) =1 —|af————— D D N
diszkrét Laguerre-fiiggvények
Lo(z) =) toa(m)z" (2 <) (10)
n=0

hatvanysordnak egyiitthatéit. Az £5(n) (n € N) szdmok a T peremen vett L& (z)
(z € T) diszkrét Laguerre fliggvények trigonometrikus Fourier-egyiitthat6i. Ezekre
bebizonyitjuk az alabbi aszimtotikus formuldkat, amelyek alapjan a (4) 4llitas igazol-
haté:

i) )=y 1T—lafa" (neN,aeDb),
i) ) = VTl @ () (11 lat)" + wn) (1)
()] < (14 [af) "My /m, 1> ),

ahol M, csak m-tdl fiiggd konstans. Innen lathatd, hogy az (%, sorozatbdl kiindulva
az a paraméter rekonstrualhato:

1) —28(n+1) =a (aeD,neN),
)

ii) m—a:o(l) (n — oo, m € N).
e (n) n

Ezek az osszefiiggések képezik az atviteli fiiggvények rekonstrukcidjara szolgaldé Q
algoritmus hatterét.
Minthogy az a = re'® € DD paraméterre

L%(Z) _ m (Z—Te ) _ eimam (Ze_ —T‘) _

(] _ rzefi(x)mﬂ (] _ rzefioc)mﬂ
— eimocL:n(Ze—ioc)’

azért . . .
) =e™ (m)e™™ (myneNya=re™eD). (12)
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Ennek alapjén elegendé a =1 (0 < r < 1) valés paraméterekre a diszkrét Leguerre-
rendszer hatvanysorat eloallitani.
A binomidlis sorfejtés képletét alkalmazva, tovabba

(_1)k<—mk—1) _ (m]—:k) _ (m;—k) (ke N)

figyelembevételével hatvanysorok szorzatat véve azt kapjuk, hogy

“_:W => (mr—rt k)Tka (2l < 1),

k=0

(z—1)" = % <T;) =)™t (z e ),

(Z _ T)m - T n
1 —TZW = %Em(n)z (I <1,

0 (n) = mnéq r* (mr—rt k) (—r)mntk (nrilk),

kovetkezésképpen
G n) = V1 =2 (), T ) =Y (1) (“ * 2) (m) (m<mn). (13)
= m ¢

Specidlisan

Nyilvanvalo, hogy

n+{ n+m n
— M
Og(?11)—1grm(n)::(m)TL (m)g T (0<L<m),
() () n
ahol M, az xr,(x) (x > m+ 1) racionalis fliggvénynek az [m + 1, 0o) intervallumon
vett szuprémumat jeloli. Minthogy a szoban forgd racionalis fliggvénynek a +oco-ben

létezik a véges hatarértéke, azért M,, < oo.
A fentiek alapjan




ahol

M
i, (M) < (14 )™ —=,
n
Innen a (11) ii) 4llitds kévetkezik.
A Parseval formula alapjan

(LS, L8 Yz = (€8, €8 Y2 = 8inyymy (M, My € N), (14)

mp) —my mp) Yms
kovetkezésképpen az €5 (m € N) sorozatok teljes ortonormalt rendszert alkotnak a
? Hilbert-téren.

Az (13) formuldban bevezetett @In(m € N) sorozatok a [0,00) intervallumon
értelmezett L., := L% Laguerre-rendszer (1asd [J]) analogonjdnak tekinthetd a soroza-
tok terében. Ennek aldtdmasztdsara megmutatjuk, hogy a (13) egyenléség a Laguerre-
polinomokra vonatkozd

e

Lolt) = (d) (e™) (¢ (0, 00))

m! \dt

Rodrigues-formula diszkrét analogonjanak tekinthetd a EIH sorozatra. Valéban jelolje [
az x = (xn, N € N) komplex szdmsorozatok terét, A : [ — [, (Ax), := Xnp1—Xn (N € N)
a differencia operatort a sorozattéren. Egyszeriien igazolhatd, hogy

(8" =3 (N (7 (mim e )

(=0

Vezessiik be az
X"M)=Mm+1)(n+2)---(n+m) (m,meN), exp,(n) =" n eN)

sorozatokat, amelyek az t™ (t € R) hatvanyfiiggvények és az exponencidlis fliggvény
diszkrét megfeleli. A x™ exp, sorozat a Rodrigues-formuldban szerepld t™e ™ fiiggvény
megfelelgjének tekinthets. A A™ operdtort erre a sorozatra alkalmazva (13) alapjan

azt kapjuk, hogy
'ér (Tl) _ Ton Z(_] )(’,TZ(n+€) n+¢ m —
m = m L

_ exvr(—n)(

AT expr))(n) (n € N),

kovetkezésképpen a ﬁn sorozatra érvényes a Rodrigues-formula kovetkezo diszkrét
analogonja:

1
0= gexp,r A™(x™exp,) (ref0,1),n e N). (15)

Egyszertibb formulat kapunk, ha az U, unitér reprezentacié definiciéjat az a
helyett a a~' paraméterre irjuk fel:

e(1—1al?)
1—az
(a=(a,e) €eB,meN,zeD),

(Ug—rem)(z) = (eBa(2))™ = e™2L3 (2)
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ahonnan
(Ugrem, en) = €™ (n) (m,n € Nya=(a,e) €B) (16)

kovetkezik.
Jelolje U(a) az U, : H*(T) — H?(T) operator matrixat az e, (n € N) bazisban:

Ula) = {umn(a)] » wnn(@) = (Ugen,en) (@€B,mneN). (17

(m,n)eN2

A (12) azonossagot, valamint az U, = U} Osszefiiggést felhasznélva kifejezhetjiik az
Umn (@) szamokat a €5 (n) egyiitthatokkal:

umn(a) = <uaem em> — (en,Ujem> = <ua*‘em) en> -

— 2T () (myn e Nya= (a,¢) € B),
ahonnan
Upn (@) = e MH1/2einmmgr (q) (m n € Nya = (rel®, ¢) € B). (18)

Az U(a) (a € B) matrixsereg a Blaschke-csoport egy unitér reprezentéciéja a €
téren:

i) U@ =U"(a)=U(a) (a€B),
i) Ulaoay) =U(a)U(az) (ar,0; €B), (19)

W) Ue) =T = [&m}

(m,n)eN2 )

Az U : B — CYN fiiggvény a Blaschke-csoport métrix értékii exponencialis fiiggvé-
nyének tekinthet6. Mivel a By és By részcsoportok generdljak a Blaschke-csoportot
(lasd a 2.2. pontot), elegendé az U fiiggvényt az o := (0,€) € By, v := (1,1) € By
pontokban meghatarozni. Ekkor

Umn(0) = (en, U,1em) = (en, €1/2€n> = e’”zémn,

mrﬂ o (et —mm (20)

Unn (t) = (€n, Up1€m) = 2, ¢ (1 — re-it)m+! at.

Az unn(a) matrixelemek kifejezheték a Zernike-fiiggvényekkel, ill. a Jacobi poli-
nomokkal [10], [11], [21]. Ezek az osszefiggések felhasznalhaték az U elemeinek
kiszamitasara.

6.2. AZ U MATRIX ES A ZERNIKE-FUGGVENYEK

Ebben a pontban el6allitjuk a Blaschke-csoport U, (a € B) unitér reprezentaciéjanak

Ula) = [nn(a)] ) Unn (0) = (Ugen, em) (m,n € N) (21)

(m,n)eN2
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métrixat a H2(T) Hardy-tér e, (n € N) bazisdban és a métrix elemeket az eltolt
specidlis Jacobi-polinomokkal fejezziik ki [J]. Ezek azonosithatok a Zernike-fiiggvényekkel

[10], [11], [21].
A B csoportmiiveltének értelmezésébol kovetkezik, hogy
(a,€) =(0,€) o (a,1), (a,1) = (0,e*) o (r,1) 0 (0,e)
(a=re*eD,ech),

tovabba

Mivel Uz = U, = U, 1, azért
LLmn(a) — <uaen) em> - <ua*‘em> en))
kovetkezésképpen
Unn(a) = unm(a™") (a € B,m,n € N). (23)
A tovébbiakban az U, = U(q1) (a = re!® € D) jelolést hasznalva a definicié
alapjan a t — t 4+ « helyettesitéssel azt kapjuk, hogy
Lan(a) - <uaen) em> - <en> ug]em> -

V1 — T.Z Jﬂ eint (e—it _ T.e—ioc)m
x|

271 1— refi(tfoc))mﬂ

dt =

_etmeyT—1 J T (e
_ ei(n—m)cx /T—12 (™ eint (efit _.r.)m dt — ei(nim)“u (r)
2n (1 —reitymt] m
Ezzel megmutattuk, hogy
Upn(a) = ™™oy (1) (a=rTe'* e D,n,m € N). (24)

Az wnn (1) fiiggvények kifejezhetOk specidlis eltdlt Jacobi polinomokkal. Valéban
a ( = re'* helyettesitéssel és Cauchy-féle integralformula alkalmazéséval azt kapjuk,

hogy

m T 'L(Tl ])t (1 _Telt)m
umel1) = "0 Jﬂe e Sy 4=
_ rm“MJ o (1=Qm
o 2mi et (C _ T.2)m+1 o
T g
= [Z (] — Z) ]z:rz
m! dzm
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adddik. Innen nyilvanvald, hogy Up. (1) valés tovabba (r,1)7" = (=1, 1) = (1™, 1)
figyelembevételével (23) és (24) alapjan

U (1) = Unm(1€) = (=1)" MU (M,m e N,0 <7 < 1), (25)

Legyen el6szor n = m +{ > m. A transzformélt Rodrigues-formula szerint (1dsd

Rl
1

Wdzm[zme(] —2)™ =2PLY(1 —2z2) (0<z<1).

Ezt felhasznalva
Unn(T) =V 1 — rzrm_nrzePff;’o)ﬂ —2r)=+/1— rzrePT(ﬁ’o)(l — 21
Ezzel megmutattuk, hogy az U matrix elemei eldallithatok a kovetkezo alakban:

Unn(a) = V1 — rzr“_mei(“_m)“Pg‘_m)U —2rY) (0<m<n,a=re*eD),

_ (26)
Unn(a) = (=1)" ™uppn(a) (a € D,mneN)

Osszefoglalva a két esetet:

Unn (@) = (—1)™/1 — 12 glnmmlogn= m‘Pﬁlgm";‘}(Zr —1) (myneNyrel0,1]).

A POV (t) (t € [-1,1],n,{ € N) Jacobi-polinomakra fennallnal a kovetkezo rekur-
zi6s formuldk (lasd [J]) :

(2+2)t_€

4 4
Pfﬁﬂ(t):al((zmm +0) (bt — )POY (1) /2 — ¢, POY (1 )/4) (m e N¥)

Pt =1, Pt =

ahol
an =2(m+1)(m+L+1)2m+ ), by, = (2m+ L+ 2)(mn + ),
Cmn=2mm+4{2m+L€+2) (Mme N*)
Bevezetve az o, 1= o, = rp K)(21'2 —1) (r € [0,1], m,{ € N*) sorozatot, erre a

kovetkezo rekurzio érvényes:

ocf’, =1 o = r—e((€+2)(2r2 —1)—10),
L (27)
Ot = — (2m+1+0(bn(2r* —1) — ) otn/2 — cpam —1/4)  (m € N¥)

m

Ezek alapjan az U matrix elemei kiszamithatok.
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6.3. A Q algoritmus

Ebben a pontban ismertetjiik az osszefoglald 6 eredményét jelenté Q algoritmus
részletes bizonyitasat. A bevezetésben a gyakorlati szempontbdl legfontosabb esetben,
az egyszeres polussal rendelkez6 raciondlis fiiggvényekre mutattuk be az algoritmust,
megvilagitva a geometriai hatterét.

Jelolje Mo a D zart diszken analitikus valodi raciondlis fiiggvények terét. Ezeknek
a fiiggvényeknek a pélusai a D halmazon kiviil esnek. Az R, fiiggvényosztalyt az
ok (P € D,k € N) elemi racionalis fliggvények generdljak. A raciondlis fiiggvények
parcidlis felbontasara vonatkozo ismert tétel alapjan minden f € R, fiiggvény egyér-

telmien allithato eld
- T

peP 0<k<vy

alakban, ahol P C D az f pélusait, v, a p € P pélus multiplicitdsat jelenti és A} €
C. Mivel az Ty (0 < k < n) elemi raciondlis fliggvények és az L} (0 < k < n)
diszkrét Laguerre-fiiggvények ugyanazt az alteret feszitik ki, ezért a tovabbiakban a

fenti helyett a
f=) Fy Fpi= ) AL (28)

peP 0<k<vp

egyértelmi felbontast fogjuk haszndlni. E 1épés révén a [24] dolgozatban kozolt bi-
zonyitéds jelentOsen egyszertisitheté. Az F, fiiggvények Laguerre-Fourier-egyiitthatoi,
felhasznalva a Laguerre-fliggvények LS = U,-1e,, (a = (a, 1)) el6allitasat, felirhatok

(Fp Ly = > ANILLY) = > AUy re, Uy rey) (29)

0<k<vyp 0<k<vyp
alakban, ahol
(Up—rex, Ugreq) = (UaUy-1ey, en) = (Upoq—1)-1€x, €n)-
A bizonyitas donté momentuma az itteni skalaris szorzatok egy atalakitdsa, amely

soran az el6z6 pontokban igazolt alabbi osszefiiggéseket hasznéljuk fel:

l) Cp ::poail = (Cp>€p) G]B)Cp :Ba(p) (Cl: ((1,]),]3: (P)” GB))

i) (Ucrey, eqn) = 6,727 (n) (n € N),
iil) 47 (n) = (LL)E;k(U — |Cp|2)m+1/2 +0(1/n)) (n — o0)
W) [epl = [Ba(p)l = pola,p) (a,p €D)
Ezek alapjan
(Fp L) = > ALef™2(n) (n e N).
0<k<vy

Legyen po € B olyan inverzpdélus, amelyre

Po(po, @) > max po(p,a)
PEPPFPo
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teljestil és vezessiik be a

hanyadost. Ekkor iii) alapjén

0r
kCT(ln) =0 ((E) Kn) —0 (n— 00,0 <k < Vp, P 7ép0)>
Po
kovetkezésképpen
(Fp, L}
Po

A iii) relaciébél kivetkezik, hogy az oqF (n) = £"(n)/ (cpn®) sorozatra

lim (Xip (TL) _ 0 (k< S)) B (31)
e (1 —lepP)*12/8 (K =s).
Az (51) reldcié p = po esetén nem érvényes. E helyett az s = v, — 1 jeloléssel
F,LP
= <E§ns> —d, #0 (n — o0). (32)

. Valéban

(Fp, L3) _ ixpekﬂ/zelip(n) _
E{,‘ns

P

k=0

= Z?\ie';“ﬁoci(n) — d, #0.
k=0

Innen kovetkezik, hogy
(Foo» Lai1)/Cpy
(Foor L) /Cp,
=7, <Fpo» L$1+1>/((n +_1n)563:1) —7, Yn+1
(Fpoy L3)/(n5Cy ) Yn
Végiil ezek figyelembevételével

laer) _ oo Do)/ & Lperpam oo bnnd /9 o g (0 (5 o).
<f> Ln> <F:P05 Ln>/cp0 + ZpeP,p;épo <FP’ Ln>/cpo

Ezzel a kovetkezo allitast igazoltuk.

— Cp (N — 00).

Q-algoritmus. Legyen P az f € Ry raciondlis figguény inverzpdlusainak a halmaza
és tetszoleges p € P pdlus esetén jelolje D, azoknak az a € D pontoknak a halmazat,
amelyekre

po(a,p) > max{p(a,p) : p € P,p # p} (33)
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teljesiil. Ekkor minden a € D, pontra létezik a

1 <f,L$L+1>
(Qf)(a) = lim 7y

:Ea(p) (P € Db)
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FUGGELEK

Az alabbiakban részletezziik a jegyzetben megfogalmazott néhany allitas bizonyitasat.
1. Bizonyitasok
A felsorolt tételek és bizonyitasok fejezetek szerinti felsorolasban kovetkeznek

2. A Blaschke-csoport

121 (1—12P)(1 — laP)
1—By(z)f=—— 21 .
Ba(z)] T aa? (z,a e C,z #a*)
Bizonyitas.
B ), lz— a?  (1—az—az+lazf) — (2 —az—az+la?)
1= Balal =T 7—gp = T —azP -
_ 0+ lazl?) — (|zI* + |a]?) _ 0= 21%) (1 —af?) N
|1 —azf? [T —azl?
T 2.2. B
Bu(B_a(z)) =B _4(Bu(z)) =2z (z € Dya e D).
Bizonyitas.
z+a a
_dtaz _z—ldfz
1+az

A most igazolt azonossagot a helyett —a-ra alkalmazva kapjuk az allitds masodik
részét. [

T 2.3.
Legyen a7 = (ay, €1),a; = (a, €2) € B. Ekkor

By, 0By, = B, (a=(a,€) € D),
ahol

a; + €xap _ 1+ a;ae;
a=¢e——— =66B g (a1), e=€e20——— =¢€1B_qq,(€2).
€+ ara; 1 + ara€r
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Bizonyitas.

zZ—

€2 — — —
B (B B 1—az (et a@)z— (a1 +€a)
Cl]( az(z’))_el z—a _61 — — — -
— 2 14+ eaa; — (are; + @)z
1—(1162 —
1—a,z
a; + e€ap
- =
€+ aqa; €+ aia _€Z—(l
= € — = = = —
1+€2a1a2]_ (11624—(12Z 1—az’
1+€261a2

ahol a és € a fent definidlt szdmok. [J

T 2.4.

Legyen a € B. Tegyiik fel, hogy minden z € H € {D,D, T} esetén Bu(z) = z. Ekkor
a=ce.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy B.(z) = z (z € D), ahol a = (a,e) € B. Innen
z = 0 valasztdssal a = 0, ill. bdrmely tovabbi z # 0 esetén a feltételbdl e = 1
kovetkezik. Ezzel megmutattuk, hogy a = e, kovetkezésképpen H = D, D esetén az

allitast igazoltuk.
A H = T esetben induljunk ki a By(e') = e'* (t € R) feltételbdl. Ekkor

e(ett —a) = et —@e’™ (t e R)

kovetkezik. Osszehasonlitva a trigonometrikus polinomok egyiitthatéit a = 0,e = 1
adodik. Ezzel megmutattuk, hogy a =e¢. [J

T 2.5.

Legyen a = (a, €),3 = (z;, () € D. Ekkor

Bg,(z,)(Ba(z1)) = M4(22) B, (22),
MBa () (Ba(z1)) = Ne(z1)M4(22)M2, (21).

Bizonyitas. Induljunk ki a
3007 = (Balz)), Galz)) = 0y = (q;,¢)) (j =1,2)
osszefligésekbol. Ekkor

(310a)o(zoa ) =303 =ao0a, =
= (Ba,(a1), €M, (a1)) = (€2Bq, (ar), e1€2ma, (ar1)) =
= (€2Bg,(2,)(Ba(z1)), €1€MB, (2,) (Ba(21))) = (2B, (21), G1CoM2, (21))
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Az utolsé két egyenletben Osszehasonlitva a koordinatakat a bizonyitandoé egyenléséget
kapjuk. U

T 2.6.

Barmely wi,w, € D esetén fenndll az

Wi —wy| w1l + ;|
T —wiwy| = 1+ wi|wy]

< fwil + w,| (Wi, w; € D)

eqyenliotlenség. Az eqyenldséqg akkor és csak akkor dll fenn, ha a O pont a wiw;
szakaszra esik.

Bizonyitas. A w; =1 (j = 1,2), 0 = oy — o jeloléseket haszndlva négyzetre
emelés utan a bizonyitandé egyenlotlenség atirhato

£(0) = T4+ 12— 21112008 0 (11 +12)?
T 1 +T%T‘%—2T]T'2COSG - (] +T1T2)2

alakba. Ez utobbi azzal ekvivalens, hogy
f(0) < f(m) (0<6<m).
Mivel

£(0) — 2rima(1 =73 (1 —13) sin 0
(141313 —21130080)2

azért az f fliggvény szigorian monoton né a [0, 7t] zart intervallumban. Ezzel egytttal
azt is megmutattuk, hogy az egyenloség akkor és csak akkor all fenn, ha 8 = 7, azaz
a Wy és wy komplex szamok ellentétes iranyuiak. [

T 2.7.

Po(z1,22) < polz1,23) + polz2,23) (21,22,23 € D)

Bizonyitas. T 2.5. és T 2.6. alapjan

Po(z1,22) = Po(B2;(21), B2 (22)) < B, (z1)| + 1B, (z2)| = po(z1,23) + polz2,23).0

T 2.8.

A
1 <1 + p(z1,22)

p1(z1,22) = ath(po(z1,22)) = 5 In
1 —p(z1,22)

7 ) (21,2, € D)

fuggvény metrika a D halmazon.
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Bizonyitas. Az el6z6 mintajara elég a
p1(wi,w2) < p1(ws,0) + p1(0,w2) (wi,w; € D)
egyenldtlenséget igazolni. Fz azzal ekvivalens, hogy
1 1+PO(W1>W2)) 1 <1+|W1|) 1 (1+|Wz|>
=In < =In + = 1In =
2 (1—PO(W1>W2) 2 T — [y 2 T —[wy
(et )
2\ (T=wi)T =) )

Bevezetve az
s = p(wi,w,)

jelolést a bizonyidandé allitassal ekvivalens egyenlotlenség felirhato a kovetkezo alak-
ban:

1+s - (T4 i) (T + wy))
T—s = (T—i)(T =)’

Innen ekvivalens atalakitas utan a mar igazolt T 2.6. egyenlotlenséget kapjuk.[]

T 2.9.

B.(e") = e (teR0<r<T1).

Bizonyitas. Legyen
X(t) :=B,(e"), Y(t):= eV (teR).

Rutin szamoléssal azt kapjuk, hogy

X(t) Yt
teljesiil. Valoban
X'(1) ielt irett i irett
X(t) et—r T1T—reit 1T—reit T1—reit
1—12

—i = iP,(t
l1 — 2rcost + 12 iPr(t)

és nyilvanvaloan
Y'(t)
Y(t)

Mivel X(0) =Y(0) =1, azért T.2.9 valéban fennall.

=1iP,(t) (t e R).
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T 2.10.
A v, figguény kifejezhets elemi figguényekkel:

v:(t) = 2arctan(s(r) tant/2) (—r<t<ms(r) =(1+1)/(1—1),—-1<r<1).
tovdbbd y_, a vy, inverzfigguénye: v, =y _;.

Bizonyitas. Val6ban

) - 2 s(/2_ s() _
Y 2 tan2(t/2) cost(t/2) | cos(t/2) 4 s2(r)sin(t/2)
(1+7)(1—7) 1—1?

=T Peod(t/2) + (14 Penl(/2) 1412 Zrleost(t/2) —sil(t/2)

6. Az {5 sorozat

T 6.1.
1) umn(u_1) = ufnm(a) (a €B,n,me N)
ll) umn(al o aZ) = Zumk(Cl])ukn(aZ) (Cl]' € B) m,n c N)
k=0
Bizonyitas.

i) Mivel U, = U, azért

'LLmn(a_1) = (Ug1en, en) = (en, Ugen) = (Ugem, en) = unm(a) (myn e N).
ii) Az Ugyoa, = Uy, U,, alapjén
Umn = (Ugjoa,€ny €m) = (Ug,en, uaT] €m)-

Mivel i) alapjan

0
uazen - Zukn(al)ek)
k=0

o0 —
uaﬂ €m = Z umk(u1 )ek»
k=0

kovetkezésképpen

umn(a1 o al) = Zumk(al)ukm(uﬂ
k=0
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