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Algoritmusok es
adatszerkezetek Il.

1. Eloadas
AVL fal.

fogalma, miertje, lancolt es
szoveges abrazolasa, kulcs
beszurasa, legkisebb kulcsd csucs
kivetele.
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® Algoritmusok




® Binaris keresofak (BST)
® Futasi ideje ~ fa magassagaval
* Atlagos esetben megfelel6 hatékonysaguak (©(log n))
® Legrosszabb esetben a fa magassaga n-1
» Szétarmiveletek nem elég hatékonyak
> Kiegyensulyozott keresofak
® Afamagassaga minden esetben ©(log n)

> Garantalja a szotarmuUveletek megfeleld hatékonysagat

Kiegyensulyozott keresofak
(balanced search trees)



AVL fa

® Az AVL fa elonyosebb a piros-fekete faval szemben
® halényegesen tobb a keresés, mint a modositas,

> mert az AVL erésebben kiegyensulyozott
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Kiegyensulyozott keresofak tipusai

—
m fak—— AVL fak

® Az AVL fa elonyosebb a piros-fekete faval szemben

® halényegesen tobb a keresés, mint a modositas,

» mert az AVL erésebben kiegyensulyozott



AVL fa fogalma
(Gregory Adelszon-Velszkij es Evgenii Landisz, 1963)

® Definicio: Az AVL fak magassag szerint kiegyensulyozott
binaris keresofak.

® Egy binaris fa magassag szerint kiegyensulyozott
(height-balanced BST)

® ha minden csucsa kiegyensulyozott.

-~

® kiegyensulyozott ~ magassag szerint kiegyensulyozott




AVL fa fogalma
(Adelszon-Velszkij és Landisz, 1962 )

® Egy binaris fa egy (*p) csucsa kiegyensulyozott
(balanced node):

® haacsucs (p -> b) egyensulyara (balance)
|Ip ->b| < 1.

® Definicio: A (*p) csucs egyensulya
(the (*p) node's balance):
p->b = h(p ->right) - h(p




Az AVL fak lancolt reprezentalasa

Node

+ key : T // T is some known type
+ b: —1..1 // the balance of the node
+ left,right : Node*

+ Node() { left :==right . = : b:= 0} // create a tree of a single node
+ Node(x:7) { left :==right = :b:=0: key .=z }

® A csucsokban a b egyensuly attributumot expliciten taroljuk

® /IMas lehetdsegek:

® aketreszfa magassagainak tarolasa

® csak az aktualis reszfa magassaganak tarolasa
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Az AVL fak szoveges reprezentalasa

® Keresofak
® (bal_reszfa gyoker jobb_reszfa) jeloles
® az Uresreszfak elhagyasa
® akonnyebb olvashatosag kedvéert [ ] es {} zarojelek alkalmazasa

> Az igy abrazolt fak inorder bejarasa a zarojelek elhagyasaval adodik

® AVL fak

® Abelsd csucsok egyensulyainak jeldlese kb formaban o e

® k:acsucsot azonosito kulcs o @
® b: acsucs egyensulya: 0:0, 1:4, 2:4+, -1:, -2
® aleveleknél nem jel6ljik az egyensulyt {[2]141[(6)8(20)]1}

® alevélcsicsok egyensulya mindig nulla §[2] 4+ [ (6) 8°(10) ]}



AVL fa kiegyensulyozo forgatasok
(balancing rotations)

® Jelolesek

® gorog kisbetuk: részfak (ezek mindig AVL fak)

® latin nagybetUk: csucsok kulcsait (egyensulyok nélkal)
® Forgatasok:

® Balra forgatas (Left rotation): [a T(BRy)I->[(a T f)Ry]
® Jobbra forgatas (Right rotation): [(¢ L) Tyl->[a L (B Ty)]

® Abinaris keresofa tulajdonsagot a kiegyensulyozasok is megtartjak

® afainorder bejarasat eqgyik forgatas sem valtoztatja -> a binaris keresofa tulajdonsagot is
megtartjak

® akiegyensulyozatlan részfak kiegyensulyozasa minden esetben egy vagy két forgatasbal all
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AVL fa forgatasok: (++,+) forgatas

A kiegyensulyozatlan (T) csucsnak és magasabb részfaja (R) gyokércsucsanak egyensulya
nem ellentétes el8jeld. igy a magasabb részfajahoz tartozd gyermeke, (R), a kiegyensulyozd
forgatas utan az Uj gyokércsucs. A tobbiek helyét a BST tulajdonsag mar meghatarozza.

[aT(BRY)I->[aTpP)Ry]




AVL fa forgatasok: (--,-) forgatas

A kiegyensulyozatlan (T) csucsnak és magasabb részfaja (L) gyokércsucsanak egyensulya
nem ellentétes eldjeld. igy a magasabb részfajahoz tartozd gyermeke, (L), a kiegyensulyozd
forgatas utan az Uj gyokércsucs. A tobbiek helyét a BST tulajdonsag mar meghatarozza.

-~
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AVL fa forgatasok: (++,-) forgatas

A kiegyensulyozatlan (T) csucsnak és magasabb részfaja (R) gyokércsucsanak egyensulya
ellentétes el8jeld. gy a magasabb részfajahoz tartozé unokaja, (L), a kiegyensulyozd forgatas utan
az uj gyokércsucs. A tobbiek helyét a BST tulajdonsag mar meghatarozza.

h(t) =
h + 2

{aTIBLY)RS1}->{[aTBILIy R 61} -




AVL fa forgatasok: (--,+) forgatas

A kiegyensulyozatlan (T) csucsnak és magasabb részfaja (L) gyokércsucsanak egyensulya
ellentétes el8jeld. gy a magasabb részfajahoz tartozd unokaja, (R), a kiegyensulyozo forgatas
utan az Uj gyokércsucs. A tébbiek helyét a BST tulajdonsag mar meghatarozza.

t A
4
(R)o
LR 0 h(t) =
(_J h + 2
("l+)

h
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AVL fa forgatasok: (--,0) forgatas

/ A kiegyensulyozatlan (T) csucsnak és magasabb részfaja (L) gyokércsucsanak egyensulya nem
ellentétes el@jeld. igy a magasabb részfajahoz tartozd gyermeke, (L), a kiegyensulyozé forgatas utan
az Uj gyokércsucs. A tobbiek helyét a BST tulajdonsag mar meghatarozza.

A t A
e +\
T --
(1) = h(t) =
h+3 ( /0) :i h+3
h
| h+1 |
h+1 ha1 h+1

[(@aLB)Tyl->[aL(BTy)



AVL fa forgatasok: (++,0) forgatas

A kiegyensulyozatlan (T) csucsnak és magasabb részfaja (R) gyokércsucsanak egyensulya nem

ellentétes el@jeld. gy a magasabb részfajahoz tartozé gyermeke, (R), a kiegyensulyozé forgatds utan
az Uj gyokércsucs. A tobbiek helyét a BST tulajdonsag mar meghatarozza.
3 f f A
Y
/\
/\/ ht) =
SR e bt 3
h
Y h + l Y
h+1 h+1 h+1
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_ AVL famagassdga
® Tetel: Tetszoleges n csucsu nemuires AVL fa h magassagara:

llogn] < h <1,45logn, azazh € O (logn)
/

) u rg 7 I )\
Bizonyitas vazlata: 1. 2

1. also es felso becsles a h magassagu, nemures KBF-ek n meretere
® KBF: kiegyensulyozott, binaris fak
* n< 2™l 5 |logn| <h
2. ahmelysequ, legkisebb meret( KBF-ek csucsainak f, szamanak meghatarozasa:

® f,=1,f,=2,f,=1+f,, +f,.. (Fibonacci fak)

) ~ ‘
® tetszéleges hmagassagu| © © ¢ ¢ Q pe 3
i s, $ ﬁ &P R ™

KBF n méretére: n = f,

> haustogr A4 S AN A
7o r T, T, / (g /l \ n2 \
[ ™ 19




Mduveletigeny

® search(t; k), min(t), max(t)

® MT(n) € O (logn), aholn=|t|

» az AVL fak magassaga: 0 [logn|

® Insert(t; k), del(t; k), remMin(t; minp), remMax(t; maxp)
® valtoztatjak a fa alakjat -> elromolhat a kiegyensulyozottsag
» mar nem garantalt a fenti mUveletigény
» Elkerilésére:
® Minden rekurziv eljarashivas utan ellendrizés: hogyan valtozott a megfelel6 részfa magassaga
® Ezhogyan befolyasolta a felette levd csucs kiegyensulyozottsagat
® SzUkség esetén: helyreallitas
® minden szinten legfeljebb konstans mennyiség(i extra miiveletet fog jelenteni

» MT(n) € O (logn), ahol n = |t|
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Pelda AVL faba beszuras

® Kiinduld fa: {[2]4+[(6)8°(20)1}

® 3 beszurasa - > {[()2+(3)14°[(6)8°(10)1}



Pelda AVL faba beszuras

® Kiinduld fa: {[2]4+[(6)8°(10)]}

e N P G T



® h=h(a)jelolés
® a kiindulo fa:
® T++ és R+ egyensulyok
> h((8 Ry)) = h+2
> h(y) = h+1
> h(B) =h
> az eredmeny fara:
® h(a)=h=h(B)->Te
®* h((a TeB))=h+1=h(y) >Re

AVL fak: beszuras (balra forgatas)

® A transzformacio helyességének belatasa

(4)
- Ge®
)

{[2] 4++[(6) 8+ ({9} 10-) ]}

Il

Balra forgatas (Left rotation):
[aT(BRY)]->[aTp)Ry]

{[(2)4(6)18°[(9)10-1}




® KettOs forgatas (8. 9. dia)

®* {aT[(BLy)R 5]} fara
az R csucsnal alkalmaztunk
egy jobbra forgatast

® {aT[pL(yRs)]}eredmenyfat
balra forgatjuk

® Eredmenyfa: {[a Tp]L[y R° 48]}

AVL fak: beszuras (kettos forgatas)

® faT++[(B L-o+y)R- 61} ->{[aToo- B1Le [y R+eo 513 (&)
8 T=l|., a = [2]/ R=81 0= (10)1 L:6+, :8 =Q Y = {7}

Ge®
(7

{[2] 4++[(6+{7})8-(20)]}

Il

KettOs (RL) forgatas:
{aT[(BLY)RSI}->{[aTBIL[y R 61}

7 P

{[(2) 4-16°[(7)8° (10)]}



Kettos forgatas helyessege:

® h=h(a)]jeldlés

®* T++-> h((BLy)R &) = h+2

* R->h(BLy)=h+1 ésh(d)=nh

® L lehetseges egyensulyai szerint:
° . > h(ﬂ) — h és h(y) = h-1 Kettds (RL) forgatas:
° L°->h(,3)=hé5h()/)=h {aT[(BLY)RGS1}->{[aTBIL[y R 41} '
® |+->h(B)=h-1ésh(y)=h

> Eredményfaban: T- és R

® Mindharom esetben:
h([a T B]) = h+1 = h([y R 3])

> Lo




BeszuUras

® Osszefuggések a kettds forgatas utani egyensulyokra

® Jeldlesek:
® azL csucsnak a kettos forgatas elotti egyensulya: s

® aTesaR csucsoknak a kettds forgatas utani egyensulyai: s, s

r

s+1] , 1-s
=——essr—{—

® Afent emlitett ket kiegyensulyozasi sema mellett igazak a tukorkepei:

® aforgatasok elott a T-- csuccsal a gyokeérben
* [(@L—=PB)T ==yl - laLe (BTy) |
*{lalL+(BR—=° +yV)IT—=6->[(aLleof)Re (yT +°6) ]

s+1]| ., 1 —S
o eS St 2
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BeszuUras

> Futasi idé a fa magassagaval aranyos marad

27

® AVL fakra: O(log n)




Beszuro és kiegyensulyozé algoritmus
mukodése

® Afamagassaga:
® eggyel novekszik (d = true)

® ugyanannyi marad (d = false).

r

E%\-"Lin:sert( &t:Node™ : BT &d:B D
|

\ =0 /|
\ k<t— key \ k>t — key \ELSE
t — new| AVLinsert(t — left, k,d) AVLinsert(t — right, k., d)
Node(k) N\ d N d /d=
di=truc l(ﬁftSlll)Tl'{ng rOWL | Q[P l'ig__{‘,'htSllth‘i?iEGl‘(JWIl SKIP hamis
(t,d) (t,d)




Beszuro és kiegyensulyozé algoritmusok II.

r

@zftSubTr{é(zG1'(m-'11( &t:Node™ ; &d:B D

t—=b=—1

[ =1t —left

[ = b= —1

t—=b=t—=0—1

balanceMMm(t, ()

(LR)lmlan-:f(zlfﬂ-h}(f- [)

d = false

d:=(t = b<0)

G‘ightSubTr{é(éGr(m*n( &t:Node™ ; &d:B D

t—=b=1

r:=1t—right

r—-b=1

It —b:=t—=0b0+1

balancePPp(t,r)

(RL) balancePPm(t, r)

d = false

d:=(t—b>0)
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—_

(
I 4 . s 7 balanceMMp( &t. 1 : Node™
BeszUrd és kiegyensdlyozé bt )

- r:=1— right
algoritmusok III. BT ——
t —left . =r — right
A /; r—left =1
KT/{/ . , \/\I-{' : r — right :=1
m: T A [ b:=—[(r—b+1)/2
p m A% t—b:=1[(1—r—10b)/2]
' hll h h o r—b:=0
t:=m1
@ahmcef’f’p( &t,r: Node™ D
t — right :|: r— left | /i\ /I%O

wo S @G |4

r—left:=t ht) = /Q:*/K —= bt

h+3 - Y o y 0

r—+b:=t—=5b6:=0 P s\ /2\ [\ |
= LYV




Beszuro és kiegyensulyozé algoritmusok 1V.

g
@alun(:eH}-Im( &ty 1 Node™ D
|

t —left:=1— right
[ — right .=t
[—b:=t—b:=0
t:=1

~balancePPp (R forgatas)

(tikorkepek)

/7 - <))
balancePPm( &, : Node™ )
( l )

[ =1 —left

t — right =1 — left

r— left =1 — right
[ —left =1t
[ — right .=
t—>b.=—[(l—>b+1)/2]
r—b:=|(1-1—b)/2]
[ —b:=0
t:=1

~balanceMMp (RL forgatas)
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Az AVL faba valo beszuras rovid osszefoglalasa

1. Megkeressuk a kulcs helyet a faban.
2 .Ha a kulcs benne van a faban

> STOP.

3.Ha a kulcs helyén egy Ures részfa talalhato,
® BeszuUrunk az Ures fa helyére egy Uj, a kulcsot tartalmazo levélcsucsot.

® Ezarészfaeggyel magasabb lett.



Az AVL faba valo beszuras rovid osszefoglalasa

/4. Ha a gyokercsucsnal vagyunk,
» STOP.
® Kuilonben egyet folfele lepink a keresofaban.
® Mivel az a reszfa, amibal folfele leptink, eggyel magasabb lett:
» Az aktudlis csics egyensulyat megfeleloképp maodositjuk:
® Ha a jobb részfa lett magasabb: +1, haabal: -1
5. Ha az aktualis csucs egyensulya o lett
» az aktualis csucshoz tartozé részfa alacsonyabb aga hozza n6étt a magasabbikhoz
> az aktualis részfa magassaga = a beszuras elotti allapottal

>egyet|en mas csucs egyensulyat sem kell modositani: STOP.
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Az AVL faba valo beszuras rovid osszefoglalasa

6. Ha az aktualis cstics Uj egyensulya 1 vagy -1

> elétte o volt -> az aktualis részfa magasabb lett eggyel. -> a 4. ponttol folytatjuk.

7. Ha az aktualis csucs uj egyensulya 2 vagy -2

> a hozza tartozé részfat ki kell egyensulyozni.
® Akiegyensulyozas utan az aktualis részfa visszanyeri a beszuras el6tti magassagat

> mar egyetlen mas csucs egyensulyat sem kell modositani: STOP.

® A2 eés-2eseteket a struktogramban nem szamoltuk ki expliciten, hogy az
egyensuly tarolasara elég legyen ket bit.



Az algoritmusban a kiegyensulyozas utan az aktualis
részfa visszanyeri a beszuras el6tti magassagat

® Allitas: Az algoritmusban a kiegyensulyozas utan az aktualis részfa
visszanyeri a beszuras elotti magassagat

-~ S

® Bizonyitas: A kiegyensulyozando reszfa gyokere T++ eset: (~ T -- eset)

® A T++ esethez tartozo kiegyensulyozasi semak:

* [aT++(fR+y)I>[(@aTeB)Reyl]
® {aT++[(f L-o+y)R- 61} ->{[aToo- B]Le [y R+ee 8]}



Bizonyitas folytatasa

Ha a T csucs jobboldali R gyereke + vagy - sulyu -> a fenti sémak kozil a megfeleld
alkalmazhato:

® abeszuro algoritmus a faban a beszuras helyétol egyesevel folfele lépked

® azelso kiegyensulyozatlan csucsnal azonnal kiegyensulyoz

® ez alatt nincs kiegyensulyozatlan csucs (azaz az afyd reszfak is kiegyensulyozottak)
> ez afenti forgatasok feltétele,

® Keresdfa marad: a kiegyensulyozas néelkili beszuro algoritmus garantal

2. A fenti sémak minden esetet lefednek, azaz R+ vagy R -:
® R nem lehet a beszuras altal Iétrehozott Uj csucs
® mert kiilonben T-nek a beszlras elbtti jobboldali részfaja lires lett volna -> most nem lehetne T++

® Ha a folfele Iépkedés soran nulla egyensulyu csucs all el6, akkor a folotte levd csucsok egyensulya
mar nem maodosul, igy kiegyensulyozatlan cstcs sem allhat el8. Marpedig most T++. Igy tehat az 3¢
Uj csucstol T-ig folfelé vezetd uton minden csucs, azaz R egyensulya is + vagy -.



Bizonyitas folytatasa

® A T++ kiegyensulyozatlan csucs a beszuras eldtt kiegyensulyozott volt

® Abeszuras, a beszuras helyetdl kezdve T-ig folfele vezeto uton mindegyik
reszfa magassagat pontosan eggyel novelte ->, a beszuras elott T+ volt

> A beszUras elott, h = h(a) jelolessel, a T gyokerl reszfa h+2 magas volt
> A beszUras utdn T++ lett ->a T gyOkeru reszfa h+3 magas lett

® A beszuras utani, de meg a kiegyensulyozas elotti allapotot tekintve a T
jobboldali gyerekere megkilonboztetjik:

® R+ eset

® R-eset

3. Akiegyensulyozasok visszaallitjak a részfa beszuras el6tti magassagat.
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Bizonyitas folytatasa

® R+ eset:
®h(e)=h=h(B) esh(y)=h+1
> A kiegyensulyozas utan: h([(a TB)Ry |)=h+2
® R-eset:
®h(e)=h=h(6) éesh(BLy)=h+1
»h(B),h(y) < h
> A kiegyensulyozas utan: h(fla TB]L[y R]})=h+2

> Ezzel belattuk, hogy a kiegyensulyozasok mindkét esetben visszaallitjak a reszfa
beszuras eldtti magassagat

® Ugy, hogy a beszuras altal eggyel megndvelt magassagot eggyel csékkentik.

® Szimmetria okokbol ez hasonloan lathato be T-- eseten is

® figyelembe véve a L- és a L+ eseteket.
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Ellenorzo kerdesek

Mit jelent az, hogy egy binaris fa magassag szerint kiegyensulyozott?
Hogyan szamoljuk ki egy csucs egyensulyat?

Hogyan valtozik a fa magassaga beszuras utan?

Miert csak a beszurasi Utvonalon kell ellendrizni a kiegyensulyozottsagot?

Milyen sorrendben szamoljuk Ujra az egyensulyokat beszuras utan?
Rajzoljuk le a kovetkezd AVL fat a belso csucsok egyensulyaival egyUtt!
* {[02(2)14[(5)6((7)8()) 1}

® Szemléltessuk a 3 beszurasat és a 4 torlését,
® mindket esetben az eredeti fara!

® Jeloljuk, ha ki kell egyensulyozni, a kiegyensulyozas helyét, és a kiegyensulyozas utan is
rajzoljuk Ujra fat! A rajzokon jeloljik a belsé csucsok egyensulyait is, a szokasos modon!

® Rajzoljuk le a hat altalanos kiegyensulyozasi séma kozil azokat, amiket alkalmaztunk!
39



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek II.
ElGadasjegyzete (Fak) és Fekete Istvan: Algoritmusok és

adatszerkezetelk | AVL-Fak el6adasjegyzete alapjan készult.



http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad2jegyzet/ad2jegyzetFak.pdf
http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad2jegyzet/ad2jegyzetFak.pdf
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke13_lap1.html
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke13_lap1.html
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke13_lap1.html
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke13_lap1.html

Algoritmusok es
adatszerkezetek Il.
2. Eloadas

AVL fa ll.

AVL fa ll.: adott kulcsu csucs
torlese, F|bonaCC| fak, AVL fa
magassaga. Altalanos fak.
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® AVL fak: torles

® AVL fa magassaga*
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® Altalanos fak

® Ellenorzo kerdesek




AVL fak: a remMin(t; minp) eljaras

® Binaris keresofakra a remMin eljaras: (remMin( &t, &minp : Node* ))
® Pl.{[2]4+[(6)8° (10)] } AVL fara alkalmazva \ PN gﬁjﬁ = Q
® Eredmény: minp-> key = 2 és minp =t
{4++((6)8° (10)] } kiegyensulyozatlan binkerfa t == minp — right | remMin(t — left, minp)
® Balra forgatas-> kiegyensulyozza a fat minp — right .= Q

® Nem csokkenti az aktualis részfa magassagat

® AVL fakra alkalmazott, a megfelel6 kiegyensulyozasokkal kiegészitett

AVLremMin eljaras: r

C—\\-"Lr{am}ﬁn( &ty &minp:Node™ 3 &d:B D
® d: csokkent-e az aktualis részfa |

magassaga t—=left=0

minp =1

_ _ AVLremMin(t — left, minp, d)
t := minp — right '

manp — right == d

d ‘= true left SubTreeShrunk(7, d) SKIP




remMin(t; minp) eljaras segedeljarasai

@eftSubrl”reeShrlmk( &t:Node™ ; &d:B D
|
t—b=1
t—=b:=1—=0+1
d:=(t—b=0)

balance PP(t, d)

@al;m(:e_l’l’( &t:Node™* ; &d:B D
|
r:=1t— right

r—b=-—1 r—0=0 r—=+b=1
balancePP0O(t, r)
d := false

balancePPp(t, )

balancePPm(¢, r)




remMin(t; minp) folytatas
)

=

@

@alancel}l}ﬁ( &tor oo Node* D

,L
i
© |
o] ey~ aC \,ﬂ o | | ==
j £ f r—left =t
: ffj; B \l\\ ,’fﬁ i \ \ h +l ! -
h_|_1:h_¢_1 h—i—l IL_>!J—J_
@ / r—b:=—1
. J 4 4 . 7 .
Algoritmus helyessegenek igazolasa: P

® _ beszuras

® Lenyeges kulonbség:
® Beszurasnal: minden beszurast csak egyetlen kiegyensulyozas kovet

® Minimum eltavolitasnal: minden felette lévo szinten ki kell egyensulyozni
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AVL fak: torles

® Binaris keresofakra a del(t; k) es a delRoot(t) eljarasok:

® Valtoztatasok:

@el( &t:Node™ ; kT ))

® ~ AVLremMin(t; minp; d)

® +dparameéter

t#£0
del(t — left, k) | del(t — right, k) delRoot () )

® modositjuk a t -> b ertéket
® ha kell: kiegyensulyozunk

® ha kell: d-t beallitjuk.

® ha csokkent az aktualis részfa magassaga:

r

@elH_()ot( &t:Node* ))

t—=left=0 Nt—right =0 t—=left£QANt—right #0
pi=t pi=t remMin(t — right, p)
. . p—left .=t —left
t:=p— right t:=p—left ‘ ‘
p — right .=t — right ]
delete p delete p delete 7 ; t .= p i




del(t, k) eljaras

-
@el( &t:Node™ ; kT ))
|
t#0
k<t— key k>t— key k=1t — key KD
del(t — left k) | del(t — right, k) delRoot (1) L
-
EA\--”Ldel( &t:Node™ ; kT ; &d:B ))
|
t# 0O
k<t — key k>t — key k=1— key
AVLdel(t — left, k., d) AVLdel(t — right, k. d)
d d AVLdelRoot _d T
hamais
leftSubTreeShrunk ] rightSublreeShrunk ] (t.d)
SKIP SKIP
(t,d) (t,d)




delRoot(t) eljaras

@e]H()()t( &t:Node* ))

t—left=0 t —right = t—left ANt —right #0O

p =t

pi=t remMin(t — right, p)

t:=p—=right | t:=p—left

p—left .=t —left

p — right ==t — right

delete p delete p delete 7 ; t :=p

CM--”Lde]H.()()t( &t:Node* ; &d:B ))

t—left =0 t—right = QO t—left#QANt —=right #90
pi=1 pi=1 . .
: rightSubTreeMinToRoot(t, d)
t:=p—right t:=p—left
delete p delete p d
d — true d ‘= true rightSubTreeShrunk(t, d) SKIP
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delRoot(t) eljaras folytatas

(rightSlll_fl"reel\--‘linrl‘oR()()t( &t:Node™ ; &d:B D
|
AVLremMin(t — right,p,d)

p—left .=t —=left,p—right . =t —=nright ;p—0:=1t—10

delete t ; t:=p

® Elofordulhat, hogy tobb szinten ki kell egyensulyozni

® alegrosszabb esetben akar minden felette levo szinten

® Futasiido

egyetlen kiegyensulyozas sem tartalmaz se rekurziodt, se ciklust => konstans szamu
eljarashivasbol all

sem itt, sem az AVLremMin eljarasnal nem befolyasolja a futasi idonek az AVLinsert eljarasra is
érvényes nagysagrendjét

U » MT(n) € 0 (logn), ahol n =t
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AVL fa magassaga*

® Tetel: Tetszoleges n csucsu nemures AVL fa h magassagara:
llogn| < h <1,45logn

® Bizonyitas:

® |llogn| <h

® eleg azt belatni, hogy ez tetsz6leges nemdures binaris fara igaz

®Egy tetszdleges binaris fa o.szintjen legfeljebb 2° = 1 csucs van, az
1. szintjen maximum 2 = 2 csucs, a 2. szintjen nem tobb, mint 22 =
4, csUCS.

® Altaldban: ha az i-edik szinten 2/ cstcs van, akkor az i + 1-edik
szinten legfeljebb 2/** csucs, hiszen minden csicsnak maximum s
két gyereke van.



Bizonyitas folytatasa

>egy h melyseqgu binaris fa csucsainak n szamara:
n< 20421 422 4 ... 4 2h =ph+tl _ | L ph+l

> llogn| < h <log2"*! =h+ 1
>[lognJ <h

® h < 1,45logn bizonyitasa:
® eleg azt belatni, hogy ez tetszoleges nemures KBF-ra igaz

® KBF: kiegyensulyozott, binaris fak



Bizonyitas folytatasa

® a h =0 magassagu, KBF-ek csucsainak minimalis f, szamanak
meghatarozasa

® f,=1(egy nulla magassagu KBF csak a gyokércsucsbol all)

® f.=2(egy magassagu KBF-ek pedig ((B)G(J)), ((B)G), vagy (G(J))
alakuak)

® az<f, f.;f.; --- > sorozat szigoruan monoton névekvo

® Igazolasahoz vegyink egy i + 1 magas, f,,, csucsu t KBF-et!

+1

® Ekkor a t bal és jobb részfai kozul az egyik magassaga i.

® Legyen ez az freszfa! Jelolje most s(b) egy tetszoleges b binaris fa csucsainak
szamat!

P fo=st)>s() 2 f

® hz2esetén: f,=1+f, . +f,,
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Bizonyitas folytatasa

® h=2eseten: f,=1+f,  +f,,

77 - ' C
® Q O ;) \/>>\ /< % P e /\—)\\
/ / N\ \
} > £ . U ) //
b //\ A > /(j /\_/ /}"J\\ / ‘\\ , ;\
, ~ S ' S O [\ [ \
"3 f) / (,\/ ,\/\ ‘7) ) ot (—/ / \ \
/ " A { /[ \ /
O O 00 O ' e\
L f / 2 \
7 : / \ | ,
/ »l \‘
/ \ 7

N F AT f3 fi fo = 14 fra + fia

> fo=1+foat i

® Akeplet emlékeztet a Fibonaccisorozatra: F =0, F, =1, F,=F,  +F,,,hah=2

I /4

® A hmagassagy, es f, meretd KBF-eket Fibonacci faknak hivjuk.

® Azelobbiek szerint egy h-2 magassagu Fibonacci fa
® (¢-1Gp-2)vagy (¢- 2 G ¢-1) alaky

® aholp-1es@-2h-1,illetve h -2 magassagu Fibonacci fak



Osszefiggésaz< f, : h € N > ésaz
< F;, : h € N > sorozatok kozott

4 6 .fh=Fh+3_1
3 8113121 h=o
full]274]7]12]20]33

0

P Pl
ot

® Bizonyitas: Teljes indukcioval

® Els6 néhany értékre: tablazat(osh<k=1)

® h=k+a1re: fn=hr=1+fit+fici =1+ Frpa =1+ Frpo—1 =1l — 1= Fpg =1




Osszeflggésaz< f;, : h € N > ésaz
< Fj, : h € N > sorozatok kozott

h+3 h+3
1++5 1—+/5
2 2

_ 3 | .

* Mivel 1 (14+V5\ _ 14+3V5+3(V5)2+ (V5! _16+8V5  2+4/5

® Behelyettesitve az elébbi n-re 05 (145 1445
vonatkozo 6sszefliggésbe: = NG 5 T
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Osszefiggésaz< f;, : h € N > ésaz
< F;, : h € N > sorozatok kozott

® Azelso egyUtthatot tagokra bontva, a disztributiv szaballyal:

h h
N 1+ 5 N 2 (1++/5 1+ 5
T -
S 2 V5 2 V5

. ’ h
® Eszerint h>1 eseten: 1 5 h
n>( +\/;) >(l+\/§)
n

® h=0->n=1 2

> Azaz tetsz6leges, nemiires KBF n méretére és h magassagara: |\

® Vegyuk mindkét oldal kettes alapu logaritmusat, 1
majd osszunk log 1+2‘/§ tel: h < W logn
g =5
1

N
® 1,44 <1,44042 < < 1,4404201 < 1,45

1+ /5

2

log
L >h< 1,45logn




Altalanos fak

Egy csucsnak tetszolegesen sok gyereke lehet

Tetszoleges csucshoz tartozo reszfak szama pontosan egyenld a gyerekek
szamaval
azaz nem tartoznak hozza Ures reszfak

Ha a gyerekek sorrendje lenyeges: rendezett fakrol beszelink

Altalanos fak hasznalata:

® modellezhetjik vele a szamitdgépinkben a mappak hierarchiajat, a programok
blokkstrukturajat, a flggvénykifejezéseket, a csaladfakat és barmelyik hierarchikus

strukturat.
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Altalanos fak

® Altalanos fa nem altalanositasa az r-aris fa fogalmanak

® ugyan minden konkreét altalanos faban van az egy csucshoz tartozo gyerekek szamara
valamilyen r felsé korlat

® de ez akorlat nem abszolut: a fa tetszdleges csucsa gyerekeinek szama tetszolegesen
novelhetd

® Masreszt: itt nem ertelmezzik az Ures részfa fogalmat
® Specialis csucsok:
® gyokercsucs: nincs szildje

® Levelcsucs: nincs gyereke "



Altalanos fak abrazolasa

® Termeszetes abrazolasi modja: a binaris lancolt reprezentacio

® egy csucs szerkezete:
® childi: az els6 gyerekre mutat
® sibling: a kovetkezd testvérre mutat

® szilo (opcionalis): a gyerekek k6zos szilGjére mutat vissza

® A *pcsucs levél -> p->childi =

® A *p csucs utolsé testvér -> p->sibling = ©

r

Node

+ childl, sibling : Node™ // childl: elsG gverek; sibling: kivetkezG testvér
+ key : T // T ismert tipus

+ Node() { childl := sibling :=Q } // egyesicesi fat képez beldle
+ Node(x:T) { childl := sibling :=  ; key := x }




Altalanos fak abrazolasa

® Szoveges (zarojeles) reprezentacio:
® Agyoker eldre kerdl

® Egy nemures fa altalanos alakja (G ¢t,...t)
ahol G a gyokercsucs tartalma, t, . . . t, pedig a reészfak

®*{1[2(5)]1(3)[4(6)(7)]}altalanos fa:

® Az altalanos fa absztrakt szerkezete: Az altalanos fa binaris reprezentaciodja:

r o W | i -

L~
o
%
-

\v
He
%

\o el




Altalanos fa bejarasai

-
preorder(t) ..
C | ) @()&,torder(z‘D
L#9 t# O
process(t) postorder(t — childl)
preorder(t — childl) process(?)
t =1 — sibling t:=1t— sibling

® Megfeleltetések:
® child1 ~ left
® sibling ~ right

® Megfeleltetések:

® Postorder ~ inorder

L ® Felhasznalasa:
® Felhasznalasa:

* Fajlrendszereknél keresés fugg'venyklfejezc.e?elf klertekelese
W (kivéve a lusta kiértékelést)
® Inorder bejaras:

® nem szimuldlhaté a binaris reprezentacid egyik nevezetes bejarasaval sem

Z. 2 z 61
® A(Gt,...t)fabejarasan>0esetén:t, G t, t
1 n 1, 2...°n

® n=0esetén:G



{

i

public void Preorder(MNode<T>? t)

Altalanos fa C# k

public class GeneralTree<T>

{

i

private readonly Action<T> _process;

public GeneralTree(Action<T> process)

_process = process;

. @

while (t != null)
{

_process(t.Key);
Precrder(t.Child};
t = t.5ibling;

public void Postorder(Nede<T>? t)

while (t != null)

1
Postorder(t.Child);
_process(t.Key);
t = t.5ibling;

¥

Kimenet:

Preorder:

Postorder:




Multilistas abrazolas

-

/
O,

p—

()
&

0 ©

s

C?@@

O

]

|

Minden csomopont egy lancolt lista. A lista els6 eleme tartalmazza az
adatot, a tobbi csomdpont mar csak hivatkozasokat a leszarmazottakra

Altalanos fak abrazolasa masképp*

-
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Ellenorzo kerdesek

Mit jelol a d valtozo az AVLremMin eljarasban?

Hogyan biztositja az AVLremMin algoritmus, hogy a fa magassag-kilonbsege mindig
legfeljebb 1 maradjon?

Adj peldat arra, mikor hivodik meg a leftSubTreeShrunk(t, d) eljaras!

Szemléltessik az 1273 56 8 9 4 szamok egymas utani beszurasat eqgy, kezdetben iUres AVL
faba! Az igy adodo fabol indulva, ezutan szemléltessik az 1 3 4 8 g 2 szamok egymas utani
torleset! Minden egyes beszuras illetve torlés utan rajzoljuk Ujra fat! Jeloljuk, ha ki kell
egyensulyozni, a kiegyensulyozas helyét, és a kiegyensulyozas utan is rajzoljuk Ujra fat! A
rajzokon jeloljik a belso csucsok egyensulyait is, a szokasos modon!

Rajzoljunk o, 1, 2, 3, 4 €s 5 magassagu Fibonacci fakat, amelyek egyben AVL fak is!

Mutassunk olyan, 6t magassagu AVL fat, amelynek adott leveléet torolve, minden, a faban a
torolt csucs feletti szinten ki kell egyensulyozni!

Az el6adasrol ismert leftSubTreeShrunk(t, d) eljaras mintajara dolgozzuk ki az ott csak
felhasznalt rightSubTreeShrunk(t, d) eljarast, ennek segedeljarasait, és az ehhez 9
szUkseges kiegyensulyozasi semat!



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek II.
ElGadasjegyzete (Fak) és Fekete Istvan: Algoritmusok és

adatszerkezetelk | AVL-Fak el6adasjegyzete alapjan készult.



http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad2jegyzet/ad2jegyzetFak.pdf
http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad2jegyzet/ad2jegyzetFak.pdf
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke13_lap1.html
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke13_lap1.html
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke13_lap1.html
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke13_lap1.html

Algoritmusok es
adatszerkezetek ll.
3. Eloadas

B+ fa fogalma, lancolt és szoveges
abrazolasa, elhelyezkedése a
hattertaron, magassaga, muveletei.




Tartalom

® B+ fak bevezetes

® A fokszam megvalasztasa

® B+ fak tulajdonsagai

® MuUveletigeny

® d-ed foku B+ fak invariansai

® B+ fak: beszuras
® B+ fak: torles

® Kerdesek

67



B+ fak

® Nagy mennyisegU adatok tarolasara kivaloan hasznalhato adatszerkezet

® Tobbszinty hierarchikus indexstruktura
® alistakbol nem kozvetlenudl rekordokra, hanem Ujabb indexlistakra torténik hivatkozas
® minden kozvetlendl a rekordokra mutato listaja a fa azonos szintjen helyezkedik el
® Minden rekordot kozel azonos id6 elérni
® Azindexszerkezet kiegyensulyozott
® azindexlistak kihasznaltsagais jo

® minden lista a legelsot kivéve a kapacitasanak minimum a felét kihasznalja
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Miert jO a B+ fa?

® Rendezett tarolas

® Nagy adathalmazokon hatekonyabb igy a kereses es modositas

® Szekvencialis elhelyezés — nem praktikus

® Alegtobb beszuras és torlés kapcsan a tarolo jelentds részének Ujrairasa valna
szUksegessé

® Lancolt lista hasznalata

® Keresés nem hatékony
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Miert j0 a B+ fa?

> Kereséfa (pl. AVL fak, vagy piros-fekete fak)

® Hatrany: Ha az adatokat egy véletlen elerésU hattertaron, pl. egy
magneslemezen kivanjuk elhelyezni.

® A magneslemezek: egyszerre az adatok egy egész blokkjat ( 512 byte vagy 4 KB)
adatot mozgatja

® Egy binaris keresdfa egy csucsa ennek csak egy toredékét hasznalna.

® B+ fa:

® Jobban kihasznalja a magneslemez blokkjait
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A fokszam megvalasztasa

® Egy d-edfoku B+ fa csucsaiban 4 bajtos kulcsok és 6 bajtos pointerek vannak. A B+
fat magneslemezen taroljuk, ahol a blokkmeéret 4096 bajt. Mekkoranak erdemes
valasztani a B+ fa d fokszamat?

® Egy csucs legfeljebb d-1 kulcsot es d mutatot tartalmaz
> 4(d-1) + 6d < 4096
10d — 4 < 4096

10d < 4100

> d =410 —nek érdemes valasztani a B+ fa fokszamat
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B+ fak

® Minden csucs
® legfeljebb d mutato (4 < d)
® legfeljebb d-1 kulcs

® ahol daB+ fafokszama

® farajellemzo6 allando

® A belso csucsok: hasito kulcsok (split key)

® mindegyik referencia ket kulcs "k6z6tt" van:
® egy olyan részfa gyokerére mutat, amiben minden értek a ket kulcs kozott talalhato

® (mindegyik csucshoz hozzaképzelve balrol egy "minusz végtelen®, jobbrol egy "plusz végtelen®
ertéeky kulcsot)

° k.<k<k,,
® Az adatok a levelszinten vannak

® Alevélszinten minden kulcshoz tartozik egy mutato, ami a megfeleld adatrekordra
hivatkozik. (A leveleket a d-edik mutatdkkal gyakran listaba fizik.) -

°® A gyokércsucstol mindegyik levél azonos tavolsagra van



A B+ fa szoveges
(zarojeles) abrazolasa

® Hierarchikus jelolésmod:

® Afaszintjeit kilonbo6z0 zarojelekkel kulonitjuk el a konnyebb olvashatosag erdekeben:

® Strukturalis felépites:
® Belso csucs: (T1, k1, T2, k2, T3), ahol Tj a reszfa, kj pedig a hasito kulcs.
® Level: (k1, k2, k3), ahol a kulcsok sorrendben szerepelnek.
® Pelda (negyedfoku fa): {[ (1, 4) 6 (9, 10) 11 (21, 22) ] 213 [ (13, 25) 16 (16, 20, 25) ]}
® Aa3-as kulcs a gyokerben valasztja el a ket fo reszfat
® A baloldali részfa két hasito kulcsa: 6, 12 7

® Ajobboldalireszfa hasito kulcs: 16



B+ fa muUveletido

® Kereses:
® A belso csucsokban talalhato hasito kulcsok segitsegevel

® A csucsokban is logaritmikusan keresve, és mindig a megfelel6 agon
tovabb haladva

® O(lg n) lepesben (ahol n a B+ faval abrazolt adathalmaz mérete)
® A hasito kulcsok nem feltetlenUl szerepelnek a levelekben.
® A fa magassaga: O(log n)
® A gyakorlatban a fa h magassaga az log n erték toredeke:

® log[d](n/(d-1)) < h<log[|d/2|](n/2)
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A B+ fa magassaganak (h) elmeleti korlatai*

114 14

®* Afa h magassaga (a gyokertol a levelekig vezetd elek szama)
® n elem0U adathalmaz es a d fokszam figgvenyeben:

® Also becsles (Optimalis eset — teli csucsok)

® Legalacsonyabb a fa:
® ha minden csucs maximalisan ki van hasznalva
® Ekkor minden bels6 cstcsnak d gyereke van

® minden csucs maximalis szamu kulcsot tartalmaz (legfeljebb d — 1)
® Az elemek szama ekkor:
® A csucsok szama:
*l+d+d?+-+d=—
® Ha minden csucsban d — 1kulcs van, akkor:

h+1_
cn=(d-1) L1

dh+1_1
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A B+ fa magassaganak (h) elmeleti korlatai*

n = dh+1 —1
® Innen:
® Osszuk d — 1-gyel:
z <
d—1 d-1
< dh+l | ezért:
n
< dh+1
d—1
® Logaritmizalva:

n
log Ci(aj:fi)<<ll+'1

dh+1

. dh+1
®* Mivel

® Innen:

lo i <h
5 d(d—l)
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A B+ fa magassaganak (h) elmeleti korlatai*

® Felso becsles (Legrosszabb eset — minimalis kitoltottseq)

® Legmagasabb a fa:

® ha minden csucs csak a minimumot tartalmazza
® A gyokérnek legalabb 2 gyereke van
® Minden mas belsd csucsnak legalabb floor(d/2) gyereke
® Minden levelnek legalabb floor(d/2) kulcsa van
® Az elemek szama ekkor legalabb: n = 2- (floor(d/2))"*-floor(d/2).
> Ebbél adddik: h < 10Gf100r(dy2)(N12)
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B+ fa muUveletido a gyakorlatban

® Példa:

® d=410 értékkel:
® log[410](n/409) < h < log[205](n/2)

® N=1.000.000.000 -> 2,4 < h<3,8 -> h=3
> afanak pontosan negy szintje van

> Egy-eqgy adat eleréséhez 6sszesen maximum 3-szor olvasunk a lemezrol
® Afelso két szintet az adatbazis megnyitasakor betoltjik a kozponti tarba

® Alevélszintrdl meg egyet léepiunk a tényleges adatrekord elereséhez.

® Ha a keresett kulcsu rekord nincs az adatbazisban: csak ketszer olvasunk a
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d-ed fokU B+ fa invariansai
(4 < d allando)

® Minden levelben legfeljebb d-1 kulcs, es ugyanennyi, a megfelelo (azaz ilyen
kulcsu) adatrekordra hivatkozo mutato talalhato.

® A gyokertdl mindegyik level ugyanolyan tavol talalhato.
(Mas szavakkal, minden level azonos melysegben, a legalso szinten van.)

® Minden belsé csucsban eggyel tobb mutato van, mint kulcs, ahol d a felso
hatar a mutatok szamara.
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d-ed foku B+ fa invariansai
(4 < d allando)

® Minden Cs belso csucsra, ahol k a Cs csucsban a kulcsok szama: az elso
gyerekhez tartozo részfaban minden kulcs kisebb, mint a Cs els6 kulcsa; az
utolso gyerekhez tartozo részfaban minden kulcs nagyobb-egyenld, mint a
Cs utolso kulcsa; es az i-edik gyerekhez tartozo reszfaban (2 < i < k) levo
tetszoleges r kulcsra Cs.kulcs[i-1] < r < Cs.kulcs[i].

® A gyokercsucsnak legalabb ket gyereke van
(kiveve, ha ez a fa egyetlen csucsa, kovetkezeskeppen az egyetlen levele is).



d-ed foku B+ fa invariansai
(4 < d alland o)

® Minden, a gyokeértdl kilonb6zd belsd csucsnak legalabb |d /2] gyereke van.
® Minden levél legalabb [d /2] kulcsot tartalmaz (kivéve, ha a fanak egyetlen
csucsa van).

® A B+ faaltal reprezentalt adathalmaz minden kulcsa megjelenik valamelyik
levélben, balrdl jobbra szigoruan monoton novekvo sorrendben.



B+ fa beszuras

Ha a fa Ures
>l’Jj levélcsucs letrehozasa (gyokércsucs)

>besz(1rjuk a kulcs/mutato part
Kilonben keressik meg a kulcsnak megfeleld levelet

Ha a levelben mar szerepel a kulcs,

>a beszuras sikertelen.

Kilénben menjunk az 1. pontra!
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B+ fa beszuras

1.Ha a csucsban van Ures hely

>sz(1rjuk be a megfeleld kulcs/mutato part
kulcs szerint rendezetten ebbe a csUcsba!

2 .Ha a csucs mar tele van
> vagjuk szet ket csuccsa

> osszuk el a d darab kulcsot egyenlOen a ket csucs kozott!
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B+ fa beszuras

®Ha a csucs egy level,
>vegyUk a masodik csucs legkisebb ertékenek masolatat

> és ismeteljuk meg ezt a beszurd algoritmust, hogy beszurjuk azt a szilo
csucsba!

®Ha a csucs nem leveél,
>vegyUk ki a kozepso erteket a kulcsok elosztasa soran,

> és ismeételjuk meg ezt a beszurd algoritmust, hogy beszurjuk ezt a kozépso
erteket a szU10 csucsba!

®(Ha kell, a szU16 csucsot elobb letrehozzuk. Ekkor a B+ fa magassaga#o.)




B+ fa mUveletek:

® Beszuras, torles
® Konkret algoritmust nem targyalunk

® A peldakban altalaban d=4 értekkel dolgozunk
® A fentiinvariansok alapjan:
® Minden level legalabb ket kulcsot tartalmaz

® Minden belso csucsnak legalabb ket gyereke es legalabb egy hasito
kulcsa van
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B+ fa beszuras pelda
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B+ fa torles

® Keressik meg a torlendo kulcsot tartalmazo levelet.

> Ha ilyen nincs, a torles meghiusul

® Kilonben

> atorl6 algoritmus futasa
>vagy az A esettel fejezddik be;
>vagy a B esettel folytatodik,
» ami utan a C eset (nullaszor, egyszer, vagy tobbszor) ismétlddhet,

> és meg a D eset is sorra kerilhet vegul.
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B+ fa torles: A eset

A.. A keresés soran megtalalt levélcsics egyben a gydkércsucs is:
® Toroljuk a megfelelo kulcsot és a hozza tartozo mutatot a csucsbol.

® Ha a csucs tartalmaz meg kulcsot

> kész vagyunk.

® Kilonben toroljuk a fa egyetlen csucsat es Ures fat kapunk.
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B+ fa torles: B eset folytatas

B. A keresés soran megtalalt levélcsics nem a gyokéresucs:
® Toroljuk a megfelel6 kulcsot és a hozza tartozo mutatot a csucsbol.

® Ha a csucs meég tartalmaz eleg kulcsot és mutatot, hogy teljesitse az
invariansokat

> kész vagyunk.
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B+ fa torles: B eset folytatas

® Ha alevelcsucsban mar tul keves kulcs van ahhoz, hogy teljesitse az
invariansokat, de a kovetkezo, vagy a megel6z06 testverenek tobb van,
mint amennyi szUkséges:

» Osszuk el a kulcsokat kdzte és a megfeleld testvere kozott.

> Javitsuk ki a testvérek szUl6jeben a ket testvérhez tartozo hasito kulcsot ket
testver kozul a masodik (jobb oldali) legkisebb elemére (minimumara)
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B+ fa torles: B eset folytatas

® Ha a levélcsucsban mar tul keves kulcs van ahhoz, hogy teljesitse az
invarianst, es a kovetkezd, valamint a megel0z0 testvere is a
minimumon van, hogy teljesitse az invarianst:

>egye5|'tsUk egy vele szomszédos testverével
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B+ fa torles B eset: testverek egyesitese

® Testverek egyesitese

®Ennek soran a ket testver kozul a (balrol jobbra sorrend szerinti)
masodikbol a kulcsokat és a hozzajuk tartozo mutatokat sorban
atmasoljuk az elsdbe, annak eredeti kulcsai es mutatoi utan

®*Majd a masodik testvert toroljok

®Ezutan meg kell ismetelnink a torl6 algoritmust a szulore, hogy
eltavolitsuk a szUl6baol a hasito kulcsot (ami eddig elvalasztotta a
most egyesitett levelcsucsokat), a most torolt masodik testverre
hivatkozo mutatoval egyutt.
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B+ fa torles: C eset

C. Bels6 —a gyokertol kilonbozé — csucsbol valo torles:

>T6r6IjUk a belsd csucs eppen most egyesitett két gyereke kozti hasito kulcsot es az
egyesités soran torolt gyerekere hivatkozo mutatot a belsé csucsbol!

® Haabels6 csucsnak van még |d /2] gyereke, (hogy teljesitse az invariansokat)

» kész vagyunk.

® Ha a belsd csucsnak mar tul keves gyereke van ahhoz, hogy teljesitse az invariansokat,
de a kovetkezo, vagy a megel6z6 testverenek tobb van, mint amennyi szikseges:

» osszuk el a gyerekeket és a koztik levo hasito kulcsokat egyenlden kozte €s a megfeleld
testvére kozott, a hasito kulcsok kozé a testvérek kozti (a kdzos szildjikben lévd) hasito
kulcsot is beleértve!



B+ fa torles: C eset

® Agyerekek és a hasito kulcsok Ujraelosztasa soran, a kozepso hasito kulcs a testverek kozos
szUlGjében a ket testverhez tartozo régi hasito kulcs helyere keril Ugy, hogy megfelel6en
reprezentalja a koztuk megvaltozott vagasi pontot!

® (Haa ket testverben a gyerekek 6sszlétszama paratlan, akkor az Ujraelosztas utan is annak a
testvernek legyen tobb gyereke, akinek el6tte is tobb volt!)

® Ha a belso csucsnak mar tul keves gyereke van ahhoz, hogy teljesitse az invarianst, és a
kovetkezo, valamint a megel6z6 testvére is a minimumon van, hogy teljesitse az invarianst:

® egyesitsuk egy vele szomszedos testverevel!

® Azegyesitett csucsot a ket testvér kozil a (balrol jobbra sorrend szerinti) elsobal
hozzuk létre
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B+ fa torles

® Gyerekei és hasito kulcsai:
® elOszor a sajat gyerekei és hasito kulcsai az eredeti sorrendben,
® amiket a két testver kozti (a kozos szil6jikben lévd) hasito kulcs kovet,

® ésveqgul a masodik testvér gyerekei és hasito kulcsai jonnek, szintén az eredeti sorrendben.
® Ezutan toroljuk a masodik testvert.

® Aket testver egyesitése utan meg kell ismetelnink a torl6 algoritmust a k6zos
szUlGjukre,

® hogy eltavolitsuk a szil6bdl a hasito kulcsot (ami eddig elvalasztotta a most egyesitett
testvereket), a most torolt masodik testvérre hivatkozo mutatoval egyitt.
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B+ fa torles: D eset

D. A gyokércsicsbol vald torlés, ha az nem levélcsics

® Toroljuk a gyokercsucs eppen most egyesitett két gyereke kozti hasito
kulcsot es az egyesités soran torolt gyerekere hivatkozo mutatot a
gyokercsucsbol!

® Ha a gyokercsucsnak van meg 2 gyereke
> kész vagyunk.
® Ha a gyokercsucsnak csak 1 gyereke maradt
>t6r6IjUk a gyokercsucsot
> ésa megmaradt egyetlen gyereke legyen az uj gyokercsucs!

® (Ekkor a B+ fa magassaga csokken.)
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B+ fa torles pelda

Del (13)
16 A 15 egyedul marad,
? A 16-ot atveszi a jobboldali testverétdl,
J Majd a szul6jikben atirodik a megfelel6 hasito kulcs.
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B+ fa torles pelda

20

plal |

Del (15)

)

A két testver level egyesdl,

A 20 hasito kulcs torlédik a szil6bdl, aminek 1 gyereke marad,
és egyet atvesz a testvérétol;

A 13 a nagyszUl6bdl lejon, és a 11 a 13 helyére megy.

7 A (4; 9; 10) egyesul,
A szUl6k egyesilnek,
11 lejon az egyesilt szildbe,
A gyokérnek 1 gyereke marad: torlodik.

> I

11[12] |[1516] |[[20[25
ofef [ I{ofef | [[o]e] |
11
.\\
13
!
10 11112 1620

25 Del (1) / \ \

16

9

202




Ellenorzo kerdesek

1. Ad-edfoku B+ fak belso csucsainak milyen tulajdonsagat ismeri?
2. A d-edfoku B+ fak level csucsainak milyen tulajdonsagat ismeri?
3. Adotta{[(212)5(59)10(221415)18 (2819)]20[ (20 2125) 26 (2930) ]}
negyedfoku B+fa.
® Rajzolja le a fat!
® Szemléltessink a 10 beszurasat, valamint a 2 és a 26 torlését, mindharom esetben az eredeti
fara!
4. TegyUk fel, hogy egy d-edfoku B+ faban egy n meretU kulcshalmazt
taroltunk! Adjon also és felsd becslest a fa h magassagara!
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3. Kerdes megoldasa

® Af{[(12)5(59)10(121415)18(18129)]20[ (2021 25) 26 (29 30) ]} fa kepe:

| ] ]
= ]ml |
o | 5 [10]18 26| | o
LILIEIRY pla] | O
¢ 10 beszir / [\ ‘ torése
10 beSZUra d 12| |[s]a] |[12][14]15] [18]19] 20|21 25| [29]30] 2t0r|ese.
wjm] [ ||=jn] [ |[=]u]«] |[=]u] [ |[=]u]«] |[=]a] ]
o ,
14| 20| (D 0] |
OOCe ) oowW
® 26 torlése:
5 [10] 18] | 26] | > Mivel 26 hasité kulcs, 10]18) %]
alwn] mm] | wlm| | N IRy pln |
nem lehet torolni: \ \ /
\ \ / / » Nem valtozik a fa
1[5 ]9 [12]14]15] [18]19] 20| 21|25| [20]30]

|2 | la| |[10]12] | [14]15] 18[19| 20(21|25| |29 30|

1 5
alu[ [ |[a]u] [ |[a[n] | |[a[a] | |[a[a] [ |[u[a]a] |[a]s] ] njufa] [[n]u]u] |[u[a] [ |[a«]u]a] [[a]a] |




Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek
l. EI6adasjegyzete (B+ Fak)
és Fekete Istvan: Algoritmusok és adatszerkezetek / B-Fak

el0adasjegyzete alapjan készilt.



http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad2jegyzet/B+%20fa.pdf
http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad2jegyzet/B+%20fa.pdf
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke14_lap1.html
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke14_lap1.html
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke14_lap1.html

Algoritmusok es
adatszerkezetek I.
4. Eloadas

Graf abrazolasok: Szomszedossagi
csucsmatrix és ellista, ezek
tarigenye. Szélessegi grafkereses.




Tartalom

® Grafelmeleti alapfogalmak

® Grafabrazolas

® Szomszedossagi matrixos reprezentacio

® Szomszedossagi listas reprezentacio

® Szamitogepes grafabrazolasok tarigénye

® Az absztrakt halmaz, absztrakt sorozat és absztrakt graf tipus

® Elemi grafalgoritmusok

® Kerdesek
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Grafelmeleti alapfogalmak

® Grafok hasznalata

® PI. halozatokat, folyamatokat modellezhetink
1 .Definicio. Graf alatt eqy G = (V, E) rendezett parost ertink, ahol
® Vacsucsok (vertices) tetszoleges, veges halmaza,
®* ECVxV\{(y;v):ue€ V}pedig az élek (edges) halmaza.
® Ha V=4§, akkor Ures grafrol,

® haV # §}, akkor nemures grafrol beszelunk.



Grafelmeleti alapfogalmak

® Megjegyzes:

(parhuzamos élek),

® az(y; u) alaky, un. hurokéleket pedig expliciten kizartuk

2 .Definicio. A G = (V, E) graf iranyitatlan, ha tetszoleges
(U, v) E E élre (u, v) = (v, v).

3.Definicio. A G = (V, E) graf iranyitott, ha tetsz6leges
(U, v), (v, u) € E élparra (u, v) # (v, v).

® Mar a definicio szintjen kizarjuk a grafokbol parhuzamos éleket es a hurokeleket.

® Nincs ugyanis semmilyen eszkozink arra, hogy két (u; v) élet megkilonboztessink

> lgy a tovabbiakban graf alatt tulajdonképpen egyszerl grafot értink.

® llyenkor azt mondjuk, hogy az (u, v) el forditottja a (v, v) él, és viszont.
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Grafelmeleti alapfogalmak

® Megjegyzes:

® Aziranyitatlan grafoknal tetszdleges (u, v) éllel egyUtt (v, v) is a graf éle, hiszen ez a két
el egyenld.

® lIranyitott grafoknal altalaban lesz a grafnak olyan (u, v) éle, hogy ennek forditottja (v,
u) nem ele a grafnak.

4. Definicio. A G = (V, E) graf csucsainak (V) egy <u,, u, . ..u,>(n €EN)
sorozata a graf egy Utja, ha tetszolegesi € 1..n-re (u, ,u) EE.

-1/

® Ezekaz(u,,u,)elek az Ut élei.

-1/

® Az Ut hossza ilyenkor n, azaz az utat alkoto élek szamaval egyenld.
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Grafelmeleti alapfogalmak

5. Definicio. Tetszoleges <u,, u,, . . . U,> Ut rész-Utja
0 </=<j=nesetenaz<u;, U, ... U> Ut

® Akor: olyan ut
® kezdd és vegpontja (csucsa) azonos

® ahossza>o

® azeélei paronkent kilonbozoek
® Az egyszerU kor: olyan kor

® csak a kezdé és a vegpontja azonos
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Grafelmeleti alapfogalmak

® Tetszoleges ut akkor tartalmaz kort
® havan olyan rész-utja, ami kor

® Kormentes Ut: olyan Ut
® aminem tartalmaz kort

® Kormentes graf: olyan graf

® amiben csak kormentes utak vannak

® Megjegyzes:

® Az utak koroket is tartalmazhatnak! A fentiek szerint tetszdleges kor
hossza = 2. -



Grafelmeleti alapfogalmak

6. Definicié. DAG alatt irdnyitott, kérmentes grafot értink (directed acyclic
graph).

® A DAG-ok modellezhetnek péeldaul 6sszetett folyamatokat, ahol a graf csucsai elemi
mUveletek, az élei pedig az ezek kozotti rakovetkezesi kenyszerek.

7 - Definicio. TetszOleges G = (V, E) iranyitott graf iranyitatlan megfeleldje az
a G' = (V, E') iranyitatlan graf, amire E' = {(u, v) : (u, v) EEV (v, u) € E}.

110



Grafelmeleti alapfogalmak

8. Definicié. A G iranyitatlan graf osszefuggo, ha G tetszdleges csucsabol
barmelyik csucsaba vezet Ut.
A G iranyitott graf osszefuggo, ha az iranyitatlan megfeleloje 6sszefiggo.

9. Definicio. Az iranyitatlan, kérmentes, 6sszefiggo grafokat szabad faknak,
mas néeven iranyitatlan faknak nevezzik.

10.Definicio. Az ucsucs a G iranyitott graf generator csucsa, ha u-bola G
tetszoleges v csucsa elérhetd, azaz létezik u ~v Ut.

111



Grafelmeleti alapfogalmak

11.Tulajdonsag. Ha a G iranyitott grafnak van generator csucsa, akkor
0sszefuggo,
de forditva nem igaz az allitas.

12.Definicio. T gyokeres fa, mas neven iranyitott fa, ha T olyan iranyitott
graf, aminek van generator csucsa, es a T iranyitatlan megfeleldje
kérmentes.
llyenkor a generator csucsot a fa gyoker csucsanak is nevezzik.

13.Tulajdonsag. Tetszoleges (gydkeres vagy szabad) nemuires fanak
pontosan eggyel kevesebb ele van, mint ahany csucsa.



Grafelmeleti alapfogalmak

14.Definicio. A G = (V, E) grafnak részgrafjaa G'=(V’, E') graf, ha VVE VA E’'C
E, es mindket graf iranyitott, vagy mindkettd iranyitatlan.
A G grafnak valodi részgrafja a G’ graf, ha G-nek reszgrafjaG’, de G # G".
15.Definicio. Ket (rész)graf diszjunkt,
® ha nincs kozos csucsuk (és ebbol kovetkezoen kozos elik sem)
16.Definicié. A G graf 0sszefuggo komponense a G’ graf,
® ha G-nekrészgrafja G’ és G’ 6sszefiiggd

® de G-nek nincs olyan 6sszefiggo részgrafja, aminek G’ valodi részgrafja.



Grafelmeleti alapfogalmak

15.Tulajdonsag. Tetszoleges graf vagy 6sszefiggo vagy felbonthato
(egymastol diszjunkt) 6sszefiggo komponensekre (amelyek egyutt kiadjak
a teljes grafot)

1.6.Definicio. A G graf erd8, ha 6sszefiiggd komponensei fak (vagy egyetlen
fabol all).

17/ .Tulajdonsag. A G iranyitatlan graf erdd < G kormentes.
A G iranyitott graf erd0 & G iranyitatlan megfeleloje kormentes,
es G mindegyik 6sszefiggo komponensenek van generator csucsa.



Grafabrazolas

® Jelolesek

® G =(V, E)grafrol altalaban foltesszik, hogy V={v, ..., v} aholn €N,
azaz hogy a graf csucsait egyértelmien azonositjak az 1..n sorszamok.

® acsucsok sorszamait a szemléletesseg kedveert gyakran az angol abecé kisbetuivel jeloljuk

® Grafikus abrazolas

® Csucsok: kis korok
* Elek
® iranyitott grafoknal: a korok kozti nyilak
® iranyitatlan esetben: a koroket 6sszekotd vonalak
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® A csucsok sorszamat (illetve az azt reprezentalo bet(t) altalaban a korokbe irjuk



Grafabrazolas

® Szoveges abrazolas
® iranyitatlan grafoknal: ,u-v,_; ... v,." jelentése:
® agrafbanazucsucsnak szomszeédai: v ; . . . v, csucsok
® Azaz: (u,v,), .. .; (U, v,,) éleia grafnak.
® iranyitott grafoknal: ,u->v ;... v,." jelentése:
® agrafbanazucsucsbol (v, v,), - . .; (u, v,,) iranyitott elek indulnak ki

® Azaz: az u csucs rakovetkezoi (gyerekei): v, ; . . . v, csucsok
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Grafabrazolas pelda

® Iranyitatlan graf grafikus ® Iranyitott graf grafikus es
es szOveges abrazolasa szOveges abrazolasa

9 = ) @ )
7
% )

1 — 2.
2 — 3,4
3 — 1.




Szomszédossagi matrixos (adjacency matrix),
mas néven csucsmatrixos reprezentacio

® AG=(V,E)grafot (V={v, ... v.})egy Alx: bit[n, n] matrix reprezentalja, ahol:

® n=|V|acsucsok szama 9

® 1..na csucsok sorszamai, azaz azonosito indexei,

® typebitis {o, 1}

® tetszoblegesi, j € 1..n csucssorszamokra

* Alijl=1=(v,v)EE

° A[’Ij] =0 & (Vilvj) e E




Szomszédossagi matrixos reprezentacio

@

® Afoatlokban mindig nullak vannak

> csak egyszerU grafokkal foglalkozunk (nincsenek hurokeélek) o a

® Iranyitatlan esetben a szomszedossagi matrixos
reprezentacio mindig szimmetrikus

> (V) EES (v,v)EE

>V v; és vj csucsokra Ali, j] = A[j, i]

>Elég alsoharomszog (felsbharomsz6g) matrixban
abrazolni

® Fdatlo nelkul

® PI. sorfolytonosan



Matrix- tomb megfeleltetes

® Helyfoglalas:
® 2.sori1elem, 3.sor2elem, ... utolsé sor (n - 1) elem.
> n? bit helyett csak1+2+...+(n-1)=n*(n-1)/2 bit
® A/1:bit[n, n] matrix -> B: bit[n * (n - 1)/2] tomb
® a;=Alijljeloléssel

® <a..,a._,a.,a_,4a.,d >

210 M3 Y321 Ypar Mp2l 43ttt Apar -4 an(n-l)

® |nnet
® Al jl1=Bl(i-1)*(i-2)/2+(j-1)] hai>j (az alsoharomszog matrixban)
® Ali, j1=Alj, 1] hai<j (Al j]afels6haromszdg matrixban)

® Ali,i]l=o0 (A[i, /] a foatlon van)
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a; = Ali, j] elem helyenek meghatarozasa a B tombben

Azt kell megszamolnunk, hogy hany elem el6zi meg sorfolytonosan az a; elemet a B
tombben

a;indexe a B-ben = az a; -t megel6z6 elemek szamaval
® Mivel a Btombot nullatol indexeljuk

Az alsoharomsz6g matrixban az a; elemet az alabbi elemek el6zik meg sorfolytonosan:
a21l

G0 O3

Apar Ay Ay

-
Qigyar ==+ 1 Qi) (i-2) 1
aill ey al(j_l)

Ez pedig 0sszesen (1+2+3+...+(i-2))+(j-1) = (i-1)*(i-2)/2+(j-1) elem
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Muveletido csucsmatrixos abrazolasnal

U ® (v, v) € E kerdes: O(2) 7

® Olyan algoritmusoknal elonyo6s, ahol gyakori ez a mivelet

® Adott csucs (iranyitott grafoknal) gyerekeinek,
vagy (iranyitatlan grafoknal) szomszedainak felsorolasa: n lepés

® Ezaltalaban lenyegesen tobb, mint ahany gyerek vagy szomszéd ténylegesen van



Szomszedossagi listas (adjacency list)

reprezentacio .
Edge
*AG= : = : +v: N
=(V, E) grafot (V=1{v,, ..., v.}) Ala: Edge*[n] N
pointertdmb reprezentalja, ahol: +next . Edgex

® Iranyitatlan graf esetében a v; csucs szomszédjainak sorszamait az A[i] S1L tartalmazza
(i €1..n)

® Av;csucs szomszédjainak indexeit tehat az A[i] lista elemeinek v attribdtumai tartalmazzak
® gy az A[i] lista elemei a v, csicshoz kapcsol6dé éleknek felelnek meg
> Minden élet kétszer dbrazolunk,

® pl. a v, csucsnak szomszédja v; ->a v, csucsnak is szomszédja v,

® lIranyitott grafok esetén hasonlo a reprezentacid, de az A[i] S1L csak az v, csucs
gyerekeinek (mas néven kozvetlen rakdvetkezbinek) sorszamait tartalmazza (i €1..n)

123
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Szomszedossagi lista pelda

A

-
Y
—_
%,

Alll v =2 All] = next =0 /)
4 :‘ — v =3 A 2 — nexrt - v=4
y £ 2} — next — next = QO

A3 =wv=1; A3 =2 next =0

A4l =0 J

® A szomszedossagi listas abrazolasnal SiL-ek helyett termeszetesen masfajta
listakat is alkalmazhatunk.
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Muveletido szomszedossagi listas abrazolasnal

® (v, v) € Ekerdes
® meg kell keresnink a jindexet az A[/] listan

>a|goritmusokné|, ahol gyakori ez a mdvelet: érdemes a csucsmatrixos reprezentaciot
valasztani

® Adott csucs (iranyitott grafoknal) gyerekeinek, vagy (iranyitatlan grafoknal)
szomszedainak felsorolasa

® pontosan annyilépésre van szikségink, mint ahany gyerek vagy szomszéd
ténylegesen van

® Alegtobb grafalgoritmusnak ez a leggyakoribb mivelete

> ezt a reprezentaciot gyakran elonyben reszesitjik a tobbi abrazolassal szemben. **



Szamitogepes grafabrazolasok tarigenye

® Grafok osztalyozasa:

®* AG=(V, E)grafban:

® csucsok szama: n=|V/| ® ritka graf (sparse graph):

® elek szama: m = |E|

*o<<m<nx*(n-1)<n?

® sUru graf (dense graph):

D >me O(n?) 7



Szamitogepes grafabrazolasok tarigenye

® Szomszedossagi matrixos (csucsmatrixos) abrazolas tarigenye
® Alapesetben n? bit
® Iranyitatlan grafoknal, csak az alsoharomsz6g matrixot tarolva:

® n*(n-1)/2bit € ®(n?) ->

> Az aszimptotikus tarigeny mindkét esetben € @ (n?) 7




Szamitogepes grafabrazolasok tarigenye

® Szomszedossagi listas reprezentacional
® A pointertomb n db mutatobal all

® Aszomszedossagi listaknak 6sszesen m vagy 2 * m elemuk van

® (agrafiranyitott vagy iranyitatlan)

U > Az aszimptotikus tarigeny mindkét esetben @ (n + m) 7




Szamitogepes grafabrazolasok tarigenye



Szamitogepes grafabrazolasok tarigenye

® Teljes grafoknal
® A szomszedossagi listaknak 6sszesen n*(n-1) elemik van

® Egy-egy listaelem sok bitbadl all

Ty

4 )
>Te|jes vagy kozel teljes grafoknal a szomszedossagi listas abrazolas

tenyleges tarigenye jelentdsen nagyobb lehet, mint a csucsmatrixose,
ahol a matrix egy-egy eleme akar egyetlen biten is elfer.

/
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Melyik abrazolast valasszuk?

Szomszedossagi lista Szomszedossagi matrix

o 0 Oo O



Az absztrakt halmaz, az absztrakt sorozat es
az absztrakt graf tipus

® Tipuskonstruktorok bevezetese: (T tetszdleges tipus)
® T§:T tipusu elemek tetszbleges, véges halmaza
® T<>:T tipusu elemek tetszoleges, veges sorozata
® ufrom S muvelet: (S tetszoleges nemuires halmaz)
® kivalasztjuk az S halmaz eqgy tetsz6leges elemet,
® u-nak ertekul adjuk,
® majd eltavolitjuk S-bdl

® Az Ures halmaz: 6nmagaban allo { 2



Az absztrakt halmaz, az absztrakt sorozat es
az absztrakt graf tipus

® Sorozatok:

® a matematikaban szokasos modon, egytol indexeljuk

® azindexet also indexként jeloljuk

® hauy; v:T<>, akkorazu + v kifejezes a konkatenaljukat jeldli

® <>0nmagaban az Ures sorozat
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Az absztrakt halmaz, az absztrakt sorozat es
az absztrakt graf tipus

® A halmaz es a sorozat tipusu valtozokat is deklaralni kell
® 5:J <>— s Ures sorozattal inicializalodik
® h:T {3 — h Ures halmazzal inicializalodik

® Ha a zarojelek k6zott megadunk - pontosvesszokkel elvalasztva -
nehany J tipusu elemet —

a halmaz illetve sorozat a deklaracio kiertekelodese utan ezeket fogja
tartalmazni 134



Az absztrakt halmaz, az absztrakt sorozat es
az absztrakt graf tipus

® L!'V: (vertex, azaz csucs) absztrakt tipus
® A grafok csucsainak absztrakt tipusa (A grafok absztrakt algoritmusainak leirasahoz)
® Mindegyik csucshoz tetszolegesen sok, nevvel jelolt cimke tarsithato (name(v))
® Mindegyik cimkehez tartozik valamilyen ertéek
® értekadasa: name(v) := x

® aname cimke (azaz a V halmazon értelmezett parcialis figgveny)
a name(v) := x értekadassal a ¢ csucsnal az x ertéket veszi fel. 135



Az absztrakt halmaz, az absztrakt sorozat és
az absztrakt graf tipus

® AV halmazt az algoritmusok implementacioiban legtobbszor az N halmaz
reprezentalja

® eqgy n csucsu graf csucsait pediq eqyszerUen az 1..n vagy a o..(n-1) halmaz
gy g pedig egy gy
® atomboket egytol vagy nullatol kezdve indexeljuk
* Acimkéket ui. gyakran tombdok reprezentaljak
gy P J
> A lathatosaguk, a hataskoruk es az elettartamuk is korlatozott

® Az ebbdl fakado problemakat az absztrakt algoritmus implementalasakor kell

megoldani 20



tarsitunk

¢ £:élek

® Egyszeru grafok
(nem tartalmaznak
sem parhuzamos,
sem hurokeleket)

® G : élsulyozatlan absztrakt grafok

Az absztrakt halmaz, az absztrakt sorozat es
az absztrakt graf tipus

® Az ertekkel biro cimkék mellett hasznalni fogunk egyszerl cimkeket is,
amikor a grafok csucsaihoz és/vagy éleihez eqyszer( szameértekeket vagy neveket

E

+uv Y

g

+ V. V{}

+ E:E{} /) ECV xV\{(u,u):

uwe V} /) edges

137



Elemi grafalgoritmusok

Elemi grafalgoritmusok:
® Elsulyozatlan grafokon értelmezett algoritmusok
® Szelessegi grafkereses
Elsulyozatlan grafokban tetszéleges Ut hossza = az Ut mentén érintett élek szama
Az Ut tartalmazhat kort
Iranyitott/iranyitatlan graf:

® iranyitott graf: Ha a grafban tetszoleges u és v csucsokra az (u; v) élt
megkulonboztetjik a (v; u) éltdl

® iranyitatlan graf: ezeket definicio szerint egyenloknek tekintjuk
138




Szelessegi grafkereses (BFS: Breadth-first Search)

® Ertelmezése:
® iranyitott és iranyitatlan grafok
® Feladata:
® Meghatarozza a start csucsbol (s)
® agraf minden, s-bol elerhetd csucsaba
® alegkevesebb elet tartalmazo utat

® (hatobb ilyen van, akkor az egyiket) 139



Szelesseqi grafkereses
(BFS: Breadth-first Search)

® Elsulyozatlan grafokban ezeket tekintjik
® az s-bol indulo legrovidebb, (optimalis) utaknak

® A csucsok fontosabb cimkei:

® d-amegtaldlt Uttal hany elen keresztil jutunk a csucsba
® m- melyik csucsbol jutunk kozvetlenil a csucsba (ki a szUldje)

® color



Szelesseqi grafkereses
(BFS: Breadth-first Search)

® color - csak szemleletes tartalmuk van:

® afeher csucsokat a grafbejaras/kereses meg nem talalta meg
® aszurke csucsokat mar megtalalta, de meg nem dolgozta fel
® afekete csucsokkal viszont mar nincs tovabbi tennivaloja

® az erteke nem befolyasolja a program futasat

> ara vonatkoz6 utasitasok az algoritmusbol elhagyhatok



Szelesseqi grafkereses
(BFS: Breadth-first Search)

® Az s-tol ktavolsagra levo csucsok vannak a graf k-adik szintjen
> BFS 3 grafot szintenkent jarja be
® eloszor a nulladik szintet, aztan az elsot, majd a masodikat stb.

® Minden szintet teljesen feldolgoz

® kozben a kovetkezd szinten levo csucsokat talalja meg.

>Innétj<'jnnek a szelessegi bejaras és a szelességi kereses elnevezesek.



Szelesseqi grafkereses
(BFS: Breadth-first Search)

® Haaz ucsucs s-bol nem erhetd el :
® d(u)=o0
* mu)=0
*m(s)=O
® alegrovidebb s~as Ut csak az s csucsot tartalmazza

® nincs benne él

> s-nek szUldje sincs
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Szelesseqi grafkereses

® 1. ciklus: inicializalas
® d(u) = oo (meg egyik csucsot sem értik el)
® n()=

® Q: Azok a csucsok
® amiket mar elértink

® de méga gyerekeiket nem néztik meg

® A masodik, azaz a o ciklus addig fut, amig van
mar elert, de meg fel nem dolgozott csucs.

® Kivesziasorbdl az u csucsot és kiterjeszti

(BFS(G:G:s:V))

Vue GV

d(u) =00 ;m(u):=0

lcolor(u) := white]

d(s) :=0; [color(s) := grey]

Q : Queue ; Q.add(s)

—Q).isEmpty()

u = Q). rem()
(u,v) € G.E
d(v) =
d(v) == d(u) + 1
m(v) :=u
v SKIP
[color(v) == grey]
Q).add(v) 144

lcolor(u) = black]




Szelesseqi grafkereses

® Havalamelyik v gyerekcsucsra az (u; v) él
feldolgozasakor mar d(v) # oo

>ez a csucs mar korabbrol ismert

> az ujonnan v-be talalt Ut ennel biztosan nem
rovidebb

>figye|men kivil is hagyja
® Had(v)=

® beallitjuk a cimkeéiket

® asorvegeére tesszik Oket

® Mire az s-t0l k tavolsagra levo csucsokat
feldolgozzuk, a sort mar az s-tdl k + 1 tavolsagra
levé csucsok alkotjak

(BFS(G:G:s:V))

Vue GV

d(u) :=00;mu):=0

lcolor(u) := white]

d(s) :=0; [color(s) := grey]

Q : Queue ; Q.add(s)

—Q).isEmpty()

u = Q. rem()
C(u,v) e GLE
d(v) =
d(v) :=d(u) +1
T(v) = u
() SKIP
(color(v) :== grey|
Q).add(v) 45

lcolor(u) = black]




A szelesseqi fa (Breadth-first Tree)

® ABFS minden s-bdl elérhetd, de tdle kilonb6zd csucsra, annak m cimkejevel hivatkozik annak
szUlGjére, az s-bdl a csucsba vezeto (a BFS altal meghatarozott) legrovidebb Uton

Tobb csucsnak is lehet ugyanaz a szuldje, a szil6csucs viszont a BFS altal meghatarozott legrévidebb
utakon egyértelm

Az s-bol elerhetd csucsok m hivatkozasai -> egy altalanos fat definialnak
® agyokeres->mn(s)=®
® szelességi fanak és legrovidebb utak fajanak is nevezzik

® forditott iranyban mindegyik, az s-bdl elérhet6 csucsra a BFS altal meghatarozott legrovidebb utakat
tartalmazza

® Forditott abrazolas célszerlsége
® minden csucsnak legfeljebb egy szildje, viszont tobb gyereke is lehet

146
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® Kezd6 csucs: a

A szelesseqgi graftkereses szemleltetese

® Most is és a kés6bbiekben is, indeterminisztikus esetekben a kisebb indexd csucsot részesitjik el6nyben.

A graf szélességi faja:

0
=

||.\\-'(] _/J'I

eX- changes of d and Q) :
pand 0 (Juene
dV oo (a)
()a (bh)
Lh 2h (c,e)
2¢ (e)
2e (d)
Sd ()




A szelesseqgi graftkereses szemleltetese

® Most is és a kés6bbiekben is, indeterminisztikus esetekben a kisebb indexd csucsot részesitjik el6nyben.

® Start csucs: f A graf szélességi faja:
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Szelessegi grafkereses hatekonysaga

® L'n=|G.V|ésm=|G.E|
® Az elso (az inicializalo ciklus) n-szer iteral

® A masodik, a f6 ciklus annyiszor iteral, ahany csucs elérhet6 s-bél
(bnmagat is szamitva)

® legfeljebb n
® minimum 1
> a belsé ciklus legfeljebb m-szer (iranyitatlan esetben 2m-szer) iteral 6sszesen

® Maximum: ha s- bol mindegyik csucs elerhet6 -> minden él sorra kerdl

® Minimum: ha s-bdl nem megy ki egyetlen él sem ->egyszer sem
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Szelesseqi graftkereses implementacioja
szomszedossagi listas és szomszedossagi matrixos
grafabrazolas eseten

®* A G =(V, E) grafrol foltesszuk, hogy V=4{v,..., v.},aholn €N

® azaz a graf csucsait egyertelmUen azonositjak az 1..n
sorszamok

® Az absztrakt v; csucsok abrazolasa:

® d és m cimkéinek megfeleltetjuk a df1; m/1: N [n] tombdket

® ahol d(v) reprezentacioja d[i] es i (v)) reprezentacioja m[i]



Szelessegi graftkereses implementacioja
szomszedossagi listas és szomszedossagi matrixos
grafabrazolas eseten

® A color cimkek reprezentalasa felesleges
®* AQ® reprezentacioja lehet peldaul a o szamertek

® pl. i[s] = o0 absztrakt jelentése m (v,) =©

® BFS(A/1:Edge*[n];s:1..n;d/1;m/1:N[n]) és
BFS(A/1:bit [n,n];s:21..n;d/1;m/2:N[n])



Ellenorzo kerdesek

1. A G[1..n] egy iranyitott graf szomszedossagi listas abrazolasa.
Adja meg a listaelem tipus leirasat!

Irja meg a transzponal(G,n,GT) eljarast, ami el6allitja a graf transzponaltjanak a
szomszedossagi listas reprezentaciojat!

* {rja meg a kibeFokok(G,n,be, ki) eljarast, ami minden u € 1..n cslcsra a be[u] —ban
kiszamitja a csucs bemeneti fokszamat, kifu] —ban pedig a csucs kimeneti fokszamat!

Mindkét eljarasban MT(n,m) € @ (n + m), ahol m a graf éleinek szama

152



Ellenorzo kerdesek

2. Szelessegi grafkereses

® Mit szamol ki a Szélessegi grafkereses?
Adja meg az algoritmus absztrakt struktogramjat!

A Szelességi grafkereses a graf mely csucsaiba talal optimalis utat, és a végrehajtas
soran mikor?

Mit tud a Szelességi grafkereses muveletigenyerdl?

® Szemleltesse az algoritmust az a csucsbol inditva, aza—-b ;d. b-c;d. c-e. d-e.
Iranyitatlan grafon! Rajzolja le az eredményil adodo szélessegi fat is!
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Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd AsvanyiTibor: Algoritmusok és adatszerkezetek II.
el6adasjegyzete alapjan késziilt.




Algoritmusok es
adatszerkezetek I.

5. Eloadas

Melysegi grafkereses, elek
osztalyozasa, DAG, topologikus
rendezes, iranyitott kor keresese.

~
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Tartalom

® Melysegi grafkereses

® Az élek osztalyozasa

® A melysegi bejaras szemléeltetese

® MuUveletigeny
® A DAG tulajdonsag eldontése

® Topologikus rendezes

® Erosen 0sszefiiggd komponensek meghatarozasa

® Ellenorzo kerdesek
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Melyseqi graftkereses (DFS. Depth-first Search)

® Csak egyszer( iranyitott grafokra értelmezzik 4 (DFS(G’ : QD

® (Csucsok szinei: |

N Yu e GV
® Feher csucs: érintetlen :
color(u) = white
® Szirke csucs: beldle elérhetd csucsokat jarunk be éppen . 0
2me 1=
® Fekete csucs: befejeztik Vre GV
T.V

—

r(DFSvisit(G’ G u Vo &time ND

| color(r) = white

d(u) ;= + + time ; color(u) := grey w(r):=0
Vo (u,v) € G.E DESvisit(G, r, time)

SKIP

color(v) = white

m(v):=u color(v) = grey
DFESvisit backEdge
(G, v, time) (u,v)
f(u) := ++ time ; color(u) := black

® d(uv): elerésiidd (discovery time)

SKIP ® f(u): befejezési ido (finishing tirme)




Melységi feszitd erdd (Depth-first forest)

® Mindegyik, a DFS eljarasbol inditott DFSvisit egy-eqgy meélysegi
fat szamol ki

® Ezek 0sszessege: mélyseqi feszitd erdd

® r€ G.Vegy melysegifa gyokere & n(n) = ©

® (u, v) € G.E egy mélysegi fa ele & v =1n(v)
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Az elek osztalyozasa (Classification of edges)

1.Definicio. A graf eleinek osztalyozasa:

® (u,v)fa-él (tree edge) & (u, v) valamelyik mélysegi fa egyik éle.
® (Afa-eélek menten jarjuk be a grafot.)

® (u, v)vissza-él (back edge) & v az u 6se eqgy melységi faban.

® (u, v)elore-él (forward edge) & (u, v) nem fa-él, de v az u leszarmazottja eqgy melysegi
faban.

® (u, v) kereszt-él (cross edge) & u és v ket olyan csucs, amelyek ugyanannak a melysegi
fanak ket kilonb6z6 agan vannak, vagy ket kilonbozo melységi faban talalhatok. i



Az elek osztalyozasa (Classification of edges)

2. Tetel. A graf eleinek felismerese:
® A melysegi bejaras soran tetszdleges (u, v) el feldolgozasakor az el a
kovetkezo kriteriumok alapjan osztalyozhato:

® (u, v)fa-él (tree edge) & a v csucs még feher.

® (u, v)vissza-él (back edge) & a v csucs éppen szirke.

® (u, v)elore-él (forward edge) & a v csucs mar fekete A d(u) < d(v).

® (u, v) kereszt-él (cross edge) & a v csucs mar fekete A d(u) > d(v). 160



A melysegi bejaras szemléeltetese

® A bejaras indeterminisztikus abban, hogy az egyes
ciklusokban a csucsokat milyen sorrendben veszi

(@

SOfra

» Szemléltetésben: csucsokat abécé rendben, illetve
indexek szerint monoton novekvoen dolgozzuk fel

® d/f alaku cimkek:

a csucs eleresi/befejezesi ido

(discovery/finishing time)

® Elek osztalyozasa:

® fa-elek: dupla szaru nyil

® vissza-el:V

® elore-el: E

161

kereszt-el: K




A melysegi grafkereses futasi ideje

n=|G.V|ésm=|G.E| ( 1-szer (DFS(G': G))
DFS mindket ciklusa n-szer fut le. n-szer  Yu €| GV
DFSvisit rekurziv eljaras: color(u) := white
® Mindegyik csucsra, amikor el0szor érjik el (fehér)egyszer time ‘= 0
® o0sszesen n-szer hivodik meg n-szer  Yre G.V
A DFSuvisit ciklusa color(r) = white
® mindegyik csucsra annyit iteral, amennyi a kimeneti fokszama. m(r)=9Q SKIP
® Ezaciklus tehat a graf éleit dolgozza fel, mindegyiket egyszer. DESvisit(G. r. time) |

® (Osszesen miteraciot végez. — ,
: n-szeg(Dk Svisit(G : G ;u:V; &time : ND

A DFS csak egyszer hivodik meg. |
d(u) := + + time ; color(u) := grey

Tfh! a backEdge eljaras: csak megjeldl egy visszaélet

m-szer VYv:(u,v) € G.E

> ©(1) mlveletigény(

color(v) = white
> és muveletigénye hozzavehetd az 6t meghivo ciklusiteracioéhoz. N N
m(v) i=u color(v) = grey
> Pontosan: (1+2n)+(n+m) =3n+m + 1 lepes DFSvisit | backEdge D
» MT(n); mT(n) € O(n + m) (G,v.time) | (u,0)@(a)

f(u) := ++ time ; color(u) := black




A DAG tulajdonsag eldontese

3.Definicio. A G iranyitott graf akkor DAG (Directed Acyclic Graph =
kormentes iranyitott graf ), ha nem tartalmaz iranyitott kort.

®* A DAG-ok a grafok fontos osztalyat kepezik: sok hasznos algorimus DAGot var a
bemeneten

> az input ellendrzése is szikséges lehet
® Haa melysegi bejaras egy (u, v) vissza-élet talal -> iranyitott kort is talalt a grafban
® ekkor a vissza-él a definicidja szerint egy mélységifaban az u csucs egyik 6se a v csucs
® ésav-bol u-ba vezetd, fa-élekbdl allo Ut az (u, v) éllel egyUtt iranyitott kort alkot
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A DAG tulajdonsag eldontese

* Bebizonyithato, hogy ha a G iranyitott graf nem DAG (iranyitott kort
tartalmaz)
->a DFS fog vissza-élet, es ezzel iranyitott kort talalni

® Azviszont nem garantalt, hogy az 6sszes iranyitott kort megtalalja
L..Tetel. A G iranyitott graf DAG < a mélységi bejaras nem talal G-ben
vissza-élet.

Ha a DFS talal egy (u, v) vissza-elet, akkor az <u, n(v), m (1 (v)),... v; u>
csucssorozat visszafelé olvasva egyszerU iranyitott kort ad.

® Atetel alapjan a backEdge eljaras akar ki is nyomtathatja a megtalalt
iranyitott kort.

® Ebben az esetben a maximalis futasi ideje nyilvan ©(n) lesz
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Topologikus rendezes

5. Definicio. Iranyitott graf topologikus rendezése alatt a graf csucsainak olyan sorba
rendezését ertjuk, amelyben minden él egy-egy késobb jovo csucsba
(szemleletesen: balrol jobbra) mutat.

® Ugyanannak a grafnak lehet egynel tobb topologikus rendezese

O O—@
éti GO T
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Topologikus rendezes
— — >

§.Teétel. Tetszéleges iranyitott grafnak pontosan akkor van topologikus
rendezése, ha nincs iranyitott kor a grafban, azaz a graf DAG.

e

® = (Havan iranyitott kor a grafban, akkor nincs a grafnak topologikus
rendezes.)

® Bizonyitas.

® Havan iranyitott kor a grafban, jeldlje <u,, u,,..., u,, U, >!

1 2"

® Ekkoregy tetsz6leges topologikus rendezésben v, utan jon valahol u,,az utan valahol u,, és
igy tovabb, végul is u, utan jon u,,

® ésu,utanu, => ellentmondas

» Ekkor nincs topologikus rendezés (a graf csucsain).
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Topologikus rendezés

® Bizonyitas.
® & (Hanincs iranyitott kor a grafban, akkor van a grafnak topologikus
rendezes.)

® Ha nincs iranyitott kor a grafban — van olyan csucs, aminek nincs megeldzdje

® Ha veszink egy megel6z6vel nem rendelkez6 csucsot, es tordljuk a grafbol —a maradek
grafban nem keletkezik iranyitott kor

> lesz megint legalabb egy olyan, amelyiknek nincs megeldzdje

® Sorban a torolt csucsok adjak a topologikus rendezést
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Tetszoleges DAG-ra a topologikus rendezes

algoritmusa

® A DAG topologikus rendezeseseben a csucsok a befejezesi idok szerint szigoruan
monoton csokkenoen jelennek meg.

® Ha az algoritmus indeterminizmusat mas (az alfabetikustol kilonb6z0) konvencio
mentén oldanank fel,

gyakran a peldakban kiszamoltaktol kilonb6zd topologikus rendezest kapnank!

® Atopologikus rendezes egy kezenfekvd alkalmazasa: az un. egygepes Utemezesi
problema megoldasa:

® A csucsok: (munka)folyamatok

® Azeélek: a koztUk levo rakovetkezési kenyszerek

® Afolyamatokat ezeknek megfelelden kell sorba rakni. 68



Tetszoleges DAG-ra a topologikus rendezes
algoritmusanak lepesei

1.Letrehozunk egy Ures vermet
2 .Veégrehajtjuk a graf melységi bejarasat
® valahanyszor befejezink egy csucsot, a verem tetejére tesszik

3.A verem tartalmat kiolvasva megkapjuk a graf
csucsainak topologikus rendezéset

169



Tetszoleges DAG-ra a topologikus rendezes
algoritmusa

® Az algoritmus kepes ellendrizni a sajat elofeltetelet

® Haa DFS vissza-élt talal -> a graf iranyitott kort tartalmaz ->az algoritmus eredménye:
nincs topologikus rendezés

® (llyenkor a verem tartalma nem hasznalhato fel.)

® Feladat: Irja meg a topologikus rendezés stuktogramjat!
( szomszedossagi listas es szomszedossagi matrixos grafabrazolasok
eseten!)

® Mit tud mondani az algoritmusok hatékonysagarol?
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Topologikus rendezes algoritmus
szemléeltetese

® Bemeneti graf: ® Meélyséqi bejaras:

N AR S8

® Eredmeény (verem tartalmanak kiiritasa) :

® Abemeneti graf topologikus rendezese: (f, q, b, e, d, c)




Erdsen 6sszefiggo komponensek meghatarozasa =
A redukalt graf eloallitasanak algoritmusa®
Lepesek:

1. A grafot bejarjuk mélységi bejarassal,

a csucsokat a befejezesi szamok sorrendjeben kiirjuk egy verembe.
2 .Transzponaljuk a grafot, azaz megforditjuk az elek iranyitasat.

3. Bejarjuk a transzponaltat mélységi bejarassal, de nem az alapvet6
sorrend szerint vesszik a csucsokat kiindulo csucsnak, hanem az 1.

lepesben keszitett verembdl torteno kivetel sorrendjeben.



Erdsen 6sszefiggo komponensek meghatarozasa =

” 17

A redukalt graf eldallitasanak algoritmusa

® Alépések vegrehajtasaval egy meélységi erdot kapunk:
® Afaka graf er6s komponenseilesznek

® Redukalt graf eldallitasa:
® EOK fainak a csUcsait 6sszevonjuk egy csuccsa

® A csucsok kozott az eleket az eredeti graf eleinek megfeleloen
megadjuk
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Erosen 0sszefiggo komponensek*

@

® Definicio.
® Legyen G=(V,E) iranyitott, veges graf. G dsszefiiggo, PN
ha G iranyitas nélkil 6sszefiiggo.
® G erosen 0sszefiggo, haV u,v € E eseten3 u ~ v ut.

® Definicio. Legyen G=(V,E) iranyitott, véges graf, u,v € V.

® Ekkorlegyenu = v, haletezneku ~ v, @ j

illetve v ~» u utak a grafban. Osszefiiggs, de nem
erdsen 0sszefiggd graf

® Allitas. A = relacio ekvivlenciarelacio

Pt osztalyozza a V csucshalmazt. 74



Erosen 0sszefiggo komponensek*

® Definicio. A = relacio ekvivalencia osztalyait nevezzik a graf erds
komponenseinek.

® Allitas. Eqy 6sszefiggé graf két er6s komponense kdzott az élek csak
egy iranyba mehetnek.

® Bizonyitas. Indirekt tegyUk fel, hogy ket er6s komponens ko6zott oda-
vissza is mehetnek élek.
® Legyen a két komponens: C_es C,

> Ekkor u € C, es v € (, csucsok kozott leteznek u ~ v és v ~~» u utak,
ugyanis:

(@

® az eros komponenseken beldl: definicio szerint

® C, es C, kozott: az indirekt feltevés szerint létezik Ut ¢, Cz

> u

~ v, amiellentmondas al




/4

Erosen 0sszefiggo komponensek*

Mdveletigény: T(n) € O(n + m)

® Meélységibejaras: O(n + m)
® Graf megforditasa: O(m)

® Veremmuveletek

Megjegyzes: Ha a graf DAG, akkor az algoritmus 3. lepésében emlitett bejarasi sorrend a

graf egy topologikus rendezese.

Allitas: Barmely mélységi bejaras soran, egy erés komponens dsszes csUcsa ugyanabba a

mélységi faba kerdl.

Allitas: Futtassuk le a fenti algoritmust a G=(V,E) gréafon.
Legyenek u,v € V a graf csucsai, és tekintsik az algoritmus 3. Iepéseben kapott mélysegi

fakat.
Ekkor u = v €= ha u és v ugyanabban a mélységi faban vannak
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Erosen 0sszefiUggo komponensek*

® Definicio. Legyen G=(V,E) iranyitott, véges graf. G redukdlt grdfja olyan irdnyitott graf,
® amelynek csucsai G er6s komponensei,

® ésaredukalt graf ket csucsa kozott, akkor halad él, ha csucsoknak megfeleld G erds
komponensei kozott halad él,

® Allitas. A redukalt graf DAG, azaz kérmentes iranyitott graf.

® LegyenegyilyenkorC—C, —-C,—..—» (C—C,
® Ekkor a kor mentén lévo komponensek kélcsondsen elérhetok,

® vaqgyisC.~ C.=~...~C,, ami ellentmondas.
1 2 ki

® tovabba az éliranyitasa megegyezik az erés komponensek kdzott halado él(ek) iranyitasaval.

® Bizonyitas. Indirekt teqgyuk fel, hogy a redukalt graf nem DAG, azaz létezik benne iranyitott kor.
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Pelda

ErOsen 0sszefiggo komponensek
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Redukalt graf
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Ellenorzo kerdesek: Melysegi grafkereses

1. Rajzoljale a Melysegi grafkereses absztrakt struktogramjat!
® Mit tud a mOveletigenyerdl? (Indokolja is az allitast!)

2. Adja meg az eltipusok definiciojat és mondja ki az osztalyozasukkal
kapcsolatos tetelt!

3. Szemléltesse a Mélységi keresést az alabbi iranyitott grafon!
®* nemdeterminisztikus esetekben mindig a kisebb indexuU csucsot részesitse elonyben!
® Jeldlje a bejaras soran a kilonbozo eltipusokat is!

® a->b;d. b->c;d. c->e. d.->e. e-> b. f>c;e.
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Ellenorzo kerdesek: topologikus rendezes

1. Mitertink egy iranyitott graf csucsainak topologikus rendezése alatt?

® Mondja ki és bizonyitsa be az ezzel kapcsolatos tetelt!

. Mutassa be az alabbi graf csucsai topologikus rendezesenek a graf melysegi
bejarasara epulo algoritmusat!

® a->b;d. b->c;d. c->e. d->e. f->ce.

® Nemdeterminisztikus esetekben elony: az alfabetikusan kisebb indexud csucs

® Modositsa egyetlen el behuzasaval ugy a grafot, hogy ne legyen topologikus rendezese!
® A modositott grafnak mieért nincs topologikus rendezese?

® Mikor deril ez ki a fent szemléltetett algoritmus végrehajtasa soran?

. Mit tud a melysegi bejarasra epil6 topologikus rendezes mdveletigenyerol?
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Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek Il.
el0adasjegyzet: Elemi grafalgoritmusok és Fekete Istvan:

Algoritmusok és adatszerkezetek jegyzete alapjan késziilt.



http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad2jegyzet/ad2jegyzetGrafok1.pdf
http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad2jegyzet/ad2jegyzetGrafok1.pdf
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke31_lap1.html
http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke31_lap1.html

Algoritmusok es
adatszerkezetek I.

6. Eloadas

MST, altalanos algoritmus, biztonsa-
gos elek, Kruskal algoritmus, unio-
holvan adatszerkezet.




Tartalom

® Elsulyozott grafok és abrazolasaik

® Minimalis feszitofak

® Altalanos modszer

® Altalanos modszer szemléltetése

® Kruskal algoritmusa

® Kruskal algoritmus szemleltetese

® Unio-hol van adatszerkezet

® Ellenorzo kerdesek
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Elsulyozott grafok és abrazolasaik

1.Definicio. ElsUlyozott graf alatt eqy G = (V, E) grafot értinkaw: E— R
sulyfiGggveénnyel, ahol
® Vacsucsok (vertices) tetszoleges, véges halmaza,
® ECVxV\{(y; v):u€ V}azelek (edges) halmaza.

®* Aw:E— Rminden egyes elhez hozzarendeli annak sulyat, mas neven
hosszat, illetve koltseget.

® (Az elsuly, elhossz es elkoltseg elnevezesek szinonimak.)

2. Definicié. ElsUlyozott grafban tetszéleges Ut hossza (mas néven koltsége,

sulya ) az Ut menten talalhato elek 6sszsulya.
Hasonlokeppen tetszoleges graf/fa sulya az élei sulyainak 6sszege.

184



Elsulyozott grafok abrazolasai

® Grafikus abrazolas:

® Az éleket sulyukkal cimkézzik
® Szoveges abrazolas

® iranyitatlan grafoknal: ,u-v

v/ w

" " 4 .
Ve Wy jelentese:

vir " Vyu

® (u,v,), ..U v, eleiagrafnak

w(u, v,,) =W, ..., W(u, v,,) = w,, sulyokkal.

’ U1

® iranyitott grafoknal: ,u->v

v/ W

Vi Wy jelentése:

vir "t Vyu

® agrafbanazucsucsbol (u, v,,), .. .; (U, v,,) iranyitott élek indulnak ki,
azaz az u csucs rakovetkezoi (gyerekei): v, ; . . . v, csucsok.

a — b, 2.
b—c¢ 0:d,-1.
c —a, L




Szomszedossagi matrixos (adjacency matrix),
Mas neven csucsmatrixos reprezentacio

@

\ /

® G=(V,E)graf w: E— Rsulyfuggvéennyel (V=1{v,, - - -, v.}) reprezentacioja:

® A/1:R_ [n, n] matrix, ahol

® n=|V|acsucsok szama

® 1..nacsucsok sorszamai

® tetszoblegesi, j € 1..n csucssorszamokra:

CAlfI=wlv;,v;) =(v;,v,) EE

\ /

® Ali, =0

'A[i,j_|=oo<:)(v,-,vj)$E/\i¢j

® Megjegyzések:

® Afé6atloban mindig nullak vannak

» csak egyszer( grafokkal foglalkozunk (amelyekben nincsenek hurokélek)

> tetszbleges csucsbdl 6Gnmaga kozvetlenil, nulla kéltségu uton érhetd el.

® Iranyitatlan esetben a szomszédossagi matrixos reprezentacio mindig szimmetrikus, 186

Vi, v) € E esetén (v, vi)=(v;, v,) EE



Szomszedossagi listas (adjacency list)
reprezentacio

® G=(V,E)graf w: E— Rsulyfuggvennyel (V=1{v,, - - -, v.}) reprezentacioja: (2

® Al1:R_[n, n], ahol

® A:Edge*[n] pointertomb, ahol g‘fﬁ”’
U
® az Edge tipus a kovetkezo: tw @ R
tnext @ Edgex

® Anextésa v attributumok szerepe ugyanaz,
mint az élsulyozatlan grafoknal, w pedig a megfeleld él sulya.

® Azélsulyozatlan grafokhoz hasonldan az élsulyozott grafoknal is

1| —+—2]6]®

® lIranyitatlan grafok esetén minden élet kétszer abrazolunk

BT s
T8

® Iranyitott grafok esetén csak egyszer
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Szomszedossagi listas reprezentacio
szemleltetes

1] > v=2;A[1] > w=6;A[1] > next=Q

2] > v=3;A[2] >w=0;A[2] & next — Vv = 4;
] = next >w=-1;A[2] — next = next=x

3]—>v=1;A[3] >w=5;A[3] 2 next=Q

> > > > >
= =

1= 8 p
1 216 |©
2 310 -1 ®
3 115 |®
‘1'® 88




Elsulyozott grafabrazolasok tarigénye

® Szomszedossagi matrixok:

® Tarigenyuk hasonloan szamolhato, mint elsulyozatlan esetben
® Tfh. egy valos szamot egy gepi szoban tarolunk
® Alapesetben: n?szo
® Iranyitatlan grafoknal:
® Csak az alsoharomszog matrixot tarolva

® nx(n-1)/2sz06

> n * (n - 1)/ 2 € ©(n?) -> az aszimptotikus tarigeny mindket esetben: 8 0O (n?) \ 8
189




Elsulyozott grafabrazoldsok tarigénye

® Szomszedossagi listak:

* Mindegyik elben eggyel tébb mez6 van, mint az élsulyozatlan esetben

® Ez az aszimptotikus tarigenyt nyilvan nem befolyésolja:ﬂ O (n+ m)J




Elsulyozott grafok absztrakt osztalya

Gu

+ V:V{}

+ E:&{}// ECV xV\{(u,u):ueV}

+ AV =2V S Aw) ={veV|(uv) e B}
A(u) = the adjacent vertices of vertex u.

+ w: E— R/ weights of edges




Minimalis feszit6fak
(MST = Minimum Spanning Tree)

® Feladat minimalis feszitofa keresesere

® A csucsok pl. varosok,

® azeleklehetseges 6sszekottetesek, a megepitesuk koltsegeivel.

® Alehetd legkisebb epitesi koltseggel szeretnenk elérni, hogy tetszdleges
varosbol barmelyik masikba el lehessen jutni.

® Grafok

® 0sszefuggo,

® iranyitatlan,

® Elstlyozott. (Az élsulyok negativak is lehetnek.)




Minimalis feszitofak

1.Definicio. A G = (V, E) iranyitatlan graf feszito erdeje a T = (V, F) graf
® haFCE

® valamint T (iranyitatlan) erdd (azaz T olyan iranyitatlan graf, aminek mindegyik
komponense iranyitatlan fa, a fak paronkeént diszjunktak, és egyitt éppen lefedik a G
csucshalmazat)

/\_/_\/

2 .Definicio. A G = (V, E) iranyitatlan, 6sszefiggo graf feszitofajaa T = (V, F) graf

® haFCE

® es T (iranyitatlan) fa.

\/\}




Minimalis feszitofak

3.Definicio. Amennyiben G = (V, E) élsulyozott graf (fa, erd6stb.)aw: E— R
sulyfiggvennyel, akkor a G sulya az elei sulyainak 6sszege:

w(G) = Yeecgw(e)

/\/—\/
/\/—\/

4..Definicio. A G iranyitatlan, 6sszefiggo, elsulyozott graf minimalis
feszitofaja T

® ha T a G feszitofaja

194

\ ® és G barmely T feszitofajara: w(T) < w(T").




Altalanos modszer

® Az A=1{}Ures elhalmazbol indul
® Ezt boviti Ujabb es Ujabb elekkel

® Ugy, hogy A végig a G 6sszefiiggd, iranyitatlan, élstlyozott graf valamelyik minimalis
feszitofaja elhalmazanak a részhalmaza marad

® Azigy valasztott eleket nevezzik az A élhalmazra nézve biztonsagosnak (safe for A)

f -
Amikor az élek szama eleria |G.V |-1 erteket (GmlIST(G :Guw ; A E{})
|
® az AsziUkségszer(Uen feszitofa A={}:k=|GV|-1

k edges must be added to A
k>0
find an edge (u,v) that 1s safe for A

A=AU{(u,v)}  k——

® ésigy minimalis feszitofa is lesz
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Altaldanos mddszer

5. Definicio. Tegyuk fel, hogy G = (V, E) élsulyozott, iranyitatlan, 6sszefiggd graf, ésASa G
valamelyik minimalis feszit6faja élhalmazanak!

® Ekkoraz (u, v) € E él biztonsagosan hozzavehetd az A élhalmazhoz (safe for A)
® ha(yuv)gA

® ésAU{(u, v)} € aGvalamelyik (az el6z6vel nem okvetlenil egyez6) minimalis
feszitofaja élhalmazanak.

6. Kovetkezmény. Tegyik fel, hogy G = (V, E) élsUlyozott, irdnyitatlan, 6sszefiiggé graf!
® Ha egy kezdetben Ures A elhalmazt
® Ujabb és Ujabb biztonsagosan hozzaveheto éllel bovitink,

> akkor |G.V |-1 bdvites utan éppen a G egyik minimalis feszitofajat kapjuk meg. 196



Altalanos mddszer

® Ehhezlesz szikségink az alabbi fogalmakra és tételre.

/

B 2 O

® Hogyan tudunk mindig biztonsagos elet valasztani az A elhalmazhoz?

7 -Definicio. Ha G = (V, E) graf és §G SEV

> akkora G grafon (S, V\S) egy vagas.

/

B,

/

/

. .

/

®* ha(WESAVEV\S)V(UEV\SAVEDS).

8.Definicié. G = (V, E) grafon az (u, v) € E el keresztezi az (S, V\S) vagast,
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Altalanos mddszer

9. Definicio. G =(V, E) élsulyozott grafon az (v, v) € E konnyu él az (S, V\S)
vagasban,

® ha (u, v) keresztezi a vagast,

® esV(p, q) avagast keresztezo élre w(u, v) < w(p, q).

/\/\/

10.Definicio. A G =(V, E) grafban az A C E elhalmazt elkeruli az (S, V'\S)
vagast,

® ha az A egyetlen éle sem keresztezi a vagast. 198
AUEONASSHUAS Tesates d Vdd —— s




Altalanos mddszer

11.Tetel. Haa G = (V, E) iranyitatlan, 6sszefiggo, élsulyozott grafon

1. Areszhalmaza a G valamelyik minimalis feszitofaja elhalmazanak,
2. Az (S, V\S) vagas elkerUli az A elhalmazt, es

3. Az (u, v) €E Ekdnnyu el az (S, V\S) vagasban,

> az (u, v) el biztonsagosan hozzavehetd az A elhalmazhoz.
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Altaldnos mddszer

® Bizonyitas. (u, v) € A, ui. (u, v) keresztezi az A-t elkeriUl6 vagast.
® LegyenT=(V, Tp) olyan MST, amire ACS T,
a) (U, v) E T,
> készen vagyunk.
b) (U, v) & T, esetén:
® Tfeszitofa -> T-ben el lehet jutni u-bol v-be,
® aT-benazu-bolav-be vezeto Ut egyértelm0.

» Ezen az Uton van olyan él, ami keresztezi az (S, V'\S) vagast.

® Legyen (p, q) egy ilyen el

200

> w(p, q) 2 w(u, V) A(p, §) € A.



Altaldanos mddszer

®* A(p, q) él torlesével

®a T MST szétesik (azaz ket fabdl allo ,feszitd erdd” lesz, az egyik faban az u, a
masikban a v csuccsal)

® de ha az eredmenyhez az (u, v) eélet hozzavessziuk

> az igy adodo T’ Ujra feszitofa lesz
* T':=T\(p,9) U (u, V).
*w(T")=w(T)-w(p, q) +w(u, v) <w(T)
® TMST volt -> w(T") = w(T)
> w(T') = w(T)
» T'is MST kell, hogy legyen

201



Altalanos modszer szemlélteteése

® Azeldbbitétel segitségével mar modszeresen tudunk minimalis feszitofat épiteni.

® Jeldlés: a grafban dupla vonallal az A élhalmaz elemei

® Minden lépésben valasztunk egy A-t elkerild vagast

® majd ebben egy konnyu éelt, amit hozzaveszink A-hoz.

® Ahozzavetel eredménye a kdvetkezo lepés kiindulo pontja
1. A=§}
® Llpl.az({aq, b, ¢, {d, e, f}) vagas

Egyik konny(, tehat biztonsagos él: (¢, e) -> hozzavesszik A-hoz

A={(c, e)}
®* Lipl.az(a f3, b, ¢ d, e}) vagas

2.

Egyik konny(, tehat biztonsagos él: (q, b) -> hozzavesszik A-hoz




Altaldnos mddszer szemléltetése

3. A={(q,b), (c, )}
® L!'pl.az({aq, b, ¢, d, e}, {f}) vagas

® Egyik konnyd, tehat biztonsagos el: (e, f) -> hozzavesszik A-hoz

4' A={(al b)l (CI e)l (elf)}
® Llpl.az ({q, b}, {c, d, e, f}) vagas

® Egyik konnyd, tehat biztonsagos él: (b, e) -> hozzavesszik A-hoz

5. A={(a, b), (b, e), (c, e), (e, )}
® Llpl.az({a, b, c, e f}, {d}) vagas

® Egyik konnyd, tehat biztonsagos él: (d, e) -> hozzavesszik A-hoz

* A= {(al b)l(bl e)l(cl e)l(dl e)l(el f)}
® |Al=5=|G.V]-1-> A egy minimalis feszitéfa (MST) élhalmaza
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Altalanos modszer

® Afenti modszer meg nem tekintheto szigoru értelemben vett algoritmusnak

» nem adtuk meg, hogyan valasszunk ki az A halmazt elkeril6 vagast, es abban konnyu elt
® A Kruskal és Prim-Jarnik algoritmusok éppen ezt teszik
® O(m *lg n) (nagyon jo) maximalis mUveletigénnyel

® n:agraf csucsainak szama

® m: azéleinek szama

® Egyik sem adja meg az A-t elkerul6 vagast expliciten, a vagasban (az egyik) konnyu elt
viszont igen

® llyen modon, mivel lokalisan optimalizalnak, mindketté moho algoritmus

® A 11.tétel szerint viszont mindkét algoritmus minimalis feszitofat szamol
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Kruskal algoritmusa

® G =(V, E) graf eleit a sulyuk (hosszuk) szerint monoton novekvoen veszi sorba

® Azokat az eleket eldobja, amelyek az A bizonyos éleivel egyutt kort
képeznéenek

® Atobbit hozzaveszi A-hoz
® Az explicit korkereses azonban nem hatekony
» minden egyes e elre bejarast kellene inditani a (V, A U {e}) grafon.

® Helyette a kdvetkez6 definicion es invarianson alapulo megoldashoz
folyamodunk:
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Kruskal algoritmusa

/\/\/

13.Definicio. A G = (V, E) graf feszit6 erdeje a (V, A) graf
® haegymastol diszjunkt fakbol, mint komponensekbdl all,
® esACE

® (Ketfa egymastol diszjunkt, ha nincs kdzos csucsuk [és igy kozos élik sem].)

/\_/_\/

® AKruskal algoritmus invariansa
® (V,A)aG=(V, E) 6sszefiggo, iranyitatlan, élsulyozott graf feszito erdeje

® és Arészhalmaza a G valamelyik minimalis feszit6faja élhalmazanak
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Kruskal algoritmusa szovegesen

® A={}-valindulunk
® Jelentése: a kezdeti feszitd erdd faia G = (V, E) graf egycsucsu fai.
® A G graf éleit a sulyuk (hosszuk) szerint monoton novekvoen vesszuik sorba

® Tetszoleges élet pontosan akkor veszink hozza A-hoz, haa (V, A) erdo ket
fajat koti 6ssze
® Azaz nem egy fan belil fut, és igy nem zar be egyetlen kort sem

» Minden egyes él hozzavetelevel eggyel csokken az erdo fainak szama,
de tovabbra is feszitd erdot alkotnak
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Kruskal algoritmusa szovegesen

® G 0sszefliggo -> barmelyik két fa kézétt van Ut -> el6bb-utdbb 6sszekapcsolddnak
-> egy Tfabdl dll az erds, T feszitofa

® A fentiinvarians miatt
® aTeéelhalmaza részhalmaza valamelyik M minimalis feszit6fa élhalmazanak
® A G minden feszitofajanak |V | -1 éle van -> a T és M élhalmaza megegyezik

® Mindketto csucshalmaza vV

> T = M, azaz T minimalis feszitofa.
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Invarians igazsaganak belatasa

® Kezdetben a (V, A) ugy feszitd erdo, hogy A = §
® Areszhalmaza a G barmelyik minimalis feszitofaja elhalmazanak

> azinvarians igaz

® Tekintsunk most az algoritmus futasa soran egy olyan pillanatot,
amikor az invarians meg igaz, és egy uUjabb e elet keszilink
megvizsgalni

® Azeajelenlegifeszito erdd valamelyik fajan belul fut

® Azeajelenlegifeszito erdo ket fajat koti 6ssze



Invarians igazsaganak belatasa

® Ha e a jelenlegi feszito erdd valamelyik fajan belul fut
> eldobjuk
> a feszité erdd nem valtozik

> az invarians igaz marad
® Ha e a jelenlegi feszito erdd ket fajat koti 6ssze
® legyen S az egyik fa csucshalmaza, es tekintsuk az (S, V'\S)
vagast
®ez nyilvan elkeruli A-t
® Ekkor e konnyu el a vagasban

® A G graf eleit a sulyuk szerint monoton novekvoen vesszuk sorba



Invarians igazsaganak belatasa

® Ekkor e konnyU el a vagasban
® A G graf eleit a sulyuk szerint monoton novekvoen vesszuk sorba

> az aktualis élnél kisebb sulyu eleket mar korabban feldolgoztuk
® ezek vagy benne vannak A-ban; vagy nincsenek benne A-ban
®dea(V, A) feszito erdd egyik fajanak két csucsat kotik 6ssze

> eldobtuk Sket

® Teljesulnek tehat a 11. tetel feltetelei

»e biztonsagosan hozzavehetd A-hoz, és hozza is vesszik.

> Ez alapjan az invarians az e él feldolgozasa utan is igaz marad-



Kruskal algoritmus muveletigenye

® Feltetelezések (Biz. 29. dia)
® makeSet(v) € O(2)
® union(x, y) € ©(2)
® findSet(v) € O(log n)
® Tfh. Q prioritasos sort binaris kupaccal valositjuk meg
® inicializasasa € ©(m)
® agraf éleit taroljuk benne
®* remMin() € O(log m)
> Az elsé ciklus muUveletigenye: O(n)

® A ket ciklus kozti része: ©(m)
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Kruskal algoritmus stuktogramja és muveletido

® Ha 6sszefiggo: k=1

® Hanem 0sszefigqo: k> 1

@(1) GrmkuSe}t(w : VD 4 @{ruﬁkﬂl( G - gwl ; A g{}. ) . Nj,
m(v) := .*u o(n) Vo e GV
2 s(v) =1 makeSet(v) // a spanning forest of single vertices is formed
{ﬁlldS[‘.t('ﬂ: V) le — A={}:;k:=|GV|
| I B P " ) . - . " OT - . -
\ 7(v) £ v o(m) // k is the number of components of the spanning forest
m(v) = O(log n) [/ let () be a minimum priority queue of G.E by weight G.w :
findSet(m(v)) SKIP - ©(m) Q) : minPrQ(G.E, G.w)
return 7(v) O(m * log n k> 1A -Q.isEmpty()
O(log m) e: & = Q.remMin()
Gmiou(;r. y p)}, x = findSet(e.u) ; y := findSet(e.v)
N CE T, kol /
(z) =1 (y) =z A:= AuU{e} ; union(z,y) ; k — — SKIP
s(y)+=s(z) | s(z)+=s(y) return £
O(m * log n)
® azalgoritmus ellendrzi, hogy G 6sszefiggo-e
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Kruskal algoritmus szemléeltetese

(

™,

lepés | komponensek él biztonsagos?

1) |a. b,e d e f|alb +
2) ab, ¢, d, e, f | dZe +
3.) ab, ¢. de, f | b=—c =
1) abe, de, f h—e +
G abede, f a2 —
G.) abede, £ a-=e —

abede, £ h2f +

@)

abedef
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Kruskal algoritmus muveletigénye

® Fo ciklus
® Egy iteracidja € O(log n)
® e:=Q.remMin() € O(log m) =O(log n)
> G 0sszefiggo és iranyitatlan
> igyn-1<smsnx*(n-1)2<n?
> (logn)-1<log(n-1)<slogm<logn?=2=*logn
> log m € ©(log n) -> ©(log m) = ©(log n) -> O(log m) = O(log n)
® legfeljebb m-szer iteral
> a teljes mUveletigénye O(m * log n)

» Ezt aszimptotikus értelemben mar nem médositja a f6 ciklust megel8z4 inicializalasok nala
nagysagrenddel kisebb ©(n + m) futasi ideje.
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® makeSet(v)
® agraf mindegyik v csucsabol egyelemd iranyitott fat kepez
® findSet(v)
® megallapitja, hogy a csucs melyik iranyitatlan faban van
® azaz megkeresi a csucsot tartalmazo iranyitott fa gyokercsucsat

® [Kdzben a v csucs és mindegyik 0se m mutatojat a gyokércsucsra allitja]
> a késébbi findSet-hivasok mar majd hatékonyabbak legyenek
® Ut-rovidités tényleges hatékonysagnovekedést hoz magaval

® Cormen, T.H., Leiserson, C.E., Rivest, R.L., Stein, C.: Uj Algoritmusok, Scolar Kiado,
Budapest, 2003. ISBN 963 9193 90 g kdnyvben részletes elemzés

A Kruskal algoritmus halmazmuveletei

-

(FndSet(qr - .
(findSet(v: V) :

V)

>,

\ m(v) # v

m(v) =

findSet (m(v))

SKIP

return w(v)
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A Kruskal algoritmus halmazmuveletei

r

Gmiml(;r. TE ]/)‘.
|

® union(x, y) \ (@) < s(v) /

m(z) =y m(y) ==
® amegfelelo iranyitott fak gyokercsucsait koti 6ssze || sw+=slr) | slx)+=sy)

® x:=findSet(e.v); y :=findSet(e.v) utasitasok az e él két végpontjahoz tartozo
gyokércsucsokat hatarozzak meg

® akisebb meretu iranyitott fa gyokeret a nagyobb (vagy vele egyenlo
meretU) iranyitott fa gyokere ala koti be

® Belatjuk, hogy ezzel a modszerrel sosem lesz az egyes fak
magassaga > log (fa mérete)

® Ebbdl pedig kozvetlenil kovetkezik majd a findSet(v) fUggvény mdiveletigényeével
kapcsolatos allitasunk 217



Unio-hol van adatszerkezet

® Az iranyitatlan feszitoerdo nyilvantartasahoz egy masik,
iranyitott erdot is kezelunk

® Iranyitott erdo

® Aziranyitatlan feszitéerdo minden egyes (iranyitatlan) fajanak megfelel
az iranyitott erdod eqgy (iranyitott) faja

® Ugyanaz a csucshalmaza

® Aziranyitott fak a gyokeruk fele iranyitottak



Unio-hol van adatszerkezet

® Mindegyik csucsnak van egy m cimkéje
® erteke az 6 szUloje
® kiveve az iranyitott fak gyokercsucsait
®tetszoleges r gyokercsucsra viszont ri(r) = r

® s(r):r-heztartozo fa merete

> igy mindegyik iranyitatlan fat a neki megfeleld iranyitott fa
gyokercsucsaval azonositjuk



Pelda findSet mUveletre
(Utrovidites)

® findSet(a)
® Eredménye: f
® Kozben modositja a fat
® m(@=mn(b)=f
® A példaban az 6nmagara
mutato pointerek
nincsenek berajzolva




Pelda union muUveletre

® union(c,f)
® s(c) <s(f)

>fCSL'JCS ala csatoljuk a c
csucsot
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Unio-hol van asz. fainak magassaga

17/ .Tulajdonsag. A makeSet(v) és a union(x, y) eljarasok hatasara letrejovo, gyokercsucsuk
feleé iranyitott fak magassaga sosem lesz nagyobb, mint a meretik kettes alapu
logaritmusa, azaz, ha r eqgy ilyen fa gyokercsucsa, s(r) a mérete es h(r) a magassaga, akkor
log s(r) = h(r).
Bizonyitas.
® makeSet(v) : egy csucsy, nulla magassagu fakat hoz letre
® logi=o0
> a bizonyitand¢ tulajdonsag kezdetben igaz
® Elegendé belatni, hogy a union(x, y) eljaras is tartja a fenti egyenldtlenséget
® Legyen raunion(x, y) eljaras hatasara létrejovo fa gyokere
® Felteheto, hogy az eljarashivas el6tt log s(x) = h(x) A log s(y) = h(y)

® Azt kell belatnunk, hogy a union(x, y) eljarashivas utan log s(r) = h(r) 222



Unio-hol van asz. fainak magassaga

® Felteheto meg, hogy s(x) = s(y)
® Ekkor az x gyokercsucs ala csatoljuk be az y gyokercsucsot, igy h(r) = max(h(x), h(y) + 1)
® h(x) > h(y)
> h(r) = h(x) A s(r) = s(x)
> log s(r) = log s(x) = h(x) = h(r)
> log s(r) = h(r)
* h(x) < h(y)
> h(r) = hy) + 1 A S(1) = 500 + 5(y) = 2 * 5(y)
> log s(r) = log(2 * s(y)) = 1 + log s(y) = 1 + h(y) = h(r)
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> log s(r) = h(r)



Halmazmuveletek mdveletigenye

® Kruskal algoritmus mdveletigeny-szamitasaval kapcsolatos feltetelezesek
jogossaganak belatasa
® Jelolések
® h:=avcsucsot tartalmazo iranyitott fa magassaga
® s:=avcsucsot tartalmazo iranyitott fa mérete
® findSet(v) € O(log n)

® findSet(v) fv miveletigénye O(h)

findSet(v) fv. futasi ideje durva

® a17.tulajdonsag alapjan h<logs
Z J J a1ap) J felsd becsléssel O(log n)

® s<n
® makeSet(v) € ©(1) A union(x, y) € ©(z)
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® Sem ciklust, sem eljarashivast nem tartalmaznak



A Kruskal algoritmus grafikus szemleltetese a
halmazmuveletekkel egyutt

s komponensek || a | b | ¢ | d | e ||| u®v | urs|vrts

a, boe,doe flal | bl el [dLl]el|fl | azth al 53!

ab, ¢, d, e f b | b2 dZLe dl el

ab. ¢, de, f e | e2 bLlec h2 ¢l

) abe, de. f b3 | b h-Le b3 o2
abede, b5 b a—=d | abd | debb

abede, b a2e | abh | ebb

abede, bh-=f 515} f1

abedef b b »
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A Kruskal algoritmus grafikus szemleltetese a
halmazmuveletekkel egyUtt

—
stb) -1 s(c) 1 T yb 3 1
/ D N D a-Lh
| IJ | i J b IJ | [
N \__/ Is N \_ N/ ' safe
1 .h IS5 sale,
l— f
s(e)=1 s(f)=1 & invoke
N N safe? e \I s TN ionf(ab)
(o ( £) ( d (e (1) union{a,b).
A N/ N S N/ N
. _ s(c) -1 -
(et 1) () I,f‘fﬁ_ﬂqﬁﬂ) (D) d-Le
NP AN AN s AN \_ < e
_ 1 0 — 1= =Ale,
d—e N
ql.r\_i_ 1 sl t__.'__ 1 . [ 5 T d Y = [ B 1% ULE\
(&) () sate: .f”tﬁ (e) () union(d,e). 226
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A Kruskal algoritmus grafikus szemleltetese a
halmazmuveletekkel egyUtt

h-Lc
1s safe,
invoke
union(a.c).

h-Le
1s safe,
imvoke
union(a,d).




A Kruskal algoritmus grafikus szemleltetese a
halmazmuveletekkel egyUtt

sla)=d _——nu T—a-y —
YD) Y ) Y aldis
/b)) O 5 _‘) b)) @ SR
'1ld I unsafe. it is
A sif) 1 ( fo? A not an edge
= ~ safe’ = n L nje
\f_l_) &) I:[/J l\__‘_lj*—'h_{_,/’ \L/ of the MST,

f._‘?‘l:éi no_—— L—a-y _——
~ TN T Y a "“Hf_*\ﬁ a2
0 e— [ [ i \ . d— 18
Cj/ \I J,JI '\f__.fl Is \,_] 'l \JJ_,,J' l‘x_{_,,f' L
- 9 - unsafe, it is
/By a—0
p :ﬂﬁj 1 7 1 not an edge
™, T N sale! /7 it N . S
— ] | of the MST. 228
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A Kruskal algoritmus grafikus szemleltetese a
halmazmuveletekkel egyUtt

FP—— r—a
TN TN N NNV h2f
Aat—{h) [c) (a) ) (o)
° \_I ' \_/ Is N \J ' Y 2 safe
} 2 -[. :I.k'*I "'*f] E: -
s(f)=1 ) ) ot invoke
- . . — - '..', g"’-__h - . "‘-\H‘ . _—
() {e) () safe’ (a) () () union(a.f).
./ S S N iy Ny

SRR
f '\ _,-'"I
2 (3

L
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Ellenorzo kerdesek

1. Mitszamol ki a Kruskal algoritmus?
2. Szemleltesse a mUkodeset az alabbi grafon!
® a-b,0;d 1. b-c¢,5;d, 2;e,3. d-e, 4.
® Mekkora az algoritmusnak az el6adasrol ismert mUveletigenye, és milyen feltetelekkel?
3. Mondja ki a biztonsagos élekrél és a minimalis feszitofakrol szolo tetelt!
® Definialja a tételben szerepld vdgds és konnyd él fogalmakat!

® Hogyan kovetkezik a Kruskal algoritmus helyessege ebbdl a tetelbdl?

230



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek Il.

eladasjegyzet:Elsulyozott grafok és algoritmusaik alapjan késziilt.
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Algoritmusok es
adatszerkezetek I.
7. Eloadas

MST, Prim-Jarnik algoritmus.
Legrovidebb utak egy forrasbol,
Dijkstra algoritmus.
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® Prim-Jarnik algoritmus

® Prim-Jarnik algoritmus stuktogramja es muveletigenye

A Prim-Jarnik algoritmus mUkddesének szemléltetese

_egrovidebb utak egy forrasbol

Dijkstra algoritmusa

Dijkstra algoritmus tetelek

Dijkstra algoritmus szemleltetese




Prim-Jarnik algoritmus

® Kijelolunk a G = (V, E) 0sszefiggo, elsulyozott, iranyitatlan grafban egy
tetszoleges r € V csucsot.

®* AT=({n, ), egyetlen csucsbol allo fabol kiindulva epitink fel egy minimalis
(V, F) feszitofat:
® Minden lepésben a T = (N, A) fahoz adunk:
® egy Ujabb biztonsagos élet
® éshozza tartozo csucsot
® T=(N, A)favegig ennek a minimalis feszitofanak a resze marad
® veégigigazaz NS V A A C Finvarians

® Ehhez mindegyik lépésben egy konnyU élet valasztunk ki az (N, V\N) vagasban.
(Ld. 11. tetelt!)
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Prim-Jarnik algoritmus

® A megfeleld konnyU él hatekony meghatarozasa:
® egy Q minprioritasos sorban tartjuk nyilvan a V\N csucshalmazt
® Mindegyik u € V\N csucshoz tartozik egy c(u) és egy p(u) cimke
® Havanélazucsucs esa T fa N csucshalmaza kozott (azaz az (N, V\N) vagasban)
®a(p(u), u) a graf egyik éle a vagasban
® c(u) = w(p(u), v)
® és V x csucsra, amelyre (x, u) vagasbeli el, w(x, u) = w(p(u), v)

® Ez azt jelenti, hogy (p(u), u) minimalis sulyu él azok kozott, amelyek az u
csucsot a T fahoz kapcsoljak

® Hanincs el az u csucs és a T fa kozott

*pu) =81 A c(u) =00
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Prim-Jarnik algoritmus

® A Q min-prioritasos sorban a csucsokat a c(u) ertekeik szerint tartjuk
nyilvan
® vu:=Q.remMin()

® Kivesz egy olyan u csucsot Q-bol, amire a (p(u), u) konnyu el az (N, V\N)
vagasban

® Eztazeélt (11. tetel sz.) biztonsagosan adjuk hozza a T fahoz
® azaz T tovabbra is kiegeszithetd minimalis feszitofava, ha még nem az
® Eredmeény:
® eredetileg egyetlen csucsbol allo T fa
® n-1dbilyen (p(uv), v) él hozzaadasaval

® MST (minimalis feszitofa) lesz 236




Prim-Jarnik algoritmus

® Amikor u bekeril a T faba, a Q-beli v szomszédai kdzelebb kerilhetnek a fahoz

> ezeket meg kell vizsgalni
® ha w(u, v) < c(v)
® > c(v) := w(u, v) és a p(v) := u utasitasokkal aktualizalni kell a v csucs cimkéit
® Ilyen modon a c(v) érték csokkenése miatt a Q helyreallitasa is szikségessé valhat

® Ha példaul Q reprezentacioja egy minimum kupac, a v csucsot lehet, hogy meg kell
cserélni a szil6jével, esetleg Ujra és Ujra, mignem a szildjének c értéke < ¢(v) lesz,
vagy v folér kupac gyokerebe

® Az alabbialgoritmusban aT fa implicit reprezentacioja
* N=V\Q

® Télei: az N\{r}-beli x csucsok és p(x) cimkeik segitségevel (p(x), x)




Prim algoritmus stuktogramja és muve

(

-'f_j_' i R 1-:\"|
Q rim (G : lgu. ; r‘.‘l/Jj,

Vo e GV

c(v) ;= o0 // costs are still infinite

edge (p(v),v) will be in the MST where ¢(v) = G.w(p(v),v)

c(r) :==0:p(r):=0 // except for the root: r is the root of the MST

let QQ be a minimum priority queue of G.V'\ {r} by label values ¢(v) :

Q : minPrQ(G.V \ {r}.c) // c(v) = cost of light edge to (partial) MST

u:=r // vertex u = r has become the first node of the (partial) MST

n-1i-szer =) .isEmpty( )

neighbors of w may have come closer to the partial MS'T

2m-szer Vo e G.A(u) :v e @QAclv) > Gw(u,v)

O(2) p(v) :=u: clv) = Gwl(u,v) ; Q.adjust(v) O(log n) |

Oflogn) wu:= Q.remMin() (p(u),u) is a new edge of the MST

Y: O((n+m) * log n) a graf 6f -> m = n-1-> MT,

(n, m) € O(m = log n)

rim

letigenye

O(m x log n)
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Feltetelek
® Qreprezentacioja binaris minimum kupac
® n=|G.V|Am=|G.E|

Az elso ciklus futasi ideje: ©(n)

Az elso és a masodik ciklus kozti resz mdveletigenye

® aQkupacinicializalasa hataroroza meg -> ©(n)

A masodik ciklus

® mindegyik iteracioja kiveszi a Q legkisebb c-értekd elemét
® n-1-szerfutl
® abelsd ciklustol eltekintve mindegyik iteracioja O(log n) id6t igényel
> O(n * log n).

® +abelso ciklus futasi idejét: O(m * log n)

A Prim-Jarnik algoritmus muveletigenye
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A Prim-Jarnik algoritmus muveletigenye

® A belso ciklus

® agraf mindegyik elére legfeljebb kétszer fog lefutni

® mindegyik élet mindkét végpontja feldl megtalaljuk,
kivéve azokat, amelyek egyik végpontja a Q-ban utoljara megmaradt csucs.

® (Aciklusfejbena Vv: (u, v) € G.A(u) rész utan kovetkezd v € Q A c(v) > G.w(u, v) szUr0
feltétel valojaban egy implicit, beagyazott elagazas feltétel része.)

® Q.adjust(v): O(log n)
® Tobbi: ©(1)
> O(m = log n)
» O(n) + O(n) + O(n * log n) + O(m * log n) = O((n+m) * log n)

® Mivel a graf 6sszefiiggo

>m2n—1 Q

U » MT.,

(n, m) € O(m = log n)

rim
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A Prim algoritmus miikodésének szemléltetése

in- changes of ¢ and p labels
® Ad cstcsbdl inditva L0 8 b . d e f
MST [cc® | 00® | 00® |00 | 00® | 0 ®
8| 2d | 0d
e-Ld le | | 2
bXte | -1b | 1h | |
= il
G
) = | | | | | |
@
/
& y
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Legrovidebb utak egy forrasbol

® Feladat: A G: G, graf tetszolegesen rogzitett s start csucsabol (source
vertex) legrovidebb, azaz optimalis utat keresink mindegyik, az s-baol
G-ben eléerheto csucsba.
® A most kovetkezo algoritmusokban az iranyitatlan grafokat olyan iranyitott grafoknak
tekintjuk, ahol a graf tetszoleges (u, v) élével eqgyitt (v, v) is éle a grafnak, és w(u, v) = w(v, v).
® A feladat megoldhato <> G-ben nem letezik s-bol elerhetd negativ kor

® azazolyan kor, amely mentén az elsulyok 6sszege negativ

® Iranyitatlan grafoknal: ha nincs a grafban s-bél elérhetd negativ él

® pl.aziranyitatlan grafban (u, v) s-bdl elérhetd negativ él => <u, v, u> - s-bdl elérhetd negativ kor
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Legrovidebb utak egy forrasbol

® Ha a feladat megoldhatd =>V v € G.V\{s} csucsra két lehetdség
® Ha letezik Ut s-bdl v-be
® d(v): az optimalis Ut hossza
® n(v): egy ilyen optimalis uton a v csucs kdzvetlen megel6zoje, szuloje
® Ha nem letezik ut s-bol v-be
® dlv)=ccesmn(v)= §
® Azscsucsra

® d(s) =0 és n(s) = § (az optimalis Ut csak az s csucsbol all)
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Legrovidebb utakat kereso algoritmusok kdz6s vonasai

® L!'s ~v: az adott pillanatig kiszamolt s-bol v-be vezetd legrovidebb ut
® Azinicializalasuk utan mar teljesilo invarians
® d(v) ennek a hossza

® n(v) (v # s eseten) ezen az uton a v csucs kozvetlen megelozoje

®* Ha meg nem szamoltunk ki s ~ v utat
>végte|en hosszunak tekintjuk

® azazd(v)=occésm(v)=Q
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Legrovidebb utakat kereso6 algoritmusok k6z6s vonasai

® Az optimalis utakat fokozatosan kozelitjuk
® agraf (u, v) eleit szisztematikusan vizsgaljuk
® has~u— vrovidebb mint s ~ v =>az elobbilesz az Uj s ~ v (kbzelités (relaxation))

® Kod szinten:

\ dv) > d(u) + G.aw(u,v)
’H':f'} =1u fjr(f‘:] — {f[uj ! G’.H‘{n_ E'} SKIP ‘

® Ismetelten kivalasztanak és ki is vesznek az un. feldolgozando csucsok
halmazabol egy csucsot, s a csucsbol kimend dsszes elre vegeznek
kozelitést.

® Ezeket a kozelitéseket egyUtt a csucs kiterjesztésének nevezzik

® A csucs kivalasztasat (és kivételét a feldolgozandok kozUl) a kiterjesztésevel eqgyitt a

V4 7 . 245
feldolgozdsanak nevezzik.



Legrovidebb utakat keresé algoritmusok kilonbsegei

® Dijkstra algoritmus
® Kezdetben kivalasztja kiterjesztesre s-et
® Afeldolgozando csucsok halmazat pedig G.V \{s}-sel inicializalja
® ElOszor s-et kiterjeszti
® Majd a feldolgozandok kozul kivalaszt egy olyan csucsot

® amibe az adott idOpontig a tobbihez képest legrovidebb utat talalt
» Mohé algoritmus

> Lokalisan optimalizal

® Mindig a legigéretesebb csucsot dolgozza fel

® Ezaltal mindig olyan csucsot terjeszt ki, amibe mar eddig optimalis utat talalt

> egy csucsot sem kell kétszer kiterjesztenie
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Legrovidebb utakat kereso algoritmusok kilonbsegei

® DAGshP algoritmus

® El6szor meghatarozza az s-bol elerhet6 csucsokat s egyuttal sorba rendezi ezeket

® Az adott sorrend szerint feldolgozva 6ket, mindegyik kivalasztasanak az idopontjaban mar
megvan bele az optimalis Ut

> Ezis csak egyszer terjeszti ki, és csak az s-bol elérheto csucsokat.

® Az Dijkstra es DAGshP eldnyei: a legrosszabb esetben is hatekonyak
® DAGshP: ©(n+m)
® Dijkstra: O(n +m) * log n
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Legrovidebb utakat kereso algoritmusok kilonbsegei

® Az elobbi ket algoritmusnak specialis elofeltetelei vannak.

® Egyik sem tudja a leheto legaltalanosabb esetben megoldani a
legrovidebb utak egy forrasbol probléemat.

® A Dijkstra algoritmus elegseges elofeltetele
® A grafban ne legyen s-bol elerhetd negativ sulyu el
® DAGshP algoritmus elegseges eldfeltéetele

® Agraf s-bol elerheto resze DAG legyen
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Legrovidebb utakat kereso algoritmusok kilonbsegei

® QBF algoritmus
® Atobbivel szemben alehetd legaltalanosabb esetben oldja meg a feladatot
® Szikseges és elegseges elofeltetele:
® Nelegyen az s-bdl elérheto negativ kor
® Cserebe csak O(n * m) miUveletigényt tudunk garantalni
> Ugyanazt a csucsot tobbszor is feldolgozhatja
* Atlagos esetben ennél sokkal hatékonyabb
® Implementacioikat 6sszehasonlitva sok nemnegativ élsulyu grafon a Dijkstra

algoritmusnal is gyorsabb
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Legrovidebb utakat kereso algoritmusok kilonbsegei

®* ADAGshP es a QBF algoritmusok elofeltetele nemtrivialis
» Ezeknél igy az algoritmus resze
® azeldfeltetelenek az ellendrzése
® anem megfelel6 bemenetek visszautasitasa
®* Mddja
® mindkettdé megad egy olyan kort a grafban, ami miatt nem tudja a feladatot

megoldani

® (A QBF ebben az esetben negativ kort ad meg.)
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Dijkstra algoritmusa

® Elofeltetel: AG: G, grafban V(u, v) € G.E-re G.w(u, v) = 0, azaz a graf mindegyik élenek
elsulya nemnegativ.

® Nincs a grafban negativ kor => a legrovidebb utak egy forrasbol feladat megoldhato.

( Ii].)ijl»:ralr'rl{(_? |: Guw : 5: Vﬁ'
Yve GV

d(v) :=o00: w(v) ;== O // distances are still oo, no parent

Later: w(v) = parent of v on s~v where d(v) = w(s~v)

d(s) := 0 // but sis the root of the shortest-path tree, s has no parent

let QQ be a minimum priority queue of G.V\{s} by label values d(v) :
Q : minPrQ(G.V\{s},d)

u:=s // going to calculate shortest paths form s to other vertices
d(u) < oo A =Q.isEmpty()

check. if s~u—v is shorter than s~sv before
Vv e G.A(u) : d(v) > d(u) + G.aw(u,v)
m(v) ==u; dv) =du)+ Gw(u,v) ; Q.adjust(v) 251

u = Q.remMin() s~ 1s optimal now, if it exists




Dijkstra algoritmus muveletidd

®* MT,

ikstral1, M) € O((N + m) * Ig n)

* mT,

(n, m) € ©(n)

ijkstra

® ~ Prim-Jarnik algoritmus

® (keét alg. kozotti hasonlosag)

( DitketralC - G- - V)
I\Dllllﬁllrl\G |‘ Gyo:S: VJJ

Yve GV

d(v) =00 m(v) = distances are still oo, no parent
. I

Later: m(v) = parent of v on s~v where d(v) = w(s~v)

d(s) =0

but s is the root of the shortest-path tree, s has no parent

let Q) be a minimum priority queue of G.V\{s} by label values d(v) :

Q : minPrQ(G.V\{s},d)

%= s // going to calculate shortest paths form s to other vertices

d(u) < oo A =Q.isEmpty()

check, if s~=u—v is shorter than s~=v before

Yo € G.A(u) : d(v) > d(u) + G.w(u,v)

w(v) i=u: d(v) = du) + Gw(u,v) ;: Q.adjust(v)

uw = Q.remMin() s~ is optimal now, if it exists

® A 2.ciklus elotti rész miveletigenye mar ©(n)
® Ehhez hozzaadddik

+ a 2. ciklus egyetlen iteracidja

+ abelso ciklus o-szori iteracioja

® Ha nincs a grafban s-nek rakovetkezdje

= A 2. ciklus miveletigenye O(log n)
(pontosabban ©(12))

® ez nagysarenddel kisebb, mint ©(n)
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)

a—h,1;d,3;e, 3.
b—e 1;f 3.

C.

d—e 0

e —f 92

oo d ertékkel

® Alegrovidebb utak faja s = a esetén

Dijkstra algoritmus szemleltetese

® A Dijkstra algoritmusnal a ki nem terjesztett csucsokat roviden nyilt csucsoknak nevezzik.

eX- changes of d and 7 labels
pand | a 5 ¢ l (¢ f
dV |00 | 0 | 00 | 0 | x0 | O
() a 1a 3a 3a
1bh 2b 1b
2e 2e |
2d | |
At | | |

® Azs-bol elerhetetlen csucsot vagy csucsokat is feltintetjik,




Dijkstra algoritmus téetelek

1.Tetel. Amikor az u csucsot kivalasztjuk kiterjesztésre (el0szoraz u :=s,
kesobb az u := Q.remMin() utasitassal), akkor u-ba mar optimalis utat
talaltunk, felteve, hogy d(u) < oo.

® Bizonyitas.
® u=s-renyilvanigaz az allitas.
® Tegyuk fel indirekt modon, hogy nem mindegyik csucsra igaz!

® 3 vcsucs, amire az algoritmus futasa soran el6szor lesz igaz, hogy kivalasztjuk

kiterjesztésre, de w(s Ofit V) <d(v) < oo

p

7 7 T opt ,
® ahols ozt v egy s-bdl v-be vezetd optimalis Ut, w(s N7 pedig ennek a hossza
> 254
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Dijkstra algoritmus téetelek

opt

® Tovabba, azs oV uton az s csucsot mar kiterjesztettik, a v csucsot viszont még nem

opt

® Vantehatazs " v Uton egy elso csucs, amit még nem terjesztettink ki

opt . L . ; . . :
®Llit:s ’5 v uton az els6 csucs, amit meg nem terjesztettunk ki!

opt , opt

AR

® Szelméletesen: s V.

® Mivel s-et mar kiterjesztettik: t #s.

® Tovabba:
opt , . . i . :
®azs E t uton t kozvetlen x megelozojet is kiterjesztettik mar

® és az x kiterjesztésekor meg teljesilt, hogy d(x) = w(s Ogt X)
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Dijkstra algoritmus tetelek

- 14 14 14 14 0 t 0 . s
® Akkor viszont az x — t él feldolgozasa ota mar d(t) = w(s ,5 t) is teljesul
® Mivel

. Opt I . I I I
at " vutonminden élsulya (azaz hossza) nemnegativ

opt
®tazs p
laV,}

> w(s ogt t) <w(s Ogt V)

’ opt , opt
vutonvan, azazs p t p v
A A

Z - d(t) = w(s ogt t) <w(s OEt V) < d(v) < oo, azaz d(t) < d(v)

® ez ellentmond az indirekt feltételezésnek, ami szerint a v csucsot valasztottuk
kiterjesztésre.
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Dijkstra algoritmus tetelek

2 .Tetel. Ha a kiterjesztesre kivalasztott u csucsra d(u) = oo,
akkor Q U {u} egyetlen eleme sem erheto mar el az s csucshol.

® Bizonyitas.

® uazelso és egyetlen olyan csucs, amit d(u) = oo ertékkel valasztottunk ki,
mert ezzel megall a fo ciklus

® A korabban kiterjesztesre kivalasztott x csucsokra tehat d(x) < oo

® ezekbe az el6z0 tetel szerint mar optimalis utat talaltunk
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Dijkstra algoritmus tetelek

® Tegyuk fel indirekt modon, hogy Q U {u}-nak van olyan v eleme, amely elérhetd s-bdl

® Ekkorletezik s RRE Vis
A\A
® ezen kell lennie egy elso t csucsnak:
® eleme Q U {ut-nak
. ” ” /4 ] I I " I Opt
de az el0z0 tétel bizonyitasa szerint erre mar d(t) = w(s t) < oo =d(U)
y v,

> d(t) < d(u)

® ez ellentmond annak, hogy az u csucsot valasztottuk ki kiterjesztésre 8
25



A tetel kovetkezmenye

® Amig tehat a kiterjesztesre kivalasztott u csucsra d(u) < oo

® addig olyan csucsot valasztunk ki, amelyikbe mar optimalis utat talaltunk

® Ha d(u) < e mindegyik kivalasztott csucsra igaz <
> afenti algoritmus 2. ciklusa n-1 iteracioval kiuriti Q —t
> megall, miutan a graf mindegyik csucsaba optimalis utat talalt
® Ha pedig egyszer a kiterjesztésre kivalasztott u csucsra mar d(u) = oo
> Q U {u} egyetlen eleme sem érhetd mar el az s csucsbol
» megallhatunk:
® mindegyik d-érteke vegtelen, m-érteke pedig ®

® mig a korabban, véges d-értékkel kiterjesztett csicsok éppen azok, 259
amelyek elérhetdk s-bdl, és ezekbe talaltunk is optimalis utat



Ellenorzo kerdesek

Implementalja a Dijkstra/Prim-Jarnik algoritmust szomszédossagi matrixos /
szomszedossagi listas grafabrazolas eseten! A prioritasos sort rendezetlen tombbel
reprezentalja!

® Mekkora lesz a miveletigeny?

® Lehet-e az aszimptotikus muiveletigenyen javitani a prioritasos sor kifinomultabb
megvalositasaval?

Mit szamol ki a Prim-Jarnik algoritmus?
® Szemléltesse a miUkodéset a kovetkezd iranyitatlan grafon, a d csucsbol inditva!
® a-b,0;d 1. b-¢,5;d, 2;e,3. c-e 2. d-e, 2.

® Mondja ki a biztonsagos élekrdl és a minimalis feszitofakrol szolo tételt! Definialja a tetelben
szerepld vagas es konnyU el fogalmakat! Hogyan kovetkezik a Prim-Jarnik algoritmus
helyessége ebbdl a tételbdl?

® Mekkora az algoritmusnak az el6adasrol ismert miveletigénye, és milyen feltételekkel?



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd AsvanyiTibor: Algoritmusok és adatszerkezetek II.
el6adasjegyzete alapjan késziilt.




Algoritmusok es
adatszerkezetek I.
8. Eloadas

DAG legrovidebb utak egy forrasbol.
Negativ kor, Sor-alapu Bellman-Ford
algoritmus, menetek, negativ kor
keresese.




Tartalom

® DAG legrovidebb utak egy forrasbol (DAGshP)
® DAGshP tetelek

® A DAG legrovidebb utak egy forrasbol algoritmus szemléltetese

® Sor-alapu (Queue-based) Bellman-Ford algoritmus (QBF)
® OBF mukodese

® A negativ korok kezelesevel kiegeszitett struktogramok

® OBF elemzese

® Ellenorzo kerdesek




DAG legrovidebb utak egy forrasbol (DAGshP)

® Elofeltetel: A G : G, graf iranyitott, es a grafban nincs s-bol elerhetd iranyitott kor

® Nincs a grafban s-bdl elerheto negativ kor -> a legrovidebb utak egy forrasbol feladat
megoldhato.

® Az algoritmus ellenorzi az elofeltetelet - N
hD.‘jLGHll(]l‘tﬂﬁtpﬂtllﬁ({? Guwis: V) V)

y

® Ha teljesul, a DAGshortestPaths() fUggveny ©
ertekkel ter vissza

S : Stack ; rlff:g V=0
topologicalSort(G. s, deg, S)
® KUlonben megtalal egy iranyitott kort, aminek \ deg — © /
egyik csucsaval ter vissza

DAGshPs(G,S) SKIP

® Ebbol indulva a m cimkek menten a kor forditott
iranyban bejarhato return deg




DAG legrovidebb utak egy forrasbol (DAGshP)

® Atopologikus rendezés csak az s-bdl elerhetd reszgrafot probalja
topologikusan rendezni.

® Atime nevU valtozora es a hozza kapcsolodo utasitasokra csak a
topologikus rendezes szemleltetesenek megkonnyitese vegett van
szUksegunk.

® Ezek az implementaciokbol elhagyhatok

> a vonatkozd utasitasok szogletes zarojelben

® Time: az egyszerUseg kedveert globalis

Iﬁ.npuln:lgin:-.ulS{:-rt.(G‘ G s, &deg: VS St::u:ﬁ‘EI
[
Yu e G.V
color(u) := white ; m(u) := ©

[time := 0] ; DFvisit(G, s, deg, S)




s [L)l"\'ia‘il (GG u:V; &time: ND

d(u) := + + time ; color(u) := grey

Vv e G.A(u)

color(v) = white /
m(v) == u color(v) = grey
DIEvisit backEdge SKIP
(G, v, time) (u, v) s

DAG legrovidebb utak egy
forrasbol (DAGshP)

f(u) := + +time ; color(u) := black

(D_%(_}th-‘x:(; G, S Slm-lﬂ)
[

Vv e GV

d(v) ;=00 ; m(v) :=Q // distances are still oo, parents undefined

m(v) = parent of v on s~ v where d(v) = w(s~v)

MT(n,m) € O(n + m)

s := S.pop()

d(s) : s is the root of the shortest-path tree

u

5

oing to calculate shortest paths form s to other vertices

Ly
[

mT'(n,m) € O(n)

=S asEmptv()

check. if s~~u—wv 1s shorter than s~~v before

Vo e G.A(u) - d(v) > d(u) + Gaw(u,v)

m(v) :=u; dv) :=d(u) + Gw(u,v)

w = S.pop() // s~u is optimal now




DAGshP tetelek

1.Tetel. A legrovidebb utak egy forrasbol algoritmus az s-bol
elerheto csucsokba optimalis utat talal. Az s-bol el nem érheto x
csucsokra d(x) = 0 ésm(x) = ® lesz.

® Bizonyitas.
® Azs-bolinditott reszleges topologikus rendezés

® azs-bol elerheto csucsokat teszi az S verembe

® a megfelel6 sorrendben



Bizonyitas folytatasa

>pontosan ezeket a csucsokat terjesztjuk ki, a topologikus sorrendnek megfelel6en
® Atobbix csucsra az inicalizalas eredményeként d(x) = o és (x) = ® marad
® ui. ha egy csucs nem érheto el s-bol, akkor egyetlen G-beli megelozdje sem
® Elegendo belatni, hogy amikor egy u csucsot kivalasztunk kiterjesztesre
® (el6szérazu:=s, kés6bb az u := S.pop() utasitassal)

» u-ba mar optimalis utat talaltunk

® Az eldbbi allitas u = s esetben nyilvan igaz



Bizonyitas folytatasa

® TegyuUk fel, hogy adott v # s csucs kivalasztasa elott mindegyik
kiterjesztesre kivalasztott csucsra igaz volt

® Mivel a v csucsnak topologikus sorrend szerinti €s igy a G-bell

megelozoit is a v kivalasztasanak pillanataban mar kiterjesztettik a v
opt

N\

csucsnak adott s v Uton vett kozvetlen u megeldzdjet is

®* megpedig ugy, hogy u-ba a kiterjesztesekor mar optimalis utat talaltunk

® igy legkesdbb az u — v él feldolgozasakor v-be is optimalis utat talaltunk mar



® s=aq

® (A duplanyilak a mélységifa fa-éleit jelolik.)

® Ezutan aszokasos inicializalasokat kovetden
a csucsokat a topologikus sorrendjuknek (S)
megfelel6en terjesztjuk ki

® ElGszor topologikusan rendezzik az s-bdl elérhetd részgrafot

A DAG legrovidebb utak egy forrasbol algoritmus
szemléltetése

(@
a— b, -2:d. -3 :e. (.
) - f o 1/10 2/9
b —=e 1:1 3. VAR AN
. i | \ 1 ]
¢ — b, 1:1f 3. o . o/
. 0 3
e —d. -4 f 2. -3 1 ]3
S={(a b e f d D = o
( ‘ > \ (_l/'l ] S L £ J
4/5 3/8 6/7
€

® Alegrovidebb utak faja s = a esetén

® Az s-bél elérhetetlen csucsot vagy csucsokat is feltlintetjiik, oo d értékkel

eN- changes of d and 7 labels
pand | a b ¢ d e f
dV |00 | 00 |8 | x® | o® | 00
() a -2a -Ja () a
-2b -1b | 1b
-le -He
1f
@
0 -2 o0
Lo ONNG
|,/;_|-\:-~—ef{'\: n'ff\‘.
R N NS
5 -1 1

€




Sor-alapu (Queue-based) Bellman-Ford
algoritmus (QBF)

® Elofeltetel: Nincs az s-bol elerheto negativ kor.

(Iranyitott graf esetén lehetnek negativ eélsulyok.)

® Tarjan Robert Endre amerikai matematikus elemezte és publikalta

® Breadth-first Scanning neven

® QBF ~ szelessegi kereses
® de az utak hosszat a Dijkstra, a DAGshP es a Bellman-Ford algoritmushoz hasonloan

® mint az Ut menti elsulyok 6sszegét hatarozza meg



Sor-alapu (Queue-based) Bellman-Ford
algoritmus (QBF) mUkodese

Kezdetben csak az s start (forras) csucsot teszi a
sorba.

Inicializalasok ~BFS-hez
FO ciklus: a sor elso elemét kiveszi és kiterjeszti,

Kilonbseg: mindegyik kozvetlen rakovetkezojere
vizsgalat
® nem talalt-e bele révidebb utat mint eddig

Ha igen: megfelel6en modositja a d és a  értekét

Ha a modositott d és m értéky csucs pillanatnyilag
nincs benne a sorban, beteszi a sor végére

f

QQBI-'[G : lgw - VJ)
Yue G.V
d(u) =00 : w(u) =0 : inQ(u) := false
d(s) =0

@ : Queue ; Q.add(s) : [inQ(s) := true]

=0 sEmptv()

alse

u = Q.rem() : inQ(u)

=7
Yo e G.A(u) : d(v) > d(u) + G.w(u,v)

d(v) :=d(u) + Gw(u,v) ; 7(v) :=u

—inQ(v)

Q.add(v)

nQ(v) ;= true

SKIP




QOBF mUkodese

® A sor (Queue) adattipusra nincs ,,€” mUveletink

® vagy atlatszo sor tipust kellene bevezetnink es megvalositanunk

® vagy minden v csucsra ertelmezink egy inQ(v) logikai értékl cimkeét
® lgaz <> amikor v eleme a sornak

® Implementacioja:
® felteve, hogy a csucsokat 1-t0l n-ig sorszamoztuk

* inQ/1:B[n]



QOBF mukodese

® Eredmeny:
® Ha nincs a grafban s-bdl elerheto negativ kor:

opt

N\A

® minden s-bol elerhetd v csucsra meghatarozott egy s v utat

® Ures sorral megall
® Ha a graf tartalmaz az s-bol elerhetd negativ kort
® akiterjesztesek egy ilyen menten ,korbejarnak”
> a sor sosem Uril ki

> ésaz algoritmus vegtelen ciklusba kerul



A negativ korok kezelese

® Bevezetjuk a graf v csucsaira az e(v) cimket

® Ennyiélt tartalmazs ~v

® Ha nincs a grafban s-bdl elerhetd negativ kor <& QBF futasa soran minden, a fo
ciklusban kezelt v csucsra e(v) < n

® Forditva: Ha van a grafban s-bdl elerhetd negativ kor <& a QBF futasa soran
van olyan, a fo ciklusban kezelt v csucs, amelyre e(v) = n.

® Hae(v)=n
> v csUcs része egy negativ kornek, amit a csucsok  cimkei mutatnak meg

>vagy a m cimkeken keresztil el lehet beldle jutni egy ilyen negativ korbe, ami
graf csucsainak n szama miatt 6sszesen legfeljebb n lepesben azonosithato



Valtoztatasok az algoritmusban a negativ korok
kezelesehez

Az s-bol elért v csucsokra a d(v), a m(v) és az inQ(v) mellett az e(v) cimket is
nyilvantartjuk
Ha valamely (u, v) él mentéen vegzett kozelités soran e(v) = n

> meghatarozzuk valamelyik negativ kor egyik csucsat

> az algoritmus ezzel ter vissza
Ha a QBF futasa soran mindegyik kozelites utan e(v) < n

> res sorral allunk meg

> Az algoritmus © extremalis hivatkozassal tér vissza
o)

Az igy kiegeszitett QBF muUveletigénye: [ O(n*m)




kiszamitunk egy s

szemleltetese

® Mindegyik s-bdl elérheto v csucsra

o0
2 v utat
N\

@

a—b,3:c, 1.
b —d, —2.
¢ — b, —1.
d — ¢, 3.

® Alegrovidebb utak faja s = a esetén

A legrovidebb utak faja meghatarozasanak

eX- changes of dme Q)

pand a b ¢ d Queue
dVe 000|000 |x® | 00 (a)
Da ) Jal | Tal (b.c)
3bl Ih2 | (e d)
lel 0c?2 (d.b)
1d?2 (bh)
0h2 —2b3 | (d)
—2d3 ()

® A csucsoknal csak a d értékeket tintetjik fel

3 )




A negativ korok kezelesenek szemleltetese

) eX- changes of dme Q) :
pand a 5 ¢ d Queue
dVe 0900|000 | 0® | 0® (a)
Oal Jal | lal (b, c)
Sbhl Ih2 | (e.d)
lel 0c?2 (d, b)
1d2 (bh)
C}: 0h2 —2b3 | (d)
h > —2d3 0d@ 0
® Itt megallunk, merte(c)=4=n

> negativ kor talalhato a c csucs Ssei kozt

® Ameértekek szerint visszafele haladva megtalalhatjuk a negativ kort




® Egy tetszoleges vcsucsd, m
es e cimkejenek modositasa
utan a v csucsot a sor végere
tesszik <

® e(v)<n

® vnincs benne a sorban

® Ha biztosan nincs a grafban
s-bol elerheto negativ kor

> az algoritmus fentebbi
valtozata alkalmazhato

A negativ korok kezelesevel kiegéeszitett
struktogramok

-

lﬁ_‘}Bl’[G G, 5 V) 13.
|

Yue GV

du) :==00: w(u) ;=0 : inQ(u) := false

d(s) =0:¢e(s):=0:n:=|G.V|

@ : Queue : Q.add(s) : inQ(s) := true]

= 1sEmpty()

u = Q.rem() ; inQ(u) := false

Vo e G.A(u) : d(v) > d(u) + G.aw(u,v)
d(v) :=d(u) + Gw(u,v) ; m(v) = u

e(v) =e(u)+1

e(v) <n

—1nQ(v)

return FindNegCvele(n, v)

negative cycle 1s available

Q.add(v)

inQ(v) = true SKIP through the 7 labels from v

return © // Shortest-path tree computed




A negativ korok kezelesevel kiegeszitett
struktoaramok

"’-— ool veloln - I PA R _‘h|
l\lllltl_\{h( vele(n: N v V) ‘I/f,

Find a vertex of a negative cyele, through
the 7 labels from v, maximum in n—1 steps

— —n >0

v = m(v)

return v v 1s a vertex of a negative cvele




A sor-alapu Bellman-Ford algoritmus (QBF)
elemzese

® Az alabbi elemzésben arra az esetre szoritkozunk, amikor nincs a grafban s-
bol elerhetd negativ kor.

® Az algoritmus helyessegenek bizonyitasa es az algoritmus hatekonysaganak
vizsgalata szempontjabol is alapvetd a QBF futasanak menetekre bontasa

10. Definicio. Menet rekurziv definicioja:

® 0. menet: a start csucs (s) feldolgozasa

® (j+1). menet: azi. menet végén a sorban levo csucsok feldolgozasa



Az S

opt

A

v utak megkeresesenek szemléeltetese

/ 1y 7
menetszamlalassal
a— b, 3¢, 1.
b —d, -2. eX- changes of dme Q :
¢—b, -1 pand a b ¢ 8| Quene | Pass
dVe 000 | x| 00| 0O (a)
Da Sal | lal (b, ec) | O
) 3bh1 I1h2 | (e.d) | L
lel 0c?2 (d, b)) | 1.
1d2 (h) 2.
0h2 —2b3 | (d) 2.
—2d3 () 3.




QOBF elemzese

11.Tulajdonsag. A graf tetszoleges u csucsara

® has-bol nem erheto el

. ® ak.menetelejen
negativ kor

pt

mar d(u) = w(s O,v U)

® @ésazucsucsbavezet
® és<s,..., m(), m(v),

kélbl allé s °Pt u Gt kg
At u> egy optimalis Ut

® Bizonyitas. k szerinti teljes indukcioval



QBF elemzese

12.Lemma. Ha s-bdl nem erhet6 el negativ kor

opt

>tetszc’5|eges u elerhetd csucsra3 s " v Ut, ami legfeljebb n-1 elbdl all

® Bizonyitas.

® Ebben az esetben az s-bdl induld kormentes utak hossza < mint a kort is tartalmazok
® Tetszoleges kormentes utnak viszont legfeljebb n-1 éle van

>Véges sok kdrmentes Ut van a grafban

> s-bé| tetszOleges v csucsba is veges sok kormentes Ut van

® ezek kozott letezik egy optimalis



QOBF elemzese

13.Tetel. (A fenti Lemma és Tulajdonsag kovetkezménye)
Ha s-bol nem érheto el negativ kor

opt

>Tetszc'5|eges s-bol elerhet6 u csucsra van olyans ° ~ v ut, amit az n-1. menet elejere

mar a QBF kiszamolt

» Az n-1. menet vegeére kilrul a sor, az algoritmus pedig O(n * m) idoben megall

[ » MT(n, m) € O(n * m)

> Az elméleti mUveletigeny becslés: rossz hatekonysag



QOBF elemzese

® Gyakorlati tesztek: ©(n) atlagos mUveletigeny, ha
® Pozitiv elsulyu ® Nagyméret(
® Veéletlenszer(en generalt * s-bdl bsszefiiggd
® Szomszédossagi listas grafabrazolas eseten o (itka grafokra: (m € O(n))
= aszimptotikusan az elméleti minimummal
> Halozatokon valé Utkeresésnél alkalmazzak

® A halozatok jelentOs része nagymeretd, ritka graffal modellezhetd



Ellenorzo kerdesek

Mit szamol ki a Sor-alapu (Queue-based) Bellman-Ford algoritmus?
® Adja meg a struktogramjat!

® Mit ertink a fenti program futasanak menetei alatt? Mi a menetekhez kapcsolodo
alapveto tulajdonsag?

® Adjon az algoritmus miveletigenyere aszimptotikus felsd becslest, és indokolja is
allitasat!
® Honnét ismerheto fel, hogy van-e a grafban a startcsucsbol elérhet6 negativ kor?

Hogyan lokalizalhato egy ilyen negativ kor?

® Szemléltesse az algoritmus miUkodését az alabbi grafon, a b csucsbol inditva!

® b>c 2:e, 4. c>d -1:e, 1. d->b,-1:e,2:f 2. e->f -2.
I I 1 I A I I I I 1J1 I



Ellenorzo kerdesek

2. Irjale réviden, szoban vagy struktogrammal, azt a tanult algoritmust,

mellyel iranyitott, sulyozott, kormentes grafokra a leghatekonyabb modon

hatarozhatjuk meg a start csucsbol a tobbi csucsba vezeto legrovidebb utak

fajat! (Negativ elkoltsegek is megengedettek.)

® Mekkora a miveletigenye? Miert?

® Szemleltesse a mUkodéset az alabbi grafon, ahol a csucsok topologikus rendezese <a, b,
¢, d, e, f>, ésab astartcsucs! A legrovidebb utak fajat rajzolja is le!

® a->d, 2;f, 3. b->c¢, 2; e, 4. c->d, -1; e, 1. d->e, 2; f, 2. e->f, -2.



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd AsvanyiTibor: Algoritmusok és adatszerkezetek II.
el6adasjegyzete alapjan késziilt.




Algoritmusok es
adatszerkezetek I.
9. Eloadas

Legrovidebb utak minden
csucsparra. D és Pi matrixok,
Floyd-Warshall algoritmus;
graf tranzitiv lezartja.




Tartalom

® Utak minden csucsparra

® Legrovidebb utak minden csucsparra: a Floyd-Warshall algo...

® Floyd-Warshall algoritmus (FW)

® Alegrovidebb utak minden csucsparra probléma visszavezet...

® Graf tranzitiv lezartja (TC)

® A tranzitiv lezart algoritmusa

® Atranzitiv lezart kiszamitasanak visszavezetese szelesse...

® K6szonom a figyelmet!




Utak minden csucsparra:
(Floyd-Warshall es Tranzitiv lezart algoritmusok)

® Ket algoritmus hasonlosaga

292



Utak minden csucsparra:
(Floyd-Warshall es Tranzitiv lezart algoritmusok)

® Ket algoritmus kilonb6zosege



Legrovidebb utak minden csucsparra:
a Floyd-Warshall algoritmus (FW)

1. Jelolés. R_ =R U {oo}
® AzA/1:R_ [n, n] csucsmatrixszal adott élsulyozott graf alapjan meghatarozza:

® D/1:R_ [n, n] matrixot ahol D[j, j]

® aziindex( csucsbol a jindexU csucsba vezeto optimalis Ut hossza

vagy oo, ha nincs Ut i-bdl j-be.
/1 : N[n, n] matrixot is, ahol rt[j, /]

az algoritmus altal kiszamolt, az i indexd csucsbdl a jindex’ csucsba vezetd optimalis Uton a j csucs
kozvetlen megeldzdje, ha i #j és létezik Ut i-bol j-be

KGlonben nfj, j] = o.
294



Floyd-Warshall algoritmus (FW)

® Elofeltetel.

® A grafban nincs negativ kor. (Ezt az algoritmus ellendrzi.)

® Atovabbiakban graf csucsait
® 1-tdl n-ig indexeljiuk

® acsucsokat az indexuUkkel azonositjuk

* Azalgoritmus a <(D©) t?) (D® ) ... (D™, 7™ )>
matrixparsorozatot allitja elo, amit a kovetkezokeppen definialunk
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Floyd-Warshall algoritmus (FW)

=m 1 4 " k " " I /4 . /4 ” 4 4 4
2. Jelolés.i ~ jazicsucsbol aj csucsba vezetd ut, azzal a megszoritassal, hogy
A\

® azuton a kdzbenso csucsok indexe < k (i > k és j > k megengedett, tovabba i, j € 1..n és k € o..n).

k
3. Jelolés.i ~ jazicsucsbol ajcsicsba vezetd legrovidebb kdrmentes Ut, azzal a
opt

megszoritassal, hogy
® az uton a kdozbenso csucsok indexe < k.

® Hatobb ilyen Ut lenne, azt vesszik, ahol a kozbensd csucsok indexeinek maximuma a lehetd legkisebb.
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Floyd-Warshall algoritmus (FW)

4. Megjegyzeés. k szerinti indukcioval adodik, hogy

k k
® Haléteziki~njit=azi ~ j Ut egyértelmGen definialt (mivel nincs negativ kor)
opt

k
® i=jeseténi j=<i>
opt

® j#jesetén pedig

0
® J3i vj=<i > j))EG.E
opt
k
® k€1..nesetén pedigeqgyi ~ j uttal kapcsolatban két lehetdség van:
opt
k k-1 k k-1 k-1
i vj=i ~» \V [ »j=1i ~  k g

opt opt opt opt opt
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Floyd-Warshall algoritmus (FW)

- k k
w| 1 ~j |haleteziki ~»j
opt

5. Definicio. Dl.(]@: — !
oo hanem létezik i ~»j

_ k k
az I ~ juton aj csucs kozvetlen megeldzoje,hai # j ésléteziki ~»j,

) opt
6. Definicio. M~ = .

0 hai = jvagy nem léteziki ~»j
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Floyd-Warshall algoritmus (FW)

7 - Tulajdonsag.
D matrix: megegyezik a graf A csucsmatrixaval
D™ matrix: a kiszamitandd D matrix

8. Tulajdonsag.

n(o)_{i hai # j A (i,)) agraf éle
j~ |0 hai = j VvV (i,j) nem éle a grafnak

it (M matrix: megegyezik a kiszamitando m matrixszal
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(k=1)

(k—1)
>D 0

i ik D

o akkor DX = D 4 pU ) _ D

® kilonben Dl.(;‘) = Di(;(_l) A ni(]’,‘) _ 7Ti(]’f-l)

10.Kovetkezmeny. k € 1..n esetén:

(k) _ p(k-1) (k) __(k-1)
Dii"=Dyj ~ N it =Ty
® Jelentése:
D% matrix k-adik sora és oszlopa = D%
 © matrix k-adik sora és oszlopa = i k-2

=)

Floyd-Warshall algoritmus (FW)

9. Tulajdonsag. A 4. megjegyzés alapjan, k € 1..n esetén:

2

&

a D matrix kiszamitasahoz
nem kell segédmatrixokat
tarolni, mert

° Dl.(;{)csak

D(k_l)

(k=1) 1. nk-1)
ij D "es Dy
ertéekektol figg
k) _ pk=1)
>Dik =D;, es

(k) _ p(k=1)
ij —ij

/
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® 1. kettoOs ciklus

® Afizikailag is Iétezd D matrixot az elméleti
D©) matrix elemeivel inicializaljuk

Floyd-Warshall algoritmus (FW)

(Flﬂ}'(l“’arslmll(;"1,"1. D/1:Ry[n,n];w/1:N[n,n]) : [\\@

> negativ kort talaltunk
® Mdoveletido

® MT(n)€O(n3)

; , . =1ton
® 2. haromszorosan beagyazott ciklus : e 101;2 -
®  k=1-t6l n-ig kiszamoljuk D*v) -bsl DW —t o D[i, j] := Ali, j]
, . ng 2 iAAL
* fizikailag végig ugyanazt a D és m matrixot (%) i #J A Ali, j] < o0
hasznalva w[i, j] =1 w[i, 4] := 0
h cerix FE4t161Ab , k:=1ton
I’-Ia a D mat.rlx Oatlojaban negativ o(nb) —1ton
ertek jelenik meg j:=1ton

Dl[i, j] > Dli, k] + D[k, j]

Dli, j] := Dl[i, k] + DIk, j]

w[i, j] := w[k, j|

® mT(n) € ©(n?)

Ha van a grafban negativ kor

® 2. kUlsd ciklus 1.iteracidja alatt kiderilhet

— — SKIP
i =7 ADIii <0
return ¢ // i is in negative cycle SKIP
return (0 // shortest-path trees computed
301




A legrovidebb utak minden csucsparra
probléma visszavezetese
a legrovidebb utak egy forrasbol feladatra

® A 2 problema kozotti kapcsolat

® Floyd-Warshall (FW) algoritmus altal kiszamolt D es m matrixok i-edik
sora a legrovidebb utak egy forrasbol feladat megoldasa s = j esetere

® Megforditva, ha minden s € 1..n ertekre megoldjuk a legrovidebb utak
egy forrasbol feladatot => megkapjuk a legrovidebb utak minden
csucsparra problema megoldasat is



Nehany specialisabb eset

® Haagraf DAG
® MT(n, m) € ©(n * (n+m))
® Ritka grafokon: ©(n?)

> nagysarenddel gyorsabb, mint az FW algoritmus
® Sird grafokon: ©(n3)
® feltéve, hogy a csucsok tobbségébdl a graf nagy része elérhet6
> a gyakorlatban a nagyobb rejtett konstansok miatt lassubb futast eredményez

® Ha agraf elsulyozatlan

® Szélességi keresest alkalmazunk

’ ’ 303
® Hasonlo eredmenyek



Nehany specialisabb eset

® Ha a grafunk élsulyai nemnegativak

® a Dijkstra algoritmust minden s € 1..n értékre végrehajtva

Q)

® MT(n, m) € O(n * (n + m) = log n)

( c— 2

® Ritka grafokra: O(n? *log n)

>Aszimptotikusan lényegesen jobb, mint az FW algoritmus ©(n3 ) mlveletigénye
® S(rd grafokra: MT(n, m) € O(n3 * log n)
>Aszimptotikusan rosszabb felsé becslés, mint az FW esetén
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Nehany specialisabb eset

® Ha csak annyit tudunk, hogy nincs a grafunkban negativ kor

® QBF algoritmust minden s € 1..n értékre végrehajtva

® MT(n, m) € O(n * n *x m)

® alegrosszabb esetet tekintve,
és feltételezve, hogy nincs lényegesen kevesebb él, mint csucs a grafban

( CE— 2

> sosem ad jobb fels6 becslést, mint amit az FW algoritmus esetén kaptunk
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Graf tranzitiv lezartja (TC)

Az eljutas modja es koltsege most nem erdekel benninket.

11.Definicio. A G = (V, E) graf tranzitiv lezartja alatt
aTCc VxVrelaciot ertjik, ahol
(U, v) E T < ha G-ben az u csucsbol eléerheto a v csucs.
12.Jelolés. B = {o; 1}
® Agrafabrazolasaaz A/1: B[n, n] csucsmatrixszal
® Ha a grafunk csucsai az 1..n indexekkel azonosithatok

® (az esetleges elsulyoktol eltekintve)

Feladat. egy halozatban (grafban) honnéet hova lehet eljutni.
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Graf tranzitiv lezartja (TC)

® Atranzitiv lezartja abrazolasa: a T/1 : B[n, n] matrixszal
® Ahol TTj, j1 < ha az A matrixszal abrazolt grafban van Ut az i csucsbol a j csucsba

® A T matrix kiszamitasahoz definialjuk a <7, T®, T > matrixsorozatot,
aminek utolso tagja magaval a T matrixszal lesz egyenlo

13.Definicio. T( ) & 3 in» j(k€o..nAi,jE1..n)

14 .Tulajdonsag. (A T matrixok rekurziv megadasa.)

* TP =ALAV(i=) (i,j€1.n)

(k=1) A (k 1)

VT,

® Tig.k)=T.(k_1) (k€1.nNi jE1..n) 307
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Graf tranzitiv lezartja (TC)

15.Kovetkezmeény.

* To0 =Ty VAT =T D (ker.nAjjEr.n)
> T8 matrix k-adik oszlopa és sora = T &9 matrixé. (k € 1..n)

> a T matrix kiszamitasahoz nem kell segedmatrixokat tarolni, mert
e Tig-k) csak a Tig-k_l) , a Tigck_l) ésa Tk(;-c_l) értékektdl figg
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A tra NZ It IIV Iezal rt (frau.*;itiw.(.‘-lm;urn(lflfl. T/1: Bn, n]j}
. i:=1lton
algoritmusa =Tt
T[i, 7] :== Ali, j]
T[i, 1] :=1
k:=1ton
® 1. kettds ciklusa = 1ton
® Afizikailag is Iétez6 T matrixot az elméleti j:=1ton
T © matrix elemeivel inicializaljuk T[i, j] := T[i, j] V (T[i, k] A Tk, j])
® 2. haromszorosan beagyazott ciklusa \_ J

® k=1-t6l n-ig kiszamoljuk T *k-2-bg| T (K —t
® Fizikailag végig ugyanazt a T matrixot hasznalva
® TIi, j10j értékenek kiszamolasakor az elméleti matrixsorozat Tis-k) elemét hatarozzuk meg
® Az értékadas végrehajtasa el6tt még

: k-1
o T[’/.I—.|=Ti§- )/

, k k-1) . k k-1 399
T K =Ty =T D és Tk A=Te =TS

> mindegy, hogy a masodik kilsé ciklus adott iteraciojan beldl a TTj, k], illetve a T[k, j] mar értéket kapott-e



A tranzitiv lezart algoritmus elemzese

/ (Fraus;itiw.(.‘- losure(A/1,T/1 : Bn, n]j} \
|

1:=1ton
G)(n 2) J:=1ton
T(i, j] := Ali, j]
T[i,i] :=1
k:=1ton
\ 1:=1ton
e (n 3) j:=1ton

q T TVTRANED ]

® Muiveletido: T(n) € ©(n3)

® ATCeésazFW kapcsolata: TTi, /] <& DI[i j] < oo (i, E 1..n)
P 1) 1) 1)
® TC: egyszer(bb feladat, hatékonyabb megoldas (az egyszeribb ciklusmagok miatt)
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A tranzitiv lezart kiszamitasanak
visszavezetese szelessegi keresesre

® Aszelessegi keresés utan

® s=jesetben éppen azok a csucsok lesznek feketék, amelyek elérhetdk i-bol

> A szelessegi kereses egyszerUsitett valtozatat alkalmazva
® ahol TTj, j] < color(j) # white = a T matrix megfeleld sorat kapjuk meg

® MT(n, m) € ©(n + m) mUveletigénnyel

> A matrix dsszes sorat igy ©(n * (n + m)) maximalis futasi idovel kapjuk meg

U ® Ritka grafok esetén ©(n?)
> azaz aszimptotikusan jobb, mint a TC algoritmus

[] ® SUrG grafok esetén ©(n3) T

> amia gyakorlatban hosszabb futasi id6t eredményez, a nagyon egyszer( TC algoritmussal
odsszehasonlitva 311



Ellenorzo kerdesek

Mit szamol ki a Floyd-Warshall algoritmus? Mekkora a mdveletigénye n csucsu graf
esetén? Miert?

® SzemléltessUk a mUkodését az alabbiiranyitott grafon a (D©); mw©); ... ; (D®); t ®)) matrix
parok megadasaval!

® Rajzoljuk le a legrovidebb utak fait, amiket az eredménybdl kiolvashatunk!
® 1->3 1. 2->1,0;3,2. 3->1,1; 2, 2.
Mit jelent egy graf tranzitiv lezartja, amit Warshall algoritmusa szamol ki?

® Tegyuk fel, hogy a grafnak n csicsa van! Mi a <T®: k €0..n> matrix sorozat definicidja? Mi a

rekurziv keplete?

Adja meg az algoritmus struktogramjat! Mekkora a miveletigénye n csucsu graf esetéen?
Miért elegendd egyetlen T matrix a programban?

® Mutassa be az algoritmus mUkodéseta 4 ->3.  3->2. 2 ->1; 4. iranyitott grafon!




Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd AsvanyiTibor: Algoritmusok és adatszerkezetek II.
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Mintaillesztes (String-matching)

1. Jelolések. (Notations)

°* N={i€Z|izo0} i k={jEN|isj<k}
li..k)={jeN|i<j<k} (i..k)={jeN|i<j<k}
® >={o,0,...,043azabéce (alphabet), aholdeENAd>0

® T:Z[n]aszoveq (text), ami betlk egy sztringje o-tdl n-1-ig indexelve.
® TL..)=Tl..j-1]
® P:2[m]aminta (pattern), aholo<m<n.
® Atovabbiakban feltesszik, hogy
® T:X[n]ésP:2[m],

® ahosszuk, azaz m és n valtozatlanok, ahol 1 < m < n (a minta nem Ures, és legfeljebb olyan hosszu, mint a széveg)

® Feladat:
® AT:ZX[n]szovegben keressik a P : 2[m] minta el6fordulasait (occurrences)
® Mas szavakkal a T szévegben P minta azon eltolasait keressik, amelyekre T[s . . s+m) = P[o..m)

® Ezekre az eltolasokra s € o.. n-m nyilvanvaldan teljesul. 16



Mintaillesztes (String-matching)

2. Definicio. s € 0..n-ma P minta lehetseges eltolasa (possible shift) a T szévegen
® s€o..n-mérvenyes eltolas (valid shift), ha
® T[s..s+m)=P[o..m)
® Kuilonben s € o..n-m érvénytelen eltolas (invalid shift)
3. Probléma. (Mintaillesztes.)
® Azeérvényes eltolasok V halmazat szeretnénk meghatarozni

® Ehhez eltolasok egy S halmazaba gyUjtjik a mintailleszto keresések futasa soran talalt érvényes
eltolasokat

® A problémat megoldo algoritmusok kozos utofeltétele S =V, ahol
® V={s€o..n-m|T[s..s+tm)=Plo..m)}
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® Pelda: AP[o..4)=BABA mintat keressUk a T[o . . 11) = ABABB ABABAB szOvegben

= /B( sikertelendUl illesztette.)

® Brute-force (nyers ero) algoritmus:

B: B-t sikeresen illesztette a sz6veg megfeleld betujére

/ , . M u————
(BruteForce(T : X[n] ; P : X[m]: 5 :N{}))

EgyszerU mintaillesztes (Naive string-matching)

|
S :={}

s:=0ton—m

match(T, s, P)

T[s..s+m)= P[0..m)

S :=5uU{s} SKIP

Sorban megvizsgaljuk a lehetseges eltolasokat, és kiszlrjik kozUluk az érvényeseket

Llllﬂl'i'lh T:%X[]:s:N:P:X[m]): B)

"

check, whether T[s..s+m) = P[0..m)

7:=0

j<mAT[s+ j] = Plj]

J++

return j = m

011 (2131456781910
A|BlA|B|[B|A|B|A|B|A|B
BlA[B[A
B|A|B|A
BlA|[B[A
B|A|[B|A
B|A|B|A
BlA|[B[A
BlA|B|A
ElA[B[A
S={46}=V
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® AT[s..s+m)=P[o..m)egyenldsegvizsgalatra:
*  MT.(m) € O(m)
® mT,(m)€ O(a)

» Innét a teljes algoritmusra:
[~

[’ ® MTgn, m)€O((n-m+1)*m)

[

[’ © mT,{n,m) € BN -m+1)

>1*n2n—m+1>n—k*n:(1—k)*n,
ahol1>1 - k> o konstans

> AO(- ) fuggvenyosztalyok definicioja szerint:
® n-m+1€0(n)

® (n-m+1)*xm€eOB(n=*m)

Algoritmus muveletigenye

g match( T: X[ : s :N; P:X[m] ) : B)

-

check, whether T'[s..s4+m) = P[0..m)

7:=0

j<mAT[s+ j] = Plj]

J++

return j = m

® Ha egy feladatosztalyon valamely o < k <1 konstansram <k * n

- ST D . . g . D)
lkBrnwl'm'rmT :X[n|: P:X[m]:S: \T{}Jj

|
S :={}

s:=0ton—m

match(7,s, P) // T|s..s+m) = P[0..m)

S:=SuU{s} SKIP




Muveletigeny*

> az - * ) relacio tranzitivitasa miatt:

4. Kovetkezmeny. Ha egy feladatosztalyon valamely k konstansrao<k<i1Am<kxn

ﬂ » mT,x(n,m) € O(n)

[] > MT,n,m) € ©(n * m)

® Ha egy feladatosztalyon m az n-hez képest nem is elhanyagolhato
® azazvalamely e >okonstansramzexn =>eg*n*n<nxmsn%*n

® Kovetkezésképp n * m € ©(n?)
® EbbOl + 4 kovetkezménnyel adodik az alabbi eredmény:

5. Kovetkezmény.
Ha egy feladatosztalyon az € és a k konstansokrao<e<k<iAe*xnsms<k*n=|| MT,{n,m) € O(n?) ﬁ]
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Quicksearch es KMP algoritmusok

® Agyorsabb kereses erdekeben:

® altalaban egynél nagyobb lépésekben néveljik a P[o . .m) minta eltolasat a T[o . . n)
szoveghez képest ugy

® biztosan ne ugorjunk at egyetlen érvényes eltolast sem

® Atényleges mintaillesztes elott egy elokeszito fazist hajt vegre

® nem figg a szovegtdl, csak a mintatol
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Quicksearch elokeszito fazis

® Quicksearch elokeszito fazisaban

az abéceé o elemeihez shift(o) € 1. .m+1 cimkéket tarsitunk, ahol P[o ..m) a keresett minta
® Ttho=T[s+m]

® shift(o) ertek: megmondja, hogy a T[s..s+m) =P[o..m) 6h utan legalabb mennyivel kell
(jobbra) eltolni a P mintat a szovegen ahhoz

® aT[s+m]alapjan legyen esély a mintanak a megfeleld szévegrészhez vald illeszkedésére

® 0 €P[o..m)eseten ashift(o) € 1..m értek azt mondja meg, hogy legalabb mennyivel kell
tovabb tolni a P mintat ahhoz, hogy a T[s + m] bet0hoz kerulo karaktere maga is o legyen.
Vilagos, hogy a g legjobboldali P-beli el6fordulasahoz tartozik a legkisebb ilyen eltolas.

o & P[o . .m) esetén shift(o) = m + 1 lesz, azaz a minta atugorja a T[s + m] karaktert.
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Quicksearch: initShift

y Shift(o)jelentése If:illil Shift (P : Z[m])}n
- |
® 0€EP[o..m)esetén: shift(c)e1..m [

® legalabb mennyivel kell tovabb tolni a P mintat ahhoz, shift(o) ==m + 1

hogy a T[s + m] bet0hoz kerUl6 karaktere maga is o legyen j=0tom-1
shift(P[j]) :=m —j

® aolegjobboldali P-beli el6fordulasahoz tartozik a
legkisebb ilyen eltolas

) . o A\B|C|D
® o0& P[o..m)esetén: shift(o)=m+1 nitial shift(@) |5 15 |5 |5
® azaz a minta atugorja a T[s + m] karaktert C !
A 3
® Az abeceé meéretet konstansnak tekintve: T, .c.(m) € ©(m) D
® AP[o..4)=CADA mintaval az initShift() mikodése: — fﬁ ) i
Imal shiftlo 3]
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D16 T 8910 11) 12 13 14 15

Quic

e

16

17

ksearch algoritmus

18

19 200 21] 22

AlB|C|A| DA B|C|A| BlA D

A

C

A

DA D A

R
NN -]
| 1] | 2
S| | | «

1‘ mT(n,m) € © (ﬁ + m)

ClAIDA

® (pl.haT[O..n)ésP[0..m)diszjunktak)

® MT(h,m)€E€O((n-m+2)*m)

® (pl.haT=AA.. AésP=A...A)

® Osszehasonlitas az egyszer( mintaillesztéssel
® mT(n) nagysagrenddel jobb
® MT(n) egy kicsit rosszabb

® Tapasztaltok szerint az atlagos futasi id6 inkabb a
legjobb esethez all kdzel

® |dokritikus alkalmazasokban

Egy stabilabb futasi idejd, minden esetben
hatekony algoritmusra lenne sziksegink

4 Q:_Qlli('l{f_';{"rll'('h:T ; E[n]l: P:X[m|: S: N{}D
initShift(P) : S:={} :s5:=0
s+m<=n
match(T,s, P) // T[s..s+m) = P[0..m)
S :=8SU/{s} SKIP
s+m<n
s+= shift(T[s + m]) breagk




Mintaillesztes linearis idoben
(Knuth-Morris-Pratt, azaz KMP algoritmus)

0]

U ® A KMP algoritmus futasi ideje : ©(n) (minden esetben)

® alegjobb és a legrosszabb eset kozott korilbelUl kétszeres szorzoval

> hatekony mUkodeés es nagyon stabil futasi ido

® Sohasem lep vissza a T szovegen
® Ellentétben az el6z6 megoldasokkal

» a KMP algoritmus konnyen implementalhato szekvencialis fajlokra.
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Specialis jelolesek:

6. Jeldlések . Ha x és y két sztring =>
® X+ yakonkatenaltjuk.
® PlLx=ABésy=BAeseténx+y=ABBAésy+x=BAAB.
€ az ures sztring.
® Nyilvan tetszdleges x sztringre x + € = X = € + X.
X E y (x az y prefixe) jelentése: Az sztring : x + z = .
® (¢, A/AB,ABB,ABBA E ABBA)
X C y (x az y valodi prefixe [proper prefix]) jelentése: x E y A xzy.

® (¢, AAB,ABB CABBA)
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Specialis jeldlesek:

6. Jeldlések. Ha x és y két sztring =

® x 3y (xazy szuffixe) jelentése: Az sztring : z + x = y.
® (ABBA,BBA,BA, A, € ZABBA)

® x 3y (xazy valddiszuffixe [proper suffix]) jelentése: x 2 y A xzy.
® (BBA,BA, A, € TABBA)

= P;=Plo..j)=Plo..j-1] (csak ebben az alfejezetben)

® P;aPsztring j hosszusagu prefixe, azaz kezdoszelete.

® P =¢€azires prefixe.

n

T.=Tlo..i).
» minden sztringnek szuffixe az Ures sztring, azaz P, JP;(j €o..m),

» minden nemiires sztringnek valodi szuffixe az dres sztring, azaz P., IP;(j €1..m).
- . 327



Sztringek tulajdonsagai

7 - Lemma. Szuffix kiterjesztesi (Suffix-extension) lemma

328

° Pj ST AP[jl=T[]= 'D:j+1 =1 Py
P
T:?'
T:?'—I—l
®* P,aP,APl=P[l=P,, 3P,
* & K R-i—l—l
P
P,y




Bevezetés a KMP algoritmushoz

® Pelda:

® Feltesszuk, hogy van egy hosszabb T szovegink, de most ennek csak a
TTi-5 . . i+2] = BABA BABB részet vesszuk figyelembe.

® AmintaaP = BABABB
® Az aktualiseltolasi- g
® Asikeresen illesztett betUket alahuztuk

A sikertelentl illesztett karaktert pedig athuztuk

Iig | Tiy | Tig | Tia | T | T3 | Tina
B A B A B |A| B
B|A|B|A|B|E
B|A|B|A|lB .




Pelda megoldasa

i‘_‘:l

| |1

.
N

P | i
|

o] w73
o] ol

N P__5 = T[i-5..1), de P[5]#T[i]
> i-5 egy ervenytelen eltolas (3. sor)

» P minta (i-5)-nél nagyobb eltolasat keressuk
® Elvarasok az eltolassal:
® T,alapjan esélyeslegyen, hogy érvenyes
® Ne ugorjon at esélyes eltolast.
>Tszbveg korabban megvizsgalt, elso i betuUjet (T, kezdOszeletet vesszik figyelembe)

® |géretes eltolasok:

- (I '4)1 (I '3)1 (i_z)l (I '1)1 I
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Pelda megoldasa

® P =Tli-5..1), de P[5]=T[]

® |géretes eltolasok:

® (i-4)és (i-2) eltolas

® (i-4): T.,=Abetlvel a P, =B szeretnénkilleszteni

® (-2): T 7P,

» Sikertelen => érvénytelen eltolasok
® (i-3), (i-1) és i eltolas

® (i-3): Tli-3..)=BAB=P,

® (i-1): Tli-1..)=B=P,

* i Tli.)= P,

» Sikeres => esélyes, hogy érvényes eltolasok

eltolast

Tis | Tiw | Tig | Tin | Tia | Ti | Tip | Tis
. B|A|B| A | B |A| B | B
Pe=| B | A|B|A|B |B
E1A| B |A B | B
L |A| B \J

® Haaharom kozil a nem a legkisebb eltolast valasztanank => atugornank egy érvényes
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Pelda megoldasa T T[T [T [T 7L 7 [T
Ps=| B | A|B|A|B[E
® Tehat P mintanak alegkisebb, S Bl1A[BJA|B|B

az aktualishoz kepest tovabbi eltolasat keressik

® hogyaminta P kezdoszeletenek aza P, (o < k < 5) prefixe, ami meg a széveg T[i-k . . i)

resze alatt van, illeszkedjen arra
® (azazP,=T[i-k..i),vagy P.,3T,) (4. sor)
® Eza P, -t meghatarozo legkisebb tovabbi eltolas legfeljebb 5

* mertP,3T,
® Ezzel a P,-t meghatarozo eltolassal biztosan nem ugrunk at egyetlen érvenyes eltolast sem.

® A peldaban ket betGUvel kell tovabb tolni a mintat es k=3
® PI[3]1=TIi], Pl4] = [i+1] és P[5] = T[i+2]

>i—3 egy ervenyes eltolas
/4 /4 /4 /4 " /4 /4 /4 332
® Barmely ennel nagyobb eltolas atugorta volna az i-3 ervényes eltolast.



Bevezetés a KMP algoritmushoz

® Hogyan lehetne a k erteket hatekonyan meghatarozni altalanos esetben?
= azel6zd gondolatmenethez
* Altaldnositas:
®* Minta: P,
® Szoveq: T,
® j€1..m, ahol
® az aktualis eltolas : i-j
*P,=Tli~j..)azazP, 2T,
® (P[[1#TI V= m)
® Atovdbbieltolds + k = j

» Nagyobb tovdbbi eltoldshoz kisebb k érték, mig
kisebb tovabbi eltolashoz nagyobb k érték tartozik
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® ahol ez a tovdbbi eltolas < j (vi.P., 3 T))
> ka legnagyobb h, amire P, 3 T A o < h <jteljesil
® Ezt aleghosszabb P, -t keressik

® Tovabba P, T, ekvivalensa P, 3P, relacioval

® Ennek hosszat a  prefix flggvény hatarozza meg.

Bevezetes a KMP algoritmushoz

® kalegkisebb tovabbi eltoldshoz tartozik, amelyre P, 2 T,

Z Azaz: a leghosszabb P, -t keressik, amire P, 3 P,
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r prefix flggveny

9. Definicio. () = max{h€o..j-1|P, 3P }(jE1..m)
® Azazaleghosszabb P, -t keressik, amire P, C P AP, P,
* (P,a P, prefix-szuffixe)

10.Tulajdonsag.j€1..m=>n()€Eo..j-1

® Bizonyitas.

® 9. definicio szerint: m(j) a 0 . . j - 1 eqgy reszhalmazanak a maximuma.
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r prefix flggveny

1l.lemma.jE[1. . m>n(j+1)sn(j)+1
® Bizonyitas.
® Ham(j+1)=0=n(j+1) = 0 < 0+1 < m(j)+1
® mivel () =2 0 (22. tul.)
® Ham(j+1)>o0
> (9. def. szerint) P,y uuyaes = Priony 2 Ps

> (7. lemma) P,

(j+1)-1 — Pj

> (9. def) m(j + 1) - 1 < m(j)
> m(j + 1) < m(j) + 1.
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® Alkalmazzuk:

® Megoldas:

Pelda: m fGggveny kiszamitasa
® Pg=Plo..8)=BABABBAB mintara
9. Definicio. () =max{h€o..j-1|P,3P;}(j€EL..M)

10.Tulajdonsag.j€E1. . m=>n()€o0..j-1

1l.lemma.jE[1..m)=>n(j+ 1) <n(j)+1

(]
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Pelda: mfiggveny
kiszamitasa

® Megoldas:

® Minden esetben: m(1) =0 (10.sz.:m(1) €0 .. 1-1) B
® mn(2) =0 (21.5z: mfv.max1-gyel nd, B A BA) BA
® m(3)=1(11.52:m(3)<1P,=BaBAB= P, =>9.52.m(3) 21) BAB
® m(4)=2(11.52:m(4)<2P,=BABABA = P.,=>9.52.1(4) 2 2) BABA
® n(5)=3(~) BABAB
® n(6)=1(m(6)<4; P,=BBABABB=P,) BABABB
* P,=BABAZABABABB =P, P_=BABABABABB =P, P, =BAZ BABABB =P,
* n7)=2(~) BABABBA

n(8)=3(~) BABABBAB ™




Pelda:
® Minta: Pg =Plo.. 3) = BABA BBAB
= Szovegq: Ig=T[o.. 18) = ABABAB ABBABA BABBAB

[ = |0 |1 | 2134|5078 |9 | 10]11 1213 14| 15] 16| 17

|l
|
|l
e

(s
woll[o
o [

oo| 9| I
o
wslflow
SRS
|

ulflsy
([
os]{lew

S={3;10}=V 339




® Ciklus globalis invariansa:

® i-j aminta aktualis eltolasa A

A KMP algoritmus f0 eljarasa

’

® init(m, P)

Qif\ll-‘{’f: Yn|: P:X[m]; S : N{}D

® mprefix-fUggvény értekeit

0sszegyUjti a mtombbe

® Mduveletigény: ©(m)
® Utdfeltétele:

® Vj€1..m:nl]=n())

® FO eljaras:

® ciklusa az invariansan alapszik

® aholi-ja P minta aktualis

eltolasa a T szovegen

w/1:N[m]| ; init(m, P) // ¥Vjel..m: w|j| = n(j) @(h’l)
S={}:i:=7:=0 ‘
i<n @(n)
Plj] =TT
L+ -+ J++ 1=0
Jj=m
S:=85U{i—m L+t ) =T
Uomb | skp e
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A KMP(T, P, S) eljaras megallasa es
hatekonysaga

® A terminalas igazolasa
® init(m, P) eljaras muUveletigénye: ©(m) (bizonyitas késobb)

® KMP(T, P, S) eljaras miveletigénye: O(n)

®* KMP(T, P, S) eljaras ciklusa legfeljebb 2n iteraciot hajt vegre
® Eleg belatni, hogy a o ciklusanak a futasi ideje ©(n)

PmeE1..n=>az init(r, P) eljaras es egyeb inicializalasok ©(m) miveletigenye
aszimptotikus nagysagrendben mar nem modosit

® AfO ciklus legalabb n és legfeljebb 2n iteraciot hajt vegre

® Aciklus (Inv) invariansa szerint:i €o..nAj€o..(m-1)Aj<i g



A KMP(T, P, S) eljaras megallasa es
hatekonysaga

® legalabb niteracio
® azelsOiteracioelotti=o

® mindegyik iteracio legfeljebb eggyel ndveli az j valtozot

legalabb n iteracio szUkséges ahhoz, hogy
i=nlegyen, és az eljaras befejezddjek

® aciklusfeltételi<n
® legfeljebb 2n iteracid
® Tekintsik a 2i-j kifejezést!
® Azi€o..nAj€o..(m-1)Aj<iinv.tul.=>2i-j€0..2n =
® 2i-j=i+(I-))€Eo0+0..Nn+n=0..2n
® Azelsd iteracio el6tt 2i-j=0 =) legfeljebb 2n iteracio
utan megall a ciklus

® mindegyik iteracioval (mind a négy programagon) szig. mon. n6

végig 2i—j < 2n 342



A 1t prefix tomb inicializalasa

® A prefix tombot az init(m, P) eljaras tolti fel ugy, hogy:
Vk € [1..m]: w|k] = w(k)
® Amfuggveny definicioja:
n(j) =max{h €[0..j—-1]|P,2P,}
® Ennek kovetkezmenye:
® m(1) = 0, minden mintara
® ezértinicializalaskor:

® na]:=o
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A 1t prefix tomb inicializalasa

® Ciklus invarians
® A ciklust a kovetkezd invarians szerint szervezzik:
1<j<mA (Vk €[l..jl:n[k] = n(k))
® Kezdés:
* ji=1
® ekkor azinvarians marigaz (mert n{1] = 0)
® Ciklusfeltétel:
® j<m(addigigaz, amig a m tombot még nem toltottik fel.)
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A 1t prefix tomb inicializalasa

® Kovetkezo ertek szamitasa

® Feladat: m(j+1) meghatarozasa (= nfj+1])
n(j+1) =max{h € [0..j] | P,2P,.}
® Két eset:
® pozitiv ertek
*Han(+1)>o0,=>n(j+1) =max{i+1€[Ll..j]IP,,TP,,}
® A szuffixkiterjesztési lemma alapjan: P,,, 3P, < P,2P AP[i] = P[j]

® 0, ha nincs megfeleld prefix-szuffix
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A 1t prefix tomb inicializalasa

® Gyakorlati kovetkezmeény
® Akeresesta P, leghosszabb P, prefix-szuffixebdl inditjuk
® Hanemjo:
® visszalepink egy rovidebb prefix-szuffixre
® Ezt addig folytatjuk, amig:
® talalunk megfelelot — m(j+1) > 0

® vagy nincs — n(j+1) =0
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® A ciklus invariansa
* P,OP;A
® [Vk€Eux..j:nlk]=rm(k)IN
®o<i<jsmA

® [Vhe(i..):P,aP,
== P:h+1/zr P:j+1:I

Az init(m, P) eljaras

: f;iuil.(:r /1:N[m] ;P : E[m]j}
m[l] :=i :=l 0;5:=1
j<m
\ Pli] = Plj| /
1+ + \ =10 /
J++ J++ o
wjl =i | 7lj]l=0 | d
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A Ttomb szamitasanak esetei

1. Egyezés esete: P[i] = P|[j]

® Ha az aktualis prefix-szuffixnél teljesil, hogy: P|i] = P[j]
> A szuffixkiterjesztési lemma alapjan: (j + 1) =i+ 1

® Bal oldali programag

® Kovetkezmeny:

® noveljuk i-t es j-t

® teljestl: i = m(j)

- A kovetkezo lepesben a keresest a megnovelt prefix-szuffixbol folytatjuk
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A Ttomb szamitasanak esetei

® 2. Nem egyezés, de van még prefix: P[i] = P[j], i > 0
® Ha nincs egyezeés, de az aktualis prefix-szuffix nem ures:

gi= il
® Jobb oldali programag

® Jelentese:

® visszalépink a kovetkezo leghosszabb prefix-szuffixre

- Igy nem kezdjuk Ujra a keresést el6lrél,
hanem a megfel6 helyre visszaugrunk
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A Ttomb szamitasanak esetei

* 3. Nem egyezes ées nincs prefix: i = 0

® Ha mar az 0sszes lehetdseget kiprobaltuk es nincs egyezes:
n(Gj+1)=0

® Kozepso programag

® Kovetkezmeny:

® nincs nemires prefix-szuffix

® akeresés az Ures sztringbdl indul Ujra
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A Ttomb szamitasanak esetei

14.Lemma. HaP; a P, ,—nek egy nemures prefix-szuffixe (tehat o <7< ), akkor P.r(;)
aP;—nekaP, Utan kovetkezd leghosszabb prefix-szuffixe

° B|zony|tas.

® (mfv.def) Py aP, leghosszabb prefix-szuffixe P,
® A P,aP,prefix-szuffixe P;

> Py szintén szuffixe lesz P -nek 1;:"1(53
* n(i)<i<j jon

> Priya P;-neka P, -nél rovidebb prefix-szuffixe
® P, -neka P, utan kovetkezo leghosszabb prefix-szuffixe a P, -nek is prefix-szuffixe

> Nem lehet P.z(iy-nél hosszabb (az abran: P,) és révidebb sem ((az abran: P,)
® Azértekadas (i: = m[i]) helyes, mert:
® (24. Lemmasz.) i: = m[i] a kdvetkez6 leghosszabb prefix-szuffixének hosszat adja

® Feltéve, hogy [i] mar rendelkezésinkre all. Ez pedig kovekezik:

® Init() eljaras invarians tulajdonsagabol
Z I - I I ” 351
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[inil.(:rffl :N[m] ; P: S[m]))

')
[

(1] :=i:=0;75:=1

Az init(rt, P) eljaras megallasa .

f i =0

\

]

és hatékonysaga: ©(m) ‘ T T

w[j] =i w[j] =0

® Azeljaras ciklusa legfeljebb 2m-2 iteraciot hajt vegre:
® A ciklus minden egyes iteracioja ©(1) mUveletigenyU
® Azinit(m, P) eljaras ciklusa legalabb m-1 iteraciot hajt végre
® Aciklus (inv) invariansa szerinto<i<j<m
® Azelsoiteracioelottj=1
+ Mindegyik iteracio legfeljebb eggyel noveli a j valtozot
+ aciklusfeltétel j<m
> legalabb m-1 iteracio szikséges ahhoz, hogyj = m legyen, és az eljaras befejezddjék

® Azinit(m, P) eljaras ciklusa legfeljebb 2m-2 iteraciot hajt végre
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Az init(rt, P) eljaras megallasa
és hatékonysaga:

® Tekintsik a 2j-i kifejezest!

®os<i<jsm=> 2j-i€2..2m
®j-iziNjz1>2j-i22
®*j<sm>=>2j<s2m= 2j-i<2m, mivelizo

® Az elsO iteracio el6tt 2j-i =2

+végig 2j-i<2m

>Iegfeljebb 2m-2 iteracio utan megall a ciklus

Gnil.(ng‘l :N[m| ; P: E[m]j\;

[

mll:=1:=0:7:=1
[ J

j<m

Pli] = P[j]

i+

J++

i+

Al = i

w[j] :== 0

+mindegyik iteracioval (3 programagon) szigoruan monoton n6

® Azinit(m, P) eljaras ciklusa legfeljebb 2m-2 iteraciot hajt vegre
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A KMP algoritmus 6sszegzese

®* KMP algoritmusnal legjobb és a legrosszabb eset absztrakt
muUveletigenye kozott ketszeres szorzo van
> a futésiidé is nagyon stabil
> a legrosszabb esetben is meglepOen hatekony, a szoveg hosszanak kozelitoleg linearis

fuggvenye

® Online alkalmazasoknal

® ahatekonysag (a legrosszabb esetben is) es a futasi id0 stabilitasa egyutt, hatarozott elony
a masik ket algoritmussal szemben

® Offline alkalmazasoknal
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A KMP algoritmus 6sszegzese

®* AKMP(T, P, S) eljaras i valtozoja sohasem csokken => a szovegen sohasem kell
visszalépni

® Mivel a T[o. . n) szovegre csak a T[/] kifejezesen keresztul hivatkozunk

> a KMP algoritmus kenyelmesen, hatekonyan implementalhato akkor is, ha a szoveg egy
szekvencialis fajlban van

® aBrute-force es a Quicksearch algoritmusoknal van visszalépés
® aszovegen esetleg m-2 karakternyit is vissza kell lépni
» szekvencialis input fajl:

® az utoljara beolvasott m-1 karakteret folyamatosan nyilvan kell tartani egy atmeneti
taroloban 355



A KMP algoritmus

0 2 3 4 5 6 T
szemleltetese Al AL BIABIBIAB|A
021 0 A
13 1 Al B
21| 2 AlB| A
014 2 A
® Azini - 015] 0 A
z init(rr, P) algoritmus —— L
szemleltetéese az ABAB BABA ST 4 L
mintan: ST 3 —
e e e I

® (A harom programag

A végeredmeény:

mindegyikenek az elejéen
kezdiUnk uj sort.)

Pj—-1=|A|B BIB|A[B|A
j=]1]2 15678
=] 0]0 2o l1]2]3
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A KMP algoritmus
szemlelteteése

® AP[o..8)=ABABBABA mintat keressik
® AT[o..17)=ABABAB BABABB ABABA szovegben

® A mintahoz tartozo r/1 : N[8] tombot fentebb mar kiszamoltuk.

A végeredmeény:

Plj—1]

D& keresés:

112315 16
A|B|A|B[A A
A/ B|A|B|FB
Al B|A BIA|LB A
A|B|A|B|B A
A B
A A

S={27}=V




IA

Yy
y

Yy

15.Lemma. A szuffixum relacio tranzitivitasa (Transitivity of the suffix relation)
®* xdOAyAy3Jz=>x3z
16.Lemma. Atfed§ szuffix (Overlapping-suffix) lemma

® Tegyuk fel, hogy x, y es z olyan sztringek, amelyekre x 23 zesy 3z

=>xdy
=>x3dy

=>X=y

FUggelek*
Invarians helyessegehez szikseges lemma*
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Invarians helyessegehez szikséges lemma*

17.Lemma.j€1..mAP,;2T,= nincs érvényes eltolas az (i-j . .
i-1(j)) intervallumban

® Bizonyitas.

® Indirekt: k € (n()) . . j) és i-k érvenyes eltolas

» Tli-k . . i-k+m = P[o . .m)

® Nyilvank<j<m

> k<m

> i—k+m > i
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Invarians helyessegehez szikseges lemma*

> Tli-k .. i) =P[o .. k), vagy maskepp irvaP, 3T,

® Tovabba P, 2T ,Ak<]

> Kévetkezeskeppen P, a1 P (8. Atfedd szuffix lemma miatt)
> k> 17())

> P,DP,

> ui. P a P. leghosszabb valddi refixe, ami eqyben szuffixe is, am
1T ()) J g P gy
prefix fUggveny definicioja (11) alapjan.
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Invarians helyessege*

18.Tétel. Az (Inv) allitas a KMP(T, P, S) eljaras ciklusanak invariansa.

l' Pj gT’ /l ( @\LMI-’{T: YX[n]; P:X[m]; S: N{}D -
2_0 SjSIS”/l m/1:Nim]; init(m, P) // Vi€ 1l..m:w[j| =7n(j)
S={}:i:=75:=0
3.j<mA i <n
Plj] = T|i]
4.5=Vnlo..i-) i+t i=0
1=m
S=Sotizm} | g | TFT | d=Tl
j = mj]
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Invarians helyessege*

4 @\LMJ-’[T: Y[n]; P:X[m]; S : N{}D
|
. - m/1:N[m] ; init(7, P) // ¥5 € 1..m: n[j] = 7(j)
BIZOhYItaS. S={}:i:=7:=0
® Kezdetben: Pl =T
B i++; 5+ + =0
¢ I=J=O=>P:OQT:O/|OSOSOSI7/] j=m
O<m/lS=V/7[O..O)=V/7{}={} l‘ S:=SU{i—m} KD i+ + j = lj]
j =il o

® A tovabbiakban:

® igazoljuk, hogy a ciklusmag végrehajtasa (mind a négy programagon) tartja
(Inv)-et.

* Allitasainkhoz mindig hozzaértjuk init(rr, P) utofeltételét.

® Hai<n =>belépink a ciklusba
=>(Inv1) P, IT,Nosjsi<nAj<mAS=VnN[o..i-j)teljesil
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Invarians helyessegenek bizonyitasa*

® Ha P[j] = T[]l =>(9. Szufix kiterjesztesi lemma szerint) P, 2 T .,
® majdiésjnodvelése utan (Inv2) P, IT No<jsisnAjsmAS=Vo.. i)
1. Haj=m=>P. 3T, (masképpenirva: P[o..m)=T[i-m.. i)

» i-m érvényes eltolas, amit S-hez hozzavéve (Inv3)
P;IT;Ao<jsisnAjsmAS=VN[o..i]]

>je 1..mAP,;3 T, =>(26.lemma szerint) nincs [ (KMP(T : S[n] P Zfm] ; 5:N{})
érvenyes eltolas az (i-j . . i-m(j)) intervallumban m/1: N : i“i;i’f“-*‘;i A 1--0”1 1 7lg] = 7(9)

S = c1i= g =

» P,IT,No<jsisnAjsmAS=VN[o..i-n() T
j]=Tli
i++;7++ j=0
j=m
S=SOtm | | PR A
J = x[j]
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2.

Invarians helyessegenek bizonyitasa*

* PP, 3T,

® (aszufixum relacio tranzitivitasa 7. lemma)

® nfj]=n())

—

Py IT;N0<jsisnA
jsmAS=Vnlo..i-nrfj)

> ni[j] = n(j) € [0 . . j) =>j := m[j] értekadas utan mar o < <iAj< m teljesil

>P.j:| T ANosj<isnAj<mAS=VNJo..i-))
> azelsé programag vegen kozvetlenul kdvetkezik (Inv).
Ha j#m => (Inv2 szerint) j<m

» a masodik programag vegen is teljesul (Inv).

@\'Ml-‘{T: Y[n]: P:X[m]; S : N{}D
|

"

m/1:Nim]|; nit(m,P) // Vi€ 1l..m:x[j| =n(j)
S={}:i=35:=0
1< n
P =71
1+4; 7+ + 7=20
j=m 364
S ::'S U {i - m} skrp | Bt + j = [j]
j = 7]




I EY h | 4 4 k ( ﬁ\'kll-‘{T:Z[?l]:P:E[m]:S:N{}ﬂ
nvarians nelyessegene < | /

/1 :N[m| : nit(m,P) // Vjel..m:n[j] =n(j)

. I, 1 S={}:i=75:=0
bizonyitasa*
Plj] =Tl
i++;i++ J=0
j=m
S:=SU{i—m} SKIP 1+ + j = mj]
j =] |

® HaP[jl#T[i]

>(9. Szufix kiterjesztési lemma szerint) P ;A T, (masképpenirva: Plo. . jl#Tli-j. . 1]
> Invi-bdl Jj<mmiatt=>Plo..m)zT[i-j..i-j+m)
>i—jérvényte|en eltolas
* Invi(azazaP;AT,Aosj<si<nAj<mAS=VJo..i-j) tulajdonsaggal

> (Invg) P, T, fo<j<i<nAj<mAS=Vo..ij]
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Invarians helyessegenek
bizonyitasa*

>4. programag végen is igaz.

@\'_\ll-‘[T: Y[n]: P:X[m]: S: N{}D
| /

/1 : N[m| ; init(m, P)

Viel..m:mx[j]=m(j)

S={}:i=5:=0

1< n

i++; 7 ++

j=m

S:=SuU{i—m}

j =]

SKIP

> indvelése utdn=>P_IT , Ao=j<isnAj<mAS=VN[o..i))

. Haj#o 7> (Inv4 figyelembevetelevel) P, 2 T, Ao<jsi<nAj<mAS=VN[o..i-]
® Ennek kézvetlen kévetkezmeénye (Inv3) P, I T ,Ao<jsisnAjsmAS=VN[o..i]

® (lasd 1. pr.ag vizsgalata) (Inv3) esetén aj := n[j] értékadast végrehajtva teljesil (Inv)

3. Haj=o0=>(Inv4figyelembevételével) P, IT,A0=j<i<nAj<mAS=VN[o..ij]

» aharmadik programag végen is teljesul (Inv) P, I T ;Ao sjsisnAj<mAS=VN[o..i))
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A KMP(T, P, S) eljaras parcialis helyessege*

19.Tetel. Ha a KMP algoritmus megall, akkor megoldja az 3. (mintaillesztési) problémat,
® azaz S=Vteljesil, amikor a KMP(T, P, S) eljaras befejezédik

® Bizonyitas.

® AKMP(T, P, S) eljaras ciklusanak (Inv) invariansa (17) =
® azazP;IT;AosjsisnAj<mAS=VN[o..i-)) ‘ i=nAj<mAS=VnN[o..n-)

* aciklusfeltétel tagaddsa teljesul, mikor a ciklus befejezddik

® vagyisiznszerint —_—
+ j<m=n-j>n-m=[o..n-)20..n-m2{s€o..n-m|T[s..s+m)=P[o..m)}=V=>[o..n-)2V
» S=Vnlo..nj)=V
> S-= V teljesil, amikor a KMP(T, P, S) eljaras befejezddik
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Az init(m, P) eljaras parcialis helyessegenek
bizonyitasa az invariansok modszerevel*

® Matemaikai igenyességu bizonyitasok
® A rtprefix figgvenyre vonatkozo lemma é€s bizonyitasa:
20.Lemma. P, 3P A0 <i<j<mAn(j+1) <i= m(j+1) < m(i)+1
® Bizonyitas.
® Ham(j+1)=o0
> n(j+1) < o+1 < m(i)+1

> definicié szerint (i) =0
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Az init(rr, P) eljaras parcialis helyessegenek
bizonyitasa az invariansok modszerevel*

® Ham(j+1)>0

>k = m(j+1) -1

® Amfiggveny definicioja szerint: P, 3P, =>P, 3P,

+ P,aPésk<i

>P.-/<:' P.

> k < (i)

>rr(j+1)=k+1sn(i)+1ad(')dik 2



. . -/ / . . . 7 * {init(nfﬁl‘.N[na] :P:E[m]j:}
Az init(m, P) eljaras ciklusinvariansa BT
j<m
Pli] = P[j]
i+ + i =0
J+H J+ 4 L
w[j] =1 7[f] =0 d = il

21 .Tetel. Az (inv) allitas az init(m, P) eljaras ciklusanak invariansa.

® (inv)P,aP,A(VkeEr. . jinlkl=n(k))Ao<i<jsmA(j<m—omn(j+1)<i+1)
® Bizonyitas.
® Kozvetlenil az 1. ciklusiteracio elott a 1] :=i:= 0; j := 1 inicializalasok miatt (inv):
® P,aP, A (Vk€x..1:m[kl=m(k)=m(1)=0)A 0<0<1<mA (1<m—om(2)<1)
® lgazak, mert
® P_, Ures sztring barmely nem nemures sztringnek valodi szufixe
® (12. tulajdonsag szerint) m(1) =0
® a P minta m mérete nem nulla

® (13. lemma szerint) m(1 + 1) < (1) + 1 = 1, feltéve, hogy m > 1 370



(it i 11 - W] - P - S]]
{init(7/1 : N[nla_] : P:X[m]))

Az init(rr, P) eljaras -
Al i=i:=0;j:=1

ciklusinvariansa*

Pli] = Pj]

J+ A

® Bizonyitas folytatasa

® Aciklusiteraciok tartjak az (inv) tulajdonsagot

® azaz, hatetszoleges ciklusiteracio eldtt (inv) és a ciklusfeltétel igaz => a ciklusmag barmelyik
aganak a végeére jutva ugyancsak igaz lesz

® Amikor belépink a ciklusmagba => (inv) és a ciklusfeltétel alapjan (inva) teljesil:
= (inv1)P_,,:|P_,j/\(Vk61..j:n[k]=n(k))/\osi<j<m/\n(j+1)si+1.

1. HaPli]=P[]

® (9.lemma ésinvi-béla P, P alapjan) P, 3P,

® (a m prefix flggvény definicioja (11) szerint) m(j + 1) 2 i+ 1

® (invaszerint) m(j + 1) </ + 1.

>n(j+1)=i+1
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. . . 7 7 Guit(?rffl:N[nla] :P:E[m]ﬂ
AZ Inlt(nl P) E|Jaras [l :==i:=0;7:=1
j<m
. ] = J - ;
ciklusinvariansa* T
J++ J++ i = il
® Bizonyitas folytatasa Al =i | a4l =0 o

P Azi+ +; j + +; ni[j] := i értékadasok utan pedig:

® P,IPA(VkEL. . j:nfk]=n(k)Ao<i<jsmAn()=i
® Haj<m=>(13.lemma és n(j) =i szerint) m(j + 1) < m(j)+1 = j+1

> A ciklusmag elsé aganak vegén tehat teljesil az (inv) allitas

2-3. Ha P[i]#P[j]
® (1.9.lemmaszerint) P, 1 AP,
® (am prefix fuggvény definicidja (11) szerint) m(j+1)zi+1
® (invaalapjan) m(j+1)<i+1

>n(j+1)si

> Ezt (inva)-gyel 0sszevetve, a belso elagazas eldtt (inv2) teljesul e
> (inv2) P, 3P, A(VKE L. .j: ikl =n(k))Aosi<j<mAm(+1)<i



Az init(rr, P) eljaras ciklusinvariansa*

e

{inil.(?rffl cN[m] ; P E[r::]j\,n
w[l] :=1 :=l 0;j:=1
j<m
® Bizonyitas folytatasa [
L+ 1=
. 7 j++ iy
2- Ha I — O ﬁ[J] = ﬁ[J] —0 T = ..'L[-‘]

» (inv2)-bdl + (a ri(j + 1) < i &llitas) => ri(j + 1) = 0

> mivel a m flggvény nemnegativ
+(inv2) a j+ +; m[j] := o értékadasok utan:

*P,IP;A(Vk€Ex. . j:nfk]=n(k)) A o=i<jsmA n()=i.
® Haj<m=>(13.lemma és r(j) =i szerint) m(j +1) s m(j) + 1=/ + 1

> A ciklusmag masodik aganak vegen is teljesil az (inv) allitas.

373




Az init(m, P) eljaras (e N P s
. . . 7 m[l]:=i:=0;j:=1
ciklusinvariansa*

Pli] = P[j]
: i =0

® Bizonyitas folytatasa

2. Haizo

] ;=i w[j] :==0

> (inv2 szerint) inv3 teljesul
¢ (inv3) P, TP, A( Yk €1..j:nfk]=n(k) )No<i<j<mAn(j+1)<i
®i>o0=>az1.19. lemma feltetelei teljesilnek => n(j+1) < (i) + 1
® (inv3 2. és 3. tényezoje figyelembevételevel) nli] = (i)
+ i prefix figgvény definicigja (11) =>P,; 3P,
+(azinv3 P, 3P allitasa + az 7. tranzitivitasi lemma =>P_, 3P,
® (inv3) alapjan, az i := n[i] eértékadas utan:
ht P,aP,; A (Vk€a..j:n[kl=m(k))AN o<i<j<m A m(j+1)<i+1

. 7 0 7 ) 7 . 5 20 o 3T LA 374
> A ciklusmag utolso aganak a végen is teljesul az (inv) allitas



Az init(mr, P) eljaras parcialis helyessege*

22.Kovetkezmeny. Ha az init(rr, P) eljaras megall, akkor a visszateresekor
teljesul az utofeltetele:

® vke1..m:nlk] =mn(k)
® Bizonyitas.

® Azinit(m, P) eljarasnak a 20. tetelbdl ismerds (inv) invariansa és a ciklusfeltétel
tagadasa:

® azazjzmalapjanj=m
+ az(inv) invarians ( Yk €1. . j: n[k] = (k) ) tényezdje

> az init(rr, P) eljaras fenti utofeltétele azonnal adodik.
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Ellenorzo kerdesek: QuickSearch

1. Mitszamol ki a Quick Search algoritmus?
® Miaz elonye, illetve hatranya a naiv mintailleszto algoritmussal 6sszehasonlitva?
® Mutassa be a Quick Search algoritmus (a) el0keszito eljarasanak mukodéset
® az{A;B;C;D}abécé-vel
® az ABACABA mintan
® Es e mintat illesztd eljarasat
® az ABABA CABACABADA BACAB ABA szbvegen!

® Mekkora az egyes eljarasok aszimptotikus miveletigenye?
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Ellenorzo kerdesek: Knuth-Morris-Pratt (KMP)

1. Definialja a KMP algoritmusban a keresett P[1:m] mintahoz tartozo nt
fuggvenyt (nem a struktogramot)!

® Adja meg amfuggvenyt a definicidja alapjan
® aBABA ABAB mintan!
2. Szemleltesse a KMP algoritmus mUkodeset,

® ahogy a fenti minta el6fordulasait keresi

® az ABABA BAABA BAABA BABAA BABBA BA szovegben!
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Informaciotomorites

® Vesztesegmentes (lossless) tomoritesek
® Pontosan rekonstrualhato az eredeti bemenet.
® Pl.ZIP, ARJ, PNG, FLAC, RAR, 7Z tdmdritések
® Ezekkel foglalkozunk

® Veszteseges (lossy) tomoritesek
® P|.MP3, MP4, JPG
® Elhagyjak azokat a részleteket, amiket egy atlagember mar nem érzekel

» Drasztikusan csékkentik a fajlmeretet

® Atargyalt modszerek elofeltetelei

J4 . /4 /4 /4 . . 81
® Bemenet egy veges, nemires > = (0, g, ..., 0,) abece feletti szoveg 5



Naiv modszer

A tomoritendo szoveget karakterenkent, x hosszusagu bitsorozatokkal kodoljuk.
>=(0,0,...,0,) az abéce.
Egy-egy karakter [lg d] bittel kodolhato

® [lg d] biten 2 99 kl6nb6z6 binaris kod abrazolhato

® 2ll9dl> > > Ml9dl-2 =5 [Ig d] biten abrazolhato d-féle kilonb6z6 kod, de eggyel kevesebb biten mar nem.
T: 2() a tomoritendo szoveq. n = |T| jeldléssel n * [Ig d] bittel kodolhato
A tomoritett fajl a kodtablazatot is tartalmazza
Kitomorités:

® Akodtablazat alapjan [lg d] bites szakaszokra bonthato

A kodtablazat merete miatt a gyakorlatban csak hosszabb szovegeket érdemes igy tomoriteni
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Pelda: |
karakter | kod
A 000
®* ABRAKADABRA sz0veg i H‘fé
®d=5esn=11 K 011
R 100
> a tomoritett kod hossza 11 * [lg 5] = 11 * 3 =33 bit.

® (A 3-bites kodok kozul tetszoleges 5 kioszthato az 5 betinek)
® Afenti ABRAKADABRA sz6veg kodtablazata lehet pl. a kovetkezo:
® Afenti kodtablazattal a tomoritett kod a kovetkezo lesz:

® 000001100000011000010000001100000

® |lg d]| Ez a tomoritett fajlba foglalt kodtablazat alapjan konnyedén 3
bites szakaszokra bonthatd és kitomoritheto 3683




Huffman-kod

® Karakterenkenti kodolo

® Huffman-kod hossza minimalis

® Valtozo hosszusagu bitsorozatok
® A gyakrabban el6fordulo karakterek kodja rovidebb
® Avritkabban el6forduloke hosszabb

® Prefix-mentes kod: Egyetlen karakter kodja sem prefixe semelyik masik
karakter kodjanak sem
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Huffman-kod

® A szoveghez tobbfele kodfa es hozzatartozo kodtablazat epitheto
® Mindegyik segitsegevel az input szovegnek ugyanolyan hosszu a tomoritett kodja
® Betomorites:
® akodtablaval
® Kitomorites
® akoddfaval

> A tdmoritett f4jl a kddfat is tartalmazza
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Huffman-kod

® A tomoritendo fajlt, illetve szoveget ketszer olvassa vegig

1. Olvasasnal:
® Meghatarozza a szovegben el6fordulo karakterek halmazat
® azegyes karakterek gyakorisagat
® majd ennek alapjan kodfat
® abbol pedig kodtablazatot epit
2 .0Olvasasnal:

® A kodtabla alapjan kiirja az output fajlba sorban a karakterek binaris kodjat
386



Kodfa

® szigoruan binaris fa
® Level: az abece karakterei és annak gyakorisagai (el6fordulasainak szama)

® A belso csucsok: a csucshoz tartozo reszfa leveleit cimkezo karakterek
gyakorisagainak 6sszegevel cimkézzik.

> A kédfa gyoOkere: a tomoritendd szoveqg hossza

A kodfa felepitese:

® Kiindulas: egy csucsu fak — egy csucs és annak gyakorisaga

® Minimum prioritasos sor: a fak gyokeret cimkezo gyakorisagertekek szerint
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A kodfa felepitese:

® Ciklus, amig a kupac meg legalabb ketto fabol all:
® Kiveszink a kupacbol egy olyan fat, amelyeknek gyokeret a legkisebb gyakorisag
cimkezi
® Ezutan a maradek kupacra ezt még egyszer megismeteljuk

® Osszeadjuk a két gyakorisagot

® Az 6sszeggel cimkézink egy Uj csucsot, amelynek bal és jobb reszfaja az el6bb
kivalasztott két fa lesz

® Abalagatao, ajobb agat az 1 cimkeézi

® Azigy kepzett uj fat visszatesszik a minimumprioritasos sorba

® A minimume-prioritasos sorban marado egyetlen binaris fa:
Huffman-fele kodfa 388




Kodtablazat, kodolas

® Akodfabol -> kodtablazat

® Egy karakter kodja:

® akodfa gyokeretdl elindulva és a karakterhez tartozo levélig lefelé haladva a kodfa éleit
cimkézd biteket 6sszeolvassuk

® (pl. a kodfa preorder bejarasaval, az aktualis csucshoz vezeto bitsorozat folyamatos
nyilvantartasaval, és levelhez érve, a kodtablazatba irasaval.)

® Kodolas:
® atomoritendo szoveq 2. végigolvasasa

® akodtablazat segitsegevel sorban mindegyik karakter binaris kodjat a (kezdetben Ures)
tomoritett bitsorozat végehez fizzik

® Atomoritett fajl a kodfat is tartalmazza

> A gyakorlatban Huffman-kodolassal is csak hosszabb szévegeket érdemes
tomoriteni
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Kitomorités

® Karakterenkent
® Mindegyik karakter kinyeréséhez a kodfa gyokeretdl indulunk

® majd a tomoritett kod sorban olvasott bitjeinek hatasara
® o: balralépink

® 1:jobbralépink lefelé a faban
® Amig levelcsucshoz érink
® Ekkor kiirjuk a levelet cimkeézd karaktert
® Folytatjuk az eljarast a kovetkezo bittdl és Ujra a kodfa gyokeretdl folytatjuk

amig a tomoritett kodon végig nem érink.
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Huffman kodolas — algoritmus*

® A kodfa tipusa: Hnode

r

Hnode

+left:Hnode*
+right:Hnode*
+freq:int
+ch:char

+Hnode(f:int, c.char)={left:=right.=0; freq:=f; ch:=c}




rI-Iuffma\nCcndeTree(F:dictio:mary<char,N>):annde"‘
Huffman kodolas* ' =
Q:minPrQueue // a Hnode-ok freq adattagja szerint
U a n O O a S foreachoc € F
R p:=new Hnode(c.Value, c.Key)
(HuffmanEncode(text:String; &root:Hnode*; &encoded:String) Q.add(p)
Q.length() = 1
F:dictionary<char,N> _
p:=Q.remMin()
foreach c¢ in text q:=Q.remMin()
F.Contains Key(c) s:=new Hnode(p->freq+q->freq,' ')
T F s->left:=p
=>right:=
Flc]++ F.Add(c,1) soright:=q
Q.add(s)
root:=HuffmanCodeTree(F) _
return Q.remMin()
D:ltem{3} //D is the dictionary, initially empty
-
BuildCodes(root,"" D) BuildCodes (n:Hnode*; s:bit< >; D: tem{})
encoded:bit< > n->left=0 and n->right=0
foreach c in text T F
encoded:=encoded+D[c] x:=ltem(n->ch, s); D:=D U {x} | BuildCodes(n->left, s+<0>, D)
BuildCodes(n->right, s+<1>, D)

\ N




(HuffmanDecode(S:String, T:Hnode*):String

p:=T, mo:="", i:==0

i<S.length A T=0

p->left=0 A p->right=0

Huffman T :

dekodolas* R Slil=0
T ¢

p:=T
p:=p->left | p:=p->right

i=i+1

returnmo
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Huffman kodolas C# kod*

[ )
public (string encoded, Node root) HuffmanEncode(string text)

1

var freq = text.GroupBy(c =» c).ToDictionary(g => g.Key, g =» g.Count());

var pg = new PriorityQueue<Node, int>();

foreach (var kv in freq)

pg.Enqueue(new Mode(kv.Key, kv.Value), kv.Value);

while (pq.Count > 1)

d

pg.TryDequeue(out var a, out );

pg.TryDequeue(out var b, out );

var parent = new MNode(null, a.Freq + b.Freq, a, b);

pq.Enqueue(parent, parent.Freq); 394




IS*
od folytata
kodolas C# kod
n

Huffma

:uildCades{Nude n, s:vi*g 5, lCtiDHEPV{Eh=P s-:ing} d)
f (n.cp !s uly)
d[n.fh.Value] = 5.
Petupy,,
EuildEudes(n.LeFt, S+ o0 Y d).
es[n.ﬁightJ s 1 dj;
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public string HuffmanDecode(string encoded, Node root)

1

var sb = new StringBuilder();

var node = root;

foreach (var bit in encoded)

1
HUffman node = (bit == '@") ? node.Left : node.Right;

dekédOla’S if (node.Ch != null})
{

C # k(’)d x sb.Append(node.Ch.Value);

node = root;

return sb.ToString();
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Huffman-kodolas szemleltetese

A SZOVQgZ ABRAKADABRA szoveg: |A|B|R|AIK|A/DI/AJB|RJA
0 7 7 7 "'1 ]. 2 ?I —L 5
Gyakorisagtablazat: 5 T
D [--1-1-T- 1

Prioritasos sor: K |- - -[-T1

- _ . N R -1 -11 2

4 ) o0 0 N

l‘\_l_> I'\_l_/l K_“,/‘I \_{/I \f/ i; 7

D K B R A
Faépites:

® Kivesszik a két legkisebb gyakorisag-erteka fat

® Azonos gyakorisag esetén elsésorban a fak magassaga, masodsorban a fak frontjat cimkézo szavak
alfabetikus sorrendje szerint rendezzik.

® Egy Uj gyokércsucs ala tesszik oket bal- és jobboldali reszfanak
® Az Ujgyokercsucs: a két fa-gyakorisag-erték osszegeével cimkézzik

® Visszatesszik az Uj fat a minimume-prioritasos sorba.
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® Kodtablazat:

® Szoveg Huffman kodja:
® 01101110101010001101110
® 23bit

® Kitomorites:

® Huffman-kod és a kédfa alapjan:

® o0=>A ® o=>A
® 110=>B ¢ 101=>K
® 17112=>R ® o0=>A

® Az Ut eleit cimkézo biteket 6sszeolvasva adodik
a levelet cimkéz6 karakter Huffman-kodja

100 =>D

o=>A

110=>B

Huffman-kodolas szemleltetese

betii | kod
A ()
B 110
D 100
K 101
R 111

111 =>R

o=>A
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Lempel-Ziv-Welch (LZW) modszer

® Heurisztikus algoritmus

® Optimalitast nem garantal, de tapasztalat alapjan 30%-kal jobb a Huffman-
kodolasnal

® ZIP tomorites az LZW elven mukodik.

® Azinput szoveget ismetlodo mintakra (valtozo hosszusagu sztringekre)
bontja

® Mindegyik mintat ugyanolyan hosszu binaris koddal helyettesiti

® Atomoritett fajl a kodtablazatot nem tartalmazza

® Akitomorités rekonstrualja az abécé és a tomoritett kod alapjan
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Jelolések az absztrakt struktogramokhoz

® Ha a kodok b bitesek => MAXCODE = 2°-1 globalis konstans a kodként hasznalhato
legnagyobb szamertek

Pl. b =12 => MAXCODE = 2?2 - 1 = 4095
..., 0,>sorozat tartalmazza az abéce karaktereit (d € NAd> o)
Tomoritésnél:
® In: atomoritendd szoveg
® Qut: atomorités eredménye: kddok sorozata
Kitomoritésnél:
® In-Out forditva

® D:szotar, ami (string, code) rendezett parok, azaz Item-ek halmaza
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LZW kodolas
stuktogramja*

(LZ‘-.V(:DmprEHH(In : 3() ; Out : N{})}
[

D : Item{} // D is the dictionary, initially empty

i:=1to |X]

x: Item((%;),1) ; D := DU {x}

code := |E| +1; Out := () ; s : X{Iny)

i:=2to |In]

c: = In;

\ dictionaryContainsString( D, s + ¢

Item

+string : X()
+code : N

Qut := Qut+code(D, s)

\ code < MAXCODE
5. =854cC

x : Item(s + ¢, code + +) ; D := D U {x}

SKIP

s:= (c)

+Item(s : X()

s k- N){string := s ; code := k}

Out := Qut+code(D, s)
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(LZT-.Vdm:Dmprﬂﬁﬁ(I-n.. :N() ; Out : Z(}D

D : Item{} // D is the dictionary, initially empty

i:=1to X

r: Item((¥;),1) ; D := DU {z}

code := |X| + 1 // code is the first unused code

Out := s := string(D, In,)

LZW dekodolas i =2 to |In|

" k= In;
StU ktog ra mJ d o \ k < code // D contains k
t = string(D, k) t:=s+ s
Out := Qut +t Out = Out + 1
x : Item(s + tq, code) x : Item(t, k) /) k=code
D := DU {zx} D :=DuU{x}
s:=1; code + +

403







LZW dekodolas C# kodja



LZW foprogram C# kodja és kimenete*

tlass Program . A" 3 65
{
. '‘B" » 66

tatic woid Main()

s “AB" = 256
string input = "ABABABA";
« "ABA" =+ 258

var compressed = LZW.Compress{input); [;7

Console.WriteLine("TomGritett: + string.Jloin(", ", compressed));

var decompressed = LZW.Decompress{compressed);

m

Console.WritelLine("Visszafejtett: + decompressed);

Téméritett: 65, 66, 256, 258
Visszafejtett: ABABABA
| -
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Pelda LZW kodolasra

® > ={AB} ® Atomorites lepései:

® Sz6veq: ABAB BABABAB ABAA ® Minden lépesben a maradék szoveg
leghosszabb olyan kezddszeletet
® Szokozok nem részei a bementnek valasztjuk le, amely megtalalhato a

. szotarban
® Kezdeti szofa: ; R _
. ® Szofa szinonimaja: prefix-fa
® Abéce betlinek

T ([ Lo Lo H kk' 4 :
kédjait tartalmazza A szotar uj szavainak kepzese

: . : Z : ® Egy régi szo végéhez egy-egy bet(t
® Kod: gyokerbdl a csucshoz vezeto ut hozzéatoldunk

menten az éleket cimkezd betlkbal » Minden szétarbeli szénak minden
osszeolvasott szo kodja prefixét a szotar tartalmazza
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A tomorites lepesei

® 1. lepes: ® 2. lépés:
® ABAB BABABAB ABAA szoveg ® BAB BABABAB ABAA szdveq

® A -~1(szofa segitsegevel) ® B -~2(szo6fa segitségével)

® de AB még nincs a szotarban
> A kédjat kiirjuk,
az AB kodjat felvesszik a szotarba

® de BA meég nincs a szotarban
» B kédjat kiirjuk,
az BA kodjat felvesszik a szotarba

Bemenet: | A | BABBABABABABAA Bemenet: | A| B| ABBABABAB ABA A
Kimenet: | 1 Kimenet: | 1 | 2
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A tomorites lepesei

® 3.lepées: ® 4. lepés:
® ABBABABAB ABAA szoveg ®* BABABAB ABAA szdveg
® AB ~3(szofasegitségevel) ® BA ~4 (szofa segitsegevel)
® de ABB még nincs a szotarban ® de BAB meég nincs a szotarban
> AB kédjat kiirjuk, » BA kédjat kiirjuk,
az ABB kaodjat felvesszik a szotarba az BAB kaodjat felvesszik a szotarba

Bemenet: | A| B| AB| BABABAB ABA A Bemenet; | A| B| AB| BA| BABABABA A

Kimenet: | 1 | 2 3 Kimenet: | 1 | 2 3 4

X { ?\: X
o

=
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A tomorites lepesei

® 5. lépes: ® 6. lépés:
® BABABABAA szoveg
® BAB ~6 (szofa segitsegevel)

® de BABA meg nincs a szotarban

* ABABAA szbveg

® AB ~3(szofa segitsegevel)

® de ABA meg nincs a szotarban

AB

BA

BAB

AB

ABAA

Bemenet: | A| B| AB| BA| BAB | ABABAA

Kimenet:

6

3

Bemenet: | A | B
Kimenet: | 1 | 2
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A tomorites lepesei

® 7.lépés: ® 8.lépés:
® ABAA SZéVGg ° A szbveg

® ABA -8 (szofa segitsegevel) ® A -~1(szdfa segitségével)

® de ABAA még nincs a szotarban

® amaradek szoveg Ures
Lﬁf*mmwl: A| B | AB | BA| BAB | AB | ABA

> A kédjat kiirjuk,
befejezzik a tomoritest

20 3 1 6 3 8

Kimenet:

Bemenet: | A| B| AB| BA| BAB | AB | ABA

) \B/\u \ /\\,l\ Kimenet: | 1 | 2 3 4 § 3 8
e \/\ B‘ \hj\}/j’.'
3 ) (6 -




A tomoritett fajl merete
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® Szotar kulcsai: kodok

> Szotar szerkezete:
® Sztringek vektora

® Kodokkal indexelve

® Kezdoallapot:

Bemenet: 1.2.5.4.6, 3. 8.1
Kimenet:
Szo- | kod | 1| 2

tar | sz0 | A | B

Pelda LZW dekodolasra

® Bemenet feldolgozasa:

® Betomorites

® az A-t megtalalta a szotarban

® de AB-tnem

> 1-es kodot irta ki és felvette a
szotarba az AB-t 3-as koddal

Bemenet: 1 3.04.6, 3.8, 1
Kimenet: A

Szo- | kod | 1 3

tar | szo | A AB
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® Hasonloan mehetink tovabb a 4-es
kodhoz tartozo szo kiirasaig m)

® Probléema:

® 6-0s kod kovetkezik

® De ez nem szerepel a szotarban
® Tudjuk, hogy a betomorites
® az BA-t megtalalta a szotarban

® de BAu-t nem (u: unknown)

Pelda LZW dekodolasra

Bemenet:

5

Kimenet:

AB

BA

Sz0-

tAr

kod

1

1
A
3

2

=

=)

SZ0)

A

AB

AB

® Akod az el6zd lepesben generalodott

® aBA-bdl generalodott
» Az u betl a BA kéd elsé betije: B

4

53,081 /)

Bemenet: 1 2 3 | 6
Kimenet: A B AB BA | BAB
Szo- [ kod | 1| 2 3 | 5) 4!
tar | sz06 | A| B | AB | BA| ABB | BAB

® Aszotarban nem szereplo kod megfejtese
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Altalanossagban:

A . A kitdmorités a k kodhoz B. A kitomorités a k kédhoz tartozd szét nem
tartozo szot megtalalja a talalja meg a szotarban

szotarban ® A betdmorités a k kddhoz tartozod szot az el6z6

® Abetdmorités a k kddhoz lépesben generalta

tartozo szot mar korabban ® Azel6z0 lepésben kiirt szo: S
generalta

® Abetomorites el6z6 lepeseben generalt k kodhoz
tartozo szo Su alaku
® Kitomorites aktualis lepesidején,
a k kodhoz tartozo szo: Su alaku
> ubeti éppen az Su szo 1. betlje
» K kédhoz tartozé sz6: S+S, (5,az Ssz0 1. betlje)

415



Pelda folytatasa:

Bemenet: 1 2 3 1 §) 3 |81
Kimenet: A B AB BA BAB | AB
Szo- [ kod | 1| 2 | 3 4 5! 6 7
tar | sz0 | A | B | AB | BA | ABB | BAB | BABA

Bemenet: 1 2 3 4 §] 3 8 1
Kimenet: A B AB BA BAB AB | ABA
Szo- | kad | 1] 2 3 4 5 6 7 8
tar | sz0 | A| B | AB | BA| ABEB | BAB | BABA | ABA

Bemenet: 1 2 3 4 f) 3 8

Kimenet: A B AB BA BAB AB ABA
Szo- [ kod | 1 | 2] 3 1 5! 6 7 8 9
tar | sz0 | A| B | AB | BA| ABB | BAB | BABA | ABA | ABAA




LZW szotar es maximalis kodhossz

A szotar a kitémorites soran is ugyanannyi bejegyzést tartalmaz, mint a
betomoritesnel, azzal a kilonbseggel, hogy itt a kodok a kulcsok.

Fix kodhossz eseten, ha a kodok b bitesek, akkor a legnagyobb hasznalhato
koderték:

[MAXCODE — b _1

Pelda:

® hab =12, akkor:

MAXCODE = 212 — 1 = 4095
Amikor a kodok elérik a MAXCODE ertéeket:

® aszotar nem bovul tovabb

® atomorités és kitomorités ugyanazzal a rogzitett szotarral folytatodik
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Ellenorzo kerdesek: Huffman kod

1. Szemléltesse a Huffman kddolas mikodését az ABRABANABRA szévegen!
Adja meg a kodfat és a szotarat! Mekkora a Huffman kodolassal tomoritett kod hossza?
Mekkora lenne a tomaritett kod x hosszu karakterkodok eseten?

Hogyan dekodolhato egy Human koddal tomoritett szoveg?

Milyen értelemben optimalis a Human kéd? Azt jelenti-e ez, hogy a Huffman kodolas a
leheto legjobb tomorités? Miért?



Ellenorzo kerdesek: Lempel-Ziv-Welch (LZW)

1. Adott az {A;B;C} abece. Szemleltesse az LZW tomoritd algoritmust
® Tomorito algoritmus mikodeset a CBABABABCBABABAB szovegen

® Majd a megfeleld kitomorito algoritmuset az 1; 2; 3; 4; 6; 5; 9; 7; 11 kodon!

® Mindket esetben adja meg

® Ageneralt szotarat és

® Atomoritetlen szovegen a részszavak es a kodok megfelelteteset!

® Hogyan kezeli a kitomorito algoritmus azt az esetet, amikor nem talalja meg a szétarban
az aktualis kodhoz tartozo sztringet?



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd AsvanyiTibor: Algoritmusok és adatszerkezetek II.
el6adasjegyzete alapjan késziilt.
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