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1.

Bevezetés, Ajanlott irodalom

Kedves Hallgatok!

A vizsgara valo késziilésben — ezen a nyomtatott jegyzeten kiviil — elsGsorban
az el6adasokon és a gyakorlatokon készitett jegyzeteikre tamaszkodhatnak.

(Ebben a jegyzetben a *-gal jelzett alfejezetek elsGsorban a tananyag mé-

lyebb megértését szolgaljak, azaz nem képezik a vizsga részét.)
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Ezuton szeretnék koszonetet mondani Umann Kristdfnak és Varga Henrik
Zoltdnnak az AVL fakrol szolo fejezetben talalhato szép, szinvonalas szemlél-
teté abrak elkészitéséért, az ezekre szant idéért és szellemi raforditasért!

A vizsgakon az elméleti kérdések egy-egy tétel bizonyos részleteire vonatkoz-
nak. Lesznek még megoldando feladatok, amik részben a tanult algoritmu-
sok miikédésének szemléltetését, bemutatisat, részben a szerzett ismeretek
kreativ felhasznélasat kérik szamon. Egy algoritmus, program, mitvelet be-
mutatasanak mindig része a miveletigény elemzése.

Az el6adasok elsGsorban a CLRS konyv [3] angol eredetijének jelzett ki-
adésat kovetik, de pl. a piros-fekete fak helyett az AVL fakat targyaljuk, a
jeloléseket az elsG féléves jegyzetnek megfelelGen modositva. (A CLRS konyv
|3] érintett fejezeteiben a [kordabbi kiadéas alapjan késziilt] magyar forditas és
a jelzett angol valtozat kozott leginkabb csak néhany jel6lésbeli kiillonbséget
talaltunk.)

Az egyes struktogramokat altalaban nem dolgozzuk ki az értékado utasi-
tasok szintjéig. Az olyan implementécios részleteket, mint a listdk és egyéb
adatszerkezetek, valamint az adattipusok miveleteinek pontos kodja, a dina-
mikusan allokalt objektumok deallokalasa stb. altaldban az Olvaséra hagy-
juk, hiszen ezekkel az el6z6 félévben foglalkoztunk. Hasznalni fogunk olyan
absztrakt fogalmakat, mint a véges halmazok, a sorozatok és a grafok. Eze-
ket, ha valamely eljaras paraméterlistajan szerepelnek — mint strukturalt
adatokat — minden esetben cim szerint vessziik at. (A skalarok valtozatlanul
érték vagy cim szerint adédnak at, ahol az érték szerinti paraméteratvétel az
alapértelmezett.)

2. Jelolések

u.o={i€Z:u<i<wv}
u..v)={i€Z:u<i<wv} paholu,veZ.
(u..v)={i €Z:u<i<wv}

A struktogramokban a ,for” ciklusok (illetve a ,for each” ciklusok) mintéjara
alkalmazni fogunk a ciklusfeltételek helyén pl. ,Vz : P(x)” alaka kifejezé-
seket, ami azt jelenti, hogy a ciklusmagot a P(x) allitas igazsaghalmazanak
minden x elemére kell végrehajtani, valamint Vo € V7 alakiakat, ami a



»VU 1 v € V7 roviditése. Ehhez P(z) igazsdghalmazanak, illetve V-nek véges-
nek, és hatékonyan felsorolhatonak kell lennie. Ez ideélis esetben azt jelenti,
hogy a felsorolas miiveletigénye az igazsaghalmaz, illetve V' méretétdl linea-
risan fiigg.

Ha a ciklus fejében ,,i := u to v” alaku kifejezést latunk, akkor a ciklusmag
az u..v egész intervallum ¢ elemeire szigortan monoton névekvd sorrendben
hajtodik végre.

Ha pedig a ciklus fejében ,,;2 := u downto v” alaku kifejezést latunk, akkor
a ciklusmag a v..u egész intervallum ¢ elemeire hajtodik végre, de szigorian
monoton csokkenG sorrendben.

A fentiek szerint az egyszertibb programrészletek helyén gyakran szerepel-
nek majd angol vagy magyar nyelvi utasitasok, amelyek részletes atgondola-
sat és esetleges kidolgozasat a korabban tanultak alapjan szintén az Olvasora
bizzuk. A struktogramokban az ilyen, formailag altalaban felszolit6 monda-
tok végérdl a felkialtojelet elhagyjuk (mivel az adott szévegkornyezetben ez
gyakran faktorilis fiiggvényként lenne [félre|érthetd).

A fentieken kiviil 1d. még az el6z§ félévi nyomtatott jegyzetben [9] bevezetett
jeloléseket!



3. Tematika

Minden tételhez: Hivatkozasok: példaul a ,[3]| 8.2, 8.3, 8.47 jelentése: a
|3] sorszami szakirodalom adott (al)fejezetei.

1. Veszteségmentes adattomorités. Naiv modszer. Huffman kod, kodfa,
optimalitas. LZW (Lempel-Ziv-Welch) tomorités. [1]

2. Altalanos fak, binaris lancolt reprezentacio, bejarasok ([1]; [10] 4.7 beve-
zetése). Egyéb reprezentaciok? (HF)

3. AVL fak és mitveleteik: kiegyenstlyozasi sémak, programok. Az AVL fa
magassaga [1, 4, 10].

4. B+ fak és miveleteik [8].

5. Elemi grafalgoritmusok [1, 3]. Grafabrazolasok (representations of gra-
phs).

A szélességi grafkeresés (breadth-first search: BFS). A szélességi grafkere-
sés futasi ideje (the run-time analysis of BFS). A legr6videbb utak (shortest
paths). A szélességi feszit6fa (breadth-first tree). HF: A szélességi grafkeresés
megvalositasa a klasszikus grafabrazolasok esetén; hatékonysag.

A mélységi grafkeresés (depth-first search: DFS). Mélységi feszité erdd
(depth-first forest). A graf cstcsainak szin- és idGpont cimkéi (colors and
timestamps of vertices). Az élek osztalyozasa (classification of edges, its
connections with the colors and timestamps of the vertexes). A mélységi
grafkeresés futasi ideje (the run-time analysis of DF'S). Topologikus rendezés
(topological sort). HF: A mélységi grafkeresés és a topologikus rendezés
megvalositasa a klasszikus grafabrazolasok esetén; hatékonysag.

6. Minimalis feszit6fak (Minimum Spanning Trees: MSTs) [1, 3]. Egy al-
talanos algoritmus (A general algorithm). Egy tétel a biztonségos élekrsl
és a minimalis feszitéfakrol (A theorem on safe edges and MSTs). Prim és
Kruskal algoritmusai (The algorithms of Kruskal and Prim). A futasi id6k
elemzése (Their run-time analysis). HF: A Prim algoritmus implementaci6ja
a két {6 grafabrazolas és a sziikséges prioritasos sor kiilonb6z6 megvaldsitasai
esetén (The implementations of the algorithm of Prim with respect to the
main graph and priority queue representations).

7. Legrovidebb utak egy forrasbol (Single-Source Shortest Paths) [1, 3, 6, 7,
11]. A legrovidebb utak faja (Shortest-paths tree). Negativ korok (Negative
cycles). Kozelités (Relaxation).



A sor-alapu (Queue-based) Bellman-Ford algoritmus. A menet (pass)
fogalma. Futési id6 elemzése. Helyessége. A legrévidebb ut kinyomtatasa.

Legrovidebb utak egy forrasbol, kérmentes iranyitott grafokra. (DAG
shortest paths.) Futési id6 elemzése. Helyessége.

Dijkstra algoritmusa. Helyessége. Fontosabb implementéaciéi a két 6
grafdbrazolas és a sziikséges prioritasos sor kiilonbozé megvaldsitasai esetén.
A futési id6k elemzése.

8. Dinamikus programozas [1, 3]. A legrévidebb utak minden cstcsparra
(All-Pairs Shortest Paths). A megoldas abrazolasa a (D,II) matrix-parral.
HF': Adott cstucsparra a legrévidebb ut kinyomtatéasa.

A Floyd-Warshall algoritmus ¢s a (D® 1)) matrix parok. A futési
id6 elemzése. Osszehasonlitas a kiilonbozd legrovidebb utak egy forrasbol
algoritmusok |G.V|-szeri végrehajtasaval.

Iranyitott graf tranzitiv lezartja (Transitive closure of a directed graph)
és a T™ matrixok. Az algoritmus és futasi ideje. Osszehasonlitas a szélességi
keresés |G.V|-szeri végrehajtasaval.

9. Mintaillesztés (String Matching) [1, 3]. Egy egyszert mintailleszt6 algo-
ritmus (a naive string-matching algorithm). A futési id6 elemzése.

A Quick Search algoritmus. Inicializalasa. A futasi id§ elemzése.

A Knuth-Morris-Pratt algoritmus. Inicializalasa. A futasi id6 elemzése.



4. AVL fak (AVL trees)

Az el6z6 félévben tanultunk a binaris kereséfakrol, mint (a hasito tablak
mellett) adathalmazok, szotarak reprezentaciojara szolgalo adatszerkezetek-
r§l. Lattuk, hogy a tipikus szotarmiveletek (mint egy kulcs — és a hozza
tartozo adatok — keresése, besztirasa és eltavolitasa) atlagos esetben megfe-
lel hatékonysagtak, mert a futasi id6 legfeljebb a fa magassagaval aranyos,
ennek varhato értéke pedig ©(logn), ahol n a fa mérete, azaz csticsainak
szama, és a logn fliggvény nagyon lassan nd.

A legrosszabb esetben azonban a binaris kerestfa (BST) magassaga n—1,
igy a szotarmiiveletek sem elég hatékonyak. Ezen segit a kiegyensilyozott
kereséfak (balanced search trees) alkalmazisa, mert ezeknél a fa magassaga
minden esetben O(logn), ami — megfeleld implementécié mellett — garantalja
a szotarmiiveletek megfelel§ hatékonysagat.

A kiilonboz6 fajta kiegyensilyozott binaris kereséfak (balanced BSTs)
klasszikus tipusai a piros-fekete [3] és az AVL fak. Ez utébbiakat targyaljuk
itt. Amennyiben az alkalmazésunkban lényegesen tobb a szotarban valo kere-
sés, mint az azt moédosité mivelet, az AVL fak alkalmazasa el6nydsebb, mert
a piros-fekete faknal az AVL fak erésebben kiegyensilyozottak. Az idealis
a majdnem teljes binaris keres6fak alkalmazasa lehetne (ui. ezek magasséga
minimalis), de ezek modositasara nem ismeriink hatékony megoldasokat. Az
AVL rovidités mogott Georgy Adelson-Velsky és Fvgenii Landis szovjet mate-
matikusok nevét fedezhetjiik fel, akik 1963-ban dolgoztak ki koncepcidjukat.

Az AVL fa moédositasaval jaré midveletek, mint pl. a besziras és a torlés,
elronthatjak a kiegyenstlyozottsagot, amit — kiegyensulyozo forgatasok (ba-
lancing rotations) segitségével — még a miivelet befejezése el6tt helyre kell
allitani.

A témaéaval ismerdsek kedvéért eloljaroban megjegyezziik, hogy az AVL
fak kiegyensulyozasanak szabalyai megtalalhatok az 1-6. abrakon.

Ebben a fejezetben a tovabbiakban részletesen targyaljuk az AVL fa fo-
galmét, tulajdonsagait, egy kiillondsen hatékony megvalositasat lehetéve tevo
reprezentaciojat, és ennek megfelelGen a miiveleteit.

Az AVL fik magassag szerint kiegyenstlyozott binaris kerestéfak (height-
balanced BSTs). Egy binaris fa magassdg szerint kiegyensilyozott, ha minden
csucsa kiegyensulyozott. (Mostantol kiegyensilyozott alatt magassdg szerint
kiegyensiilyozottat értiink.) Egy binaris fa egy (xp) cstcsa kiegyensilyozott
(balanced node), ha a cstics p — b egyenstlyara [p — b| < 1. A (xp) cstcs
egyenstlya [the (xp) node’s balance| definicié szerint:

p — b= h(p — right) — h(p — left)

10
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1. dbra. (++, +) forgatas. A kiegyensiilyozatlan (T) csticsnak és magasabb
részfaja (R) gyokércsicsanak egyensilya nem ellentétes elGjeltd. Igy a maga-
sabb részfajahoz tartozo gyermeke, (R), a kiegyensulyozo forgatés (balancing
rotation) utan az 1j gyokércsucs. A tobbiek helyét a BST tulajdonsig mar
meghatarozza.
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2. abra. (——, —) forgatas. A kiegyenstlyozatlan (T) csticsnak és magasabb

részfaja (L) gyokércsicsanak egyensilya nem ellentétes elGjelt. Igy a maga-
sabb részfajahoz tartozo gyermeke, (L), a kiegyensilyozo forgatas (balancing
rotation) utan az uj gyokércsics. A tobbiek helyét a BST tulajdonsag méar
meghatarozza.
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3. abra. (++, —) forgatas. A kiegyensilyozatlan (T) csticsnak és magasabb
részfaja (R) gyokércsicsanak egyensilya ellentétes elgjeld. Igy a magasabb
részfajahoz tartozo unokaja, (L), a kiegyenstlyozo forgatas utan az j gyo-
kércsics. A tobbiek helyét a BST tulajdonsiag mar meghatarozza.
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4. dbra. (——, +) forgatas. A kiegyensilyozatlan (T) csucsnak és magasabb
részfaja (L) gyokércsicsanak egyensilya ellentétes elgjeld. Igy a magasabb
részfajahoz tartozé unokaja, (R), a kiegyensilyozo forgatas utan az j gyo-
kércsics. A tobbiek helyét a BST tulajdonsiag mar meghatarozza.

12
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5. dbra. (——,0) forgatas. A kiegyensilyozatlan (T) csicsnak és magasabb
részfaja (L) gyokércsicsanak egyensilya nem ellentétes elGjeld. Igy a maga-
sabb részfajahoz tartozo gyermeke, (L), a kiegyensilyozo forgatéas (balancing
rotation) utan az tj gyokércsics. A tobbiek helyét a BST tulajdonsag méar
meghatarozza.

B Y
h+1 h+1

6. abra. (++,0) forgatas. A kiegyensilyozatlan (T) csiucsnak és magasabb
részfaja (R) gyokércsicsanak egyensiilya nem ellentétes eljelid. Igy a maga-
sabb részfajahoz tartozo gyermeke, (R), a kiegyensilyozo forgatés (balancing
rotation) utan az uj gyokércsics. A t6bbiek helyét a BST tulajdonsag méar
meghatarozza.

13




Az AVL fakat lancoltan reprezentaljuk. A csticsokban a b egyensily attribiu-
tumot expliciten taroljuk. (Egy masik lehetdség a két részfa magassagainak
tarolasa lenne; egy harmadik, hogy csak az aktuélis részfa magassagat tarol-
juk.) A Node osztalyt tehat a kovetkez6képpen modositjuk:

Node
+ key : T // T is some known type
+ b:—1..1 // the balance of the node
+ left,right : Node*
+ Node() { left :=right := S ; b:=0 } // create a tree of a single node
+ Node(z:T) { left :=right .= ;b:=0; key :==z }

EgyelGre részletes bizonyitas nélkiil k6zoljiik az alabbi eredményt:
Tétel: Tetsz6leges n csiicsit nemiires AVL fa h magassagara:

llogn| < h <1,45logn, azaz h € O(logn)

A bizonyitas vazlata: ElGszor a h magassagt, nemiires KBF-ek (kiegyen-
stilyozott, binaris fak) n méretére adunk also és felss becslést. Az n < 201
becslésbdl azonnal adodik [logn| < h. Masrészt meghatarozzuk a h mély-
ségt, legkisebb méretti KBF-ek csiicsainak f;, szamat. Erre kapjuk, hogy
fo=1 fi=2 fa=1+ fr1+ fue (h>2). Ezért az ilyen fakat Fibonacci
fdknak hivjuk. Mivel tetsz6leges h magassagti KBF n méretére n > f,, némi
matematikai ligyességgel kaphatjuk a h < 1,45logn egyenlGtlenséget.

Mivel az AVL fak magassiaga ©(logn), ezért a binaris keres6fak search(¢, k),
min(t) és max(t) figgvényeire t AVL fa esetén automatikusan
MT(n) € ©(logn), ahol n = |t|.

Az insert(t, k), a del(t, k), a remMin(¢, minp) és a remMax(t, maxp) elja-
rasok azonban valtoztatjak a fa alakjat. Igy elromolhat a kiegyensulyozott-
sdg, és mar nem garantalt a fenti miveletigény. Ennek elkeriilésére ezeket
az eljarasokat gy modositjuk, hogy minden egyes rekurziv eljarashivas utan
ellenérizni fogjuk, hogyan valtozott a megfelels részfa magassaga, és ez ho-
gyan befolyasolta a felette levd cstics kiegyenstulyozottsagat, sziikség esetén
helyredllitva azt. Ez minden szinten legfeljebb konstans mennyiségl extra
miveletet fog jelenteni, és igy a kiegészitett eljarasok futési ideje megtartja
az MT(n) € O(logn) (ahol n = |t|) nagysagrendet.

A peéldakhoz a (bal_részfa gyokér jobb részfa) jelolést hasznéljuk, ahol az
tires (rész)fakat iires zarojelpar jeloli. A konnyebb olvashatosag kedvéért [],
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{} és esetleg () zardjeleket is alkalmazunk, a levélesiucsoknél pedig a két iires
részfat nem jeldljiik.

Példaul a {[2]4[(6)8(10)]} binaris kerestfa gyokere a 4; bal részfaja a [2],
ami egyetlen levélcsicsbol (és annak iires bal és jobb részfaibol) all; jobb rész-
faja a [(6)8(10)], aminek gyokere a 8, bal részfaja a (6), jobb részfaja a (10).
Az igy dbrdzolt fdak inorder bejdrdsa a zdrdjelek elhagydsdval adodik. A belss
csicsok egyensilyait kb formaban jeloljiik, ahol £ a csticsot azonosité kulcs,
b pedig a csucs egyensulya, a 0:0, 1:+, 2:+4, -1:—, -2:—— megfeleltetéssel.
Mivel a levélesicsok egyensiilya mindig nulla, a leveleknél nem jeloljiik az
egyensulyt. A fenti AVL fa példaul a megfelel§ egyensilyokkal a kévetkezd:
{[2)4+1(6)80(10)])

Az AVL fak miiveletei soran a kiegyensilyozatlan részfik kiegyensilyoza-
sahoz forgatdsokat fogunk hasznalni. Az aldbbi forgatasi sémékban gorog
kisbettik jelolik a részfakat (amelyek minden esetben AVL fak lesznek), latin
nagybetiik pedig a cstcsok kulcsait (1. és 2. abrak, az egyenstlyok nélkiil):

Balra forgatds (Left rotation): [a T (B R )] — [(a T 8) R 9]
Jobbra forgatds (Right rotation): [(a L 8) Ty — [a L (8 T v)]

Vegyiik észre, hogy a fa inorder bejarasat egyik forgatas sem véltoztatja, igy a
binaris keres6fa tulajdonsagot is megtartjak. Mint 1atni fogjuk, a kiegyensi-
lyozatlan részfak kiegyensilyozasa minden esetben egy vagy két forgatasbol
all. Ezért a bindris keresdfa tulajdonsdgot a kiegyensilyozdsok is megtartjdk.

4.1. AVL fak: beszuras

Nézziik most elGszor a binaris keressfak insert(t, k) eljarasat!
A {[2]4+[(6)80(10)]} AVL fabol
az 1 beszurasaval az {[(1)2—()]40[(6)80(10)]} AVL fa adodik,
a 3 beszurasaval pedig az {[()2+(3)]40[(6)80(10)]} AVL fa. (Ld. a 8. abra
elsé két sorat!)
A fenti {[2]4+][(6)80(10)]} AVL fabol
a 7 beszirasaval azonban a {[2]4++[(()6+(7))8—(10)]} fat kapjuk,
a 9 beszurasaval pedig a {[2]4++[(6)8+((9)10—())]} fat.
Mindkett6é binaris kereséfa, de mar nem AVL fa, mivel a 44+ cstics nem
kiegyenstlyozott. (Ld. a 8. 4bra utolsé két sorat!)

A legutolsé esetben a binaris kereséfa konnyen kiegyensilyozhat6, ha meg-
gondoljuk, hogy az a koévetkez6 sémara illeszkedik, amiben gorog kisbetiik
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7. dbra. Az AVL fa besziras néhény alapesete. A bal oldali dbrdkon az 1j
csucsot halvanyabban jeloltiik. A felette levs cstucsok atsulyozasanak ered-
ményét zarojelbe tettiik. A jobb oldalon lathaté a megfelels kiegyenstlyozo
forgatasok (3. sor — 3. abra 3. alesete; 4. sor — 1. abra) végeredménye.
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jelolik a kiegyensilyozott részfakat, latin nagybetiik pedig a csiicsok kulcsa-
it:
[a T4+ (8 R+ 7)], ahol T=4, a=[2], R=8, f=(6) és v=((9)10—()).

A kiegyenstilyozashoz sziikséges transzformacio a fa balra forgatdsa (1.
abra):

[a T++ (BR+ )] = [ (a To ) Ro v]

A fenti példan ez a kovetkezot jelenti (8. abra utolsé sor):
{[24++[(6)8+((9)10=()I} — { [(2)40(6)] 80 [(9)10-()] }

A transzformacio helyességének belatasahoz bevezetjiik a h = h(«) jelo-
lést. Ebbdl a kiindulo fara a T4+ és R+ egyensiilyok miatt
R((BR 7)) = h+2, h(y) = h+1 és h(B) = h adddik, innét pedig az eredmény
fara h(a) = h = h(f) miatt To; tovabba h((a To B)) = h+ 1 = h(7) miatt
Ro adodik.

Az eredeti {[2]4+[(6)80(10)]} AVL faba a 7 beszurasaval kapott

{ [2]4++[(()6+(7))8—(10)] } kiegyenstilyozatlan binaris kereséfa kiegyensi-
lyozasaval pedig {[(2)4—()] 60 [(7)80(10)]} adodik (8. abra, utolso el6tti sor),
amire az

{ @ T4+ [(8 L—ot 7) R~ 8] } = { [a Too— §] Lo [y R+o0 4] }

séma (3. abra) szolgal, ahol «, 3, v és 6 AVL fak, és a harom jelbdl allo
egyensilyok sorban harom esetet jelentenek gy, hogy a bal oldalon az i-edik
alternativanak a jobb oldalon is az i-edik eset felel meg (i € {1;2;3}).

A fenti séma a példaban T=4, a = [2], R=8, 0 = (10), L=6, + egyensillyal
(harmadik eset), B = © és v = (7) helyettesitéssel alkalmazhato.

A transzformaciot kettds forgatdsnak is tekinthetjiik: Az
{aT[(BL~y) R } fara el6szor az R csiucsnal alkalmaztunk egy jobbra
forgatast, aminek eredményeképpen az { a« T [5 L (7 R 0)] } binéris keres6fat
kaptuk, majd az eredmény fat balra forgattuk, ami az { [« T g] L [y R J] }
AVL fat eredményezte.

A kettds forgatas helyességének ellenérzéséhez kiszamitjuk az eredmény fa
egyensilyait. Most is bevezetjiik a h = h(«) jelolést. Mivel a kettds forgatas
elstti faban T4+, azért A([(8 L v) R 0]) = h + 2. Innét R— miatt
h((BL 7)) =h+1ésh(d) =h. Most L lehetséges egyensilyai szerint harom
eset van.

(1) L— esetén h(B) = h és h(y) = h — 1 = az eredmény faban To és R+.
(2) Lo esetén h(B) = h és h(y) = h = az eredmény faban To és Ro.
(3) L+ esetén h(B) = h — 1 és h(y) = h = az eredmény faban T— és Ro.
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Mindharom esetben h([aw T 5]) = h+ 1 = h(]y R §]), igy Lo.
Ezzel belattuk a kettss forgatési séma helyességét.

Vegyiik észre, hogy a fentiek alapjan, az L csiicsnak a kettds forgatas
el6tti egyensilyat s-sel, a T és a R csticsoknak pedig a kettds forgatas utani

egyenstlyat rendre s;-vel, illetve s,.-vel jelolve a kdvetkezs Osszefiiggéseket
irhatjuk fel:

ss=—(s+1)/2] és s.=[(1-59)/2]

Az eddigi két kiegyensiilyozasi séma mellett természetes moédon adodnak ezek
tiikorképei, a forgatasok el6tt a T—— csticcsal a gyokérben. Ezek tehat a
kovetkezGk (2. és 4. 4bra):

[(@L=p) T==~7] = [aLo (8 Tony)]
{ o Lt (8 Rmot 7)] T—— & } — [ (@ Loo— ) Ro (7 T+oo 8)
si=—[(s+1)/2] és s, =[(1-19)/2]
ahol s az R cstcs kettds forgatas el6tti egyenstlya; s, illetve s; pedig
rendre az L és T csticsoknak a kettds forgatas utani egyensulya

Eddig nem beszéltiink arrél, hogy az AVL faban az 1j cstics beszlrasa utan
mely csticsoknak és milyen sorrendben szamoljuk tjra az egyensulyat, sem
hogy mikor iitemezziik be a kiegyensulyozast. Csak a beszturas nyomvonalan
visszafelé haladva kell tjraszdmolnunk az egyensilyokat, és csak itt kell ki-
egyenstlyoznunk, ha kiegyenstlyozatlan cstcsot talalunk. Igy a futasi id6 a
fa magassagéval aranyos marad, ami AVL fakra O(logn). Most tehat rész-
letezziik a beszird és kiegyenstlyoz6 algoritmus miikddését. FEnnek soran

a fa magassaga vagy eggyel novekszik (d = true), vagy ugyanannyi marad
(d = false).

CAVLinsert( &t:Node* ; k:T ; &d:IB%D
I

t=0
k<t— key k>t— key ELSE
+ — new| AVLinsert(t — left k,d) AVLinsert(t — right, k,d)
Node(k) d d d—

d:=t '
" JeftSubTreeGrown gIp | rightSubTreeGrown | gyyp false
(t,d) (t,d)
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qeftSubTreeGrown( &t:Node* ; &d:B D
[

t—b=-1
SFt—=b—— %/ 1:=t—left
t—b——
[ —->b=-1
bal MMm(¢,1 bal MMp(t, !
alance m(a) alance p(’) d:(t—>b<0)
d := false

@ghtSubTreeGrown( &t:Node* ; &d:]B%D

[

t—b=1
Ft= b+t ¥ =t right
] / g t—b++
r—b=1
balancePPp(t, bal PPmt,
0 p(t,r) alancePPm(t, r) d:=(t—b>0)
d::f(llse

@alancePPp( &t,r: Node*D
I

t — right :==r — left
r—left:=t
r—b=t—>0:=0

t:=r

@alancePPm( &t,r : Node* D
I

@alanceMMm( &t, 1 : Node* D
I

t —left :=1— right

[ — right =1
l—>b:=t—b:=0
t:=1

@alanceMMp( &t : Node*D
I

l:=r—left

r:=1— right

t — right =1 — left

[ — right :=r — left

r —left :=1— right

t — left :=r — right

[ —left:=t

r—left:=1

[ — right :=r

r — right :=1

t—=b:=—|(l—=b+1)/2]

[l —b:=—|(r—=b+1)/2|

r—b:=|(1-1—0)/2]

t—=b:=|1—-r—10)/2]

[l —=-b0:=0

r—b:=0

t:=1

t:=r

Az AVL faba valé beszirast réviden dsszefoglalva:
1. Megkeressiik a kulcs helyét a faban.
2. Ha a kulcs benne van a fidban, STOP.
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3. Ha a kulcs helyén egy iires részfa taldlhato, besztrunk az {ires fa helyére
egy 1j, a kulcsot tartalmazoé levélestucsot. Ez a részfa eggyel magasabb lett.
4. Ha a gyokércsiucsnal vagyunk, STOP. Kiilonben egyet folfelé 1épiink a
keres6faban. Mivel az a részfa, amibdl folfele léptiink, eggyel magasabb lett,
az aktualis csics egyenstlyat megfelel6képp modositjuk. (Ha a jobb részfa
lett magasabb, hozzdadunk az egyensiilyhoz egyet, ha a bal, levonunk bel6le
egyet.)

5. Ha az aktualis csics egyensiilya 0 lett, akkor az aktudlis csticshoz tartozo
részfa alacsonyabb dga hozzan6tt a magasabbikhoz, tehat az aktuélis részfa
most ugyanolyan magas, mint a besztrés el6tt volt, és igy egyetlen mas csics
egyensulyat sem kell modositani: STOP.

6. Ha az aktudlis cstcs 4j egyensilya 1 vagy -1, akkor el6tte 0 volt, ezért az
aktudlis részfa magasabb lett eggyel. Ekkor a 4. ponttol folytatjuk.

7. Ha az aktudlis csiics 0j egyensilya 2 vagy -2!, akkor a hozza tartozo részfat
ki kell egyensilyozni. A kiegyensulyozds utdan az aktudlis részfa visszanyeri
a beszurds eldtti magassdgdt, ezért mar egyetlen mas csics egyensulyat sem
kell médositani: STOP.

Az az allitas, hogy ebben az algoritmusban a kiegyensilyozds utdn az aktudlis
részfa visszanyert a beszurds eldtti magassdgdt, még igazolasra var. Azt az
esetet nézziik meg, amikor a kiegyensilyozando részfa gyokere T+4. A T——
eset hasonléan fontolhaté meg. A T++ esethez tartozo kiegyensilyozasi
sémék (1. és 3. abra):

[a T++ (B R+ 7) ] = [(a To ) Ro 7]
{aT++ [(8 L—ot v) R— 6] } = { [@ Too— ] Lo [y R+o0 ] }

Elgszor belatjuk, hogy ha a T csiics jobboldali R gyereke + vagy — stlyn,
akkor a fenti sémak koziil a megfelel¢ alkalmazhato: Mivel a besztré algorit-
mus a faban a beszuras helyétdl egyesével folfele lépked, és az els kiegyensii-
lyozatlan cstcsnal azonnal kiegyensilyoz, ez alatt nincs kiegyenstlyozatlan
csucs, azaz az «, [ és v, illetve a J részfak is kiegyensilyozottak, ez pedig
éppen a fenti forgatasok feltétele, amellett, hogy binaris kereséfat akarunk
kiegyensilyozni, amit viszont a kiegyensiilyozas nélkiili besziréd algoritmus
garantal.

Most még be kell 1atni, hogy a fenti sémak minden esetet lefednek, azaz
R+ vagy R—: egyrészt, R nem lehet a besziréas altal létrehozott j cstcs,
mert kiilléonben T-nek a besziras elétti jobboldali részfaja iires lett volna,
tehat most nem lehetne T++. Maésrészt, ha a folfele lépkedés soran nulla

LA 2 és -2 eseteket a struktogramban nem szamoltuk ki expliciten, hogy az egyensily
tarolasara elég legyen két bit.
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egyensulyu csics all els, akkor a folotte levs cstucsok egyensilya mar nem
modosul, igy kiegyensilyozatlan cstcs sem allhat el6. Marpedig most T++-.
Igy tehat az j csiicstol T-ig folfelé vezets titon minden cstics, azaz R egyen-
silya is + vagy —.

Most belatjuk, hogy a kiegyensilyozasok visszaallitjak a részfa besziras
el6tti magassidgat. A T4+ kiegyensilyozatlan cstics a besziuras el6tt kiegyen-
silyozott volt. Mivel a besziras, a besziras helyétsl kezdve T-ig folfelé vezeto
uton mindegyik részfa magassagat pontosan eggyel névelte, a besziras el6tt
T+ volt. Ezért a beszuras eltt, h = h(«) jelléssel, a T gyokerii részfa h + 2
magas volt. A besziras utan tehat T4+ lett, és igy a T gyokert részfa h+ 3
magas lett. A beszirds uténi, de még a kiegyenstlyozés el6tti allapotot te-
kintve a tovabbiakban megkiilonbdztetjiik a T jobboldali R gyerekére a R+
és a R— eseteket.

R+ esetén mar lattuk, hogy h(a) = h = h(B) és h(vy) = h+ 1. Ezért a
kiegyenstlyozas utan h([(a T ) R 7]) = h + 2.

R— esetén pedig mar lattuk, hogy h(a) = h =h(0) és h([B L v]) = h+1
Ezért h(B), h(y) < h. Igy a kiegyenstlyozas utan h({{a T 8] L [y R ]})
h+ 2.

Ezzel belattuk, hogy a kiegyensilyozasok mindkét esetben visszaallitjék a
részfa beszuras el6tti magassagat, mégpedig gy, hogy a besziras altal eggyel
megnovelt magassagot eggyel csokkentik. Szimmetria okokbdl ez hasonléan
lathato be T—— esetén is, figyelembe véve a LL.— és a L+ eseteket.

4.2. AVL fak: a remMin(¢, minp) eljaras

Binaris keres6fakra a remMin eljarés:

Geml\/[in( &t, &minp : Node*D
I
t—left =

minp =t

t :=minp — right | remMin(t — left, minp)

minp — right .=

Ezt példaul a { [2]44[(6)80(10)] } AVL fara alkalmazva, a minp — key = 2
eredmény mellett, a { [] 4++4[(6)80(10)] } kiegyenstilyozatlan binaris kereséfa
adodna.

Latjuk, hogy a kiegyensilyozatlan 4++ csiics jobboldali gyereke a 8o.
Ennek az esetnek a kezelésére 1j kiegyensilyozasi sémat kell alkalmaznunk.
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8. dbra. Az AVL fak remMin() miveletének 1j alapesete. A bal oldali abran
az eltavolitott csicsot rombusszal jeloltiik. A felette levé csucs atsulyoza-
sanak eredményét zardjelbe tettiikk. A jobb oldalon lathato a megfelel ki-
egyenstlyozo forgatas (6. abra) végeredménye.

Szerencsére egy balra forgatas, a megfelels egyensily beallitdsok mellett most
is megoldja a problémat (6. abra):

{aT++[fRov] } = {[a T+ ] R— 7 }.

T++ miatt h = h(a) jeloléssel nyilvan h(5) = h 4+ 1 = h(7y), igy a forgatas
utan az egyensilyokat a fenti séma szerint kell beallitani. A fa magassaga
a forgatas el6tt és utan is h + 3 lesz, ez a fajta kiegyensilyozas tehat az
eddigiekkel szemben nem csokkenti az aktuéalis részfa magassagat.

Ezutan az AVL fakra alkalmazott, a megfelel6 kiegyensulyozasokkal ki-
egészitett AVLremMin eljaras pl. a kovetkezd lehet (d most azt jeldli, hogy
csokkent-e az aktualis részfa magassaga):

(AVLremMin( &t, &minp:Node* ; &d:B D
I
t—left=0

minp =t
b AVLremMin(t — left, minp, d)

t := minp — right

minp — right == © d
d = true leftSubTreeShrunk(¢, d) SKIP

QeftSubTreeShrunk( &t:Node* ; &d:]B%D
I

t—b=1
[Ft=b++7/ t— b4+
balance PP(t,d) d:=({t—=b=0)
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@)alance_PP( &t:Node* ; &d:B D
I

r:=1t— right
r—b=-1 r—b=0 r—b=1
balancePPO(t, r)
balancePPm(¢, r) balancePPp(t,r)
d = false

@alancePPO( &t,r . Node* D
I
t = right == r — left

r—left:=t
t—b:=1
r—b:=-—1

t:=r

Az algoritmus helyessége hasonldéan gondolhaté meg, mint a beszuras ese-
tén. Lényeges kiilonbség azonban, hogy ott minden beszirast csak egyetlen
kiegyensilyozas kovet, mig itt el6fordulhat, hogy a minimalis cstics eltavoli-
tasa utan, minden felette 16v6 szinten ki kell egyensilyozni.

4.1. Feladat. Mutassunk ilyen, legaldbb négy magassdgu fdt!

4.2. Feladat. Irjuk meg az AVLremMin(t,minp,d) eljirds mintdjira az
AVLremMaz(t, maxp,d) eljdrast és segédeljardsait!

4.3. AVL fak: torlés

Binaris keres6fakra a del(t, k) és a delRoot(t) eljarasok:

@el( &t:No?e* ; kT ))

t#0O
k<t— key k>t— key k=t— key SKIP
del(t — left, k) | del(t — right, k) delRoot(t)
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@elRoot( &t:Node* D

t—=left=0 Nt—=1right =0 t —left #Q Nt — right # O
p:=t p:=t remMin(t — right, p)
— left:=t — left
t:=p—right | t:=p—left L ,f ,f
p — right ==t — right
delete p delete p delete t ;¢ :=p

Ezeket fogjuk most az AVLremMin(¢, minp, d) eljaras mintajara kiegésziteni
a d paraméterrel; majd a rekurziv torol hivasokbdl, valamint az AVLremMin
eljarasbol valo visszatérés utan megkérdezziik, csokkent-e az aktualis részfa
magassaga. Haigen, az AVLremMin(¢, minp, d) eljaras mintajara modositjuk
a t — b értéket, ha kell, kiegyenstlyozunk, és ha kell, d-t beallitjuk.

@VLdel( &t:Node* ; k:T 5 &d:B ))

[

t#0
k<t— key k>t— key k=t— key
AVLAel(t — left, k,d) | AVLdel(t — right, k, d)
d d AVLdelRoot fa};
leftSubTreeShrunk rightSubTreeShrunk (t,d)
(t,d) SKIP (t,d) SKIP
(AVLdelRoot( &t:Node* ; &d:B ) )
t—=left=0 t — right =0 t—left#Q Nt — right #0O
p=t p:=t . :
, rightSubTreeMinToRoot(t, d)
t:=p—right t:=p—left
delete p delete p d
d = true d = true rightSubTreeShrunk(¢,d) | SKIP

@ghtSubTreeMinToRoot( &t:Node* ; &d:[B%D

[

AVLremMin(t — right, p,d)

p—left:=t—left;p—right:=t—right ;p—>b:=t—b

delete t ; t:=1p
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Itt is lehetséges, hogy tobb szinten, a legrosszabb esetben akar minden szin-
ten is ki kell egyensiilyozni. Mivel azonban egyetlen kiegyensilyozas sem
tartalmaz se rekurziot, se ciklust, és ezért konstans szamu eljarashivasbol all,
ez sem itt, sem az AVLremMin eljarasnal nem befolyasolja a futasi idének
az AVLinsert eljarasra is érvényes M T (n) € ©(logn) (ahol n = |t|) nagysag-
rendjét.

4.3. Feladat. A leftSubTreeShrunk(t,d) eljdrds mintdjira dolgozzuk ki a
rightSub TreeShrunk(t,d) eljardst, ennek segédeljdrdsait, és az ehhez sziiksé-
ges kiegyensilyozdsi sémdt (megoldds: 5. dbra)! Mutassuk be az AVLdel(t, k)
elydards mikédését néhdny példdn! Mutassunk olyan, legaldbb négy magassd-
gu fat és kulesot, amelyre az AVLdel(t, k) eljards minden, o fizikailag torolt
csics feletti szinten kiegyensiulyozdst végez!

4.4. Feladat. Irjuk meg az AVLdel(t, k) eljdrds egy olyan vdltozatdt, amely
abban az esetben, ha a k kulcsot olyan belsd csics tartalmazza, aminek két
gyereke van, ezt a torlendd csiucsot a bal részfdja legnagyobb kulcsi csicsdval
helyettesiti!

4.4. Az AVL fak magassaga™

Tétel: Tetszsleges n csticstt nemiires AVL fa h magassagara:

llogn| < h <1,45logn

Bizonyitas:

Az |logn] < h egyenlStlenség bizonyitasdhoz elég azt belatni, hogy ez
tetszGleges nemiires binaris fara igaz. Egy tetszéleges binaris fa nulladik
(gyokér) szintjén legfeljebb 2° = 1 cstics van, az els6 szintjén maximum 2! = 2
cstics, a masodik szintjén nem tébb, mint 22 = 4 cstcs. Altalaban, ha az i-
edik szinten 2° cstcs van, akkor az i + l-edik szinten legfeljebb 20! csiics,
hiszen minden csticsnak maximum két gyereke van. Innét egy h mélységi
binaris fa csticsainak n szamara n < 20421 422 4. .. 4 2h = 2hF1 1 < 2h+1L
Innét
llogn] <logn < log2"t = h + 1, amibdl [logn| < h.

A h < 1,45logn egyenl6tlenség bizonyitasdhoz elég azt belatni, hogy ez tet-
sz6leges nemiires, kiegyenstlyozott binaris fara (KBF-re) igaz. Ehhez elGszor
meghatéarozzuk egy h > 0 magassagli (azaz nemiires) KBF csticsainak mi-
nimalis fj, szamat. Nyilvan fy = 1 és f; = 2, hiszen egy nulla magassagi
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KBF csak a gyokércsicsbol all, az egy magasséagi KBF-ek pedig ((B)G(J)),
((B)G), vagy (G(J)) alakuaak.

Az is vilagos, hogy az (fo, f1, fo, . .. ) sorozat szigoriian monoton névekva.
(Ennek igazolasahoz vegyiink egy i + 1 magas, f;y1 cstucst t KBF-et! Ekkor
a t bal és jobb részfai koziil az egyik magassaga ¢. Legyen ez az f részfal
Jelolje most s(b) egy tetszéleges b binaris fa cstcsainak szamat! Akkor f;1 =
s(t) > s(f) = fi.)

Ezutan h > 2 esetén f, = 1+ fr_1 + fu_2. (Ha ugyanis ¢t egy h magas-
sagh, miniméalis, azaz f;, méretti KBF, akkor ennek bal és jobb részfiiban
is, a részfak magassdgahoz mérten a lehets legkevesebb csiics van. Az egyik
részfaja kotelezGen h — 1 magas, ebben tehat f, | cstics van. Mivel ¢ KBF,
a masik részfaja h — 1 vagy h — 2 magas. A masik részfaban tehat fj,_; vagy
fn_o cstics van, és fr,_o < fr_1, tehat a mésik részfaban f,_o csiics van, és
gy fn=1+ fn1+ fa2)

A képlet emlékeztet a Fibonacci sorozatra:

F[) = O, Fl = 1, Fh = Fh,1 —}—Fh,Q, ha h Z 2.

Megjegyzés: A h magassagi, és fj, méretii KBF-eket ezért Fibonacci fdk-
nak hivjuk. Az elGbbiek szerint egy h > 2 magassagu Fibonacci fa mindig
(pho1 G on_2) vagy (pn_o G ¢n_1) alaka, ahol ¢, 1 és ¢ h — 1, illetve
h — 2 magassagu Fibonacci fak.

4.5. Feladat. Rajzoljunk h € 0..4 magassdgi Fibonacci fdkat!
Megvizsgéljuk, van-e valami Gsszefiiggés az
(fn:h €N) ésaz (F), : h € N) sorozatok kozott.

hlol1|2]3] 4] 5] 6| 7] 8] 9
F,lo[1[1l2] 3] 5] 8132134
folll2l4[7[12120]33

A fenti tablazat alapjan az els6 néhany értékre f, = Fj, 3 — 1. Teljes induk-
cioval konnyen lathato, hogy ez tetszGleges h > 0 egész szamra igaz: Feltéve,
hogy 0 < h < k > 1 esetén igaz, h = k + 1-re:

fTh=Teri =1+ fi+ fie1 =14+ Fs =1+ Frpo—1=Fa— 1= Fh3 — 1.

Tudjuk, hogy




Az Fj,-ra vonatkozo explicit képlet segitségével Osszefiiggést adunk tetszdéleges
KBF n mérete és h magassaga kozott.
< 1-/5 ) .

anh:FthS_l:% <1+2\/_>
L |{1evs h+3_ JS
=N 5
(55)"

(BT L (14VB) (1B 1445
NG 2 B 2 2 NG

Mivel
1 <1+¢5>3_ 1435 +3(VB2+ (VB 1648V5 2445
- _

Mivel 2 < /5 < 3, azért |1 —/5|/2 < 1 és < 1. Eszerint

S

2 8v/5 85 Vs

Ezt behelyettesitve az el6bbi, n -re vonatkozé egyenlGtlenségbe:

>2+\/5 1++5 h_1+\/5
V5 2 V5

Az els6 egyilitthatot tagokra bontva, a disztributiv szabéllyal:
ERVAY ERVAY 1+45
n > + —
2 \/S 2 V5

1+v3)" 145 1+v3) 145
(5 -t (5

Eszerint h > 1 esetén

Most




h
h =0 -ra pedign =1, és igy n = <1+2\/5>

A fentiekbdl tetszéleges, nemiires KBEF n méretére és h magassagara

. <1+¢5>h
=

Innét, ha vessziik mindkét oldal kettes alapt logaritmusat, majd log
osztunk:

M _tel
2

< —=logn
log 5>

Mivel 1,44 < 1,44042 < ﬁ < 1,4404201 < 1,45, azért tetszoleges,
08 73—

nemiires KBF n méretére és h magassagara

h <1,45logn

5. Altalanos faik (General trees)

Az altalanos fak esetében, a binaris fakkal 6sszehasonlitva, egy csicsnak tet-
sz6legesen sok gyereke lehet. A fak most is irdnyitottak, és az utak a gyo-
kércsicstol a levelek felé vezetnek. Itt azonban, tetszéleges csticshoz tartozo
részfak szama pontosan egyenlS a gyerekek szdmaval, azaz nem tartoznak
hozza iires részfak. Ha a gyerekek sorrendje lényeges, akkor rendezett fardl
(ordered tree) beszéliink.

Altalanos fakkal modellezhetjiik példaul a szamitogépiinkben a mappak
hierarchidjat, a programok blokkstruktirajat, a fiiggvénykifejezéseket, a csa-
ladfakat és barmelyik hierarchikus strukturat.

Vegyiik észre, hogy ugyan minden konkrét altalanos faban van az egy
csticshoz tartozo gyerekek szamara valamilyen r fels§ korlat, de ettdl a fa
még nem tekinthetd r-arisnak, mert ez a korlat nem abszolut: a fa tetszo-
leges cstcsa gyerekeinek szdma tetszélegesen novelhets. Masrészt, mivel itt
nem értelmezziik az tres részfa fogalmat, ez mégsem altaldnositasa az r-aris
fa fogalmanak. Ertelmezziik azonban a gydkércsics (nincs sziil6je) és a le-
vélestcs (nincs gyereke) fogalmat, azaz tovabbra is gyokeres fakrol (rooted
trees) beszéliink.?

2Ellentétben az un. szabad fdkkal, amik irdnyitatlan, kérmentes grafok.
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Az altalanos fak természetes abrazolasi modja a bindris ldncolt reprezentacio.
[tt egy csics szerkezete a kovetkezs (ahol most childl az els§ gyerekre, sibling
pedig a kdvetkezo testvérre mutat). A xp cstics akkor levél, ha p — childl =
O ; és a *p csics akkor utolso testvér, ha p — sibling = .

Node

+ childl, sibling : Node* // childl: els6 gyerek; sibling: kovetkezs testvér
+ key : T // T ismert tipus

+ Node() { childl := sibling := © } // egycstcst fat képez beldle
+ Node(z:T) { childl := sibling := S ; key :=x }

Természetesen itt is lehet szild pointer, ami a gyerekek kozos sziilgjére mutat
vissza.

5.1. Feladat. Probdljunk megadni az dltaldnos fikra mdsfajta lancolt repre-
zentdciokat is! Hasonlitsuk 6ssze az dltalunk adott dbrdzoldsokat és a bindris
lancolt reprezentdcidt, memoriaigény és rugalmassdg szempontjabol!

A szoveges (zérojeles) reprezentacioban az altalanos faknal a gyokeret elGre
szok4s venni. Igy egy nemiires fa altalanos alakja (G t;...t,), ahol G a
gyokércsucs tartalma, ¢ ...t, pedig a részfak.

Igy pl.az { 1 [2(5)] (3) [4 (6) (7) ] } altaldnos faban az 1 van a
gyokérben, a gyerekei a 2, a 3 és a 4 kulcst csiicsok, a hozzajuk tartozo
részfak pedig sorban a [ 2 (5) |, a (3) ésa [ 4 (6) (7) |. A falevelei az 5, a 3,
a 6 és a 7 kulest csucsok (9. abra).

5.2. Feladat. Irjunk programot, ami kiir eqy bindrisan ldncolt fit a fenti
zdrdjeles alakban! Irjunk olyat is, ami eqy széveqfdjlbol visszaolvassa!l Készit-
siik el a kiiro és a wvisszaolvaso programokat az dltalunk kidolgozott alterna-
tiv lancolt dbrdzoldsokra is! (A wvisszaolvass programokat dltaldban nehezebb
megirni. )

Ha a fa csicsai 1-t6l n-ig (vagy altalaban, az egész szamok egy folyto-
nos intervallumaval) indexelhet6k, mint a 9. &bran lathat6 példaban, ahol
n = 7; a fa forditott reprezentdcidja a lehetd legtomorebb abrazolas. Pl. egy
Parent/1 : N[n] tombo6t hasznalhatunk, ahol Parent[i] az i index( cstcs szii-
16jének indexe. Ha ¢ a gyOkércsicsra hivatkozik, akkor Parent[i] = 0. Egy
maésik fajta forditott reprezentécio szerint a gyokérnél Parent[i| = i. Az el§b-
bi tradicio szerint a 9. abran lathato fa forditott abrazolasa a (0,1,1,1,2,4,4)
tomb, az utobbi szokas szerint pedig az (1,1,1,1,2,4,4) témb. A forditott
faabrazolasokkal a grafalgoritmusoknél fogunk talalkozni.
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~[1]e]

ONORO | \2\H®\3\47 [4]o]
OBNONGO ol6] F—o]7]o]
9. dbra. Az { 1[2(5)] (3) [4(6) (7) ] } altalanos fa absztrakt szerkezete
(balra) és binaris reprezentéacidja (jobbra).

Az altalanos fa preorder bejarasa® a childl ~ left és sibling ~ right megfe-
leltetéssel a binaris reprezenticié preorder bejarasat igényli. Az altalanos fa
postorder bejarasahoz* azonban (az elsbbi megfeleltetéssel) a binaris repre-
zentacio inorder bejarasa sziikséges.’

@reorder( t : Node* D @ostorder( t : Node* D
[ [
t£0 t+0
process(t) postorder(t — childl)
preorder(t — childl) process(t)
t:=t— sibling t =t — sibling

5.3. Feladat. Ldssuk be a fenti bejardsok helyességét! (Otlet: A testvérek
listajanak mérete szerinti teljes indukcio pl. célravezetd.) Ldssuk be egy el-
lenpélda segitségével, hogy az dltaldnos fa inorder bejdardsa® nem szimuldlhato
a bindris reprezentdcid eqyik nevezetes bejdrdsdval’ sem! Irjuk meg a bind-
ris ldncolt reprezentdciora az dltaldnos fa inorder bejdrdsdt és szintfolytonos

bejdardsdt is!

3el6szor a gydkér, majd sorban a gyerekeihez tartozo részfak

“elébb sorban a gyokér gyerekeihez tartozo részfik, végiil a gyoker

5A fajlrendszerekben altalaban preorder bejaras szerint keresiink, mig a fiiggvénykife-
jezéseket (eltekintve most a lusta kiértékeléstdl, aminek a targyalasa tul messzire vezetne)
postorder bejarassal értékeljiik ki.

A (G t1...t,) fara n > 0 esetén el6bb ti-et jarja be, majd feldolgozza G-t, aztan
bejarja sorban a ts .. .t, részfakat; n = 0 esetén csak feldolgozza G-t.

“preorder, inorder, postorder, szintfolytonos
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5.4. Feladat. Irjuk meqg a fenti bejdrdsokat az dltalunk adott alternativ ldn-
colt reprezentdcickra is! Irjunk olyan programokat, amelyek képesek tetszdle-
ges dltaldnos fa eqy adott reprezentdcidjabol eqy adott mdsik dbrdzoldsi md-
solatot késziteni!

6. B+ fak és miiveleteik

Ld. B+ fa.pdf a Canvas-ben!
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7. Egyszert grafok és abrazolasaik (]3] 20)

Grafok segitségével pl. halozatokat, folyamatokat modellezhetiink. A model-
leket természetesen abrazolnunk kell tudni a szamitogépben, illetve matema-
tikailag; vagy éppen szemléletesen, a jobb megértés céljabol.

7.1. Grafelméleti alapfogalmak

7.1. Definicio. Graf alatt egy G = (V, E) rendezett pdrost értink, ahol V a
csucsok (vertices) tetszdleges, véges halmaza, E CV x V \ {(u,u) : u € V}
pedig az €lek (edges) halmaza. Ha V = {}, akkor dres grifrol, ha V # {},

akkor nemiires grdafrol beszélink.

Tehat mar a definici6 szintjén kizarjuk a grafokbol parhuzamos éleket és
a hurokéleket, azaz a tovabbiakban graf alatt egyszerd grdfot értiink.

Nincs ugyanis semmilyen eszkoziink arra, hogy két (u,v) élet megkiilon-
boztessiink (parhuzamos élek), raadéasul az ilyen kapcsolatok az (u, u) alak,
iun. hurokélekkel egyiitt az altalunk targyalt algoritmusoknél feleslegesek.

7.2. Definicié. A G = (V, E) grdf iranyitatlan, ha tetszdleges (u,v) € E
élre, az (u,v) és a (v,u) éleket azonosnak tekintjik. (Megjegyzés: Ebbdl a
megdllapoddsbol persze (u,v) € E <= (v,u) € E kivetkezik.)

7.3. Definicié. A G = (V, E) grdf irdnyitott, ha tetszdleges (u,v), (v,u) €
E élpdrra (u,v) # (v,u) (nem tekintjik oket egyenléknek). Illyenkor azt
mondjuk, hogy az (u,v) él forditottja a (v,u) €l, és viszont.

Mint lathato, az irdnyitatlan grafoknal tetszéleges (u, v) éllel egyiitt (v, u)
is a graf éle, hiszen ez a két él egyenls.

Iranyitott grafoknél altalaban — de nem sziikségszertien — lesz a grafnak
olyan (u,v) éle, hogy ennek forditottja, (v, u) nem éle a grafnak.

7.4. Definicio. A G = (V, E) grdf csiucsainak (V) egy (ug,uq,...u,) (n €
N) sorozata a graf egy utja, ha tetszdleges i € 1..n-re (u;_1,u;) € E. Ezek
az (ui_1,u;) élek az dt élei. Azt hossza ilyenkor n, azaz az utat alkotd élek
szamdval egyenld.

7.5. Definicio. Tetszdleges (ug, uy, -+ ,uy,) it rész-ttja 0 < i < j < n ese-
tén az <Ui, Uiy, ,Uj> ut.

A kor olyan 1it, aminek kezdd és végpontja (csicsa) azonos, a hossza > 0,
és az éler pdaronként kiilonbozdek.
Az egyszerid kor olyan kir, aminek csak a kezdd és a végpontja azonos.
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Tetszdleges Ut akkor tartalmaz kort, ha van olyan rész-itja, ami kor.

Kormentes ut alatt olyan utat értink, ami nem tartalmaz kért.

Kormentes graf alatt olyan grdfot értink, amiben csak kormentes utak
vannak.

Vegyiik észre, hogy (az ,Algoritmusok” témakorben elterjedt szokasnak
megfelelGen) az utak koroket is tartalmazhatnak! A fentiek szerint tetszéleges
kor hossza > 2.

7.6. Definicio. DAG alatt irdnyitott, kormentes grdfot értink (directed
acyclic graph).

A DAG-ok modelezhetnek példaul sszetett folyamatokat, ahol a graf csi-
csai elemi miiveletek, az élei pedig az ezek kozotti rakovetkezési kényszerek.

7.7. Definicio. Tetszdleges G = (V, E) iranyitott graf irAnyitatlan megfele-
16je az a G' = (V, E') irdnyitatlan grdf, amire
E' ={(u,v) : (u,v) € EV (v,u) € E}.

7.8. Definici6. A G iranyitatlan graf 6sszefiiggs, ha G tetszdleges csiicsdabdl
bdrmelyik csucsaba vezel it.
A G iranyitott graf Osszefiiggs, ha az irdnyitatlan megfeleldje dsszefiiggd.

7.9. Definicidé. Az irdnyitatlan, kérmentes, dsszefliggd grdfokat szabad fak-
nak, mds néven iranyitatlan faknak nevezzik.

7.10. Definicié. Az u csics a G irdnyitott grdf generator cstcsa, ha u-bol
a G tetszdleges v csiucsa elérhetd, azaz létezik u ~» v 4it.

7.11. Tulajdonsag. Ha a G irdnyitott grafnak van generdtor csicsa, akkor
osszefiiggd, de forditva nem igaz az dllitds.

7.12. Definicié. T gyokeres fa, mds néven iranyitott fa, ha T olyan irdnyi-
tott grdaf, aminek van generdtor csicsa, nincs olyan éle, aminek a forditottja
i1s €le a grdafnak, és a T irdnyitatlan megfeleldje kormentes. Ilyenkor a gene-
rator csucsot a fa gyokér cstcsanak is nevezzik.

7.13. Tulajdonsag. Tetszdleges (gyikeres vagy szabad) nemiires fanak pon-
tosan eggyel kevesebb éle van, mint ahdny csicsa.

7.14. Definicié. A G = (V| E) grifnak részgrafja a G' = (V', E') grdf, ha
VI CV ANE CE, és mindkét grdf irdnyitott, vagy mindkettd iranyitatlan.

A G grdfnak valodi részgrafja a G' grdf, ha G-nek részgrdafia G', de G # G’
és G' nemdires.
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7.15. Definicié. Két (rész)graf diszjunkt, ha nincs kozds csicsuk (és ebbdl
kivetkezden kizis élik sem,).

7.16. Definicio. A G grdf tsszefiigg komponense a G’ grdf, ha G-nek rész-
grifja G' és G' dsszefiiggd, de G-nek nincs olyan dsszefiiggd részgrdafia, ami-
nek G' valodi részgrdfia.

7.17. Tulajdonsag. Tetszdleges grif vagy dsszefiiggd, vagy felbonthato (egy-
mdastol diszjunkt) dsszefiiggd komponensekre (amelyek egyitt kiadjdk a teljes

grdfot).

7.18. Definicio. A G grdf erdd, ha dsszefiiggd komponensei fik (vagy egyet-
len fdbol dll).

7.19. Tulajdonsag. A G rdnyitatlan grdf erdd <= G kormentes.
A G iranyitott grdaf erdd <= G irdnyitatlan megfeleldje kormentes, és
G mindegyik dsszefliggd komponensének van generdtor csicsa.

7.2. Bevezetés a grafabrazolasokhoz

A grafabrazolasoknal a G = (V, E) grafrol 4ltalaban foltessziik, hogy
V = {vy,-+-,v,}, ahol n € N, azaz hogy a graf csucsait egyértelmien azo-
nositjak az 1..n sorszamok.

Grafikus és széveges reprezentacioban (1d. alabb) a csicsok sorszamait a
szemléletesség kedvéért gyakran az angol abécé kisbetdivel jeloljiik. Ilyenkor
példaul a = 1,b = 2,--- ,z = 26 lehet. (Szemléltets abrainkhoz ez b&ven
elég lesz.)

7.3. Grafikus dbrazolas

A grafoknal megszokott modon a csicsokat kis korok jelolik, az éleket irdnyi-
tott grafoknél a korok kozti nyilak, irdnyitatlan esetben a koroket 6sszekdtd
vonalak reprezentaljak. A cstucsok sorszamat (illetve az azt reprezentalod be-
tiit) altalaban a korokbe irjuk.

A 10. 4bran egy egyszert, iranyitatlan grafot lathatunk, grafikus és széveges
reprezentacioban, a cstcsokat kisbetiikkel azonositva.

A 11. abran pedig egy hasonlo, irdnyitott grafot talalunk, ujra grafikus
és szOveges reprezentacioban is, a csticsokat 1-t6l 4-ig sorszamozva. (Iré-
nyitatlan grafoknal is sorszdmozhatjuk a cstucsokat és irdnyitott grafoknal
ugyantigy hasznalhatunk bet{ azonositokat is.)
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10. abra. Ugyanaz az iranyitatlan graf grafikus (balra) és széveges (jobbra)
abrazolassal.

(D—(2)
OO

11. abra. Ugyanaz az iranyitott graf grafikus (balra) és szoveges (jobbra)
abrazolassal.

a—b;ec
b—c;d

1 — 2.
2 —3;4.
3 — 1.

7.4. Szoveges aAbrazolas

Az iranyitatatlan grafoknal — ,u — vy vy, azt jelenti, hogy
a grafban az wu cstcsnak szomszédai a wv,,,---,v,, csGcsok, azaz
(U, V), -+ 5 (u,vy,) €lel a grafnak. (Ld. a 10. abrat!)

Az iranyitott grafoknal pedig ,u — vy,,;--- ;v  azt jelenti, hogy
a grafban az u csiucsbol az (u,vy,), -+, (u, vy, ) irdnyitott élek indulnak ki,
azaz az u csics kozvetlen rakovetkezoi, vagy mas néven gyerekei a v,,, - - , vy,

csicsok. (Ld. a 11. abrat!)

7.5. Szomszédossagi matrixos (adjacency matrix), mas
néven csicsmatrixos reprezentacio

A szomszédossagi matrixos, vagy mas néven csucsmatrixos abrazolasnal a
G = (V, E) grafot (V = {vy, -+ ,v,}) egy A/1 : bit[n,n] matrix reprezentalja,
ahol n = |V| a csicsok szama, 1..n a csicsok sorszamai, azaz azonositd
indexei,

type bit is {0, 1}; és tetszoleges i,j € 1..n csiucssorszamokra

A[Z,]] =1 < (UZ',’UJ') ek

Ali,j] =0 <= (v;,v;) ¢ E.

35



A 12. 4bran lathat6 iranyitott grafot példaul a mellette 16vé bitmatrix
reprezentalja.

(O—(2)
@

12. abra. Ugyanaz az iranyitott graf grafikus (balra) és szomszédossagi mat-
rixos (jobbra) abréazolassal.

o DN
(el ew) el Il
OO O N
OO = O W
OO = O =

A featloban mindig nulldk vannak, mert csak egyszerid grafokkal foglal-
kozunk (amelyekben nincsenek hurokélek).

Vegyiik észre, hogy iranyitatlan esetben a szomszédossagi matrixos rep-
rezentacié mindig szimmetrikus, hiszen (v;,v;) € £ <= (vj,v;) € E.

A 10. abrar6l méar ismer@s iranyitatlan graf csicsmatrixos dbrazolasa a
szokasos a = 1,0 = 2, ¢ = 3,d = 4 megfeleltetéssel a 13. abran lathato.

(O—H2) A

1
0
1
1
0

—|—| o |
ol o~ —|w
olo|l~|lof

=W Do =

13. abra. Ugyanaz az iranyitatlan graf grafikus (balra) és szomszédossagi
métrixos (jobbra) abrazolassal.

Az iranyftatlan grafoknal tehat tetszéleges v; és v; cstuicsokra Afi, j] = A[j, 1],
valamint A[i,i] = 0. Elég azért az alsoharomszog (vagy a felsGharomszog)
matrixot abrazolnunk, a f6atlé nélkiil, pl. sorfolytonosan. A ténylegesen
abrazolt alsoharomszog matrix igy egy elemet tartalmaz a 2. sorban, kett&t
a 3. sorban, ... (n — 1) elemet az utolsé sorban, ami

n® bit helyett csak 1 +2+---+(n—1)=n=*(n—1)/2 bit.

Az A matrix helyett tehat felvehetiink pl. egy B : bit[n x (n — 1)/2] t6mbot,
ami az a;; = A, j] jeloléssel az

<CL21, as1, @32, A41, A42, @43, . . ., Apl, - - - 7an(n71)>
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absztrakt sorozatot reprezentalja sorfolytonosan. Innét

Ali,j] = B[(i—1)%(i—2)/2+(j—1)  hai > j (az alsbharomszog métrixban)

Ali,jl = Alj,i] hai < j (A7, 7] a fels6haromszog matrixban)
Ali,i] = 0. (Ali, ] a f6atlon van)

Ha ui. meg szeretnénk hatérozni tetszéleges a;; = A[i, j], az alsoharomszog
matrixban taldlhato elem helyét a ténylegesen is létez6 B tombben, akkor
azt kell megszamolnunk, hogy hany elem elézi meg sorfolytonosan az a;;
elemet a B tombben. Mivel a B tombot nullatol indexeljiik, a;; indexe a
B-ben egyenl6 lesz az a;j-t megel6z6 elemek szaméaval. Az alsoharomszog
méatrixban az a;; elemet az alabbi elemek el6zik meg sorfolytonosan:

21

asi, as2

Q41, A42, 43

AG—1)1, A6E—1)25 5 Ai—1)(i—2)
Aily Ag25 =« 5 A1)

Ez pedig osszesen (14+2+3+---+(i—2))+(j—1) = (i—1)*(1—2)/2+(j—1)
elem.

A cstcsmatrixos (mas néven szomszédossagi matrixos) abrazolasnal ©(1) id6
alatt eldonthets a (v, v;) € E kérdés, igy olyan algoritmusoknal elényds, ahol
gyakori ez a miivelet.

Adott cstics (iranyitott grafoknal) gyerekeinek, vagy (iranyitatlan gré-
foknal) szomszédainak felsorolaséhoz viszont n lépésre van sziikségiink, ami
altaldban lényegesen tobb, mint ahdny gyerek vagy szomszéd ténylegesen van.

7.6. Szomszédossagi listas (adjacency list) reprezentacio

A szomszédossagi listds abrézolas hasonlit a szdveges reprezentacidhoz. A
G = (V,E) grafot (V ={vq, -+ ,v,}) az A/1 : Edge*[n] pointertémb

Edge
+v: N
+next : Edgex

segitségével dbrazoljuk, ahol irdnyitatlan graf esetében a v; cstcs szomszédai-
nak sorszamait az A[i] S1L tartalmazza (i € 1..n). A v; cstcs szomszédainak
indexeit tehat az A[i] lista elemeinek v adattagjai tartalmazzak. Igy az A[i
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lista elemei a v; csticshoz kapcsolodd éleknek felelnek meg. Iranyitatlan gra-
fok esetén azért minden élet kétszer abrazolunk, hiszen ha pl. a v; csiicsnak
szomszédja v;, akkor a v; cstcsnak is szomszédja v;.

Iranyitott grafok esetén hasonlé a reprezentacio, de az Ali] S1L csak az v;
csucs gyerekeinek (més néven kozvetlen rakovetkezdinek) sorszamait tartal-
mazza (i € 1..n). Ilyen moédon mindegyik élet csak egyszer kell abrazolnunk.
Egy példat lathatunk a 14. abran.

@—. Al v =2; A[l] - next = ©
A2 v =3; A[2] = next v =14
A[2] = next — next = O
A3l »v=1; A3 » next=0
(4) Al4=o
A
1| ——12]9]
[ | [
2 13 +—{4]0]
3 ——11]9]
4 O

14. abra. Ugyanaz az iranyitott graf grafikus (balra) és szomszédossagi listés
(jobbra) abrazolassal.

A szomszédossagi listas abrazolasnal S1L-ek helyett természetesen més-
fajta listdkat is alkalmazhatunk.

A szomszédossagi listas abrazolasnal a (v;,v;) € E kérdés eldéntéséhez meg
kell keresniink a j indexet az A[i] listan, igy olyan algoritmusoknéal, ahol gya-
kori ez a miivelet, lehet, hogy érdemes inkdbb a csticsmatrixos reprezentaciot
valasztani.

Adott csues (irdnyitott grafoknal) gyerekeinek, vagy (iranyitatlan grafok-
nal) szomszédainak felsorolasahoz viszont pontosan annyi lépésre van sziik-
ségiink, mint ahany gyerek vagy szomszéd ténylegesen van. Mivel ebben
a jegyzetben a legtobb grafalgoritmusnak ez a leggyakoribb miivelete, ezt
a reprezentaciot gyakran elényben részesitjiik a cstcsmatrixos abrazolassal
szemben.
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7.7. Szamitoégépes grafabrazolasok tarigénye

A tovabbiakban a G = (V, F) graf cstucsainak szamat n = |V|, éleinek szamat
pedig m = |E| fogja jeldlni. Vilagos, hogy 0 < m < nx* (n — 1) < n?, igy
m € O(n?).

A ritka grdfokat az m € O(n), mig a siri grdfokat az m € ©(n?) ossze-
fiiggéssel jellemezziik.

7.7.1. Szomszédossagi matrixok

A szomszédossagi matrixos (mas néven cstcsméatrixos) abrazolas tarigénye
alapesetben n? bit. Iranyitatlan grafoknal, csak az alsbharomszoég matrixot
tarolva, n % (n — 1)/2 bit. Mivel n x (n — 1)/2 € ©(n?), az aszimptotikus
tarigény mindkeét esetben ©(n?).

7.7.2. Szomszédossagi listak

Szomszédossagi listas reprezenticional a pointertomb n db mutatobol all, a
szomszédossagi listaknak pedig 6sszesen m vagy 2 * m elemiik van, aszerint,
hogy a graf iranyitott vagy iranyitatlan. Ezért az aszimptotikus tarigény
mindkét esetben O(n + m).

Ritka grafoknal (amik a gyakorlati alkalmazasok tobbségénél siirtin for-
dulnak elg) m € O(n) miatt ©(n +m) = ©(n), ami azt jelenti, hogy ritka
grafokra a szomszédosséagi listas reprezentacio tarigénye aszimptotikusan ki-
sebb, mint a csicsméatrixosé.

Stirt grafoknal viszont m € ©(n?) miatt O(n + m) = O(n?), azaz szom-
szédossagi listas és a csicsmatrixos reprezentacid tarigénye aszimptotikusan
ekvivalens.

Teljes grafoknal a szomszédossagi listaknak osszesen nx(n—1) elemiik van,
és egy-egy listaelem sok bitbdl all. Teljes vagy kozel teljes grafoknal tehat a
szomszédossagi listas abrazolas tényleges tarigénye jelentGsen nagyobb lehet,
mint a cstcsmatrixosé, ahol a matrix egy-egy eleme akar egyetlen biten is
elfér.
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8. Az absztrakt halmaz, az absztrakt sorozat és
az absztrakt grdf tipus

A halmazok és sorozatok leirasahoz bevezetiink két tipuskonstruktort: Ha T
tetszbleges tipus, akkor

- T{} jeloli T tipusi elemek tetszGleges, véges halmazat, és

- T() jeloli T tipust elemek tetszéleges, véges sorozatat.

A halmazokra a matematikaban szokasos halmazmiiveleteken kiviil még ér-
telmezziik az  uw from S  miveletet, ahol S tetszéleges nemiires halmaz.
Ennek hatasara kivalasztjuk az S halmaz egy tetszéleges elemét, u-nak ér-
tékiil adjuk, majd eltavolitjuk S-bél. Az iires halmazt 6nmagaban allo {}
jeloli.

A sorozatokat a matematikiban szokasos modon, egytél indexeljiik, és az
indexet als6 indexként jeloljiik, tovabba,

-ha  w,v:T(), akkoraz wu+wv Kkifejezés a konkatenaltjukat jeldli;

- () 6bnmagéban az iires sorozat.

Mint altalaban a strukturalt tipust valtozokat, a halmaz és a sorozat tipu-
st valtozokat is deklaralni kell. Feltessziik, hogy az s : T()  deklaracio
hataséra s iires sorozattal inicializalodik, illetve a  h : T{}  deklaracio
hatasara h iires halmazzal inicializalodik. Ha a zardjelek kozott megadunk
— pontosvesszOkkel elvalasztva — néhany T tipusi elemet, akkor a halmaz
illetve sorozat a deklaracio kiértékelGdése utan ezeket fogja tartalmazni.

A grafok absztrakt algoritmusainak leirasahoz bevezetjiik a V' (vertex, azaz
csics) absztrakt tipust. AV lesz a grafok cstcsainak absztrakt tipusa. Ez
egy olyan elemi tipus, amelyben mindegyik csicshoz tetszélegesen sok, névvel
jelolt cimke tarsithato, és mindegyik cimkéhez tartozik valamilyen érték.

Ezek az értékkel biro cimkék tulajdonképpen a csticsokon értelmezett par-
cialis fliggvények, amelyek az absztrakt algoritmusokban kozonséges értékado
utasitasokkal hozhatok létre, és ezekkel is modosithatok. Ha mar 1éteznek,
akkor hataskoriik és lathatosaguk is a teljes absztrakt program, és az abszt-
rakt algoritmus futasanak végéig élnek.

A v csicshoz tartozo name cimkeértéket name(v) jeloli. Ha tehat végre-
hajtjuk a name(v) := x értékadast, akkor a v csics name cimkéjének értéke
x lesz. Mésképp fogalmazva, a name cimke (azaz a V halmazon értelmezett
parcidlis fiiggvény) a name(v) := z értékadassal a v csticsnal az z értéket
veszi fel.

AV halmazt az algoritmusok implementacidiban legtobbszor az N halmaz
reprezentalja, egy n csicsi graf csicsait pedig egyszertien az 1..n vagy a
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0..(n — 1) halmaz, attol fiiggGen, hogy a tomboket egytSl vagy nullatol
kezdve indexeljiik. A cimkéket ui. gyakran tombok reprezentaljak. Emiatt
viszont a lathatosaguk, a hataskoriik és az élettartamuk is korlatozott. Az
ebbdl fakado problémékat az absztrakt algoritmus implementaldsakor kell
megoldani.

Az értékkel bir6 cimkék mellett hasznalni fogunk egyszert cimkéket is,
amikor a grafok csucsaihoz és/vagy éleihez egyszerii szamértékeket vagy ne-
veket tarsitunk.

Most méar minden készen all az élek (&) és élsulyozatlan absztrakt grafok (G)
leirasahoz. Gyakorlati megfontolashol elegend6 az egyszeri grafokra szorit-
koznunk, amelyek nem tartalmaznak sem parhuzamos, sem hurokéleket.

&
+u,v: VY

g

+ V:V{}

+E:E{} )/ ECV xV\{(u,u) :ueV} // edges
+A: V=2V /) Alu)={veV|(uv) € E}

// A(u) = the adjacent vertices of vertex u.

Az egyes grafalgoritmusoknél a graf-objektumoknak tipikusan vagy csak az
E, vagy csak az A attributumara fogunk hivatkozni. Az A attributum-
hivatkozésok esetén a szomszédossagi listas grafreprezentacio az alapértel-
mezett (ami azért adott esetben megvaltoztathato), mig az E attributum-
hivatkozasok esetében ez tovabbi megfontolas targya.
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9. Elemi grafalgoritmusok (3] 21)

Elemi grafalgoritmusok alatt élsilyozatlan grafokon értelmezett algoritmuso-
kat értiink. Elstlyozatlan grafokban tetszéleges tit hossza egyszerten az ut
mentén érintett élek szama. Az algoritmusok témakorben szokésos fogalmak
szerint az ut tartalmazhat kort. Ha a grafban tetszéleges u és v csiicsokra az
(u,v) élt megkiilonboztetjik a (v,u) éltdl, irdnyitott grafrdl beszéliink. Az
irdnyitatlan grdfokban viszont ezeket definicio szerint egyenlGknek tekintjiik.

Ebben a fejezetben a két alapalgoritmust (a szélességi keresést és a mély-
ségi bejarast), valamint ezek néhény alkalmazasat targyaljuk.

9.1. A szélességi keresés (BFS: Breadth-first Search)

Ezt az algoritmust iranyitott és iranyitatlan grafokra is értelmezziik. Meg-

hatarozzuk a start csicsbol (s) a graf minden, s-bél elérhetd csucséba a

legkevesebb élet tartalmazo utat (ha tobb ilyen van, akkor az egyiket). El-

silyozatlan grafokban ezeket tekintjiik az s-b6l indulo legrévidebb, vagy mas

néven optimdlis utaknak. A csicsok fontosabb cimkéi:

d — a megtalalt Gttal hany élen keresztiil jutunk a csticsba, és

7 — melyik cstcsbol jutunk kozvetleniil a cstucsba (ki a sziilgje).

Ha az u csics s-bol nem érhetd el, akkor d(u) = oo és w(u) = © lesz. Ezen-

kiviil 7(s) = © is igaz lesz, ami azt jeloli, hogy a legrévidebb s ~~ s 1t csak

az s csucsot tartalmazza, nincs benne él, és ezért s-nek sziilGje sincs.
Hasznalni fogunk még egy color nevii cimkét is, aminek az értéke nem

befolyasolja a program futasat, ezért a ra vonatkozo6 utasitasok az algorit-

musbol elhagyhatok; csak szemléletes tartalmuk van:

- a fehér cstcsokat a grafbejaras/keresés még nem talalta meg;

- a sziirke cstcsokat mar megtalalta, de még nem dolgozta fel;

- a fekete cstcsokkal viszont mar nincs tovabbi tennivaléja.
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(BFS(G: G ;s:V))
[

Vue G.V
d(u) :=00;7(u) =0

[color(u) := white]

d(s) :== 0 ; [color(s) := grey]
Q : Queue ; Q.add(s)
—Q.isEmpty()

u = Q.rem()
Vo € G.A(u)

SKIP

Az els6 ciklust végrehajtva a graf minden csucséara az d(u) = oo (ami azt
jelenti, hogy még egyik csicsot sem értiik el), és ennek megfeleléen 7(u) = ©
lesz®.

Az s start (mas néven source, azaz forras) cstcsra azonban tudjuk, hogy
d(s) = 0 az optimélis s ~» s it hossza®. Azok a csiicsok, amiket mar elértiink,
de még a gyerekeiket nem néztiik meg, a () sorba keriilnek, igy most az elején
s is.

A mésodik, azaz a {6 ciklus tehat addig fut, amig van mar elért, de még
fel nem dolgozott csics. Fz elGszor az u = s csticsot veszi ki, és mindegyik
gyerekére bedllitja, hogy s-bdl egy lépésben (azaz egyetlen élen keresztiil)
elérhetd, a sziilGje s,'0 és bekeriilnek a sorba.!!

Most a sorban azok az u csicsok vannak, akik s-bél egy lépésben elér-
het6k. A {6 ciklus ezeket egyesével kiveszi, megtalalja azokat a v csicsokat,
akik s-bdl minimum két 1épésben (azaz két élen keresztiil) érhetdk el (hiszen
ezek azoknak a gyerekei, akik egy lépésben elérhetsk), beallitja a d(v) = 2 és

8[valamint color(u) = white]

[
9[és ezzel el is kezdtiik az s feldolgozasét, igy color(s) = grey lett]
10sziirkére szinezi Gket]

H[Vegiil s-et feketére szinezi, mert mar befejezte ezt a cstcsot.]
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7(v) = u értékeket a sziilgjiiknek megfelelGen,'? és bekeriilnek a sor végére'.

Ha valamelyik v gyerekcstucsra az (u,v) él feldolgozasakor mar d(v) # oo,
akkor ez a cstics méar korabbrol ismert!?, igy d(v) € {0,1,2}, ezért az tjon-
nan v-be talalt 4t ennél biztosan nem révidebb, és a BFS algoritmus ennek
megfelelGen figyelmen kiviil is hagyja (1d. az elagazést).

Mire a BFS az Gsszes, s-bdl egy 1épésben elérhets, azaz d = 1 tavolsagra
léve cstucsot kiveszi a sorbdl és kiterjeszti, azaz a bel6le kimend éleket is
feldolgozza, a sorban az s-b6l minimum két lépésben elérhets, azaz d = 2
tavolsagra 16vé csticsok maradnak. Mikozben ezeket dolgozza fel, azaz kiveszi
a sorbol és kiterjeszti 6ket, az s-t6l d = 3 tavolsagra lévd csiicsok keriilnek a
sor végére. Ennélfogva, mire a BFS a feldolgozza az s-t6l d = 2 tavolsagra
levé cstuicsokat, a sorban éppen a d = 3 tavolsagra lévék maradnak, és igy
tovabb.

Altalaban, mikor a sort mar az s-t61 k tavolsagra levs csiicsok alkotjak, meg-
kezd&dik azoknak a feldolgozasa. Kozben az s-t6l d = k + 1 tévolsagra 1év6
cstcsokat taldljuk meg, bedllitjuk a cimkéiket és a sor végére tessziik Gket.
Mire az s-t6l k tavolsagra levs csicsokat feldolgozzuk, a sort mar az s-tél
k + 1 tavolsagra levd csicsok alkotjak stb.

Azt mondjuk, hogy az s-t6l k tavolsagra levs csicsok vannak a graf k-adik
szintjén. Igy a BFS a grafot szintenként jarja be, elgszor a nulladik szintet,
aztan az els6t, majd a maéasodikat stb. Minden szintet teljesen feldolgoz,
miel6tt a kovetkezére lépne, kozben pedig éppen a kovetkezd szinten leve
cstucsokat taldlja meg. Innét jonnek a szélességi bejdrds és a szélességi keresés
elnevezések.

Mivel a graf véges, végiil nem lesz mar k + 1 tavolsagra levs cstcs, @ kiiiriil
és a BFS megall. Azokat a cstcsok, amelyek s-bél elérheték, az algoritmus
valamelyik szinten meg is talalja, és megfelelen bedllitja a d és a 7 cimkéiket
is. A tobbi csiics tehat s-bsl nem érhets el. Ezekre d = oo és 7 = © marad.'®

9.1. Feladat. A BFS algoritmusdban milyen, az eldgazds ,,d(v) = oo” felté-
telével ekvivalens feltételt tudndnk adni? Miért?

9.1.1. A szélességi fa (Breadth-first Tree)

A BFS minden s-bdl elérhetd, de téle kiillonb6zo csiicsra, annak 7w cimkéjével
hivatkozik annak sziilgjére, az s-bdl a csucsba vezetd (a BFS altal megha-

sziirkére szinezi Gket]

majd a sziil§jiiket feketére szinezi, mert azt mar befejezte]

mér nem fehér, hanem sziirke vagy fekete]

Az s-b6l elérhets csicsok tehat végiil feketék lesznek, mig a tobbiek fehérek
maradnak.|

12[
13[
14[

15[
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tarozott) legrovidebb tton. Természetesen tobb csicsnak is lehet ugyanaz a
sziilGje, a sziilgcsucs viszont a BEFS altal meghatarozott legrovidebb utakon
egyértelm.

Az s-bdl elérhets csucsok 7 hivatkozésai tehat egy altalanos fat definial-
nak, aminek a gyokere s, és ennek megfelelGen 7(s) = ©. Ezt a fat szélességi
fanak és legrovidebb utak fdjdnak is nevezziik, mivel — forditott irdnyban —
mindegyik, az s-bdl elérhet6 cstucsra a BE'S altal meghatarozott legrovidebb
utakat tartalmazza.

Vilagos, hogy ez a forditott d4brazolas azért célszerti, mert minden cstics-
nak legfeljebb egy sziilGje, viszont tobb gyereke is lehet, igy tehat tomorebb
abrazolas érhetd el.

9.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G grdfra mdr lefutott a szélességi BFS(G, s)
algoritmus. Irja meg a printShortestPathTo(v) rekurziv eljdrdst, ami kiirja
az s-bdl v-be vezetd (a BFS dltal kiszamolt) legrovidebb utat, feltéve, hogy
s-bdl v elérhetd!

Vegyiik észre, hogy az eldbbi eldfeltétellel nincs sziikségiink az s paramé-

terre! Az algoritmus ne haszndljon seqéd adatszerkezetet!
MT(d) € ©(d), ahol d = d(v).

9.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G grdfra mdr lefutott a szélességi BFS(G, s)
algoritmus. Irja meg a printShortestPathTo(v) nemrekurziv eljdrdst, ami
kitrja az s-bél v-be vezetd (a BFS dltal kiszamolt) legrovidebb utat, feltéve,
hogy s-bdl v elérhetd!

Vegyiik észre, hogy az eldbbi eldfeltétellel nincs szikségiink az s paramé-
terre! Milyen adatszerkezettel vdltotta ki a rekurziot?

MT(d) € ©(d), ahol d = d(v).

9.4. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G grdfra mdr lefutott a szélességi BFS(G, s)
algoritmus. Irja meg a printShortestPath(s,v) eljdrdst, ami kiirja az s-bél
v-be vezetd (a BFS dltal kiszamolt) legrévidebb utat, ha s-bdl v elérhets! Kii-
lonben a kiirds azt adja meg, hogy melyik csicsbdl melyik nem érhetd el!

MT(d) € ©(d), ahol d = d(v), ha s-bdl v elérhetd; kilonben d = 1.

9.1.2. A szélességi keresés szemléltetése

A 15. 4bran lathato grafra szemléltetjiik a BFS miikodését, az alabbi tablazat
segitségével, ahol most ;2”7 a start csics. Az 0j csticsok természetesen mindig
a sor végére keriilnek.

Most is és a késGbbiekben is, indeterminisztikus esetekben a kisebb indexii
csucsot részesitjiik elényben. (Ez a leggyengébb szabdly, de a zarthelyiken,
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N R a — b.
%@ b ¢ b—c;e.
c —e.
d — a.
X, e — d.
d \&/ f f—c;e.
15. abra. Ugyanaz az iranyitott graf grafikus (balra) és szoveges (jobbra)

abrazolassal (s = a).

vizsgékon is elvarjuk, hogy tartsak be.) Alabb pl. ez akkor érvényesiil, amikor
a ,b” csics gyerekeit ,c,e” sorrendben tessziik be a sorba.

ex- changes of d and 7 Q :
pand | a b C d e f Queue
dV |00 |00 |00 |00 |00 |00 | (a)
Oa la (b)
1b 2b 2b (c,e)
2¢ (e)
2e 3e (d)
3d ()

0 1 2

3 2 o0

16. abra. A 15. abrarol ismerGs graf szélességi faja, ha s = a.

Most pedig a 17. abran lathaté grafra szemléltetjiik a BFS miikodését, az
alabbi tablazat segitségével, ahol most ,f” a start csics.
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a—b;d.

b—c;d.
c—e;f
d—e.
e —f.

17. abra. Ugyanaz az iranyitatlan graf grafikus (balra) és széveges (jobbra)
abréazolassal (s = f).

ex- changes of d and 7 Q:
pand | a b c d e f | Queue
dV [ 000 |00 |00 [ 00® [0 |00 | (f)
0f 1f 1f (c,e)
lc 2¢ (e,b)
le 2e (b,d)
2b | 3b (d,a)
2d (a)
3a ()
3 2 1
()
@)
. (e e g
(@D——Or
2 1 0

18. abra. A 17. abrarol ismer6s graf szélességi faja, ha s = f.

9.1.3. A szélességi keresés hatékonysaga

A grafalgoritmusokban a tovabbiakban is a szokasos n = |G.V| és m = |G.E|
jeloléseket hasznaljuk.

Az els6, az inicializalo ciklus n-szer iterdl. A masodik, a f6 ciklus annyi-
szor iteral, ahany csics elérhetd s-bdl (6nmagét is szamitva), ami legfeljebb
szintén n, minimum 1.
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Ennek megfelelGen, iranyitott grafoknél a belss ciklus legfeljebb m-szer
iteral osszesen (ha s-b6l mindegyik csiics elérhetd, akkor minden él sorra ke-
riil), irAnyitatlan grafoknal pedig bels6 ciklus legfeljebb 2m-szer iterél 6ssze-
sen (ha s-bdl mindegyik cstics elérhetd, akkor minden él sorra keriil mindkét
iranybol). Az is lehetséges viszont, hogy a belsd ciklus egyszer sem iteral (ha
s-bdl nem megy ki egyetlen él sem).

Osszefoglalva: MT(n,m) € ©(n +m) és mT(n,m) € O(n).

9.1.4. A szélességi keresés implementicidja szomszédossagi listas
és szomszédossagi matrixos grafdbrazolas esetén

A G = (V, E) grafrol foltessziik, hogy V = {vy, -+ ,v,}, ahol n € N, azaz a
graf csticsait egyértelmtien azonositjdk az 1..n sorszamok. Az absztrakt v;
cstcsokat tgy abrazoljuk, hogy d és m cimkéinek megfeleltetjiik a d/1,7/1 :
N[n| tomboket, ahol d(v;) reprezentacioja d[i] és m(v;) reprezentacioja m[i].
A color cimkék reprezentalasa felesleges. A © reprezentacidja lehet példaul
a 0 szamerték: pl. w[s] = 0 absztrakt jelentése m(vs) = ©. Mivel a szélességi
keresésnél n csicst grafon tetszéleges csicshoz vezetd at hossza legfeljebb
n—1, ami egyben a véges d-értékek maximuma, a oo helyett hasznalhatjuk
pl. az n szamot.

9.5. Feladat. [rja meg a BFS(A/1: Edgex[n] ;s:1..n ;d/1,7/1:N[n])
eljardast, ami a szélességi keresés implementdcidja szomszédossdgi listds (10.4)
grafabrdzolds esetére. Ugyelien arra, hogy az absztrakt algoritmus hatékony-
sagdnak aszimptotikus nagysdgrendje megmaradjon!

9.6. Feladat. Irja meg a BFS(A/1 : bitjn,n] ; s : 1..n ; d/1,7/1 : N[n])
elyardast, ami a szélességi keresés implementdcidja szomszédossdagi mdtrizos
(10.3) grifdibrazolds esetére. Tarthaté-e az absztrakt algoritmus hatékonysd-
gdnak aszimptotikus nagysdgrendje? Ha nem, hogyan vdltozik?

9.2. A mélységi keresés (DFS: Depth-first Search)

Meélységi bejarasnak (Depth-first Traversal) vagy mélységi grafbejarasnak is
nevezziik, mivel a graf Osszes csticsat és élét érinti.

Ebben a jegyzetben csak egyszeri iranyitott grafokra értelmezziik. Fehér
cstcs: érintetlen, sziirke cstcs: belGle elérhetd cstcsokat jarunk be éppen,
fekete csiics: befejeztiik.
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DFS(G : G) (DFvisit(G : G ; u: V ; &time : N))
[

Yue G.V d(u) := + + time ; color(u) := grey
color(u) := white Vv € G.A(u)
time := 0 color(v) = white
Vre GV m(v) == u color(v) = grey
color(r) = white DFvisit | backEdge
. SKIP
7(r) =0 SKID (G, v, time) (u,v)
DFvisit(G, r, time) f(u) := + + time ; color(u) := black

d(u) : elérési id6 (discovery time) /  f(u) : befejezési id6 (finishing time)

9.2.1. Mélységi feszité erdé (Depth-first forest)

Mindegyik, a DF'S eljarasbol inditott DFvisit egy-egy mélységi fat szamol ki.
Ezek egyiitt adjak a mélységi feszitd erdot.

r € G.V egy mélységi fa gyokere <= 7(r) =0

(u,v) € G.E egy mélységi fa éle < u = 7(v)
9.2.2. Az élek osztalyozasa (Classification of edges)

9.7. Definicio. A grdf éleinek osztdlyozdsa:

(u,v) fa-él (tree edge) <= (u,v) valamelyik mélységi fa eqyik éle.
(A fa-élek mentén jarjuk be a grdfot.)

(u,v) vissza-él (back edge) <= v azu dse eqy mélységi faban.

(u,v) elére-él (forward edge) <= (u,v) nem fa-él, de v az u leszirmazottja
eqy mélységi faban.

(u,v) kereszt-él (cross edge) <= wu és v két olyan csics, amelyek ugyan-
annak a mélységi fanak két kilonbozd dgdn vannak, vagy két kilonbozd
mélységi faban taldlhatok.

9.8. Tétel. A grdf éleinek felismerése:
A mélységi bejardas sordn tetszéleges (u,v) él feldolgozasakor az él a kivetkezd
kritériumok alapjan osztdlyozhato.

(u,v) fa-él (tree edge) <= a v csics még fehér.

(u,v) vissza-él (back edge) <= a v csics éppen sziirke.
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(u,v) eldre-él (forward edge) <= a v csics mar fekete N\ d(u) < d(v).
(u,v) kereszt-¢l (cross edge) <= a v cstics mar fekete A d(u) > d(v).

9.9. Feladat. A mélységi bejdrds sordn miért nem fordulhat eld, hogy az
(u,v) €l feldolgozdsakor d(u) = d(v) ¢ Milyen feltételekkel fordulhatna ez
eld? Hogyan kellene ekkor kiegésziteni a 9.7. definiciot gy, hogy a 9.8. tétel
meqgfogalmazdsdn ne kelljen modositani?

9.2.3. A mélységi bejaras szemléltetése

A 19. abran lathato graf mélységi bejarasat szemléltetjiik. A bejaras indeter-
minisztikus abban, hogy az egyes ciklusokban a csicsokat milyen sorrendben
veszi sorra. Ezt a szemléltetésben tgy fogjuk feloldani, hogy a csiicsokat abé-
cé rendben, illetve indexek szerint monoton névekvéen dolgozzuk fel. (Ennek
a konvencionak a betartésa az Osszes grafalgoritmus esetében, a zh-kon és a
vizsgakon is elvaras.)

A csucsok felett illetve alatt olvashato d/f alaka cimkék a cstcs eléré-
si/befejezési idejét (discovery/finishing time) mutatjak. A fa-éleket dupla
szaru nyillal, a nemfa-éleket pedig a megfelelg cimkékkel jeleztiik: V:vissza-
él, E:el6re-él, K:kereszt-él.

a —Kb\ —@ a—b;e.
b—c;e.
d — a.
e —c;d.

d )« e ) f f—c;e.

19. abra. Ugyanaz az iranyitott graf grafikus (balra) és szoveges (jobbra)
abrazolassal.

A 20. abran kdvethet6 a graf mélységi bejarasa. A bejaras eredménye, a
mélységi feszité erdd két mélységi fabol all: az egyiknek az a csics a gyo-
kere és elérési sorrendben b, c, e és d a tovabbi csiicsai, a méasik csak az f
gyokércstcsbol all.

A mélységi bejaras (DFS) az els6 mélységi vizittel (DFvisit) és ennek megfele-
16en az elsé mélységi fa épitésével kezdddik. [Nemiires graf mélységi bejarasa
mindig egy vagy toébb mélységi vizitbél all, és ennek megfelel szamu mély-
ségi fat épit fel: ezekbdl all majd a mélységi feszitG erds. Ennek fai lefedik
az Osszes csicsot, és egymastol diszjunktak.]
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1/10 2/9 3/4
—(a E )t (¢)

\Y% & F K
e )« f )
d F K
6/7 5/8 11/12

20. abra. A 19. dbran lathatd graf mélységi bejarasa.

Alfabetikus konvencionk alapjan az els6 mélységi vizitet és egyben az
elsG mélységi fa épitését az a cstcsnal, mint gyokércsicsnal kezdjiik time =
1 id6vel. Az id§ szamlalé mindig akkor 1ép egyet, amikor elériink, vagy
befejeziink egy csicsot. Azok a csicsok fehérek, amelyeket még nem értiink
el. Azok sziirkék, amelyeket méar elértiink, de még nem fejeztiink be. Azok
feketék, amelyeket mar befejeztiink. ElGszor tehat az 0sszes cstcs fehér volt,
de most az a csticsnak bedllitottuk az elérési idejét és sziirkére szinesztiik.
Az a cstcs gyerekei a b és az e csicsok. Alfabetikus konvenciénkat kovetve
a b felé megyiink tovabb. A b csiics még fehér, igy az (a,b) él fa-él lesz.
(Ld. a 9.8. tételt!) Ha kijeloliink egy fa-élt, mindig tovabb is lépiink abba a
csticsba, amibe mutat.

Most time = 2 id&vel elértiik a b csticsot, beallitjuk az elérési idejét és
sziirkére szinezziikk. Gyerekei a c és e csiicsok. A c csiucs felé folytatjuk a
bejarast. Mivel ¢ még fehér, (b,c) fa-él lesz.

Most time = 3 id6vel elértiik a ¢ cstcsot, beallitjuk az elérési idejét és
sziirkére szinezziik. Mivel nincs gyereke, time = 4 idével befejezziik, beallit-
juk a befejezési idejét és feketére szinezziik, majd visszalépiink a bele mutato
fa-élen az éppen épiilé mélységi faban a sziilgjébe, ami a b cstcs.

A b csicsnak van még egy cimkézetlen kimeng éle, a (b,e). Ez fehér
csucsba mutat, igy (b,e) fa-él lesz.

Most teme = 5 idGvel elértiik az e csticsot, beallitjuk az elérési idejét és
sziirkére szinezziik. Két kimeng éliink van, az (e,c) és az (e,d). El6szor az
(e,c) élet dolgozzuk fel. Ez fekete (azaz befejezett) csticsba mutat, aminek az
elérési ideje kisebb, mint az e csucsé, igy (e,c) élet kereszt-élnek cimkézziik.
(Ld. a 9.8. tételt!) Ha nemfa-élt talalunk, sosem lépiink tovabb az altala hi-
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vatkozott csucsba. [A kereszt-élnek és az el6re-élnek megfelel§ cimkézést nem
talalhatjuk meg az algoritmus struktogramjaban: ez csak a szemléltetéshez
tartozik.] Masodszor az (e,d) élet dolgozzuk fel. Ez fehér csticsba mutat, igy
az (e,d) fa-¢l lesz.

Most time = 6 id&vel elértiik a d cstcsot, beallitjuk az elérési idejét és
sziirkére szinezziik. A d csicsnak egy kimend éle van, a (d,a). Ez sziirke,
azaz elért, de még befejezetlen csicsba mutat, igy (d,a) vissza-él lesz. (Ld.
a 9.8. tételt!) [Vegyiik észre, hogy ha vissza-élt talalunk, egytttal iranyitott
kort is talaltunk a grafban! (Ld. a 9.7. definiciot!)]

A d cstcsnak nincs tobb kimend éle, igy time = 7 id6vel befejezziik,
beallitjuk a befejezési idejét és feketére szinezziik, majd visszalépiink a bele
mutato fa-élen az éppen épiil6 mélységi faban a sziilgjébe, ami az e cstcs.

Az e cstucsnak sincs mar cimkézetlen, azaz feldolgozatlan kimeng éle, igy
time = 8 id6vel befejezziik, beallitjuk a befejezési idejét és feketére szinezziik,
majd visszalépiink a bele mutat6 fa-élen az éppen épiil6 mélységi faban a
sziil6jébe, ami a b cstcs.

A b cstcsnak sincs mar cimkézetlen kimend éle, igy time = 9 id6vel befe-
jezziik, beallitjuk a befejezési idejét és feketére szinezziik, majd visszalépiink
a bele mutato fa-élen az éppen épiilé mélységi fiban a sziilGjébe, ami az a
CsSUcs.

Az a csticsnak még cimkézetlen az (a,e) kimend éle, ami az e fekete
csticsba mutat. Ennek az elérési ideje nagyobb, mint az a csticsnak, tehat az
(a,e) élt elore-élnek cimkeézziik. (Ld. a 9.8. tételt!)

Az a cstcsnak nincs mar cimkézetlen, azaz feldolgozatlan kimend éle, igy
time = 10 id6vel befejezziik, beéllitjuk a befejezési idejét, feketére szinezziik,
és ezzel befejezziik az a gyokércsicsi mélységi fa épitését.

Ezzel visszalépiink a DFvisit eljarasbol a DFS eljarasba. Ujabb fehér
csucsot keresiink. [Vegyiik észre, hogy ezen a ponton csak fehér és fekete
csucsokat talalhatunk, sziirkéket nem!] Sorra vessziik a b, ¢, d, e csucsokat,
amelyek mindegyike fekete mar, majd megtalaljuk az f csticsot, ami még
fehér. Fzt beallitjuk a masodik mélységi fa gyokércsicsdnak, majd innét
inditjuk a kévetkezd mélységi vizitet.

Most time = 11 id6vel elértiik az f cstucsot, bedllitjuk az elérési idejét és
sziirkére szinezziik. Az f csticsnak két kimend éle van, az (f,c) és az (f,e).
Elgszor az (f,c) élet dolgozzuk fel. Ez fekete (azaz befejezett) csticsba mutat,
aminek az elérési ideje kisebb, mint az f csicsé, igy az (f,c) élet kereszt-élnek
cimkézziik. Hasonloan jarunk el az (f,e) éllel.

Ezutén az f cstcsnak sincs mar cimkézetlen, azaz feldolgozatlan kimend
éle, igy time = 12 id6vel befejezziik, bedllitjuk a befejezési idejét, feketére
szinezziik, és ezzel befejezziik az f gyOkércstucsi mélységi fa épitését.

Visszalépiink a DFvisit eljarasbol a DFS eljarasba. Ujabb fehér cstcsot
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keresiink, de nincs mar tobb csics, amit megvizsgalhatnank. Befejezddik
tehat a mélységi bejaras, és vele egyiitt a mélységi feszité erdd létrehozasa.

9.2.4. A mélységi keresés futasi ideje

A szokasos n = |G.V| és m = |G.E| jelolésekkel a DFS mindkét ciklusa n-
szer fut le. Mindegyik cstucsra, amikor elGszor érjiik el, azaz, amikor még
fehér, pontosan egyszer, 0sszesen n-szer hivodik meg a DFvisit rekurziv elja-
ras. A DFvisit ciklusa mindegyik cstcsra annyit iterdl, amennyi a kimeneti
fokszama. Ez a ciklus tehat a graf éleit dolgozza fel, mindegyiket egyszer.
Ennélfogva Osszesen m iteraciot végez. A DFS csak egyszer hivodik meg.
Feltessziik most, hogy a backEdge eljaras mindegyik végrehajtésa csak meg-
jelol egy vissza-élet, igy ©(1) miveletigényi, és miiveletigénye hozzavehet
az 6t meghivo ciklusiteraciééhoz.

Pontosan 3n+m+1 lépést szamolhatunk 6ssze. Ebbd6l a mélységi keresésre
MT(n),mT(n) € O(n+m).

9.2.5. A DAG tulajdonsag eldontése

9.10. Definici6. A G irdnyitott grdf akkor DAG (Directed Acyclic Graph =
kérmentes iranyitott grdf), ha nem tartalmaz irdnyitott kort.

A DAG-ok a grafok fontos osztalyat képezik: sok hasznos algoritmus
DAG-ot var a bemenetén, igy az input ellendrzése is sziikséges lehet. (Ld.
pl. a topologikus rendezést (9.2.6) és a DAG legrévidebb utak eqy forrdsbol
algoritmust!)

Vilagos, hogy amennyiben a mélységi bejaras egy (u,v) vissza-élet talal,
azzal irdnyitott kort is talalt a grafban, mert ekkor a vissza-él a definici6ja
szerint egy mélységi faban az u csics egyik Gse a v csics, és a v-b6l u-ba
vezet, fa-élekbdl allo ut az (u,v) éllel egyiitt iranyitott kort alkot.

Bebizonyithat6, hogy ha a G iranyitott graf nem DAG, azaz iranyitott
kort tartalmaz, akkor a DFS fog vissza-élet, és ezzel iranyitott kort taldlni
[3]. [Az viszont nem garantalt, hogy az Osszes iranyitott kort megtalélja.
Konnyt olyan grafot taldlni, ahol nem talalja meg az Gsszes irdnyitott kort,
mert ugyanaz a vissza-él tobb iranyitott kornek is a része lehet.]

9.11. Feladat. Rajzoljon olyan hdrom csicsi, négy éli egyszerid grdfot,
amelyben két egyszerd irdnyitott kor van, és a DFS lehet, hogy megtalilja
mindkettdt, de lehet, hogy csak az eqyiket! Indokolja is az dllitdsdt!

A fentiekbdl adodik a kovetkezs tétel.
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9.12. Tétel. A G irdnyitott grif DAG <= a mélységi bejdrds nem taldl
G-ben vissza-élet.

Ha o DFS taldl egy (u,v) vissza-élet, akkor az (u,n(u), n(m(u)),...,v,u)
csucssorozat visszafelé olvasva eqyszerd iranyitott kort ad.

A fenti tétel alapjan a backEdge eljaras akar ki is nyomtathatja a megta-
1alt iranyitott kort. Ebben az esetben a maximalis futasi ideje nyilvan ©(n)
lesz. (SzélsGséges esetben a megtalalt irdanyitott korok kinyomtatésa akar
meg is nodvelheti a mélységi bejaras miiveletigényének aszimptotikus nagy-
sagrendjét.)

9.13. Feladat. Irja meg a backFEdge(u,v) eljirds struktogramjdt abban az
esetben, ha ennek"feladata a megtalalt irdnyitott kor explicit, j0l olvashato
megjelenitése is! Ugyeljen a ©(n) mazimdlis midveletigényre!

9.14. Feladat. Adja meg irdnyitott grifok egy olyan sorozatdt, amelyekre
m € O(n), és igy alapesetben MTpps(n,m) € O(n), de ha a backEdge eljd-
rasba az iranyitott korok kinyomtatdsdt is beleértjik, akkor ezen a grdfsoro-
zaton a DFS mazimdlis miveletigénye Q(n?) lesz! Indokolja is az dllitdsdt!

9.15. Feladat. Mddositsa a mélységi bejdrds algoritmusdt gy, hogy irdnyi-
tatlan grafokon tudjunk vele kort keresni! Hogyan ismerjik fel a vissza-éleket?
[Irdanyitatlan grdfban, ha (u,v) fa-€l, vildigos, hogy (v,u) nem lehet vissza-é€l,
mert (v,u) = (u,v).] Mi a helyzet az eldre- és a kereszt-élekkel?

9.2.6. Topologikus rendezés

9.16. Definicib. Irdnyitott grdf topologikus rendezése alatt a grdaf csiucsainak
olyan sorba rendezését értjik, amelyben minden él eqy-eqy késdbb jovd csicsba
(szemléletesen: balrdl jobbra) mutat.

Ugyanannak a grafnak lehet egynél tobb topologikus rendezése, mint a 21.
abra mutatja.

9.17. Tétel. Tetszdleges irdnyitott grifnak pontosan akkor van topologikus
rendezése, ha nincs irdnyitott kor a grafban, azaz a grif DAG.

Bizonyitas.

= Ha van iranyitott kor a grafban, jelolje (uy, ug, ..., ug, ur) ! Ekkor egy
tetszoleges topologikus rendezésben w; utan jon valahol wuy, az utén
valahol ug, és igy tovabb, végiil is u; utan jon ug, és up utdn u,, ami
ellentmondas. Tehat ekkor nincs topologikus rendezés (a graf cstcsain).
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21. abra. Ugyanaz a DAG haromféleképpen lerajzolva: balra a szokasos mo-
don abrazolva, jobbra pedig a csticsokat kétféleképpen, topologikus rendezé-
siiknek megfelelGen sorba rakva.

< Ha nincs iranyitott kor a grafban, akkor nyilvan van olyan cstics, aminek
nincs megel6z§je. Ha vesziink egy megeléz6vel nem rendelkezd csticsot,
és toroljiik a grafbol, akkor a maradék grafban nem keletkezik irdnyi-
tott kor, lesz megint legalabb egy olyan, amelyiknek nincs megel6z6je.
Sorban a torolt csticsok adjak a topologikus rendezést.

O
A topologikus rendezést végrehajthatjuk példaul az iranyitott graf mély-
ségi bejarasa segitségével.

Tetszbleges DAG-ra a topologikus rendezés algoritmusa:

El6szor 1étrehozunk egy iires vermet, majd végrehajtjuk a graf mélységi
bejarasat tgy, hogy valahanyszor befejeziink egy csticsot, a verem tetejére
tessziik. Végiil a verem tartalmat kiolvasva megkapjuk a graf csicsainak
topologikus rendezését.

Vegyiik észre, hogy ez az algoritmus képes ellenérizni a sajat eléfeltételét!
Ha ugyanis a DFS vissza-¢lt talal, akkor a graf irdnyitott kort tartalmaz, és
az algoritmus eredménye az, hogy nincs topologikus rendezés. (Ilyenkor a
verem tartalma nem hasznalhato fel.)

Az algoritmus végrehajtasara a 22. abran lathatunk egy példat.

A topologikus rendezés egy kézenfekvs alkalmazasa az un. egygépes tite-
mezési probléma megoldasa: A csucsok (munka)folyamatok, az élek a koztiik
léve rakdvetkezési kényszerek, és a folyamatokat ezeknek megfelelGen kell
sorba rakni.

9.18. Feladat. Irja meg (1) a mélységi keresés és (2) a topologikus rende-

zést struktogramjdt (A) szomszédossdgi listds és (B) szomszédossdgi mdtrizos
grdafabrdzoldasok esetén! Mit tud mondani az algoritmusok hatékonysdgdrol?
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22. dbra. A DAG topologikus rendezésében a csticsok a befejezési id6k szerint
szigorian monoton csokkenGen jelennek meg. Igy a fenti grafra a DFS a
szokasos alfabetikus konvencioval a kovetkezd topologikus rendezést adja:
(f,a,b,e,d,c). Vegyiik észre, hogy ha az algoritmus indeterminizmusat mas
konvencié mentén oldanank fel, gyakran az el6bbit6l kiilénb6z6 topologikus
rendezést kapnank!

9.19. Feladat. Vegyiik észre, hogy a 9.17. tétel bizonyitdsanak mdsodik fele
algoritmusként is értelmezhetd! Irja meqg ennek alapjin a topologikus rende-
zés eqy, a DFS-tdl figgetlen struktogramjdat! Hogyan lehetne az input graf
lebontdsdt O(n) munkatdr segitségével elkerilni? Mit tud mondani az algo-
ritmus hatékonysdgdrol? Ez az algoritmus hogyan fog viselkedni, ha a grdf
irdnyitott kort tartalmaz?
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10. Elstlyozott grafok és abrazolasaik

10.1. Definicié. Elstlyozott graf alatt eqy G = (V,E) grdfot értiink a
w : E — R sulyfiggvénnyel, ahol V a csicsok (vertices) tetszdleges, véges
halmaza, E CV x V\ {(u,u) : uw € V} az élek (edges) halmaza.

A w : E — R minden egyes élhez hozzdrendeli annak silyat, mds né-
ven hosszat, illetve koltségét. (Az élsuly, élhossz és élkoltség elnevezések
szinonimdk. )

10.2. Definici6. Elsilyozott grifban tetszéleges it hossza, mds néven kolt-
sége, illetve silya az ut mentén taldlhato élek dsszsulya. Hasonloképpen tet-
szdleges grif/fa silya az élei sulyainak dsszege.

10.1. Grafikus abrazolas

Az éleket sulyukkal cimkézziik.

1-2,2:3 1.
2-3,0;4,-1.

23. abra. Ugyanaz az élsilyozott iranyitatlan graf grafikus (balra) és szoveges
(jobbra) abrazolassal.

a— b, 2.
b—c 0;d,-1.
c— a, 1.

24. abra. Ugyanaz az élsulyozott iranyitott graf grafikus (balra) és szoveges
(jobbra) abrazolassal.
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10.2. Szoveges abrazolas

Az irdnyitatlan grafoknadl ,u — vy, Wy, ;- vy, Wy, azt jelenti, hogy
(U, V), -+ 5 (u,vy,) élel a grafnak, sorban w(w, vy,) = wy,, -+, w(u, vy, ) =
wy, stilyokkal. (Ld. a 23. dbrat!)

Az irdnyitott grafoknal pedig ,u — vy, Wy, Oy, Wy, azt je-
lenti, hogy a gratban az u csicsbol az (u,vy,),- -, (u,v,,) irdnyitott élek
indulnak ki, most is sorban w(u,v,,) = wy,, -+, w(u, v,,) = w,, silyokkal.

(Ld. a 24. abrat!)

10.3. Szomszédossagi matrixos (adjacency matrix), mas
néven csicsmatrixos reprezentacid

A szomszédossagi matrixos, vagy méas néven cstcsmatrixos abrazolasnal a
G = (V,FE) grafot a w : F — R sulyfiggvénnyel (V = {vy, -+ ,v,}) egy
A/1: Ry[n,n] matrix reprezentélja, ahol n = |V| a csucsok szama, 1..n a
cstcsok sorszamai, és tetszoleges 7,7 € 1..n csicssorszamokra

A[Z,j} = ’UJ(’Ui,Uj) <~ (’Ui,Uj) ek

Ali,i] =0
Ali,jl=00 <= (vi,v) ¢ ENi #j
A 25. dbran lathato iranyitott grafot példaul a mellette 16v6 szomszédos-

sagi matrix reprezentalja.

Al 1121|314
1] 0] 2 |o0|
2100|010 |-1
3|11 o] 0 ]o0
4 |oo|oo|oo| 0

25. abra. Ugyanaz az élsulyozott, iranyitott graf grafikus (balra) és szomszé-
dossagi matrixos (jobbra) abrazolassal.

A f6atloban mindig nulldk vannak, mert csak egyszert grafokkal foglal-
kozunk (amelyekben nincsenek hurokélek), és tetszéleges csicsbol énmaga
kozvetleniil, nulla koltségti titon érhetd el.

Vegyiik észre, hogy iranyitatlan esetben a szomszédossagi méatrixos rep-
rezentacio mindig szimmetrikus, ui. (v;, v;) € E esetén (vj,v;) = (v;,v;) € E.

A 23. abrar6l mar ismerds irdnyitatlan graf csicsméatrixos abrazolésa a 26.
abran lathato.
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Al 1 ]2] 3|4
1]0]2]1 ]
2121010 -1
311100 |0
4 oo |-1]0c0]| O

26. abra. Ugyanaz az élstlyozott, iranyitatlan graf grafikus (balra) és szom-
szédossagi matrixos (jobbra) abrazolassal.

10.4. Szomszédossagi listas (adjacency list) reprezenta-
ci6

A szomszédossagi listds abrazolas hasonlit a szdveges reprezentaciohoz. A

G = (V,E) grafot a w : E — R sulyfiiggvénnyel (V = {v,---,v,}) az

A : Edge*|n| pointertomb segitségével abrazoljuk, ahol az Edge tipus a ko-

vetkezG.

Edge
+ov: N
+w : R
+next : Edgex

A next és a v attribitumok szerepe ugyanaz, mint az élstlyozatlan gréafok-
nal, w pedig a megfelels él silya. Az élstulyozatlan grafokhoz hasonléan az
élsilyozott grafoknal is: irdnyitatlan grafok esetén minden élet kétszer abra-
zolunk, iranyitott grafok esetén csak egyszer. Elsulyozott, iranyitott grafra
lathatunk példat a 27. abran.

10.5. Elstilyozott grafabrazolasok tarigénye

10.5.1. Szomszédossagi matrixok

Tarigényiik hasonldéan szamolhato, mint élstilyozatlan esetben. Feltéve, hogy
egy valos szamot egy gépi szoban tarolunk, a szomszédossagi matrixos (mas
néven csticsmatrixos) abrézolas tarigénye alapesetben n? szo. Iranyitatlan

grafoknal, csak az alsoharomszog matrixot tarolva, n * (n — 1)/2 sz6. Mivel
nx(n—1)/2 € ©(n?), az aszimptotikus tarigény mindkét esetben ©(n?).

29



—v=2;Al] 2w=06; A[l] = next =0
—v=3;A2 »w=0; A2] - next - v=4
| = next - w=—1; A2] = next = next =0
—v=1;A3] 2w=>5; A3] = next =0

I
@

40

27. abra. Ugyanaz az élsulyozott, iranyitott graf grafikus (balra) és szomszé-
dosségi listas (jobbra) abrazolassal.

10.5.2. Szomszédossagi listak

Mindegyik élben eggyel tobb mez§ van, mint az élstlyozatlan esetben. [z az
aszimptotikus tarigényt nyilvan nem befolyasolja.

10.6. Elstlyozott grafok absztrakt osztalya

Gu

+ V:V{}

+E:E{} /) ECV xV\{(u,u):ueV}

+ AV =2V /) Au)={veV|(uv)€E}
// A(u) = the adjacent vertices of vertex w.
+w: E — R // weights of edges
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11. Minimalis feszit6fak ([3] 21)

a—b, 2;d, 4.
b—c,4;d,5;e, 3.
c—e, 1;1f 5.
d—e, 1.

e —f, 2.

28. abra. Osszefiiggs, élsilyozott, iranyitatlan graf. A cstcsok pl. varosok,
az élek lehetséges Osszekottetések, a megépitésiik koltségeivel. A lehetd legki-
sebb épitési koltséggel szeretnénk elérni, hogy tetszdleges varoshol barmelyik
mésikba el lehessen jutni.

A 28. abran megfogalmazott (és még sok mas hasonlo) feladat megoldéasa
céljabol definidljuk a minimdlis feszitéfa (MST = Minimum Spanning Tree)
fogalmat. Ebben a fejezetben tetsz6leges Osszefiiggd, iranyitatlan, élsilyozott
graf minimdlis feszitdfdjdat keressiik. (Az élstulyok negativak is lehetnek.)

11.1. Definicié. A G = (V, E) irdnyitatlan grdf feszit6 erdeje o T = (V, F)
grdf, ha F C E, valamint T (irdnyitatlan) erdd (azaz T olyan irdnyitatlan
graf, aminek mindeqyik komponense iranyitatlan fa, a fak pdaronként diszjunk-
tak, és eqyiitt éppen lefedik a G csucshalmazat).

11.2. Definicié. A G = (V, E) irdnyitatlan, dsszefiiggd graf feszitofaja a
T = (V,F) grif, ha F C E, és T (irdnyitatlan) fa.

11.3. Definici6é. Amennyiben G = (V| E) élsilyozott grif (fa, erdd stb.) a
w: E — R sulyfigguénnyel, akkor a G silya az élei silyainak dsszege:

ecE

11.4. Definicié. A G irdnyitatlan, dsszefiiggd, élsilyozott graf minimalis fe-
szit6faja (minimum spanning tree: MST) T, ha T a G feszitéfija, és G
barmely T' feszitdfajara w(T) < w(T").

11.1. Egy altalanos moédszer

Az alabbi altalanos modszer az A = {} iires élhalmazbol indul, és ezt ugy
béviti Gjabb és ujabb élekkel, hogy A végig a G Osszefiiggs, iranyitatlan, él-
silyozott graf valamelyik minimélis feszit6faja élhalmazanak a részhalmaza
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marad: Eppen az igy valasztott éleket nevezziik az A élhalmazra nézve biz-
tonsdgosnak (safe for A). Amikor az élek szama eléri a |G.V|—1 értéket, az
A sziikségszeriien feszitéfa, és igy minimaélis feszitéfa is lesz.

@enMST(G :Gw ;s A 5{}D
[
A={};k=]|GV|-1
// k edges must be added to A

k>0
find an edge (u,v) that is safe for A

A=AU{(u,v)}; k——

11.5. Definici6. Tegyik fel, hogy G = (V,E) élsilyozott, irdnyitatlan,
dsszefiiggd grdf, és A C a G valamelyik minimadlis feszitdfdaja élhalmazanak!
Ekkor az (u,v) € E él biztonsagosan hozzavehetd az A élhalmazhoz (safe
for A), ha (u,v) ¢ A és AU{(u,v)} C a G valamelyik (az eldzdvel nem
okvetlenil egyezd) minimdlis feszitdfdja élhalmazanak.

11.6. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy G = (V, E) élsilyozott, irdnyitat-
lan, dsszefliggd graf! Ha eqy kezdetben tres A élhalmazt wjabb és vjabb biz-
tonsdgosan hozzdvehetd éllel bévitink, akkor |G.V|—1 bévités utdan éppen a
G eqgyik minimdlis feszitdfdjdat kapjuk meg.

A kérdés most az, hogyan tudunk mindig biztonsagos élet valasztani az
A élhalmazhoz. Ehhez lesz sziikségiink az alabbi fogalmakra és tételre.

11.7. Definicié. Ha G = (V. E) grif és {} € S C V, akkor a G grifon
(S, V\S) egy vagas.

11.8. Definicié. G = (V| E) grdfon az (u,v) € E €l keresztezi az (S,V'\S5)
vagast, ha (u e SAveV\S)V (ue V\SAveS).

11.9. Definicio. G = (V, E) élsulyozott grifon az (u,v) € E konnyi él az
(S, V\S) vagasban, ha (u,v) keresztezi a vagdst, és¥(p,q), a vdgdst keresztezd
élre w(u,v) < w(p,q).

11.10. Definicié. A G = (V, E) grifban az A C E élhalmazt elkeriili az
(S, V\S) vagas, ha az A egyetlen éle sem keresztezi a vdgdst.

11.11. Tétel. Ha o G = (V, E) irdnyitatlan, dsszefiiggd, élsulyozott grdifon
(1) A részhalmaza a G valamelyik minimdlis feszitdfdja élhalmazdnak,

(2) az (S,V\S) vdgds elkeriili az A élhalmazt, és

(3) az (u,v) € E konnyt él az (S,V\S) vagasban,

= az (u,v) €l biztonsdgosan hozzdvehetd az A élhalmazhoz.
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Bizonyitas. (u,v) ¢ A, ui. (u,v) keresztezi az A-t elkeriil§ vagast.

Legyen T' = (V,Tg) olyan MST, amire A C Tg

a, (u,v) € Ty = készen vagyunk.

b, (u,v) ¢ Tg esetén megjegyezzik, hogy T feszit6fa, tehat T-ben el lehet
jutni u-bol v-be, és a T-ben az u-bol a v-be vezetd Ut egyértelmi. Akkor
ezen az Uton van olyan él, ami keresztezi az (S, V'\S) vagast. Legyen (p,q)
egy ilyen él! Ekkor w(p,q) > w(u,v) A (p,q) ¢ A. A (p,q) él torlésével a
T MST szétesik (azaz két fabol allo feszits erdd” lesz, az egyik faban az u,
a masikban a v csticesal), de ha az eredményhez az (u,v) élet hozzavessziik,
akkor az igy adodd T" djra feszit6fa lesz:

T =T\ (p,q) U (u,v). Akkor w(T") = w(T) — w(p,q) + w(u,v) < w(T)
viszont mivel T MST volt, w(T") > w(T'), azaz w(T") = w(T), és T" is MST
kell, hogy legyen. [

Az el6bbi tétel segitségével mar modszeresen tudunk minimalis feszit6fat
épiteni. Jeloljiik a grafban dupla vonallal az A élhalmaz elemeit!

Az alabbi példdban minden lépésben valasztunk egy A-t elkeriils vagast,
majd ebben egy kdnny(d élt, amit hozzavesziink A-hoz. A hozzavétel ered-
ménye a kovetkezd lépés kiinduld pontja.

Kezdetben A = {}, igy barme-
lyik vagas jo. Valasszuk pl. az
({a,b,c}, {d,e, f}) vagast! Eb-
ben (¢, e) a konnyt, tehéat biz-
tonsagos ¢él. Vegyiik hozza A-
hoz!

Most A = {(c,e)}. Ezt elke-
riilli pl. az ({a, f},{b,c,d,e})
vagas, amiben (a,b) és (e, f) a
konnyt, tehat biztonsagos élek.
Valasszuk pl. (a,b)-t!

Most A = {(a,b), (c,e)}. Ezt
elkeriili pl. az ({a,b,c,d, e}, {f})
vagas, amiben (e, f) a kénnyti,
tehat biztonsagos él.
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Most A = {(a,b), (c,e), (e, f)}.
Bzt elkeriili pl. az
({a,b},{c,d,e, f}) vagas, ami-
ben (b, e) a konnyt, tehéat biz-
tonsagos él.

A= {(CL, b)? (bv 6), (07 6)7 (67 f>}
Ezt egyediil az

({a,b,c,e, f},{d}) vagas keriili
el, amiben (d, e) a konny, tehat
biztonségos él.

A = {(a,b),(b,e), (c,e), (d,e), (e, f)}-
|A| =5 = |G.V|—1, tehat A egy mi-
nimalis feszitéfa (MST) élhalmaza.

A fenti modszer még nem tekinthets szigord értelemben vett algoritmus-
nak, mert nem adtuk meg, hogyan valasszunk ki az A halmazt elkeriil¢ va-
gést, és abban konnyt élt. A kovetkez§ alfejezetekben ismertetendé Kruskal
és Prim-Jarnik algoritmusok éppen ezt teszik, mégpedig

O(mxlgn),

tehat nagyon jo maximalis miveletigénnyel. (Mint mindig, n a graf csi-
csainak, m pedig az éleinek szama.) Erdekes modon egyik sem adja meg
az A-t elkerill6 vagast expliciten, a vagasban (az egyik) konnyt élt viszont
igen. Ilyen modon, mivel lokdlisan optimalizalnak, mindkettG moho algorit-
mus. A 11.11. tétel szerint viszont a moho6sag most kifizetddik, azaz mindkét
algoritmus minimalis feszit6fat szamol.

11.12. Feladat. Adjon meg olyan 3 csicsi, dsszefiiggd irdnyitatlan, élsilyo-
zott grdfot, amelynek pontosan 2 minimalis feszitdfdaja van. Hdny feszitdfdja
van dsszesen? Adjon olyant, amelynek 3 minimdlis feszitdfdja van! Létezik
olyan 8 csiucsu dsszefiligqd irdnyitatlan, élsulyozott grdf, aminek haromndl t6bb
feszitéfdja van? (Grdf alatt, mint mindig, most is egyszerd grdfot értink.)
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11.2. Kruskal algoritmusa

Kruskal algoritmusa a G = (V, E) graf éleit a stlyuk (hosszuk) szerint mono-
ton novekven veszi sorba. Azokat az éleket eldobja, amelyek az A bizonyos
éleivel egyiitt kort képeznének. A tobbit hozzaveszi A-hoz. Az explicit korke-
resés azonban nem lenne hatékony, mert minden egyes e élre bejarast kellene
inditani a (V, AU{e}) grafon. Ehelyett a kovetkez6 definicion és invaridnson
alapulé megoldashoz folyamodunk.

11.13. Definicio. A G = (V, E) grdf feszits erdeje a (V, A) grdf, ha egymds-
tol diszjunkt fdkbol, mint komponensekbdl dll, és A C E. (Két fa egymdstdl
diszjunkt, ha nincs kozds csicsuk [és igy kozos élik sem)|.)

A Kruskal algoritmus invariansa, hogy (V, A) a« G = (V, E) dsszefiiggd,
irdnyitatlan, élsulyozott graf feszitd erdeje, és A részhalmaza a G valamelyik
minimalis feszitéfaja élhalmazdnak.

Kruskal algoritmusa: A = {}-val indulunk, ami azt jelenti, hogy a
kezdeti feszitG erds fai a G = (V, E) graf egycsucsu fai. A G graf éleit
a silyuk (hosszuk) szerint monoton névekvien vessziik sorba, és
tetszGleges élet pontosan akkor vesziink hozza A-hoz, ha a (V) A)
erdd két fajat koti Ossze (azaz nem egy fan belil fut, és igy nem zar be
egyetlen kort sem). Ezért minden egyes él hozzavételével eggyel csokken az
erd6 fainak szdma, de tovabbra is feszité erd6t alkotnak. Mivel G 6sszefiiggd,
barmelyik két fa kozott van at, igy el6bb-utobb Osszekapcsolodnak és mér
csak egy T fabol all az erdd, T feszit6fa. A fenti invarians miatt a 7' élhalmaza
részhalmaza valamelyik M minimélis feszitéfa élhalmazanak. A G minden
feszit6fajanak |V|—1 éle van, igy a T' és M élhalmaza megegyezik. Mindkettd
csticshalmaza V', tehat T = M, azaz T minimaélis feszit&fa.

Kérdés még, hogy a fenti invarians miért igaz. Kezdetben a (V, A) gy feszits
erdd, hogy A = {}, tehat A részhalmaza a G barmelyik minimalis feszit6faja
élhalmazanak, azaz az invarians igaz.

Tekintsiink most az algoritmus futisa soran egy olyan pillanatot, amikor
az invarians még igaz, és egy djabb e élet késziiliink megvizsgalni. Belatjuk,
hogy az invarians az e él feldolgozésa utan is igaz marad.

Ha e a jelenlegi feszit6 erd6 valamelyik fajan beliil fut, eldobjuk, a feszit6
erd6 nem valtozik és az invarians igaz marad.

Ha e a jelenlegi feszit6 erdd két fajat koti dssze, legyen S az egyik fa cstics-
halmaza, és tekintsiik az (5, V'\S) vagast, ami nyilvan elkeriili A-t. Ekkor e
konnyi él a vigasban [mert a G graf éleit a sulyuk (hosszuk) szerint mono-
ton névekvGen vessziik sorba, tehat az aktualis élnél kisebb stlyu éleket mar
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korabban feldolgoztuk, igy ezek vagy benne vannak A-ban, vagy nincsenek
benne A-ban, de a (V) A) feszitG erdd egyik fajanak két cstucsat kotik Gssze,
ezért eldobtuk Gket]. Teljesiilnek tehat a 11.11. tétel feltételei. Ennélfogva
e biztonsdgosan hozzavehetd A-hoz, és hozza is vessziik. A fentiek szerint
tehat az invaridns ebben az esetben is igaz marad.

a—>b,0;d,2;e, 2.
b—c,1;e 1;f 2.

c—f, 3.
d —e, 0.
e — f, 2.

29. abra. Osszefiiggs, élstlyozott, iranyitatlan graf

11.14. Példa. Szemléltessiik Kruskal algoritmusdt a 29. dbrdn ldthaté grd-
fon!

Az MST szoveges abrazolasa:

a—b, 0.
b-c,1;e,1;f 2.
d—e, 0.

30. abra. A 29. &brarol ismerds grafon a kapott minimalis feszitéfa (MST)
éleit dupla vonallal jeloltiik. Az élsuly mellett vagy alatt jeloltiik bekarikazva
az ¢l feldolgozasanak sorszamat. Az 5. és a 6. lépésben az élt nem vettiik
hozza a feszit6 erd6hoz, mert a két végpontja mar ugyanabban a faban volt.
Az ef és a ¢ éleket nem dolgoztuk fel, mert a feszitG erd6 a 7. 1épés utan
mar csak egy fabol all, ami a keresett MST. Alabb tablazattal is szemléltetjiik
az algoritmust. A komponenseket a feszitGerdd fai cstcsainak sztringjeivel
jeloltiik. Az indeterminisztikus esetekben alfabetikus sorrendet alkalmaztunk.
Ez az élek leirasara is vonatkozik (pl. nem b—a, hanem a—b él).
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lépés | komponensek | ¢él | biztonsagos?
@) |a, b, c,deflalb +
@) | ab,c,d, e, f | dZe +
3) ab, c,de, f | blc -+
abc, de, f bLle +
G, abcde, f a2d —
abcde, f aZte —
@) abcde, f b2f +
- abcdef - -

(Kruskal( G:Gy:; A E{}): I\D
[
Yoe GV

makeSet(v) // a spanning forest of single vertices is formed
A={};k:=|GV]|

// k is the number of components of the spanning forest

// let Q be a minimum priority queue of G.E by weight G.w :
Q : minPrQ(G.E, G.w)
k> 1A —Q.isEmpty()
e: £ := Q.remMin()
x := findSet(e.u) ; y := findSet(e.v)
T #y
A:= AU{e} ; union(z,y) ; k — — SKIP

return &

Mint lathato, ez az algoritmus kivételesen ,ellenérzi”, hogy G Osszefiiggs-e.
Ha ugyanis Osszefiiggs, k = 1 értékkel tér vissza. Ha nem, k > 1 lesz.

A miveletigény-szamitast azzal a feltételezéssel végezziik el, hogy a
makeSet(v) és a union(z,y) eljarasok futasi ideje ©(1), a findSet(v) fiigg-
vényé pedig O(logn). E feltételezések jogossagat a 11.2.1. alfejezetben iga-
zoljuk. Feltessziik még, hogy a () prioritasos sort binaris kupaccal valositjuk
meg. Igy, mivel a graf éleit taroljuk benne, inicializalasa ©(m), remMin()
miivelete pedig O(logm) id6t igényel.

Az els§ ciklus miiveletigénye az el6z6 bekezdés alapjan ©(n), a két ciklus
kozti részé pedig ©(m). Az e := Q.remMin() utasitas O(logm) futéasi ideje
egyben O(logn), mivel G Osszefiiggs és iranyitatlan, és igy n — 1 < m
n*(n—1)/2 < n? amibél (logn) — 1 < log(n — 1) < logm < logn?

I IA

67



2 x logn, azaz (logn) — 1 < logm < 2 xlogn, tehat logm € ©O(logn),
ahonnét O(logm) = O(logn), kivetkezsleg O(logm) = O(logn). Az ,x :=
findSet(e.u) ; y := findSet(e.v)” utasitasoké a feltevésiink szerint szintén
O(logn), az elagazasé pedig ©(1). A {6 ciklus egy iteracidja tehat maga is
O(logn) id6t igényel, és mivel legfeljebb m-szer iteral, a teljes miiveletigénye
O(m = logn). Ezt aszimptotikus értelemben mar nem modositja a {6 ciklust
megel6z§ inicializalasok nala nagysagrenddel kisebb ©(n + m) futési ideje.

11.15. Feladat. Hogyan tudnd kifinomultabban értelmezni azt az esetet, ha
a Kruskal algoritmus k > 1 értékkel tér vissza? Mit jelent a k értéke dltald-
ban? Tudna-e értelmet tulajdonitani a Kruskal algoritmus dltal kiszamolt A
élhalmaznak, ha végil k > 1 értéket ad vissza?

11.16. Feladat. Implementdlja a Kruskal algoritmust az elméleti O(mxlgn)
mazximdlis midveletigény megtartdsdval!

11.2.1. A Kruskal algoritmus halmazmfiiveletei

A fentiekben feltételeztiik, hogy a makeSet(v) és a union(x, y) eljarasok futési
ideje ©(1), a findSet(v) fiiggvényé pedig O(logn). A téblazatos szemlélte-
tésbdl nyilvanvald, hogy az élek kezelése mellett nem sziikséges még a feszit6
erdd fait is expliciten reprezentélni, elég a fak (a feszité erdd komponen-
sei) csticshalmazait megfeleld adatszerkezettel abréazolni. Ezeknek az adat-
szerkezetnek a kezelésére vonatkozik tehat az elGbb felsorolt harom miivelet,
amelyeknek a kivant hatékonysagi megvaldsitasa nemtrivialis. A klasszikus
megoldéas az un. “Unio-Holvan” adatszerkezet (disjoint-set data structure),
aminek a segitségével a graf cstcsait diszjunkt komponensekbe osztalyozhat-
juk, ahol a komponensek lefedik a graf teljes csticshalmazat. Az adatszerke-
zetet a fenti hdrom miivelettel kezeljiik. Mindegyik csticshalmaznak van egy
reprezentans eleme, ami azonositja a csticshalmazt.

e A makeSet(v) eljaras ©(1) miiveletigénnyel létrehoz egy egyelemt hal-
magzt, ami csak a v csicsot tartalmazza.

e A findSet(v) fiiggvény O(logn) miiveletigénnyel meghatarozza a v csi-
csot tartalmazé komponens reprezentins elemét.

e A union(z,y) eljaras ©(1) miveletigénnyel uniozza az x és az y csucsok
altal reprezentalt diszjunkt halmazokat, és beallitja az (j halmaz rep-
rezentans elemét. A helyes miikddés eldfeltétele, hogy x és y két kiilon-
b6z6 halmazt reprezentalnak. A mi megvalositasunkban a union(zx,y)
eljarés végrehajtasa utan az eredetileg nagyobb komponens reprezen-
tans eleme lesz az egyesitett halmazt reprezentald csiucs.
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A csticshalmazokat a reprezentans elemiik felé iranyitott fakkal abrazoljuk.
Ezért mindegyik csticsnak van egy 7w cimkéje, aminek értéke az 6 sziilGje,
kivéve az iranyitott fak gydkércsicsait; tetszéleges r gyokércsicsra viszont
7(r) = r, s(r) pedig az r-hez tartozo fa mérete. (A fakban a gyokércsucstol
kiilonb6z6 csticsok s cimkéje érdektelen.) Igy mindegyik irdnyitatlan fat a
neki megfelel§ iranyitott fa gyokércsicsaval azonositjuk be. Az iranyitatlan
feszitGerds nyilvantartasahoz tehat egy maésik, iranyitott erdst is kezeliink.
Az iranyitatlan feszitGerd6 minden egyes (iranyitatlan) fajanak megfelel az
iranyitott erdd egy (iranyitott) fija, aminek ugyanaz a cstucshalmaza, az
irdnyitott és az iranyitatlan fa élhalmaza viszont altaldban, iranyitastol elte-
kintve is kiillonb6z6. A fentieknek megfelelGen addédnak a kovetkezd strukto-
gramok.

@ndSet(v V) @
I

7(0) # v union(z,y : V)
makeSet(v : V)
m(v) = s(z) < s(y)
w(v) :==w findSet(r(v)) SKIP m(x) =y w(y) ==
s(v) =1 return 7(v) s(y)+=s(z) | s(x)+=s(y)

Mint lathato, a makeSet(v) miivelet a graf v csiicsabol egyelemi iranyitott
fat képez. (Ezt a Kruskal algoritmus kezdetén a graf mindegyik csticsara
meghivjuk.)

A findSet(v) fliggvény megallapitja, hogy a v cstics melyik irdnyitatlan faban
van, azaz megkeresi a csiicsot tartalmazoé iranyitott fa gyokércsicsdt. Kézben
a v csdcs és mindegyik Gse m mutatojat a gyokércsicsra allitja. Ezzel azok a
késébbi findSet(z) hivasok, amelyekre az ©— gydkércsics ut most rovidebb
lett, hatékonyabbak lesznek. Ez tn. spekulativ munka, ami a tapasztalatok
szerint, nagy grafokon altalaban kifizet&dik.

Pl. tegyiik fel, hogy adott a 31. abran lathat6 fels irdnyitott fa, ahol a
gyokércstics Onmagéara mutatd pointerének berajzolasatol eltekintettiink. Ha
erre a fara végrehajtjuk a findSet(a) fliggvényhivast, ez az f csucesal tér
vissza, mellékhatasa pedig az abra alsé részén lathaté eredménnyel médositja
a fat.

Arrél, hogy ez a heurisztikusnak tné udtrovidités, nagy grafokra tényleges
hatékonysdgnévekedést hoz magaval, az ,,Uj Algoritmusok” [3] konyvben rész-
letes elemzés olvashat6. Az alabbi hatékonysagelemzésnél eltekintiink az it-
roviditésbdl eredS hatékonysdgndvekedéstdl. Célunkat az igy adodo pontatla-
nabb felsé becslésekkel is elérjiik.
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D@0 0

31. abra. Gyokere (f) felé irdnyitott fa. Pl w(d)=e, m(e)=f, n(f)=f. Fent
a findSet(a) fiiggvényhivas egy lehetséges inputja, lent ugyanennek a fiigg-
vényhivasnak a mellékhatasa. (A hivas az f cstcesal tér vissza.)

A f

Annak megfelelGen, hogy a Kruskal algoritmusban az ,z := findSet(e.u) ;
y := findSet(e.v)” utasitasok az e él két végpontjahoz tartozd gyokércsiucsokat
hatérozzék meg, a union(x,y) mivelet kés6bb a megfelels iranyitott fak gyo-
kércstcsait koti Ossze, feltéve, hogy = # y. A fenti modszerrel a union(z,y)
mivelet a kisebb méretd irdnyitott fa gyokerét a nagyobb gyokere ald koti
be. (Egyenl6 méretek esetén mindegy, hogy = vagy y lesz az aj gyokér.)
Alabb belatjuk, hogy ezzel a modszerrel sosem lesz az egyes fak magassaga
nagyobb, mint a méretiik kettes alapu logaritmusa. (Ld. a 11.17. tulajdon-
sagot!) Ebbdl pedig kozvetleniil kovetkezik az, hogy a findSet(v) fiiggvény
miiveletigénye O(logn), ahol n = |G.V|. A union() miivelet hatasara a 32.
abran lathatunk példat.

11.17. Tulajdonsag. A makeSet(v) és a union(z,y) eljardsok hatdsdra lét-
rejovd, gyokércsucsuk felé irdnyitott fak magassdga sosem lesz nagyobb, mint
a méretik kettes alapi logaritmusa, azaz, ha r egy ilyen fa gyokércsicsa, s(r)
a mérete és h(r) a magassdaga, akkor logs(r) > h(r).

union(x,y : V)

makeSet(v : V) s(x) < 5(y)
m(v) :==w (x):=y m(y) ==z
S(0) =1 )= @) | s@)+= )
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32. abra. A union(c,f) eljarashivas inputja (fent) és outputja (lent).

(D) v

Bizonyitas. A makeSet(v) eljaras egy csucsu, nulla magassagu fakat hoz
létre, és log1 = 0, tehat a bizonyitand6 tulajdonsag kezdetben igaz. Ele-
gendd belatni, hogy a union(x,y) eljaras is tartja a fenti egyenlGtlenséget.
Legyen r a union(x,y) eljaras hatasara létrejovs fa gyokere! Feltehets, hogy
az eljarashivas el6tt log s(x) > h(z) Alogs(y) > h(y). Azt kell belatnunk,
hogy a union(z,y) eljarashivas utan logs(r) > h(r). Felteheté még, hogy
s(z) > s(y). Ekkor az x gyokércstcs ala csatoljuk be az y gyokércsucsot, igy
h(r) = max(h(x), h(y) + 1). Két eset van.

o h(z) > h(y) = h(r) = h(z) A s(r) > s(z) = logs(r) > logs(x) >
h(z) = h(r) = logs(r) > h(r).
h(z) < h(y) = h(r) = h(y) + LA s(r) = s(z) + s(y) > 2 xs(y) =
lo(g;f(r) > log(2xs(y)) =1+logs(y) > 1+ h(y) = h(r) = logs(r) >
h(r

g

Most belatjuk a Kruskal algoritmus miiveletigény-szamitasaval kapcsolatos
feltételezések jogossagat, azaz, hogy a makeSet(v) és a union(zx,y) eljarasok
futési ideje ©(1), a findSet(v) fiiggvényé pedig O(logn).

Jel6lje ez utébbihoz h a v csticsot tartalmazé iranyitott fa magassigat, s
pedig a méretét! A findSet(v) fiiggvény miiveletigénye nyilvan O(h). Més-
részt a 11.17. tulajdonsag alapjan h < logs. Ezeket az s < n egyenl6t-
lenséggel Gsszevetve a findSet(v) fiiggvény futési ideje durva felsé becsléssel
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O(logn). A makeSet(v) és a union(x,y) miiveleteké pedig ©(1), hiszen sem
ciklust, sem eljarashivast nem tartalmaznak. Ezzel a Kruskal algoritmus
miiveletigény-szamitasaval kapcsolatos feltételezések jogossagat belattuk.

11.2.2. A Kruskal algoritmus grafikus szemléltetése a halmazmii-
veletekkel egyiitt

a—b,-1:d,2;e,?2.
b—c,1;e 1;:f 2.

c—f, 3.
d —e, 0.
e — 1, 2.

33. abra. Osszefiiggs, élstlyozott, iranyitatlan graf

A 33. abran lathato grafra szemléltetjiik a 30. abranal részletesebb mo-
don a Kruskal algoritmus miikddését, az alabbi illusztracié segitségével. Az
algoritmus altal kezelt feszit6 erdd fainak csicshalmazait a megel6z6, 11.2.1.
alfejezetben ismertetett modon, a gyokeriik felé iranyitott fik segitségével
reprezentaljuk, ahol az r gyokécsicsra s(r) a megfelelg fa mérete. Az alab-
bi illusztracié sorai az algoritmus f6 ciklusa iteracioinak felelnek meg. Az
utolsot kivéve, mindegyik sor négy részbdl all.

1. Az els6 az irdnyitott erdd allapota a ciklusmag végrehajtasanak kezde-
tén. A cstcsok s cimkéit csak a reprezentans elemiik (gyokeriik) felé
irdnyitott fak gyokércstcsainal tiintettiik fel, mert a tobbi csiicsnél ezek
értéke érdektelen. Mivel mindegyeik fa r gyokércsucsanal r = w(r),
ezeknél az iranyitott hurokélek abrazolasatol eltekintettiink.

2. A sor masodik eleme az adott ciklusiteracibban megvizsgalt e = u2v
él. (Ez a legkisebb stlytd, korabban megvizsgalt él. Ha tobb ilyen,
alfabetikusan legkisebbet vessziik sorba, az élek csicsait is alfabetikus
sorrendbe frva, pl. nem b=a, hanem a=b &l.)

3. A sor harmadik része az iranyitott erds allapota az = := findSet(e.u);
y := findSet(e.v) utasitdsok végrehajtasa utan, az x és az y valtozok
értékével egyiitt (ahol e.u és e.v az e él két végpontja). Mivel itt az iré-
nyitott faknak sem a gyotkércsiicsa, sem a mérete nem valtozik, ezeknél
az abrakndl a gyokércsicsok s-értékeitdl eltekintettiink.
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4.

A sor negyedik eleménél megéallapitjuk, hogy az aktualis e él
biztonsagos-e, azaz, hogy éle lesz-e az algoritmusunk altal meghatéa-
rozott MST-nek. Ez attol fligg, hogy az e két végpontjahoz tartozo
iranyitott fak gyokércsucsai (azaz x és y, amik a megfeleld csicshalma-
zok reprezentans elemei) kiilonboznek-e, ami megfelel annak, hogy az
e él a (V,A) feszit6 erds (Id. a 11.2. alfejezetet) két kiilonbozs fajat
koti-e Ossze.

Ha igen, akkor (V, A) az A := AU {e} utasitas utan is feszitd erdd
marad, és a két irAnyitott fat a union(z,y) struktogram szerint egyesit-
ve az iranyitott és az irdnyitatlan erdé fainak csicshalmazai tovdbbra is
megfelelnek egymasnak. (A union(z,y) struktogram szerint, a kisebbik
fa gyokerét a nagyobbik al& csatoljuk. Ha pedig a méretek egyenldk,
akkor x lesz az 1 gyokércsics, azaz az e él bal végpontjdhoz tartozo
iranyitott fa gyokere.)

Ha x = y, akkor az e él két végpontja ugyanabban az iranyitott fa-
ban, azaz az eddigi biztonsagos élek altal kialakitott feszité erdének is
ugyanabban a fajidban van. Az e él tehat ez utébbi, iranyitatlan faban
is kort képezne, tehat nem biztonsagos. Ezért ezt az élt nem vessziik
hozzé az iranyitatlan feszité erd§ A élhalmazahoz, és a megfelels ira-
nyitott fakat sem egyesitjiik.

. Az e él feldolgozasa utan adodo iranyitott erdét a kovetkezd sor elsé

abrajan lathatjuk.

s(a)=1 s(b)=1 3%1 T—a y=b 1y
a_
Is_l b @ @ @ is safe,
s(d)=1 3%1 s(f)=1 ?a?e? @ ® @ invokei |
: union(a,b).
s(a =2 5(&)@1
. < ) dle
Ids 0 @ @ is safe,
s(d)=1 3%1 s(f)=1 Sa;f r=d y(@e @ invokei |
: union(d,e).
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b-Lc
is safe,
invoke

—) ©
C safe?” @ union(a,c).

»
—~
oV
|
I I
éw
»
~~
@9
|
I
[—
wn
i
jaV]
5
o

s () T ble

b is safe,
_S y—d invoke
safe’ @ union(a,d).
T=a=y
2 1.
<—@ a_d 1S
Is 9 a G unsafe, it is
a—=d

not an edge

safe? <_@ (f)  of the MST.

2 .
a—e 18
Isl @ unsafe, it is
s(f)=1 a " S not an edge
—(e) sale: @ of the MST.

G ., GFo T b

9 is safe,
s(f)=1 b_(f y=f invoke
safe’ e @ union (a,f).

6
<—@ Each vertex is in the same vertex set.

Thus, the spanning forest is a single tree:
The Kruskal algorithm stops.
a e The edge set of the MST consists of the safe edges.
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A fenti illusztracioban csak az utolso el6tti, az a2e él feldolgozasa alatt, a
findSet(e) fiiggvényhivas végrehajtésa soran torténik tényleges utrovidités:
az “e—d—a” irdnyitott ut rovidiil “e—a’-ra.

Az algoritmus eredménye a biztonsagosnak talalt élek halmaza. A kapott
MST pedig a graf csicshalmazabol és ezen élekbdl all ssze. Ld. a 34. abrat!

Az MST itt kapott élhalmaza:
{a-lb, d%e, bLtc, bLe b2f}.

34. abra. A 33. abra grafjabol az utana kovetkez6 tablazattal kapott biztonsé-
gos ¢lhalmaz (jobbra), és a hozza tartozo MST a grafban (balra). A grafnak
a minimalis feszit6fadhoz tartozo éleit a grafikus abrazolasban dupla vonallal
jelsltiik. Lathato, hogy a b-2f helyett az e2f élt is valaszthattuk volna az
MST-be, ha a (tulajdonképpen Onkényes, de a szamonkeéréseken kotelezGen
alkalmazando) konvencionk helyett az utolso lépésben az algoritmus indeter-
minizmusat masképp oldottuk volna fel.

11.2.3. A Kruskal algoritmus tablazatos szemléltetése a halmazmii-
veletekkel egyiitt*

(Ez az alfejezet nem része a hivatalos tananyagnak.)

A 35. abran lathato grafra szemléltetjiik a 30. Abranal részletesebb médon
a Kruskal algoritmus miikodését, az alabbi tablazat segitségével. Az algo-
ritmus altal kezelt feszité erdd fainak csticshalmazait a 11.2.1. alfejezetben
ismertetett modon, a gyokeriik felé iranyitott fak segitségével reprezentaljuk.
Az alabbi tipusi tablazatos illusztracioknal mindig feltessziik, hogy a graf
cstcsait az a,...,z betiik azonositjak.

Ennél a szemléltetésnél tekintettel vagyunk arra, hogy nagy grafok esetén
a feszit§ erdd fainak csicshalmazait nemtrividlis hatékony moédon kezelni.
Ezért ebben a példaban ezeknek a csicshalmazoknak a hatékony kezelését
is bemutatjuk, a 11.2.1. alfejezetben ismertetett megfontolasoknak megfelels
modon.
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a—b,-1:d,2;e,?2.
b—c,1;e 1;f 2.

c—f, 3.
d —e, 0.
e — 1, 2.

35. abra. Osszefiiggs, élstlyozott, iranyitatlan graf

‘komponensek H a ‘ b ‘ ¢ ‘ d ‘ e ‘ f H uv H uw*s‘mr*s H :I:‘
a,b,c,d, e, fllal |bl]cl|dl]el]fl ][ alb al bl +
ab,c,d,e, f a2 | a dle || d1 el +

ab, ¢, de, f d2 | d bLc || ba2 cl +
abc, de, f a3 a bLlel| ba3 | ed2 [ +
abcde, f ab a a2d ab dab | —
abcede, f ate ab | edab | —
abcde, f a b2f || bab f1 +

abcdef ab a -

A tablazat elsé oszlopaban a feszité erd6 komponensei (iranyitatlan fai) csics-
halmazainak alakulasat lathatjuk, a lehet6 legegyszertibb moédon, az aktudlis
allapot halmazait a csicsai betti szerint rendezett sztringekkel abrazolva.

A kovetkezd hat oszlop soraiban a graf csicsai aktualis m és s értékeinek
valtozasait mutatjuk meg. Ezen hat oszlop els6 sordban az inicializalas utani
allapotot lathatjuk: Minden v € G.V csiicsra végrehajtottuk a makeSet(v)
miiveletet. A tovabbi sorokban mindig a relative el6z6 sorban elvégzett find-
Set() és union() miiveleteknek a 7 és s értékekre gyakorolt hatasat illusztral-
tuk. Az s-értékek csak az iranyitott fak gyokércsicsainal érdekesek.

Az u*v oszlopban a feszité erdd aktualis allapotanak kialakulasa utan
feldolgozésra kivalasztott élt talaljuk. Ezt az élstly szerint novekvd sorrend
alapjan valasztjuk ki. (Az eddig is alkalmazott konvencio szerint mindegyik
irdnyitatlan él két végpontjat beti szerint névekvd sorrendben irjuk le, pl.
a-Ltb; az egyenld silyu éleket pedig lexikografikusan névekvs sorrendben va-
lasztjuk ki feldolgozasra.)

Az um*s oszlopban azt a sztringet abrazoljuk, amelynek elsd bettje az
elébb kivalasztott ¢l bal végpontja; a sztringben tetszdleges két, egymést ko-
vetd betl koziil a mésodik az els§ 7 értéke; a szam el6tt a sztring utolso
bettije a hozza és az 6t megel6z6 betiikhoz tartozod iranyitott fa gyokere; a
sztring végén talalhato szam pedig az aktuélis fa mérete, ami a fa gyokeréhez
tartozo s érték. A sztringben talalhat6 betlik a rekurziv findSet() fiiggvény
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altal bejart csicsokat azonositjak. A fiiggvény mellékhatésa, hogy hatasa-
ra mindegyik cstcs m értéke a gyokércstucsra hivatkozik. Ez az utréviditeés.
Ennek tényleges hatasa azonban csak a sztring utolsé két bettje el6tti csu-
csokra van. Ez azt jelenti, hogy a mi példank esetében az ebben az oszlopban
illusztralt findSet() hivasoknak nincs valodi mellékhatésa.

A wvr*s oszlopban levs sztring els6 bettje az aktualis él jobb oldali vég-
pontja, egyébként a felépitése ugyanolyan, mint az el6z6 oszlopban talalhato
sztringé. A hatodik sorban taldljuk a edab sztringet, ami szerint az e
mér jobbrol a harmadik betii, és ennek megfelelGen a kovetkezé sorban mar
m(e)=a. A mi példankban ez az egyetlen tényleges utrovidités (a megfelels
irdnyitott faban). Ld. a 36. abrat!

s(a)=>h

(F—®)

36. abra. A tablazat hatodik soraban, a graf a-2e élének feldolgozasa alatt
végrehajtodik a findSet(e) hivas. Ennek soran az a gyokerid iranyitott
faban az “eda” ut (I1d. fent) “ea”ra rovidiil, azaz 7w(e)=a lesz (Id. lent). Ez
a mellékhatas a tablazat kovetkezd sordban tiikrozddik. (Mivel az a-2e él
feldolgozésa soran azt talaljuk, hogy findSet(a)=findSet(e), ez a két csiics az
irdnyitatlan feszitd erdének is azonos fajaban van, ezért kort képezne, s igy
nem vesszilk hozza az irdnyitatlan feszité erds, azaz a a kialakuléban 16v6

MST élhalmazahoz.)

* *

Tekintsiik most azt az esetet, amikor az un™s és a vn™s oszlopban levé
sztringnek a szamok el6tti utolsé betii egyenlsk! Vildgos, hogy tetszéleges
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sorban ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a két sztring els6 bettiinek megfelel
cstcsok azonos iranyitott fAban vannak. Mivel az iranyitatlan és az iranyitott
fak (élei nem, de) csiucshalmazai megfelelnek egymasnak, ebben az esetben
az uv oszlopban lev6 él az irdnyitatlan feszité erdd egyik fajanak két
cstcsat koti Ossze, igy az él nem biztonsidgos, mert kort zarna be. Ezért az
irdnyitatlan feszité erd6hoz nem vessziik hozza. Ezt az utolsé oszlopban “—"
jellel jelezziik, és a feszitG erd6 a kovetkez6 sorban ugyanaz marad, bar az
esetleges utroviditések miatt az iranyitott erd6 egy vagy két fajaban néhany, a
gyokérbe vezetd ut lerovidiilhet. (A mi példankban csak az el6z6 bekezdésben
targyalt egyetlen egy esetben van utrévidiilés: az “eda” irdnyitott Gt rovidiil
“ea’ra. Ld. a 36. abrat!)

Ha pedig az un*s és a vr*s oszlopban levs sztringnek a szamok elGtti
utolsd betti kiilonb6z6k, akkor a két sztring elsé betiinek megfelels u és v
csticsok kiilénbozs iranyitott fakban vannak. Igy az u—v él biztonsagos, mert
az iranyitatlan feszité erdének is két kiilonboz6 fajat koti ossze. Ekkor ezt az
élet hozzavessziik a feszit6 erd6hoz, amivel a két iranyitatlan fat egyetlen fava
egyesitjiik. Az irdnyitatlan fak 4j cstcshalamazait a tdblazatunk koévetkezd
sordnak elsG oszlopa mutatja.

Ahhoz viszont, hogy a tablazat utolsé harom oszlopaban bemutatott biz-
tonsdgos €l vizsgdlat helyesen miikodjon, ez utobbi esetben a két iradnyitott
fa gyokércsicsat is Ossze kell kotni, a kisebb s-értékiitsl a nagyobb s-értékd
felé mutato éllel, az egyesitett fa gyokércsicsanal a fa méretének megfeleld
s-értéket az eredeti s-értékek Osszegére atirva. (Azonos mérett iranyitott fak
esetében a union(z,y) struktogram szerint x lesz az uj gyokércstcs, azaz a
tablazat adott soraban feldolgozott irdanyitatlan él bal végpontjdhoz tartozo
iranyitott fa gyokere.)

Az algoritmus eredménye a +-szal jelolt sorokban kivalasztott irdnyitatlan
élek, azaz a biztonsagosnak talalt élek halmaza. A kapott MST pedig a graf
csticshalmazabol és ezen élekbdl all 6ssze. Ld. a 37. abrat!

78



Az MST itt kapott élhalmaza:
{a=tb, d2e, bLc, bLte, b2f}.

37. abra. A 35. abra grafjabol az utana kovetkezé tablazattal kapott biztonsé-
gos ¢lhalmaz (jobbra), és a hozza tartozo MST a gratban (balra). A grafnak
a minimalis feszitéfahoz tartozo éleit a grafikus abrézolasban dupla vonallal
jelsltiik. Lathato, hogy a b-2f helyett az e2f élt is valaszthattuk volna az
MST-be, ha a (tulajdonképpen Onkényes, de a szamonkéréseken kotelezGen
alkalmazando) konvencionk helyett az utolso lépésben az algoritmus indeter-
minizmusat masképp oldottuk volna fel.

11.3. A Prim-Jarnik algoritmus

Kijelolink a G = (V, E) osszefiiggd, élstlyozott, iranyitatlan grafban egy
tetsz6leges r € V csticsot. A T = ({r},{}), egyetlen cstcsbol allo fabol
kiindulva épitiink fel egy minimalis (V| F') feszit6fat: Minden lépésben a
T = (N, A) fahoz egy ujabb biztonsagos élet és hozza tartozo cstucsot adunk.

Ez azt jelenti, hogy a T' = (N, A) fa végig ennek a minimalis feszitéfanak
a része marad, azaz végig igaz az N C VAA C F invarians. Ehhez mindegyik
lépésben egy konnyi élet valasztunk ki az (N, V\N) vagasban. (Ld. a 11.11.
tételt!)

A megfelels konnyt él hatékony meghatarozasa céljabol egy () min-
prioritasos sorban tartjuk nyilvan a V\N csticshalmazt. Mindegyik u € V\N
csucshoz tartozik egy c(u) és egy p(u) cimke. Ha van él az u cstcs és a T fa
N csicshalmaza kozott, azaz az (N, V\N) vagasban, akkor a (p(u),u) a graf
egyik éle a vagasban, c¢(u) = w(p(u),u), és minden olyan x csticsra, amelyre
(x,u) vagasbeli él, w(z,u) > w(p(u),u).

Ez azt jelenti, hogy (p(u),u) minimalis stlyu él azok koézott, amelyek az
u csucsot a T fahoz kapcesoljak. Ha nincs él a u csiics és a T' fa kozott, akkor
p(u) = S A c(u) = oo.

A @ min-prioritésos sorban a csucsokat a c(u) értékeik szerint tartjuk nyilvan.
Az u = Q.remMin() utasitas tehat egy olyan u csticsot vesz ki Q-bol, amire
a (p(u),u) konnyt ¢l az (N, V\ N) vagasban. Ezt az élt igy a 11.11. tétel
szerint biztonsagosan adjuk hozza a T fahoz, azaz T tovabbra is kiegészithetd
minimalis feszitéfava, ha még nem az.
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Igy az eredetileg egyetlen csticsbol allo T' fa, n—1 db ilyen (p(u),u) él hozzé-
adasaval MST (minimalis feszitéfa) lesz.

Amikor u bekeriil a T faba, a ()-beli v szomszédai kozelebb keriilhetnek a
fahoz, igy ezeket meg kell vizsgalni, és ha némelyikre w(u,v) < ¢(v), akkor a
c(v) == w(u,v) és a p(v) := u utasitasokkal aktualizalni kell a v cstics cimkéit.

Ilyen modon a c(v) érték csokkenése miatt a @) helyreallitasa is sziikségessé
valhat. Ha példaul @) reprezentacioja egy minimum kupac, a v cstucsot lehet,
hogy meg kell cserélni a sziilgjével, esetleg tjra és tjra, mignem a sziilGjének
c értéke < c(v) lesz, vagy v folér kupac gyokerébe.

v

Vilagos, hogy implicite N = V\Q, T éleit pedig az N\{r}-beli x cstcsok és
p(z) cimkéik segitségével (p(x), ) alakban definialhatjuk.

CPrim(G :Gw ;T VD
Vv E‘G.V

c(v) := 00 // costs are still infinite
// edge (p(v),v) will be in the MST where ¢(v) = G.w(p(v),v)
c(r):==0;p(r) == // except for the root: r is the root of the MST
// let Q be a minimum priority queue of G.V \ {r} by label values ¢(v) :
Q : minPrQ(G.V \ {r},c) // c¢(v) = cost of light edge to (partial) MST
u:=r // vertex u = r has become the first node of the (partial) MST
—Q.isEmpty()
// neighbors of v may have come closer to the partial MST
Yo e G.A(u) v eQAc(v) >Gw(u,v)
p(v) :=u; c(v) := Gaw(u,v) ; Q.adjust(v)
u:= Q.remMin() // (p(u),u) is a new edge of the MST

A Prim-Jarnik algoritmus mitiveletigénye: Feltételezziik, hogy @) rep-
rezentacioja binaris minimum kupac, n = |G.V| Am = |G.E|.

Az els6 ciklus futasi ideje ©(n). Az els6 és a masodik ciklus kozti rész
miveletigényét a () kupac inicializaldsa hatarorozza meg, amire igy szintén
©(n) adodik.

A masodik ciklus mindegyik iteracioja kiveszi a @) legkisebb c-értéki ele-
mét. Ez tehat n —1-szer fut le, és a belsG ciklustol eltekintve mindegyik
iteracioja O(logn) id6t igényel, ami Gsszesen O(n * logn).
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Ehhez hoza kell még adni a bels6 ciklus futési idejét, ami a graf mindegyik
élére legfeljebb kétszer fog lefutni, hiszen mindegyik élet mindkét végpontja
fell megtalaljuk, kivéve azokat, amelyek egyik vépontja a (Q-ban utolja-
ra megmaradt cstcs. (A ciklusfejben a Vo € G.A(u) rész utan kovetkezd
v e QAc(v) > Guw(u,v) sziirg feltétel valojaban egy implicit, bedgyazott
elagazas feltétel része.) TItt a Q.adjust(v) utasitds O(logn) miiveletigénye
aszimptotikusan dominans a tébbi ©(1)-es futasi id6 felett. A belsd ciklus
tehat, Osszes végrehajtasat tekintve is biztosan lefut O(m * logn) id6 alatt.

A fenti részeredményeket 6sszeadva a Prim-Jarnik algoritmus teljes futasi
idejére O(n) +0O(n)+O(nxlogn)+O(m=logn) = O((n+m) *logn) adodik.
Mivel a graf osszefiiggs, m > n—1, igy végiil

MTpim(n,m) € O(m xlogn).

11.18. Feladat. Implementdlja a Prim-Jarnik algoritmust szomszédossdgi
mdtrizos grafdabrdzolds esetén! A prioritdsos sort rendezetlen tombbel repre-
zentdlja! Mekkora lesz a miveletigény? Lehet-e az aszimptotikus miveletigé-
nyen javitani a prioritdsos sor kifinomultabb megvaldsitdsdaval?

11.19. Feladat. Implementdlja a Prim-Jarnik algoritmust szomszédossdgi
listds grdafdbrdzolds esetén! Ugyeljen arra, hogy a prioritdsos sor megfeleld
megualdsitasdval biztositani kell az elméleti O(m x lgn) mdveletigényt!

Az alabbi, mar ismerds grafon szemléltetjiik a Prim-Jarnik algoritmus mt-
kodését, a d csucsbol inditva. Az inicializalas utan mindegyik sorban azt a
(még benne nem 16vE) csucsot vessziik hozza a részleges feszitGfahoz, amelyik
a legkozelebb van hozza. Elészor tehat a d csticsot vessziik hozza. Ezzel az a
és az e cstcsok a pillanatnyi (egy cstcst) fa kozvetlen szomszédai lesznek, 2,
illetve 0 tavolsaggal. Most az e csics van legkozelebb a fahoz. Hozzavessziik
tehat a fahoz az ahhoz kapcsolé e-2d éllel egyiitt. Emiatt az e cstics b és f
szomszédai keriilnek kozelebb a fahoz stb.

a—b,-1:;d,2;e, 2.
b—c,1;e 1;f 2.

c—f, 3.
d —e, 0.
e — f, 2.
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in- changes of ¢ and p labels
to a b c d e f
MST | 0 | 0 | 00 |00 | 000 | 00O
d 2d | 0d
eld le \ \ 2e
ble | -1b [ | 1b | | \
a_le | | | |
c=b | | | | | |
e | | | | | | |

A Kruskal algoritmus eredményéhez képest most a graf masik minimalis fe-
szit6fajat kaptuk meg.
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12. Legrovidebb utak egy forrasbol
([3] 22 ;5 [6, 11])

Feladat: A G : G, graf tetszGlegesen rogzitett s start csticsabol (source
vertex) legrovidebb, azaz optimélis utat keresiink mindegyik, az s-bdl G-ben
elérhet6 cstcsba.

A most kovetkez6 algoritmusokban az iranyitatlan grafokat olyan iranyi-
tott grafoknak tekintjiik, ahol a graf tetszéleges (u,v) élével egyiitt (v, u) is
éle a grafnak, és w(u,v) = w(v, u).

A feladat pontosan akkor oldhat6 meg, ha G-ben nem létezik s-bdl elérhetd
negativ kor, azaz olyan kor, amely mentén az élstlyok Gsszege negativ.

Mivel az iranyitatlan grafokat ebben a fejezetben specialis iranyitott gra-
foknak tekintjiik, ez a feltétel iranyitatlan grafok esetében azt jelenti, hogy a
feladatot akkor tudjuk megoldani, ha nincs a grafban s-bdél elérhets negativ
él. (Ha pl. az iranyitatlan grafban (u,v) s-bdl elérhetd negativ él, akkor a
fenti egyszertisités miatt (u,v,u) egy s-bdl elérhetd negativ kor.)

Amennyiben a feladat megoldhatd, mindegyik v € G.V\{s} csticsra két le-
het6ség van:
- Ha létezik 1t s-bél v-be, d(v)-ben az optimaélis Gt hosszat szeretnénk meg-
kapni, m(v)-ben pedig egy ilyen optimalis aton a v csics kozvetlen megels-
z6jét, azaz sziilgjét.
- Ha nem létezik 1t s-b6l v-be, a d(v) = 0o és m(v) = © értékeket szeretnénk
kapni.

Az s csucsra a helyes eredmény d(s) = 0 és 7(s) = ©, mivel az optimalis
ut csak az s csucsbol all. (Ez mar az alabbi algoritmusok inicializalasa utan
teljesiil, és végig igaz is marad.)

A legrovidebb utakat keresd algoritmusok futasa soran az optimalis utakat
fokozatosan kozelitjiik. Jeldlje s~~wv az adott pillanatig kiszamolt s-b6l v-be
vezet( legrovidebb utat! Az alabbi algoritmusok kozds, az inicializalasuk utan
mar teljesiil6 invariansa, hogy d(v) ennek a hossza, 7w(v) pedig (v # s esetén)
ezen az uton a v csics kozvetlen megel6zGje. Ha még nem szidmoltunk ki
s~-»v utat, akkor végtelen hosszinak tekintjik, azaz d(v) = oo és m(v) = S.

Az optimalis utak fokozatos kozelitéséhez a graf (u,v) éleit szisztemati-
kusan vizsgaljuk, és ha s~»u— v r6videbb mint s~- v, akkor az el6bbi lesz az
1j s~ v. Kod szinten ez azt jelenti, hogy végrehajtjuk az alabbi elagazast,
amit kozelitésnek (relazation) neveziink. (Az egyes algoritmusok specialitasai
miatt a kozelités egyéb utasitasokat is tartalmazhat.)

83



d(v) > d(u) + G.w(u,v)
m(v) :==u; d(v) :=d(u) + Gw(u,v) | SKIP

Az alabbi algoritmusok kozés vonédsa még, hogy ismételten kivalasztanak
és ki is vesznek az Un. feldolgozando csicsok halmazabdl egy cstcsot, és a
csticsbol kimend Osszes élre végeznek kozelitést. Fzeket a kozelitéseket egytitt
a csucs kiterjesztésének nevezzilk, mig a csucs kivalasztasat (és kivételét a
feldolgozandok koziil) a kiterjesztésével egylitt a feldolgozdsdnak nevezziik.

Fébb kiilonbségeik a kovetkezok:

e A Dijkstra algoritmus kezdetben kivalasztja kiterjesztésre s-et, a fel-
dolgozando csicsok halmazat pedig G.V '\ {s}-sel inicializalja. El6szor
tehat s-et terjeszti ki, majd a feldolgozandok koziil mindig egy olyan
csucsot dolgoz fel, amibe az adott id6pontig a tébbihez képest legrovi-
debb utat talalt. Igy ez egy mohd algoritmus, mert lokalisan optima-
lizal, azaz mindig a legigéretesebb csiicsot dolgozza fel. Kideriil, hogy
igy mindig olyan csicsot terjeszt ki, amibe mar eddig optimélis utat
talalt, és egy csticsot sem kell kétszer kiterjesztenie.

e A DAGshP algoritmus elGszor meghatarozza az s-bél elérhetd csticso-
kat, és egyuttal sorbarendezi ezeket olyan modon, ami garantalja, hogy
az adott sorrend szerint feldolgozva 6ket, mindegyik kivalasztasdnak az
id6pontjaban mar megvan bele az optimalis Ut. Ilyen mdédon ez is csak
egyszer terjeszti ki, és csak az s-bdl elérhetd csiicsokat.

e Az el6bbi két algoritmusnak specidlis eléfeltételei vannak. Egyik sem
tudja a lehetd legéltalanosabb esetben megoldani a legrovidebb utak egy
forrdsbol probléméat. A Dijkstra algoritmus elégséges el6feltétele, hogy
a grafban ne legyen s-bdl elérhetd negativ stlya él, mig a DAGshP-é,
hogy a graf s-bdl elérhetd része DAG legyen. Cserébe mindkét algorit-
mus a legrosszabb esetben is meglehet&sen hatékony.

[DAGshP: ©(n + m), Dijkstra: O((n +m) *xlogn).]

e Ezekkel szemben a QBF algoritmus a lehetd legaltalanosabb esetben
oldja meg a feladatot. Sziikséges és elégséges eldfeltétele tehat, hogy a
grafban ne legyen az s-bdl elérhets negativ kor. Cserébe csak O(n*m)
miiveletigényt tudunk garantalni, mert ugyanazt a csicsot tobbszor
is feldolgozhatja. Szerencsére atlagos esetben ennél sokkal hatéko-
nyabb, implementacioikat 6sszehasonlitva sok nemnegativ élsilya gra-
fon a Dijkstra algoritmusnal is gyorsabb (amihez hozza kell tenni, hogy
talan még gyakrabban ez forditva van).

84



e Mivel a DAGshP és a QBF algoritmusok el6feltétele nemtrivialis, ezek-
nél igy az algoritmus része az el6feltételének az ellenérzése, s6t, a
nem megfelel§ bemenetek visszautasitasa is oly moédon, hogy mind-
ketté megad egy olyan kort a grafban, ami miatt nem tudja a feladatot
megoldani. (A QBF ebben az esetben negativ kért ad meg.)

12.1. Dijkstra algoritmusa

Elsfeltétel: A G : G, gratban V(u,v) € G.E-re G.w(u,v) > 0, azaz a graf
mindegyik élének élsilya nemnegativ.

Ebben az esetben nem lehet a grafban negativ kor, tehat a legrividebb
utak eqy forrdsbol feladat megoldhatd. Erre

@ijkstra(G I: Gy s: VD

Vv e GV
d(v) := 00 ; m(v) := O // distances are still co, no parent

// Later: m(v) = parent of v on s~»v where d(v) = w(s~>v)

d(s):=0 // but s is the root of the shortest-path tree, s has no parent

// let Q be a minimum priority queue of G.V\{s} by label values d(v) :
Q : minPrQ(G.V\{s},d)
u:=s // going to calculate shortest paths form s to other vertices
d(u) < oo A =Q.isEmpty()
// check, if s~»u—v is shorter than s~»v before
Vo € G.A(u) : d(v) > d(u) + G.w(u,v)
m(v) = u ; dv) = d(u) + Gw(u,v) ; Q.adjust(v)

u := Q.remMin() // s~u is optimal now, if it exists

MTvijkstra(n,m) € O((n +m) x1gn), és a Prim-Jarnik algoritmusnal mar
bemutatott médon adodik, tekintettel a két algoritmus kozotti megleps ha-
sonlosagra.

Masrészt mIpijkstra(n, m) € ©(n), mivel a 2. ciklus el6tti rész mivelet-
igénye mar ©(n), amihez csak a mésodik ciklus egyetlen iteracioja és a bels6
ciklus nullaszori iteracioja adodik hozza, amennyiben nincs a grafban s-nek
rakovetkezGje. Ebben az esetben a masodik ciklus miiveletigénye O(logn)
(pontosabban ©(1)), ami nagysagrenddel kisebb, mint ©(n).

12.1. Feladat. Implementdlja a Digkstra algoritmust szomszédossdgr mdtri-
xos grafabrdzolds esetén! A prioritdsos sort rendezetlen tombbel reprezentdl-
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ja! Mekkora lesz a miduveletigény? Lehet-e az aszimptotikus miveletigényen
javitani a prioritdsos sor kifinomultabb megualdsitdsdval?

12.2. Feladat. Implementdlja a Dijkstra algoritmust szomszédossagi listds
grafabrdzolas esetén! Ugyeljen arra, hogy a prioritisos sor megfeleld meguva-
lositdsdval biztositani lehet az elméleti O((m + n) * 1gn) miaveletigényt!

Az alabbi grafon szemléltetjiik a Dijkstra algoritmus mikddését, az a
csucsbol inditva. A Dijkstra algoritmusnal a ki nem terjesztett csucsokat ro-
viden nyilt csticsoknak nevezziik. Az algoritmus mindig a nyilt cstucsok kiiziil
valasztja ki kiterjesztésre a(z egyik) legkisebb d-értékiit. Ha a minimalis d-
érték oo, vagy a kivalasztds utdn mar nem marad nyilt csics, az algoritmus
megall.

a—b,1;d,3;e,3.

b—e 1;f 3.
C.
d —e, 0.
e — f, 2.
ex- changes of d and 7 labels
pand | a b C d e f
dV 100 |0 |00 |00 |00 | 0O
Oa | la 3a | 3a
1b | | 2b | 4b
2e | | 2e |
2d | ||| HE
af || | | | |
0 1 00
1
() —— ©
1 3
OO
2 2 4

A legrévidebb utak faja s = a esetén. Az s-bdl elérhetetlen csicsot vagy
csucsokat is feltiintetjiik, oo d-értékkel.
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12.3. Tétel. Amikor az u csicsot kivdlasztjuk kiterjesztésre (elészor az u =
s, késébb az u = Q.remMin() utasitdssal), akkor u-ba mdr optimdlis utat
taldltunk, feltéve, hogy d(u) < co.

Bizonyitas. u = s-re nyilvan igaz az allitds. Tegyiik fel indirekt moédon,
hogy nem mindegyik csiicsra igaz!
Eszerint van egy olyan v cstics, amire az algoritmus futésa soran elGszor

lesz igaz, hogy kivalasztjuk kiterjesztésre, de w(s d v) < d(v) < oo, ahol
s Ly egy s-b6l v-be vezetd optimalis 1t, w(s % v) pedig ennek a hossza.
Vilagos, hogy v # s. Tovabba, az 5% v fiton az s csticsot mAr kiterjesztettiik,

. . P . opt P .
a v cstcsot viszont még nem. Van tehat az s~»v Gton egy els§ csics, amit
még nem terjesztettiink ki.

Legyen t az s % v tton az elss csucs, amit még nem terjesztettiink ki!
Szelméletesen: s “& ¢ & v. Mivel s-et mér kiterjesztettiik, ¢ # s. Tovabb4,

az st uton ¢ kozvetlen x megel&zGjét is kiterjesztettiik méar, és az x kiter-
jesztésekor még teljesiilt, hogy d(x) = w(s(«)ﬂ;x). Akkor viszont az x — t él

. . < opt \ . N . opt .
feldolgozéasa ota mar d(t) = w(s~t) is teljesiil. Mivel a ¢~>v ton minden
4 , , , opt , opt , opt
él sulya (azaz hossza) nemnegativ, és t az s~ v ton van, azaz s~ t ~> v,

sziikségszertien w(soﬁt) < w(sgpgv).

A fentieket Osszegezve d(t) = w(s o t) < w(s % v) < d(v) < oo, az-
az d(t) < d(v), ami ellentmond az indirekt feltételezésnek, ami szerint a v
cstcsot valasztottuk kiterjesztésre. [

12.4. Tétel. Ha a kiterjesztésre kivdlasztott u csicsra d(u) = oo, akkor QU
{u} egyetlen eleme sem érheté mdr el az s csucsbol.

Bizonyitas. Nyilvan u az els6 és egyetlen olyan csiics, amit d(u) = oo érték-
kel valasztottunk ki, mert ezzel megall a f6 ciklus. A koradbban kiterjesztésre
kivalasztott x csiicsokra tehat d(z) < oo, és ezekbe az el6z6 tétel szerint mar
optimalis utat talaltunk.

Tegyiik fel indirekt modon, hogy @ U {u}-nak van olyan v eleme, amely

elérhetd s-boll Ekkor létezik s %% v is, amin kell lennie egy els¢ ¢ csiicsnak,
amely eleme @ U {u}-nak, de az el6z6 tétel bizonyitasa szerint erre méar
d(t) = w(s%t) < 00 = d(u), tehat d(t) < d(u), ami ellentmond annak, hogy
az u csucsot valasztottuk ki kiterjesztésre. [

12.5. Kovetkezmény. Amig tehdt a kiterjesztésre kivdlasztott u csucsra
d(u) < oo, addig olyan csicsot vdlasztunk ki, amelyikbe mdr optimdlis utat
talaltunk.

87



Ha d(u) < oo mindegyik kivdlasztotl csicsra igaz, akkor és csak akkor a
fenti algoritmus 2. ciklusa n—1 iterdcidval kitriti Q-t, és megadll, miutdn a
graf mindeqyik csicsdba optimdlis utat taldlt.

Ha pedig egyszer a kiterjesztésre kivdlasztott u csicsra mdr d(u) = oo,
akkor Q U {u} egyetlen eleme sem érhetd mar el az s csiucsbol, és megdllha-
tunk: mindeqyik d-értéke végtelen, w-érteke pedig ©, mig a kordbban, véges
d-értékkel kiterjesztett csicsok éppen azok, amelyek elérhetdk s-bdl, és ezekbe
taldltunk is optimdlis utat.

12.2. DAG legrovidebb utak egy forrasbol (DAGshP)

Elsfeltétel: A G : G, graf irdnyitott, és a grafban nincs s-bél elérhetd
irdnyitott kor.

Ebben az esetben nincs a grafban s-bél elérhetd negativ kor sem, igy a
legrovidebb utak eqy forrdsbol feladat megoldhato.

Ez az algoritmus ellenérzi az eldfeltételét. Ha teljesiil, a DAGshortest-
Paths() fiiggvény © értékkel tér vissza. Kiilonben megtalal egy iranyitott
kort, aminek egyik csticsaval tér vissza. Ebbdl indulva a 7w-cimkék mentén a
kor forditott iranyban bejarhato.

@AGshortestPaths(G Gy ;s V) V)
[
S :Stack ; dcg: V=0

topologicalSort(G, s, dcg, S)
dcg = 0O

DAGshPs(G,S) SKIP

return dcg

A topologikus rendezés csak az s-bdl elérhet részgrafot probélja topolo-
gikusan rendezni.

A time nevi valtozora — amit az egyszertiség kedvéért globalisnak képze-
lilnk — és a hozza kapcsolodd utasitdsokra csak a topologikus rendezés szem-
léltetésének megkdnnyitése végett van sziikségiink. Ezek az implmentaciok-
bol elhagyhatok, ezért a vonatkozé utasitasokat szogletes zardjelbe tettiik.
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GOpologicalSort(G 1G5 s, &deg:V ;S Stack:D
I

Yue G.V
color(u) := white ; w(u) ==
[time := 0] ; DFvisit(G, s, dcg, S)

@Fvisit(G G u,&deg:V ;S Stack;D
I

color(u) := grey ; [d(u) := + + time]
Vv € G.A(u) while deg = ©

color(v) = white

m(v) :=u color(v) = grey
DFvisit(G, v, dcg, S) m(v) :=w; deg:=wv | skip
[f(u) :== 4 + time] ; color(u) := black ; S.push(u)

@AGshPs(G G 3 S StackD
[

Yoe GV
d(v) == 00 ; w(v) := © // distances are still oo, parents undefined

// m(v) = parent of v on s~»v where d(v) = w(s~v)

s := S.pop()

d(s) :==0 // s is the root of the shortest-path tree

u:=s // going to calculate shortest paths form s to other vertices

—S.isEmpty()
// check, if s~»u—v is shorter than s~»v before
Vo € G.A(u) : d(v) > d(u) + G.w(u,v)
m(v) :==u; d(v) == d(u) + Gw(u,v)

u := S.pop() // s~u is optimal now

MT(n,m)eO©n+m) A mT(n,m)e€ O(n)

12.6. Feladat. Mikor lesz a legkisebb az algoritmus futdsi ideje? Mikor lesz
a legnagyobb? Miért?
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12.7. Tétel. A legrovidebb utak eqy forrdsbol algoritmus az s-bol elérhetd
csicsokba optimdlis utat taldl. Az s-bdl el nem érhetd x csiucsokra d(z) = oo
ésm(x) =0 lesz.

Bizonyitas. A kis s-bdl inditott részleges topologikus rendezés pontosan
az s-bdl elérhetd csicsokat teszi a nagy S verembe, a megfelel§ sorrendben,
és igy pontosan ezeket a csiicsokat terjesztjiik ki, a topologikus sorrendnek
megfelelGen. A t6bbi z cstcsra az inicalizdlas eredményeként d(z) = oo és
m(x) = © marad, ui. ha egy csics nem érhet6 el s-bél, akkor egyetlen G-beli
megelézGje sem.

Elegendd belatni, hogy amikor egy u cstcsot kivalasztjuk kiterjesztésre
(elgszor az u = s, kés6bb az u := S.pop() utasitéssal), akkor u-ba mar
optimalis utat talaltunk.

Az elgbbi allitds u = s esetben nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy adott v #
s csucs kivalasztasa el6tt mindegyik kiterjesztésre kivalasztott cstcsra igaz
volt. Mivel a v csticsnak topologikus sorrend szerinti és igy G-beli megel6z6it
is a v kivalasztasanak pillanataban mar kiterjesztettiik, a v csticsnak adott
s & v aton vett kdzvetlen u megel6z6jét is, mégpedig gy, hogy u-ba a
kiterjesztésekor mar optimélis utat taldltunk, és igy legkésébb az u — v él
feldolgozasakor v-be is optimélis utat talaltunk mar. [J

12.8. Feladat. Implementdlja a DAG legrévidebb utak egy forrasboél algo-
ritmust szomszédossdgi mdtrizos grafabrdzolds esetén!

Mekkora lesz a miveletigény? Tarthato-e az elméleti maximdlis, illetve
minimalis midveletigény ezzel az dbrazoldssal?

12.9. Feladat. Implementdlja a DAG legrévidebb utak egy forrasbol algo-
ritmust szomszédossdgi listds grafabrdzolds esetén!

Mekkora lesz a miveletigény? Tarthatd-e az elméleti mazximdlis, illetve
minimalis miveletigény ezzel az dbrdzoldssal?

A kovetkezé oldalon lathato grafon szemléltetjiik a DAG legrividebb utak egy
forrdsbol algoritmust, ahol s = a. ElGszor topologikusan rendezziik az s-bdl
elérhetd részgrafot. (A dupla nyilak a mélységi fa fa-éleit jelolik.) Ezutan — a
szokésos inicializaldsokat kovetGen — a csiicsokat a topologikus sorrendjiiknek
(S) megfelelGen terjesztjiik ki. Az utolso cstcs nem keriil kiterjesztésre, ennek
ui. mar nem lehet a grafban sem rédkoévetkezdje.

90



1 ¢ a—Db,-2;d,-3;e,0.
b—e 1;f 3.
1 N33 c b 1:f 3.
e —~d,-4;f 2.
@ S={(a,b,e f d)

4/5 3/8 6/7

ex- changes of d and 7 labels
pand | a b c d e f
dY |09 |00 |00 |00 |0 |00d

Oa -2a -Ja Oa

-2b -1b 1b
-le He

1f

0 -2 00
O ©
3
1

(W—© ©

it -1 1

A legrovidebb utak faja s = a esetén. Az s-bdl elérhetetlen csticsot vagy
cstucsokat is feltiintetjiik, oo d-értékkel.
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12.3. A QBF algoritmus

A @QBF a Queue-based Bellman-Ford roviditése. Magyarul, teljes nevén Sor-
alapi Bellman-Ford algoritmus. A Sor-alapi vagy Queue-based jelz6i kifeje-
zés elhagyasa hiba, mert létezik t6bb Bellman-Ford algoritmus is, amelyek
a @BF-t6l 1ényegesen kiilonb6z6 modon oldjak meg a legrévidebb utak egy
forrdsbol problémat. A tovabbiakban a QBF algoritmust targyaljuk.

Elsfeltétel: Nincs az s-bol elérhetd negativ kor. (Iranyitott graf esetén
lehetnek negativ élsulyok.)

A @BF algoritmus (tudomanyos elemzés és negativ kor vizsgalat nélkiil)
az informatikai folklorboél szarmazik. Legjobb tudésunk szerint elGszor Tarjan
Robert Endre amerikai matematikus!® elemezte és publikalta, Breadth-first
Scanning néven [6].

A QBF hasonlit a szélességi kereséshez, de az utak hosszat a Dijkstra, a
DAGshP (és a Bellman-Ford [3, 4|) algoritmushoz hasonléan, mint az 1t
menti élsulyok Osszegét hatarozza meg. Kezdetben csak az s start (forras)
csucsot teszi a sorba. A BFS-hez hasonloan a szokéasos inicializalasok utan, a
f6 ciklusban mindig kiveszi a sor els6 elemét és kiterjeszti, de most mindegyik
kozvetlen rakovetkezGjére meg is vizsgalja, nem taldlt-e bele rovidebb utat
mint eddig, és ha igen, megfelel6en modositja a d és a w értékét. Ha a
modositott d és 7w értékil csics pillanatnyilag nincs benne a sorban, beteszi
a sor végére.

@BF(G:IQUJ ; s:VD

Yue G.V
d(u) =00 ; 7(u) == ;inQ(u) := false
d(s) :==0

Q : Queue ; Q.add(s) ; [inQ(s) := true]
—Q.isEmpty()
u:= Q.rem() ; inQ(u) := false
Vo € G.A(u) : d(v) > d(u) + G.aw(u,v
d(v) :=d(u) + Gw(u,v) ; 7(v) == u
~inQ(v)
Q.add(v)
inQ(v) = true

SKIP

16Tarjan professzor ur sziilei magyar szarmazastak.
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Mivel a sor (Queue) adattipusra nincs ,,€” miveletiink, vagy dtldtszé sor
tipust kellene bevezetniink és megvalositanunk, vagy — mint itt is — minden
v cstesra értelmeziink egy in@Q(v) logikai értéki cimkét, ami pontosan akkor
lesz igaz, amikor v eleme a sornak. (Implementécios szinten — feltéve, hogy
a cstcsokat 1-t6] n-ig sorszamoztuk — az inQ(v) cimkéket reprezentalhatjuk
pl. az in@Q/1 : B[n] tombbel. Ez a tomb persze az dtldtszd sor tipus része is
lehetne.)

Ha nincs a grafban s-bél elérhetd negativ kor, az el6z6 bekezdésben ismerte-
tett algoritmus, miutan minden s-bél elérhet6 v csiicsra meghatarozott egy

s utat, iires sorral megall. Ha a graf tartalmaz az s-bdél elérhet negativ
kort, akkor a kiterjesztések egy ilyen mentén ,koérbejarnak”, a sor sosem firiil
ki, és az el6bbi algoritmus végtelen ciklusba kertiil.

12.3.1. A negativ korok kezelése

Arra az esetre, ha nem eleve kizart, hogy a graf s-bél elérhetd negativ kort
tartalmaz, egy ilyen meghatarozasara Tarjan tobb modszert is kidolgozott [6].
Itt e jegyzet szerzGjének egy viszonylag egyszert, de konnyen ellenérizhets
kritériumat fogjuk hasznalni [11].

Bevezetjiik a graf v csicsaira az e(v) cimkét: ennyi élt tartalmaz s~v.
Beldthat6, hogy ha nincs a grafban s-bél elérhets negativ kor <— a QBF
futésa soran minden, a {6 ciklusban kezelt v csucsra e(v) < n.

A fenti allitast forditva megfogalmazva, ha van a grafban s-bdl elérhetd
negativ kor <= a QBF futisa soran van olyan, a f6 ciklusban kezelt v
cstics, amelyre e(v) > n. Ilyenkor ez a v csics vagy része egy negativ kornek,
amit a cstcsok 7 cimkéi mutatnak meg, vagy a m cimkéken keresztiil el lehet
bel6le jutni egy ilyen negativ korbe, legfeljebb n—1 lépésben (azt a szélsGséges
esetet sem kizarva, amikor ezt a kort egyetlen negativ hurokél alkotja).

A tovabbiakban tehat az s-bdl elért v csiucsokra a d(v), a w(v) és az inQ(v)
mellett az e(v) cimkét is nyilvantartjuk.

Ha valamely (u,v) él mentén végzett kozelités soran ugy talaljuk, hogy
e(v) > n, akkor a fentiek szerint meghatarozzuk valamelyik negativ kor egyik
cstcsat, és az algoritmus ezzel tér vissza.

Ha a QBF futésa sordan mindegyik kozelités utan e(v) < n, akkor iires
sorral allunk meg, és a © extremalis hivatkozéassal tériink vissza.

Belathato, hogy az igy kiegészitett QBF O(n+m) id6 alatt minden esetben
befejezddik.
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12.3.2. A legrovidebb utak faja meghatarozasanak szemléltetése

Mindegyik s-b6l elérhets v csiicsra kiszamitunk egy s% v utat.

a—b, 3;c, 1.

b —d, —2.
¢ — b, —1.
d —c, 3.
ex- changes of dme Q :
pand a b c d Queue
dVe 000|000 |00 | 0O (a)
0a0 3al | lal (b, c)
3b1 1b2 | (c, d)
lcl 0c2 (d,b)
1d2 (b)
0b2 —2b3 | (d)
—2d3 ()
0 0
N 0
A legrovidebb utak faja s = a
1 71 |2 esetén. A csitesoknal csak a d-
@ értékeket tiintettiik fol.
1 -2
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12.3.3. A negativ korok kezelésének szemléltetése

a—b, 3;c, 1.

9 b —d, —2.
¢ — b, —1.
( ) d —c 2.
2
ex- changes of dme Q :
pand a b c d Queu
dVe | 000 0c0® | 000 | 00O (a)
0a0 3al | lal (b, c)
3bl 1b2 | (c,d)
lcl 0c2 (d, b)
1d2 (b)
0b2 —2b3 | (d)
—2d3 0d®@ ()

Itt megallunk, mert e(c) = 4 = n, tehat
negativ kor talalhato a ,.c” csticsbol a m ér-
tékek szerint visszafelé haladva.
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12.3.4. A negativ korok kezelésével kiegészitett struktogramok

Vegyiik figyelembe, hogy egy tetszGleges v csiics d, e és m cimkéjének modo-
sitdsa utan a v csicsot akkor és csak akkor tessziik a sor végére, ha e(v) < n,

és v pillanatnyilag nincs benne a sorban!
Ha biztosan nincs a grafban s-b6l elérheté negativ koér, Akkor az algorit-

mus fentebb megadott valtozata alkalmazhato.

@BF(G:Qw;szV):lD
Vu G‘G.V
d(u) :=00; 7(u) := O ; inQ(u) := false
d(s):=035e(s):=0;n:=|G.V|
Q : Queue ; Q.add(s) ; [inQ(s) := true]
—Q.isEmpty()
u:= Q.rem() ; inQ(u) := false
Vo € G.A(u) : d(v) > d(u) + Gaw(u,v
d(v) :==d(u) + Gw(u,v) ; 7(v) == u
e(v) :==e(u) +1

e(v) <n
—inQ(v) return FindNegCycle(n,v)
Q.add(v) // negative cycle is available
nQ(v) == true SKIP // through the 7 labels from v

return © // Shortest-path tree computed

CFindNegCycle(n Njv:V): V)

// Find a vertex of a negative cycle, through
// the 7 labels from v, maximum in n—1 steps

——n>0

v:=m(v)

return v // v is a vertex of a negative cycle

12.3.5. A QBF algoritmus elemzése

Az alabbi elemzésben arra az esetre szoritkozunk, amikor a grafban nincs
s-b6l elérhetd negativ kor. (A negativ korok esetét 1d. a [11] cikkben!)
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Az algoritmus helyességének bizonyitasa és az algoritmus hatékonysaga-
nak vizsgalata szempontjabol is alapvets a QBF futdsanak menetekre bon-
tasa.

12.10. Definicié. Menet rekurziv definicidja:
— 0. menet: a start csics (s) feldolgozdsa.
— (i+1). menet: az i. menet végén a sorban levd csicsok feldolgozdsa.

Vegyiik pl. az els6 grafunkon az algoritmus szemléltetését menetszamlalassal
egylitt! (Az sy utak megkeresésének szemléltetése.)

a—b,3;c, 1.

b —d, —2.

¢ — b, —1.

d —c, 3.
ex- changes of dmwe Q :
pand a b ¢ d Queue | Pass
dVe 000|000 |00 | 0O (a)
0a0 3al | lal (b,c) | 0.
3b1 1b2 | (¢, d)| 1.
lcl Oc2 (d,b)| L
1d2 (b) | 2
0b2 —2b3| (d) | 2
—2d3 () 3.

12.11. Tulajdonsag. A grdf tetszdleges u csiucsdra, ha s-bél nem érhetd el
negativ kér, €s az u csucsba vezet k €lbol allo s 2 ut, akkor a k. menet

elején mdr d(u) = w(s%u) és (s,...,m(u), m(u),u) eqy optimdlis 1it.
Bizonyitas. k szerinti teljes indukcioval. [

12.12. Lemma. Ha s-b6l nem érhetd el negativ kor, akkor tetszdleges u el-

érhetd csiucsra van olyan s ut, ami legfeljebb n—1 élbdl dll.

Bizonyitas. Ebben az esetben az s-bél indulé kormentes utak biztosan nem
hosszabbak, mint a kort is tartalmazok. Tetszéleges kormentes tnak viszont
legfeljebb n—1 éle van. Ebb6l azonnal adodik, hogy véges sok kormentes 1t
van a grafban. Akkor s-bdl tetszéleges v csticsba is véges sok kormentes 1t
van, és igy létezik ezek kozott optimalis. [
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12.13. Tétel. (A fenti Lemma és Tulajdonsdg kévetkezménye)
Ha s-b6l nem érhetd el negativ kér = tetszéleges s-bol elérhetd w csicsra van

olyan s 2 ut, amit az n—1. menet elejére mdr a QQBF kiszamolt. = az
n—1. menet végére kiiiril a sor, az algoritmus pedig O(n*m) iddben megdll,
azaz

MT(n,m) € O(n*m).

A fenti miveletigény bizonyitasahoz elég meggondolni, hogy mindegyik me-
net O(m) miiveletigényt, legfeljebb n menet van ugyanis. Az egyes mene-
tek O(m) miiveletigényének kulcsa pedig az, hogy egyrészt a ) sorban (a
—inQ(v) ellenérzés miatt) nincsenek duplikalt csiucsok, masrészt mindegyik
menet elején |Q] < m.

Ez utébbi allitas bizonyitasanal feltehets, hogy m > 0. A nulladik menet
elején csak a start csiics van a sorban, igy |Q| < m teljesiil. Ha pedig
az i-edik menet elején legfeljebb m cstics van a sorban, amelyek paronként
kiilonboznek, akkor az ezekbdl kimend élek is kiillonbozdk: legfeljebb m db
(hiszen iranyitott grafokrol beszéliink). Igy az i-edik menetben legfeljebb m
cstucsot kell a sorbol eltavolitani és kiterjeszteni, valamint legfeljebb m élet
feldolgozni. Tovabbé az i-edik menetben a sorba keriils csticsok a feldolgozott
élek végpontjai, amelyek szama szintén < m. Ezért egyrészt az i-edik menet
végén is teljesiil a || < m invarians, masrészt az i-edik menet miiveletigénye

O(m) (i € [0..n)).

A fenti, elméleti miiveletigény becslés meglehet&sen rossz hatékonysagot su-
gall. Ezzel szemben, gyakorlati tesztek, pozitiv élstlyt, véletlenszeriien gene-
ralt, nagyméreti, s-bsl osszefiiggs ritka grafokra'” (m € O(n)) statisztikusan
O(n) atlagos miiveletigényt adtak, szomszédossagi listas grafabrazolas esetén.
Ez viszont aszimptotikusan az elméleti minimummal egyezik. (A halézatok
jelentds része nagymeéretd, ritka graffal modellezhet6. Nem véletlen, hogy
halozatokon valo dtkeresésnél alkalmazzak is ezt a viszonylag egyszert, de
altalanos algoritmust.)

"Egy graf egy adott csicsbol dsszefiiggd, ha ebbdl a csicsbdl a graf mindegyik cstcsa
elérhetS. A ritka grifokra az m < k x n, ahol k el6re adott konstans, gyakran k < 4.
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13. Utak minden cstiicsparra ([3] 23)

Ebben a fejezetben két algoritmust ismertetiink. Mindkett6 a grafok cstics-
matrixos reprezentaciojara épiil, miveletigényiik ©(n3) és hasonlo elven is
miitkddnek: Mindketté a dinamikus programozds iskolapéldaja [3]. Floyd
un. Floyd-Warshall algoritmusa altalanosabb feladatot old meg és egyben
kés6bbi, mint Roy, illetve Warshall, tetsz6leges graf tranzitiv lezartjat meg-
hatérozo algoritmusa [3]. Az iranyitatlan grafokat mindkét algoritmus olyan
iranyitott grafnak tekinti, amelyben minden (u, v) élnek megvan az ellentétes
iranya (v, u) élparja és w(u,v) = w(v, u).

13.1. Bevezetés a dinamikus programozasba

A dinamikus programozds (dynamic programming) hasonl6 az oszd meg és
uralkodj programozasi elvhez (divide-and-conquer method), amit az Gsszefé-
siilG és a gyorsrendezésnél alkalmaztunk. Van néhany trividlis esetiink, azaz
olyan esetek, amelyek kozvetleniil megoldhatok. A bonyolultabb vagy na-
gyobb problémakat kisebb részfeladatokra bontjuk, ezeket (rekurzivan) meg-
oldjuk, majd a megoldasaikat Osszevonva oldjuk meg az eredeti problémat.

A {6 kiilonbség az, hogy az oszd meg és uralkodj modszer a részfeladatokat
egymastol fiiggetleniil oldja meg, mint példaul a fenti rendezések esetében.
Ezért akkor hatékony, ha a részfeladatok altalaban egyméstol fiiggetlenek.
Hatékonysaga elvész, ha egy nagyobb probléma rekurziv médon tartalmaz
kozos részfeladatokat és rész-részfeladatokat. A dinamikus programozds soran
minden részfeladatot csak egyszer oldunk meg, megjegyezziik a megoldasat,
és ezt hasznositjuk, ha késébb ujra talalkozunk vele.

Vegyiik példanak a Fibonacci fiiggvény definiciojat!
F:N—N

F,=F, 1+F,, ifn>1

F1 =1 and FO =0.

Amennyiben ezt a definicidt kozvetleniil koédoljuk, akkor n > 1 esetén az F),
kiszamitasat az F,,_, és az F,_o kiszamitasara bontjuk, majd osszeadjuk a
két részeredményt. (A két rekurziv hivas eredményének Gsszeadasaval ural-
kodunk”.) Példaul:

Fy=Fs+ F; = (Fr + Fg) + Fr = ([Fs + F5) + Fs) + (Fs + F5) =

({Es+ Eu}+ F5) +{Fs+ Fu})+ ({Fs + Fu} + F5) = ...

gy az Fy-et és az Fy-at csak egyszer szamoljuk ki, az Fr-et kétszer, az Fg-ot
haromszor, F5-0t 6tszor, és igy tovabb. Altalaban az F),_, Fj.; alkalommal
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keriil kiszamitasra, amibdl az kovetkezik, hogy az F), értékének kiszdmitasa
exponencialisan fiigg n-t6l.

Ezzel ellentétben, az F,, (tovabbra is csak egész aritmetikat hasznalva)
linearis id6ben is kiszamithato, ha a szdmitast az Fy, F3, Fj stb. kiszami-
tasaval kezdjiik, és ugyanebben a sorrendben folytatjuk, mikézben végig az
utolsd két részeredményre kell emlékezniink.

Fent a dinamikus programozas egy trivialis esetét lattuk. A most kovetkezs
két algoritmusnal majd kicsit bonyolultabb médon alkalmazzuk. Figyeljiik
meg, hogy a rekurziv képletek ellenére a matrixsorozatok elemeit sorban szé-
moljuk ki, és mindegyik részeredmény matrixot, illetve marixpért az elz6bdl
szamoljuk ki! (Az csak a hab a tortan, hogy az el6z6 részeredményre vald
emlékezésnek nem lesz majd extra tarigénye.) A Tisztelt Olvaso kénnyen
utanaszamolhat, hogy a rekurziv képletek (13.9. és 13.14. Tulajdonsag) koz-
vetlen programozasa a most kdvetkezd algoritmusok esetében a futasi idének
még a fenti példanal is meredekebb emelkedését idézné eld.

13.2. Legrovidebb utak minden cstcsparra:
a Floyd-Warshall algoritmus (FW)

13.1. Jeldlés. R, = RU {0}

Az A/1 : Ry[n,n] csucsmatrixszal adott élstlyozott graf alapjan meg-
hatérozza a D/1 : Ry[n,n| métrixot, ahol DJ[i, j] az i indexi csucsbol a j
indexi csticsba vezetd optimélis Gt hossza, vagy oo, ha nincs Ut i-bél j-be.
Megadja még a /1 : N[n, n] métrixot is, ahol 7[i, j] az algoritmus &ltal kiszé-
molt, az ¢ indext cstcsbol a 7 indexi cstcsba vezetd optimélis tton a j csics
kozvetlen megel6z6je, ha @ # j és létezik 1t i-bol j-be. Kiilonben =[i, j] = 0.

Elsfeltétel: A grafban nincs negativ kor. (Ezt az algoritmus ellendrzi.)

A tovabbiakban graf cstcsait 1-t6l n-ig indexeljiik és a cstiicsokat az indexiik-
kel azonositjuk.

Az algoritmusunk a (D@, 7©) (DM 7MWY (D™ 7)) matrixpar-
sorozatot allitja elg, amit a kdvetkezGképpen definidlunk.

13.2. Jelolés. ij»j az 1 csucsbol a 7 csucsba vezeld ut, azzal a megszorilds-
sal, hogy az uton a kézbensd csicsok indexe < k (i > k és j > k megengedelt,
tovdbbd i,j € 1..n ésk €0..n).

13.3. Jelolés. z‘«%j az i csucshol a j csucsba vezetd legrovidebb kdrmentes
op

ut, azzal a megszoritdssal, hogy az uton a kizbensd csiucsok indexe < k. Ha
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tobb ilyen 1t lenne, azt vessziik, ahol a kézbensd csiucsok indexeinek maximu-
ma a lehetd legkisebb.

13.4. Mj. k szerinti indukcioval adodik, hogy amennyiben létezik i ~k»j Ut

= az iw’%j ut egyértelmiien definidlt, ui. a negativ korék hidnya miatt 1 = j
op

esetén iwk»tj = (i), i # j esetén pedig
op
. ai&tj:(z',ﬁ — (i,j) € G.E.
op

e k€ 1..n esetén pedig eqy ivk%tj uttal kapcsolatban két leheldség van:
op

.k Lk—1 . ko k—1, k—1 .
1~]=1~7 V Z«»—)j:’l«»—)k/\/\—)]
opt opt opt opt opt

13.5. Definicio. D\¥) = w(ix>j) ha létezik i~vg
? e gk
oo ha nem létezik 1~~j

13.6. Definicio.

az i~>j uton a j csucs kozvetlen megeldzdje,
opt

ij hai# j és létezik i~

0 ha i = 7 vagy nem létezik i«]f»j

13.7. Tulajdonsag. A D©) mdtriz megegyezik a grdif A csicsmdtrizdval, o
D™ mdtriz pedig éppen a kiszdmitandd D mdtriz.

13.8. Tulajdonsag.

© [ i hai#jN(i,]) a grdf éle

A { 0 hai=jV(i,j) nem éle a grifnak

A ™ mdtriz pedig megegyezik a kiszdmitandd ™ mdtrizszal.

13.9. Tulajdonsag. A 13.4. megjeqyzés alapjin, k € 1..n esetén:
Ha D~V > DY~ + DY
akkor DI — DD 4 D) 5 1) _ -1

kilénben Dg-c) = DZ(JI-C_I) A W(l?) = W(]?_l)

v v

13(.)10. K(&')ve)tkez(n)lény.( k )6 1..n es?t)én: o) " )
k k—1 k k—1 k k—1 k k—1
D, =D, "~ Am, =m, N Dyl =Dy 7 Amyy =
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Ez azt jelenti, hogy a D®*) matrix k-adik sora és oszlopa ugyanaz, mint
DF=D_g &5 a 7% matrix k-adik sora és oszlopa is ugyanaz, mint 7(¢~1-¢.

Mivel Dg?) csak a Dg-c_l), a Dgllj_l) és a D,(c];_l) értékektdl fiigg, valamint
Dg,]j) = Dg,’j_l) A D,(;;) = D,(:;._l), a D matrix kiszdmitasahoz nem kell segéd-
métrixokat tarolni. A fizikailag is létez6 D matrixot az elméleti D(® mét-
rix elemeivel inicializdljuk, az aldbbi fiiggvény elss, kettds ciklusaval, majd
k = 1-t8l n-ig kiszamoljuk D*~1-bsl D*)-t, az alabbi fiiggvény haromszoro-
san beagyazott ciklusaval, fizikailag végig ugyanazt a D matrixot hasznélva.
Ugyanigy, a m matrixbol is elég egy példany.

Ha a D matrix féatlojaban negativ érték jelenik meg, akkor negativ kort
talaltunk (ennek meggondolasat az Olvasora bizzuk).

@loydWarshall(A/l,D/l :Roo[n,n] ; /1 : Nin,n]) : I\D
[

1:=1ton

ji=1ton
D[i, j] = A[i, ]
i j AAfij] < oo
wli, j] =1 mli,j] =0
k:=1ton

1:=1ton

j:=1ton
Dli, j] > Dli, k| + D[k, j]
Dili,j] := DIi, k| + D[k, j]
mli, j] == w[k, ]
i=j3ADI[i,i] <0

return i // i is in negative cycle | SKIP

SKIP

return 0 // shortest-path trees computed

Az algorimus miiveletigényéhez elég meggondolni, hogy az elsd kiils6 cik-
lus n-szer, a bels¢ n?-szer fut le, igy az inicializalas miiveletigénye ©(n?).
Ugyanigy, ha nincs a grafban negativ kor, akkor a méasodik kiils6 ciklus mind-
egyik iteraciojanak futasi ideje ©(n?), igy az Osszes iteraciojaé ©(n3), ami
egyben a teljes algoritmus maximalis miiveletigénye is, azaz MT(n) € O(n?).
Ha van a grafban negativ kor, ez akar a mésodik kiilsé ciklus elsé iteracioja
alatt kideriilhet, igy mT(n) € ©(n?).
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13.2.1. A legrovidebb utak minden csiicsparra probléma wvisszave-
zetése a legrovidebb utak egy forrasbél feladatra

Vegyiik észre, hogy a Floyd-Warshall (FW) algoritmus altal D és 7 mét-
rixok i-edik sora a legrévidebb utak egy forrdsbol feladat megoldasa s = ¢
esetére. Megforditva, ha minden s € 1..n értékre megoldjuk a legrovidebb
utak eqy forrdsbol feladatot, megkapjuk a legrévidebb utak minden csicspdrra
probléma megoldasat is.

Az alabbiakban — a teljesség igénye nélkiil- megvizsgalunk néhany esetet.

Ha példaul a grafunk DAG, ilyen modon a legrividebb utak minden csics-
pdrra probléma megoldasa a legrosszabb esetben is O(n * (n + m)) id6 alatt
szamolhato ki, ami ritka grafokon ©(n?), tehat nagysagrenddel gyorsabb,
mint az FW algoritmus. Sird grafokon viszont — feltéve, hogy a cstcsok
tobbségebdl a grafunk nagy része elérheté — ©(n®) a miiveletigény, ami a
gyakorlatban a nagyobb rejtett konstansok miatt lassibb futast eredményez.

Hasonlo6 eredményeket kaphatunk, ha élstlyozatlan grafokra szélességi ke-
resést alkalmazunk.

Ha a grafunk élsulyai nemnegativak, a Dijkstra algoritmust minden s € 1..n
értékre végrehajtva MT(n,m) € O(n x (n + m) x logn). Ritka grafokra ez
még mindig csak O(n?*logn), ami aszimptotikusan lényegesen jobb, mint az
FW algoritmus ©(n?) mtiveletigénye, tehat nemnegativ élsilyt, nagymeéreti,
ritka grafokon ez lesz a jobb megoldas. Strd grafokra a felsd becslés most
MT(n,m) € O(n® xlogn), ami rosszabb, mint az FW esetén.

Ha csak annyit tudunk, hogy nincs a grafunkban negativ kor, a QBF algorit-
must minden s € 1..n értékre végrehajtva MT (n,m) € O(n*n*m), ami —
legalabbis a legrosszabb esetet tekintve, és feltételezve, hogy nincs lényegesen
kevesebb él, mint csics a grafban — sosem ad jobb felsd becslést, mint amit
az FW algoritmus esetén kaptunk.
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13.3. Graf tranzitiv lezartja (TC)

Ebben az alfejezetben csak azzal foglalkozunk, hogy egy halozatban (grafban)
honnét hova lehet eljutni. Az eljutds modja és koltsége most nem érdekel
benniinket. Ebbdl célbol vezetjiik be a cimben jelzett fogalmat.

13.11. Definicio. A G = (V, E) grdf tranzitiv lezdrtja alatt a T CV x V
reldciot értyik, ahol
(u,v) €T <= ha G-ben az u csicsbdl elérhetd a v esics.

13.12. Jeldlés. B = {0;1}

Amennyiben a grafunk cstucsai az 1..n indexekkel azonosithatok, a grafot
abrazolhatjuk az A/1 : B[n,n| csucsmatrixszal (az esetleges élsilyoktol elte-
kintve), tranzitiv lezartjat pedig a T'/1 : Bn, n] matrix segitségével, ahol

Tli,j] <= ha az A matrixszal abrazolt gratban van ut az ¢ csicsbol a
J cstucsba.

A T matrix kiszamitasahoz definidljuk a (7@ 7MW 7)) matrix-
sorozatot, aminek utolsé tagja magéaval a T" méatrixszal lesz egyenld.
13.13. Definicio. T, <= 3i%j (k€0..n A i,j€l..n)
13.14. Tulajdonsag. (A T mdtrizok rekurziv megaddsa.)

O . .

Tz(gk) = A%c’ ]1])\/ (Z(; {)) e (i,j€1..n)
;" =T, "VT; N (kel..n Ni,jel..n)

13.15. Kovetkezmény.
71'(;) ZTZ-(:_U A T,if) :T]S?_l) (kel.n Ni,jel..n)

Ez azt jelenti, hogy a T® matrix k-adik oszlopa és sora ugyanaz, mint a
T*=D matrixé. (k€ 1..n)

Mivel 7}(]»]6) csak a Tl-(jkfl), a Ti(kkfl) és a T,g?*l) értékektdl fiigg, valamint
T =T VATE =15 Y, a T matrix kiszamitasahoz nem kell segedmat-
rixokat tarolni. A fizikailag is létez6 T' matrixot az elméleti T(°) matrix ele-
meivel inicializaljuk, az alabbi eljaras els6, kettds ciklusaval, majd k£ = 1-t6l
n-ig kiszamoljuk T*~D-bsl T®)-t, az alabbi eljaras haromszorosan beagya-
zott cikluséaval, fizikailag végig ugyanazt a T' matrixot hasznélva:

Amikor a haromszorosan beagyazott ciklus végrehajtasa soran T[i, j] 4j

) elemét hatdrozom meg.

értékét szamolom ki, az elméleti méatrixsorozat Tl(]k
Az értékadas végrehajtasa eltt még egyrészt T'[i, j| = Ti(jk_l)7 masrészt pedig
Ti, k] = Tl(klf) = Ti(kk_l) és Tk, j] = T,f:f) = Tg—n, tehat mindegy, hogy a
méasodik kiilsg ciklus adott iteraciojan beliil a T[i, k|, illetve a T'[k, j] mar
értéket kapott-e.
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(TransitiveClosure(A/l,T/l ; B[nm]D

j:=1ton
Tli,j]:= T, j1V (Tl K| ATk, 1)

A fenti algoritmusra T'(n) € ©(n?) az FW algoritmusnal mar alkalmazott
gondolatmenethez teljesen hasonléan adodik.

Az is vilagos, hogy a tranzitiv lezart eredményképpen T[i,j] <
Dli, j] < o0 az FW algoritmus végrehajtasa utan (i,7 € 1..n).

Ez az algoritmus ezt az egyszertibb feladatot gyakorlatilag mégis haté-
konyabban oldja meg, mint az FW a magaét, az egyszeriibb ciklusmagok
miatt.

13.3.1. A tranzitiv lezart kiszadmitadsanak visszavezetése szélességi
keresésre

A szélességi keresés utédn, s = i esetben éppen azok a cstcsok lesznek feketék,
amelyek elérhetsk i-bol.

Ha tehat lefuttatjuk a szélességi keresés egyszertisitett valtozatat, ahol
Tli,j] <= color(j) # white, éppen a T matrix megfelels sorat kapjuk
meg, MT(n,m) € O(n + m) miiveletigénnyel.

A matrix Osszes sorat igy O(n * (n + m)) maximalis futasi id6vel kapjuk
meg, ami ritka grafok esetén ©(n?), azaz aszimptotikusan jobb, mint a TC
algoritmus, a graf stirtiségétsl fliggetlen miiveletigénye.

Stirti grafok esetében viszont a szélességi keresésekkel is ©(n?) lesz a ma-
ximalis midveletigény, ami a gyakorlatban hosszabb futasi id6t eredményez,
a nagyon egyszerii TC algoritmussal 6sszehasonlitva.
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14. Mintaillesztés (String-matching [3] 32)

14.1. Jeldlések. (Notations)

N={ieZ|i>0} i.k={jeN|i<j<k}
i.k)={jeN|i<j<k} (i.k)={jeN|i<j<k}

Y ={01,09,...,04} az dbécé (alphabet), ahold € NAd >0

T : X[n] a sziveg (text), ami betik eqy sztringje 0-t6l n—1-ig indexelve.
Tli..5)=T[i..j—1]

P :¥[m] a minta (pattern), ahol 0 < m < n.

A tovabbiakban feltessziik, hogy T : X[n] és P : ¥[m], valamint a hosszuk,
azaz m és n valtozatlanok, ahol 1 < m < n (a minta nem fires, és legfeljebb
olyan hosszii, mint a szoveg).

A T : ¥[n] szovegben keressiik a P : ¥[m] minta el6fordulasait (occur-
rences). Mas szavakkal, a T' sz6vegben P minta azon eltolasait keressiik,
amelyekre T[s..s+m) = P[0..m). Ezekre az eltolasokra s € 0..n—m
nyilvanvaloan teljesiil.

14.2. Definicié.

s €0..n—m a P minta lehetséges eltolasa (possible shift) a T' szdvegen.
s € 0..n—m érvényes eltolas (valid shift), ha T'[s..s+m) = P[0..m).
Kiilénben s € 0..n—m érvénytelen eltolds (invalid shift).

14.3. Probléma. (Mintaillesztés.) Az érvényes eltolisok V' halmazdt sze-
retnénk meghatdrozni. Ehhez eltoldsok egy S halmazdba gyijtyik a mintail-
lesztd keresések futdsa sordn taldlt érvényes eltoldsokat. A problémdt megoldo
algoritmusok kozos utdfeltétele S =V, ahol

V={se0..n—m|T[s..s+m)=P[0..m) }.

14.1. Egyszerid mintaillesztés (Naive string-matching)

Vegyiik bevezetésként a kiovetkezs példat! A P[0..4) = BABA mintat ke-
ressiikk a 7'0..11) = ABABBABABAB sziovegben. (B: B-t sikeresen il-
lesztette a szoveg megfelels betfijére; B: sikerteleniil illesztette.)

Ennél az algoritmusnal sorban megvizsgaljuk a lehetséges eltolasokat, és
kisztirjiik koziiliik az érvényeseket. Ugymond nyers erével (brute-force) old-
juk meg a problémat.
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1= |0 |1 1]2 |3 |4 6|78 ]9 |10
Tj=|A|B|A|B|B|A|B|A|B|A|B
B|A|B|A
B|A|B|A
B|A|B|A
B|A|B|A
s=4 BIA|B|A
B|A|B|A
5=6 BIA|BA
B|A|B|A
S={4,6}=V
@ruteForce(T :X[n]; P:X[m]; S: N{}D
[
S :={}

s:=0ton—m
match(7, s, P) // T[s..s+m) = P[0..m)
S:=SU{s} SKIP

Gnatch(T:Z[];s:N;P:E[m]):IB%)
// check, whether T[Es ..5+m) = P[0..m)

7:=0
j<mAT[s+j] = Plj]
J++
return j > m

A match(T, s, P) fiiggvényre: MTaen(m) € O(m)
meatch(m) S @(1)
Innét a teljes algoritmusra: MTgp(n,m) € O((n —m + 1) x m)
mIpr(n,m) € ©(n —m+1)
m =~ |n/2| esetén: MTgr(n) € O(n?)
mTgr(n) € ©(n)

A naiv mintaillesztés miiveletigényének részletesebb elemzése*

Ha egy feladatosztalyon valamely 0 < k& < 1 konstansra m < k * n, akkor
l«xn>n—m+1>n—k*xn=(1—k)*n, ahol 1 > 1 —k > 0 konstans.
Innét a O(-) fiiggvényosztalyok definicidja szerint

107



n—m+1€0(m)és (n—m+1)xme O(nxm).
Ebbdl pedig az - € O(+) relacié tranzitivitasa miatt:

14.4. Kovetkezmény. Ha eqgy feladatosztdlyon valamely k konstansra
0<k<lAm<ksxn=mlgr(n,m)eOn)NMIpp(n,m)ecO(n=*m)

Masrészt, amennyiben egy feladatosztalyon m az n-hez képest nem is elha-
nyagolhato, azaz valamely € > 0 konstansra m > ¢ * n, akkor

exnxn <nxm < nx*n. Kovetkezésképp n * m € O(n?).

Ebbél a 14.4 kovetkezménnyel adodik az alabbi eredmény:

14.5. Kovetkezmény. Ha eqy feladatosztdlyon az € és a k konstansokra
O<e<k<lAexn<m<kxn= MTgp(n,m)ec O(n?)

14.2. Quicksearch

A gyorsabb keresés érdekében ennél és a kovetkezs (KMP) algoritmusnal &l-
talaban egynél nagyobb lépésekben noveljiik a P[0..m) minta eltolasat a
T[0..n) széveghez képest ugy, hogy biztosan ne ugorjunk at egyetlen érvé-
nyes eltolast sem. Mindkét algoritmus, a tényleges mintaillesztés elétt egy
el6készits fazist hajt végre, ami nem fiigg a szovegtdl, csak a mintatol.

A Quicksearch-nél ebben az elGkészité fazisban az abécé o elemeihez
shift(o) € 1..m+1 cimkéket tarsitunk, ahol P[0..m) a keresett minta.

Tegyiik fel most, hogy o = T[s + m]. Ekkor a shift(c) érték megmondja,
hogy a T'[s..s+m) = P[0..m) Gsszehasonlitas utan legalabb mennyivel kell
(jobbra) eltolni a P mintat a szévegen ahhoz, hogy a T'[s+m| alapjan legyen
esély a mintdnak a megfelel§ szovegrészhez valo illeszkedésére.

— o0 € P[0..m) esetén a shift(oc) € 1..m érték azt mondja meg, hogy
legalabb mennyivel kell tovabb tolni a P mintat ahhoz, hogy a T'[s + m)]
betihoz keriil6 karaktere maga is o legyen. Vilagos, hogy a o legjobboldali
P-beli el6fordulasahoz tartozik a legkisebb ilyen eltolas.

— o ¢ P[0..m) esetén shift(c) =m + 1 lesz, azaz a minta dtugorja a

T[s + m] karaktert.

Arra az esetre, amikor az &bécé ¥ = {AB,C,D}, a minta pedig
P[0..4)=CADA, az alabbi félig absztrakt példakban xxxx mutatja a CADA
mintaval az eltolas el6tt Gsszehasonlitott szovegrészt, maga a CADA pedig a
minta eltolas utani helyzetét. (Ezutan természetesen ujabb Gsszehasonlitas
kezdddik a szoveg megfelels része és a minta kozott stb.)

Szoveg: ...xxxxA...... xxxxB...... xxxxC...... xxxxD. ..
Minta: CADA CADA CADA CADA



A megfelel§ shift értékeket a kovetkezs tablazat mutatja.

o A/B|C|D
shift(c) | 1|5 [ 4|2

@itShift(P : E[m@
Yo e X

shift(o) :=m+1
j=0tom—1
shift(P[j]) :=m —j

Az &bécé méretét konstansnak tekintve Tinigsnin(m) € O(m) adodik.
A P[0..4)=CADA mintaval az initShift() majd a Quicksearch() mtko-

dése:

o Al B|C|D
initial shift(c) | 5| 5|5 | 5

C 4

A 3

D 2

A 1
final shift(o) | 1|5 | 4| 2
1= O[112|3/4]5|6|7[8]910 1112 13 14 15 16/ 17 1§ 19 20 21 22
Tli]= | A|D|A|B|A|B|C| A/ D|A| B|C|A| B|A|D|A|C|A| Dl A D A

| Al D| A

| Al D| A
s=6 ClA| DA
ClA| P A
| Al D] A
s=17 ClA D A
< Al D] A

S={617} =V
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(QuickSearch(T :X[n|; P:X[m]; S N{}D

initShift(P) ; 51’:: {};s:=0
s+m<n
match(7, s, P) // T[s..s+m) = P[0..m)
S:=SuU{s} SKIP
s+m<n
s+=shift(T[s + m)) break

mT(n,m) € O (5 +m) (pl. ha T[0..n) és P[0..m) diszjunktak)

MT(n,m) € ©((n—m+2)xm) (pl.haT=AA...AésP=A...A)

A minimélis miiveletigény nagysagrenddel jobb, mint az egyszertd mintail-
lesztésnél, a tényleges (nem az aszimptotikus) maximalis futasi id6 viszont
még egy kicsit rosszabb is. Szerencsére, a tapasztalatok szerint az atlagos
futasi id6 inkabb a legjobb esethez all kozel, mintsem a legrosszabbhoz. 1dé-
kritikus alkalmazasokban viszont egy stabilabb futési idejt, minden esetben
hatékony algoritmusra lenne sziikségiink.

14.3. Mintaillesztés linearis id6ben
(Knuth-Morris-Pratt, azaz KMP algoritmus)

A KMP algoritmus futési ideje minden esetben ©(n), a legjobb és a leg-
rosszabb eset kozott koriilbeliil kétszeres szorzoval, ami nem csak hatékony
miikddést, de nagyon stabil futési id6t is jelent. Ellentétben a korabban
ismertetett megoldasokkal, sohasem 1ép vissza a T szovegen, igy a KMP al-
goritmus konnyen implementalhato szekvencialis fajlokra.

A kovetkezd specialis jeloléseket, alapfogalmakat fogjuk hasznalni.

14.6. Jelolések.

o Ha x és y két sztring, akkor x + y a konkatendltjuk. Pl. x = AB és
y= BA esetén x +y= ABBA ésy+x = BAAB.

e ¢ az dres sztring. Nyilvdan tetszdleges x sztringre v + ¢ = x = € + .

Ha x és y két sztring, akkor x Ty (x az y prefixe) azt jelenti, hogy
3z sztring, amire v+ 2z =y. (¢, A, AB,ABB, ABBALC ABBA)

Ha x ésy két sztring, akkor x T y (x az y valodi prefixe [proper prefix])
azt jelenti, hogy t Ty ANx #y. (,A,AB,ABB C_ ABBA)
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e Ha x ésy két sztring, akkor x Jy (z az y szuffixe) azt jelenti, hogy
3z sztring, amire z +x =y. (ABBA, BBA,BA, A,e J ABBA)

e Hax ésy két sztring, akkor x 1y (z azy valodi szuffixe [proper suffix])
azt jelenti, hogy x Jy ANx #y. (BBA,BA, A,e 1 ABBA)

e Ha x és y két sztring, akkor x az y prefix-szuffixe azt jelenti, hogy
rCyAx 3y (r az y valodi prefixe és szuffixe).

e P; = P[0..j) = P[0..j—1] (csak ebben az alfejezetben) P, a P
sztring j hosszusdgu prefize, azaz kezddszelete. Py = € az tires prefize.
Hasonldan T,; = T[0..1).

[ Eszerint minden sztringnek szuffixe az tres sztring, azaz Py J P
(j € 0..m), és minden nemires sztringnek valodi szuffixe az dres
sztring, azaz Po 3 P; (j€1l..m). |

A kovetkez6 lemma hasznos lesz [3]. Mindkét allitast az azt kovets abraval
szemléltetjiik.

14.7. Lemma. Szuffizkiterjesztési (Suffiz-extension) lemma
P; 3T, NP[j]=T[i] <= Pj1 I Ti1.

P;,
P, P
T, T;
Tin

X kK Py
* % P; b
P, P
Py

Bevezetés a KMP algoritmushoz: Tekintsiik a kovetkezs példat!

14.8. Példa. Feltessziik, hogy van eqy hosszabb T szévegiink, de most ennek
csak a T[i—5..i+2] = BABABABB részét vessziik figyelembe. A minta a
P = Pg=BABABB. Az aktudlis eltolds i — 5. A sikeresen illesztett betiket
aldhuztuk. A sikertelendil illesztett karaktert pedig dthiuztuk.
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Tis |Tia | Tig | Tig | Tia | T | Tin | Tipo
e B| A| B| A | B|A| B | B
Ps=| B| A|B|A[B|B

A fenti tabldzat harmadik sordban, sikeresen illesztettik a minta Ps kezdd-
szeletét a T[i—5..1) szovegrészhez, de P[5| # T[i]. Koévetkezésképpen i—5
eqy érvénytelen eltolds.

Most tehdt a P minta egy, az eddiginél (i—5) nagyobb eltoldsdt keressiik,
ahol van esély arra, hogy ez eqy érvényes eltolds lesz, és kozben biztosan nem
ugrunk at érvényes eltolist. Ennek az igéretes eltoldsnak a keresésénél a
KMP algoritmusndl csak a T széveqg mdr kordbban meqguizsgdlt, elsd i betijét,
azaz T); kezddszeletét vessziik figyelembe.

1—4 eltolasndl a T,y = A bettvel a Py = B betit szeretnénk illeszteni, ami
sikertelen lenne, és a i—2 és az i eltoldsndl is hasonld a helyzet (T; o # Pp).
Ezek tehdt érvénytelen eltoldsok.

1—3 eltoldsndl azonban, mint az aldbbi tablazat utolso eldtti sorabol lathato,
T[i—3..1) = BAB = Pg, és hasonldan, i—1 eltoldsndl, mint a tdbldzat utolso
sora szemlélteti, T[i—1..1) = B = Py. Ezek tehdt, a szoveg T,; prefizét
figyelembe véve hasonloan igéretesek. Ha viszont a kettd kézil a nagyobbik
eltoldst valasztandnk, dtugorndnk eqy érvényes eltoldst, mint a tabldzat utolso
elotty sora mutatja.

Tis | Tig | Tig | Tig | Tiy | T | T | Tio
.. B A B A B |A| B B
Ps=| B| A|B| A | B |B
B | A| B|A| B | B
B |A| B

A fentiek szerint tehdt a P mintdnak legkisebb, az aktuélishoz képest tovabbi
eltolasat keresstik gy, hogy a minta illeszkedd, itt Py kezddszeletének az a Py,
(0 < k < 5) prefive, ami még a szoveg T[i—k . .i) része alatt van, illeszkedjen
arra, azaz Py, = T[i—k..1), vagy ami ugyanaz, Py 1T, teljesiljon. (Ldsd a
fenti tabldzat utolsd eldtti sordt!)

Ez a Pyj-t meghatdrozo legkisebb tovabbi eltolas legfeljebb 5, vagy dltald-
ban a minta aktudlisan illeszkedd prefivének a hossza, mert Py 23 T,;. Ezzel a
Pyt meghatdrozo eltoldssal biztosan nem ugrunk dt egyetlen érvényes eltoldst
sem. A mi esetiinkben két betiivel kell tovdbb tolni a mintdt és k = 3. Ezutdn
azt taldljuk, hogy P[3] = T[i|, P[4] = [i+1] és P[5]| = T[i+2]. Kévetkezdleg
1—3 eqy érvényes eltolds. Bdrmely ennél nagyobb eltolds dtugorta volna az
1—3 érvényes eltoldst.

112



Az el6bbi példa felveti a kérdést, hogyan lehetne a k értékét hatékonyan meg-
hatarozni. Bar a példa szerint tovabbra is 7 = 5, a kiévetkez6 gondolatmenet
tetszéleges P, minta és T., szoveg esetében alkalmazhato, ha 7 € 1..m
ahol ¢—j az aktudlis eltolds, P; = T[i—j..1) azaz P; J T, valamint
(Pl # TV j =m).

Vilagos, hogy nagyobb tovdbbi eltoldshoz kisebb k érték, mig kisebb to-
vabbi eltoldshoz nagyobb k érték tartozik, mivel a tovdbbi eltolds + k = j.
Ezenkiviil k a legkisebb tovdbbr eltolishoz tartozik, amelyre P, 1T, ahol ez
a tovdbbi eltolds legfeljebb j, ui. Py O T,;. Ezért k a legnagyobb h, amire
0 < h<jAPyT; teljesiil: Ezt a leghosszabb Pj,-t keressiik.

Tovabba P, 3 T; ekvivalens a Pj, 3 P,; relacioval, mert P; 3 T; A0 <
h < j, mint az alabbi dbra mutatja. (Méas szavakkal, P[0..h) = T[i—h..1)
ekvivalens a P[0..h) = P[j—h..j) relacioval, mert P[0..j) = T[i—j..i)A0 <
h < j.) Tehat azt a leghosszabb Py-t keressiik, amire 0 < h < j A Py 1 P;.

o Ty [ [T | [ Tia | T
Po | ... | Py

Ennek a hosszat a 7 prefix-fiiggvény hatarozza meg.
14.9. Definicié. 7(j) =max{h€0..j—1| P, 3 P;} (jel..m)

Més szavakkal, a leghosszabb P-t keressiik, amire P, C— P;AP), 1 P; (azaz
Py, a Pj prefiz-szuffize).

Ennek a fiiggvénynek a hatékony kiszamitasat késébb, 14.3.2-ben részle-
tezziik. El6bb azonban megnézziik a KMP algoritmus még egy konkrét esetét,
majd 14.3.1-ben megadjuk és elemezziik a {6 eljaras struktogramjat. Minde-
nekel6tt azonban megadjuk a 7 prefix-fiiggvény két tulajdonsagat, amelyek
segitségével, a definicié alapjan valo kiszdmitasanal, csokkenthetjiik a meg-
vizsgalando esetek szamét.

14.10. Tulajdonsag. j€l..m=mn(j)€0..j—1

Bizonyitas. A 14.9. definicié szerint 7(j) a 0..j—1 egy részhalmazanak a
maximuma. [J

14.11. Lemma. j€[l..m)=7(j+1) <7(j) +1

Bizonyitas.

~Han(j+1)=0=7(j+1)=0<0+1<7(j)+1 mivel 7(j) > 0 a 14.10.
tulajdonsig szerint.

—Ha7(j+ 1) > 0 = a prefix-fiiggvény definicidja (14.9) szerint
P:(rr(j+1)—1)+1 = P r(G+1) - P]_H = a 14.7. lemmaéval P G+1)—1 P] =
tjra az 14.9. definicioval 7(j + 1) = 1 < 7(j) = n(j + 1) <7w(j) + 1. O
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14.12. Példa. Kiszdmitjuk a w fligguényt a 14.9. definicid, a 14.10. tulaj-
donsdg és a 14.11. lemma szerint a Pg = P[0..8) = BABABBAB mintdra.

Plj—1=|B|A|B|A|B|B|A|B
= 112345678
=00 1]2]|3]1]2]3

A 14.12. példa magyarazata:

Minden esetben (1) = 0, ui. 14.10. szerint 7(1) € 0..1-1

14.11. szerint a 7 fliggvény legfeljebb egyesével ng. Ezért m(2) < 1, de
7m(2) # 1 ui. a 7 prefix-fiiggvény definicioja (14.9) szerint m(2) = 1 -bdl
Py 1 Py azaz B 1 BA kovetkezne. Kovetkezésképp 7(2) = 0.

Hasonloan, m(2) = 0 és 14.11. szerint 7(3) < 1. Mivel P, = B 11 BAB =
P, ezért a 14.9. definicio szerint m(3) > 1, vegiil 7(3) = 1.

Ebbdl 7(4) < 2, és mivel P, = BA 3 BABA = Py, m(4) = 2. Hasonléan
7(5) = 3.

Tnnét 7(6) < 4, de Py = BABA 71 BABABB = Pg, Py = BAB 7
BABABB = Pg, Po = BA /i BABABB = Pg, ellenben P, = B O
BABABB = Pg. Tehat Py a Pg leghosszabb prefiz-szuffize, amibol w(6) = 1
adodik.

A fentiekhez hasonloan kapjuk, hogy 7(7) =2 és 7(8) = 3.

14.13. Példa. Alkalmazzuk az eddig tanultakat o kévetkezd esetben!
A 14.12. Példabol mar ismert Pg = P[0..8) = BABABBAB minta eldfor-
duldsait keressik a Thg = T[0..18) = ABABABABBABABABBAB szi-
vegben. (Az algoritmus, a jeloletlen betiikrdl illesztés nélkil is tudja, hogy
illeszkednek a szoveg megfelel6 karakterére. B: B-t sikeresen illesztette a
szoveg megfelel§ betiijére; B: sikerteleniil illesztette.)

i= (0111234156 7][8]9]10]11] 12 13] 14] 15] 16] 17
Ti=|A|B|A|B|A|B|A|B|B|A|B|A|B|A|B B
B
B|A|B|A|B|B
s=3 B|A|B|A|B|B|A|B
B|A|B|A|B|B
s=10 B|A|B|A|B|B|A|B
B|A[B

A tablazatrol: T'[j] az aktuélis betd a T, sz6vegben (most n = 18). Ha
J < m, akkor P[j] az aktuélis bett a P,,, mintaban (most m = 8). Ha j = m,
akkor megtaléltuk a P egy el6fordulasat T-ben: az algoritmusunk invariansa
ui., hogy s = i—j a minta aktualis eltoldsa A P; J T,;A0 < j <i <nAj<m.

114




A tablazat 3. sordban i = j = 0 -val, azaz s = i—j = 0 aktudlis
eltolassal megprobaltuk a P[j] = Ti] illesztést, ami meghiasult. Mint most
is, 7 = 0 esetén i-t eggyel megnoveljiik, hogy a kovetkezs lehetséges eltolassal
probalkozzunk.

s = i—j = 1 aktudlis eltolassal (a 4. sorban) 6t sikeres illesztést hajtottunk
végre, kézben i-t és j-t parhuzamosan inkrementalva. Ezutan ¢ =6 A j = 5,
kovetkezésképp Ps O Tig. Ekkor a P[j| = Ti], azaz a P[5] = T'[6] illesztés
meghitsul, és ezért az s = i—j = 1 érvénytelen eltolas. Most a 7(5) = 3
értékre van sziikségiink, ami azt jelenti, tgy kell eltolnunk a mintat, hogy
a minta 1j helyzetében (5. sor) az elsé harom betiije maradjon a mostani
helyzete (s = 1) szerinti Ps alatt, és ezzel egyiitt Tis alatt. Mivel a minta
s = 1 eltolasa szerint Ps ugyanaz, mint T\ utols6 5 bettje, és m(5) = 3 miatt
P3 a Pj5 leghosszabb prefix-szuffixe, P3 3 T is automatikusan teljesiil,
és egyben s = 3 a legkisebb eltolas, amivel a mintanak a T alatt marado
prefixe illeszkedik T'g lehet6 leghosszabb szuffixére. Ezt az eltolast a j := 7(j)
értékadassal tudjuk elérni, hogy utana a P; J T!; és a tobbi invarians igaz
maradjon. Ezutan j = 3 lesz, ¢+ = 6 marad, és valéban s = i—j =3 a P
minta aktudlis eltolasa.

i= |01 [2[3[4[5]67[8]9]10]11]12]13]14]15]16]17
Ti]=|A|B|A|B|A|B|A|B|B|A|B|A|B|A|B|B|A|B
B
B|A|B|A|B|B
s=3 B|A|B|A|B|B|A|B
B|A|B|A|B|B
s=10 B|A|B|A|B|B|A|B
B|A|B

s = i—j = 3 aktudlis eltolassal tehat a minta els6 3 betiije automatikusan
illeszkedik, igy a mintaillesztést a P[3] = T'[6] feltételvizsgalattal kezdjiik.
Most 5 sikeres illesztés kdvetkezik, kdzben i-t és j-t paArhuzamosan inkremen-
talva. Ezutédn ¢ = 11 A j = 8, kovetkezésképp Pg O Tqq, és s =i1—j = 3 az
elsG érvényes eltolas. Ezt feljegyezziik. Most Pg leghosszabb prefix-szuffixe
Ps, hiszen 7(8) = 3. Ujra j := n(j) adja a legkisebb eltolast, ami mellett
P; 37T, és a tobbi invaridns igaz marad. Ezutéan j = 3 lesz, ¢ = 11 marad,
és s =i—7 = 8 a P minta aktualis eltolasa.

s = i—j = 8 aktuélis eltolassal tehat a minta els6 3 bettije automatikusan
illeszkedik, igy a mintaillesztést a P[3] = T[11] feltételvizsgalattal kezdjiik.
Most 2 sikeres illesztés kdvetkezik, kdzben -t és j-t pArhuzamosan inkremen-
talva. Ezutén i = 13Aj = 5, kovetkezésképp Ps O T.13. Ekkor a P[j] = T'i],
azaz a P[5] = T[13] illesztés meghiusul, és ezért az s = i—j = 8 érvénytelen

115




eltolas. Ismét j := m(j) adja a legkisebb eltolast, ami mellett P; 3 T; és a
tObbi invarians igaz marad. Ezutan j = 3 lesz, ¢ = 13 marad, és s = 1—j = 10
a P minta aktualis eltolasa.

s = i—) = 10 aktuélis eltolassal tehat a minta elsG 3 betiije automatikusan
illeszkedik, igy a mintaillesztést a P[3] = T[13] feltételvizsgalattal kezdjiik.
Most 5 sikeres illesztés kovetkezik, kozben -t és j-t pArhuzamosan inkremen-
talva. Ezutan ¢ = 18 A j = 8, kovetkezésképp Pg O Tiig, és s =i—j = 10 a
mésodik érvényes eltolas. Ezt is feljegyezziik. Most Pg leghosszabb prefix-
szuffixe P, hiszen 7(8) = 3. Ujra j := 7(j) adja a legkisebb eltolast, ami
mellett P; 3 T'; és a tobbi invaridns igaz marad. Ezutan j = 3 lesz, ¢ = 18
marad, és s =i—j = 15 a P minta aktualis eltolasa.

s = 1—j = 15 aktuélis eltolassal tehat j =3 A7 =18. Most i a T.,, = T13
szoveget tulindexelné, vagy ami ugyanaz, P[j]-t nincs mivel dsszehasonlitani,
igy az algoritmus leall.

i= |01 [2[3[4[5]67[8]9[10]11]12]13]14]15]16]17
Ti]=|A|B|A|B|A|B|A|B|B|A|B|A|B|A|B|B|A|B
B
B|A|B|A|[B|B
s=3 BI|A|B|A|B|B|A|B
Bl|A|B|A|B|B
s=10 B|A|B|A|B|B|A|B
B|A|B

S={310}=V

14.3.1. A KMP algoritmus f6 eljarasa

A fenti bevezetésben ismertetett megfontolasok alapjan megadjuk a KMP
algoritmus 6 eljarasanak struktogramjat. Az algoritmust tehat az ott ismer-
tetett invarians szerint irjuk fel, mindegyik ciklusiteracioban egy P[j] = T'i]
feltételvizsgalattal és a kapcsolodd miveletekkel. A ciklus feltétele i < n, a
leallés biztositasa és a T szoveg tulindexelésének elkeriilése céljabol. A struk-
togramban a szemléltetésnél hasznalt s eltolast a mindenkori ¢—j kiilonbség
reprezentalja.

Vegyiik észre, hogy az alabbi struktogramban 7 = m csak a j++ utasitas
utan lehetséges, de ebben az esetben a j := 7[j]| utasitas tjra biztositja, hogy
0 < j < m legyen. Igy a P mintat is mindig helyesen indexeljiik.

Elgszor deklaralunk egy 7/1 : N[m] tombot, amit hatékonysagi okokbdl
az init(7, P) eljaras segitségével elore feltoltiink a P minta szerinti 7 fiiggvény
értékeivel, és a tovabbiakban a tombben tarolt fiiggvényértékeket hasznaljuk.
A ciklus el6tt inicializaljuk még a megtalalt érvényes eltoldsok halmazat,
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és biztositjuk a ciklus globdlis invaridnsdt, ami ezutan a ciklus tetszGleges
pontjan teljesiil, kivéve az ,i++ ; j++7 utasitasok kozott.

A ciklus globalis invariansa:
t—7j a minta aktualis eltolasa AP; 3T, AN0<j<i<nAj<m.

(KMP(T : S[n] ; }T :X[m] ; S : N{}))

/1 :Nm] ; init(7, P) // V5 € 1..m: n[j] = 7(j)
S:={};i=75:=0
1< n
Plj] = TTi]
t++; 7+ + 7=0
Jj=m
S::.SU{Z.—m} SKIP i+ + J = mlj]
J =l

A 14.3.2 alfejezetben fogjuk latni, hogy az init(w, P) eljarashivas a 7 prefix-
fiiggvény értékeit Osszegytjti a m tombbe, ©(m) miveletigénnyel. Az
init(7, P) eljarashivas utofeltétele az, hogy (Vj € 1..m : «[j] = 7(j)).

A KMP(T, P, S) eljaras megallasa és hatékonysaga: A 14.3.2. alfeje-
zetben be fogjuk latni, hogy az init(w, P) eljaras ©(m) id§ alatt lefut. Erre
is alapozva itt azt igazoljuk, hogy a KMP(T, P, S) eljaras szintén megall és
miiveletigénye O(n).

A KMP(T, P, S) eljaras linearis, pontosabban ©(n) miveletigényének igazo-
lasdhoz elég belatni, hogy a {6 ciklusanak a futési ideje ©(n), ui. m € 1..n
miatt ezen az init(w, P) eljaras (14.3.2) ©(m) és az egyéb inicializalasok (1)
miveletigénye aszimptotikus nagysagrendben mar nem moédosit. A f6 ciklus
O(n) miveletigényének igazolasahoz pedig elegendd azt belatni, hogy az leg-
alabb n és legfeljebb 2n iteraciét hajt végre. A ciklus invaridns tulajdonsaga
a fentiek szerint: 0 < j <i <n.

e Mivel az elsé iteracio el6tt ¢ = 0, és mindegyik iterdcio legfeljebb eggyel
noveli az ¢ valtozot, tovabba a ciklusfeltétel ¢ < n, azért legalabb n
iteracio sziikséges ahhoz, hogy © = n legyen, és az eljaras befejezédjék.

e Tekintsiik az 2i — j kifejezést! Az 0 < j < i < n invarians tulajdonséig
miatt 20 —j =i+ (i—j) € 04+0..n4n =0..2n. Innét 2i —j € 0..2n.
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Az elsg iteracio el6tt 2¢ — j = 0, ami mindegyik iterdcioban (mind a
négy programagon) szigorian monoton nd, és végig 2i — j < 2n, igy a
ciklus legfeljebb 2n iteraci6 utan megall.

14.3.2. A 7 prefix tomb inicializalasa

A 7 prefix témb6t az init(m, P) eljaras a 7 fliggvény megfelels értékeivel tolti
fel. Utofeltétele tehat: [VE € 1..m : w[k] = w(k)]. A 7 fliggvény definicioja
(14.9) szerint 7(j) = max{h €0..j—1| P, 3 P;} (j€1l..m). Ezért a
mintatol fiiggetleniil, (1) = 0 mindig teljesiil. 7[1] értékét ennek megfelelGen
inicializaljuk.

Aciklustaz 1 < j <m A [Vk € 1..j : w[k] = 7(k)] invaridns szerint
kivanjuk szervezni, ahol, ha j eléri m-et, teljesiil az utofeltétel. Ezért a ciklus
el6tt elvégezziik még a j := 1 inicializdlast, amivel ez az invaridns j = 1-re
mar teljesiil (ui. mar 7[1] = 0); a ciklusfeltétel pedig j < m, ami addig igaz,
amig a 7 tombo6t még nem toltottiik fel.

Ha tehat a fenti invarians adott j € [1..m) értékre mar teljesiil, akkor a
kovetkezs feladat 7(j + 1) meghatarozasa, amely majd m[j 4 1] értéke lesz.

Mivel 7(j + 1) = max{h € 0..j | P, J P }, két lehetGség van: ez az
érték pozitiv, vagy nulla. Tegyiik fel el@szor, hogy pozitiv! Ebben az esetben
n(j+1) =max{i+1 € 1..j| P;x I Pja}. Ez azt jelenti, hogy ezzel a
feltételezéssel a Pjy leghosszabb P,y prefix-szuffixét keressiik.

A 14.7. Lemma szerint P,y 1 Py <= P; 1 P; A P[i] = P[j]
(szuffixkiterjesztési lemma). Ez alapjan a P leghosszabb P, prefix-szuffixét
keressiik, amelyre P[i] = P[j]. Ha ilyet nem talalunk, akkor m(j 4+ 1) = 0.

A keresést praktikusan a P, leghosszabb P, prefix-szuffixével kezdjiik,
ahogy az aldbbi kodbol is lathato, és sorban az egyre rovidebbekkel probal-
kozunk.

(init(x/1: Nm] ; P : S[m]))

[

w[1]:=0;7j:=1;i:=0 Invariant of the loop:
j<m 1<5<mA
Pli] = P[j] [Vkel..j 2.71'[]6]': (k)]
5 ANO<i1<jgA
1+ + 1=10 P; 3 P; A
J++ J++ . . {VhE(Z]>Ph:|P]
; ; : i = 7[i
wlj] =1 m[j] =0 = Ppy1 2 Pjia]

Ha egy prefix-szuffixnél P[i] = P]j| igaznak bizonyul, akkor a 14.7. Lemma
és a m prefix-fiiggvény definicidja alapjan (5 + 1) =i + 1, amit a bal oldali
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programagon konyveliink. Ennek hatasara a megnovelt ¢ és j értékekre ¢ =
7(j) teljesiil. Igy a kivetkezd ciklusiterdcioban a tovabbi keresést az 1j P
leghosszabb P,; prefix-szuffixével kezdjiik.

Ha egy prefix-szuffixnél P[i] # P[j], és még ¢ > 0, azaz az aktudlis
P, prefix-szuffix még nemiires, akkor a jobb oldali programag szerint a P;
kovetkezd leghosszabb P,; prefix-szuffixével probalkozunk. Ha pedig mar i =
0, akkor méar kiprobaltuk a P.; Osszes P, prefix-szuffixét, de egyikre sem
teljesiilt P[] = P[j], ami azt jelenti, hogy m(j + 1) = 0. Ezt a kozépss
programagon konyveljiik. Igy a kovetkezs ciklusiteracioban a tovabbi keresést
ismét az Gj P, leghosszabb P, prefix-szuffixével kezdjiik, ami most az iires
sztring.

Még hatra van, hogy ¢ > 0 esetén a jobb oldali programégon az i := 7[i]
értékadas pontosan adja-e a P.; kovetkez6 leghosszabb P.; prefix-szuffixének
a hosszat. Erre vonatkozik a kovetkezd lemma.

14.14. Lemma. Ha P, a Pj-nek egy nemires prefiz-szuffize (tehdt 0 <i <
J), akkor Pr) a Pj-nek a Py utdn kivetkezd leghosszabb prefiz-szuffize.

Bizonyitds. Egyrészt, a 7w fliiggvény definicidja szerint Py a P; leg-
hosszabb prefix-szuffixe. Méasrészt, az aktudlis P; a P.; prefix-szuffixe. Igy
P a Pj-nek is szuffixe, mint az alabbi abra mutatja. Mivel 7(i) < i < j,
Py a Pj-nek a P;-nél rovidebb prefix-szuffixe. Tovdbbé a P.j-nek a P; utdn
kovetkez leghosszabb prefix-szuffixe a P;-nek is prefix-szuffixe, igy nem le-
het P.;)-nél hosszabb, amint az abran P, lenne, és persze rovidebb sem,
amint az abran P, lenne. O

P
****‘ P
***‘ P,
>x<>|<>|<>|<>|<‘ P,

A 14.14. Lemma szerint tehat az ¢ := 7[i] értékadas éppen a P, kovetkezd
leghosszabb prefix-szuffixének hosszat adja, feltéve, hogy a kérdéses [i] ér-
ték az adott pillanatban mar rendelkezésiinkre all, azaz 7[i] = 7 (i) teljesiil.
Ez viszont init() eljaras [Vk € 1..j : wlk] = 7n(k)] A 0 < i < j invari-
ans tulajdonsagabol és a jobb oldali programag ¢ # 0 feltételébsl azonnal
kovetkezik.

Az init(r7, P) eljaras megallasa és hatékonysaga: Az alabbiakban iga-
zoljuk, hogy az eljaras miveletigénye ©(m).
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Mivel a ciklus inicializalasa és minden egyes iteracioja is ©(1) miiveletigényti,
a lineéris, pontosabban O(m) miveletigény igazolasahoz elég belatni, hogy
az init(m, P) eljaras ciklusa legalabb m—1 és legfeljebb 2m —2 iteraciot hajt
végre. A ciklus (inv) invaridnsa szerint 0 <i < j < m.

e Mivel az els6 iteracio el6tt 5 = 1, tovabba mindegyik iteracio legfeljebb
eggyel noveli a j valtozot, és a ciklusfeltétel j < m, legaldbb m —1
iteracio sziikséges ahhoz, hogy 7 = m legyen, és az eljaras befejezddjék.

e Tekintsiik a 2j —i kifejezést! 0 < i < 7 < m miatt 2j—1i € 2..2m;
w. 2j—i =7+ (G—-i)ANj>1ANj—i >1= 2j—i > 2; tovabba
J<m=25 <2m = 2j—1 < 2m, mivel ¢ > 0.

Az elsG iteracio el6tt 25 —i = 2, ami mindegyik iterdcioval (mind a
harom programégon) szigortian monoton né, és végig 2j—i < 2m, igy
legfeljebb 2m —2 iteracié utan megall a ciklus.

14.3.3. A KMP algoritmus Osszegzése

Lattuk, hogy a KMP algoritmusnal a legjobb és a legrosszabb eset absztrakt
mitiveletigénye kozott kétszeres szorzé van, igy a futasi idé is nagyon stabil, és
a legrosszabb esetben is meglep&en hatékony, a széveg hosszanak kozelitGleg
linearis fiiggvénye. Online alkalmazasoknal a hatékonysag (a legrosszabb
esetben is) és a futédsi id§ stabilitasa egyiitt, hatarozott el6ny a masik két
algoritmussal szemben, bar a Quicksearch varhato futasi ideje jobb, mint a
KMP algoritmusé, igy offline alkalmazasoknal ez lehet elénydsebb.

A KMP(T, P, S) eljaras i valtozoja sohasem csokken. Kovetkezésképpen,
mivel a T[0..n) szovegre csak a T'[i] kifejezésen keresztiil hivatkozunk, a
szovegben sohasem kell visszalépni. Ezért ez a KMP algoritmus kényelme-
sen, hatékonyan implementéalhaté abban az esetben is, ha a szoveg (amiben
keressiik a mintéat) egy szekvencialis fajlban van. Mivel a Brute-force és a
Quicksearch algoritmusoknal a szévegben esetleg m—2 karakternyit is vissza
kell 1épni, ezeknél — feltéve, hogy a szoveg egy szekvencidlis input fajlban
van — annak az utoljara beolvasott m—1 karakterét folyamatosan nyilvan kell
tartani egy atmeneti taroloban.

14.3.4. A KMP algoritmus szemléltetése

Az init(m, P) algoritmus szemléltetése az ABABBABA mintan:
(A harom programég mindegyikének az elején kezdiink 1j sort.)
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A végeredmény:

Plj—-1]=|A|B|A|B|B|A|B|A
7=11

fj=]0]0[1]2]0]1]2]3

[\
w
e
Tt
D
\]
oo

Példa:
A P[0..8) = ABABBABA mintat keressiik
aTl0..17) = ABABABBABABBABABA szivegben.

A mintéhoz tartozo 7/1 : N[8] tombot fentebb méar kiszamoltuk.

A keresés: (S ={2;7} =V adddik)

i=0 123456789 ]10]11]12]13] 14 15] 16
Ti]=|A|B|A|B|A|B|B|A|B|A|B|B|A|B|A|B|A
A|B|A[B|B
s=2 A|/B/A|B|B|A|B|A
s=7 A|B/A|B|B|A|B|A
A|BIA|B|E
A|BA

14.3.5. A KMP algoritmus KMP(T, P, S) eljarasa parcialis helyes-
ségének bizonyitasa az invaridnsok modszerével*

Ebben az alfejezetben matematikai igényességii bizonyitdst adunk a
KMP(T, P, S) eljaras parcialis helyességére.

Az eljaras elemzése a ciklusa alabbi 14.18. invariansan alapszik, ahol 1—j
a P minta aktudlis eltolasa a T' szovegen. Az invarians helyességének bizo-
nyitasdhoz hasznosak lesznek a kovetkezs lemmak. (Az els6 kettd a sztring
szuffix és a valodi szuffix fogalmak kozvetlen kovetkezménye. A harmadikat
bebizonyitjuk.)
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14.15. Lemma. A szuffizum reldcid tranzitivitisa (Transitivity of the suffix
relation) x JyAydz=x Iz

14.16. Lemma. Atfedd szuffic (Overlapping-suffiz) lemma
Teqyiik fel, hogy x, y és z olyan sztringek, amelyekre x 1 z és y 1 z.
[z <lyl=23y. |z|<lyl=z3y. [o[=lyl=z=y

14.17. Lemma. jc€l..mAP; 3T, =
nincs érvényes eltolds az (i—j..i—m(j)) intervallumban.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt modon, hogy k € (w(j)..Jj) ési—k érvényes
eltolas! Ez azt jelenti, hogy T'[i—k ..i—k+m) = P[0..m). Nyilvan k < j < m.
Innét k < m, amibdl i—k+m > i adodik. Ezért T[i—k..i) = P[0..k), vagy
mésképp irva P, 3 T,. Tovabba P; 3 T; ANk < j. Kovetkezésképpen
Py 1 P; az Atfeds szuffix lemma (14.16) miatt, de k > 7(j), amibél viszont
Py A P;j kovetkezik, ui. Pr(;) a P; leghosszabb valodi prefixe, ami egyben
szuffixe is, a 7 prefix-fliggvény definicioja (14.9) alapjan. O

(KMP(T : X[n] ; PI :X[m] ; S : N{}))

w/1:N[m] ; init(m, P) // ¥j € 1..m:7[j] = 7(j)
S:={};i:=5:=0
1< n
Pl =11
i++; 7+ + J=0
j=m
S ::.SU{Z'—m} SKIP i+ + j = mlj]
J = mlj]

14.18. Tétel. Az (Inv) dllitas a KMP(T, P, S) eljdrds ciklusanak invaridnsa
(ami a ciklusfeltétel kiértékelése eldtt teljesiil).
(Inv) P, 3T;N0<j<i<nAj<m AS=VNI[0..i—j).

Bizonyitas. Kezdetben i = j = 0 miatt (Inv) a kovetkezd nyilvanvalo
allitasnak felel meg.
Py dToN0<0<0<nA0<m AS=VNI[0..00=Vn{}={}

A tovabbiakban igazoljuk, hogy a ciklusmag végrehajtiasa (mind a négy
programagon) tartja (Inv)-et. Allitdsainkhoz mindig hozzaértjiik init(r, P)
utofeltételét. Feltéve, hogy i < n, akkor belépiink a ciklusba, és
(Invl) P, 3T, AN0<j<i<nAj<m AS=VN[0..i—j) teljesil.
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e Ha P[j| = Ti], akkor a szuffixkiterjesztési lemma (14.7) szerint
Pji1 3 7T;41, majd ¢ és j novelése utan
(Inv2) P; 3T, AN0<j<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j).

1. Amennyiben 7 = m, akkor P,, 3 T,, vagy méasképpen irva
P[0..m) = T[i—m..i). Tehat i —m érvényes eltolas, amit S-
hez hozzavéve
(Inv3) P; 3T, AN0<j<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j].
Mivel j € 1..mAP; 3T, a14.17. lemma szerint nincs érvényes
eltolas az (i—j..i—mn (7)) intervallumban. Ezért
P; JT;N0<j<i<nAj<m ANS=VNI[0..i—7n(j)).
Figyelembe véve, hogy Pr;) 3 P; 3 T}, a szuffixum relacio tran-
zitivitasa (14.15. lemma) és 7[j] = w(j) alapjan:

Pay) DTiNO<j<i<nAj<m AS=VnNI0..i-x[j]).
Tekintettel arra, hogy 7[j] = 7(j) € [0..7), a j := 7[j] értékadés
utan mar 0 < j < i A j < m teljesiil. Innét

P; 0T;N0<j<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j) adodik,
amibdl az els6 programéag végén kozvetleniil kovetkezik (Inv).

2. Amennyiben j # m, akkor viszont (Inv2) szerint j < m , és igy a
méasodik programag végén is teljesiil (Inv).

e Ha P[j] # Ti], akkor a szuffixkiterjesztési lemma (14.7) szerint P 2
T.iv1, vagy ezt masképpen irva P[0..j] # T[i—j..i]. (Inv1l)-bsl j <m
figyelembevételével ebb6l Pl0..m) # T[i — j..1 — j + m) kovetkezik.
Tehat az i—j érvénytelen eltolas. Ebbdl az (Invl), azaz a
P, T, N0<j<i<nAj<m ANS=VNI[0..i—j) tulajdonsaggal
(Invd) P; JT;N0<j<i<nAj<m ANS=VnNI[0..i—j] adodik.

3. Ha j = 0, akkor (Inv4) figyelembevételével a
PoJdT,N0=j7<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j]
allitast kapjuk, amibdl ¢ novelése utan
PodT;N0=7<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j)
kovetkezik, tehat a harmadik programag végeén is teljesiil
(Inv) P; 3T, AN0<j<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j).
4. Ha viszont j # 0, akkor (Inv4) figyelembevételével
P,dT,N0<j<i<nAj<m ANS=VNI0..i—j]
teljesiil. Ennek kozvetlen kovetkezménye
(Inv3) P; 3T, N0<j<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j].
Az els6 programag vizsgalatanal mar lattuk, hogy (Inv3) esetén
a j := 7[j] értékadast végrehajtva teljesiil (Inv), tehat az utolso
programag végeén is igaz.
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A KMP(T, P, S) eljaras parcialis helyessége*:

14.19. Tétel. Ha a KMP algoritmus megdll, akkor megoldja a 14.3. (min-
taillesztési) problémdt, azaz S =V teljesil, amikor a KMP(T, P, S) eljdrds
befejezddik.

Bizonyitas. A KMP(T, P, S) eljaras ciklusanak (Inv) invariansa (14.18),
azaz

P, 3T, N0<j<i<nAj<mAS=VN0..i—j), és a ciklusfeltétel
tagadéasa, vagyis i > n szerint i =nAj<mAS=VN[0..n—j) teljesiil,
mikor a ciklus befejezédik. Ezenkiviil, j <m = n—j >n—m = [0..n—j) D
0..n—-m2{s€0..n—m|T[s..s+m)=P[0..m)} =V =1[0..n—j) D V.
Ezért S = VN[0..n—j) = V. Kovetkezbleg, S = V teljesiil, amikor a
KMP(T, P, S) eljaras befejezédik. O

14.3.6. Az init(m, P) eljaras parcialis helyességének bizonyitasa az
invariansok modszerével*

Ebben az alfejezetben matematikai igényességli bizonyitast adunk az
init(m, P) eljaras parciélis helyességére.

A kovetkezs, a m prefix fiiggvényre vonatkozd lemma hasznos lesz.
14.20. Lemma. P; 3 P;A0 <i < j <mAn(j+1) <i= m(j+1) < m(i)+1

Bizonyitas. Ha7(j+1) = 0, akkor 7(j+1) < 0+1 < 7(i)+1, mert definicio
szerint 7(i) > 0. Masrészt, amennyiben 7(j +1) > 0, k:=7(j +1) — 1. Igy
E>0ésk+1=mn(j+1). A fiiggvény definicioja szerint Py I Pjiq.
Kovetkezésképpen Py 1 P;. Figyelembe véve, hogy P; O P, és k < i, a
Py O P, allitast kapjuk. Kovetkezéleg k < 7(i). Innét pedig n(j + 1) =
k+1<m(i)+ 1 adodik. O

Gnit(ﬂ/l :Nim| ; P Z[m]D

[

m[l]:=i:=0;j:=1
J < mn : Invariant of the loop:
Pli] = P[j] P; 3 P; A
i+ + i=0 [VEel..j:nlk] =mn(k)]
j++ j++ i) |G /\Ofi;j%"z/\, )
5 . X L= <m — 7+ 1+
wlil =i [ wlil= ’ =
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Az init(m, P) eljaras elemzése a kodja mellett az alabbi, 14.21. tételben ta-
lalhato ciklusinvaridnsan alapszik.

14.21. Tétel. Az (inv) dllitds az init(,
(inv) P, 3P;AN(Vkel..j:n[k]l=n(k
O<z<j<m/\(j<m—>7r(]+

P) eljards ciklusinak invaridnsa.
)) A

1) <i+1).

Bizonyitas. Kozvetleniil az elsé ciklusiteracio el6tt a n[l] :=i:=0; j:=1
inicializalasok miatt (inv) a kévetkezd allitasnak felel meg: Py O Py A(VEk €
1..l:7wkl=7nk)=n(1)=0) AO<O0<1<mA(l<m—=m7(2)<1).
Ez utobbi tényezdéi igazak, sorban, mert a P, iires sztring barmely nemdiires
sztringnek valodi szuffixe, tovabba a 14.10. tulajdonsag szerint (1) = 0,
valamint a P minta m mérete nem nulla, és végiil a 14.11. lemma alapjan
m(14+1) <m(1)+1=1, feltéve, hogy m > 1.

Belatjuk még, hogy a ciklusiteraciok tartjak az (inv) tulajdonsagot, azaz,
ha tetszéleges ciklusiteracio el6tt (inv) és a ciklusfeltétel igaz, akkor a ciklus-
mag barmelyik aganak a végére jutva ugyancsak igaz lesz. Amikor belépiink
a ciklusmagba, akkor (inv) és a ciklusfeltétel alapjan (invl) teljesiil:

(invl) P, aP,AN(Vkel..j:nlkl=mn(k))A
0<i<j<mAn(j+1)<i+1.

1. Ha P[i] = PJj], akkor a a 14.7. lemma és (inv1l)-bél P; 1 P; alapjan
P;i1 3 Pjiq. Innét a m prefix-fiiggvény definicioja (14.9) szerint 7(j +
1) > i+ 1, (invl) alapjan pedig 7(j + 1) < i+ 1. Kovetkezésképpen
m(j+1)=i+1. Az i++;j+ +;7[j] :=i értékadasok utan pedig
P,aP;N(Vkel..j:mlkl=nk)) NO<i<j<mAmr(j)=1.
Amennyiben j < m, a 14.11. lemma és 7(j) = i szerint w(j + 1) <
m(7)+1 =144 1. A ciklusmag els§ aganak végén tehat teljesiil az (inv)
allitas.

2-3. Ha P[i] # P[j], akkor a 14.7. lemma alapjan P,;; /P, ;. Innét a =
prefix-fiiggvény definicitja (14.9) szerint 7(j+1) # i+1, (invl) alapjan
pedig 7(j + 1) <i+ 1, tehat m(j + 1) <.

Ezt (inv1)-gyel Osszevetve, a bels6 elagazas el6tt (inv2) teljesiil:
(inv2) P, OP;AN(VEel..j:mlk]=m(k))A
0<i<j<mAn(+1)<i.

2. Amennyiben i = 0, akkor (inv2)-bél a 7(j + 1) < i allitast figye-
lembe véve 7(j + 1) = 0 adodik, mivel a 7 fiiggvény nemnegativ.
Ezt (inv2)-vel sszevetve, a j+ +; 7[j] := 0 értékadasok utan
P,aP;,N(Vkel..j:mlkl=nk))AN0=i<j<mAmn(j)=1.
Amennyiben j < m, a 14.11. lemma és 7(j) = i szerint w(j+1) <
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m(7) + 1 = i+ 1. Tehat a ciklusmag mésodik adganak végén is
teljesiil az (inv) allitas.
3. Amennyiben ¢ # 0, akkor (inv2) szerint (inv3) teljesiil:

(inv3) P, OP;AN(Vkel..j:mlk]=m(k))A
O<i<j<mAw(j+1)<i.

Mivel i > 0, a 14.20. lemma feltételei teljesiilnek. Tehat w(j+1) <

m(i) + 1. Masrészt, (inv3) 2. és 3. tényezGje figyelembevételével

m[i| = n(i). Ebbdl 7 prefix-fliggvény definiciojaval (14.9) Py 3

P, adodik. Ebb6l az (inv3) a P; 1 P, allitasaval egyiitt, a 14.15.

tranzitivitasi lemma alapjan P 3 P;.

Ezekbdl (inv3) alapjan, az i := 7[i] értékadas utan

P,aP;N(Vkel..j:mlkl=m(k))A

0<i<j<mAn(j+1)<i+L

Tehat a ciklusmag utols6 aganak a végén is teljesiil az (inv) allitas.

|

Az init(m, P) eljaras parcialis helyessége*:

14.22. K6vetkezmény. Ha az init(w, P) eljdrds megdll, akkor a visszatéré-
sekor teljesiil az utdfeltétele:

VEel..m:wlk] =n(k)

Bizonyitas. Az init(m, P) eljarasnak a 14.21. tételbdl ismerGs (inv) invari-
ansa és a ciklusfeltétel tagadasa, azaz 7 > m alapjan j = m. Figyelembe
véve még az (inv) invaridns (Vk € 1..j : wlk] = 7m(k)) tényezdjét, az
init(r, P) eljaras fenti utofeltétele azonnal adodik. O

A KMP algoritmus parcialis helyessége bizonyitasanak 6sszegzése*:
A fentiekben egy wiszonylag egyszeri és rovid bizonyitast sikeriilt adnunk
a linearis miiveletigényi KMP algoritmus helyességére és hatékonysagara.
(Erdemes 6sszehasonlitani a CLRS kényvben [3] olvashato bizonyitassal. Ki-
keriiltiik a mintaillesztd automatdk bevezetését, elemzését és szimuldlasat.)
Ehhez

e megvizsgaltuk a kérdéses sztringek megfelel§ tulajdonsagait,

e meghataroztuk a KMP(T, P, S) és az init(m, P) eljarasok ciklusainak
megfelel§ invarians tulajdonsagait, valamint

e a ciklusokhoz tartozé alkalmas terminator kifejezéseket.
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15. Informéaciétomorités (|5])

Ebben a jegyzetben csak veszteségmentes (lossless) toméritésekkel foglako-
zunk, ahol a témoritett fajlbol pontosan rekonstrualhato az eredeti bemenet.
(Ilyen pl. a ZIP, ARJ, PNG, FLAC, RAR és 7z tomorités.) Meg kell itt
jegyezniink, hogy pl. egy kép- vagy hangfajl esetében mar a digitalizalas is
ohatatlanul informaciovesztéssel jar.

Nem foglakozunk tehét a veszteséges (lossy) tomoritésekkel, mint pl. az
MP3, MP4, JPG sth. Ez utébbiak elhagyjak azokat a részleteket, amiket a
tervezok szerint az atlagember mar valoszintileg nem érzékel (kivéve példa-
ul, amikor egy képet nagyitunk); és ezen az aron drasztikusan csokkentik a
fajlméretet.

A tagyalt modszereknél mindeniitt feltessziik, hogy a bemenet egy véges,
nemiires ¥ = (0q,09,...,04) abécé feletti szoveg. Ez nem szikiti le a le-
hetséges alkalmazasok korét, hiszen betiiknek akar egy binéris input bajtjait
vagy vagy egyéb, fix szamu bitb6l allo szakaszait is tekinthetjiik.

15.1. Naiv modszer

A tomoritends szoveget betiinként, fix hosszisagi bitsorozatokkal kédoljuk.
Y ={01,09,...,04) az abécé (0 < d < o0).

Egy-egy betii [lg d] bitet igényel, ui. [lgd] biten 284l kiilsnb6z6 binaris kod
abrazolhato, és 2/ > d > 2M18d1=1 4747 d-féle kiilonbozo kod [lgd] biten
abrazolhato, de eggyel kevesebb biten mér nem.

T: 3() a tomoritends szoveg. n = |T)| jeloléssel n  [lg d] bitben kodolhato.

Pl. az ABRAKADABRA szovegre d = 5 és n = 11, ahonnét a tomoritett kod
hossza 11 * [lg5] = 11 %« 3 = 33 bit. (A 3-bites kodok koziil tetszSleges 5-6t
kioszthatunk az 5 bettinek.) A tomoritett fajl a kodtablat is tartalmazza.

A fenti ABRAKADABRA szoveg kodtablaja lehet pl. a kévetkezd:

beti | kod
000
001
010
011
100

=v]Ee Rl lloe] 5
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A fenti kédtablaval a tomoritett kod a kovetkezd lesz:
000001100000011000010000001100000.

Ez a tomoritett fajlba foglalt kodtabla alapjan konnyedén 3 bites szakaszokra
bonthato és kitomorithets. A kodtabla mérete miatt a gyakorlatban csak
hosszabb szovegeket érdemes igy tomoriteni.

15.2. Huffman-kod

A tomoritendd szoveget bettinként, valtozd hossziasagu bitsorozatokkal kodol-
juk. A gyakrabban el6fordulé betiik kodja révidebb, a ritkdbban elGforduloké
pedig hosszabb. A betiik kodjait a kddfa, ill. a kddtabla tartalmazza.

A koédfa szigortan binéris fa. Mindegyik betithoz tartozik egy-egy leve-
le, amit a bettin kiviil annak gyakorisaga, azaz el6forduldsainak szama is
cimkéz. A bels6 csiicsokat a csicshoz tartozo részfa leveleit cimkézé betiik
gyakorisagainak dsszegével cimkézziik. (Igy a kodfa gydkerét a témoritends
szoveg hossza cimkézi.) Mindegyik bal gyerekbe vezets élt 0-val cimkézziik,
a jobb gyerekbe vezet6t pedig 1-gyel.

Tetsz6leges betii kddja a betiihoz vezets utat cimkézé bitek sorozata. A fenti
abra szerinti kodok a kovetkezdk. 0:A, 100:D, 101:K, 110:B, 111:R.

A Huffman-kéd prefizmentes. Ez azt jelenti, hogy egyetlen betii kodja
sem valamelyik masik betti kodjanak prefixe (mivel a betiik a kodfa leveleit
cimkézik). Ez biztositja a Huffman-kod egyértelmii kitomoritését.

A betiinkénti kodolasi tomoritések kozott a Huffman-kéd hossza mini-
malis. Ugyanahhoz a szdveghez tobbféle kodfa és hozza tartozo kodtablazat
épithetd, de mindegyik segitségével az input szévegnek ugyanolyan hosszi t6-
moritett kodjat kapjuk. A betomorités a kodtablaval, a kicsomagolas pedig
a kodféval torténik. Ezért a tomoritett fajl a kodfat is tartalmazza.
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A tomorités a bemenetét kétszer olvassa végig.

El6szor meghatarozza a szévegben el6fordul6 betiik halmazat és az egyes
bettik gyakorisagat.

Pl. az ABRAK ADABRA szbveget egyszer végigolvasva meghatarozhat-
juk milyen bettik fordulnak elé a szovegben, és milyen gyakorisaggal. Ugy
képzelhetjiik, hogy az alabbi tablazat az 4j betiikkel folyamatosan bd&viil,
ahogy elérehaladunk a szovegben.

szoveg: | A|/B/R|A|K|A|D|/A|B|R|A
A 1 2 3 4 5
B -1 2
D -l -1-1-1-1-11
K - -1-1-11
R - -1 2
Ennek alapjan a tomorité algoritmus kddfdt, abbol pedig kodtabldt épit.
Ezutan a tomorités masodszor is végigolvassa a bemenetet, és a kodtabla
alapjan sorban kiirja az output fajlba a betiik binéris kodjat.

A kédfat ugy épitjiik fel, hogy el6szor egycstucst fak egy minimum-
prioritasos sorat hatarozzuk meg, amelyben mindegyik betii pontosan egy
csticsot cimkéz. A csicsot a betiin kiviil annak gyakorisdga is cimkézi.

® 0 Q0 0

A minimum-prioritdsos sort a benne tarolt fak gyokerét cimkézs
gyakorisag-értékek szerint szervezziik. A prioritasos sornak az egycsicsu fak-
kal valo feltoltése utan a kovetkez6t csindljuk ciklusban, amig a kupac még
legalabb kett6 fabol all.

Kivesziink a kupacb6l egy olyan fat, amelynek a gyokerét a legkisebb
gyakorisdg cimkézi. Ezutan a maradék kupacra ezt még egyszer megismétel-
jiik. Osszeadjuk a két gyakorisagot. Az sszeggel cimkéziink egy 1j csticsot,
amelynek bal és jobb részfaja sorban az elbb kivalasztott két fa lesz. Az igy
képzett 0j fat visszatessziik a minimum-prioritédsos sorba.

0 @ A ¢
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A kurzuson alkalmazott konvencié szerint, azonos gyakorisag esetén a ki-
sebb magassagu fat részesitjiik elényben. Ha két vagy tobb fanal ez is egyen-
16, akkor ezeket a fak frontjat cimkézd szavak alfabetikus sorrendje szerint
rendezziik.'®* Ez a konvencié ugyan onkényes, de az algoritmus bemutatésa
szempontjabol hasznos egyértelmtsités. A fak agait is hasonloéan rendezziik
sorba.

A ciklust addig ismételjiik, amig mar csak egy fank marad.

Ty gy

A fenti ciklus utan a minimum-prioritasos sorban maradé egyetlen binaris
fa, az élek fenti cimkézésével a Huffman-féle kodfa.

A kodfabol ezutan kodtablat készitiink. Mindegyik bettthoz tartozé kodot
gy kapjuk meg, hogy a kodfa gyokerétdl elindulva, a betiih6z tartozo levélig

18A fa frontja balrél jobbra a levelei sorozata. A fa frontjat cimkézd szot, a leveleket
cimkézd betiket a levelek sorrendje szerint, balrél jobbra Gsszeolvasva kapjuk.
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lefelé¢ haladva, a kodfa éleit cimkézd biteket Osszeolvassuk. (Ezt hatékonyan
kivitelezhetjiik pl. a kodfa preorder bejarasaval, az aktualis csticshoz vezets
bitsorozat folyamatos nyilvantartasaval, és levélhez érve, a kodtablazatba
irasaval.)

betid | kod
A 0
B | 110
D | 100
K |101
R | 111

Befejezésiil Gijra végigolvassuk a tomoritend6 ABRAK ADABRA széveget, és
a kodtablazat segitségével sorban mindegyik betii binéris kodjat a (kezdetben
tires) tomoritett bitsorozat végéhez fiizziik.

01101110101010001101110

Az ABRAKADABRA széveg Huffman kodja tehat 23 bit, ami lényege-
sen rovidebb, mint az eléz6 alfejezetben ismertetett naiv tomorités esetén.

A tomoritett fajl a kodfat is tartalmazza, igy a gyakorlatban Huffman-
kodolassal csak hosszabb szovegeket érdemes tomoriteni.

A kicsomagolast is betiinként végezziik. Mindegyik betii kinyeréséhez a
kodfa gydkerétdl indulunk, majd a tomoritett kod sorban olvasott bitjeinek
hatasara 0 esetén balra, 1 esetén jobbra lépiink lefelé a faban, mig levélcsics-
hoz nem ériink. Ekkor kiirjuk a levelet cimkéz6 betiit, majd a Huffman-
kodban a kdvetkezs bittél és ajra a kodfa gyokerétsl folytatjuk, amig a to-
moritett kodon végig nem ériink.

A fenti példanal, a kodfa alapjan a kezddé nulla rogton az ,A” cimkéjd
levélhez visz. Ezutan sorban olvasva a maradékbél a biteket, a 110 a B-hez
visz, majd a 111 az R-hez, a 0 az A-hoz, a 101 a K-hoz, a 0 az A-hoz, az 100
a D-hez, a 0 az A-hoz, a 110 a B-hez, a 111 az R-hez, és végiil a 0 az A-hoz.
Igy visszakaptuk az eredeti, tomoritetelen széveget.

15.1. Feladat. Probdljuk ki, hogy ha a Huffman-kodoldsban lévd indetermai-
nizmusokat a fenti konvenciotol eltérden oldjuk fel, ugyanarra a témoriten-
dé szovegre mégis mindig ugyanolyan hosszi Huffman-kiédot kapunk! (Ha
példdul a minimum-prioritdsos sorbol azonos fa-gyakorisdg-értekek esetén a
magasabb fdt vessziik ki eldbb — ezt az ad-hoc szabdlyt az alfabetikus konvenci-

ondl most is erdsebbnek véve —, akkor a fenti példaban o kodfdt felépitd ciklus
mdsodik iterdcidjiban a [(D/1)2 (K/1)] és a (B/2) fdt fogjuk ésszevonni.)
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15.3. A Lempel-Ziv—Welch (LZW) modszer

Az LZW tomorités egy heurisztikus algoritmus, kiilonésen mély matematikai
hattér nélkiil. Ellentétben a Huffman-kodolassal, semmiféle optimalitast sem
garantal, de a tapasztalatok szerint jol tomorit, atlagosan 30%-kal jobban,
mint a bettinkénti prefixmentes kodok kozott optimalis Huffman-kodolas. Ez
azért lehetséges, mert a tomoritends fajlokban hosszi, ismétl6d6 mintak van-
nak, amiket az LZW algoritmus ,megtanul”, és révid kodokkal helyettesit.
Ennek ellenére, gyakran a Huffman-kodolés ad jobb eredményt. A kozismert
ZIP tomorités az LZW elvén miikodik.

Osszehasonlitva a Huffman-kodolassal, ahol az input fix hosszt darabjait
valtozo hosszisagi kodokkal témoritjiik, az LZW algoritmus az input valtozo
hosszisagu darabjait fix hossztusagia kodokkal tomoriti.

Az LZW algoritmus nagy elénye, hogy ismert abécé esetén, témoritéskor
a bemenetet csak egyszer olvassa végig, igy lényegesen gyorsabban tomorit.
(A Huffman-kodolasnal, elére adott dbécéhez tartozo szovegek esetén, a t6-
kéletes optimalitas feldldozasaval gy szoktak megsporolni az input kétszeri
végigolvasisat, hogy a be- és kitomorités a korabbi tomoritésekhez generalt
kodtablat, ill. kodfat hasznélja, amiket minden Gjabb tomoritésnél az aktualis
betiigyakorisagok alapjan finomitanak.)

Az LZW t6morités az input széveget ismétl6dd mintakra (valtozo hosszi-
sagu sztringekre) bontja. Mindegyik mintat ugyanolyan hossza binaris kod-
dal helyettesiti. Ezek a mintak kodjai. A tomoritett fajl csak a kodokat,
tovabba a fix kodhosszt és az abécével kapcsolatos informéaciokat tartalmaz-
za. Ellentétben a naiv és a Huffman-koddal, nem tartalmazza a kodok és
a mintak (a masik ketténél betiik) megfeleltetését. (Igaz, az LZW algorit-
mus szotara lényegesen nagyobb, mint pl. a Huffman-kodhoz tartozo kodfa.)
A kitomorités rekonstrualja a kodok és a hozzajuk tartozd betd- vagy bajt-
sztringek kozotti megfeleltetést.

15.3.1. Az LZW (Lempel-Ziv—Welch) t6morités

Az aldbbiakban az LZW tomoritést a X = {A, B} &bacével az
ABAB BABA BAB ABA A szoveg tomoritésén mutatjuk be, ahol a szoko-
70k nem részei a bemenetnek (csak a konnyebb olvashatosagot szolgaljak).
Megjegyezziik, hogy minél kisebb az dbécé, annal koénnyebb olyan beme-
neteket adni, amelyek elég rovidek a bemutatashoz, de ismétl6dé mintakat
tartalmaznak. Ezért az LZW algoritmust gyakran 2 — 4 betiis 4bécével szok-
tdk bemutatni. A gyakorlatban ezzel szemben akar binéris fajlokat is, pl.
kép- vagy hangfajlokat is veszteségmentesen tomorithetiink vele. A betiik-
nek megfeleltethetjiik pl. a bajtokat, ahol minden bajt énmagat kodolja, de a
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kodok altaldban 11 — 16 bitesek, viszont a kddhosszt még a tomorités kezdete
el6tt fixalni kell. A kodhossz megéllapitdsanak problémajaval itt nem fog-
lalkozunk, csak jelezziik, hogy a hosszabb koédok exponencidlisan t6bb minta
megkiilonboztetését teszik lehetGvé, ami csdkkentheti, de persze novelheti is
a tomoritett fajl méretét.

A t6morités soran a bemenetet valtozd hosszisagu szavakra (sztringekre)
bontjuk. (Ezek a ,szavak” nem felelnek meg sem a fenti tagolasnak, sem
a termeészetes szavaknak.) Egy szotar segitségével mindegyik szonak, mint
kulcsnak, egy pozitiv egész szamkodot, mint értéket feleltetiink meg!®. Az
alabbiakban a szotarat (a szotarban valo keresések elkeriilése érdekében) egy
an. szdfa segitségével reprezentaljuk. A szofa kezdetben az dbécé betdinek
kodjait, pontosabban a lehetséges egybetiis szavak kodjait tartalmazza. A
kezdeti kodokat az dbécé betiisorrendjének megfelelGen osztjuk ki.

A B

A kezdeti sz6fa csak a gyokércsicsbol és a gyerekeibdl all. Az éleket az
abécé betii, a gyokércsics gyerekeit pedig a megfelel6 kodok cimkézik. A
kés6bbiekben a gyokér kivételével mindegyik cstics ala tjabbak is keriilhet-
nek. Mindegyik Gjabb csticsot sorban az els6, még szabad kod cimkézi. Ez
a kod gyokérbdl a csiicshoz vezeté Gt mentén, az éleket cimkézs betiikbél
Osszeolvasott sz6 kodja. TetszGleges csticsnak legfeljebb annyi gyereke lehet,
amennyi az abécé mérete. A gyerekeihez vezets élek bettcimkéi egyediek.
Az el6bbiek szerint a szotarat reprezentald szofaban a téarolt szavak, mint
kulcsok, és a kodok, mint értékek, bijektiven megfelelnek egyméasnak.

Az aldbbiakban leirt 1épések addig folytatodnak, amig a témoritends szo-
veg még tomoritetlen maradéka iires nem lesz.

A tomorités elsd 1épéseként az ABAB BABA BAB ABA A széveg els6
betiijébdl allo szonak (A), a szotar (szofa) segitségével megfeleltetjiik az 1
kodot, de az elsé két betiibdl allo AB sz6 még nincs a szotarban. Ezért az A
kodjat kiirjuk, az AB kodjat pedig felvessziik a szotéarba.

Bemenet: | A | BABBABABABABAA
Kimenet: | 1

19 A kédok nemnegativ egész szamok is lehetnének.
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A masodik lépésben a még témoritetlen BAB BABA BAB ABA A ma-
radek szoveg els6 betiijébsl allo szonak (B), a szotar (szofa) segitsegével
megfeleltetjiik az 2 kddot, de az elsé két bettibsl allo BA sz6 még nincs a
szotarban. Ezért a B kodjat kifrjuk, a BA kodjat pedig felvessziik a szotarba.

Bemenet:

A

ABBABABAB ABAA

Kimenet:

1

A harmadik 1épésben a még tomoritetlen AB BABA BAB ABA A mara-
dék szoveg elsé két betifjébdl allo szonak (AB), a szotar (szofa) segitségével
megfeleltetjiik a 3 kodot, de az els6 harom betiibsl all6 ABB sz6 még nincs
a szotarban. Ezért az AB kodjat kiirjuk, az ABB kodjat pedig felvessziik a

szotarba.

Bemenet:

AB | BABABABABAA

Kimenet:

Altalanossagban minden lépésben a maradék szoveg leghosszabb olyan kez-
dészeletét valasztjuk le, amely megtalalhato a szotarban. Mivel a szotarban
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az Uj szavakat a régiek végéhez egy-egy betiit hozzatoldva kapjuk, minden
szotarbeli szonak minden nemiires kezd@szelete (prefixe) is benne van a sz6-
tarban. (Ezért a szotarunkat reprezentalod szofat prefix-fanak is szokas ne-
vezni.)

Mivel pedig a szotarat szofaval reprezentdljuk, a maradék szoveg leg-
hosszabb, a szotarban megtalalhatd S kezdGszeletét ugy kapjuk, hogy az S
sztringet a maradék szoveg elsG betijével inicializaljuk, mikézben a mara-
dék szoveg elejérdl levalasztjuk ezt a betit, és a faban a gyokérrdl a bettinek
megfeleld gyerekére 1épilink; majd ciklusban addig megyiink tovabb, amig a
maradék szoveg el nem fogy, és az els6 betiijére, amit jeloljon most ¢, a szofa
a aktualis csticsanak van olyan g gyereke, hogy az abba vezetd élt a ¢ be-
tld cimkézi. Amig a ciklusfeltétel teljesiil, a ciklusmagban végrehajtjuk az
S = S+c;a = g értékadasokat, és a maradék szoveg elejérdl levalasztjuk a
¢ betfit.

A ciklus befejezése utan pedig kiirjuk az a aktudlis csicsot cimkézé kodot.
Amennyiben a ciklusunk dgy &llt le, hogy a maradék szdveg még nem iires,
akkor az els6 betiijét c-vel jelolve, az a aktudlis csticsnak nincs még olyan
gyereke, amelyre az oda vezets élet a ¢ bett cimkézné. Ilyenkor a szofiban
az a aktualis csucs ala létrehozunk egy @j h gyerekesticsot, az (a, h) élt a
¢ bettivel, a h csicsot pedig a legkisebb, még fel nem hasznalt koéddal cim-
kézziik. Ilyen modon, a szotarhoz hozzavettiik az S+c szot, az éppen most
felhasznalt koddal egyiitt.

A negyedik lépésben a még tomoritetlen BABA BAB ABA A maradék
szoveg elsé két betiijébdl allo szonak (BA), a szotar (szofa) segitségével meg-
feleltetjiik a 4 kédot, de az els6 harom betiibél all6 BAB sz6 még nincs a
szotarban. Ezért a BA kodjat kiirjuk, a BAB kodjat pedig felvessziik a
szotarba.

Bemenet: | A| B| AB| BA| BABABABAA
Kimenet: | 1 | 2 3 4

Az 6t6dik 1épésben a még témoritetlen BA BAB ABA A maradék széveg
els6 harom betijébdl allo szonak (BAB), a szotar (szofa) segitségével meg-
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feleltetjiik a 6 kddot, de az els6 négy betiibdl allo BABA sz6 még nincs a
szotarban. Ezért a BAB kodjat kiirjuk, a BABA kodjat pedig felvessziik a
szotarba.

Bemenet: | A| B| AB| BA| BAB | ABABAA
Kimenet: | 1 | 2 3 4 6

A hatodik 1épésben a még tomoritetlen AB ABA A maradék szoveg elss
két bettijébdl allo szomak (AB), a szotar (szofa) segitségével megfeleltetjiik
a 3 kodot, de az els6 harom betib6l 4ll6 ABA sz6 még nincs a szétarban.
Ezért az AB kodjat kifrjuk, a ABA koédjat pedig felvessziik a szotarba.

Bemenet: | A| B| AB| BA| BAB | AB| ABAA
Kimenet: | 1 | 2 3 4 6 3

A hetedik 1épésben a még tomoritetlen ABA A maradék szoveg els6 harom
betiijébdl allo szonak (ABA), a szotar (szofa) segitségével megfeleltetjiik a 8
kodot, de az els6 négy betiibdl all6 ABAA szd6 még nincs a szoétarban. Ezért
az ABA kodjat kiirjuk, az ABAA koédjat pedig felvessziik a szotarba.
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Bemenet: | A| B| AB| BA| BAB | AB| ABA | A
Kimenet: | 1 | 2 3 4 6 3 8

A nyolcadik 1épésben a még tomoritetlen A maradék szoveg egyetlen be-
tijébdl allo szonak (A), a szotar (szofa) segitségével megfeleltetjiik a 1 kodot,
és ezzel a maradék szdveg tires. Ezért az A kodjat kiirjuk, és befejezziik a
tonoritést.

Bemenet: | A| B| AB| BA| BAB | AB | ABA
Kimenet: | 1 | 2 3 4 6 3 8 1

A fenti példaban a legnagyobb kod a 9. Mivel a kdédok 4 biten 15-ig &b-
razolhatok, az LZW algoritmus fenti letjatszasa legalabb 4 bites kodokkal
valtozatlanul miikodik. 4 bites kodokkal a kimenet 8*4=32 bitet igényel.

Erdekes lehet megfontolni, mi térténne, ha csak 3 bites kodokat hasznal-
nank. Ekkor a 8-as és a 9-es kodot mar nem tudnank generélni, ezért az 14j
kodok generaldsa, és ezzel egyiitt a szotar bovitése a 7-es kod utan ledllna,
azaz az O6todik 1épésben kialakitott szotarral dolgoznank tovabb. Ezutan a
maradék AB ABA A szoveget a 3,3, 1,1 kodokkal tudnank tomoriteni, és mi-
vel az 6t6dik lépéssel bezarolag 5 kodot generaltunk, a kimenet 9*3=27 bitet
igényelne.

Ha viszont a kodokat nem 1-t61, hanem 0-t6l generaltuk volna, mindegyik
kod eggyel kisebb lett volna, és a kddok generdlésa, ezzel egyiitt a szotar
(szofa) épitése 3 bites kodokkal is csak a hatodik lépés utan allt volna le. A
hetedik lépésben tehat az LZW tomorités ABA-nak a 7 kodot talalta volna,
és nem épitette volna tovabb a szétarat, majd a nyolcadik l[épésben a maradék
A szoveget a 0 koddal témoritettiik volna. Ebben az esetben tehat a kimenet
8*3=24 bitet igényelt volna.

A tomoritett fajlt tekintve mindegyik most kiszdmolt teljes kddhosszhoz
hozzajon az az informacio, amely az abécére, valamint az egyes kodok fix
hosszara vonatkozik. A szotarat viszont a kitomorités rekonstrudlja, igy azt
a tomoritett kod nem tartalmazza.
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15.3.2. Az LZW (Lempel-Ziv—Welch) kitomorités

A kitomorités vagy kicsomagolas algoritmusa nagy vonalakban a betomori-
tést koveti. Itt azonban a szotar kulcsai a kodok, igy a szotar szerkezete
sokkal egyszertibb: sztringek vektordnak tekinthets, amit a kddokkal indexe-
liink.

Az algoritmust az alabbi tablazatok szemléltetik, ahol az elsG sor a be-
menet, a tomoritett kodok sorozata. A masodik a kimenet, a kitomoritett
szoveg, a bemenet szerint tagolva, a harmadik és a negyedik a D szotéar (Dicti-
onary). A harmadik sor szigortian monoton névekvg sorrendben tartalmazza
az Osszes (adott pillanatig) generalt kodot (a szotar kulcsait, azaz indexeit),
a negyedik pedig a kodokhoz tartozo szavakat.

A kezdgallapot a kovetkezs:

Bemenet: 1,2,3,4,6, 3,8, 1
Kimenet:
Szo- | kod | 1| 2
tar | sz6 | A | B

Ezutan elkezdhetjiik feldolgozni a bemenetet. Mar a kezdeti szotar tartal-
mazza az elsé két kddhoz tartozd szavakat, igy megvan a kimenet els§ két
betije. Tudjuk, hogy a betomorités az A-t megtaldlta a szotarban, de az
AB-t nem, ezért az l-es kodot irta ki, majd felvette a szotarba az AB-t 3-as
koddal.

Bemenet: 1 213,4,6,3,8 1
Kimenet: A | B

Szo- [ kod | 1| 2] 3

tar | sz6 | A| B | AB

Hasonloan mehetiink tovabb egészen a négyes kodhoz tartozo szo6 kiirdsaig. A
fenti szotarbol mér ki tudjuk irni a bemeneten kévetkezd 3-as kodhoz tartozo
AB kimenetet. Tudjuk, hogy a betomorités a B-t megtalalta a szotarban,
de a BA sz6t nem, ezért a 2-es kodot irta ki, majd felvette a szétarba a BA
szot 4-es koddal.

Ezutan mar ki tudjuk irni a bemeneten kovetkezd 4-es kodhoz tartozo BA
kimenetet. Tudjuk, hogy a betémorités az AB szot megtalalta a szotarban,
de a ABB sz6t nem, ezért a 3-as kodot irta ki, majd felvette a szotarba a
ABB szot 5-6s koddal.

138



Bemenet: 1 2 3 4 16,3,8,1
Kimenet: A B AB | BA

Sz6- | kod | 1| 2 3 4 5
tar | sz6 | A| B| AB | BA | ABB

Most viszont gondban vagyunk, mert a bemeneten a 6-os kod kdévetkezik, ami
még nem szerepel a szotarban. A betomoritésnél ui. a 4-es kod kiirdsaval
egy lépésben méar felvettiik a szotarba a 6-os kodot, amit rogton utdna a
kimeneten is felhasznaltunk. A kitomoritésnél viszont a szotargeneralas egy
lépéssel a kimenet generalasa utan kullog. Ezért, ha a bemeneten ismeretlen
kod jon, az mindig eggyel nagyobb, mint az utols6, méar ismert kod.

Bemenet: 1 2 3 4 613,81
Kimenet: A B AB | BA|?

Szo- | kod | 1| 2 3 4 5 6
tar | sz6 | A| B| AB| BA| ABB| ?

Szerencsére tudjuk, hogy a betomorités az BA sz6t megtalalta a szotarban,
de a BAu sz6t nem, ahol u (unknown) jeloli a BA sz6 utéan a betdmorités
bemenetén kdvetkezd ismeretlen betiit. Ezért a 4-es kodot irta ki, majd
felvette a szotarba a BAu sz6t 6-os koddal. A kitomorités bemenetén viszont
most a 6-0s kod kovetkezik, amihez a B Au sz6 szartozik, a végén az ismeretlen
u bettvel.

Bemenet: 1 2 3 4 6 3,8, 1
Kimenet: A B AB BA | BAu

Szo- | koéd | 1| 2 3 4 5 6

tar | sz6 | A| B| AB | BA| ABB | BAu

Mar csak a fenti tablazatunkra kell ranézniink. Tudjuk, hogy a betomorités
a BA szot megtalalta a szotarban, de a BAu, azaz a BAB sz6t nem, ezért
u= B.

Bemenet: 1 2 3 4 6 3,8, 1
Kimenet: A B AB BA | BAB

Szo- | kod | 1| 2 3 4 5 6

tar | sz6 | A| B| AB| BA| ABB | BAB

A fentieket altalanositva, amikor a betomorités egy szot megtalal a szotarban,
a hozza tartozo6 k kodot vagy az el6z6 1épésben generédlta, vagy kordbban. Ha
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korabban generalta, akkor a k kodhoz tartoz6 sz6 mar a kitomorités aktualis
lépéséhez is rendelkezésre all.

Ha viszont a betomorités a k kodot az el6z6 1épésben generdlta, akkor a
kitomorités aktualis 1épése idején a k kodhoz tartozd sz6 még nem 4ll ren-
delkezésilinkre, hiszen éppen ekkor kellene az eléz6 lépésben meghatarozott
teljes sz6 és az aktualis lépésben kikeresett sz6 elsé bettijének konkatenala-
saval kiszamitani. Ez utobbi esetben azonban, ha a kitomoritéskor az el6z6
lépésben kiirt S szot tekintjiik, akkor a betémorités el6z6 lépésében generalt
k kodhoz tartozo sz6 Su alaki, és a kitomorités aktualis 1épése idején, a k
kodhoz tartozd szo szintén Su. De akkor az u betd éppen az Su sz6 els
betiije, vagy ami ugyanaz, a nemiires S sz6 els6 bettije. Eszerint a k kédhoz
tartozo sz az S + Sy, ahol az S; a kitomorités el6zd 1épése altal kiirt S szo
els6 betije.

A kitomorités bemenetén a kovetkez6 kod a 3-as, amihez az AB sz6 tartozik
(ezt irjuk ki), igy pedig a 7-es kodhoz a BABA keriil a szotarba.

Bemenet: 1 2 3 4 6 3 81
Kimenet: A B AB BA BAB | AB
Szo6- | kod | 1] 2 | 3 4 5 6 7
tar | sz6 | A| B | AB | BA| ABB | BAB | BABA

A kitomorités bemenetén a kovetkez6 kod a 8-as, amihez a szotarban még
nincs sz6. Az el6z6leg kiirt sz6 az AB, ezért a 8-as kodhoz az ABA tartozik
a szOtarban, és a kimeneten is.

Bemenet: 1 2 3 4 6 3 8 1
Kimenet: A B AB BA BAB AB | ABA
Szo- | koéd | 1| 2 3 4 5 6 7 8
tar | sz6 | A| B| AB | BA| ABB | BAB | BABA | ABA

A bemeneten az utolsé kod az 1-es. Ehhez a szotar alapjan az A egyebetiis
szot irjuk ki. Kovetkezésképpen a szotarba a 9-es kodhoz az ABAA sz6 keriil.

Bemenet: 1 2 3 4 6 3 8
Kimenet: A B AB BA BAB AB ABA | A
Sz6- | koéd | 1| 2 3 4 5) 6 7 8 9
tar | sz6 | A| B| AB| BA| ABB | BAB | BABA | ABA | ABAA
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A bemenet ezzel elfogyott, a kimeneten pedig megjelent az eredeti, tomori-
tetlen szdveg. A kitomoritést befejeztiik.

A szotar a kitomoritésnél is ugyanannyi bejegyzést tartalmaz, mint a be-
tomoritésnél, csak itt a kodok a kulcsok. A fix kédhossz miatt, amennyiben
a kodok b bitesek, akkor MAXCODE = 2° — 1 a kodként hasznalhato leg-
nagyobb szamérték. Ha pl. b = 12, akkor MAXCODE = 2'2 — 1 = 4095. A
MAXCODE elérése utan a szotarépités megsziinik, a be- és a kitomorités
is az addig generalt szotarral dolgozik tovabb.2°

15.3.3. Az LZW algoritmus struktogramjai*

Az aldbbiakban az LZW algoritmus 6sszefoglalasaként megadjuk a be- és a ki-
tomorités absztrakt struktogramgjdat. A szotarnak a fentiekben vazolt, a be- és
a kitomoritésnél kiilonboz6 megvaldsitasat melézziik. Egységesen rendezett
parok halmazanak tekintjiik, amire adottnak vessziik az eljarasokban hasz-
nalt, beszéls nevekkel ellatott miiveleteket. A kodokat egytél sorszamozzuk
és a sorozatokat is egytdl indexeljiik. Hasznaljuk a 8. fejezetben kialakitott
jeloléseket.

Jeldlések az absztrakt struktogramokhoz:

- MAXCODE = 2° — 1 (globélis konstans) a kodként hasznalhato legna-
gyobb szamérték.

- A Y ={01,09,...,04) sorozat tartalmazza az abécé betit.

- A tomoritésnél ., In” a tomoritends szoveg. ,,Out” a tomorités eredménye:
kodok sorozata. A kitémoritésnél forditva.

- D a szotar, ami (string, code) rendezett parok, azaz Item-ek halmaza. A
szotarat a tomoritett kod nem tartalmazza. Ehelyett a kitémorités rekonst-
rualja az abécé és a tomoritett kod alapjan.

Item

+string : X()
“+code : N
+Item(s : 3() ; k : N){string := s ; code := k}

20 Alternativ stratégia pl., hogy ilyenkor (az dbécé alapjén) ujrainicializaljak szotérat,
és a tovabbiakban ezzel dolgoznak tovabb.
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@ZWcompress(Inl: () ; Out : N<>D

D : Item{} // D is the dictionary, initially empty

i:=1to ||

x: Item((%;),1) ; D := D U{x}

code := |X|+1; Out := () ; s:3(Inq)

i:=2to |In|

c: X :=1In;

dictionaryContainsString(D, s + ¢)

Out := Out+code(D, s)

code < MAXCODE

si=s+4+c

x: Item(s + ¢,code++) ; D := DU{z} | SKIP

S =

Out := Out+code(D, s)

CLZWdecompress(]n :N() ; Out : E()D

I
D : Item{} // D is the dictionary, initially empty

i:=1to |X]

x: Item((¥;),7) ; D := DU {z}

code := |X| + 1 // code is the first unused code

Out := s := string(D, In;)

i:=2to |In|

k= Inz

k < code // D contains k

t := string(D, k) t:=s54+s5
Out := Out +t Out := Out +t
code < MAXCODE // k = code
x : Item(s + t1, code++) — Ttem(t, code++)
D:=DU{z} D:=DuU{z}
s:=1
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