Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem

Informatikai Kar

SzZABO LASzLO

Kalandozasok a diszkrét matematikaban

Egyetemi jegyzet

Budapest, 2017



Lektoralta: Burcsi Péter

A jegyzet az ELTE tankonyv- és jegyzettamogatasi palyazatan elnyert forréas
felhasznalasaval késziilt.



Tartalomjegyzék

Bevezetés

Stabil parositas
Stabil parositas . . . . . ... L
Gale-Shapley algoritmus . . . . . ... .. .. ... ... ......
A Gale-Shapley algoritmus helyessége . . . . . . . . ... ... ...
Kiknek kedvez a Gale-Shapley algoritmus? . . . . . . .. ... ...

Teljes indukcid
Teljes indukcid elve I. . . . . . . . . ...
Teljes indukcié elve IT. . . . . . . . ... .. .. ... .. ... ...
Egy hibas bizonyitas . . . . . . .. ... .. oL
Diszburkolat . . . . . . . . . . ...
15-6sjaték . . . . ..
Orokkévalosag Temploma . . . . . . . . . ...
A sakktébla, a boszorkdny és a jotiindér . . . .. .. ... L.
Kupacolas . . . . . . . . . . .
Teljes indukci6 elve ITL. . . . . . . . . .. ..o
Kupacolas (folytatas) . . . . . . .. .. ... . .
NIM . .
Tanulocsoportok . . . . . . .o

Rekurzié
Hanoi tornyai . . . . . . . . .. ...
Fibonacci sorozat . . . . . . . . . . . ..
Linearis rekurziok . . . . . . . . . ...
Fibonacci sorozat (folytatas) . . . . . . . ... ... oL
Mini-tetris . . . . . . . . ..
Indiana Jones és a Szent Gral . . . . . . . ... ... ... ... ..

10
12

14
14
19
22
23
25
29
31
32
33
34
34
40



Elemi szamelmeélet 58

Oszthatosag . . . . . . . . . . 58
Tokéletes szamok . . . . . . . ... 58
Oszthatosag (folytatas) . . . . . . . . .. .. . . 59
Maradékos osztas . . . . . . . ..o 61
Die Hard 3 . . . . . . . . . . 61
Legnagyobb kozos oszté . . . . . . ..o 64
Euklideszi algoritmus I. . . . . . . . .. ... 67
Die Hard 3 (folytatas) . . . . . ... ... ... .. . ... ..... 67
Buklideszi algoritmus II. . . . . . .. .. ... 69
A béka vacsordja . . . . ... 70
Primszamok . . . . . .. ... 71
A szamelmélet alaptétele . . . . . ... ..o 71
Jolrendezés elve . . . . . . . . 73
Hires szamelméleti problémak . . . . . . .. .. ... ... ... .. 74
Egy allashirdetés . . . . . . . . ... oo 75
Primszamtétel . . . . . . . ... oo 75
Egy allashirdetés (folytatas) . . . . . . . . ... ... . ... ... 76
Titkositas I. . . . . . . . o 76
Kongruenciak . . . . . .. . ... 78
Titkositas II. . . . . . . . . . 81
Multiplikativ inverz . . . . . . . . . ... o 82
Fermat-tétel . . . . . . . . . . . 82
Titkositas III. . . . . . . . . . .. . 84
RSA . 84
Grafelmélet 87
Grafok . . . .. 87
Specialis grafok . . . . . . ... 89
[zomorfizmus . . . . .. .. 91
Részgraft . . . . . . . o 91
Hamilton-kor . . . . . .. .. ... ... 91
OsszefliggBség . . . . . . . o 92
Fak . . . 93
Grafok szinezése . . . . . ..o 96
Kromatikus szam . . . . . . . . . . ... .. 97
Paros grafok . . . . . ..o 100
Parositasok . . . . . . ..o 100
Hall-tétel . . . . . . . . . . . 101
Allashirdetés . . . .. . ... 103
Tancmulatsag . . . . . . . . .o 105



Torzsek és totemek . . . . . . ... 107

Osszeszamlalasi feladatok 109
Bijekcio . . . .. 109
Unio . . . . . . 114
Descartes-szorzat . . . . . . . . ... ... 114
Napi étrend . . . . . . .. . 114
Rendszéamok . . . . . . . . . ... 115
Jelszavak . . . .o 115
Részhalmazok . . . . . . . . . ... . .. 116
Kiilondfjak . . . . . .. .o 117
Gyanus Otszazasok . . . . . ... 118
Sakktabla . . . . . . . ... 118
Permutaciok . . . . . . ... 119
Tovabbi 6sszeszamlalasi feladatok . . . . . . .. ... ... ... .. 120
Bastyak a sakktablan . . . . . .. ..o o000 121
Artur kirdly és a kerekasztal lovagjai . . . . . .. ... 122
Anagrammak . . . ... Lo Lo 123
Koordindta-rendszer . . . . . . . . ... ... ... 125
Héazimunka . . . . . . .. ... ... 126
Csoportbeosztés . . . . . . . ... 126
Binomialis egytitthatok . . . . . . . .. ..o 127
Binomialis tétel . . . . . . . ... 128
Poker . . . . . 129
Szines dobokockak . . .. ... 133
Szita-formula . . . . ... 136
Elcserélt felolték . . . . . . . . . . . ... 139
Osszeszamlalasi feladatok megoldésa . . . . . . . . ... ... ... 141
Kombinatorikai moédszer . . . . . . . . . .. ... L. 142
Skatulyaelv . . . . . .. . 144
Egy megoldatlan probléma . . . . . . . ... .00 146
Skatulya elv (folytatas) . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 146
Blivészmutatvany . . . .. ... 0oL 148

Generatorfiiggvények 151
Formalis hatvanysorok . . . . . . . . .. .. ... L. 151
Formalis hatvanysorok derivaltja . . . . .. .. .. ... ... ... 154
Néhany sorozat generatorfiiggvénye . . . . . . . . . . .. ... ... 156
Fibonacci sorozat . . . . . . . . .. ... 159
Rekurziv sorozatok . . . . . . ... ... 161
Osszeszamlalasi feladatok . . . . . . . ... ... ... 165



Gytmolesos tal . . . . . ..o 168

Fankok . . . . . . . 169
Elemi valoészintiségszamitas 172
Monty Hall probléma . . . . . . . . ... ... 172
Furcsa kockdk . . . . . . . ..o 178
Valoszintiségi mez& . . . . . . ... L 186
Feltételes valoszintség . . . . . . . . . . .. ..o 189
Tenisz . . . . . . 191
Orvosi diagnozis . . . . . . . . . 193
Davy Jomes foglyai . . . . . . . ... ... 195
Diszkriminacié . . . . . . . ... 197
Teljes valoszintiség tétel . . . . . . . . . ..o 199
Bayes tétel . . . . . . .. 200
Fiiggetlenség . . . . . . . . . 202
Sziiletésnap paradoxon . . . . . . . ... ... 206
Két boriték . . . . . ... 209
Valoszintiségi valtozok . . . . .. . ..o 211
Varhato érték . . . . . .o 214
[gazsagos jaték? . . . . . . . .o 215
Feltételes varhato érték . . . . . . . . .. .. ... 218
Meghibasodas . . . . . . . ..o 219
Csaladtervezés . . . . . . . . . 221
Geometriai eloszléds . . . . . . ... L 222
Halozati adatatvitel . . . . . . .. . ..o 222
Feladatok 224
Teljes indukcié . . . . . ... 224
Fibonacci sorozat . . . . . . . . .. ... .o 227
Lineéris rekurziok . . . . . . . . ... 229
Oszthatosag . . . . . . . . . o 230
Kongruenciak . . . . .. .. ... oo 233
Grafok . . . .. 234
Péarositasok . . . . . . ... 238
Osszeszamlalasi feladatok . . . . . . . ... ... .. ... .. ... 240
Szita-formula . . . . . ... 243
Skatulyaelv . . . . . . ... 245
Generatorfiggvények . . . . . . ... o000 245



Megoldasok 248

Teljes indukecio . . . . . . ..o 248
Fibonacci sorozat . . . . . . . . . .. .. 270
Linearis rekurziok . . . . . . . . . ... 282
Oszthatésag . . . . . . . . . . 286
Kongruenciak . . . . . . . . ... 302
Grafok . . .. 306
Parositasok . . . . . .. 317
Osszeszamlalasi feladatok . . . . . . . . . .. L 322
Szita-formula . . . . . . .. 339
Skatulyaelv . . . . . . ... 350
Generatorfiggvények . . . . . . . ..o oo 353
Irodalomjegyzék 365



Bevezetés

A jegyzet célja az informatikus hallgatok latokorének szélesitése, ismereteinek
bévitése és elmélyitése a diszkrét matematika néhany, a szamitastudomany
szempontjabol kiilonosen fontos teriiletén. Az érintett témék a kovetkezdsk:
teljes indukcid, invarians elv, rekurzio, elemi szamelmélet, titkositéas, grafel-
mélet, Osszeszamlalasi feladatok, skatulya elv, generatorfiiggvények. Ezeket
foglalja keretbe egy a stabil parositas probléméjarol szolé kedvesinalo feje-
zet, valamint egy szamos meglepetéssel szolgdld rovid bevezetés a valoszi-
niiségszamitasba. A fejezetek lényegében fliggetlenek egymaéstol, barmilyen
sorrendben haladhatunk, barmelyiket atugorhatjuk.

A jegyzetet egy koriilbeliil 180 feladatbol allo feladatgytijtemény egésziti
ki. A feladatok tobbsége gyakorlo jellegii, és elsGsorban a problémamegoldd
képesség fejlesztését szolgalja. Segitségiil minden feladathoz részletes meg-
oldast kozliink, azonban hangstlyozzuk, hogy ezek tanulméanyozasa nem he-
lyettesiti az 6nallo eréfeszitést.

Az irodalomjegyzékben csak azokat a tankonyveket soroltuk fel, amelyek-
b6l a legtobbet meritettiink, amelyek szemléletiikben a legkozelebb allnak
jegyzetiinkhoz. Az érdekl6dsk szémos tovabbi izgalmas téméat talalhatnak
ezekben.

Végiil szeretnék koszonetet mondani Burcsi Péternek, amiért elvallalta a
kézirat lektoralasat, és értékes tandcsaival hozzajarult annak jobba tételéhez.



Stabil parositas

Tegyiik fel, hogy az ismeretségi koriinkben van néhany magéanyos fia és ugyan-
ennyi magényos lany, akiket szeretnénk 6sszehozni. Minden fitinak van egy
személyes preferencia listaja a lanyokrol: ki tetszik neki a legjobban, ki a
mésodik, és igy tovabb. Egy ilyen listAn minden lany szerepel, és barmely
két lany esetén egyértelmtd, hogy az adott fit melyikiikkel jonne szivesebben
Ossze. Természetesen a lanyoknak is van ugyanilyen személyes preferencia
listaja a fitkrol. A preferencia listdk nem feltétleniil szimmetrikusak; eléfor-
dulhat, hogy Andréasnak Cili tetszik legjobban, Cilinek viszont Béla. Tegyiik
még fel, hogy a négyesben Bélanak is Cili tetszik legjobban, Déranak pedig
Béla.

Andrés e 2. Cili
2 1
1 2

Béla 5 1 Doéra

Mi torténik, ha Andrast Cilivel hozzuk 6ssze, Bélat pedig Doraval? Nem
nehéz megjosolni, hogy hamarosan Béla és Cili egyre tobb id6t kezdenek majd
diszkrét matematika tanuldsa cimén egyiitt tolteni. A f6 probléma itt az,
hogy mind Cilinek jobban tetszik Béla, mind pedig Bélanak jobban tetszik
Cili, mint az aktualis partnere. Ossze lehet-e hozni a fitkat és a lanyokat
ugy, hogy ilyen szituacié ne alakuljon ki? Az el6bbi példaban mindenképp:
legyenek a parok Andras és Doéra, valamint Béla és Cili. Itt Andréas és Doéra
nem biztos, hogy tokéletesen boldogok, azonban Bélanak Cili és Cilinek Béla
tetszik legjobban, igy biztos nem fognak massal kikezdeni.

Stabil parositas

Altalanosabban, tekintsiik n fit egy F = {fi, f2,..., fu} és n lany egy L =
{l1,0s,...,0,} halmazat. Az ' x L ={(f,0) | f € F, { € L} halmaz egy S
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részhalmazat (teljes) parositasnak nevezziik, ha minden F-beli fia és minden
L-beli lany pontosan egy S-beli rendezett parban fordul el6.

Minden f € F' fit rangsorolja az 0sszes L-beli lanyt; az f fii rangsoraban
egy { lany pontosan akkor el6z meg egy ¢ lanyt, ha f-nek jobban tetszik ¢,
mint ¢ (holtverseny nincs). A lanyok ugyanigy rangsoroljak a fiukat.

Tekintsiink most egy S parositast, tovabba legyenek (f,¢) € S és (f', V') €
S olyan parok, amelyek esetén f-nek jobban tetszik ¢/, mint ¢, és ¢'-nek job-
ban tetszik f, mint f’. Ilyenkor azt mondjuk, az (f,¢') € S par instabilitast
jelent az S pérositasra nézve.

Célunk olyan S pérositas megadasa, amelyre nézve nincs instabilitési té-
nyezd; egy ilyen péarositast stabilnak neveziink. Lassunk két példat!

(1)

1
f2 2€
2 2
fll 16/

Itt teljes az egyetértés, S = {(f,0), (f',¢')} egy stabil parositas, méas stabil
parositas nincs.

(2)

1

f 2 1 ¢
2 1

f/ T 5 6/

Itt két stabil parositas van: Sy = {(f,0), (f',¢')} és So = {(f,0),(f",0)}. Az
els6nél a fiuk oriilhetnek, a masodiknal a lanyok. Ez egy fontos példa — a
stabil parositas nem feltétleniil egyértelmdi!

Gale-Shapley algoritmus

A kovetkezd eljaras egy stabil parositast szolgéltat.

1. A lanyok minden este kidllnak a hazuk erkélyére.



2.

Minden fit annak a lanynak az erkélye alatt kezd szerenddozni, aki
legjobban tetszik neki, és még nem kosarazta ki. Ha egy fiit méar
minden lany kikosarazott, akkor otthon marad, és diszkrét matematikat
tanul.

. Azok a lanyok, akiknek van legaldbb egy szerenadozoja, a szerenadozoik

koziil a nekik legjobban tetszének azt mondjak, hogy szivesen latjak
maéasnap este is, a tObbinek pedig 6rokre bucsut intenek. A kikosarazott
fitk a kikosarazoikat kihuzzak a preferencia listaikrol.

Ha valamelyik nap minden lany erkélye alatt legfeljebb egy fiu szere-
nadozik, akkor a ritus befejezddik, minden lany lemegy a szerenédozo-
jdhoz, ha van neki, és elmennek vacsorazni.

Példa. Az ismeretségi koriinkben 6t maganyos fit és ugyanennyi maganyos
lany van. Adjunk meg kozottiik egy stabil parositast a Gale-Shapley algorit-
mus felhasznaldsaval! A preferencia listak a kovetkezdk:

Andras: (Kitti, Judit, Noémi, Helga, Moénika)

Béla:

(Helga, Judit, Noémi, Kitti, Moénika)

Dénes: (Moénika, Kitti, Judit, Helga, Noémi)

El5d:
Feri:

(Helga, Kitti, Ménika, Judit, Noémi)
(Helga, Judit, Moénika, Noémi, Kitti)

Helga: (Dénes, Feri, Béla, Andras, E16d)
Judit: (Feri, Béla, Andras, E18d, Dénes)
Kitti: (E18d, Dénes, Feri, Andras, Béla)
Ménika: (Andras, Béla, Démnes, E16d, Feri)
Noémi: (Béla, Dénes, E18d, Andras, Feri)

Megoldas. Nézziik, hogyan valtoznak a fitk preferencia listai.

Andras: (Kitti, Judit, Noémi, Helga, Ménika)

Béla:

(Helga, Judit, Noémi, Kitti, Moénika)

Dénes: (Moénika, Kitti, Judit, Helga, Noémi)

El6d:
Feri:

(Helga, Kitti, Ménika, Judit, Noémi)
(Helga, Judit, Ménika, Noémi, Kitti)

Andras: (Kitti, Judit, Noémi, Helga, Moénika)

Béla:

(Judit, Noémi, Kitti, Ménika)

Dénes: (Moénika, Kitti, Judit, Helga, Noémi)

El15d:
Feri:

(Kitti, Mbénika, Judit, Noémi)
(Helga, Judit, Moénika, Noémi, Kitti)
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Andras: (Judit, Noémi, Helga, Monika)
Béla: (Judit, Noémi, Kitti, Ménika)
Dénes: (Moénika, Kitti, Judit, Helga, Noémi)
Eldd: (Kitti, Ménika, Judit, Noémi)
Feri: (Helga, Judit, Moénika, Noémi, Kitti)

Andras: (Noémi, Helga, Monika)

Béla: (Judit, Noémi, Kitti, Ménika)

Dénes: (Moénika, Kitti, Judit, Helga, Noémi)
E16d:  (Kitti, Ménika, Judit, Noémi)

Feri: (Helga, Judit, Ménika, Noémi, Kitti)

Latjuk, hogy most mar minden lanynal csak egy fit szerenddozik. Ekkor
az algoritmus befejezédik, a kialakult parok a kovetkezdsk:

Helga - Feri
Judit - Béla
Kitti - Eldd
Ménika - Dénes
Noémi - Andrés

A Gale-Shapley algoritmus helyessége

A Gale-Shapley algoritmus helyességének belatasahoz harom dolgot kell iga-
zolni:

(1) Az algoritmus befejezédik.
(2) Végiil mindenkinek lesz parja.

(3) A kialakult parosités stabil.

1. Tétel. Az algoritmus legkésébb az (n? + 1)-edik napon befejezédik.

Bizonyitas. Tekintsiink egy olyan napot, amikor az algoritmus nem feje-
z8dik be. Ilyenkor valamelyik lanynal legalabb két fit szerenadozik. A lany
kivilasztja a nala szerenadozo fiuk koziil a neki legjobban tetszét, a tobbiek-
nek pedig végleg bucsut int. A kikosarazott fiik ezutan kihizzak ezt a lanyt
a preferencia listaikrol.

A kulcsmondat az utolsé: ha az algoritmus nem fejezédik be, akkor azon
a napon legalabb egy lany kihtizasra keriil legalabb egy fiti preferencia lista-
jarol. Kezdetben a fitk preferencia listdinak 6sszhossza n?, igy ilyen kihtzas
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az (n? + 1)-edik napon méar nem torténhet, vagyis az algoritmus ekkorra
mindenképp befejezddik.

1. Allitas. Ha egy fitnak sikeriilt végiil part talalni, akkor 6 minden olyan
lanynal szerenadozott, aki a parjanal jobban tetszik neki.

Bizonyitas. A fiik egymés utan huzzak ki a lanyokat a preferencia listajuk-
r6l, a nekik legjobban tetszével kezdve. Minden fitinak végiil az a lany lesz a
parja, akinél az utolso nap szerenddozott (mar ha van ilyen lany).

2. Allitas. Ha egy fiunak nem sikeriilt végiil part talalni, akkor ¢ minden
lanynal szerenéddozott.

Bizonyitas. Az 1. Tétel szerint az algoritmus befejezédik. Az utolsé nap
a kérdéses fit mar nem szerenadozik, ami csak gy lehet, hogy addigra mar
az Osszes lanyt kihizta a preferencia listajarol, vagyis mér az Osszes lany
kikosarazta valamikor.

3. Allitas. Ha egy lanynal legalabb egy fit szerenadozik, akkor a lanynak
lesz végiil parja.

Bizonyitas. Ha feltiinik egy szerenadozo egy lany erkélye alatt, azt a lany
addig nem kosarazza ki, amig meg nem jelenik egy olyan, aki a lanynak
jobban tetszik.

4. Allitas. Ha egy lanynal legalabb egy fit szerenadozik, akkor a lanynak
az a szerenadozodja lesz végiil a parja, aki a szerenadozoi koziil a legjobban
tetszik neki.

Bizonyitas. Egy lany csak akkor kosarazza ki valamelyik szerenadozojat, ha
egy néla jobban tetszd is feltiinik az erkélye alatt. Igy az addig szerenadozok
koziil a lanynak legjobban tetszd mindig maradhat.

2. Tétel. Az algoritmus végén mindenkinek lesz parja.

Bizonyitas. Indirekt moédon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az éllitassal el-
lentétben valamelyik f fitnak nem lett parja. A 2. Allitas szerint ekkor f
minden lanynal szerenadozott. Ez azt jelenti, hogy minden lanynal szerené-
dozott valaki, igy a 3. Allitas szerint minden lanynak lett végiil parja. Ez
azonban csak ugy lehet, ha az Osszes fitl is talalt végiil part maganak, hiszen a
fitk és a lanyok szdma ugyanannyi. Ellentmondasra jutottunk, igy az allitas
igaz.
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3. Tétel. Az algoritmus altal szolgéltatott parositas stabil.

Bizonyitas. Ismét indirekt modon bizonyitunk. Tegytk fel, hogy az alli-
tassal ellentétben van olyan (f,¢) paros, amely instabilitasi tényezs. Jelolje
f-nek és f-nek az algoritmus altal szolgaltatott parjat ¢’ és f’.

f/.—\»g

Az 1. Allitas szerint f szerenadozott ¢-nél még ¢ elstt. Mivel végiil ¢
lett f parja, igy valamikor ¢ kikosarazta 6t. A 4. Allitas szerint (-nek veégiil
az a fia lett a parja, aki a szerenddozo6i koziil a legjobban tetszett neki, igy
(-nek sziikségképpen jobban tetszik f’, mint f. Viszont ez azt jelenti, hogy
az (f,) paros nem instabilitasi tényez6. Ellentmondasra jutottunk, igy az
allitas igaz.

Kiknek kedvez a Gale-Shapley algoritmus?

Vizsgéljuk meg, hogy a Gale-Shapley algoritmus a fitknak vagy a ldnyoknak
kedvez-e inkabb! Mivel a lanyoknak az erkélyiik alatt szerenddozoé fiuk kozil a
nekik legjobban tetsz6 lesz a parja, mig a fitknak azon lanyok koziil, akiknek
az erkélye alatt szerenadoztak a nekik legkevésbé tetszé lesz a parja, azt
gondolhatnank, hogy a lanyok jarnak jobban. A valésig ennek éppen az
ellenkezGje.

4. Tétel. Az algoritmus minden fitthoz a szamara széba jovs lanyok koziil a
neki legjobban tetsz6t parositja. (Egy fit szaméra egy lany akkor jon szoba,
ha van olyan stabil péarositas, amelyben a fia és a lany egy part alkotnak.)

Bizonyitas. Indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az allitassal
ellentétben van olyan fit, akihez az algoritmus a szamara szoba jové lanyok
koziil nem a neki legjobban tetszét parositja.

Tekintsiik a legels6 olyan napot, amikor egy fiat a szamara szoba jové
lanyok koziil a neki legjobban tetszd kikosaraz. Legyen a fia f, a lany pedig
(. Legyen tovabba f’ az a fin, aki miatt ¢ kikosarazta f-et. Ekkor persze
(-nek jobban tetszik f/, mint f. Mivel a legels olyan napon vagyunk, amikor
egy fiut a szdmaéara széba jové lanyok koziil a neki legjobban tetszé kikosaraz,
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f’-t még biztos nem kosarazta ki a szamara szoba jové lanyok koziil a neki
legjobban tetsz8. Legyen ez utobbi lany ¢*. Vilagos, hogy f’-nek legalabb
annyira tetszik ¢, mint £* (itt £ és £* nem feltétleniil kiilénb6z6 lanyok).

Legyen S egy olyan stabil parositas, ahol f és ¢ egy part alkot. Ilyen
stabil pérositas létezik, hisz ¢ az f fit szamara szoba jovs lanyok kozott
van. Legyen S-ben f’ parja ¢'. Nyilvanval6 moédon f’-nek legalabb annyira
tetszik £*, mint ¢’ (itt sem feltétlentil kiilonbozs lanyok ¢£* és ¢'). Mivel f’-nek
legalabb annyira tetszik ¢, mint ¢*, és legalabb annyira tetszik ¢*, mint ¢,
ezért f’-nek legalabb annyira tetszik ¢, mint ¢’ (jegyezziik meg, hogy ¢ és ¢’
kiilonbo6z6 lanyok).

Igy az S stabil parositas (f,£) és (f', ') parjait tekintve azt latjuk, hogy
¢-nek jobban tetszik f’, mint f, és f’-nek jobban tetszik ¢, mint ¢, vagyis az
(f',0) paros instabilitast jelent S-re nézve. Ellentmondasra jutottunk, igy az
allitas igaz.

5. Tétel. Az algoritmus minden lanyhoz a szaméra széba jové fiuk koziil a
neki legkevésbé tetszot parositja. (Egy lany szaméra egy fia akkor jon szoba,
ha van olyan stabil parositas, amelyben a lany és a fit egy part alkotnak.)

Bizonyitas. Indirekt médon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az allitassal
ellentétben van olyan S stabil parosités, ahol valamelyik ¢ lany rosszabbul
jar, mint a Gale-Shapley algoritmus esetén. Legyen ¢-nek a Gale-Shapley
algoritmus altal szolgaltatott parja f, az S-beli parja pedig f’. Vilagos, hogy
/-nek jobban tetszik f, mint f’. Legyen tovabba az f fit S-beli parja ¢'.
A 4. Tétel szerint a Gale-Shapley algoritmus f-hez a szaméara szdba jové
lanyok koziil a neki legjobban tetszét parositja. Ebbdl kovetkezik, hogy f-
nek jobban tetszik ¢, mint ¢

Igy az S stabil parositas (f/,¢) és (f, ') parjait tekintve azt latjuk, hogy
(-nek jobban tetszik f, mint f’, és f-nek jobban tetszik ¢, mint ¢, vagyis az
(f,¢) paros instabilitast jelent S-re nézve. Ellentmondasra jutottunk, igy az
allitas igaz.
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Teljes indukcid

A teljes indukci6 talan a legfontosabb bizonyitdsi modszer a szamitastudo-
méanyban.

Teljes indukcid elve 1.
A legegyszeriibb alak a kovetkezs.

Teljes indukcid elve.
Legyen P(n) egy allitas. Tegyiik fel, hogy

(1) P(0) igaz,
(2) minden n € N esetén, ha P(n) igaz, akkor P(n + 1) is igaz.
Ekkor P(n) igaz minden n € N esetén.
Példa. Mutassuk meg, hogy

1
1_‘_2+...+n:n(nT+)

minden n € N esetén!

Mielé&tt a bizonyitashoz hozzédkezdenénk tisztdznunk kell, hogy a bal oldali
0sszeg

e n = (0 esetén megallapodas szerint egyetlen tagot sem tartalmaz, értéke
definici6 szerint 0,

e n = 1 esetén egyetlen taghol all, barmit is sugall a 2 meg a ---; az
egyetlen tag az 1, és az 0sszeg is ugyanennyi.
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Megoldas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

1

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor a bal oldal iires, a jobb oldal pedig

0-(0+1)_0-1_0
2 2

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Belat-
juk, hogy P(n+1) isigaz. A P(n+1) allitas bal oldalat irjuk fel a kovetkezs
alakban:

1424 4n+n+1)=[1+2+ - +n]+(n+1).

Az indukcios feltevés szerint

1
1+2+---+n:@,
fgy '
n(n +
[1+2+---~|—n]+(n+1):%+(n+1).

Most némi leleményre van sziikség:

n(n+1)
2

+(n+1):n(n+1)—2|—2(n+1) _ (n—|—1)2(n+2),

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

Ez a bizonyitas viszonylag egyszeri volt, mindazonéltal a legbonyolultabb
teljes indukcios bizonyitasok is ugyanezt a sémat kovetik.

1. Vil4dgosan fogalmazzuk meg, hogy az allitast teljes indukcioval fogjuk
belatni.

2. Definialjuk a megfelels P(n) allitast. Ez altalaban egyszertd, de azért
vannak kivételek.

3. Mutassuk meg, hogy P(0) igaz. Ez szintén egyszert szokott lenni,
azonban nem art koriiltekintének lenni abban, hogy P(0) pontosan mit
is allit.
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4. Mutassuk meg, hogy tetszSleges n € N esetén, ha P(n) igaz, akkor
P(n + 1) is igaz. Ezt a fazist indukcios lépésnek nevezziik. P(n) és
P(n + 1) altalaban elég hasonlo allitdsok, mindazonaltal a kézottik
lévé hézag athidaldsa némi leleményt szokott igényelni. Akarmilyen
gondolatmenetet valasztunk is, annak mtikodni kell minden n termé-
szetes szamra, hisz célunk a

P(0) = P(1), P(1) = P(2), P(2)= P(3), ...
implikaciok bizonyitasa egyszerre!

5. Zarjuk le a bizonyitast azzal, hogy a teljes indukcio6 elve szerint P(n)
igaz minden n € N esetén.

Példa. Mutassuk meg, hogy

nn+1)(2n+1)

PP+22 432+ 4 n? = ;

minden n € N esetén!
Megoldas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

D(2n+1
12+22+32+---+n2:n(nJr )6< nt ).

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor a bal oldal iires, a jobb oldal pedig

0~(o+1)(2-0+1)_o.1-1_0
6 6

Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Belat-
juk, hogy P(n+1) isigaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk fel a kévetkezs
alakban:

P4+224+3+ 40+ (n+1)° =[P +22+ 3%+ + 0]+ (n+1)%

Az indukcios feltevés szerint

PP4+22+3+- 4 n®= :
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fgy
+1)2n+1
n(n )6( n ) + (n 4 1)2
(n+1)(n2n+1)+6(n+1))
6
(n+1)(2n* + Tn + 6)
6
(n+1)(n+2)(2n+3)
6
n+1D((n+1)+1)2(n+1)+1)
6 7
ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

[P+22+ 3%+ 40+ (n+1)° =

Példa. Mutassuk meg, hogy

. 2 1)?
13+23++n5:n(n4_|— )

minden n € N esetén!

Megoldas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

2 12
13+23+...+n3:%.

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor a bal oldal iires, a jobb oldal pedig

0-(0+1)2 0-1
4 4

0.

Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Belat-
juk, hogy P(n+1) isigaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk fel a kévetkezs
alakban:

P42+’ + (n+ 1) =12+ 22+ + 0]+ (n+ 1%

Az indukcios feltevés szerint

13+23+...+n3:M
4 )
fgy 2y
n(n +
[13+23—|—---+n3]+(n+1)3:%jt(n%—l)g.
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Most némi leleményre van sziikség:

n*(n + 1)* 5 n*(n+1)2+4(n+1)°
T + (n + 1) = 1
_ (n+1)2(n*+4n+4)
4
(n+1)*(n+2)?

4 ?

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

Példa. Mutassuk meg, hogy

1-3-5---@2n+1) _ 1
2:4:-6---(2n+2) 7 2n+2

minden n € N esetén!

Megoldas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

1:3:5-(2n+1) 1
2:4-6---(2n+2) ~ 2n+2’
Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor mindkét oldal 3.

Indukcioés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Belat-
juk, hogy P(n+1) isigaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk fel a kovetkezd
alakban:

3:5--(2n+1)-(2n+3) 1
4-6---(2n+2)-(2n+4) 2-

1 5---(2n+1) 2n+3
2- 6

3
4-6---(2n+2) 2n+4
Az indukcios feltevés szerint

1-3-5---(2n41) _ 1
2:4-6---(2n+2) ~ 2n+2’

fgy
1-3-5---(2n+1) 2n+3> 1 2n +3
2:4-6---(2n+2) 2n+4~ 2n+2 2n+4
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Most némi leleményre van sziikség:

1 2n—|—3_ 1 2n + 3
M+2 2n+4 2m+4 2n+2
1 2n+3

2n+1)+2 2n+2

1 1
- - (1
2(n+1)+2 ( +2n—|—2)
- 1
2(n+1)+2’

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

Jegyezziik meg, hogy a teljes indukci6 csak a bizonyitdsban van segitsé-
glinkre, a bizonyitando allitas kitalalasahoz mas modszerek sziikségesek.

Teljes indukcié elve II.

El6fordul, hogy egy allitast nem minden természetes szamra akarunk belétni,
hanem példaul csak a pozitiv egészekre. A teljes indukcié elvét ilyenkor is
alkalmazhatjuk.

Teljes indukcio elve.
Legyen P(n) egy éllitas, és legyen k € N. Tegytik fel, hogy

(1) P(k) igaz,
(2) minden n > k egész szam esetén, ha P(n) igaz, akkor P(n + 1) is igaz.
Ekkor P(n) igaz minden n > k egész szamra.
Példa. Mutassuk meg, hogy
1+34+-+2n—1)=n?
minden n pozitiv egész szamra!
Megoldas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:
1+34---+(2n—1)=n

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor mindkét oldal 1.
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Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

1434+ +2n—1)+2n+1)=14+3+---+2n—1]+ (2n+1).
Az indukcios feltevés szerint
1+3+--4+(2n—1) =n?

fgy
T+34+-+2n—-1D]+C2n+1)=n*+2n+1=(n+1)7
ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

Példa. Mutassuk meg, hogy

n(n+1)(n+2)

1:2+42-34+--+n-(n+1)= 5

minden n pozitiv egész szamra!
Megoldas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

1 2
1.2+2.3+...+n.(n+1):n(n+ g(n—l— )

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal 1-2 = 2, a jobb oldal pedig

1.2.3
=

2.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezs alakban:

1-242-3+--4n-n+1)+n+1)-(n+2) =
=[1-242-3+--+n-n+1)]+(n+1)-(n+2).
Az indukcios feltevés szerint

n(n+1)(n+2)
3 ;

1-242-34---+n-(n+1)=
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igy

1-2+4+2-3+--4n-(n+1)]+(n+1)-(n+2) =
n(n+1)(n+2)

= 3 +(n+1)- (n+2).

Most a jobb oldalt kézos nevezére hozva, majd kiemelve

nn+1)(n+2)+3n+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3)

3 3

adodik, ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala. Igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

Példa. Mutassuk meg, hogy
1 1 1 n

2 23T T ) T nd
minden n pozitiv egész szamral

Megoldas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

LS S 1 _n
1-2 2.3 n-(n+1) n+1

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal

1
1.2 2

a jobb oldal pedig
1 1

1+1 2
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

1 1 1 1
ﬁ+2_-3+.”+n-(n+l)+(n+1)~(n+2)_
S N + !
|12 2.3 n-(n+1)] (m+1)-(n+2)

Az indukcits feltevés szerint

L S 1 o
1.2 2-3 n-(n+1) n+1’
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igy

1 1 1 1
1-2+2-3+”'+n-(n+1)}+(n+1)-(n+2)_
n 1

ntl ) mi2)

Most némi leleményre van sziikség:

n 1 1 1
n+1+(n+1)-(n+2) o+l (n+n+2>
1 n®+2n+1
n+1' n+2
(n+ 1)
(n+1)(n+2)
o n+1
n+2’

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

Egy hibas bizonyitas
"Allitas". Minden 16 ugyanolyan szin.

"Bizonyitas". Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas,
hogy lovak barmely, n elem halmazaban minden 16 egyforma szint.
Alapeset. P(1) igaz, hisz 6nmagéaval minden 16 azonos szind.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra, azaz lovak barmely, n elemd halmazaban minden 16 egyforma szind.
Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz.

Tekintsiik lovak egy n+1 elemt {¢1, s, ..., ¢y, 0,1} halmazat. Az induk-

cios feltevés szerint az {{1, (s, ..., ¢, } halmazban minden 16 ugyanolyan szind.
Ugyancsak az indukcios feltevés szerint az {ls, ..., ¢, (11} halmazban is

minden 16 ugyanolyan szint. Ebbgl kivetkezik, hogy az {1, 0, ..., 0y, i1}
halmazban minden 16 ugyanolyan szint, igy P(n + 1) is igaz.

A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.
Az allitas az a specialis eset, amikor n a vilag Osszes lovanak a széma.

Hol a hiba? A hiba a kovetkez6 mondatban lapul: "Ebbdl kévetkezik,
hogy az {(1,%s,..., ¢y, {si1} halmazban minden 16 ugyanolyan szind." A ...
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jelolések azt sugalljak, hogy az {1, 05, ..., 0,} és {ls, ... €y, lniq} halmazok-
nak mindig van kozos eleme, azonban ez n = 1 esetén nem igaz! Ekkor a két
halmaz {¢,} és {l2}, amelyek magatol értetédden diszjunktak.

Ez alapvets hiba egy teljes indukciés bizonyitasban. Belattuk P(1)-et,
majd belattuk, hogy

P(2) = P(3), P(3) = P(4), P(4) = P(5), ....

Azonban nem lattuk be, hogy P(1) = P(2), és ett6l minden Osszeomlik.
Nem allithatjuk, hogy P(2), P(3), P(4),... igaz. Es természetesen nem is
igazak — mindenki latott mar kiilonbo6z§ szint lovakat.

Diszburkolat

Példa. Egy régebben nagy népszeriiségnek érvendd, am mara meglehetGsen
elhanyagolt,

27’L

271

alaka tér felujitdsat tervezi a varos dnkorményzata. A tér kozepére a véros
hires sziilottének szobrat szeretnék felallitani (ha n > 1, akkor négy kozépsé
négyzet van, ezek barmelyikére keriilhet a szobor), az ezen kiviili részt pedig

2

2

alakt diszkovekkel akarjak burkolni. Példéul n = 2 esetén a diszkovek egy
lehetséges elrendezése a kovetkezd:
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Mi a helyzet mas n-ekre? Mindig megoldhat6 a feladat?

Allitas. Minden n € N esetén egy 2" x 2"-es négyzet alaku tér, kbzepén a
varos hires sziilottének szobraval, burkolhaté a fenti L alaki diszkovekkel.

"Bizonyitas". Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas,
hogy egy 2" x 2"-es négyzet alaku tér, kozepén a varos hires sziilottének
szobréaval, burkolhat6 a fenti L alaku diszkovekkel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor a tér egy négyzetnyi, és sziikségképpen azon
all a szobor.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Meg
kell mutatnunk, hogy ekkor egy 2"t x 27l es négyzet alaki tér, kozepén a
varos hires sziilottének szobraval, szintén burkolhat6 a fenti L alaka diszko-
vekkel.

Bajban vagyunk! Egy kisebb térnek a kivant moédon valé burkolésa sem-
milyen tdmpontot nem ad egy nagyobb térnek a kivant médon valé burkol-
hatosagahoz. Nem tudjuk athidalni a P(n) és P(n + 1) kozotti rést.

Mit tehetiink ilyenkor? Barmilyen furcsdnak is hangzik elsé hallésra, de
teljes indukcids bizonyitasoknél sokszor célravezeté modszer, hogy ha nem
tudunk valamit bebizonyitani, akkor probaljunk meg valami altalanosabbat
belatni. Ez nem butasag; amikor az indukcios 1épésben a P(n) = P(n + 1)
implikaciot akarjuk igazolni, akkor jobb helyzetben lesziink, ha egy altalano-
sabb, erésebb P(n) igaz voltat tételezhetjiik fel. Probaljunk meg itt is egy
altalanosabb allitast megfogalmazni!

Allitas. Minden n € N esetén egy 2" x 2"-es négyzet alaku tér burkol-
hato a fenti L alaku diszkévekkel, akarmelyik négyzeten is all a varos hires
sziilottének szobra.

Eredeti allitasunk ennek nyilvan specialis esete.

Bizonyitas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy
egy 2" x 2"-es négyzet alaku tér burkolhatd a fenti L alaka diszkovekkel,
akarmelyik négyzeten is all a varos hires sziilottének szobra.

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor a tér egy négyzetnyi, és sziikségképpen azon
all a szobor.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Meg
kell mutatnunk, hogy ekkor egy 2"+! x 2"*l.es négyzet alakt tér is burkol-
haté a fenti L alaka diszkovekkel, akdarmelyik négyzeten is all a véros hires
sziilottének szobra.
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Tekintsiink egy 2"*! x 2"*tl_es négyzet alaku teret, és alljon a varos hi-
res sziillottének szobra egy tetszGleges négyzeten. Bontsuk fel a teret két
egymasra merdleges egyenessel négy 2" x 2"-es négyzet alaka részre. Most
valamelyik ilyen rész tartalmazza a varos hires sziilottének szobrat. Az abréan
lathato modon allitsunk fel harom ideiglenes szobrot (iires korok) azokban
a 2" x 2"-es négyzet alaku részekben, amelyek nem tartalmazzak az igazi
szobrot.

2" ®

Olo

2n

2" 2n

Az indukcios feltevés szerint mind a négy 2" x 2"-es négyzet alaku rész,
benniik a harom ideiglenes és az egy igazi szoborral, burkolhato a fenti L
alaku diszkévekkel. Eltavolitva az ideiglenes szobrokat, és helyiiket egyetlen
L alaku diszkével fedve, az egész tér burkolhatosaga kovetkezik. Igy P(n+1)
is igaz.

A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

Vegyiik észre, hogy nem csak azt lattuk be, hogy egy megfelel§ burkolas

létezik, de algoritmust is adtunk egy ilyen elGallitasara. Masrészt azt is
belattuk, hogy a szobor akar a tér szélére is allithato.

15-0s jaték

A kovetkezd jatékot Sam Lloyd talélta ki 1874-ben, és a maga idejében igen
népszerd volt. Egy 4 x 4-es négyzet alaki tartoban 15 darab négyzet alaku
k6 van, 1-t6l 15-ig megszamozva, egy négyzetnyi hely iires:

11213 ] 4
516 | 7|8
9 10 |11 |12
1314 | 15
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Egy lépésben az iires helyre huizhatjuk valamelyik mellette levé kévet, ekkor
az iires hely az elmozditott k& helyére keriil:

13114 ] 15
112134
516 |78
9 10|11 |12
13| 14 15
1121]3 |4
516 | 7|8
9 110 12
1314 | 11| 15

112134
5] 6 8
9110 | 7 |12
1311411 |15
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1311411115

Létezik-e huzasoknak olyan sorozata, amely a bal oldali elrendezést a jobb
oldaliba viszi?

112314 112314
516 |78 516 |78
9 10|11 |12 9 |10 | 11 | 12
13115 | 14 13114 |15

(Az egyetlen kiilonbség, hogy a bal oldali elrendezésben a 14 és 15 felirata
k& forditott sorrendben van.)

Némi kisérletezés utan az a gyanink tdmad, hogy a feladat megoldha-
tatlan. De hogyan lehet ezt belatni? Egy olyan megkdozelitést alkalmazunk,
amely elég gyakori szoftverek és mas rendszerek miikodésének elemzésénél.
Ugynevezett invarianst fogunk keresni, egy olyan tulajdonsagot, amelynek
mindig fenn kell &llnia, akadrhogy is huzkodjuk a koveket. Ha ezutéan meg-
mutatjuk, hogy ez a tulajdonsag nem &ll fenn abban az esetben, amikor az
utols6 két k& is helyes sorrendben &ll, akkor ebbdl kovetkezik, hogy a bal
oldali elrendezéshdl a jobb oldali elrendezést soha nem érhetjiik el.

Tétel. Nem létezik htzdsoknak olyan sorozata, amely a bal oldali elrendezést
a jobb oldaliba viszi.

112314 112314
516 |78 516 |78
9 |10 | 11 |12 9 |10 | 11 | 12
13115 14 13114115
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Két kérsl azt fogjuk mondani, hogy forditott sorrendben vannak, ha a raj-
tuk levd szamok koziil a kisebbik a négyzetracsban a normal magyar széveg
olvasésat alapul véve hatrébb all. Egy elrendezésben azon képarok szamat,
amelyek forditott sorrendben vannak, az elrendezés inverzidészaménak nevez-
ziik. El6szor azt vizsgaljuk, hogy a htizasok hogyan valtoztatjak az elrendezés
inverzioszamat. Kétféle hiuzast fogunk megkiilonboztetni.

Vizszintes htzas: ilyenkor egy kovet vizszintesen mozgatunk el balra vagy
jobbra.

Fiigg6bleges huzas: ilyenkor egy kovet fliggblegesen mozgatunk el felfelé
vagy lefelé.

Allitas. Vizszintes huzéas nem valtoztat a kovek egymashoz képesti sorrend-
jén.

Bizonyitas. Az elmozditott kének a tobbi k6hoz viszonyitott sorrendje nyil-
van nem valtozik. Minden més k6 a helyén marad, igy ezek egyméshoz vi-
szonyitott sorrendje is ugyanaz marad.

Allitas. Fiiggdleges hiizds pontosan harom péar k& egymashoz képesti sor-
rendjét valtoztatja meg.

Bizonyitas. Egy kovet lefelé htizva a k6 mogott all6 harom ké az elmozditott
k& elé keriil. Hasonloan, egy kovet felfelé hiizva a k& el6tt allo harom k& az
elmozditott k6 mogé keriil. Mindkét esetben az elmozditott kének harom
mésik k&hoz viszonyitott sorrendje valtozik meg. A helyiikon maradt kdvek
egymashoz képesti sorrendje ugyanaz marad.

Kovetkezmény. Egy vizszintes hiizés az elrendezés inverzidszaméanak pari-
tasat valtozatlanul hagyja, mig egy fiiggsleges huzas az ellenkezGjére cseréli.

Bizonyitas. Egy vizszintes hizés nem valtoztat a forditott sorrendben levé
képarok szaman; innen az elsd rész adodik.

Egy fligg6leges hiizas pontosan harom par k& egyméshoz viszonyitott sor-
rendjét valtoztatja meg; egy forditott sorrendben allé par j6 sorrendben allova
valtozik és viszont. Az egyik sorrendvéltozas az elrendezés inverzi6szamanak
paritaséat ellenkezGjére valtoztatja, a mésik visszavéltoztatja, a harmadik pe-
dig ismét az ellenkezGjére valtoztatja. Innen az allitas masodik része is ko-
vetkezik.
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Allitas (invarians). A kezdd elrendezésbdl barmely, huzasokkal elérhetd
elrendezésben az inverzidszam paritasa és az lires négyzet soranak paritésa
ellentétes.

Bizonyitas. Teljes indukcidval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy
az n-edik hizas utédn az inverzidészam paritasa és az iires négyzet soranak
paritasa ellentétes.

Alapeset. Az els6 huzas el6tt az inverzioszam 1 (csak a 14 és 15 szamokat
tartalmazo kovek vannak forditott sorrendben), az iires négyzet pedig a 4.
sorban van. Az 1 paratlan szam, a 4 paros, igy P(0) igaz.

Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Be-
latjuk, hogy P(n + 1) is igaz. Tekintsiik az (n + 1)-edik huzast. Két eset
lehetséges:

(1) Vizszintes hizés az (n+1)-edik. Ekkor sem az inverzioszam, sem az iires
négyzet sora nem valtozik. Az indukcios feltevés szerint ezek paritasa
ellentétes volt az n-edik hizéas utén, igy az is maradt, vagyis P(n + 1)
is igaz.

(2) Fiiggoleges huzas az (n + 1)-edik. Ekkor az inverzidszam paritésa el-
lenkezGjére valtozik. De ellenkezGjére valtozik az ilires négyzetet tar-
talmazd sor paritasa is, hiszen az iires négyzet egy sorral feljebb vagy
lejjebb kertilt. Az indukcios feltevés szerint a paritasok ellentétesek vol-
tak az n-edik huzas utéan, igy azok is maradtak, vagyis P(n + 1) ismét
igaz.

A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

Ezek utén a tétel bizonyitasa mér egyszert. Az elérni kivant elrendezés-
ben az inverzidészam 0, ami paros, és az iires négyzet a 4. sorban van, ami
szintén péros. Igy az utolso allitassal ¢sszhangban ez az elrendezés elérhe-
tetlen.

Orokkévalosag Temploma

Példa. Egy szerzetes, amikor belép az Orokkévalosag Temploméba, kap egy
csészét 15 piros és 12 zold gyongyszemmel. Minden nap, amikor megszolal a
gong, a szerzetesek két lehetGség koziil valaszthatnak:

(1) Ha a csészéjiikben van legalabb 3 piros gyongyszem, akkor a csészébdl
kivesznek 3 piros gyongyszemet, és betesznek helyette 2 zoldet.
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(2) A csészéjiikben levs Gsszes zold gyongyszemet pirosra és az Osszes pi-
ros gyongyszemet zoldre cserélik (tehat ha mondjuk 5 piros és 3 zold
gyongyszem volt a csészében, akkor ezutan 5 zold és 3 piros lesz benne).

Egy szerzetes akkor léphet ki az Orokkévalosag Templomabol, ha a csészéjé-
ben pontosan 5 piros és 5 zold gyongyszem van. Mutassuk meg, hogy amelyik
szerzetes belép az Orokkévalosag Temploméba, az soha tobbé nem tavozik
onnan!

[tt is invarianst keresiink, amelyrél aztan teljes indukciéval belatjuk, hogy
mindig fennéll, barmit is tesznek a szerzetesek.

Allitas (invarians). A szerzetesek csészéjében levés piros gyéngyck szama
minusz a z0ld gyongyok szama mindig 5k + 2 vagy 5k + 3, ahol k € Z.

Ebbél kivetkezik, hogy amelyik szerzetes belép az Orokkévalosag Temp-
lomaba, az soha tobbé nem tavozik onnan. Valoban, egy szerzetes akkor
léphet ki az Orokkévalosag Templomabol, ha a csészéjében pontosan 5 piros
és 5 zold gyongyszem van. Ekkor a piros gyongyok szama minusz a zold
gyongyok szama 0, ami sem 5k + 2, sem pedig 5k + 3 alaka egész (k € 7Z).
Igy az allitassal 6sszhangban ez a kombinacié elérhetetlen.

Bizonyitas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy
az n-edik gongiités utan egy szerzetes csészéjében levés piros gyongyok szama
minusz a z0ld gyongyok szama mindig 5k + 2 vagy 5k + 3, ahol k € Z.

Alapeset. Kezdetben a szerzetes csészéjében levé piros gyongyok széama
minusz a zold gyongyok szama 15 — 12 =50+ 3, igy P(0) igaz.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Be-
latjuk, hogy P(n + 1) is igaz.

Legyen az n-edik gongiités utan a szerzetes csészéjében levs piros gyon-
gyok szama p, a zold gyongyok szama pedig z. Az (n + 1)-edik gongiitésre a
szerzetes két dolgot tehet.

(1) Ha p > 3, akkor a csészébdl kivesz 3 piros gyongyszemet, és betesz
helyette 2 zoldet. A piros gyongyok szidma minusz a zold gyongyok
szama ezutan (p—3) — (2 +2) = (p— z) — 5 lesz. Az indukcios feltevés
szerint p — z vagy bk + 2 vagy 5k + 3, ahol k € Z, ezért az (n + 1)-
edik gongiités utan a szerzetes csészéjében levé piros gyongyok szama
minusz a zold gyongyok szama vagy (5k + 2) — 5 = 5(k — 1) 4+ 2 vagy
(5k 4+3) —5="5(k — 1) + 3. Igy P(n + 1) igaz ebben az esetben.
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(2) A csészéjében levs Osszes zold gyongyszemet pirosra és az Gsszes piros
gyongyszemet zoldre cseréli. A piros gyongyok szédma minusz a zold
gyongyok szama ezutan z — p lesz. Az indukcios feltevés szerint p — z
vagy bk-+2 vagy 5k+3, ahol k € Z, ezért az (n+1)-edik gongiités utan a
szerzetes csészéjében levs piros gyongyok szdma minusz a zold gyongyok
szama vagy —(bk+2) = 5(—k—1)+3 vagy —(5k+3) = 5(—k—1)+2.
Igy P(n+ 1) igaz ebben az esetben is.

A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

A sakktabla, a boszorkany és a jétiindér

Példa. Kedvenc sakktablank szinezését egy gonosz boszorkédny megvaltoz-
tatta, néhany fekete mezGt fehérre, egyes fehéreket pedig feketére szinezett
at. A sakktabla eredeti szinezésének visszaallitdsahoz szerencsére segitséget
kérhetiink egy jotiindértél, aki a varazspalcaja egyetlen suhintésaval a sakk-
tabla egy tetszbleges sordban vagy oszlopaban a szinezést az ellentettjére
tudja valtoztatni, vagyis az adott sorban vagy oszlopban minden fekete me-
z6t fehérre, és minden fehér mez6t feketére szinez at. Vissza tudja-e allitani a
jotiindér a varazspalcaja suhintasainak egy alkalmas sorozataval a sakktabla
eredeti szinezését?

Vilagos, hogy ha a sakktabla egy atszinezésébdl a varazspalca suhinté-
sainak egy alkalmas sorozatéaval visszaallithatd az eredeti szinezés, akkor az
eredeti szinezésébdl is elérhets ez az atszinezés a suhintasok forditott sor-
rendben torténd végrehajtasaval. Ezért a kérdés ugy is megfogalmazhato,
hogy mely szinezések érhetSk el a sakktébla eredeti szinezésébdl a varazs-
palca suhintasainak valamilyen sorozatéaval?

ElGszor itt is invarianst keresiink, amelyrél aztan teljes indukcioval be-
latjuk, hogy mindig fennall, barmilyen atszinezést hajt végre a jotiindér a
varazspalcaja suhintasaival.

Allitas (invarians). A sakktabla eredeti szinezésébdl a varazspélca suhin-
tasaival elérheté barmely szinezésben minden sor megegyezik az elsé sorral
vagy annak ellentettje.

Bizonyitas. Teljes indukciéval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy
a jotiindér n-edik suhintésa utani szinezésben minden sor megegyezik az elsd
sorral vagy annak ellentettje.

Alapeset. Az eredeti szinezésben minden sor megegyezik az elsé sorral vagy
annak ellentettje, igy P(0) igaz.
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Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Be-
latjuk, hogy P(n + 1) is igaz. Tekintsiik a jotiindér (n + 1)-edik suhintasat.
Két eset lehetséges:

(1) Egy sort szinez at a jotiindér az (n + 1)-edik suhintéassal. Az indukcios
feltevés szerint az n-edik suhintas utan minden sor megegyezik az elsé
sorral vagy annak ellentettje, igy ugyanez sziikségképpen fennall az
(n + 1)-edik suhintas utéan is, akarmelyik sort is szinezte at a jotiindér.
Igy P(n+1) is igaz.

(2) Egy oszlopot szinez at a jottiindér az (n + 1)-edik suhintassal. Tekint-
siik a sakktabla egy tetszdleges sorat. Az indukcios feltevés szerint ez
a sor az n-edik suhintds utan megegyezik az els§ sorral vagy annak
ellentettje. Ha a sor megegyezik az els6 sorral, akkor az (n + 1)-edik
suhintassal ellentettjére valtoztatott oszlopban levé mez6ik a suhintas
utan is megegyeznek, ha pedig a sor ellentettje az elsé sornak, akkor az
(n+1)-edik suhintéssal ellentettjére valtoztatott oszlopban levé mezdik
a suhintas utan tovabbra is egymas ellentettjei. Igy P(n-+1) ismét igaz.

A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

Megmutatjuk még, hogy az eredeti szinezésbdl tetszsleges olyan € szine-
zés elérhets a varazspélca suhintasainak egy alkalmas sorozatéaval, amelyben
minden sor megegyezik az els§ sorral vagy annak ellentettje. ElGszor az
oszlopokat szinezziik 4t tgy, hogy az els6 sor megegyezzen € els6 soraval.
Nevezziik ezt a szinezést C*-nak. Az invarians allitas szerint a C* szinezés-
ben minden sor megegyezik az elsé sorral vagy annak ellentettje. Feltételiink
szerint ugyanez teljestil a € szinezésre is, igy a € és C* szinezésekben barmely
két azonos sorszamu sor megegyezik vagy egymas ellentettje. Ha két azonos
sorszamu sor egymas ellentettje, akkor a C* szinezésben valtoztassuk ezt a
sort az ellentettjére. Az Gsszes ilyen sort az ellentettjére valtoztatva végiil a
C szinezéshez jutunk.

Kupacolas

Példa. Tekintsiik a kovetkezé jatékot. Egy kupacban n darab gyufaszal van.
Az els6 1épésben a kupacot két nem iires kupacra bontjuk. Minden tovabbi
lépésben kivalasztjuk valamelyik kupacot, és azt ismét két nem iires kupacra
bontjuk. A jaték végén n kupacunk van mindegyikben pontosan egy szal
gyufaval.

Minden lépéssel pontokat gytjtiink: ha kettébontunk egy a + b gyufa-
szalbol allo6 kupacot egy a és egy b gyufaszalbol all6 kupacra, akkor ezért
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a-b pontot kapunk. Osszpontszamunk az egyes lépésekben kapott pontjaink
Osszege lesz. Lassunk egy jatékot n = 10 gyufaszallal:

10

5][5]

5][3][2]

4][3](2][1]

2][3][2][1][2]
2)[2][2][1][2][1]
L))
2] =]
][]
L

[\
ot

g
m‘Ht—kr—l»—[\D»lk»hOb

Milyen stratégiat kdvessiink, hogy a lehets legtobb pontot gytijtsiik dssze?
Megmutatjuk, hogy a jatékban Osszegytijtott pontok szama csak a gyufasza-
lak szaméatol fiigg, a stratégia nem szamit!

Teljes indukcié elve I11.

A jaték elemzéséhez a teljes indukcié elvének a kovetkezs, "erGsebb" valto-
zatat fogjuk hasznalni.

Teljes indukcié elve ("erdsebb" valtozat).
Legyen P(n) egy éallitas, és legyenek k, 1 € N. Tegyiik fel, hogy

(1) P(k),P(k+1),...,P(k+1) igaz,

(2) minden n > k + [ egész szam esetén, ha P(k), P(k+1),..., P(n) igaz,
akkor P(n + 1) is igaz.

Ekkor P(n) igaz minden n > k egész szamra.

A kiilonbség annyi, hogy az indukcios 1épésnél most kicsit tobb dolgot
tehetilink fel. Esetenként ez némileg egyszertsit a bizonyitéson.
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Kupacolas (folytatas)

Allitas. Akarhogyan is bontunk szét egy n gyufaszalbol 4116 kupacot n darab
egyetlen gyufaszalbol allé kupacra, a kapott pontok szama mindig n(n—1)/2.

Bizonyitas. A teljes indukci6 "erdsebb" véltozataval bizonyitunk. Legyen
P(n) az az allitas, hogy akarhogyan is bontunk szét egy n gyufaszalbol allo
kupacot n darab egyetlen gyufaszalbol allo6 kupacra, a kapott pontok szama
mindig n(n —1)/2.
Alapeset. P(1) trivialisan teljesiil; ilyenkor egyetlen 1épés sincs, igy a kapott
pontszam 0, ami megegyezik a képlet altal szolgaltatott értékkel.
Indukciés lépés. Tegyiik fel, hogy P(1), P(2),...,P(n) igaz valamely n
pozitiv egész szamra; megmutatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

Tekintsiink egy n + 1 gyufaszalbol allo kupacot. Tegyiik fel, hogy az elsd
lépésben ezt egy k és egy n + 1 — k gyufaszalbol allo kupacra bontottuk,
ahol 1 < k£ < n. Teljes pontszamunk nyilvan az elsé 1épésben kapott pont,
plusz a keletkezett kupacok szétbontogatasaval szerezhetd tovabbi pontok
osszege. Az indukcios feltevés szerint P(k) és P(n + 1 — k) igaz, igy a teljes
pontszamunk

K(n+1— k) + k;(k:2 1) n (n+1 k)(n2—|—1 k 1).

Ez a kifejezés kozos nevezdre hozas, majd a zarojelek felbontasa utan a ko-
vetkezG alakot Olti:

2kn + 2k — 2k* + k* —k+n® —nk +n —k — kn + k?
5 :
Ezutan a szamlaloban 1évé miveleteket elvégezve

n*4+n _ (n+1)n

2 2

adodik. Igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elvének "erdsebb" valtozata szerint P(n) igaz minden n
pozitiv egész szamra.

NIM

Helyezziink el néhany pénzérmét az asztalon egy vagy tobb sorban, ahogy a
kovetkezd abran is lathato:

o O O
O O O
o O O
o O



A jatékot ketten jatsszék, a jatékosok felvaltva vesznek el egy vagy tobb
pénzérmét valamelyik sorbol. Az nyer, aki az utols6 pénzérmét veszi el.
Vegyen el mondjuk két pénzérmét a kezdd jatékos a fenti elrendezés elsé
sorabol:

o O O

O O O
o O O O

Ezutan vegye el az 6sszes pénzérmét a masodik jatékos az utolsd sorbol:

(0]

o O o O

Az els6 jatékos most vegyen el harom pénzérmét a mésodik sorbol:

A maésodik jatékos lathatoan bajban van, a két megmaradt pénzérme koziil
pontosan egyet kell elvennie. Barmelyiket is valasztja, az els§ jatékos veszi
el az utols6 pénzérmét, és igy 6 a nyertes.

Charles Bouton, a Harvard Egyetem professzora 1901-ben fedezte fel ho-
gyan kell a jatékot jatszani, ha nyerni akarunk.

A pénzérmék elrendezését egy listaval fogjuk leirni, ennek elemei az egyes
sorokban 1év6 pénzérmék szédma. Az el6bbi példaban a kezdd elrendezés
igy (3,4,5), az ezt kovets elrendezések pedig egymés utén (1,4,5), (1,4,0),
(1,1,0). A stratégia megértéséhez sziikségiink lesz egy matematikai mtve-
letre, amelyet Nim-Osszegzésnek fogunk nevezni. A c¢q,...,c, természetes
szamok Nim-Osszege szintén egy természetes szam, amelyet a kovetkezdkép-
pen szamolunk Kki:

o Irjuk fel a ¢y, ..., ¢, szamokat binaris alakban.
e A Nim-0sszeg i-edik bitje legyen a ci, ..., ¢, szamok i-edik bitjeinek
"xorzata'.

A xor a "kizar6é vagy" roviditése. A by és by bitek by @ by xorzatat a kovetke-
z6képpen definidljuk:

bl bg bl S¥) bg
0 O 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0
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A definiciobol kovetkezik, hogy a by, . . ., by bitek xorzata 0, ha a bitek Gsszege
péros, és 1, ha az 6sszeg paratlan. Példaul 10d1H1 = 1 mivel 1+0+1+1 =
3 paratlan, mig 1 104 0 =0 mivel 1 + 1+ 0+ 0 = 2 péros.

Lassuk, hogyan szamoljuk ki mondjuk a 3, 4 és 5 szamok Nim-0sszegét:

3 = 011
4 = 100
5 = 101
010 = 2

Az egyes oszlopokban levé biteket xorozva a 010 Nim-0sszeget kapjuk, amely
a 2 binaris reprezentacioja.

Legyen (cq, ..., cx) pénzérmék egy elrendezése a Nim jatékban: ez azt je-
lenti, hogy k sor van, és minden 1 < ¢ < k esetén az i-edik sorban ¢; pénzérme
talalhato. Ezt az elrendezést nyerének nevezziik, ha cq, ..., c, Nim-Osszege
nem 0, mig vesztének ha a Nim-0sszeg 0. Ilyen mdédon a lehetséges elrende-
zések halmazét két csoportra osztottuk: a nyerd és a vesztd elrendezésekére.
Ezek utén a stratégia a kovetkezs:

e Ha a soron kovetkezs jatékosnak nyerd elrendezésbdl kell pénzérmét
elvenni, akkor ezt ugy tegye meg, hogy az ellenfélnek egy veszté elren-
dezés maradjon.

e Ha a soron kovetkezd jatékosnak veszté elrendezésbdl kell pénzérmét
elvenni, akkor barmit tesz, az ellenfélnek egy nyerd elrendezés marad;
valasszon tetszdlegesen, és késziiljon a vereségre.

Igy ha az elsG jatékosnak egy nyerd elrendezésbdl kell pénzérmét elvenni,
akkor ezt ugy tegye meg, hogy az ellenfélnek egy vesztd elrendezés marad.
Barmit tesz most a méasodik jatékos, az els¢ jatékosnak ismét egy nyerd el-
rendezésbdl kell pénzérmét elvenni. Ez addig ismétlédik, amig az elsé jatékos
gy6zni fog.

Lassuk, hogyan miikodik Bouton stratégiaja az (1,3,5,7) elrendezésen,
amellyel a Tavaly Marienbadban cimi francia filmben talalkozhattunk. Sza-
moljuk ki ennek az elrendezésnek a Nim-Osszegét:

1 = 001
3 = 0I1
5 = 101
7T = 111
000 = 0

Mivel a Nim-6sszeg 0, ezért ez egy veszts elrendezés az elsé jatékos szamara.
Barmennyi pénzérmét is vesz el, a masodik jatékosnak egy nyerd elrendezés
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marad, vagyis egy olyan, amelynek a Nim-6sszege nem 0. Tavolitsa el mond-
juk az els6 jatékos az egész negyedik sort. A kapott elrendezés Nim-osszege:

= 001
011
101
= 000
111 = 7

o otw
|

Ez egy nyer6 elrendezés. Most a mésodik jatékosnak tgy kellene elvenni
pénzérmét, hogy az els§ jatékosnak egy veszté elrendezés maradjon, vagyis
egy olyan, amelynek a Nim-6sszege 0. Egyetlen médon érhets ez el, vegyen
el harom pénzérmét a harmadik sorbol:

1 = 001
3 = 011
2 = 010
0 = 000
000 = 0

Most az els6 jatékosnak megint egy veszts elrendezésbdl kell pénzérmét el-
venni. Barhogyan is teszi ezt meg, a masodik jatékosnak egy nyerd elrendezés
marad. Vegye el az els6 jatékos mondjuk mindhédrom pénzérmét a masodik
sorbol. Ekkor a masodik jatékosnak a kévetkezs elrendezés marad:

= 001
= 000
= 010
= 000
011 = 3

SN O =

Ez egy nyer$ elrendezés. A mésodik jatékosnak ismét ugy kellene elvenni
pénzérmét, hogy az elsé jatékosnak egy vesztd elrendezés maradjon. Ez egy-
szertl, vegyen el egy pénzérmét a méasodik jatékos a harmadik sorbol:

1 = 001
0 = 000
1 = 001
0 = 000
000 = 0

Az els6 jatékos innen nyilvan veszit, a két megmaradt pénzérme koziil pon-
tosan egyet kell elvennie, mire a masodik jatékos elveszi a masikat, és nyer.

Belatjuk, hogy Bouton stratégiaja tényleg mikodik.
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1. Allitas Ha a soron kovetkezs jatékos egy veszt6 elrendezésbdl kénytelen
elvenni pénzérmét, akkor barhogyan is teszi ezt meg, a mésik jatékosnak egy
nyeré elrendezés marad.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a soron kiovetkez§ jatékos egy veszts elrende-
zésbdl kénytelen elvenni pénzérmét, vagyis egy olyan (cy, ..., ¢x) elrendezés-
bél, amelynek a Nim-0sszege 0. Tegytik fel, hogy a jatékos a j-edik sorbol
vesz el pénzérmét, ahol igy ¢; < ¢; pénzérme marad. A ¢; és ¢; szdmok binaris
alakja legalabb egy bit pozicion kiilonbozik, ennélfogva a kapott elrendezés
Nim-0sszegében ezen a bit pozicion sziikségképpen 1 all, igy a Nim-Osszeg
nem 0, vagyis a kapott elrendezés nyer6.

2. Allitas Ha a soron kovetkezs jatékos egy nyerd elrendezésbdl vehet el
pénzérmét, akkor ezt meg tudja Ggy tenni, hogy a maésik jatékosnak egy
vesztl elrendezés marad.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a soron kovetkezd jatékosnak egy olyan (¢,
..., ¢) elrendezésbdl kell pénzérmét elvenni, amelynek Nim-6sszege s # 0.

s stz

s stz

1 all. Vegyen el a jatékos annyi pénzérmét a j-edik sorbol, hogy a megma-
2 , ~ / . , . ey e L / . L. L e,

radt pénzérmék ¢ szdmara teljestiljon, hogy ¢; és ¢ bindris reprezentacioja
1 all.

Mivel az i-edik pozicién c; binaris reprezentdciojaban 1 all, ¢; bindris

2 . P 12

szam megegyezik, ezért ¢; < ¢;.

Masrészt miutéan a j-edik sorban c;» pénzérme maradt, a kapott elrendezés
Nim-6sszege 0, hiszen c; és c;- binéris reprezentaci6ja pontosan azokon a
pozicidkon kiilonbozik, ahol az eredeti Nim-6sszegben 1 allt.

Egy példa talan jobban megvilagitja a fentieket. Tegyiik fel, hogy a so-
ron koévetkezs jatékosnak az (1,2,4,4) elrendezésbdl kell pénzérmét elvenni.
Kiszamitjuk a Nim-0sszeget:

= 001
010
100
= 100
011 = 3

= o N
Il
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A Nim-6sszeg 011 binéarisan. Most a legértékesebb 1 jobbrél a masodik pozi-
cion all. A pénzérmék szama a mésodik sorban 010 binarisan, itt all jobbrol
a masodik pozicion 1. Ebb6l a sorbdl vesziink el pénzérmét tgy, hogy bi-
narisan 001 pénzérme maradjon, ez kiilonbozik a pézérmék eredeti szaméatol
minden olyan pozicién, ahol a Nim-0sszegben 1 all. Most kiszdmoljuk a
kapott elrendezés Nim-Osszegét:

1 = 001
1 = 001
4 = 100
4 = 100
000 = 0

Ahogy vartuk, ez egy veszts elrendezés.
Most méar készen allunk a f6 eredmény bizonyitasara.

Tétel. Ha a soron kovetkezs jatékosnak egy nyerd elrendezésbdl kell elvenni
pénzérmét, akkor 6 fog nyerni. Ellenkezs esetben a masik jatékos fog nyerni.

Bizonyitas. A teljes indukcio "erdsebb" véltozataval bizonyitunk. Legyen
P(n) az az allitas, hogy egy n pénzérmébdl allo tetszoleges elrendezés esetén
ha ez egy nyeré elrendezés, akkor a soron kovetkezd jatékos nyer, ellenkezd
esetben pedig a mésik jatékos.

Alapeset. P(1) trivialisan teljesiil; az egyetlen pénzérmébdl allo elrendezés
nyerd, a kezd§ jatékos elveszi ezt a pénzérmét, és nyer.

Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy P(1), P(2),..., P(n) igaz valamely n
pozitiv egész szamra; megmutatjuk, hogy ekkor P(n+ 1) is igaz. Tekintsiink
egy n + 1 pénzérmébdl allo elrendezést. Két eset lehetséges.

(1) Tegyiik fel, hogy az elrendezés nyers. Ekkor a 2. Allitas szerint a soron
kovetkezs jatékos el tud venni ugy pénzérmét, hogy a masik jatékos-
nak egy legfeljebb n pénzérmébdl allo, veszts elrendezés marad. Az
indukcios feltevés szerint igy a masik jatékos fog vesziteni.

(2) Tegyiik fel, hogy az elrendezés veszts. Ekkor az 1. Allitas szerint a
soron kovetkezd jatékos barhogyan is vesz el pénzérmét, a masik jaté-
kosnak egy legfeljebb n pénzérmébdl allo, nyerd elrendezés marad. Az
indukcios feltevés szerint igy a masik jatékos fog nyerni.

Igy P(n + 1) mindkét esetben igaz.

A teljes indukcio elvének "erésebb" valtozata szerint P(n) igaz minden n
pozitiv egész szamra.
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Tanul6csoportok

Példa. Mutassuk meg, hogy egy n > 12 {6s osztaly mindig feloszthato 4 és
5 f6s tanulocsoportokral

Megoldas. A teljes indukcié "erésebb" véltozataval bizonyitunk. Legyen
P(n) az az allitas, hogy egy n > 12 {8s osztaly mindig feloszthato 4 és 5 {6s
tanul6csoportokra.

Alapeset(ek). P(n) igaz minden 12 < n < 15 esetén:

12 =4+4+4,
13=4+4+5,
14=4+5+5,
15=5+5+5.

Indukcids 1épés. Tegyiik fel, hogy P(12), P(13),..., P(n) igaz valamely
n > 15 egész szamra; megmutatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

Tekintsiink egy n + 1 {6s osztalyt. Alakitsunk el6szor egy 4 f6s tanulo-
csoportot. Mivel n > 15, ezért (n+ 1) —4 =n — 3 > 12, igy a fennmarado
n — 3 tanuldé az indukcios feltevés szerint beoszthato 4 és 5 f6s tanuldcso-
portokba. Ez utobbi csoportbeosztés, kiegészitve az elsének alakitott 4 fGs
tanulocsoporttal megfelel a kivanalmaknak. Igy P(n + 1) is igaz.

A teljes indukci6 elvének "erGsebb" valtozata szerint P(n) igaz minden
n = 12 egész szamra.
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Rekurzi6

Szamitéasi feladatok megoldasanal gyakran alkalmazzuk azt a megkozelitést,
hogy az adott feladatot hasonld, de kevesebb objektumra vonatkozo fel-
adat(ok) megoldaséara vezetjiik vissza. Ezt a megkozelitést a feladat rekurziv
megoldasdnak nevezziik.

Hanoi tornyai

A kovetkezs feladvanyt Edouard Lucas tette kozzé 1883-ban. Egy talap-
zatba harom fiiggéleges rud van rogzitve. A rudak egyikén nyolc kiillonb6z6
atmérdsjl, kozépen kifurt korong helyezkedik el, alulrol felfelé csokkend sor-
rendben.

Egy 1épésben valamelyik rad legfelsé korongjat attehetjiik egy masik radon
levé korongok tetejére, ha ezzel nagyobb atmérsji korong nem keriil kisebb
atmérgji folé. A feladat az Gsszes korong athelyezése egy masik ridra a fenti
szabaly betartasaval; a korongok a mésik ridon is alulrél felfelé az atmérgjiik
szerint csokkend sorrendben vannak.

Lucas egy romantikus torténetet is kozreadott a feladat kapcsan. Ebben
3 gyéméntti és 64 tomor arany korong szerepel. Az id6 kezdetén mind a 64
korong ugyanazon a ttin helyezkedett el. Azota szerzetesek egy csoportja azon
munkalkodik, hogy a korongokat a fenti szabalyok betartasaval athelyezze egy
mésik tire. Amikor végeznek, eljon a vilag vége. Ami szamunkra érdekes: ha
elég id6 all a szerzetesek rendelkezésére, végre tudjak-e hajtani a feladatot,
és ha igen, mennyi id§ van hatra a vilag végéig?
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Bar els6 pillantasra egyaltalan nem nyilvanvald, hogy a feladat megold-
hato, némi probalkozés utan az a meggy6z&désiink tamad, hogy valosziniileg
igen. A megoldas legelegansabban rekurziv moédon adhaté meg. Vizsgéljuk
meg elGszor a feladat egy, kettd illetve harom korongra vonatkozo valtozatat.

Egy korong esetén nincs sok tennivalonk:

Két korong esetén sem sokkal bonyolultabb a helyzet:
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Héarom korongra is elég gyorsan megtalalhatdo a kovetkezs, hét lépéses
megoldas:

]]_

— —
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A harom korongnal latott megoldast kicsit tiizetesebben megvizsgalva
nem nehéz rekurzivan megfogalmazni az n korongra vonatkozé feladat meg-
oldasat:

44



(1) Helyezziik at az elss rad fels6 n — 1 korongjat (rekurzivan) a harmadik
radra.

(2) Helyezziik at a legnagyobb korongot az els6rél a méasodik rudra.

(3) Helyezziik a4t a harmadik radon levé n — 1 korongot (rekurzivan) a
masodik ridra, a legnagyobb korong folé.

Képiesen:

: e
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Ebbdl kovetkezik, hogy a szerzetesek egyszer csak végezni fognak a fel-
adatukkal, és a vildg vége bekovetkezik. Ezek utan mér csak az a kérdés,
hogy mikor?

Jelolje T'(n) a minimaélis 1épésszamot, amely n korong egyik rudrél egy
maésikra torténé athelyezéséhez sziikséges. Egyszerten ellenérizhetd, hogy
T(1) =1¢és T(2) = 3. Azt is lattuk, hogy harom korong atrakhatd hét
lépésben, igy T'(3) < 7.

Vizsgéljuk meg a rekurziv megoldasunkat a lépésszam szempontjabol! Az
elsé fazis, amikor az els6 rid fels§ n — 1 korongjat athelyezziik a harmadik
radra, megvalosithaté T'(n — 1) lépésben. A masodik fazis, amikor a leg-
nagyobb korongot az elsérél a mésodik rudra helyezziik at, egy lépés. A
harmadik fazis, amikor a harmadik radon levé n — 1 korongot athelyezziik a
masodik radra, ismét megvalosithatd T'(n — 1) lépésben. Ebbdl kovetkezik,
hogy T'(n) < 2T'(n — 1) + 1 minden n > 2 egész szamra. Specialisan
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Felhivjuk a figyelmet, hogy a minimélis 1épésszamot ezzel még nem hataroz-
tuk meg, arra csak egy fels6 korlatot adtunk. Nem zarhatjuk ki, hogy az
altalunk talalt algoritmusnél van hatékonyabb is.

Belatjuk, hogy az altalunk talalt algoritmusnél nincs hatékonyabb eljaras.
Tegytik fel, hogy n korongot szeretnénk athelyezni az els6 rudrol egy masikra.
Valamelyik lépésben nyilvan at kell helyezniink a legnagyobb korongot az elsé
radrél mondjuk a masodikra. Hogy ezt megtehessiik, nyilvan az 6sszes tobbi
korongnak a harmadik ridon kell lenni. Ekkor viszont ezt az n — 1 korongot
elézoleg at kellett helyezni az els6 rudrol a harmadikra, ami legalabb T'(n—1)
lépés. Hasonldan, miutan a legnagyobb korong a végsé helyére keriil, ismét
legalabb T'(n — 1) lépés sziikséges a tobbi korong foléhelyezéséhez. Ebbdl
kovetkezik, hogy T'(n) > 2T(n — 1) + 1 minden n > 2 egész szamra.

A két egyenlGséget Osszevetve T'(n)-re a kovetkezd rekurziv formula ado-
dik: . N .

an=1,
T(”)_{ 2T(n—1)+1 han>2.

Ebbdl a rekurziv formulabol T'(64) kiszamithato, bar eltart egy ideig. Jo

lenne valami zart formulat talalni T'(n)-re! Erre tobb modszer is ismert. A

legegyszertibb talan megsejteni a formulat, majd igazolni, altalaban teljes
indukcioval.
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2 |3 |4 |5 |6 |7 [8 ]9 10
3 | 7 |15 | 31 |63 | 127 255] 511 [1023

Allitas. Ha T'(n)-re a
1 han=1,
T(”)_{ 2T(n—1)+1 han>2,

rekurziv Osszefiiggés teljesiil, akkor T'(n) = 2" — 1 minden n pozitiv egész
szamra.

Bizonyitas. Teljes indukcidval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allités, hogy
T(n)=2"—1.
Alapeset. P(1) igaz, mert T(1) =1 =2 — 1.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

A rekurziv formula szerint T'(n+ 1) = 27'(n) + 1. Alkalmazzuk az induk-
cios feltevést:

2T(n)+1=2(2" —1)+1=2"" -2+ 1=2"" 1.

Igy P(n+1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

Megsejteni a megoldast sajnos nem mindig ilyen egyszerd. Egy alternativ
modszer a kévetkezé.

1. lépés: "fejtsiik ki" a rekurziv formulét.
T(n)=1+2T(n—-1)

=1+2(1+2T(n—2))
=14+2+4T(n—2)
=142+4(1+27T(n—3))
=1+2+4+8T(n—3)
=14+24+4+8(1+2T(n—4))
=14+24+4+8+4+167(n—4)

2. lépés: keressiink "mintat".
Tn)=1+2+4+--+2"T(n—1i)
=14+2+4+ - +2(1+2T(n— (i +1)))
=1+4+2+4+ - +2"+ 27T (n - (i +1)).
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Rogton ellendriztiik is, hogy a "mintat" jol ismertiik-e fel.

3. lépés: helyettesitsiik -be azt az értéket, hogy a jobb oldal a rekurzié
"alapesetének" fliggvénye legyen. Itt i =n — 1.

Tn)=1+2+4+4---+2"242"717(1)
=14+2444--- 42024200

Felhasznéltuk, hogy 7'(1) = 1.

4. 1épés: hozzuk a jobb oldalt zart alakra.

2" —1

T)=1+2+4+ +2"7+2" =T —

Persze ez a modszer sem alkalmazhatd mindig!

Fibonacci sorozat

Egy 4j tudomanyteriileten kezdetben rengeteg betdltetlen alléds van a kiilon-
b6z6 egyetemeken szerte a vilagon. Az id§ mulasaval kezdenek az allasok
betoltddni, a teriilet irant érdeklédd jovébeni hallgatok akadémiai karrier
lehet&ségeit egyre behataroltabbéd téve. A professzorok szaménak noveke-
désével a Ph.D. hallgatok szama is ng, ami még inkdbb gyorsitja az allasok
betoltésének litemét. Egyszer csak az Osszes allas betoltddik; ezutén a teriilet
irdnt érdeklds hallgatoknak nincs esélye egyetemi allast kapni. Mikor fog
ez bekovetkezni?
A részletek a kovetkezok:

Osszesen N egyetemi allas van; ez a szam nem valtozik soha.

Senkit nem lehet nyugdijba kiildeni, igy ha egy &allas betoltédik, az sose
iriil meg tjra.

Minden évben minden professzornal egy Ph.D. hallgaté végez, aki a
kovetkezG évben maga is professzor lesz. Egyetlen kivétel van: friss
professzornak nincs Ph.D. hallgatoja, ilyenkor még tul elfoglalt (publi-
kaciok, palyazatok, projektek).

Kezdetben egy professzor sincs, és az els§ évben egyetlen professzort
alkalmaznak, egyetlen helyen.
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Jelolje F'(n) a professzorok szamat az n-edik évben. Vizsgaljuk meg F'(n)
értékét néhany kis n-re. Kezdetben egyetlen professzor sincs, igy F'(0) = 0.
Az els6 évben egyetlen friss professzor van, akinek még nincs Ph.D. hallga-
toja, igy F(1) = 1. A masodik évben friss professzor nincs, egyetlen oreg
professzor van egy Ph.D. hallgatoval, igy F'(2) = 1. A harmadik évben egy
friss és egy Oreg professzor van, az oreg professzor egy Ph.D. hallgatoval, igy
F(3) = 2. A negyedik évben egy friss és két oreg professzor van, az oreg
professzorok két Ph.D. hallgatoval, igy F'(4) = 3. Az 6t6dik évben két friss
és harom oreg professzor van, az oreg professzorok harom Ph.D. hallgatéval,
igy F'(5) = 5. A hatodik évben harom friss és 6t 6reg professzor van, az reg
professzorok 6t Ph.D. hallgatoval, igy F(6) = 8.

Vil4gos, hogy az n-edik évbeli professzorok szamat tgy kapjuk meg, hogy
az (n — 1)-edik évbeli professzorok szamahoz hozzéadjuk az 0j alkalmazottak
szamat. Az (n — 1)-edik évbeli professzorok széma definici6 szerint F'(n —
1). Az 1j alkalmazottak mindegyike az (n — 1)-edik évben Ph.D. hallgatoja
volt egy akkor nem friss professzornak, vagyis egy olyannak, aki mér az
(n — 2)-edik évben is professzor volt. Ez utobbiak szama F(n — 2), igy az
1j alkalmazottak szama is ugyanennyi. Innen F'(n)-re a kovetkezs rekurziv
formula adodik:

0 han =0,
Fn)=< 1 han =1,
Fin—1)+F(n—2) han>2.

Az igy definidlt sorozatot Fibonacci sorozatnak nevezziik, tagjait pedig
Fibonacci szamoknak. A Fibonacci szamok meglepSen sok alkalmazéasnél
el6jonnek. A sorozatot elgszor Fibonacci irta le 1202-ben egy nyulak szapo-
rodaséarol szolo feladvany kapcséan.

A rekurziv formula alapjan a Fibonacci szamok egymaés utan kiszamit-
hatok. Az allasok betoltédésére vonatkozo eredeti kérdés megvélaszolasdhoz
azonban egy zart képlet 1ényegesen kényelmesebb volna. Most is probéalkozha-
tunk azzal, hogy kitalaljuk a formulat. Mint latni fogjuk, ez linearis rekurziok
esetén — ide tartozik a Fibonacci sorozatot megadé rekurziv formula — nem
is olyan bonyolult.

Linearis rekurzidk

A linearis rekurziok altalanos alakja (a kezdeti értékekrdl egy pillanatra elfe-
ledkezve) a kovetkez6 :

fn)=af(n—1)+ayf(n—2)+- +aaf(n—d).
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Definialjuk a rekurziohoz tartozo karakterisztikus egyenletet a kivetkezs-

képpen:

d d—1 d—2
T =a1xr + asx + -t ag_1x + aq.

A karakterisztikus egyenlet gyokeit meghatarozva megkaphatjuk a rekurzié
alapmegoldasait:

e ha r egyszeres (valos) gyoke a karakterisztikus egyenletnek, akkor
f(n) =r"
megoldasa a rekurzionak,

e ha r tobbszords, mondjuk k-szoros (valos) gyoke a karakterisztikus
egyenletnek, akkor

2 k—1,.n

f(n)=r"nr* nr" .. on " r
mind megoldéasai a rekurzionak.

Ha példaul rq, 7y, r3 a karakterisztikus egyenlet (valos) gyokei, mondjuk
r3 kétszeres multiplicitassal, akkor

f(n)=ry,ry, ry nry

négy kiilonbozs (alap)megoldasa a rekurzionak.
Az igy kapott megoldasok &altalaban még nem konzisztensek a kezdeti
értékekre vonatkozo feltevésekkel. Azonban igaz a kovetkezd.

Allitas. Ha g(n) és h(n) megoldésai egy lineéris rekurzionak, akkor
ag(n) + Bh(n)

is megoldas tetszbleges «, B € R esetén.

Bizonyitas. Mivel g(n) és h(n) megoldas, ezért

arg(n —1) + agg(n — 2) + -+ + aqg(n — d),
h(n) = aih(n — 1) + agh(n — 2) + - - + agh(n — d).
Am ekkor

ag(n) + Bh(n) =ai(ag(n —1) + fh(n — 1))+
ax(ag(n —2) + fh(n —2)) + -+
ag(ag(n —d) + phn —d)),
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vagyis ag(n) + Bh(n) is megoldas.
Az el6bbi példanal ez azt jelenti, hogy ott
f(n) = arl + pry +ry + onry

megoldas tetszGleges o, 8,v,6 € R esetén.

A kezdeti értékekre vonatkozo feltételek a-ra, S-ra, y-ra és d-ra vonatkozo
linearis egyenletekként jelennek most meg. Ha példaul f(0) =0, f(1) = 1,
f(2) =4 és f(3) =7, akkor az egyenletek

ar?+ﬁrg+fy7’g+5-0-7"§:

ar}+,@r§+7r§+5-1-r§:1
ar? + Bri +4r2 +6-2-r2 =4
ard + Br +rd + 85315 =7

w

Megoldva az egyenletrendszert, a linearis rekurzionak a kezdeti értékekre
vonatkozo feltételekkel konzisztens megoldésa meghatarozhato.

Fibonacci sorozat (folytatas)

Alkalmazzuk az el6bbieket a Fibonacci sorozatra. A linearis rekurzio (a kez-
deti értékekrdl egy pillanatra elfeledkezve)

F(n)=F(n—1)+ F(n—2),
a karakterisztikus egyenlet pedig
2 =x+1.
A karakterisztikus egyenlet gyokei

1144 1445
N 2 2

T1,2

mindkét gyok egyszeres.

Most " N
F(n)=ac (1 +2\/5> + ¢ (1 _2\/5>

megoldésa a rekurzionak tetszéleges ci,co € R esetén.
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A kezdeti értékekre vonatkozo feltételek

F(O):cl<1+\/g) + ¢ (1_2\/5> =c+c =0,

2
115\ -5\
F(].) = C1 + + ¢ — =1.
2 2
Az els6 egyenletbdl co = —cq, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve

1+V5 1-V5) _,
C1 5 —C 5 =4

CC+£_PM3:1

illetve

2 2

ahonnan egyszerd szdmolassal
Cy - \/g =1

adodik. Kovetkezésképpen

1 )
Cl = —= €S Cy = —

V5

Ezzel kész is vagyunk, a keresett zart képlet

1 (145 1 (1=
ro- (55) 5 (5°)

Bl

Elég furcsa! Ha valaki nem hiszi el, teljes indukciéval ellenérizheti a képlet

helyességét!

Visszatérve az eredeti kérdésre, hany év milva lesz betoltve mind az N
egyetemi allas? Ehhez nyilvan azt a legkisebb n pozitiv egész szamot kell
meghatarozni, amelyre F'(n) > N. Az F(n)-re vonatkozo képlet elég komp-

likalt, azonban vegyiik észre, hogy
Fm_i]+ﬁn_ilfﬁ"Nil+ﬁn
V5 2 V5 2 V5 2 ’

1-+5
2

=0.618... <1
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és egy egynél kisebb abszolut értéki szam nagy hatvanyai alig térnek el nul-
latol.
Keressiik tehat azt a legkisebb n pozitiv egész szamot, amelyre

i<1+¢5>n>N.

NAWE

Ez mér konnyt:

log 5/

{log VBN w
n = )
Igy ha mondjuk az allashelyek szama N = 10000, akkor n = 21 év.

Mini-tetris

Példa. A mini-tetris jatékban egy nyerd konfiguracié a 2 x n-es jatéktabla
teljes kitoltése a kovetkezé harom alakzattal:

| o

Példaul a 2 x 5-6s jatéktablan néhény nyerd konfiguracio:

Jelolje M (n) a nyerd konfiguraciok szamat a 2 x n-es jatéktablan.
(a) Hatéarozzuk meg M (1), M(2) és M(3) értékét!
(b) Keressiink rekurziv sszefiiggést M(n —2), M(n — 1) és M(n) kozott!
(¢) Adjunk zart formulat M (n)-re!

Megoldas.
(a) Kénnyen ellendrizhets, hogy n = 1 esetén

L]
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az egyetlen nyerd konfiguracié, n = 2 esetén

a nyer$ konfiguraciok, n = 3 esetén pedig

a nyerd konfiguraciok. Igy M (1) =1, M(2) = 3 és M(3) = 5.
(b) A 2 X n-es jatéktablan minden nyerd konfiguracio a jatéktébla tetején
levé elrendezés alapjan harom tipusba sorolhato:

Az els6 tipusbol M (n—1), mig a méasik kett6bol M (n—2) nyerd konfigurécio
van. Igy
M(n)=M(n—1)+2M(n—2).

(c) A lineéris rekurzi6 (a kezdeti értékekrdl egy pillanatra elfeledkezve)
M(n)=M(n—1)+2M(n—2),
a karakterisztikus egyenlet pedig
=242
A karakterisztikus egyenlet gyokei

1+v1+8 1+3
2 2

T2 =

azaz r1 = 2 és x9 = —1; természetesen mindkét gyok egyszeres.
Most
M(n) =Cp- 2" + Co - (—1)”

megoldésa a rekurzionak tetszéleges ¢, co € R esetén.
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A kezdeti értékekre vonatkozo feltételek

M) =c - 2" +c- (=)' =2¢; —cp =1,
M2)=c; -2 +cy- (—1)? =4ey +cp = 3.
A két egyenletet Osszeadva 6¢; = 4, és igy ¢ = %, majd visszahelyettesitve
az els6 egyenletbe co = 2¢; — 1 = % -1 = % adodik. Kész is vagyunk, a
keresett zart képlet
2 1 B 2t 4 (—1)n

Indiana Jones és a Szent Gral

Példa. Indiana Jones leguijabb kalandja a Szent Gral megszerzése. A Szent
Gralt egy sivatagi szentélyben 6rzik, d napi jar6foldre a legkozelebbi oédzis-
tol. A sivatag elviselhetetleniil forr, Indiana Jonesnak folyamatosan inni
kell. Sajnos Indiana Jones az egyéb felszerelése mellett egyszerre legfeljebb
egy gallon vizet tud magéanal tartani — ez egy napra elég neki. Viszont a si-
vatagban Indiana Jones béarhol készithet viztarolokat, amelyekbe a nala levé
vizbdl tetszdleges mennyiséget belednthet; ezekbdl késébb, amikor ismét arra
jar, kiegészitheti az apado vizkészletét.

(a) Milyen messzire juthat Indiana Jones az oazistol, ha vissza is akar térni,
és a bennsziilottek csak egy gallon vizet hajlandok neki dsszesen adni?

(b) Milyen messzire juthat Indiana Jones az 0azistol, ha vissza is akar térni,
és a bennsziilottek két gallon vizet hajlandok neki 6sszesen adni?

(c¢) Milyen messzire juthat Indiana Jones az oazistol, ha vissza is akar térni,
és a bennsziilottek harom gallon vizet hajlandok neki Gsszesen adni?
Probaljuk meg felhasznalni az el6z6 pontbeli stratégiat!

(d) Milyen messzire juthat Indiana Jones az oazistol, ha vissza is akar térni,
és a bennsziilottek n gallon vizet hajlandok neki 6sszesen adni?

(e) Hany napig tart az ut, ha a szentély 10 napi jar6foldre van az oazistol?

Megoldas.

(a) Indiana Jones § napi jaroféldre juthat el a sivatagban, utdna vissza kell
fordulnia.

(b) Indiana Jones el6szor }L napi jarofoldre gyalogol be a sivatagba, ott készit
egy viztarolot, beleont % gallon vizet, majd visszamegy az oazisba. Ezutan
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djra elindul a masodik gallon vizzel, i napi jarofoldre begyalogol a sivatagba,

a viztarolonal magéhoz vesz }l gallon vizet, gyalogol még fél napot, majd

visszafordul. A viztarolonal magahoz veszi a megmaradt Z—i gallon vizet, és
visszamegy az oazisba. Ilyen moédon Indiana Jones

1

3

1
17371
napi jar6foldre juthat el a sivatagban.
(c) Indiana Jones elGszor é napi jarofoldre gyalogol be a sivatagba, ott készit
egy viztarolot, beleont % gallon vizet, majd visszamegy az oazisba. A masodik
gallon vizzel Indiana Jones ismét % napi jaréfoldre gyalogol be a sivatagba,
belednt a viztaroloba % gallon vizet, majd visszamegy az oazisba. Végiil a
harmadik gallon vizzel megint % napi jarofoldre gyalogol be a sivatagba, és
beleont a viztaroloba % gallon vizet. Ekkor a viztaroloban 3 x % = 2 gallon
viz van, Indiana Jonesnal pedig ezen kiviil még % gallon, amivel vissza tud
térni az oéazisba.

Azonban most Indiana Jones ahelyett, hogy azonnal visszatérne az oa-
zisba, az el6z6 pontban leirtak szerint a viztaroloban levé 2 gallon vizzel még
tovabbi % napi jarofoldre juthat el a sivatagba, majd onnan vissza is tud térni
a viztarolohoz, az ezen kiviil meglevd é gallon vizzel pedig az oézisba. Ilyen

modon Indiana Jones
1 1 1 11
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napi jar6foldre juthat el a sivatagban.
(d) Az el6z6 gondolatmenetet kovetjiik. Indiana Jones elGszor % napi jaro-
foldre gyalogol be a sivatagba, ott készit egy viztarolot, belednt "T’l gallon
vizet, majd visszamegy az oazisba. Ezutdn Indiana Jones még n — 2 al-
kalommal begyalogol a sivatagba % napi jarofoldre, beleont a viztaroloba
”T_l gallon vizet, majd visszamegy az oédzisba. Végiil az n-edik gallon vizzel
megint % napi jarofoldre gyalogol be a sivatagba, és belednt a viztaroloba
”Tfl gallon vizet. Ekkor a viztaroloban n x "T’l = n—1 gallon viz van, Indiana
Jonesnal pedig ezen kiviil még % gallon, amivel vissza tud térni az oazisba.

Azonban most Indiana Jones ahelyett, hogy azonnal visszatérne az oa-
zisba, a viztaroloban levé n — 1 gallon vizzel, hasznalva az erre a vizmennyi-
ségre vonatkozo stratégiat, még tovabbi

I S
2(n—1)  2(n-—2) 4 2

napi jarofoldre juthat el a sivatagba, majd onnan vissza is tud térni a vizta-
rolohoz, az ezen kiviil meglevé % gallon vizzel pedig az oézisba. Ilyen moédon
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Indiana Jones

1 1 1

1
mTam—n) T2m—y T Tit2™

napi jarofoldre juthat el a sivatagban.
(e) Ekkor az

Inn
—>10
2

osszefiiggésnek kell teljesiilni, vagyis n > €* ~ 4.8 - 10® nap.
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Elemi szamelmélet

A szamelmélet a matematika azon aga, amely az egész szamok tulajdonsagait
vizsgalja. Mit lehet ezen vizsgalni — kérdezhetjiikk —, van a 0, az 1,2, 3, és
igy tovabb, meg a negativ szamok. Ezeket mar az &sember is ismerte, a
pozitivokat mindenképp.

Oszthat6sag

Azt mondjuk, hogy egy a egész szam osztdja egy b egész szamnak, ha van
olyan k egész szam, amelyre ak = b. Azt, hogy a osztoja b-nek ugy jeloljik,
hogy a | b. Példaul 7 | 63, mert 7-9 = 63. A nullanak minden egész
szam osztdja, hisz a - 0 = 0 minden a egész szamra teljesiil. Ha a osztoja
b-nek, akkor azt is szoktuk mondani, hogy b tobbszorose a-nak. Példaul 63
tobbszorose 7-nek.

Tokéletes szamok

Ez idaig elég egyszeriinek tiinik, de jatsszunk el kicsit az oszthatosag defi-
szamot tokéletesnek neveztek, ha az megegyezett a néla kisebb pozitiv osz-
toinak Osszegével. Példaul 6 =142+ 3 és 28 =1+ 244+ 7+ 14 tokéletes
szamok, de 10 nem tokéletes, hisz 1 + 2 + 5 = 8, és 12 sem tokéletes, hisz
1+424+3+4+6=16.

Euklidesz i.e. 300 koriil megadta a paros tokéletes szamok egy jellemzé-
sét. De mi van a paratlan tokéletes szamokkal? Vannak egyéltalan ilyenek?
T6bb mint 2000 év utén a valasz még mindig nem ismert! Koriilbeliil 103%-ig
minden pératlan szamot sikeriilt kizarni, de senki nem bizonyitotta be, hogy
ezutan sem fog felttinni egy.

Koriilbeliil 5 percnyi szamelmélet tanulds utdn az emberi tudas hata-
rain tulra tévedtiink. Az igazat megvallva ez elég tipikus: a szamelmélet
tele van olyan kérdésekkel, amelyeket konnyd megfogalmazni, de reményte-
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leniil nehéz megvalaszolni. Azért ez nem minden esetben rossz hir, megleps
modon a szamitastudomany ezeket a nehézségeket idénként képes a maga
hasznara forditani: amikor az interneten vasarolunk, pénzt vesziink fel egy
automatabol vagy megnézziik a vizsgajegyiinket a NEPTUN rendszerben, a
szamelmélet bizonyos probléméinak hatékony megoldhatatlansagaban vakon
meghbizva tessziik ezt.

Oszthatosag (folytatas)

Osszefoglaljuk az oszthatésag legfontosabb tulajdonsagait, ezeket egyéltalan
nem nehéz bizonyitani.

Allitas.

1) Ha a | b, akkor a | be tetszéleges ¢ egészre.

(1)

(2) Haa|bésb]|c, akkor a | c.

(3) Haa | b és a| c, akkor a | sb+ tc tetszéleges s,t egészekre.
(4)

4) Tetszoleges ¢ # 0 egészre a | b akkor és csak akkor, ha ca | cb.

Bizonyitas.

(1) Mivel a | b, igy van olyan k egész, amelyre ak = b. Megszorozva az
egyenletet c-vel a - ke = be adodik, amibél a | be kovetkezik.

(2) Mivel a | b, igy van olyan ki egész, amelyre ak; = b. Mivel b | ¢, igy
van olyan ky egész, amelyre bky = c. A méasodik egyenletben b helyére ak;-et
helyettesitve a - k1ke = ¢ adddik, amibdl a | ¢ kovetkezik.

(3) Mivel a | b, igy van olyan k; egész, amelyre ak; = b. Megszorozva ezt az
egyenletet s-sel a-k1s = sbadodik. Mivel a | ¢, igy van olyan ko egész, amelyre
aky = c. Megszorozva ezt az egyenletet t-vel a - kot = tc adodik. Osszeadva
az a-kys = sb és a- kot = tc egyenleteket kapjuk, hogy akys+ akst = sb+tc,
illetve kiemeléssel a(kys + kot) = sb+ tc. Ebbdl a | sb + tc kivetkezik.

(4) Elsszor belatjuk, hogy ha a | b, akkor ac | bc. Mivel a | b, igy van olyan
k egész, amelyre ak = b. Megszorozva az egyenletet c-vel k - ac = be adodik,
amibdl ac | be kovetkezik. Ezutan belatjuk, hogy ha ac | be és ¢ # 0, akkor
a | b. Mivel ac | be, igy van olyan k egész, amelyre ack = bc. Most ¢ # 0, igy
az egyenletet végigoszthatjuk vele. Az osztas utan ak = b adoédik, amibdl
a | b kovetkezik.

Példa. Mutassuk meg, hogy 3 | n® — n minden n természetes szdmral
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Megoldas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy

n® — n oszthaté 3-mal.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 03 — 0 = 0 oszthat6 3-mal.

Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

n+1)P—m+1)=n*+3n>+3n+1-n—1
=n® —n+3(n*+n).

Az indukcits feltevés szerint 3 | n® — n. Masrészt 3 | 3(n? + n) trivialisan
igaz. Ezért
3[n° —n+3(n*+n)=(n+1)°~(n+1),
vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

Példa. Mutassuk meg, hogy 9 | 22* — 3n — 1 minden n természetes szamral

Megoldas. Teljes indukcidval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy
220 — 3n — 1 oszthato 9-cel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 220 —3-0—1 =1 —1 = 0 oszthat6 9-cel.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

22t _3(n 1) —1 =222 _3n —4
=42 —3n—4
=4(2*" —3n — 1) + 9n.

Az indukcits feltevés szerint 9 | 22" —3n — 1. Masrészt 9 | 9n trivialisan igaz.
Ezért
9142 —3n —1)+9n = 22D _3(n 4 1) — 1,

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

Példa. Mutassuk meg, hogy 7 | 32! + 2" minden n természetes szamra!

Megoldas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy
32+l 4 2n+2 ogzthato 7-tel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 3201 4+ 2042 = 3 + 4 = 7 oszthato T-tel.
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Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 _ 32n+3 + gn+3
— 32 . 32n+1 T 2 . 2n+2
— 2(32n+1 + 2n+2) + 7 X 32n+1‘

Az indukcios feltevés szerint 7 | 327+ 4272 Masrészt 7 | 7- 32" trivialisan

igaz. Fzért
7 | 2(32n+1 + 2n+2) + 7 . 32n+1 — 32(n+1)+1 4 2(n+1)+27

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

Maradékos osztas

Két egész szam 0Osszege, kiilonbsége és szorzata is egész szam, az viszont mar
aranylag ritka, hogy a hanyadosuk is egész legyen. Elvégezhets viszont az
egész szamok korében a maradékos osztas.

Tétel. Minden a és b # 0 egész szamhoz egyértelmiien 1éteznek olyan ¢ és r
egészek, amelyekre
a=gb+r é 0<r<lb.

Példéul ha a = 2716 és b = 10, akkor ¢ = 271 és r = 6, hiszen 2716 =
271 -10 + 6. A ¢ mennyiséget hdnyadosnak, az r mennyiséget maradéknak
nevezziik. Az r mennyiségre hasznalni fogjuk rem(a,b) jeldlést. Példaul
rem(32,5) = 2, hiszen 32 = 6-5+2. A rem operatort a legtobb programozasi
nyelv is ismeri, azonban negativ szdmok esetén meglepetésekre szamithatunk.

Die Hard 3

A Die Hard 3 cimi film egyik jelenetében Samuel Jacksonnak és Bruce Willis-
nek egy bombat kellett hatastalanitani, amit az 6rdogi Simon Gruber készi-
tett nekik. Ehhez egy szokdSkutbol kellett pontosan 4 gallon vizet kimérnitik
egy 5 gallonos és egy 3 gallonos kanna segitségével a nagyobbik kannaba,
majd azt egy mérlegre ratéve tudtak az id6zits szerkezetet kikapcsolni.
Hogyan oldotta meg Samuel Jackson és Bruce Willis a feladatot? Mi lett
volna, ha 3 gallon vizet kell kimérniiik egy 21 gallonos és egy 26 gallonos
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kanna segitségével? Es ha 2 gallont egy 899 és egy 1147 gallonos kanna
segitségével? Vagy ha 4 gallont egy 3 és egy 6 gallonos kanna segitségével?
Van valami altalanos modszer, amely megadja, hogy miképpen mérhets ki
g gallon viz egy a és egy b gallonos kanna segitségével? A megoldast a
szamelmélet szolgaltatja!

Tegyiik fel, hogy van egy a és egy b gallonos kannéank. Hajtsunk végre
néhény ontést, és nézziik, hogyan valtozik a viz mennyisége az egyes kannak-
ban. A "rendszer" allapotat minden lépésben egy (x,y) szampérral irhatjuk
le, ahol x az a gallonos, y pedig a b gallonos kannédban levé viz mennyisége.

0. Kezdetben mindkét kanna tires — (0,0).
1. Toltsiik tele az a gallonos kannat — (a,0).

2. Ontsiik at az a gallonos kannaban levé Gsszes vizet a b gallonos kannaba
— (0,a).

3. Ismét toltsiik tele az a gallonos kannat — (a, a).

4. Most Ontsiink at az a gallonos kannaban levé vizbél a b gallonos kan-
naba, amig az meg nem telik — (2a — b, b).

5. Ontsiik ki a vizet a b gallonos kannabol — (2a — b, 0).

6. Ontsiik at ezutan az a gallonos kannaban maradt vizet a b gallonos
kanndba — (0,2a — b).

7. Toltsiik tele ismét az a gallonos kannat — (a,2a — b).

8. Ontsiik 4t megint az a gallonos kannaban levs Gsszes vizet a b gallonos
kannaba — (0,3a — b).

(Persze bizonyos feltételezésekkel éltiink itt a-ra és b-re nézve.) Nehéz nem
észrevenni, hogy minden 1épésben a kannédkban levé viz mennyisége s-a+t-b
alakt valamilyen s és t egészekkel. Egy ilyen kifejezést az a és b szamok (egész
egyiitthatos) linearis kombinacidjanak neveziink. Eszrevételiink igy hangzik,
mint egy invarians allitas, probaljuk hét bebizonyitani teljes indukciéval.

Allitas. Tegyiik fel, hogy van egy a és egy b gallonos, kezdetben iires vizes-
kannank. Egy lépésben teletolthetjiik vizzel valamelyik kannat, kionthetjiik
valamelyik kannat, illetve attolthetiink az egyik kannabol vizet a masikba
mig vagy az elsé ki nem {iriil vagy a masik tele nem lesz. Ekkor a kannakban
levé viz mennyisége minden 1épés utan a és b linearis kombinécidja lesz.
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Bizonyitas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az éallitas,
hogy az n-edik lépés utan a kannakban levé viz mennyisége a és b linearis
kombinacioja.
Alapeset. P(0) igaz, hisz kezdetben mindkét kanna iires, és 0 természetesen
elsall a és b linearis kombinacidjaként: 0 =0-a + 0 - D.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

Az indukcios feltevés szerint az n-edik lépés utan az a illetve b gallonos
kannaban levé viz mennyisége sa + tb illetve ua + vb alkalmas s,t, u, v egész
szamokkal. Nézziik mi torténik az (n + 1)-edik lépésben!

e Az a gallonos kannat kiiiritjik — (0, ua + vb).

e A b gallonos kannat kitiritjik — (sa + b,0).

Az a gallonos kannat teletoltjik — (a,ua + vb).

A b gallonos kannat teletoltjik — (sa + tb, b).

Az a gallonos kannaban levs Osszes vizet attoltjiik a b gallonos kannaba
— (0, (s +u)a+ (t+v)b).

A b gallonos kannéban levs Gsszes vizet attoltjik az a gallonos kannaba
— ((s+u)a+ (t+v)b,0).

e Az a gallonos kannaban levé vizbdl attoltiink a b gallonos kannaba,
amig az meg nem telik — ((s +u)a+ (t+v —1)b,b).

A b gallonos kannaban levs vizbdl attoltiink az a gallonos kannaba,
amig az meg nem telik — (a, (s +u— 1)a + (t + v)b).

Lathato, hogy az Gsszes esetben a kannakban levé viz mennyisége tovabbra
is a és b linearis kombinacidja, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

Kovetkezmény. Nem mérhetd ki 4 gallon viz egy 3 és egy 6 gallonos kanna
segitségével.

Bizonyitas. Az el6z6 allitas szerint a kannakban levé viz mennyisége mindig
5-3+1-6 alkalmas s és t egészekkel. Ez a mennyiség nyilvan 3 tébbszorose.
Mivel 4 nem az, igy s -3+t -6 = 4 soha nem allhat fenn, kovetkezésképpen
4 gallon viz nem mérhetd ki.

Joggal vet&dhet fel, mit értiink el azzal, hogy egy vizeskannakra vonat-
kozo érthets kérdést atalakitottunk egy linearis kombinéaciokra vonatkozo
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komplikalt kérdéssé. Meglepé modon a linearis kombinaciok szoros kapcsolat-
ban vannak valamivel, amit nagyon is jol ismeriink, és amelynek segitségével
méar meg tudjuk majd oldani a vizeskannas problémat.

Legnagyobb kozos 0szto

Az a és b nem mindketts nulla egész szamok legnagyobb kozos osztdja az a
legnagyobb egész szam, amely osztdja a-nak és b-nek is. Az a és b szamok
legnagyobb kozos osztojat Inko(a,b) jeloli. Példaul Inko(18,24) = 6.

Tétel. Az a és b nem mindketts nulla egész szdmok legnagyobb kozos osztoja
megegyezik a és b legkisebb pozitiv értékid linearis kombinacidjaval.

Bizonyitas. Legyen a és b legkisebb pozitiv értéki linearis kombinacidja m.
Megmutatjuk, hogy m = Inko(a, b).

Elgszor belatjuk, hogy m > Inko(a, b). Definicié szerint Inko(a,b) | a és
Inko(a, b) | b. Ezért tetszbleges s és t egészekre Inko(a, b) | sa+tb, specialisan
Inko(a, b) | m. Kovetkezésképpen m > Inko(a, b).

Ezek utan belatjuk, hogy m < Inko(a,b). Ehhez elég megmutatni, hogy
m | a és m | b, vagyis m kozos osztoja a-nak és b-nek — ebbdl kovetkezik,
hogy nem lehet nagyobb, mint a legnagyobb kozos oszt6. Lassuk m | a
bizonyitasat, m | b bizonyitasa hasonlo.

A maradékos osztas tétele szerint

a=qgm-+r

valamilyen ¢ és 0 < r < m egészekkel. Masrészt m = sa + tb szintén
valamilyen s és t egészekkel. Az utdbbi Osszefiiggést az eldzébe helyettesitve

a=q(sa+tb) +r,

illetve atrendezéssel
r=(1—-gs)a+ (—qt)b

adodik, ami azt jelenti, hogy r is kifejezhets a és b linearis kombinacidjaként.
Azonban 0 < r < m és m a legkisebb pozitiv értékid linearis kombinaci6ja
a-nak és b-nek, igy sziikségképpen r = 0. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy m | a.

A bizonyitas soran lattuk, hogy a és b minden linearis kombinéciéja tobb-
szorose Inko(a, b)-nek. Ez megforditva is igaz, mivel Inko(a, b) linearis kom-
binacioja a-nak és b-nek, ugyanez teljesiil Inko(a,b) barmely t6bbszorosére
is. Osszefoglalva:
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Ko6vetkezmény. Az a és b nem mindkettd nulla egész szamok minden linea-
ris kombinacidja tobbszorose Inko(a, b)-nek és Inko(a, b) minden tébbszorose
linearis kombinacidja a-nak és b-nek.

A vizeskannakra vonatkozo allitas igy megfogalmazhato a legnagyobb ko-
z0s osztoval is.

Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy van egy a és egy b gallonos, kezdetben
iires vizeskannank. KEgy lépésben teletolthetjiik vizzel valamelyik kannéat,
kionthetjiik valamelyik kannat, illetve attolthetiink az egyik kannabol vizet
a masikba mig vagy az elsé ki nem f{iriil vagy a maésik tele nem lesz. Ekkor
a kannakban lev$ viz mennyisége minden lépés utéan Inko(a,b) tobbszorose
lesz.

Osszefoglaljuk a legnagyobb kozos oszto legfontosabb tulajdonséagait.

Allitas.

6) Inko(a,b) = Inko(b, rem(a,b)).

A bizonyitasok soran altalaban a kovetkezd stratégiat fogjuk alkalmazni:
a legnagyobb kozos osztora vonatkozo kérdést a korabbi tétel felhasznalé-
saval egy linedris kombinaciora vonatkozo kérdésre vezetjiik vissza, ezutan
megoldjuk a linearis kombinaciéra vonatkozo problémét, majd az eredményt
ismét a korabbi tétel felhasznaldasaval a legnagyobb kozos osztéra vonatkozo
eredményként interpretéaljuk.

Bizonyitas.
(1) Tudjuk, hogy Inko(a,b) = sa + tb valamilyen s és t egészekkel. Legyen m

tetszbleges kozos osztoja a-nak és b-nek. Ekkor a = mx és b = my szintén
valamilyen x és y egészekkel. De igy

Inko(a, b) = s(mx) + t(my) = m(sz + ty),

amibdl kévetkezik, hogy m | Inko(a, b).
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(2) A korabbi tétel szerint Inko(a,b) az {sa + tb | s,t € Z} szdmhalmaz
legkisebb pozitiv eleme. Ebbgl kovetkezik, hogy k - Inko(a,b) a {k(sa +
tb) | s,t € Z} szamhalmaz legkisebb pozitiv eleme (itt felhasznaltuk, hogy k
pozitiv). Most vegytik észre, hogy

{k(sa +1tb) | s,t € Z} = {s(ka) + t(kb) | s,t € Z},

igy a két szamhalmaz legkisebb pozitiv eleme is ugyanaz. Am az utébbi
halmaz legkisebb pozitiv eleme szintén a korabbi tétel szerint Inko(ka, kb),
amibdl az allitads adodik.

(3) A feltétel szerint léteznek olyan s, t és u, v egészek, amelyekkel sa+tb = 1
és ua + ve = 1. Szorozzuk Ossze a két egyenletet:

(sa + tb)(ua + ve) = 1,
majd csoportositsuk kicsit masképpen a bal oldalon levd tényezdket:
(sua + tbu + svc)a + (tv)(be) = 1.

De ez azt jelenti, hogy 1 kifejezhets a és be linearis kombinacidjaként, ami
viszont csak akkor lehetséges, ha Inko(a, bc) = 1.

(4) Mivel Inko(a,b) = 1, ezért léteznek olyan s és t egészek, amelyekkel
sa + tb = 1. Szorozzuk végig az egyenletet c-vel:

s(ac) + t(bc) = c.
Trivialis modon a | ac, tovabbéa a feltétel szerint a | be, igy
a | s(ac) +t(bc) = c.

(5) Mivel a | ¢ és b | ¢, igy léteznek olyan = és y egészek, amelyekkel ¢ = za
és ¢ = yb. Masrészt Inko(a,b) = 1 miatt léteznek olyan s és t egészek,
amelyekkel

sa+tb=1.

Szorozzuk meg az egyenletet c-vel:
csa + ctb = c.
Ezutén helyettesitsiik be alkalmasan a ¢ = xa és ¢ = yb Osszefliggéseket:
ybsa + xathb = c.

Lathato, hogy ab osztdja a bal oldalnak, ezért ugyanez fennall a jobb oldalra
is, vagyis ab | c.
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(6) Idézziik fel, hogy rem(a,b) = a — ¢b valamilyen q egésszel. Meg fogjuk
mutatni, hogy Inko(a, b) = Inko(a — gb, b) teljesiil tetszbleges q egész esetén.
Az &llitas ennek specialis esete.

El6szor is Inko(a,b) az {sa +tb | s,t € Z} szamhalmaz legkisebb pozitiv
eleme. Hasonloan Inko(a — gb,b) az {z(a — ¢b) + yb | z,y € Z} szamhalmaz
legkisebb pozitiv eleme. Nem nehéz észrevenni, hogy

{sa+tb|s,t €Z} ={x(a—qb)+yb|x,yecZ}

Valoban, sa+tb = s(a—qb) + (t+ ¢s)b miatt a bal oldali halmaz része a jobb
oldali halmaznak, és z(a—gb)+yb = xa+ (y—qx)b miatt a jobb oldali halmaz
része a bal oldali halmaznak. Ha viszont a két szaimhalmaz ugyanaz, akkor a
legkisebb pozitiv elemek is megegyeznek, vagyis Inko(a, b) = Inko(a — ¢b, b).

Ha Inko(a,b) = 1, akkor az a és b szamokat gyakran relativ primeknek
nevezik.

Euklideszi algoritmus 1.

Az el6z6 allitas utols6 pontja lehet&séget biztosit két egész szam legnagyobb
kozos osztojanak gyors kiszamitésasara. Az eljarast, amelyet euklideszi al-
goritmusnak neveznek, egy példan mutatjuk be:

Inko(1147, 899) = Inko(899, rem (1147, 899)) = Inko(899, 248)
= Inko(248, rem(899, 248)) = Inko (248, 155)
= Inko(155, rem(248, 155)) = Inko(155, 93)
= Inko(93, rem(155, 93)) = Inko(93, 62)
= Inko(62, rem(93, 62)) = Inko(62, 31)
= Inko(31, rem(62, 31)) = Inko(31, 0)
= 3L

Die Hard 3 (folytatas)

A fenti szamitasbol kovetkezik, hogy 2 gallon viz nem mérhet§ ki egy 899 és
egy 1147 gallonos kanna segitségével. Valoban, 2 nem t6bbszordse 31-nek,
899 és 1147 legnagyobb kozos osztdjanak.

Kimérhet6-e 3 gallon viz egy 21 gallonos és egy 26 gallonos kanna se-
gitségével? ElGszor is az euklideszi algoritmussal hatarozzuk meg 21 és 26
legnagyobb kozos osztojat:

Inko(26, 21) = Inko(21, 5) = Inko(5, 1) = Inko(1,0) = 1.
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Idaig rendben megvolnank, 3 tébbszorose 1-nek. Emlékezziink azonban, hogy
a kimérhetGségnek ez csak egy sziikséges feltétele. Ha teljesiil, az tjabb
kihivas elé allit benniinket.

Tovabbra is kérdés tehat, hogy kimérhets-e 3 gallon viz egy 21 gallonos és
egy 26 gallonos kanna segitségével. Tudjuk, hogy 3 felirhaté 21 és 26 linearis
kombinaciojaként, mivel 3 tobbszorose 21 és 26 legnagyobb kozos osztojanak;
léteznek tehat olyan s és t egészek, amelyekkel

3=s-2141-26.

Ha s negativ, akkor alkalmazzuk a kovetkezd triikkkot: noveljiik s-et 26-tal és
csokkentsiik t-t 21-gyel. Ezzel a kifejezés jobb oldalanak értéke nyilvan nem
valtozik. Ezt ismételgetve el6bb-utobb olyan

3=s¢-21+t-26

linearis kombinaciohoz jutunk, amelyben s’ pozitiv, ¢’ pedig negativ. Ezek
utan lassuk a 3 gallon viz kimérésére szolgédld eljarast!

Ismételjiik s alkalommal:
(1) Toltsiik meg a 21 gallonos kannéat!

(2) Ontsiik 4t az Osszes vizet a 21 gallonos kannabol a 26 gallonosba! Ha
ekozben a 26 gallonos kanna tele lesz, akkor ontsiik ki belSle a vizet,
majd folytassuk a viz attoltését a 21 gallonos kannébol a 26 gallonosba,
amig a 21 gallonos kanna teljesen ki nem {iril!

Az eljaras végén pontosan 3 gallon viz lesz a 26 gallonos kannaban! Ez a
kovetkezSképpen lathato be. A szokskutbol osszesen s’ - 21 gallon vizet me-
ritettiink ki, és valahédnyszor 26 gallont 6ntottiink vissza; végiil a 26 gallonos
kannédban maradt valamennyi, 0 és 26 gallon kozotti viz. Tudjuk még, hogy
s'- 21+t 26 = 3. Ez azonban csak ugy lehetséges, ha a 26 gallonos kannat
pontosan (—t')-szor tritett ki. Valoban, ha kevesebbszer tiritettiik volna ki,
akkor végiil tobb mint 26 gallon viz maradna benne, ami nyilvan lehetetlen,
maéasrészt nem meritettiink ki annyi vizet a szokskiutbol, hogy a 26 gallonos
kannat (—t')-nél tobbszor kitirithettiik volna.

Vegyiik észre, hogy az eljaras végrehajtasdhoz igazabol nincs is sziikség
az s’ és t’ egylitthatok ismeretére! A kiilss ciklus s'-szeri végrehajtasa helyett
mondhatjuk, hogy azt annyiszor hajtsuk végre, amig a 26 gallonos kannaban
3 gallon viz nem lesz, ugyanis ez el6bb-utobb biztosan bekovetkezik. Ilyenkor
persze észben kell tartani, hogy az egyes kannakban épp mennyi viz van, hogy
tudjuk mikor alljunk meg.
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(0,0) — (21,0) — (0,21) — (21,21) — (16,26) —
(16,0) — (0,16) — (21,16) —» (11,26) — (11,0) —>
(0,11) — (21,11) — (6,26) — (6,0) — (0,6) —>
(21,6) — (1,26) — (1,00 — (0,1) — (21,1) —
(0,22) —s (21,22) — (17,26) — (17,0) — (0,17) —
(21,17) — (12,26) — (12,0) — (0,12) — (21,12) —
(7,26) — (7,0) — (0,7) — (21,7) — (2,26) —
(2,0) — (0,2) — (21,2) — (0,23) —» (21,23) —
(18,26) —» (18,0) —» (0,18) —» (21,18) — (13,26) —
(13,0) — (0,13) — (21,13) — (8,26) — (8,0) —
(0,8) —» (21,8) —> (3,26) — (3,0) — (0,3)

Ugyanezt a megkozelitést alkalmazhatjuk tetszéleges kannaméretek ese-
tén.

Ismételjiik amig a nagyobb kannédban a kivant mennyiség nem lesz:

(1) Toltsiik meg a kisebb kannéat!

(2) Ontsiik at az Osszes vizet a kisebb kannabol a nagyobb kannaba! Ha
ekozben a nagyobb kanna tele lesz, akkor ontsiik ki bel6le a vizet, majd
folytassuk a viz attoltését a kisebb kannabol a nagyobb kannaba, amig
a kisebb kanna teljesen ki nem triil!

Ezzel az eljarassal a kannaméretek legnagyobb kozos osztojanak minden
(a nagyobb kanna méreténél nem nagyobb) tobbszorose el6bb-utobb meg-
kaphat6. Ugyeskedésre semmi sziikség.

Fuklideszi algoritmus II.

Lattuk, hogy két egész szam legnagyobb kozos osztoja elGallithato a két egész
szam linearis kombinéci6jaként. Azonban a bizonyitas nem-konstruktiv volt,
az egyiitthatok megtalalasara semmilyen itmutatassal nem szolgélt.

Az euklideszi algoritmus végrehajtéasa soran némi tobbletmunkét végezve
egy linearis kombinécio egyiitthatoi is megkaphatok: ahogy Inko(a, b)-t szé-
moljuk, minden lépésben felirhatjuk a maradékot, mint a és b lineéaris kom-
binéciojat; az utolsé6 nem nulla maradék ilyen felirdsa az, amit keresiink. Az
eljarést egy példan mutatjuk be.
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T y rem(r,y) = T —qy

259 70 49 = 259—3-70
70 49 21 = 70—1-49
= 70—1-(259 — 3-70)
= —1-259+4-70
49 21 7 = 49-2.21
= (259 —3-70) — 2(—1-259 + 4 - 70)
13259 — 11-70]
21 7 0

ElGszor inicializaljuk az x és y valtozdkat: = = a és y = b. Az els6
két oszlopban az euklideszi algoritmus 1épései vannak. Minden lépésben ki-
szamoljuk rem(z,y)-t, és felirjuk x — qy alakban. Ezutéan x és y helyébe a
mar korabban kiszdmolt linedris kombinaciéit irjuk a-nak és b-nek. Rende-
zés utdn a maradék a és b linearis kombinaciojaként valo felirdsat latjuk. A
végeredményt bekereteztiik.

A béka vacsoraja

Példa. Egy kis toban n k& latszik ki a vizb6l. A kovek kor alakban helyez-
kednek el, az egyiken egy béka iil. Mikor a béka ugrik egyet, az éramutato
jarasaval megegyezd iranyban pontosan k kével odébb landol (0 < k < n).
A béka vacsoraja, egy izletes pondrd, a béka melletti kovon van, szintén az
oramutato jardsaval megegyezd iranyban.

(a) Mutassunk olyan szituaciot, amikor a béka sose szerezheti meg a pond-
rot!

(b) Ha a béka megszerezheti a pondrot, akkor hany ugras sziikséges ehhez?

(c) Mi a helyzet n = 50 és k = 21 esetén?

Megoldas.

(a) Ha k | n és k # 1, akkor a béka akarhanyat ugorhat, a pondrét mindig
atugorja.

(b) Tegyiik fel, hogy a béka megszerezheti a pondrot; legyen j az ehhez
sziikséges ugrasok szama. Ha ezalatt a béka c-szer keriilte meg a tavat, akkor
jk = cen+ 1, illetve atrendezve (—c)n + jk = 1 teljesiil. Ez azt jelenti, hogy
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1 felirhato k és n linearis kombinaciojaként, ami viszont csak tgy lehetséges,
ha Inko(n, k) = 1. A —c és j egyiitthatok ezek utan meghatarozhatok.

(c) Hatéarozzuk meg Inko(50, 21)-et az euklideszi algoritmussal.

vy rem(z,y) = T —qy

50 21 8 = 50—2-21

21 8 5=21-2-8=21-2-(50—2-21)
= —2-50+5-21

8 5 3=8-5=(50-2-21)—(=2-50+5-21)
=3-50-7-21

5 3 2 =5-3=(-2-50+5-21)— (3-50 — 7-21)
= —5-50+12-21

3 2 1 =3-2=(3-50-7-21)— (=5-50+12-21)
= |8-50 — 19 - 21]

2 1 0

Igy ¢ = —8 és j = —19. Hm, hm. Probaljuk meg valahogy értelmezni ezt az
eredményt! Ha a 8 - 50 — 19 - 21 = 1 egyenletet 19 - 21 = 8 - 50 — 1 alakban
irjuk fel, akkor ez utobbit interpretalhatjuk tgy, hogy a béka 19 ugréssal egy
k6 hijan 8-szor keriili meg a tavat. Ha még 19-et ugrik, akkor két k6 hijan
16-szor keriili meg a tavat. A gondolatmenetet folytatva, ha a béka 49-19-et
ugrik, akkor 49 k6 hijan 49-8-szor keriili meg a tavat, vagyis éppen a pondrét
tartalmazo kére érkezik. A sziikséges ugrasok szama igy 49 - 19 = 931.

Primszamok

Ha egy p > 1 egész szamnak egyen és onmagan kiviil nincs mas pozitiv osz-
toja, akkor p-t primszdmnak nevezziik. Minden méas egynél nagyobb szamot
Osszetett szamnak hivunk.

Primszamok: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, ...
Osszetett szamok: 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, ...

Az egyet nem soroljuk sem a primszamok, sem az Osszetett szamok kozé.

A szamelmélet alaptétele

Tétel. Minden n pozitiv egész szam felirhaté primszamok szorzataként, és
a felirds a primszamok sorrendjétdl eltekintve egyértelm.
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Itt azt a konvenciot kovetjiik, hogy a nulla tényezsds szorzat értéke 1; e
nélkil a tétel nem lenne igaz n = 1 esetén. A tétel bizonyitasdhoz sziikségiink
lesz a kovetkezd, onmagaban is érdekes allitasra.

Allitas. Ha p primszam és p | a1ay - - - @y, akkor p | a; valamilyen 1 <i < m
esetén.

Bizonyitas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Jelélje P(m) azt az allitast,
hogy ha p primszam és p | ajas - - - a,,, akkor p | a; valamilyen 1 < i < m
esetén.

Alapeset. P(1) trivialisan igaz.

Indukcids 1épés. Tegyiik fel, hogy P(m) igaz valamely m pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(m + 1) is igaz.

Legyen p primszam, és tegyiik fel, hogy p | ajas - - - apmams1. Csoportosit-
suk az utobbi szorzatot aj(ag - - - apam1) moédon. Megmutatjuk, hogy p | a;
vagy p | as -+ amami1. Mivel p-nek egyen és 6nmagén kiviil nincs méas pozitiv
osztoja, ezért Inko(p,a;) = 1 vagy Inko(p, a;) = p. Ha Inko(p, a;) = p, akkor
p | ai trividlis médon. Ha pedig Inko(p,a;) = 1, akkor a legnagyobb kozos
oszto tulajdonsagait Osszefoglalo allitas (4) pontja szerint p | as -« - G-
Ha az els6 lehetdség all fenn, akkor kész vagyunk. A mésodik esetben pedig
alkalmazzuk az indukcios feltevést; ekkor p | a; valamilyen 2 < i < m + 1
esetén. Igy P(m + 1) is igaz.

A teljes indukci6 elve szerint P(m) igaz minden m pozitiv egész szamra.

A szamelmélet alaptételének bizonyitasa. Két dolgot kell belatni:
(1) Minden pozitiv egész szam felirhat6 primszamok szorzataként.
(2) Ez a feliras a primszéamok sorrendjétdl eltekintve egyértelmii.

(1) A teljes indukci6 "erdsebb" valtozataval bizonyitunk. Legyen P(n) az az
allitas, hogy az n szam felirhat6é primszamok szorzataként.

Alapeset. P(1) igaz, hisz az 1 szam primszamok "iires" szorzata.
Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy P(1), P(2),...,P(n) igaz valamely n
pozitiv egész szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

Azt kell tehat megmutatni, hogy n+ 1 felirhaté primszamok szorzataként.
Ha n—+1 primszam, akkor ez trivialisan teljesil. Tegyiik fel ezutan, hogy n+1
Osszetett szam. Ekkor n + 1 = a - b alkalmas a,b < n + 1 pozitiv egészekkel.
Az indukcios feltevés szerint a és b felirhaté primszamok szorzataként, ezért
n+1=a-bis természetesen elsall a kivant modon. Igy P(n + 1) is igaz.

A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.
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(2) Indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az allitassal ellentétben
van olyan pozitiv egész szam, amely egynél tébbféle modon irhato fel prim-
szamok szorzataként Ggy, hogy ezek a felirdsok nem csak a benniik szerepld
primszamok sorrendjében kiilonboznek. Tekintsiik a legkisebb ilyen tulaj-
donsagu pozitiv egész szamot. Jelolje ezt a szamot n, és legyen ennek kétféle
felirasa

DiP2*** Ds és q1q2 -+ G-

Most py | n, igy p1 | q1¢2 - - - . Azonban ekkor az el6z6 allitas szerint py | ¢;
valamilyen 1 < ¢ < t esetén. Mivel ¢; primszam, ez csak akkor lehetséges,
ha p; = ¢;. Kitorolve pi-et az els6, ¢;-t pedig a mésodik felirdsbol, azt
latjuk, hogy az n-nél kisebb n/p; pozitiv egész szam is felirhato kétféle modon
primszamok szorzataként, ami viszont ellentmond annak, hogy n a legkisebb
ilyen tulajdonsagi pozitiv egész szam. KEzért az eredeti feltevésiink hamis
volt, igy nem létezik olyan pozitiv egész szam, amely egynél tobbféle moédon
irhato fel primszamok szorzataként tgy, hogy ezek a felirdsok nem csak a
benniik szerepl§ primszamok sorrendjében kiilénboznek.

Jolrendezés elve

A bizonyitas soran felhasznéaltunk egy magéatol értet6dének tiing, am erejében
a teljes indukci6 elvével egyenértékd dolgot.

Jolrendezés elve. A természetes szamok barmely nem iires részhalmazanak
van legkisebb eleme.

Példa. Mutassuk meg, hogy a pozitiv egész szdmok koérében nincs megoldasa
a

4a® + 20 =
egyenletnek!

Megoldas. Jeldlje S azon a pozitiv egész szamok halmazat, amelyekhez
léteznek olyan b és ¢ pozitiv egészek, hogy 4a® + 2b% = ¢3.

Indirekt tegyiik fel, hogy S # (. Ekkor a jolrendezés elve szerint S
tartalmaz minimalis elemet, legyen ez ag. Az S halmaz definicidja szerint
most léteznek olyan by és ¢y pozitiv egészek, hogy

4ai +2by = cp.

Itt 4ad és 2b7 paros, ezért ¢} is paros. Am ekkor ¢ is paros, igy co = 2¢;
valamilyen ¢ pozitiv egésszel. Helyettesitsiik be ezt az egyenletbe, majd
egyszertsitsiink 2-vel:

2a3 + b3 = 4¢3
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Itt 2a3 és 4c} paros, ezért b3 is paros. Am ekkor by is paros, igy by = 2b;
valamilyen b, pozitiv egésszel. Helyettesitsiik be ezt az egyenletbe, majd
egyszerisitsiink 2-vel:

ad + 403 = 263

Itt 4b° és 2¢3 paros, ezért al is paros. Am ekkor ag is paros, igy ap = 2a;
valamilyen a; pozitiv egésszel. Helyettesitsiik be ezt az egyenletbe, majd
egyszertsitsiink 2-vel:

4a3 + 202 = 3.

Ez azt jelenti, hogy a = a1, b = by, ¢ = ¢; szintén megoldésa az egyenletnek,
igy a; € S. Am ay < ag, ellentmondva annak, hogy S legkisebb eleme aj.

Ezért az eredeti feltevésiink hamis volt, kovetkezésképpen az egyenletnek
nem létezik megoldasa a pozitiv egészek koérében.

Hires szamelméleti problémak

Nagy Fermat-tétel: Nem léteznek olyan x, y és z pozitiv egészek, ame-
lyekre

n

fennéll valamely n > 2 egész esetén.

Fermat 1630 koriil Diophantosz Arithmetica cimi konyvének tanulméa-
nyozasa kozben az egyik margora a kovetkez§ megjegyzést irta: "Lehetetlen
egy kobszamot felirni két kobszam Osszegeként, vagy egy negyedik hatvanyt
felirni két negyedik hatvany Osszegeként; altalaban lehetetlen barmely ma-
gasabb hatvanyt felirni két ugyanolyan hatviny Osszegeként. Egy igazan
csodalatos bizonyitast talédltam erre a tételre, de ez a margéd tul keskeny,
semhogy ideirhatnam." A tételt végiill Andrew Wiles angol matematikus bi-
zonyitotta be 1994-ben, hazanak tetGterében titokban és elszigetelten végzett
7 év kutatomunkaval.

Goldbach-sejtés: Minden ketténél nagyobb paros szam felirhaté két prim-
szam Osszegeként.

Példaul 4 = 242, 6 = 3+3, 8 = 5+3 sth. A sejtés teljesiilését 101%-ig min-
den péros szamra ellendrizték. Schnirelmann 1939-ben bebizonyitotta, hogy
minden paros szam felirhaté nem tobb, mint 300000 primszam Osszegeként.
Napjainkban a rekord: minden paros szam felirhaté legfeljebb 6 primszam
Osszegeként.
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Iker-prim sejtés: Végtelen sok olyan p primszam van, amelyre p + 2 is
primszam.

Chennek 1966-ban sikeriilt belatnia, hogy végtelen sok olyan p primszam
van, amelyre p+ 2 legfeljebb két primszam szorzata. Igy a sejtés "majdnem"
igaz.

Prim-tesztelés: Létezik-e hatékony eljards annak eldontésére, hogy egy n
egész szam prim vagy Osszetett?

Agrawal, Kayal és Saxena 2002-ben egy meglepGen egyszeri algoritmust
talaltak a feladat megolddsara. Az algoritmus lépésszama (logn)'? nagy-
sdgrendd. A kozlemény egy Gauss idézettel kezd&dik, amely a probléma
fontossagat és antik gyokereit hangsulyozza — 200 évvel ezelGtt.

Faktorizaci6: Adott két nagy primszam szorzata; legyen ez n. Létezik-e
hatékony eljaras a primszamok meghatarozasara?

Az ismert leggyorsabb algoritmus lépésszama

61.9(1n n)1/3(Inlnn)2/3

nagysagrendii, ami mar néhényszaz jegyd n esetén is hasznalhatatlan.

Egy allashirdetés
2004 végén szamos helyen feltiint a kovetkezd hirdetés:
{az els6 tizjegy( primszam az e egymés uténi szamjegyeibdl}.com

A kapcsos zéardjelbe a helyes szamot helyettesitve a GOOGLE allasajanlat
honlapjanak az URL-jét kaptuk meg. A GOOGLE éppen akkor olyan alkal-
mazottakat keresett, akik ilyen problémakat képesek megoldani.

Milyen nehéz ez a probléma? Az e szamjegyeinek milli6it, milliardjait
kell végignézni, hogy taléljunk egy 10 jegyd primszamot?

Primszamtétel
Jelolje 7(z) az z-nél nem nagyobb primszamok szamat. Példaul 7(10) = 4,
hisz a 10-nél nem nagyobb primek 2, 3, 5 és 7. A primszadmok nagyon szabaly-

talanul kovetik egymaést, igy a 7 fliiggvény névekedése is hasonléan szeszélyes.
A primszamtétel mindezek ellenére egy megleps kozelité eredményt ad.
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Primszamtétel.

lim m(z)

esoov/Iny

Vagyis a primek fokozatosan ritkulnak. HozzavetSlegesen x szomszédsa-
gaban minden egymas utan kovetkezd In x szam kozott van egy primszam.

A primszamtételt 1798-ban mondta ki sejtésként Legendre, majd kozel
egy évszazaddal késGbb, 1896-ban bizonyitotta be egymastol fliggetleniil de
la Vallee Poussin és Hadamard. Matematikatorténeti érdekesség, hogy halala
utdn Gauss egyik jegyzetfiizetében is megtalaltak ugyanezt a sejtést, amelyet
6 1791-ben, 15 éves koraban fogalmazott meg (nem volt szerencsés dolog
Gauss kortarsanak lenni).

Egy allashirdetés (folytatas)

Segit valamit a primszamtétel az allaskeresésben? A primszamtétel szerint
hozzavettlegesen minden In 10'° ~ 23 egymas utani 10 jegy( szam kozott van
egy primszam. Ez azt sugallja, hogy a probléma talan nem is olyan nehéz.
Es valoban, az els6 10 jegyti primszam viszonylag hamar meg is jelenik; a
tizedespont utani 99-edik jegynél kezdsdik.

e =2.718281828459045235360287471352662497
7572470936999595749669676277240766303
5354759457138217852516642742746639193 . . .

Titkositas I.

Mar a II. vilaghaboru kitorése el6tt felmeriilt annak gondolata, hogy a szam-
elmélet felhasznalhato lehet a kommunikacio titkositdsaban. A részletek elég
bizonytalanok, mivel magatol értetédGen semmi nem keriilt publikilasra.
Vizsgéaljunk meg néhany kézenfekvé lehetGséget!

Els6 1épésként alakitsuk at az elkiildend§ iizenetet egy egész szammé,
amelyen majd kiilonb6z6é miiveleteket hajtunk végre. Ennek a lépésnek nem
célja, hogy az iizenetet nehezebben olvashatova tegye, igy tul sokat nem
sz0szmotolliink vele; minden betiit egy kétjegyt szammal helyettesitiink,

A=11, B=12, C=13, D=14, ..., Z=36,
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majd ezeket egy hosszi szamma fiizziik 6ssze. Példaul

VICTORY
32 19 13 30 25 28 35

Ha ez a hosszi szdm nem prim, akkor még néhény alkalmas szdmjegyet
biggyessziink a végére, hogy az iizenet egy primszam legyen. Az el6zd példa-
nal maradva a szam végére a 77-t biggyesztve az lizenet 3219133025283577
lesz, ami primszam.

Ezek utan lassuk a titkos kommunikéci6 fazisait. A kovetkezGkben u a
kodolatlan iizenetet (ezt titokban akarjuk tartani), u* a kodolt tizenetet (ezt
az ellenség elfoghatja), k pedig a titkos kulcsot jeloli.

Elskésziilet. A kiilds és a fogadd elére megegyeznek a k titkos kulcsban,
ami egy nagy primszam.

Kodolas. A kiilds kodolja az elkiildendd u iizenetet:

u=u-k.

Dekodolas. A fogadd dekodolja a kapott u* tizenetet:

u* u-k

Néhény kérdés mindenképp tisztazando:
(1) A kildé és a fogado hogyan gy6zédhet meg arrol, hogy u és k primszam?
(2) Mennyire biztonsagos az eljaras?

(1) Hatékony prim-tesztek mar a II. vilaghabora idején is rendelkezésre all-
tak. A méar emlitett Agrawal-Kayal-Saxena algoritmus pedig a kérdést vég-
érvényesen a "konnyd" szamitasi feladatok kozé sorolta.

(2) Az ellenség csak az u* = wu - k kodolt tizenetet latja, igy az eredeti u
lizenet megfejtéséhez faktorizélnia kell u*-ot. Nagyon komoly eréfeszitések
ellenére sem sikeriilt még hatékony faktorizald algoritmust talalnia senkinek
(bar nem kizéart, hogy ez valamikor bekévetkezik). Igy ha u és k elég nagy,
az ellenségnek nincs sok esélye.

Mindez biztatéonak tinik, azonban van egy nagy probléma. Nézziik, mi
torténik, ha egy masodik tizenetet is kiildiink ugyanazzal a kulccsal? Ilyenkor
az ellenség két kodolt iizenetet l4t:

uy =uy -k é uy=wuy-k.
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Sajnos észre kell venniink, hogy Inko(uj, u}) = k, és mivel Inko(u}, u3) haté-
konyan szamithatd, a masodik kodolt iizenet elfogasa utéan a k titkos kulcs
is az ellenség kezére keriil, amivel az dsszes tobbi kodolt {izenetet képes elol-
vasni.

Miel6tt tovabb taldlgatnank, ismerkedjiink meg egy Gausstol szarmazd
egyszeri matematikai jeloléssel.

Kongruenciak

Legyen m tetszéleges pozitiv egész szam. Azt mondjuk, hogy az a és b egész
szamok kongruensek modulo m, ha m | a — b. Azt, hogy a és b kongruensek
modulo m ugy jeloljiik, hogy

a =b (modm).

Példaul 29 = 15 (mod 7), mert 7 | 29 — 15 = 14.
Osszefoglaljuk a kongruencidk néhany fontos tulajdonsagat, ezek egysze-
riden igazolhatok az oszthatosag tulajdonsagainak felhasznalasaval.

Allitas.

Ha a = b (modm

Ha a = b (modm), akkor b = a (modm).
és b = ¢ (modm), akkor a = ¢ (modm).
a

Ha a = b (modm

(1)

(2) )

(3) )

(4) Ha a = b (modm), akkor a + ¢ = b+ ¢ (modm) tetszSleges ¢ egészre.
(5) ), akkor ac = bc (mod m) tetszbleges ¢ egészre.

(6) Ha a = b (modm) és ¢ = d (modm), akkor a + ¢ = b+ d (modm).
(7) ) és

d (modm), akkor ac = bd (modm).

Ha a = b (modm

Lathatjuk, hogy a kongruencidk hasonlé tulajdonsidgokkal rendelkeznek,
mint az egyenletek (Ambar van néhéany kiilonbség is). Szoros kapcsolat van
a kongruenciék és a rem operator kozott.

Allitas.
(1) a =rem(a,m) (modm).

(2) @ =b (modm) akkor és csak akkor, ha rem(a, m) = rem(b, m).
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Bizonyitas.
(1) A maradékos osztas tétele szerint egyértelmtien léteznek olyan ¢ és r
egészek, amelyekre

a=qgm-+r é 0<r<m.
Most rem(a, m) = r. Vilagos moédon m | gm, igy m | a — r = a — rem(a, m),
ahonnan a = rem(a, m) (modm) adodik.

(2) Ismét a maradékos osztas tétele szerint egyértelmiien léteznek olyan ¢y,
és @9, 1o egészek, amelyekre

a=qm-+r és ry < m,
T

b=qgm+ry és

Most rem(a,m) = r; és rem(b,m) = ro. Vonjuk ki egymasbol a fenti két
egyenletet:

a—b:<q1—q2>m—|—(7”1—7’2) és —m<ry —ryg < m.

Definicio szerint a = b (modm) akkor és csak akkor, ha m | a —b. Mivel
m | (g1 — g2)m trividlis modon teljesiil, igy m | a — b akkor és csak akkor all
fenn, ha m | r; — ro. Azonban —m < ry —ry < m miatt m | r; — o akkor és
csak akkor lehetséges, ha r; = 7o, vagyis ha rem(a, m) = rem(b, m).

Példa. Mutassuk meg, hogy egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor
oszthaté 3-mal, ha a szamjegyeinek Osszege oszthatd 3-mal!

Megoldas. Elgszor belatjuk, hogy 10" = 1 (mod3) minden n € N ese-
tén. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 10" =
1 (mod 3).
Alapeset. P(0) igaz, hisz 10° = 1 (mod 3).
Indukcioés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

Az indukcios feltevés szerint 10" = 1 (mod 3), ezért

10"1'=10-10"=10-1=1-1=1 (mod3).

Igy P(n+1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

Ezek utén lassuk az eredeti allitas bizonyitasat. Tekintsiik a

di - 10 +dp_q - 105 P+ 4 dy - 10+ d
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szamot, ahol 1 < d, <9és0 < dj_1,...,d1,dy < 9. Az el6bbiek szerint

dp - 10F 4 dp_y - 10"+ 4 dy - 10+ dy =
=dy+dp1+ -+ di + dy (mod3),

amibdl kovetkezik, hogy maga a szdm akkor és csak akkor oszthaté 3-mal,
ha a szamjegyeinek 6sszege oszthatd 3-mal.

Példa. Mutassuk meg, hogy egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor
oszthatd 9-cel, ha a szamjegyeinek Osszege oszthatd 9-cel!

Megoldas. Elbszor belatjuk, hogy 10" = 1 (mod9) minden n € N ese-
tén. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 10" =
1 (mod9).
Alapeset. P(0) igaz, hisz 10° =1 (mod 9).
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

Az indukcios feltevés szerint 10" = 1 (mod 9), ezért

10"1'=10-10"=10-1=1-1=1 (mod9).

Igy P(n+1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

Ezek utén lassuk az eredeti allitas bizonyitasat. Tekintsiik a
djp - 10F + di_q - 1057+ -+ dy - 10 + do
szamot, ahol 1 < dp <9és0 < dp_1,...,d1,dy < 9. Az el6bbiek szerint
- 10" + dj—y - 107 4 dy - 10+ dp =
=dp +dp1+ -+ d + dy (mod9),

amibdl kovetkezik, hogy maga a szam akkor és csak akkor oszthato 9-cel, ha
a szamjegyeinek Osszege oszthato 9-cel.

Példa. Mutassuk meg, hogy egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor
oszthato 11-gyel, ha a szamjegyeinek valtakozo elGjellel vett 6sszege oszthato
11-gyel!

Megoldas. Elgszor belatjuk, hogy 10" = (—1)" (mod11) minden n € N
esetén. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy
10" = (—1)" (mod 11).
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Alapeset. P(0) igaz, hisz 10° = 1 (mod 11).
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

Az indukcios feltevés szerint 10" = (—1)" (mod 11), ezért

10" =10-10"=10- (=1)" = (=1) - (=1)" = (=1)"*! (mod 11).

Igy P(n+1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

Ezek utén lassuk az eredeti allitas bizonyitasat. Tekintsiik a
dy, - 107 + djpoy - 1057 - 4 dy - 10 + do
szamot, ahol 1 < dy, <9¢és 0 < dp_1,...,di,dy < 9. Az el6bbiek szerint
dp - 105 +dpy - 10"+ 4 dy - 10+ dy =
= (—=DFdy + (=D dyp_y + -+ + (=1)dy + do (mod 11),

amibdl kovetkezik, hogy maga a szam akkor és csak akkor oszthato 11-gyel,
ha a szamjegyeinek valtakozo elGjellel vett Osszege oszthato 11-gyel.

Titkositas I1I.

Tekintsiik az eredeti elképzelés kovetkezs valtozatat. Ismét szorozzuk Ossze
az lizenetet a kulccsal, azonban most a hagyoményos aritmetika helyett mo-
duléris aritmetikat hasznaljunk.

ElSkésziilet. A kiilds és a fogadd el6re megegyeznek egy nagy p primszam-
ban. Ez lesz a modulus; ezt akar az ellenség is ismerheti. Ezen kiviil
megegyeznek egy k € {1,2,...,p — 1} titkos kulesban, ami most nem
feltétlentil primszam.

Koédolas. A kiilds kodolja az elkiildends w € {1,2,...,p— 1} tizenetet, ami
szintén nem feltétleniil primszam:

u* = rem(uk, p).

Deko6édolas. 777
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Multiplikativ inverz

Allitas. Ha p prim, és k nem tobbszorose p-nek, akkor van olyan k' egész,
amelyre

K - k=1 (modp).

Az allitasban szerepld k/ szamot a k szdm modulo p multiplikativ inver-
zének nevezik.

Bizonyitas. Mivel p prim, ezért csak két pozitiv osztoja van: 1 és p. Igy
Inko(k, p) = 1, ellenben k tobbszorose lenne p-nek. Viszont ha Inko(k, p) = 1,
akkor léteznek olyan s és t egészek, amelyekre

sk+tp=1,

illetve atrendezve
tp =1 — sk.

Mivel p | tp trividlisan teljesiil, igy p | 1 — sk, vagyis
sk =1 (modp).
Most k' = s nyilvan megfelel a kivanalmaknak.
Ezek utan a dekodolas méar konnyt. Legyen k' olyan egész, amelyre
kk' =1 (modp).

Ekkor
u'k = rem(uk,p)k’ = (uk)k' = u(kk") = u (mod p).

Es mivel u € {1,2,...,p — 1}, igy

u = rem(u*k’, p).

Fermat-tétel
Fermat-tétel. Ha p prim, és k£ nem tobbszorose p-nek, akkor

kP~ =1 (modp).
A bizonyitas némi elGkésziiletet igényel.
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Allitas. Legyen p primszam, és k nem tobbszorose p-nek. Most ha
ak = bk (mod p),
akkor a = b (modp).

Bizonyitas. Mivel p prim, és £ nem tobbszorose p-nek, ezért 1étezik olyan
k' egész, amelyre kk’ = 1 (modp). Szorozzuk végig az ak = bk (mod p)
kongruenciat k'-vel:

akk' = bkk' (mod p).

Mivel akk’ = a (mod p) és bkk’ = b (mod p), igy
a = b (modp)
adodik.
Kovetkezmény. Legyen p primszam, és £ nem t6bbszordse p-nek. Ekkor a
(rem(0 - k,p),rem(1 - k,p),rem(2 - k,p),...,rem((p — 1) - k, p))
sorozat a {0,1,2,...,p — 1} halmaz egy permutacioja.

Bizonyitas. ElGszor is jegyezziik meg, hogy a sorozat p szambol all, ame-
lyek mind a 0,1,2,...,p — 1 szamok koziil keriilnek ki. Masrészt vegyiik
észre, hogy a sorozat elemei paronként kiilonbozéek. Valoban, rem(ak,p) =
rem(bk, p) akkor és csak akkor teljesiil, ha ak = bk (mod p), ami viszont az
el6z6 allitas szerint akkor és csak akkor all fenn, ha a = b (mod p); azonban
a 0,1,2,...,p — 1 szdmok koziil semelyik kett6 nem kongruens modulo p.
Innen az allitas adodik.

Megjegyezziik, hogy mivel rem(0 - k, p) = 0, ezért a

(rem(1 - k,p),rem(2- k,p),...,rem((p — 1) - k,p))

sorozat az {1,2,...,p — 1} halmaz egy permutacioja.

Fermat-tétel bizonyitasa. A kovetkezSképpen okoskodhatunk:

1-2---(p—1)

rem(k,p) - rem(2k, p) - --rem((p — 1)k, p)
=k-2k---(p— 1)k
=1-2---(p—1)- k"' (modp).

Most 1-2--- (p—1) nem lehet p tobbszorose, hiszen 1,2, ..., p—1 egyike sem
oszthato p-vel. Igy 1-2---(p — 1)-gyel egyszertisithetiink:

kP~ =1 (modp).
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A Fermat-tétel felhasznéalasaval tobbek kozott egyszertien tudunk multip-
likativ inverzet szamolni. Legyen p primszam, és k nem tobbszordse p-nek.
A Fermat-tétel szerint

P2k = kP~ =1 (mod p),

ami azt jelenti, hogy &”~2 modulo p multiplikativ inverze k-nak.

Hatarozzuk meg példaul 6 modulo 17 multiplikativ inverzét. Ehhez ki
kell szamitani rem(6',17)-et, amit egymés utani négyzetre emelésekkel elég
egyszertien megtehetiink:

62 = 36 = 2 (mod 17),

6* = (6%)? =22 =4 (mod 17),

6° = (6%)* = 4% = 16 (mod 17),
majd

6°=6%.662-6=16-4-2-6=64-2-6
=13-2-6=26-6=9-6=54=3 (mod 17).

Igy rem(6'°,17) = 3. Ellendrzésképpen 6 -3 = 18 = 1 (mod 17).

Titkositas I11.

Megtorténhet, hogy egyszer a kodolt u* {izenet mellett a kddolatlan u lizenet
is az ellenség kezébe keriil. Sajnos ennek végzetes kdvetkezményei vannak.
Most

uP?u* = uP 2 rem(uk, p) = uP*uk = uP'k = k (modp).

Igy ekkor az ellenség a titkos k kulcsot is képes meghatarozni, amivel minden
més tizenetet is elolvashat. Ez megengedhetetlen!

RSA

1977-ben Rivest, Shamir és Adleman egy rendkiviil biztonsagos titkositési el-
jarast dolgoztak ki. Evtizedek 6ta tarté tamadasok ellenére eddig semmilyen
gyenge pontot nem sikeriilt a rendszeren taldlni. Rdadasul a rendszernek van
egy elsd hallasra hihetetlennek tiing sajatossaga: a hagyomanyos titkositasi
eljaréasoktol eltérGen a kiildének és a fogadénak nem sziikséges az lizenetval-
tas elott talalkozni abbol a célbol, hogy megegyezzenek egy titkos kulcsban.
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A fogadonak most két kulcsa van: egy titkos kulcs, amelyet szigorian el-
zarva Oriz, valamint egy nyilvanos kulcs, amelyet a lehet§ legszélesebb korben
terjeszt. Uzenet tgy kiildhetd, hogy a kodolast a fogadé nyilvanos kulcsaval
végezzik, aki a dekddolast a szigoruan 6rzott titkos kulcsaval hajtja végre.

I[lyen nyilvanos kulest titkositasi rendszerek teszik lehetévé példaul, hogy
biztonsagosan vasarolhatunk hitelkartyaval az interneten keresztiil is.

Elskésziilet. A fogadé létrehoz egy titkos és egy nyilvanos kulcsot a kovet-
kez6képpen:

1. Vélaszt két kiilonb6z6 p és ¢ nagy primszamot.
2. Legyen n = pq.

3. Vélaszt egy olyan e > 1 egész szamot, amelyre

Inko(e, (p—1)(¢g—1)) = 1.

Az (e,n) par lesz a nyilvanos kulcs.

4. Kiszamit egy olyan d pozitiv egész szamot, amelyre
de =1 (mod (p—1)(¢ — 1)).
A (d,n) par lesz a titkos kulcs.
Koédolas. A kiilds kodolja az elkiildends v € {1,2,...,n — 1} {izenetet:
u* = rem(u®,n).

Dekodolas. A fogadd dekodolja a kapott u* iizenetet:

d

u = rem((u")*, n).

A kritikus kérdés, hogy egy kodolt iizenetet dekodolva az eredeti lizenetet
kapjuk-e vissza. Formalisan,

u = u (modn)

tetszbleges u € {1,2,...,n — 1} lzenetre teljestil-e?
El6szor megmutatjuk, hogy

u =u (modp) & v =wu (modq).
Az elst Osszefliggést latjuk be, a masik hasonldéan intézhetd el.
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Ha u tobbszordse p-nek, akkor az allitas trivialis, a kongruencia mind-
két oldala nullaval kongruens modulo p. Tegyiik fel ezutan, hogy uw nem
tobbszordse p-nek. Az elGkésziiletek alapjan

ed=1+k(p—1)(¢g—1)
valamilyen k pozitiv egésszel, igy Fermat tételét alkalmazva
uéd = R DED = g (yp R = oL 1M = 4 (mod p),

amit bizonyitani akartunk.
Kaptuk tehat, hogy

plu—u & q|u—u.

Mivel Inko(p, ¢) = 1, ezért a legnagyobb kozos osztod tulajdonsagait sszefog-
lalo allitas (5) pontja szerint

pq | u —u

is teljesiil, vagyis
u = u (mod pq).
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Grafelmélet

Diszkrét matematikai problémak megoldasa soran gyakran van sziikségiink
dolgok kozotti binaris kapcsolatok dbrazolasara, kezelésére. Erre természetes
modellt kindlnak a grafok.

Grafok

Példa. Mutassuk meg, hogy egy 51 {6s tarsasagban mindig van olyan vendég,
akinek péaros szamu ismerdse van (az ismeretséget kolesonosnek tételezziik
fel)!

Ilyen jellegti feladatok megoldasahoz komoly segitséget nytjthat a kovet-
kez6 grafikus illusztracio:

e a vendégeket feleltessiik meg a sik egy-egy pontjanak,

e két pontot kossiink Ossze egy vonallal, ha az azoknak megfelel§ vendé-
gek ismerik egymaést.

Az igy kapott rajz a feladat szempontjabol minden sziikséges informéaciot
tartalmaz. Alljon itt egy példa egy héttagu tarsasagbeli ismeretségekre:

A
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Az ilyen rajzokat grafoknak nevezziik. Egészen pontosan egy G (egyszerti)
graf egy (V, E) halmazpar, ahol V' egy nem iires véges halmaz, E pedig
a V halmaz kételemi részhalmazainak egy halmaza. A V halmaz elemeit
csucsoknak, az F halmaz elemeit pedig éleknek nevezziik. Az elébbi példaban

V = {A7 B? C7 ‘D7 H? K7 L}7
E= {{A’ B}> {Av D}7 {Av H}’ {A’ L}’ {07 D}a {07 L}> {Da K}}
Egy graf két cstucsat szomszédosnak mondjuk, ha él koti ossze Sket. Egy

graf valamely csticséara illeszkedd élek szamat a cstcs fokszamanak nevezziik.
Egy v cstcs fokszaméat d(v) jeloli. Az el6bbi példaban

d(A) = 4,
d(B) = 1,
d(C) = 2,
d(D) =3,
d(H) = 1,
d(K) = 1,
d(L) = 2.

Allitas. Egy G = (V, E) grafban

> d(v) =2|E].

veV

Bizonyitas. Minden él kettével jarul hozza a fokszamok Osszegéhez; mindkét
végpontjanal eggyel-eggyel.

Allitas. Tetszoleges G = (V, E) grafban a paratlan foki csiicsok szama
paros.

Bizonyitas. Az el6z6 allitassal 6sszhangban

AE[= > dw)+ Y d).

veV veV
d(v) paros d(v) paratlan

Itt a bal oldal és a jobb oldali elsé Osszeg paros szém, ezért a jobb oldali
mésodik Osszeg is sziikségképpen péaros szam. Mivel a mésodik 6sszeg minden
tagja paratlan, ez csak ugy lehetséges, ha a tagok szama, vagyis a paratlan
foku csticsok szama paros.
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Az utobbi allitasbol azonnal adddik, hogy egy 51 csiicstt graftban nem
lehet az Osszes cstcs paratlan fokszamu. Igy egy 51 {6s tarsasagban mindig
van olyan vendég, akinek paros szamu ismerdse van.

Példa. Mutassuk meg, hogy egy 100 fGs tarsasaghan mindig van két olyan
vendég, akiknek ugyanannyi ismerGse van!

Megoldas. Fogalmazzuk at az allitast grafokra: barmely 100 csticst grafban
van két azonos fokszami cstcs.

Indirekt moédon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az allitassal ellentétben
van olyan 100 csticsu graf, amelyben a fokszédmok mind kiilonbozék. Egy 100
csucsu grafban a lehetséges fokszamok 0, 1,...,99. Ha a grafban a fokszamok
mind kiilonbozdk, akkor ezen értékek mindegyike sziikségképpen el§ is fordul.
Most tekintsiik a 99 fokszami csticsot. Ez az Gsszes tobbi csticesal 6ssze van
kotve, specidlisan a 0 fokszamu cstccsal is, ami persze lehetetlen.

Igy az eredeti feltevésiink hamis volt, vagyis nem lehetnek a fokszamok
mind kiilonbozsk. Ebbdl kovetkezik, hogy egy 100 {6s tarsasdgban mindig
van két olyan vendég, akiknek ugyanannyi ismerdse van.

A grafok a szamitastudomany legfontosabb objektumai koézé tartoznak.
Megszamlalhatatlanul sok alkalmazasnal elGjonnek: {itemezés, optimalizalas,
kommunikacio, algoritmusok tervezése és elemzése stb.

Gyakran az élek halmazanak nem a csticsok kételemi részhalmazainak,
hanem a csticsok rendezett parjainak egy halmazéat érdemes valasztani. Ekkor
iranyitott grafokrol beszéliink. Iranyitott graffal tudjuk modellezni példaul a
World Wide Webet: a csticsok a honlapok, az iranyitott élek pedig a honlapok
kozotti hiperhivatkozésok. Két stanfordi didk, Larry Page és Sergey Brin
ennek a grafnak a vizsgalata révén valt dollarmilliardossa (GOOGLE).

Szintén elég gyakran érdemes a graf éleihez szamokat rendelni. Ilyenkor
sulyozott éld grafokrol beszéliink. Stlyozott éld graffal tudunk modellezni
példaul egy légikozlekedési haldzatot: a csticsok a repiilGterek, ha létezik
kozvetlen jarat két reptér kozott, akkor a megfelel§ csiicsok kozott él halad,
az élekhez rendelt szamok pedig a megfeleld repiilési idGtartamok.

Specialis grafok

Néhany graf olyan gyakran meriil fel az alkalmazasokban, hogy kiilén nevet
is kaptak.

(1) Egy grafot teljes grafnak neveziink, ha barmely két cstcsa szomszédos.
Az n csucsu teljes grafot K,-nel jeloljiik.
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Ks

(2) Egy grafot tires grafnak neveziink, ha egyetlen éle sincs. Az n cstcsu iires
grafot E,-nel jeloljiik.

(3) Egy P = (V, E) grafot, ahol
V ={v,v9,...,0.},
E= {{vh UQ}? {U2a US}a SR {Un—b Un}}

utnak neveziink. Az n csicst utat P,-nel jeloljiik.

vp vz U3 Uy Vs U
P

A vy és v, cstucsok az t végpontjai. Egy at allhat egyetlen cstcsbdl is,
ilyenkor a két végpont ugyanaz. Egy 0t hosszén az éleinek szamét értjiik.

(4) Egy C = (V, E) grafot, ahol
V ={vy,v9,...,0,}, n >3,
E = {{Ula U2}7 {U27 U3}7 R {vnfh /Un}y {Un; Ul}}

kornek neveziink. Az n cstucsu kort C,-nel jeloljiik.

U1

Us V2

Uy
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Izomorfizmus

AG=(V,E)és G = (V' E') grafokrol azt mondjuk, hogy izomorfak, ha
létezik olyan f: V' — V' bijekcio, hogy tetszéleges u,v € V esetén {u,v} € E
akkor és csak akkor, ha {f(u), f(v)} € E'.

(%1 U1

izomorf grafok

A szamitastudomaéany egyik fontos megoldatlan problémaja, hogy létezik-e
hatékony algoritmus két graf izomorfidjanak eldontésére.

Részgraf

Egy G’ = (V' E') grafot a G = (V, E) graf részgrafjanak neveziink, ha
V' CV és E' C E. Mivel a részgraf maga is graf, ezért V' # (), tovabba az
E’ élhalmaz a V' csicshalmaz kételemt részhalmazainak egy halmaza.

Hamilton-kor

A szamitdstudomany szintén fontos megoldatlan probléméja a kovetkezé:
létezik-e hatékony algoritmus annak eldontésére, hogy egy adott graf tartal-
maz-e olyan kort, amely az 6sszes cstucson athalad. Egy ilyen kért Hamilton-
kornek neveziink.

Példéul a kovetkezs abran a bal oldali grafnak van Hamilton-kore, a jobb
oldalinak viszont nincs!
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Dodekaéder-graf Petersen-graf

Osszefiiggsség

Egy grafot Osszefliggdnek neveziink, ha barmely két cstcsahoz talalhato a
grafban azokat Osszekots tt.

-

nem Osszefiiggl graf osszefliigeo graf

Egy graf egy maximaélis Osszefiiggs részgrafjat a graf egy osszefiiggs kom-
ponensének nevezziik. Mas szavakkal, a G graf egy H részgrifja a G egy
Osszefiiggs komponense, ha H 6sszefiiggs, tovabba G-nek nem létezik olyan
H' 6sszefiiges részgrafja, amelynek H valodi részgrafja lenne.

Az el6z6 példaban a bal oldali grafnak két 6sszefiiggd komponense van, a
jobb oldalinak pedig egy (6nmaga).

Példa. Mutassuk meg, hogy ha egy 2n cstucsu grafban minden cstcs foka
legalabb n, akkor a graf dsszefliggd!

Megoldas. Indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az allitassal el-

lentétben a graf nem Gsszefliges. Tekintsiik a graf legkevesebb cstcsbol allo

Osszefliged komponensét. Ebben a cstiicsok szama legfeljebb n, kovetkezés-

képpen a csiicsok fokszama legfeljebb n — 1, ami ellentmond a feltételnek.
gy az indirekt feltevés hamis, vagyis a graf osszefiiggd.
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Allitas. Tetszéleges G = (V,E) graf Gsszefiiggs komponenseinek szama
legalabb |V| — |E]|.

Bizonyitas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(m) az az allitas, hogy
barmely m éli G = (V, E) graf osszefliggd komponenseinek szama legalabb
V| —m.

Alapeset. P(0) trivialisan igaz, hiszen egy iires graf osszefliggé komponen-
seinek szdma megegyezik a graf cstcsainak a szaméval.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(m) igaz valamely m természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(m + 1) is igaz.

Tekintsiink egy m + 1 éli G = (V, E) grafot. Tavolitsuk el G valamelyik
élét, legyen ez mondjuk az {u,v} él, a megmaradt grafot pedig jelolje G.
Az indukeios feltevés szerint G dsszefiiggd komponenseinek szama legalabb
|V| — m. Helyezziik most vissza az el6bb eltavolitott {u, v} élt.

Ha wu és v ugyanabban az 6sszefiiggé komponensében volt G'-nek, akkor
G Osszefliggs komponenseinek szama nyilvan ugyanannyi lesz, mint G'-é volt,
vagyis legalébb |V| —m > |V| — (m + 1). Igy P(m + 1) ebben az esetben
igaz.

Ha viszont u és v kiilonb6z6 Osszefiiggé komponenseiben volt G’-nek,
akkor ezeket az {u,v} él egyetlen Osszefiigg6 komponenssé egyesiti, igy G
Osszefiiggs komponenseinek szama eggyel kevesebb lesz, mint G'-é volt, vagyis
legalabb |V|—m—1=|V|— (m+1). Igy P(m+ 1) ebben az esetben is igaz.

A teljes indukei6 elve szerint P(m) igaz minden m természetes szamra.

Kovetkezmény. Tetszoleges G = (V, E) Osszefliggd graf éleinek szama leg-
alabb |V| — 1.

Bizonyitas. Az el6z6 allitas szerint a G graf sszefiiged komponenseinek
szama legalabb |V| — |E|. Mivel G 6sszefiiggs, igy Osszefiiggd komponensei-
nek szama 1, kévetkezésképpen |V| — |E| < 1, vagyis |E| > |V| — L.

Fak

Egy T = (V, E) Osszefiiggs és kormentes grafot fanak neveziink. Ime egy
példa:
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Allitas. Tetszoleges T = (V, E) fara teljesiilnek a kovetkezok:
(1) Barmely két cstcsot pontosan egy ut kot dssze.

(2) Barmely két szomszédos cstucs kozotti élt tordlve a graf nem marad
Osszefliggd.

(3) Barmely két nem szomszédos cstcs kozott egy élt behuzva a grafban
kor keletkezik.

(4) Ha van legalabb két csucs, akkor van két elsfoku cstucs.

) V] =I[El+1.

Bizonyitas.

(1) Mivel a graf osszefliggs, ezért barmely két csiucsédhoz taldlhato a grafban
azokat Osszekotd ut. Indirekt tegyiik fel, hogy van két olyan u és v cstcs
a grafban, amelyeket két kiillonbo6z6 ut is Osszekot. Az u cstcsbol elindulva
legyen x az els6 olyan cstucs, ahol a két Gt szétvalik, y pedig az a csiics ahol
az utak legkozelebb ismét Gsszetalalkoznak.

Z )

Most két, a végpontjaiktol eltekintve diszjunkt ut koti Ossze az x és y

cstucsokat, amelyek egyiitt nyilvan egy kort alkotnak. Ez viszont ellentmond
annak, hogy a graf kormentes. Igy az indirekt feltevés hamis, kovetkezéskép-
pen a graf barmely két csticsat pontosan egy 1t koti Ossze.
(2) Tekintsiik a graf egy tetszoleges {u,v} élét. Mivel a grafban az u és v
cstcsokat egyetlen 1t koti Ossze, ez az 1t sziikségképpen az {u,v} él. Ezt
torolve a grafban nem marad u-t és v-t Osszekotd 1t, vagyis a graf nem lesz
Osszefliggd.

(3) Tekintsiik a graf két nem szomszédos u és v cstucsat. A grafban talalhato
u-t és v-t Gsszekots ut. Ha most behtzzuk az {u,v} élt, akkor ez az él az
elébbi uttal egyiitt nyilvan egy kort alkot.
(4) Legyen (v1,vs,...,0y) egy T-beli leghosszabb t egymas uténi cstucsa-
inak sorozata. Itt m > 2, hisz egy legalabb két cstucst Gsszefiiggs gratban
mindenképp van egy él.

Allitjuk, hogy vy és vy, elséfoki cstcsok. A vy cstcs semelyik 3 <i < m
esetén nem lehet szomszédos a v; csticesal, ellenkezé esetben a leghosszabb 1t
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v1-t6l v;-ig tarto szakasza a {v1, v;} éllel egyiitt egy kort alkotna. Méasrészt vy
nem lehet szomszédos egyetlen olyan csticesal sem, amely nincs a leghosszabb
aton, ellenkezs esetben a leghosszabb 1t bévithets lenne. Igy v, csak a
vy csticesal szomszédos, ezért fokszama 1. Hasonldéan igazolhatd, hogy v,
fokszama is 1.

(5) Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy barmely
n csucsa T = (V, E) faban |V| = |E| + 1.

Alapeset. P(1) igaz, hiszen egy 1 cstucsu faban |[E|+1=0+1=1.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

Tekintstink egy n + 1 csucsu T' = (V, E) fat. Legyen v a T egy elstfoku
csucsa. Tavolitsuk el v-t a ra illeszkedd éllel egyiitt T-bdl; a megmaradt gra-
fot jelolje 7" = (V', E’). A T graf nyilvan kérmentes. Tovabba T" 6sszefiiggs
is. Valoban, T Osszefiiggésége miatt barmely két T’-beli cstucs Osszekdthetd
uttal T-ben, am ez az Ut nyilvin nem mehet at az elséfokt v cstcson, igy
teljes egészében T'-ben halad. Mindezekbdl kovetkezik, hogy T” fa.

Mivel T" csticsszama eggyel kevesebb, mint 7-¢, az indukecios feltevés sze-
rint T'-re |V'| = |E'| + 1 teljesiil. Visszahelyezve a torolt v csticsot a ra
illeszkedd éllel egyiitt, a csicsok és az élek szama is eggyel nd, kovetkezés-
képpen |V| = |E|+ 1 a T fara szintén teljesiil. Igy P(n + 1) is igaz.

A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

Fakkal 1épten-nyomon 6sszetalalkozunk a szamitastudomanyban: az in-
formaciot gyakran taroljuk fa strukturaju adatszerkezetben, és szamos rekur-
ziv program végrehajtésa egy fa bejarasanak tekinthets. Néhany specialis fa
olyan gyakran meriil fel az alkalmazasokban, hogy kiilon nevet is kaptak.
(1) Egy gyokeres fa olyan fa, amelynek egyik csticsat kitiintettiik, ez a gyokeér.
Legyen {u,v} egy gyokeres fa tetsz6leges éle. Most vagy a gyokértsl u-ig
vezetd Ut utolso eldtti csticsa v, vagy a gyokértsl v-ig vezets ut utolso elGtti
csucsa u. Tegytik fel, hogy az elsd eset all fenn. Ekkor a v csticsot az u cstcs
sziil6jének, az u csucsot pedig a v csics gyerekének nevezziik. A gyokéren
kiviil minden csticsnak pontosan egy sziilGje van, a gyokértsl hozzé vezets it
utolso el6tti cstcsa.

Az alabbi gyokeres faban legyen A a gyokér:
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Tobbek kozott ekkor E és F' a B gyerekei, A pedig B, C' és D sziilGje.

(2) Egy binéaris fa olyan gyokeres fa, amelyben minden cstcsnak legfeljebb
két gyereke van. Ime egy példa:

gyokér

(3) Egy rendezett binaris faban a csicsok gyermekeit megkiilonboztetjiik, az
egyiket bal gyereknek, a masikat jobb gyereknek nevezziik.

Grafok szinezése

Egyik informatikus szakon minden félév elején elkészitik az arra a félévre
vonatkozo zh-rendet. Ez nem is annyira egyszert feladat, ugyanis a hall-
gatoknak a félév soran szamos zh-t kell irni, és egy hallgato egy adott id6-
pontban nyilvan legfeljebb egy zh-n tud megjelenni. Kézenfekvé megoldas,
hogy az 0sszes zh-t kiilonb6z6 idépontokra tiizziik ki, azonban a tantargyak
nagy szama miatt igy az egész szorgalmi idGszak sem lenne elég az 0sszes zh-
hoz. Olyan megoldést keresiink tehat, amelyben a zh-kat viszonylag kevés
id6pontra osszuk be, iigyelve arra, hogy semelyik hallgaténak ne legyen két
zh-ja ugyanabban az idépontban.
A probléméat modellezhetjiik graffal.

o A graf csucsai feleljenek meg a zarthelyiknek.

o Két csticsot akkor kossiink Ossze egy éllel, ha van olyan hallgato, akinek
a csticsoknak megfelel6 mindkét zh-t meg kell irni.

Példaul:

LINALG PROG1

PROG2 DMAT

AB1 AB2
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Ezzel azonban nem vagyunk még kész. Rendeljiink hozza minden lehetséges
zh id6ponthoz egy szint, kiilonbo6z6 idépontokhoz kiillonb6z6 szineket. Ezek
utédn egy adott zh-t ugy rendeliink hozza egy adott id6ponthoz, hogy a graf
megfelel§ csticsat beszinezziik az adott id6ponthoz tartozo szinnel. Az egyet-
len megkdtés, hogy szomszédos csticsok szinének kiilonbozének kell lenni,
kiilonben lennének hallgatok, akiknek egy id6ben két zh-n is meg kellene je-
lenni. Ezen kiviil természetesen szeretnénk minél kevesebb szint hasznalni,
hogy az 6sszes zh beférjen a szorgalmi idGszakba.
Az el6z6 példanal maradva:

LINALG PROG1

PROG2 DMAT

AB1 AB2

Itt harom szin mindenképp sziikséges, hisz a grafban van haromszog. Es
ennyi elég is, mint az abran lathato.

Kromatikus szam

Azt mondjuk, hogy egy G graf k-szinezhets, ha a csicsaihoz hozza tudunk
rendelni k szint Ggy, hogy barmely két szomszédos csticshoz kiilonb6z6 szinek
tartoznak. A legkisebb olyan k értéket, amelyre egy G graf k-szinezhetd, a
graf kromatikus szamanak nevezziik, és x(G)-vel jeloljik. A szamitastudo-
méany fontos megoldatlan problémaja, hogy létezik-e hatékony algoritmus egy
graf kromatikus szamanak meghatarozasara. Azt sejtjiik, hogy nincs ilyen
algoritmus.

Allitas. Ha egy grafban a maximalis fokszam legfeljebb k, akkor a graf
(k + 1)-szinezhetd.

Bizonyitas. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az éllitas,
hogy barmely olyan n csticst graf (k + 1)-szinezhets, amelyben a maximaélis
fokszam legfeljebb k.

Alapeset. P(1) trivialisan igaz, hiszen egy 1 cstcst grafban a maximalis
fokszam 0, és a graf természetesen 1-szinezhetd.
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Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

Tekintsiink egy olyan n 4 1 cstcsu G gréafot, amelyben a maximalis fok-
szam legfeljebb k. Téavolitsuk el G egy tetszéleges v csicsat a ra illeszkedd
élekkel egyiitt, a megmaradt grafot pedig jelolje G'. Most G’ egy n cstcsu
graf, amelyben a maximalis fokszam legfeljebb k, igy az indukcios feltevés
szerint (k + 1)-szinezhets. Helyezziik vissza az el6bb eltavolitott v cstcsot
a ra illeszkeds élekkel egyiitt. A v cstcsot nyilvan ki tudjuk szinezni olyan
szinnel, amely kiilonbozik a szomszédjainak szinétél, hiszen v foka legfeljebb
k és k+1 szin all rendelkezésiinkre. Ennélfogva G szintén (k + 1)-szinezhetd,
kovetkezésképpen P(n + 1) is igaz.

A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

Elsfordul, hogy k + 1 szinnél kevesebb nem elég. Valéban, ha G egy k+1
csucsu teljes graf, akkor G-ben a maximalis fokszam k és G kiszinezéséhez
(k+1)-nél kevesebb szin nyilvan nem elég. Mindazonaltal a k+ 1 szin altala-
ban messze t6bb, mint amennyire tényleg sziikség van. Példaul a kévetkezs
csillag alaki grafban a kozépsé cstcs fokszama 8, a szinezéshez pedig elég 2
szin.

Példa. Mennyi az alabbi graf kromatikus szama?
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Megoldas. Elgszor megmutatjuk, hogy a graf nem 3-szinezhets. Indi-
rekt moédon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az &llitadssal ellentétben a graf
3-szinezhets. Egy ilyen szinezésben az a, b és ¢ csticsok nyilvan kiilonb6z6
szintek; legyen mondjuk a szine piros, b szine kék, c szine pedig sarga. Ekkor
d csak piros, e csak kék, f pedig csak sarga lehet, mert a masik két szin mar
szerepel a szomszédsagukban. Ugyanigy g csak piros, h csak kék, ¢ pedig
csak sarga lehet. Tekintsiik most a j cstucsot. Ennek harom szomszédja hé-
rom kiilénb6z6 szind, ezért j-t nem szinezhettiik a harom szin egyikére sem.
Ellentmondasra jutottunk, igy az allitas igaz.

Vilagos, hogy ha j-t szinezhetjiik zoldre is, akkor az el6bbi gondolatmenet
a graf egy 4-szinezéséhez vezet. Ezért a graf kromatikus szama 4.

Példa. Mennyi az alabbi graf kromatikus szama?

: ] b

Megoldas. FEl6szor megmutatjuk, hogy a graf nem 3-szinezhets. Indi-
rekt moédon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az &llitdssal ellentétben a graf
3-szinezhetd. Egy ilyen szinezésben a kiils6 6t hosszusagi kor szinezése 1é-
nyegében egyértelmi; egy szint egyszer hasznélunk, a masik kettét pedig
kétszer felvaltva. Legyen mondjuk a szine sarga, b szine piros, ¢ szine kék, d
szine ismét piros, e szine pedig ismét kék. Ekkor f csak sarga, g csak piros,
J pedig csak kék lehet, mert a masik két szin mér szerepel a szomszédsaguk-
ban. Tekintsiik most a k cstcsot. Ennek f, g és 7 harom kiilonb6z6 szind
szomszédja, ezért k-t nem szinezhettiik a hdrom szin egyikére sem. Ellent-
mondasra jutottunk, igy az allitas igaz.
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Vilagos, hogy ha k-t szinezhetjiik zoldre is, akkor (h-t és i-t sargara szi-
nezve) az el6bbi gondolatmenet a graf egy 4-szinezéséhez vezet. Ezért a graf
kromatikus szama 4.

Paros grafok

A 2-szinezhetd grafok olyan gyakran fordulnak el6 az alkalmazasokban, hogy
kiilon nevet is kaptak: ezeket paros grafoknak nevezik. Tekintslink egy G
péaros grafot. Most G cstucsait kiszinezhetjiik mondjuk fehérrel és feketével
gy, hogy barmely két szomszédos cstics kiilonbozd szinti. Csoportositsuk a
fekete cstuicsokat egy kupacba a bal oldalon, a fehér csticsokat meg egy mésik
kupacba a jobb oldalon. Mivel minden él kiilénb6z6 szinti csticsokat kot Gssze,
ezért élek csak a két kupac kozott haladnak. Ennélfogva minden péros graf
valahogy igy néz ki:

A kovetkezd tétel a paros grafok egy érdekes karakterizacidjat adja.

Tétel. Egy graf akkor és csak akkor paros, ha nem tartalmaz paratlan
hosszusagu kort.

Parositasok

A tanciskolaban minden egyes lanynak bizonyos fituk tetszenek, masok meg
nem. Milyen feltételek mellett tud az Gsszes lany partnert talalni maganak,
ha a lanyok csak olyan fitkkal hajlandok tancolni, akik tetszenek nekik?

A feladatot természetes moédon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden lanynak egy cstucs a bal oldali kupacban, és minden
fitnak egy csucs a jobb oldali kupacban.

e Ha egy lanynak tetszik egy fit, akkor a megfeleld csticsokat kossiik dssze
egy éllel.

100



Egy ilyen médon kapott graf példaul a kovetkezs:

Béla
Andi

Dénes
Cili

Feri
Erzsi

Géza
Helga

Istvan

Feladatunk ezek utéan a lanyok szamara egy parositast megadni; az élek-
nek egy olyan részhalmazat, hogy minden lany pontosan egy, mig minden
fit legfeljebb egy élre illeszkedjen. Az el6bbi példaban a lanyok szaméra egy
parositas a kovetkezd:

Béla
Andi

Dénes
Cili

Feri
Erzsi

Géza
Helga

Istvan

Hall-tétel

Tekintsiik lanyok egy tetszéleges L és fitk egy tetszSleges F' halmazat. La-
nyok valamely L' C L részhalmazara azon fiuk halmazat, akik legalabb egy
L’-beli lanynak tetszenek, az L'-beli lanyoknak tetszé fiik halmazanak fog-
juk nevezni. Az el6z§ példdban a Cilinek és Helganak tetszé fiuk halmaza
{Dénes, Feri, Istvan}.

Nyilvan csak akkor van esélyiink az L-beli lanyok szaméra egy parositast
megadni, ha a kovetkez§ teljestl.

Hall-feltétel. Lanyok barmely L' C L részhalmaza esetén az L'-beli lanyok-
nak tetszg fink F' C F halmazara |L'| < |F'].

Valoban, ha mondjuk négy lanynak csak harom fia tetszik 6sszesen, akkor
mar ezen négy lany szaméra sem lehet egy parositast megadni.
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Hall-tétel. Tekintsiik lanyok egy tetszéleges L és fitk egy tetszGleges F
halmazat. Akkor és csak akkor tudunk a lanyok szédmara egy parositast
megadni, ha a Hall-feltétel teljestil.

Bizonyitas. FElGszor tegyiik fel, hogy meg tudunk adni a lanyok szdmara
egy parositast. Belatjuk, hogy ekkor a Hall-feltétel teljesiil. Tekintsiik a
lanyoknak egy tetszéleges L' részhalmazat. Minden L'-beli lanynak tetszik
legalabb az a fin, akivel Osszeparositottuk, ezért az L'-beli lanyoknak tetszd
fitk F” halmazéra |L'| < |F'|. Igy a Hall-feltétel teljesiil.

Ezek utan tegyiik fel, hogy teljesiil a Hall-feltétel. Megmutatjuk, hogy

ekkor megadhato a lanyok szaméra egy parosités. A teljes indukci6 "erésebb"”
valtozataval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitds, hogy ha |L| = n és
teljesiil a Hall feltétel, akkor megadhato a lanyok szémara egy parositas.
Alapeset. A P(1) allitas nyilvan igaz. Ilyenkor egyetlen lany van, akinek a
Hall-feltétel szerint tetszik legalabb egy fia. Ezzel a fitval péarositva a lanyt
egy alkalmas pérositast kapunk.
Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy P(1), P(2),...,P(n) igaz valamely n
pozitiv egészre. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz. Tekintsiik lanyoknak
egy n+ 1 elemtd L, és fitknak egy tetszéleges F' halmazat, amelyekre teljestil
a Hall-feltétel. Két esetet kiilonboztetiink meg.

(1) Lanyok barmely L' C L valodi részhalmaza esetén az L'-beli lanyoknak
tetsz6 fiak F' C F halmazéara |F'| > |L/|. Valasszunk egy tetszéleges ¢ € L
lanyt, és parositsuk Gssze valamelyik neki tetszd f fiaval (a Hall-feltétel miatt
létezik ilyen fin).

Tekintsiik ezutan az L\ {¢} és F'\ {f} halmazokat. Feltételiink szerint
lanyok barmely L' C L \ {¢} részhalmaza esetén az L'-beli lanyoknak tetszs
fiak [V C F halmazara |F'| > |L'|, igy az L'-beli lanyoknak tetszé fiuk
F” C F\ {f} halmazara |F"| > |L'|.

Ez viszont éppen azt jelenti, hogy az L\ {¢} és F'\ {f} halmazokra teljestil
a Hall-feltétel. Tovabba |L \ {¢}| = n, ezért az indukcios feltevés szerint
megadhato az L\ {(}-beli lanyok szdmara egy parositas itt. Ezt kiegészitve
az {(, f} parral egy parositdshoz jutunk az L-beli lanyok szamara is. Igy
P(n + 1) igaz ebben az esetben.

(2) Lanyok valamely L' C L valodi részhalmaza esetén az L'-beli lanyoknak
tetszd fink F' C F halmazéara |F'| = |L'|. Az L’ és F' halmazokra nyilvan
teljestil a Hall-feltétel, tovabba |L'| < n, ezért az indukcios feltevés szerint
megadhato itt az L’-beli lanyok szaméra egy parositas.

Tekintsiik ezutan az L\ L' és F'\ F’ halmazokat. Megmutatjuk, hogy
ezekre is teljesiil a Hall-feltétel. Legyen L” C L\ L' lanyok tetszéleges hal-
maza, és legyen az L”-beli lanyoknak tetsz6 F'\ F’-beli fiak halmaza F”.
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Belatjuk, hogy |F”| > |L"|. Az L' U L"-beli lanyoknak tetsz6 F-beli fiuk
halmaza nyilvanval6 modon F' U F”. Mivel az L és F' halmazokra teljesiil a
Hall-feltétel, igy |F" U F”| > |L' U L"|. Feltételiink szerint |F'| = |L'|, ezért
|F"| > |L"| sziikségképpen fennall. Ebbdl kovetkezik, hogy a Hall-feltétel
teljesiil az L \ L' és F'\ F’ halmazokra is.

Most |L \ L'| < n, ezért az indukcios feltevés szerint itt is megadhato
az L\ L'-beli lanyok szdmara egy péarositas. Ezt egyesitve az L'-beli lanyok
szaméara adott parositassal egy parositashoz jutunk az L-beli lanyok szaméara
is. Igy P(n + 1) igaz ebben az esetben is.

A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

A Hall-tétel olyan sokszor alkalmazhato, hogy érdemes absztrakt formaban is
megfogalmazni. Legyen G = (V, E) tetszdleges paros graf. Jelolje a bal oldali
kupacban levé csticsok halmazat L, a jobb oldali kupacban lev6két pedig F'.

Hall-feltétel. Barmely L' C L esetén azon F' C F csucsok halmazara,
amelyek szomszédosak legalabb egy L'-beli csticesal, |L'| < |F'| teljestl.

Hall-tétel. A G péros grafban akkor és csak akkor tudunk az L-beli csticsok
szamara egy parositast megadni, ha a Hall-feltétel teljestil.

Allashirdetés

Példa. Egy munkahelyen nyolc allasra hatan jelentkeztek. Anna az 1., 2.,
3., 4., 5. és 6. allasra, Béla a 2., 5. és 8. allasra, Cili a 2. és 5. allasra, Dora
és Edit a 2. és 8. allasra, Feri pedig az 1., 2., 3., 4. és 7. allasra johet szoba.
Fel tudjuk-e venni az Gsszes jelentkez6t, ha minden allasra egy ember kell?

Megoldas. A feladatot természetes modon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden jelentkezének egy cstics a bal oldali kupacban, és
minden munkakornek egy cstcs a jobb oldali kupacban.

e Ha egy jelentkez§ alkalmas egy munkakor betoltésére, akkor a megfelels
csucsokat kossiik Ossze egy éllel.

Feladatunk a jelentkez6k szamara egy parositéast megadni (mar ha van egy-
altalan).
A feladatnak megfelel6 paros graf a kovetkezo:
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Lathato, hogy Béla, Cili, Dora és Edit csak a 2., 5. és 8. allasra johetnek
szoba, igy a Hall-feltétel nem teljesiil, kovetkezésképpen nem létezik parosités
az Osszes jelentkezd szédmara.

Példa. Egy munkahelyen hat allasra heten jelentkeztek. Anna az 1. allasra,
Béla az 1. és 6. allasra, Cili a 2., 3. és 4. allasra, Dora a 2. és 5. allasra,
Edit a 4. és 5. allasra, Feri az 1. és 6. allasra, Géza pedig csak a 6. allasra
johet szoba. Be lehet-e tolteni az Gsszes allast?

Megoldas. A feladatot természetes moédon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden munkakornek egy cstics a bal oldali kupacban, és
minden jelentkezének egy cstics a jobb oldali kupacban.
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e Ha egy jelentkez§ alkalmas egy munkakor betoltésére, akkor a megfelels
csucsokat kossiik Ossze egy éllel.

Feladatunk a munkakorok szamara egy parositast megadni (mér ha van egy-
altalan).
A feladatnak megfelel6 paros graf a kovetkezo:
Anna
Béla
Cili
Doéra
Edit

Feri

SE AT

Géza

Lathato, hogy a 2., 3., 4., és 5. allasra csak Cili, Déra és Edit johetnek szdba,
igy a Hall-feltétel nem teljesiil, kovetkezésképpen nem létezik pérositas az
Osszes munkakor szaméra.

Anna

Béla

Cili

Déra

Edit

Feri

Géza

Tancmulatsag

Példa. Egy 12 fiabdl és 12 lanybol allo tarsasagban mindenkinek legalabb 6
ellenkezd nemi ismerdse van (az ismeretség kolesonos). Mutassuk meg, hogy
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amikor elkezdédik a tédnc, minden lany talal maganak partnert akkor is, ha
a lanyok csak ismerés fiikkal hajlandok tancolni!

Megoldas. A feladatot természetes médon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden lanynak egy cstucs a bal oldali kupacban, és minden
fitnak egy csucs a jobb oldali kupacban.

e Ha egy lany és egy fiti ismeri egymast, akkor a nekik megfelels csticsokat
kossiik Ossze egy éllel.

Feladatunk a lanyok szaméra egy parositast megadni.

Megmutatjuk, hogy a fent definidlt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhatd benne parositéds a lanyok szamaéara. Jeldlje a
lanyok halmazat L, a fiukét pedig F. Tekintsiik L egy tetszsleges L' részhal-
mazat, és legyen ' C F az L'-beli lanyok &ltal ismert Osszes fin halmaza.

Mivel minden lanynak van legalabb 6 fiti ismerése, ezért |F’| > 6 mindig
fennall. Igy ha |L/| < 6, akkor |F'| > |L'| automatikusan teljesiil. Masrészt
ha |L'| > 7, akkor vegyiik észre, hogy nem létezhet olyan fiu, akit egyik L'
beli lany sem ismer. Valoban, egy ilyen fiu legfeljebb 12 — |L/| < 5 lanyt
ismerhet, ami ellentmond a feltételnek. Ezért ebben az esetben |F'| = 12,
igy |F'| > |L'| most is teljesiil.

Példa. Egy 50 f6s tarsasagban minden lany pontosan 15 fitt, és minden
fia pontosan 15 lanyt ismer (az ismeretség kolesonos). Mutassuk meg, hogy
amikor elkezdddik a tédnc, minden lany talal maganak partnert akkor is, ha
a lanyok csak ismerds fitikkal hajlandok tancolni!

Megoldas. A feladatot természetes médon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden lanynak egy cstucs a bal oldali kupacban, és minden
fitnak egy cstcs a jobb oldali kupacban.

e Ha egy lany és egy fit ismeri egymaést, akkor a nekik megfeleld cstucsokat
kossiik Ossze egy éllel.

Feladatunk a lanyok szamara egy parositast megadni.

Megmutatjuk, hogy a fent definidlt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhatd benne parositéds a lanyok szaméara. Jeldlje a
lanyok halmazat L, a fiukét pedig F. Tekintsiik L egy tetsz6leges L' részhal-
mazat, és legyen ' C F az L'-beli lanyok &ltal ismert Osszes fit halmaza.

Az L'-beli csiicsokbol induld élek mind F'-beli csticsokba érkeznek, sza-
muk pedig magatol értet6déen az L'-beli csticsok fokszamainak ¢sszege. Eb-
bol azonnal kovetkezik, hogy az F’-beli cstcsok fokszamainak osszege leg-
alabb akkora, mint az L’-beli cstcsok fokszamainak Osszege. Felhasznalva,
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hogy a fokszamok mind egyenldk, ez csak ugy lehetséges, ha F’-ben legalabb
annyi csucs van, mint L’-ben. A Hall-feltétel pontosan ezt fogalmazza meg.

Megjegyzés. Az L-beli csucsokbol 15|L| él indul ki, az F-beli cstucsokba
pedig 15| F| él érkezik be. Mivel ez a két érték egyarant a graf éleinek szama,
ezért 15|L| = 15|F|, kovetkezésképpen |L| = |F|. Ez azt jelenti, hogy a
tarsasaghban ugyanannyi lany van, mint fit.

Torzsek és totemek

Példa. Egy szigeten 6 torzs él. Minden torzs vadaszteriilete 100 km?, a
sziget teljes teriilete 600 km?. A vadészteriiletek kozott nincs atfedés, igy
a sziget minden szeglete hozzéatartozik valamelyik torzs vadaszteriiletéhez.
Ugyanezen a szigeten él 6 tekngsbékafaj is. Minden tekndgsbékafaj élGhelye
100 km?. Az éléhelyek kozott nincs atfedés, igy a sziget minden szeglete
hozzéatartozik valamelyik teknésbékafaj élghelyéhez.

A torzsek elhatarozzak, hogy totemallatot valasztanak maguknak; mind-
egyik torzs totemallata a szigeten él6 valamelyik tekndsbékafaj lesz, kiilon-
boz6 torzseknek kiilonbozd tekndsbékafajok. Lehetséges-e a totemaéllat va-
lasztés ha azt is kikotjiik, hogy egy torzs csak olyan tekndsbékafajt valaszt-
hat, amely eléfordul a vadaszteriiletén?

Megoldas. A feladatot természetes médon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden torzsnek egy csiics a bal oldali kupacban, és min-
den tekndgsbékafajnak egy cstcs a jobb oldali kupacban.

e Ha egy torzs vadaszteriiletén el6fordul valamelyik teknésbékafaj, akkor
a megfelel§ csiicsokat kossiik Gssze egy éllel.

Feladatunk a torzsek szamara egy parositast megadni.

Megmutatjuk, hogy a fent definidlt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhatd benne parositas a torzsek szaméra. Nyilvan
nem lehetséges, hogy valamelyik torzs vadaszteriiletén egyetlen teknésbéka-
faj se forduljon eld, hiszen a sziget minden szeglete hozzatartozik valamelyik
teknésbékafaj él6helyéhez. Az sem lehetséges, hogy két torzs vadaszteriiletén
legfeljebb egy tekndsbékafaj forduljon eld, hiszen akkor ennek a tekndsbéka-
fajnak az éléhelye legalabb 200 km? volna. Nem lehetséges, hogy harom térzs
vadaszteriiletén legfeljebb két tekndsbékafaj forduljon eld, hiszen akkor ezek
egyiittes él6helye legalabb 300 km? volna.

Ez a gondolatmenet altalaban is érvényes: semmilyen 2 < k < 6 esetén
nem lehetséges, hogy k torzs vadaszteriiletén legfeljebb k — 1 tekndsbékafaj
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forduljon el6, hiszen akkor ezek egyiittes éléhelye legalabb k - 100 km? volna.
Ez azt jelenti, hogy a feladatot modellezd paros grafban tetszéleges 1 < k < 6
esetén, akarhogy is valasztunk ki k cstcsot a bal oldali kupacbol, ezeknek
Osszességében legalabb k szomszédjuk van a jobb oldali kupacban. A Hall-
feltétel pontosan ezt fogalmazza meg.

108



Osszeszamlalasi feladatok

Osszeszamlalni dolgokat elég egyszerii feladatnak tiinik: egy, kettd, harom,
négy stb. Es a modszer tényleg tokéletesen miikodik, ha példaul arra vagyunk
kivancsiak, hogy hény ceruza van a tolltartonkban, vagy hany papirszalvéta
a szalvétagytdjteményiinkben. Miképpen jarjunk el azonban a kovetkezd ese-
tekben?

o A sarki pékségben 6tféle fankot drulnak. Hanyféleképpen lehet ezekbdl
egy 12 darabos csomagot Osszeallitani?

e Hany olyan 16 jegyd binaris szam van, amelyben az egyesek szama
pontosan négy?

Latni fogjuk, hogy azért itt sem reménytelen a helyzet; néhany egyszerd
szabaly (tétel) alkalmazasaval ezek a kérdések is kénnyen megvalaszolhatok.

Bijekcio
Egy f: A — B fliggvényt bijekcidonak neveziink, ha
e injektiv, azaz minden 1, x9 € A és 11 # x5 esetén f(xy) # f(z2),
e szirjektiv, azaz minden y € B esetén létezik olyan x € A, amelyre

f(z)=y.

1. szabaly (bijekcid).
Legyenek A és B tetsz6leges (véges) halmazok. Ha létezik f: A — B bijekcio,
akkor |A| = |B|.

Az 1. szabaly jelentGsége abban &ll, hogy ha sikeriilt meghatarozni egy
halmaz elemszamat, akkor bijekcio segitségével szamos méas halmaz elemszé-
mét is azonnal tudni fogjuk.

Példa. Keressiink bijekciot a kovetkezd halmazok kozott:
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A : 12 darabos fankcsomagok 6tféle fankbol valogatva.

B : 16 bites sorozatok pontosan 4 egyessel.

Megoldas. Tekintsiik az A halmaz egy tetszGleges elemét, legyen ez mond-
juk

00 00000 000 00
~ ~ —— =~ ~
sima lekvaros vanilias csokis nutellas

[tt minden fankot egy 0 jeldl, és a kiilénboz6 iz fankok kézott hagytunk egy
kis hézagot. Irjunk a négy hézagba egy-egy 1 jelet:

01 1 00000 1 000 1 _00
=~ =~ =~ =~

sima lekvéros vanilias csokis nutellas

Ezzel egy 16 bites sorozatot kaptunk, amelyben pontosan 4 egyes szerepel.

Ezek utén definidlhatunk egy f: A — B filiggvényt a kiovetkezSképpen:
az s sima, [ lekvaros, v vanilias, ¢ csokis és n nutellas fankbol allo 12 darabos
csomagnak feleltessiik meg a

0---010---010---010---010---0

s l v c n

16 bites sorozatot. Nem nehéz belétni, hogy az f fliggvény bijekcid. Valoban,
nyilvanval6 médon

e kiilonb6z6 fankcsomagokhoz kiilonb6z6 bitsorozatok tartoznak,

e minden bitsorozat megfelel egy fankcsomagnak.

Példa. Keressiink bijekciot a kévetkezd halmazok kozott:
A : 30 bites sorozatok 10 nullaval és 20 egyessel.

B : a koordinata-rendszer (0,0) pontjabol a (10,20) pontba mend olyan
utak, amelyek kizarolag jobbra lépésbdl (vagyis amikor az els§ koor-
dinatat noveljiik eggyel) és felfelé 1épésbdl (vagyis amikor a méasodik
koordinatat noveljiik eggyel) all.

Megoldas. Rendeljiik hozza a (b1, ba, . . ., bsg) sorozathoz azt az utat, amely-
ben az i-edik 1épés jobbra ha b; = 0 és fel ha b; = 1.

Példa. Keressiink bijekciot a kovetkezd halmazok kozott:

110



A1 13 egyforma tébla csoki elosztési lehetGségei két gyerek, Andras és Béla
kozott.

B : 14 bites sorozatok 1 egyessel.

Megoldas. Ahhoz az elosztashoz, amikor Andras k, Béla pedig [ csokit kap,
rendeljiik hozza a

sorozatot.

Példa. Keressiink bijekciot a kovetkez6 halmazok kozott:

A 13 egyforma tabla csoki elosztasi lehet&ségei harom gyerek, Andrés,
Béla és Cili kozott.

B : 15 bites sorozatok 2 egyessel.

Megoldas. Ahhoz az elosztashoz, amikor Andras k, Béla [, Cili pedig m
csokit kap, rendeljiik hozzé a

sorozatot.

Példa. Keressiink bijekciot a kovetkezd halmazok kozott:

A 13 egyforma tabla csoki elosztasi lehetGségei harom gyerek, Andrés,
Béla és Cili kozott ugy, hogy mindenki legalabb 2 tabla csokit kap.

B : 9 bites sorozatok 2 egyessel.

Megoldas. Ahhoz az elosztashoz, amikor Andras k& > 2, Béla [ > 2, Cili
pedig m > 2 csokit kap, rendeljiik hozza a

sorozatot.

Példa. Keressiink bijekciot a kovetkezs halmazok kozott:
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A 13 egyforma tébla csoki elosztasi lehetGségei harom gyerek, Andrés,
Béla és Cili kozott ugy, hogy a fiuk legalabb 2 tabla csokit kapnak.

B : 11 bites sorozatok 2 egyessel.

Megoldas. Ahhoz az elosztashoz, amikor Andras k& > 2, Béla [ > 2, Cili
pedig m csokit kap, rendeljiik hozza a

sorozatot.

Példa. Keressiink bijekciot a kovetkezs halmazok kozott:

A 8 egyforma tabla csoki elosztési lehetGségei 6t gyerek, Andras, Béla,
Cili, Dénes és Erzsi kozott ugy, hogy Béla, Cili és Dénes legalabb 1
tabla csokit kapnak.

B : egy konyvespolcon egymas mellett levd 12 kényv koziil 4 kivalasztasé-

nak a lehet&ségei tigy, hogy szomszédos konyveket nem vélaszthatunk.

Megoldas. Ahhoz az elosztashoz, amikor Andras h, Béla ¢ > 1, Cili 7 > 1,
Dénes k > 1, Erzsi pedig [ csokit kap, rendeljiik hozza a

SN

konyvvalasztast.
Példa. Keressiink bijekciot a kovetkezé halmazok kozott:
A1 109 bites sorozatok 9 egyessel.
B:azxzi+ x4 ...+ 219 = 100 egyenlet megoldésai a természetes szamok

halmazan.

Megoldas. Rendeljiik hozza a (by,bs, ..., bigg) sorozathoz azt a megoldast,
amelyben z; az elsé egyes el6tti nulldk szama, zo az elsé és a masodik egyes
kozotti nullak szama, ..., x9 a nyolcadik és a kilencedik egyes kozotti nullak
szama, vy pedig a kilencedik egyes utani nulldk szama.

Példa. Keressiink bijekciot a kovetkezd halmazok kozott:
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A 1 110 bites sorozatok 10 egyessel.

B:az xy + x5+ ... 4+ 210 < 100 egyenlttlenség megoldasai a természetes
szamok halmazan.

Megoldas. Rendeljiik hozzéa a (by, be, ..., b110) sorozathoz azt a megoldast,
amelyben z; az els6 egyes el6tti nullak szama, x4 az els és a masodik egyes
kozotti nullak szama, . .., xg9 a nyolcadik és a kilencedik egyes kozotti nullak
szama, r1o pedig a kilencedik és a tizedik egyes kozotti nullak szédma.

Jegyezziik meg, hogy a tizedik egyes utani nulldk szama nincs hatassal az
x1, %o, ..., T10 eértékekre (egyenlStlenségrsl van szo).

Példa. Keressiink bijekciot a kévetkezd halmazok kozott:

A:az 1+ 2o+ ...+ 219 < 100 egyenlStlenség megoldasai a természetes
szamok halmazan.

B : 0 és 100 kozotti egészek tiz elemid monoton névekvd sorozatai (vagyis
olyan (y1, s - . y10) sorozatok, ahol 0 < y1 < g2 < -+ < yuo < 100).

Megoldas. Rendeljiik hozza az (1, xs, ..., z19) megoldashoz azt az (yi, ye,
.., Y10) sorozatot amelyben

yl = T,
Yo = T1 + To,

Y3 =T + To + X3,

Y10 = X1+ T2 + -+ + X10.

Példa. Keressiink bijekciot a kévetkezd halmazok kozott:

A1 1 6s 100 kozotti egészek tiz elemi szigortian monoton névekvés sorozatai
(vagyis olyan (y1,ya, . .., y10) sorozatok, ahol 1 <13 < yo < -+ < yjo <
100).

B : 100 bites sorozatok 10 egyessel.

Megoldas. Rendeljiik hozza az (y1,ys, . .., y10) szigorian monoton névekvs
sorozathoz azt a 100 bites sorozatot, amelynek pontosan az y;-edik, az yo-
edik, ..., és az yip-edik tagja egyes.
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Osszeszamlalasi feladatok megoldasanal az lesz az altalanos stratégiank,
hogy megprobaljuk a feladatot elGszor bijekcio segitségével egy sorozatszam-
lalasi feladatra visszavezetni, majd a (jobban atlathato) sorozatszamlalasi
feladatot valamilyen médon megoldani.

Unid

2. szabaly (unio).

Ha Ay, As, ..., A, paronként diszjunkt halmazok, akkor
|[ATU Ay U---UA,| = AL + |4z + - - + A,

Descartes-szorzat

Legyenek Ap, Ay, ..., A, nem iires halmazok. Ekkor az
Al X A2 X oo X An:{(al,ag,...,an) | aq EAl,(IQ EAQ,...,CLn GAn}

halmazt az Aq, As, ..., A, halmazok Descartes-szorzatdnak nevezzik. Ez a
halmaz azokbdl a sorozatokbol all, amelyek els6 tagja A;, masodik tagja As,
..., n-edik tagja pedig A,, valamelyik eleme.

3. szabaly (Descartes-szorzat).
Tetszo6leges A1, As, ..., A, nem iires halmazok esetén

|A1XA2XXA7L|:|A1"A2||A”|

Napi étrend

Tegyiik fel, hogy a napi étrendiink Gsszeallitasakor a reggelit ételek egy R, az
ebédet ételek egy FE, a vacsorat pedig ételek egy V' halmazabdl valogathatjuk
Ossze, ahol

R = {virsli, rantotta, szendvics, fank},
E = {hamburger, pizza, salata},
V' = {spagetti, pizza, szendvics, fank}.

Ekkor R x E x V az 0sszes napi étrend halmaza. Ime néhany példa a napi
étrendre:

szendvics, pizza, szendvics),
p
(réantotta, hamburger, fank),

(virsli, salata, spagetti).
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A 3. szabaly szerint az Gsszes lehetséges napi étrend szama

IRxExV|=|R|-|E|-|V|=4-3-4=48.

Egy Osszeszamlalasi feladat elég ritkan oldhatdé meg egyetlen szabély al-
kalmazasaval, altalaban tobb szabalyt kell kombinélni.

Rendszamok

Példa. Egy rendszam allhat 3 bet(ibdl és 3 szambol, vagy 5 bettibdl és 1
szambol. Hanyféle rendszam van?

Megoldas. Definidljunk két halmazt:

B={AB,..., 2},
S=1{0,1,...,9}.

Itt B a (nagy)betiik halmaza, S pedig a szamjegyeké. A rendszamok halmaza
ezek utan

(B* x S U (B® x S).

Itt az els6 tag a 3 betibdl és 3 szambol allo, a masodik tag pedig az 5 betiibdl
és 1 szambol 4llo rendszamok halmaza. Ezek nyilvan diszjunkt halmazok,
ezért a 2. szabaly szerint

I(B® x S U (B® x S)| = |B* x S?| + |B® x S|.
Most alkalmazzuk a 3. szabalyt:

B° x 8% = B|*- S,
B> x S| = |BP - |S|.

Mivel |B| = 26 és |S| = 10, igy a rendszamok szama

263 -10% +26° - 10 ~ 1,36 - 108.

Jelszavak

Példa. Egy szamitogépes rendszer egy jelszot akkor fogad el érvényesnek,
ha a karakterek szdma 6 és 8 kozott van, az els§ karakter betii (nagy vagy
kicsi), a tobbi karakter pedig beti vagy szam. Hany érvényes jelszo van?
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Megoldas. Definialjunk két halmazt:
E={a,b,....,2,A,B,...,Z},
H={ab,...,2,AB,...,2,0,1,...,9}

Itt £ az érvényes els§ karakterek halmaza, H pedig az érvényes hatrébb
lévéké. Az érvényes jelszavak halmaza ezek utan

(EXH)UEXHHU(E xH).

Itt az els6 tag a 6 karakterbdl allo, a méasodik tag a 7 karakterbdl allo, a
harmadik tag pedig a 8 karakterbdl allo érvényes jelszavak halmaza. Ezek
nyilvan diszjunkt halmazok, ezért a 2. szabaly szerint

(EXHHIUEXHYUE XxH)| = |E x H?| +|E x HE| +|€ x H'|.
Most alkalmazzuk a 3. szabalyt:
€ x H?| = [€] - [H],
€ x H°| = [€] - [H]°,
€ xH| = €| - |H[".
Mivel |E] =52 és |H| = 62, igy az érvényes jelszavak szama

52625 + 52625 + 52627 ~ 1,86 - 10*.

Részhalmazok

Példa. Hany kiilonbo6z6 részhalmaza van egy n elemid halmaznak?

Példaul a harom elemd X = {z, x9, x3} halmaz részhalmazai

@, {$1}7 {$2}7 {$3}7 {$1,{EQ}, {$17x3}’ {$2’x3}7 {x17$2>x3}7

Osszesen & darab.

Megoldas. Tekintsiink egy n elemi X = {z,x9,...,2,} halmazt. Az
X halmaz egy Y részhalmazahoz természetes médon hozzarendelhetiink egy
n bites (by,bs,...,b,) sorozatot olyan modon, hogy b; = 1 ha x; € YV, és
b; = 0 ha z; ¢ Y. Példaul, ha n = 10 és Y = {x9, 23,25, 27,210}, akkor
az Y-hoz rendelt sorozat (0,1,1,0,1,0,1,0,0,1). Ez a leképezés (fiiggvény)
bijekcio, igy az 1. szabaly szerint a részhalmazok szama megegyezik az n
bites sorozatok szamaval. Az n bites sorozatok szama pedig a 3. szaballyal

Osszhangban
{0,137 = [{0, 13" = 2.
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Kiilondijak

Egy versenyen n ember vesz részt. A versenyen harom kiilondijat osztanak
ki. Hanyféleképpen részesiilhetnek a dijakban a résztvevk?

Probaljuk meg a feladatot bijekcid segitségével visszavezetni egy soro-
zatszamlélasi feladatra. Jelolje P a résztvevék halmazat. A dijazésok és a
P x P x P halmaz kozott természetes médon megadhatd egy bijekcid: az
"z nyeri az els¢ kiilondijat, y nyeri a masodik kiilondijat, z nyeri a harma-
dik kiilondijat" dijazéshoz rendeljiik hozza az (z,y, z) € P? sorozatot. Ezen
sorozatok szama a 3. szabdly szerint

|Px P x P|=|P]®)=n"

Mi torténik, ha a kiillondijakat kiilonb6z6 embereknek akarjuk adni? Most
is tekinthetjiik az el6z6 fiiggvényt: az "x nyeri az elsé kiilondijat, y nyeri
a masodik kiilondijat, z nyeri a harmadik kiiloéndijat" dijazashoz rendeljiik
hozza az (z,y,z) € P? sorozatot. Am ez a fiiggvény most nem bijekcio;
példaul az (Andrés, Andras, Eniké) sorozat nem felel meg egyetlen dijazésnak
sem hiszen Andras nem kaphat két kiilondijat. Bijekcio létesithets viszont a
dijazasok és a kovetkezé halmaz kozott:

S ={(z,y,2) € P*| x, y és z kiilonb6z6 emberek}.

Az S halmaz elemszaméanak meghatarozasara nem hasznalhato a 3. szabaly
mivel a harmasok komponensei nem fiiggetlenek egyméstol. Mindazonaltal
igaz, hogy

e r megvalasztasara n lehetGségiink van,

e 1 minden egyes megvalasztasahoz y megvalasztasara n— 1 lehet&ségiink
van; z-en kiviil barkit valaszthatunk.

e 1 és y minden egyes megvalasztasahoz z megvalasztasara n — 2 lehets-
ségiink van; z-en és y-on kiviil barkit valaszthatunk.

4. szabaly (Deascartes-szorzat altalanositasa).
Ha k tagu sorozatok egy S halmazara teljesiil, hogy
e a lehetséges els6 komponensek szama nq,

e barmely elsé komponenshez a lehetséges masodik komponensek szama
Na,
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e az elsd két komponens barmely kombinécidjahoz a lehetséges harmadik
komponensek szama ngs, és igy tovabb,

akkor |S| =mnq -ng - ny.
A kiilondijas példankban igy a 4. szabaly szerint
|S| =n(n—1)(n—2)

a lehetséges dijazasok széma.

Gyanus otszazasok

Példa. Egy otszazas sorozatszama 2 betibdl és 7 szambol all. Egy 6tszézast
nevezziink gyanisnak, ha a hét szamjegy kozott van legalabb két azonos. Ha
megnéziink néhany otszazast azt tapasztaljuk, hogy a gyanus 6tszazasok elég
gyakoriak. Es milyen gyakoriak a nem gyanus 6tszazasok?

Megoldas. Feltéve, hogy a szamjegyek egyforma gyakorisdggal fordulnak
els, a kovetkez6 hanyados értéke a valasz:

kiilonb6z6 szamjegyekbdl 4llo sorozatszamok

0sszes sorozatszam

A nevezdben levé sorozatok tagjaira nincs semmi megkotés. Az els§ szamjegy
tizféle lehet, a masodik is, és igy tovabb. Igy a 4. szabaly szerint a nevezs
107.

A szamléaloban levd sorozatok tagjaira mar nem mondhaté el ugyanez, itt
minden szamjegy egyszer fordulhat csak els. Az els6 szamjegy tizféle lehet,
a méasodik szdmjegy az elsG szamjegy minden egyes valasztasahoz kilencféle
lehet, a harmadik szamjegy az elsé két szamjegy minden egyes kombinéci-
6jahoz nyolcféle lehet, és igy tovabb. Igy a 4. szabaly szerint a szamlalo
10-9-8-7-6-5-4.

Ennélfogva a nem gyants 6tszazasok gyakorisaga

10-9-8-7-6-5-4 604300

= = 6.048%.
107 10000000 %

Sakktabla

Példa. Héanyféleképpen helyezhetiink el egy gyalogot, egy huszart és egy
futot a 8 x 8-as sakktablan tgy, hogy a babuk koziil semelyik kettd ne legyen
se ugyanabban a sorban, se ugyanabban az oszlopban?
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G

jo elrendezés rossz elrendezés

Megoldas. Miféle sorozatszamlélasi feladatra lehetne visszavezetni a kér-
dést? Természetes moédon megadhato egy bijekcio a jo elrendezések és az

(SG7OG7SH70H75F70F)

sorozatok kozott, ahol sqg, sy, sp paronként kiilonb6z6 sorok, og, oy, oF pedig
paronként kiilonbozé oszlopok. Egy adott elrendezéshez rendelt sorozatban
sa a gyalog sora, og a gyalog oszlopa, sy a huszér sora, oy a huszéar oszlopa,
s a futd sora és o a futd oszlopa.

A sorozatok szamat a 4. szabaly felhasznélasaval hatarozhatjuk meg:

e s nyolc sor valamelyike,

e o nyolc oszlop valamelyike,

e sy hét sor valamelyike (barmelyik sor sg-n kiviil),

e oy hét oszlop valamelyike (barmelyik oszlop og-n kiviil),

e sp hat sor valamelyike (barmelyik sor sg-n és sy kiviil),

e or hat oszlop valamelyike (barmelyik oszlop og-n és oy-n kiviil),

igy a jo elrendezések szama 82 - 72 - 62 = 112896.

Permutaciok

Legyen S tetszGleges nem iires halmaz. Az S halmaz egy permutacioja egy
olyan sorozat, amely S elemeibdl all, és minden elem pontosan egyszer fordul
el benne. Példaul az {a,b, ¢} halmaz permutécioi

(a,b,¢), (a,c,b), (b,a,c), (bc,a), (c,a,b), (¢,b,a).
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Hany permutacioja van egy n elemi halmaznak? Az els elemre n le-
het6ség van. Ezek mindegyikéhez a mésodik elem a maradék n — 1 elem
barmelyike lehet. Az elsé két elem béarmely kombinaciéjahoz a harmadik
elem a maradék n — 2 elem barmelyike lehet, és igy tovabb. Igy a permu-
taciok szama n(n — 1)(n —2)---2 - 1. Ezt a mennyiséget roviden n! jeloli
(n "faktorialis"). Példaul az {a,b,c} halmaz permutacioinak szama 3! = 6,
ahogy ezt mar lattuk.

A kovetkezd zart formula nagyon jo kozelitést ad n! értékére.

Stirling-formula. TetszGleges n pozitiv egész szamra

n! =v2mn <Q> e,
e

ahol

Mivel e(n) > 0, ezért

n n
n! > v2mn (—)
e
tetszbleges n pozitiv egész szamra, illetve

lim e¢(n) =0

n—o0

miatt |
n!
lim —— = 1.
Vo (2)

Tovabbi osszeszamlalasi feladatok

Egy szobaban levé emberek szamat meghatarozhatjuk tugy is, hogy meg-
szamlaljuk a fiileket, és a kapott értéket elosztjuk kettével (az egy és harom
filldektsl most eltekintiink). Emberek megszamlalasanak ez egy elég szo-
katlan médja, azonban az elv gyakran hasznalhaté Gsszeszamlalési feladatok
megoldasanal.

5. szabaly.
Ha egy f: A — B fiiggvény B minden elemét A pontosan k eleméhez rendeli
hozza, akkor |A| =k - | B].

Az el6z6 példanal maradva
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A f B

1. ful ,
5 fiil X személy
3. fil ,
A fil Y személy
5. fil ,
6. fiil 7 személy

Itt az f fiiggvény minden fiilh6z hozzarendeli a tulajdonosat; ez egy 2-hoz-1
tipust fiiggvény, igy |A| = 2 - |B|, vagyis |B| = |A|/2.

Bastyak a sakktablan

Példa. Hanyféleképpen helyezhetiink el két egyforma bastyat a 8 x 8-as
sakktablan tgy, hogy ne lissék egymast?

Megoldas. Legyen A azon (s1,01, S2,02) sorozatok halmaza, ahol s; és sg
kiilonb6z6 sorok, 0y és 0o pedig kiilénb6z6 oszlopok, B pedig a jo elrendezések
halmaza. Rendelje hozza az f fiiggvény az (s, 01, s2,02) sorozathoz azt az
elrendezést, amelyben s; és 0; az egyik béstya sora és oszlopa, sy és 09 pedig
a méasik bastya sora és oszlopa.

Azonban most van egy kis probléma. Tekintsiik példaul az (1,1,8,8) és
(8,8,1,1) sorozatokat. Ezekhez ugyanaz a bastyaelrendezés tartozik, hisz a
bastyak megkiilonboztethetetlenek!

B

Altalaban is, az f fiiggvény minden bastyaelrendezést pontosan két so-
rozathoz rendeli hozza, vagyis 2-hoz-1 tipusi. Alkalmazzuk az 5. szabéalyt:
Al =2+ |B]. Tgy
Al 8.7

|B| =
2 2

= 1568.
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Artar kiradly és a kerekasztal lovagjai

Példa. Hanyféleképpen iiltetheti le Artar kirdly n lovagjat a hires kerek-
asztal koril? Két iltetést azonosnak tekintiink ha az egyikbdl forgatéassal
megkaphato a maésik.

kq ks ky k1
oroeTe

ks ky ks k3

azonos iiltetések kiilonbozo iiltetések

Megoldas. Legyen A a lovagok permutacidinak halmaza, B pedig a kiilon-
bozd iiltetések halmaza. Rendelje hozza az f fliggvény egy A-beli permuté-
cibhoz a kovetkez§ iiltetést: az elsé lovag akarhova tilhet, téle balra iiljon a
méasodik, attol balra a harmadik, és igy tovabb.

ks

(k‘27 ky, ks, k‘l) - k1© k4

ks

Az f fiiggvény minden iiltetést pontosan n permutécidéhoz rendeli hozza,
amelyek egymas ciklikus eltoltjai. Igy az f fliggvény n-hez-1 tipust.

(k27 k47 k37 kl)
\ ko
(s ks ks he) —2 Qk
1 4
(ks ko ko, ka) — o
/ ks
(k17 k27 k47 k3)
Alkalmazzuk az 5. szabalyt: |A| = n - |B|. Igy
Al n!
Bl=—=—=(n-1)!
B (-
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Anagrammak
Példa. Hanyféleképpen rendezhetjiik el a SAJT sz6 bettit?

Megoldas. 4! elrendezés van; ezek megfelelnek az {S, A, J, T} halmaz per-
mutéaciodinak.

Példa. Hanyféleképpen rendezhetjiik el az A LM Ay sz6 bettit? Itt az A
bettikhoz indexeket rendeltiink, hogy megkiilonboztethetévé tegyiik Sket.

Megoldas. 4! elrendezés van; ezek megfelelnek az {A;, L, M, A} halmaz
permutacidinak.

Példa. Tekintsiik azt a fliggvényt, amely az Ay LM Ay sz6 bettibsl allo
elrendezésekhez az ALM A sz6 bettiibdl 4ll6 elrendezéseket rendeli oly moédon,
hogy az indexeket elhagyjuk. Milyen tipusii hozzarendelés ez?

Megoldas. 2-hoz-1 tipusi hozzarendelés:

Ao LM A,
ALMALL ALMA
MA; AL
A MAL MAAL
A1LM A,
MAALL AMAL

Példa. Hanyféleképpen rendezhetjiik el az ALM A sz6 bettit?

Megoldas. Az 5. szabaly szerint az elrendezések szama

4!
5.

Példa. Hanyféleképpen rendezhetjiik el a BA1 RA;C K F Az sz6 bettit? Itt
is indexeket rendeltiink az A bettikhoz, hogy megkiilonboztethetévé tegyiik
6ket.

Megoldas. 8! elrendezés van.

Példa. Tekintsiik azt a fliggvényt, amely a BA;RA;CKF A3 sz6 bettiibdl
all6 elrendezésekhez a BARAC K F A sz6 betibdl allo elrendezéseket rendeli
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oly médon, hogy az indexeket elhagyjuk. Soroljuk fel a BA; RA;CKF Aj sz6
bettiibsl allo Gsszes olyan elrendezést, amelyhez a fiiggvény a CAFKARAB
elrendezést rendeli!

Megoldas.

CAIFKARA3B,CAFKA3RA,B,
CAFKAIRA3B,CAFKAsRA B,
CA3sFKARAB,CA3FKAsRA | B.

Példa. Milyen tipust hozzarendelés ez?
Megoldas. 3!-hoz-1 tipust.
Példa. Hanyféleképpen rendezhetjiik el a BARACK F A sz6 bettit?

Megoldas. Az 5. szabaly szerint az elrendezések szama

8!
5.

Példa. Hanyféleképpen rendezhetjiik el a My A TI EMyAsToI K Ag sz be-
tdit?

Megoldas. Az elrendezések szama 10!.
Példa. Hanyféleképpen rendezhetjiik el a M ATy EM ATy 1 K Az sz06 betiiit?

Megoldas. Az elrendezések szama

10!
?.

Példa. Hanyféleképpen rendezhetjiik el a M AT\ EM AT>1 K A sz6 bettiit?

Megoldas. Az elrendezések szama

10!
2.3

Példa. Hanyféleképpen rendezhetjiik el a MATEMATIK A sz6 bettit?
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Megoldas. Az elrendezések szama

10!
21-31-21°

Példa. Hanyféleképpen rendezhetjiikk el a KOMBINATORIK A sz6 be-
tdit?

Megoldas. Az elrendezések szama

13!
21.21.21. 21"

6. szabaly.

Legyenek ¢y, /05, ..., 0, paronként kilénboz§ szimbolumok és ny,ns, ..., ng
pozitiv egész szamok. Ekkor azon n = ny+ns+- - -+ny tagi sorozatok szama,
amelyek az (1 szimbolumbol n; darabot, az /5 szimb6lumbol ny darabot, .. .,
az (), szimb6lumbol n, darabot tartalmaznak

n!

nyl - no! - myl

Koordinata-rendszer

Példa. Hanyféleképpen juthatunk el a koordinata-rendszer (0,0,0) pont-
jabol a (10,20,30) pontba, ha egy lépésben egy koordinatat novelhetiink

eggyel?

Megoldas. Jeldlje A azon sorozatok halmazat, amelyek 10 darab "X", 20
darab "Y" és 30 darab "Z" szimbo6lumbdl allnak, valamint jeldlje B a fel-
adatban szerepls utak halmazat. Rendelje hozza az f fliggvény egy A-beli
sorozathoz a kovetkezd utat: vegyiik sorra a sorozat tagjait balrdl jobbra;
ha egy "X" szimbolummal talalkozunk, akkor ennek feleljen meg az a lépés,
amely az els6 koordinatat noveli eggyel, ha egy "Y" szimbolummal talal-
kozunk, akkor ennek feleljen meg az a lépés, amely a mésodik koordinatat
noveli eggyel, és ha egy "Z" szimb6lummal talalkozunk, akkor ennek feleljen
meg az a 1épés, amely a harmadik koordinatat néveli eggyel.

Az f fiiggvény bijekcio, igy az 1. szabaly szerint |A| = |B|. Most az
A-beli sorozatok szama a 6. szabaly szerint

60!
10! - 20! - 30!

igy az utak szdma is ugyanennyi.
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Hazimunka

Példa. Nyolc egyetemista — Andras, Béla, Csaba, Dénes, Erng, Ferenc,
Géza és Henrik — kivesz egy lakast, és megallapodnak, hogy a hdzimunkat a
kovetkezdképpen osztjak be maguk kézott. Minden héten ketten mosogatnak,
ketten takaritjak a konyhat, egy valaki a fiirdGszobat, ketten gondoskodnak
a vacsorarol, és egy valaki a reggelir6l. Hanyféle beosztas lehetséges?

Megoldas. Jelolje A azon sorozatok halmazat, amelyek két darab "M", két
darab "K", egy darab "F", két darab "V" és egy darab "R" szimbo6lumbol
allnak, valamint jellje B a beosztdsok halmazat.

Tekintsiik azt az f: A — B fiiggvényt, amely a ({1, to, . . ., tg) sorozathoz a
kovetkezs beosztast rendeli. Andras mosogat, ha t; = "M", konyhéat takarit,
ha t; = "K", firdst takarit, ha t; = "F", gondoskodik a vacsorarol, ha
t; = "V" illetve gondoskodik a reggelirl, ha t; = "R". Anal6g modon,
Béla mosogat, ha t, = "M", konyhét takarit, ha t, = "K", fiird6t takarit,
ha to = "F", gondoskodik a vacsorarél, ha to = "V" illetve gondoskodik a
reggelirél, ha t, = "R". Es igy tovabb.

Az f figgvény bijekcio, ezért az 1. szabaly szerint |A| = |B|. A sorozatok

Szama
8! 8!

20 20 11-11-21  (21)3

igy a beosztasoké is ennyi.

Csoportbeosztas

Példa. Hanyféleképpen oszthatunk be 90 embert 5 f6s csoportokba? Két
beosztast azonosnak tekintiink, ha benniik mindenki ugyanazokkal van egy
csoportban.

Megoldas. A beosztasokat leirhatjuk olyan sorozatokkal, amelyek 6t da-

rab l-est, 6t darab 2-est, ..., 0t darab 18-ast tartalmaznak. Egy ilyen
(t1,t2,...,to0) sorozatban t; azt jelenti, hogy az E; embert melyik csoportba
osztottuk.

Most tekintsiik azt a fliggvényt, amely egy ilyen sorozathoz azt a hal-
mazcsaladot rendeli, melynek halmazai az egy csoportba rendelt emberekbdl
allnak. Ez egy 18!-hoz-1 tipusu leképezés, hisz a csoportszamok permutalésa
nem valtoztat a halmazokon. A sorozatok szama

90!
(51)18’
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igy az b. szabaly szerint a beosztasoké

90!
(5118 . 18!
Binomialis egytitthatok
Példa. Héany olyan n bites sorozat van, amelyben pontosan k egyes szerepel?

Megoldas. Egy ilyen sorozatban a k darab egyes mellett n — k darab nulla
szerepel. Igy a sorozatok szdma a 6. szabaly szerint

n!

Kl(n — k)

Példa. Hany k elemit részhalmaza van egy n elemd halmaznak?

Megoldas. Tekintsiink egy n elemd X = {zy,x,...,2,} halmazt. Ter-
mészetes moédon megadhato egy bijekcié az X halmaz k elemt részhalmazai
és azon n bites sorozatok kozott, amelyekben pontosan k darab egyes van:
egy k elemd Y részhalmazhoz rendeljitk hozza azt az n bites (b1, bo, ..., by,)
sorozatot k egyessel, amelyben b; = 1 hax; € Y ésb; =0 ha z; € Y. Példaul
n =38 és k = 3 esetén

{xl, X4, .T5} — (1, O, 0, 1, 1, O, 0, O)
A sorozatok szama az el6z6 példa szerint

n!

Kl(n — k)
igy a k elemi részhalmazok szama is ugyanennyi.

7. szabaly.
Egy n elemd halmaz k elemt részhalmazainak szama

- ()

A jobb oldalon all6 szimbélumot binomiélis egytitthatonak nevezziik ("n
alatt a k").
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A 7. szabalyhoz mas tton is eljuthatunk. Egy n elemii halmazbol képez-
het6 azon sorozatok szama, amelyek k kiilonbozé taghol allnak, a 4. szabély

szerint
n!

(n— k)

Most tekintsiik azt a fliggvényt, amely minden ilyen sorozathoz hozzérendeli
a benne el6forduld elemek halmazat. Példaul

nn—1)n-2)---(n—k+1)=

(21,22, 23) —> {I1,$2,$3}-

Ez egy k!-hoz-1 tipusu fiiggvény, hisz minden k elemii részhalmaz annak k!
darab permutaci6jahoz rendeldik hozza. Igy az 5. szabaly szerint a k elemii

részhalmazok szadma \
n!

kl(n — k)
Binomialis tétel

Az eddig kifejlesztett technikdinkat megprobéalhatjuk alkalmazni példaul az
algebraban. A két tagbhol allo a + b kifejezést binomnak nevezik. Vizsgaljuk
meg az (a + b)" pozitiv egész kitevss hatvanyokat!

Tegyiik fel, hogy teljesen felbontottuk a zarojeleket; példéaul n = 4 esetén

(a +b)* = aaaa + baaa + abaa + aaba + aaab+
+ bbaa + baba + baab + abba + abab + aabb+
+ bbba + bbab + babb + abbb + bbbb.

Vegylik észre, hogy a jobb oldalon az 6sszes olyan n karakterbdl allo sztring
el6fordul, amelyeket az "a" és "b" szimbolumokbol készithetiink. Azon tagok

szama, amelyekben k darab "b" és n — k darab "a" szerepel a 6. szabaly

szerint
n! _(n
El(n—k)!  \k/)

Vonjuk 6ssze az ilyen értelemben ekvivalens tagokat; ezutan a
hatoja (Z) lesz.
Példaul n = 4 esetén

4 4 4 4 4
(a+b)! = (0) a*t’ + (1> a*b' + <2> a’b* + (3) a'b® + <4> a’b*.

n=kpE egyiitt-
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Binomiilis tétel.
Minden n € Z* és a,b € R esetén

(a+b)" = (Z) a"rbk
0

k=

E tételbeli el6fordulasa miatt nevezziik az (Z) mennyiségeket binomialis
egyiitthatoknak.

Poker

A pokert 52 lapos kéartyaval jatsszédk. Van négy szin: O, <, #, &. Minden
szinbdl 13 érték van: 2,3,4,5,6,7,8,9,10, J,Q, K, A. Kezdetben mindenki-
nek 6t lapot osztanak (ezutan kezdédik a jaték, ennek szabélyaival azonban
itt nem foglalkozunk). Egy ilyen 6tost osztasnak fogunk nevezni. A kii-
16nb6z8 osztasok szdma nyilvan megegyezik egy 52 elemid halmaz 5 elemt
részhalmazainak a szamaval: (552) = 2598 960.

Példa. Ha egy osztasban négy egyforma érték szerepel, azt pokernek nevez-
ziik. Példaul
{#8,08,00, {8, &8}

poker. Hany poker osztas van?

Megoldas. Probaljuk meg a feladatot visszavezetni egy sorozatszamlalasi
feladatra. Vilagos, hogy egy poker osztast egyértelmien leir a kdvetkezs
harmas.

1. A négy egyforma lap értéke.
2. Az 6todik lap értéke.
3. Az 6todik lap szine.

Igy a poker osztésok és azon harom tagi sorozatok kozott, amelyek elss két
tagja két kiillonbozd érték, a harmadik pedig egy szin, bijekcié van. Példaul

(8,Q,0) +— {8,038, &8, %8,9Q}.

Szamoljuk meg a sorozatokat! Van 13 lehetdség az els tag megvalasz-
tasara, 12 lehetSség a masodikéra és 4 lehetdség a szinre. Igy a 4. szabaly
szerint a sorozatok széma 13 - 12 -4 = 624, és persze a poker osztasoké is
ugyanennyi.
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Példa. Ha egy osztédsban van harom egyforma lap egy értékbdl és két egy-
forma lap egy maésik értékbdl, azt fullnak nevezziik. Példaul

{#8,08,0Q, 08, $Q}
full. Hany full osztés van?

Megoldas. Probaljuk meg a feladatot visszavezetni egy sorozatszamlalasi
feladatra. Vilagos, hogy egy full osztast egyértelmien leir a kovetkezs négyes.

1. A harom egyforma lap értéke; ennek megvalasztasara 13 lehet&ség van.
2. A héarom egyforma lap szinei; ezek megvalasztasara (g) lehetGség van.
3. A két egyforma lap értéke; ennek megvalasztasara 12 lehet&ség van.
4. A két egyforma lap szinei; ezek megvalasztasara (3) lehetGség van.

Igy a full osztasok és azon négy tagu sorozatok kozott, amelyek els és har-
madik tagja két kiilonboz§ érték, masodik és negyedik tagja pedig szinek egy
hérom illetve két elemii halmaza, bijekcié van. Példaul

(8,{#, 0,0} Q{V, d}) «— {M48,08,0Q, 08, &}

A sorozatok szama a 4. szabaly szerint

)= ()

és persze a full osztésoké is ugyanennyi.

Példa. Ha egy osztasban van két egyforma lap egy értékbdl, két egyforma
lap egy maésik értékbdl és egy lap egy harmadik értékbdl, azt két parnak
nevezziik. Példaul

{#5,08,00Q, 08, $Q}
két par. Hany két par osztas van?
Megoldas. Probaljuk meg a feladatot visszavezetni egy sorozatszamlalasi
feladatra. Vilagos, hogy egy két par osztast egyértelmten leir a kdvetkezs
0t0s.

13

2) lehet&ség van.

1. A parok értékei; ezek megvalasztasara (

2. A kisebb értékid par szinei; ezek megvélasztasara (3) lehetGség van.
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4

2) lehetGség van.

3. A nagyobb értéki par szinei; ezek megvalasztésara (
4. Az 6todik lap értéke; ennek megvalasztasara 11 lehetGség van.
5. Az 6todik lap szine; ennek megvalasztasara 4 lehetGség van.

Igy a két par osztasok és azon 6t tagi sorozatok kozott, amelyek elss tagja
két kiilonbo6z6 érték halmaza, negyedik tagja egy ezektdl kiilonb6z6 harmadik
érték, masodik és harmadik tagja szinek egy-egy két elemi halmaza, 6todik
tagja pedig egy szin, bijekci6é van. Példaul

({8, Q1 {9V, 01 {0V, %}.5, &) «— {#5,08,0Q, 08, $Q}.

A sorozatok szama a 4. szabély szerint

13 4 4
: . 11 -4,
2 2 2
és persze a két par osztasoké is ugyanennyi.

Példa. Ha egy osztdsban van harom egyforma lap egy értékbdl, egy lap
egy masik értékbdl, és egy lap egy harmadik értékbdl, azt drillnek nevezziik.
Példaul

{#5,08,00Q, 8, %8}

drill. Hany drill osztés van?

Megoldas. Probaljuk meg a feladatot visszavezetni egy sorozatszamlalasi
feladatra. Vilagos, hogy egy drill osztast egyértelmtien leir a kovetkezd 6tos.

1. A harom egyforma lap értéke; ennek megvalasztasara 13 lehet&ség van.

2. A harom egyforma lap szinei; ezek megvalasztasara (g) lehetGség van.

12

3. A masik két lap értékei; ezek megvalasztasara (2

) lehetGség van.
4. A kisebb értéki lap szine; ennek megvalasztasara 4 lehet&ség van.
5. A nagyobb értékid lap szine; ennek megvélasztasara 4 lehetGség van.

Igy a drill osztésok és azon 6t tagu sorozatok kozott, amelyek elss tagja
egy érték, harmadik tagja két ettdl kiillonbozs érték halmaza, masodik tagja
szinek egy harom elemi halmaza, negyedik és 6todik tagja pedig egy-egy
szin, bijekcié van. Példaul

(87 {Qa <>7 &}a {57 Q}: .7 Q) — {‘57 @87 @Qa <>87 *8}
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A sorozatok szama a 4. szabaly szerint

4 12
13- : - 4?
(6) ()=
és persze a drill osztésoké is ugyanennyi.

Példa. Ha egy osztasban van két egyforma lap egy értékbdl, egy lap egy méa-
sik értékbdl, egy lap egy harmadik értékbdl, és egy lap egy negyedik értékbdl,
azt egy parnak nevezziik. Példaul

{#5, 08,00, $8, &7}
egy par. Hany egy par osztas van?

Megoldas. Probéljuk meg a feladatot visszavezetni egy sorozatszamlélasi
feladatra. Vilagos, hogy egy egy par osztést egyértelmiien leir a kdvetkezs
hatos.

1. A két egyforma lap értéke; ezek megvalasztasara 13 lehetség van.

4

2) lehet&ség van.

2. A két egyforma lap szinei; ezek megvalasztésara (
3. A masik harom lap értékei; ezek megvalasztasara (132) lehetGség van.
4. A legkisebb értékii lap szine; ennek megvalasztasara 4 lehetGség van.
5. A kozépsé értékid lap szine; ennek megvalasztasara 4 lehetGség van.

6. A legnagyobb értéki lap szine; ennek megvalasztasara 4 lehetGség van.

Igy az egy par osztésok és azon hat tagu sorozatok kozott, amelyek elss tagja
egy érték, harmadik tagja harom ettél kiilonb6z6 érték halmaza, méasodik
tagja szinek egy két elemi halmaza, negyedik, 6todik és hatodik tagja pedig
egy-egy szin, bijekcié van. Példaul

(87 {Qa <>}7 {57 Q7 7}7 ‘7 Q?a &) — {‘57 @87 @Qa <>87 &7}

A sorozatok szama a 4. szabaly szerint

() (5)

és persze a két par osztasoké is ugyanennyi.
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Szines dobdkockak

Van hét kiilonbo6z6 szinti dobokockdnk — a szivarvany szineib6l. A kockak
egyébként kozonségesek: hat lapjuk van, 1-t6l 6-ig megszamozva. Egy do-
bést azonosithatunk egy hét elemt szamsorozattal, amelynek tagjai a kockdk
fels6 lapjan lathato széamok, a szivarvany szineinek sorrendjében. Példaul a
(3,1,6,1,4,5,2) sorozat annak a dobasnak felel meg, amikor a piros kockan
3, a narancssarga kockan 1, a sérga kockén 6, a zold kockan 1, a viladgoskék
kockan 4, a s6tétkék kockan 5 és a lila kockan 2 lathato.

Példa. Héany olyan dobéas van, amikor négy kockan ugyanaz a szam, és a
masik harom kockan is ugyanaz, de az el6bbitél kiillonb6z6 szam lathato?
Peéldaul (4,4,2,2,4,2,4) egy ilyen dobés.

Megoldas. Probaljuk meg a feladatot visszavezetni egy sorozatszamlalasi
feladatra. Vilagos, hogy egy a feladatban szerepld dobast egyértelmiien leir
a kovetkezd harmas.

1. A kockakon lathato két érték; ezek megvalasztasara (g) lehetGség van.

2. Az a szam, ahanyszor a dobott értékek kozil a kisebb lathato; ez 3
vagy 4, igy ennek megvalasztésara 2 lehet&ség van.

3. A harom egyforma értéket mutatd kockak szinei; ezek megvalasztasara
(;) lehet&ség van.

Igy a feladatban szerepls dobésok és azon harom tagu sorozatok kozott, ame-
lyek els6 tagja értékek egy két elemd halmaza, mésodik tagja a 3 és a 4 szam
egyike, harmadik tagja pedig szinek egy hédrom elemt halmaza, bijekcié van.

Példéaul
({2,4}, 3, {sarga, zold, s6tétkek }) «— (4,4,2,2,4,2,4).
A sorozatok szama a 4. szabaly szerint
()2 )
és persze a feladatban szereplé dobéasoké is ugyanennyi.

Példa. Hany olyan dobéas van, amikor pontosan két kockaval dobtunk hatost,
a tobbi 6t kockan pedig 6t kiilonboz6 (nem hatos) szam lathato? Példaul
(6,2,6,1,3,4,5) egy ilyen dobas, mig (1,1,2,6,3,4,5) vagy (6,6,1,2,4,3,4)
nem.
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Megoldas. Probaljuk meg a feladatot visszavezetni egy sorozatszamlalasi
feladatra. Vilagos, hogy egy a feladatban szerepld dobast egyértelmien leir
a kovetkezs paros.

1. A hatost mutato kockak szinei; ezek megvalasztasara (;) lehetGség van.

2. Azon értékek, amelyek a fennmarado6 6t kockén lathatok, a szivarvany
szineinek sorrendjében; ezek megvalasztasara 5! lehetGség van.

Igy a feladatban szereplé dobasok és azon két tagt sorozatok kozott, amelyek
els6 tagja szinek egy két elemd halmaza, masodik tagja pedig az {1,2,3,4,5}
halmaz egy permutéacidja, bijekcié van. Példaul

({piros, sarga}, (2,1,3,4,5)) +— (6,2,6,1,3,4,5).

A sorozatok szama a 4. szabaly szerint

HE

és persze a feladatban szereplé dobasoké is ugyanennyi.

Példa. Héany olyan dobas van, amikor két kockdn ugyanaz a szam, a tobbi 6t
kockan pedig 6t kiilonbozs, de a dupla szdmmal nem azonos szam lathato?
Peéldaul (4,2,4,1,3,6,5) egy ilyen dobés.

Megoldas. Probaljuk meg a feladatot visszavezetni egy sorozatszamlalasi
feladatra. Vildgos, hogy egy a feladatban szereplé dobast egyértelmiien leir
a kovetkezd hérmas.

1. A kockak altal mutatott két egyforma érték; ennek megvalasztasara 6
lehetGség van.

2. A két egyforma értéket mutato kockak szinei; ezek megvalasztasara (;)
lehetGség van.

3. Azon értékek, amelyek a fennmarad6 6t kockan lathatok, a szivarvany
szineinek sorrendjében; ezek megvélasztasara 5! lehetéség van.

Igy a feladatban szerepls dobésok és azon harom tagu sorozatok kozott, ame-
lyek els6 tagja egy érték, masodik tagja szinek egy két elemii halmaza, har-
madik tagja pedig az els6 tagban szerepld értéken kiviili értékek egy permu-
taciodja, bijekcié van. Példaul

(4, {piros, sarga}, (2,1, 3,6,5)) <— (4,2,4,1,3,6,5).
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A sorozatok szama a 4. szabaly szerint

6.@.5!

és persze a feladatban szereplé dobéasoké is ugyanennyi.

Példa. Hany olyan dobas van, amikor két kockan ugyanaz a szam, masik
két kockan is ugyanaz, de az el6bbitdl kiillonb6z6 szam, és a maradék harom
kockan is ugyanaz, de mindkét el6z6t6l kiilonb6z6 szam lathato? Példaul
(1,6,2,1,6,6,2) egy ilyen dobéas, mig (5,5,5,6,6,1,2) nem.

Megoldas. Probaljuk meg a feladatot visszavezetni egy sorozatszamlaléasi
feladatra. Vilagos, hogy egy a feladatban szereplé dobast egyértelmiien leir
a kovetkezd négyes.

1. Az a két érték, amelyek a kockakon két-két alkalommal lathatok; ezek
megvalasztasara (g) lehetGség van.

2. Azoknak a kockdknak a szine, amelyeken az el6bbi két érték koziil a
kisebbik lathato; ezek megvélasztasara (;) lehetGség van.

3. Azoknak a kockédknak a szine, amelyeken az el¢bbi két érték koziil a
nagyobbik lathato; ezek megvélasztasara (;) lehetGség van.

4. A megmaradt harom kockén lathato érték; ennek megvélasztasara 4
lehetGség van.

Igy a feladatban szereplé dobésok és azon négy tagu sorozatok kozott, ame-
lyek els6 tagja értékek egy két elemii halmaza, masodik tagja szinek egy két
elemt halmaza, harmadik tagja az el6z6 tagban szereplS szinektdl kiilon-
b6z6 szinek egy két elemtii halmaza, negyedik tagja pedig egy ez elsé tagban
szerepld értékektdl kiilonbozs érték, bijekcié van. Példaul

({1, 2}, {piros, zold}, {sarga, lila}, 6) +— (1,6,2,1,6,6, 2).

A sorozatok szama a 4. szabaly szerint

() () C)

és persze a feladatban szereplé dobéasoké is ugyanennyi.
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Szita-formula

Egy tanarképzd f6iskola matematika tanszéke 60 matematika, 200 informa-
tika és 40 fizika szakos hallgatot oktat (més szakosoknak mas tanszékek ok-
tatjak a matematikat). Hany hallgatot oktat a matematika tanszék? Jelolje
M, I és F rendre a matematika, az informatika és a fizika szakos hallgatok
halmazat. Feladatunk tehat |[M U I U F'| meghatarozéasa. Ha a halmazok
diszjunktak, akkor a 2. szabaly szerint

IMUIUF|=|M|+|I|+|F|.

Azonban az M, I és F halmazok nem feltétleniil diszjunktak. Valoban,
lehetnek példaul matematika-fizika szakos hallgatok. Oket a jobb oldalon
kétszer vessziik szamitésba, egyszer M-nél és egyszer F-nél. S6t lehetnek
matematika-informatika-fizika szakosak is. Oket a jobb oldalon haromszor
vessziik szamitéasba.

Két halmaz uni6janak az elemszamat a kovetkezs formulaval szdmolhat-
juk ki:

|A; U Ag| = |A1] + |As| — |A1 N Ayl

A formula helyessége nyilvanval6. Az A; halmaz elemeit a jobb oldal elsé tag-
janal vessziik szamba, az A, halmaz elemeit pedig a masodik tagnél. Azokat
az elemeket, amelyek A;-hez és A,-hoz is hozzatartoznak, az elsé két tagnél
kétszer vessziik szamitasba, de ezt a hibat a harmadik tag korrigalja.

A hérom halmaz uni6jénak elemszamara vonatkozo6 formula kicsit bonyo-

lultabb:

|A1 U Ay U Ag| = |Ay| + |As| + |As|—
— A1 M Ay — A1 N As| — |Aa N Az + |A1 N Ay N Asl.

A formula helyességét most sem nehéz belatni. Elég megmutatni, hogy a jobb
oldalon A; U As U A3 minden elemét pontosan egyszer vessziik szamitésba.

Tekintsiink példéul egy olyan x elemet, amelyik mindhédrom halmazhoz
hozzatartozik. Ekkor x-et haromszor vessziik szamitasba az els6 harom tag-
nal. A kovetkez6 harom tagnal ismét haromszor vessziik szamitasba x-et, de
ott negativ elGjellel. Végiil az utols6 tagnal ismét szamitasba vessziik x-et,
pozitiv elgjellel. Osszességében tehat egyszer vessziik szamitasba z-et a jobb
oldalon. A t6bbi eset hasonloan intézhetd el.

A formuléval 6sszhangban a matematika tanszék altal oktatott hallgatok
szamanak meghatarozasihoz tovabbi informéciok sziikségések. Azon hallga-
tok szama, akik matematika és informatika szakosak is legyen 34, akik mate-
matika és fizika szakosak is legyen 16, és akik informatika és fizika szakosak

136



is legyen 8. A harom szakos hallgatok szama pedig legyen 4. Igy

IMUIUF|=|M|+|I|+|F|-IMNnIl—|MNF|—|INF|+|MNINF|
=60+ 200 440 — 34 — 16 — 8 + 4 = 246.

Példa. Hany olyan permutécidja van a {0, 1,...,9} halmaznak, ahol vagy a
4és a2 vagy a0 és a4, vagy a 6 és a 0 egymés utan jelenik meg (ebben a
sorrendben)? Itt

(7,2,9,5,4,1,3,8,0,6)

egy rossz permutacio (a 0 és a 6 rossz sorrendben van), mig
(77 2’ 5’ ﬁ? Q? 47 3’ 87 17 9)
egy jO permutacio.

Megoldas. Legyen P, azon permutaciok halmaza, ahol a 4 és a 2 egymas
utan jelenik meg. Legyen Py, azon permutéciok halmaza, ahol a 0 és a
4 egyméas utén jelenik meg. Legyen Py, azon permutaciok halmaza, ahol
a 6 és a 0 egymas utan jelenik meg. Feladatunk tehat [Py U Poy U Pl
meghatarozasa.

Elgszor hatarozzuk meg az egyes halmazok elemszamat, mondjuk elsének
a Pjs halmazét. A kovetkezd triikkkot alkalmazzuk: egyesitsiik a "4" és "2"
szimbolumokat egy 1j "42" szimbolummaé. Vegyiik észre, hogy a {0,1,...,9}
halmaz azon permutacioi, amelyben a 4 és a 2 egymaés utan jelenik meg vala-
mint a {42,0,1,3,5,6,7,8,9} halmaz permutacioi kozott természetes médon
bijektiv megfeleltetés 1étesithets, példaul

(7,0,9,5,6,4,2,3,8,1) +— (7,0,9,5,6,42, 3,8, 1).

Az utobbi halmaz permutacidinak szama 9!, igy az 1. szabaly szerint |Pys| =
9!. Hasonloan |Pyy| = 9! és | Pso| = 9.

Ezutan a halmazpar-metszetek elemszamét hatarozzuk meg, elsének a
Py N Psp halmazpar-metszetét. Ugyanazt a triikkot alkalmazzuk mint az
el6bb: Py N Py elemei és a {42,60, 1,3,5,7,8,9} halmaz permutacioi kozott
természetes modon bijektiv megfeleltetés létesithets, igy |Py N Pso| = 8.
Hasonloan |Pso N Poy| = 8! és |PosN Pya| = 8!. Az els6 esetben PgoN Py elemei
és a {604,1,2,3,5,7,8,9} halmaz permutacioi kozott 1étesithets természetes
modon bijektiv megfeleltetés, mig a méasodik esetben Py N Pjo elemei és a
{042,1,3,5,6,7,8,9} halmaz permutacioi kozott.

Végul |P42 ﬂP04ﬂP60| = 7', itt PGO ﬂP04ﬂP42 elemei és a {60427 1, 3, 5, 77
8,9} halmaz permutacioi kozott létesithetd természetes modon bijektiv meg-
feleltetés.
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Ennélfogva

| Pyo U Pog U Pso| = | Paa| + | Poa| + | Pso|—
— | Py2 N Pos| — |Pa2 N Peo| — [FPoa N Peo|+
+ |Ps2 N Pos N Pgo|
=3-9'—3-8!'+ 7! =972720.

Példa. Hany olyan 10 karakterbdl allo sztring készithetd az angol abécé 26
nan

(kis)betijébsl, amelyben az "a", a "b" és a "c¢" bettik mindegyike legalabb
egyszer el6fordul?

Megoldas. A 10 karakterbél 4llo sztringek széama osszesen 26, ebbdl kell
kivonni a feltételnek nem megfelel§ sztringek szamat.

Legyen A azon sztringek halmaza, amelyekben nincs "a" bet. Legyen B
azon sztringek halmaza, amelyekben nincs "b" betd. Legyen C' azon sztrin-
gek halmaza, amelyekben nincs "c¢" betdi. Most a feltételnek nem megfeleld
sztringek halmaza AU B U C. A szita-formulat alkalmazzuk:

|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—-|BNC|+|ANnBNC|.

Itt
Al = |B| = |C| = 25",
IANB|=|ANC|=|BNC| = 24",
|ANBNC|=23".
Ennélfogva

IAUBUC|=3-25" —3.24'0 1 2310,

igy a feltételnek megfelels sztringek szama

2610 — 3.2510 4+ 3.9410 _ 9310,

Példa. Hanyféleképpen juthatunk el a koordinata-rendszer (0,0) pontjabol
az (50,50) pontba, ha minden lépésben az egyik koordinatat novelhetjiik
eggyel, tovabba a (10, 10) valamint a (20, 20) ponton nem haladhatunk &t?

Megoldas. Az 6sszes lehetséges tut szama (15000), ebbdl ki kell vonni azon utak
szamat, amelyek atmennek a (10,10) valamint a (20,20) pontok legalabb
egyikén. Ez utobbi utak szamat a szita-formula segitségével hatérozhatjuk
meg.
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A (10,10) ponton atmend utak szdma (?8) (28), hisz a (0,0) pontbol a

(10,10) pontba mens utak szama (), a (10,10) pontbol a (50,50) pontba

mend utak széma pedig (ig).

A (20,20) ponton atmend utak szama (38) (gg), hisz a (0,0) pontbdl a
(20,20) pontba mend utak szama (;g), a (20,20) pontbol a (50,50) pontba

mend utak szédma pedig (gg).

A (10,10) és a (20,20) ponton is atmend utak szama (38) (fg) (gg), hisz a
(0,0) pontbol a (10,10) pontba mend utak szdma (38), a (10,10) pontbdl a
(20, 20) pontba mend utak szama is (?8), a (20,20) pontbol a (50, 50) pontba

mend utak széma pedig (gg).

Igy a (10,10) valamint a (20,20) pontok legalabb egyikén atmend utak
szama a szita-formula szerint

201\ /80 n 40\ (60  (20Y (20 /60
10/ \40 20/ \30 10/ \10/\30/’
a mindkét pontot elkeriilké pedig
100 201 /80 40 (/60 n 201\ /20 /60
50 10/ \40 20/ \30 10/\10/\30/"
Az n halmaz uni6janak elemszdmaéara vonatkozo formula a kovetkezd:

8. szabaly (szita-formula).

AT U AU UA = D A= > AN Ajl+
1<i<n 1<i<i<n
+ Y JANANA = (DA N AN N A

1<i<j<k<n

Tehat az unio elemszédma az egyes halmazok elemszaméanak 6sszege mi-
nusz az Osszes lehetséges halmazpar-metszet elemszémanak Gsszege plusz az
Osszes lehetséges halmazharmas-metszet elemszamanak Osszege minusz az
Osszes lehetséges halmaznégyes-metszet elemszamanak 0sszege plusz az 0sszes
lehetséges halmazotos-metszet elemszamanak Osszege, és igy tovabb.

Elcserélt felolték

Példa. A szinhazi ruhatar friss alkalmazottja elfelejtette rattizni a beadott
ruhakra a ruhatarjegyek méasodpéldanyat. Az el6adés végén igy emlékezetbdl
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probélja meg visszaadni a ruhakat. Mekkora az esélye annak, hogy senki nem
a sajat ruhajat kapja vissza?

Megoldas. Feltéve, hogy a ruhatérosnak fogalma sincs, melyik ruha kié volt,
a valasz annak a tortnek az értéke, amelynek szamléléja azon ruhavisszaada-
sok szama, amelyeknél senki nem a sajat ruhajat kapja vissza, nevezGje pedig
az Osszes lehetséges ruhavisszaadasok szama.

Jelolje a ruhatarba beadott ruhakat Ry, R, ..., R,, tulajdonosaikat pe-
dig E, Es, ..., E,, megfelel6en. Most egy ruhavisszaadést egyértelmten le-
irhatunk az {1,2,...,n} halmaz egy (p1,pe,...,p,) permuticidjaval: az R;
ruhét E),, kapja vissza minden 1 < ¢ < n esetén. Feladatunk igy meghata-
rozni annak a tortnek az értékét, amelynek szamlaloja azon (p1,pa, ..., Pn)
permutéaciok szama, ahol tetszéleges 1 < i < n esetén p; # 7, nevezGje pedig
az Osszes (p1,pa, - -, Pn) Permuticiok szama.

Az Osszes (p1,p2,...,pn) permuticiok szama n!. A szamlaloban levé
permutaciok helyett tekintsiik inkabb azokat, amelyek nem rendelkeznek
az adott tulajdonsaggal, ezek szamat konnyebb meghatarozni. Jeldlje S;
azon (p1,p2,...,Pn) permutaciok szamat, ahol p; = i. Keressiik tehat az
|S1 U S U---US,| mennyiséget. A szita formulat alkalmazzuk:

[SUS,U--US, =Y [Sil— > IS8+

1<i<n 1<i<j<n
+ Y 1SiNS NS = (D)™ S N SN N S
1<i<j<k<n
A jobb oldalon |S;| azon permutaciok szdma, amelyeknél p; = i. FEzen
permutaciok és az {1,2,...,n} \ {i} halmaz permutécioi kozott természe-

tes modon bijektiv megfeleltetés létesithetd, igy |S;| = (n — 1)!. Hasonloan,
|S; N'S;| azon permutéciok szama, amelyeknél p; = i és p; = j. Ezen per-
mutaciok és az {1,2,....n} \ {¢, 7} halmaz permutacioi kozott természetes
moédon bijektiv megfeleltetés létesithets, igy [S; N S;| = (n — 2)!. Altala-
ban is, [S;, NS;, N---N S, | azon permutéciok szama, amelyeknél p;, = iy,
Diy =12, -+, Di,, = Im. Bzen permutéciok és az {1,2,...,n}\ {i1, iz, ..., im}
halmaz permutécioi kozott természetes modon bijektiv megfeleltetés létesit-
hets, igy |S;, NS, N---NS;, | = (n—m)!l. Hany S;; N.S;,, N---NS;, alaka
tag van a szita-formuldban? Nyilvan amennyi m elemi részhalmaza van az
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{1,2,...,n} halmaznak, vagyis (:1) Mindezeket Osszevetve

1S, U Sy U+ US,| = (Tf)(n—l)!— (Z)(n—Q)H—

11 1 1
=nll= -1+ - ... n+l
" (1| o1 T 3 +(=1) nv)
Igy a szamlalobeli permutaciok szama
1 1 1 1
! — — — 4+ — — ... 1\ ) =
& ”‘(1! TR n!)
_ (1 1 1 1 1nl
= n! —ﬂ—i—a—ﬁ‘F""}'(—)a 5
a hédnyados pedig
TR S DR
20 3l nl e

Osszeszamlalasi feladatok megoldasa

Osszeszamlalasi feladatok megoldasanal a kovetkezs altalanos séma szerint
jarjunk el.

1. Amit csak lehet vezessiink vissza sorozatszamlalasi feladatra.

e 1. szabély.
e 5. szabdly.

2. Sorozatszamitasi feladatok megoldasahoz hasznaljuk a tanult modsze-
reket.

e 4. szabély.
e (. szabaly.

3. Halmazok uni¢janak elemszadmanak meghatarozasahoz hasznaljuk a
szita-formulat.
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Kombinatorikal moédszer

Tegyiik fel, hogy a szekrény aljabol elSkertil a kisiskolds szalvétagytijtemé-
nylink n szalvétaval. Elhatarozzuk, hogy csak k szalvétat tartunk meg em-
lékbe, a tobbit rokon gyerekeknek ajandékozzuk. Magatol értetédden mind-
egy, hogy azt a k szalvétat vélasztjuk ki, amelyeket meg akarunk &rizni,
vagy azt az n — k darabot (a kiegészité halmazt), amelyeket elajandékozunk.
Ezért azon lehetGségek szama, ahényféleképp kivalaszthatunk £ szalvétat n-
bdl sziikségképpen ugyanannyi, mint ahanyféleképp n — k szalvétat véalaszt-

hatunk ki n-bél. Igy
n\ n
k) \n—k)

Ezt persze konnyti belatni algebrai titon is, hiszen mindkét oldal

n!
Kl(n— k)

Azonban figyeljiink fel ra, hogy az el6bbi gondolatmenet soran nem vettiink
igénybe semmi algebrat, csak a tanult Osszeszdmlalési technikdinkat alkal-
maztuk.

Példa. Egy szabadon valaszthaté tantargyra n hallgatod szeretne jarni, de
az Orat sajnos olyan terembe irtdk ki, ahol csak k hely van. A hallgatok
sorsoléssal dontik el, hogy kik jarjanak. Hanyféle eredmény sziilethet?

Megoldas. Az egyik jelentkez6 — nevezziik Andrednak — a kovetkezGkép-
pen gondolkodik. Két eset van:

(1) Andrea a kivalasztottak kozott van. Ekkor k& — 1 tarsat az Andrean
kiviili n — 1 jelentkezd koziil valasztjék ki, ami (Zj) lehetGség.

(2) Andrea nincs a kivalasztottak kozott. Ekkor mind a k hallgatot az
Andrean kiviili n—1 jelentkez6 koziil valasztjak ki, ami (", ') lehetdség.

Az (1) tipust csoportokban benne van Andrea, a (2) tipustakban viszont
nincs, igy a csoportok e két halmaza diszjunkt. Ezért a 2. szabaly szerint a

lehetséges csoportok szama
n—1 n n—1
k—1 k)
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Egy masik jelentkez6 — nevezziik Bélanak — ettdl eltéréen gondolko-
dik. Bélat is beleértve n jelentkezd koziil kell kivalasztani azt a k-t, akik
jarhatnak. Igy a lehetséges csoportok szama

(&)

Andrea és Béla gondolatmenete is hibatlan, igy a két eredménynek meg

kell egyezni:
n—1 n n—1\ [n
k—1 k \k)
Ezt az Osszefliggést Pascal azonossagnak nevezik.

Ismét figyeljiink fel ra, hogy az Osszefiiggés belatdasidhoz nem vettiink
igénybe semmi algebrat, csak a tanult Osszeszamlélasi technikainkat alkal-
maztuk.

A kombinatorikai moédszer olyan eljards melynek soran Osszeszamlalasi
technikak felhasznalasaval igazolunk algebrai azonossagokat. A bizonyitasok
legtobbszor az alabbi sémat kovetik:

1. Definidlunk egy alkalmas S halmazt.
2. Belatjuk valamilyen modon, hogy |S| = n.

3. Belatjuk valamilyen mas modon, hogy |S| = m.

W

. Megallapitjuk, hogy n = m.

> (07 -C)

Megoldas. Tekintsiink egy olyan kartyacsomagot, amelyben n egymastol
megkiilonboztethetd piros valamint 2n egyméstol megkiillonboztethets kék
lap van, és legyen S az n lapbol allo osztasok halmaza ebbdl a kartyacsomag-

bol.
El6szor is jegyezziik meg, hogy tetsz6leges 3n elemi halmaznak

"
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darab n elemi részhalmaza van. Maésrészt minden n lapboél all6 osztasban
a piros lapok széama 0 és n kozott van. Azon n lapbol allé osztasok szama,
amelyben pontosan k piros lap van

hiszen a k piros lap (Z)—féleképpen, a maradék n — k kék lap pedig (nZ_"k)—
féleképpen valaszthato ki. Igy a 2. szabaly szerint

-2 (05

Az |S|-re vonatkozo két kifejezést Gsszevetve az allitas adodik.

Példa.

Y k " =n2" !
()
k=1

Megoldas. Legyen S azon {0, 1, *}"-beli sorozatok halmaza, amelyek pon-
tosan egy *-ot tartalmaznak.

Egyrészt |S| = n2"~!, hiszen az n tag barmelyike lehet a *, a tobbi tagra
pedig 27! lehetéség van. Masrészt minden S-beli sorozatban a nem nulla
szimbolumok szdma 1 és n kozott van (a * szimbolum nem nulla). Azon
S-beli sorozatok szdma, amelyekben pontosan k£ nem nulla szimb6lum van

hiszen (Z) lehetéség van a nem nulla tagok megvalasztasara, majd minden
ilyen valasztashoz k lehet6ség a * kijelolésére. Igy a 2. szabaly szerint

"\ (n
1S|=> "k ( k) .
k=1
Az |S|-re vonatkozo két kifejezést dsszevetve az allitas adodik.

Skatulya elv

Egy fiokban zold, kék és fekete zoknik vannak. Legalabb hany zoknit kell
kihtzni a fiokbol, hogy biztosan legyen kozottiik két azonos szind? Harom
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zokni nyilvan nem elég, ezek lehetnek mind kiilonb6z6 szintiek. A megol-
déashoz a kulcsot a kovetkezs észrevétel szolgaltatja: ha |A| > |B|, akkor
semmilyen f: A — B fliggvény nem lehet injektiv. Mas szavakkal:

9. szabaly (skatulya elv).
Ha |A| > |B|, akkor tetszéleges f: A — B fliggvény esetén létezik legalabb
két olyan eleme A-nak, amelyekhez f ugyanazt a B-beli elemet rendeli.

Els6 pillantasra talan nem teljesen nyilvanval6, hogyan is alkalmazhato a
skatulya elv a zoknis feladatra. Azonban legyen A a fiokbol kihtuzott zoknik
halmaza, B a zoknik szinének halmaza, és f rendelje hozza minden kihazott
zoknihoz a szinét. Ha most |A| > |B| = 3, akkor a skatulya elv szerint van
két olyan A-beli elem (azaz két kihuzott zokni), amelyekhez f ugyanazt a
B-beli elemet rendeli (azaz azonos szintiek). Példaul:

A f B
zokni il

zokni .

) kék
zokni

. fekete
zokni

Igy négy zoknit elég kihtzni!

-

A skatulya elv elnevezés abbol a szemléletes ténybdl szarmazik, hogy ha
n + 1 targyat szeretnénk elhelyezni n skatulydban, akkor mindenképpen lesz
olyan skatulya, amelybe legalabb két targy keriil.

A skatulya elvnek szamos nagyon triikkos alkalmazésa van. Sajnos alta-
lanos receptet senki nem ismer, mindazonéltal ha skatulya elvvel akarunk bi-
zonyitani egy allitast, harom dolgot mindenképpen vilagosan azonositanunk

kell:
1. Az A halmazt (a targyakat).
2. A B halmazt (a skatulyéakat).
3. Az f hozzarendelést (melyik targy melyik skatulyaba keriil).
Példa. Mutassuk meg, hogy egy 90 darab 25 jegyd szambol all6 halmaznak

mindig van két olyan kiilonb6z6 részhalmaza, amelyekben a szdmok Osszege
ugyanannyi!
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Megoldas. Legyen A az Osszes lehetséges részhalmaz halmaza. Tudjuk,
hogy |A| = 2%. Egy részhalmazban a szamok 6sszege nyilvan kisebb, mint
90 - 10%, hisz minden szam kisebb, mint 10%. Legyen B = {0,1,2,...,90 -
10%}. Ekkor |B| = 90 - 10%® + 1. Az f fiiggvény rendelje hozz4 minden
részhalmazhoz a benne szerepls szamok Gsszegét. Most

|A| = 2% > 1.237 - 10%,
|B| =90-10% +1 < 0.901 - 10",

Mivel |A| > | B, igy a skatulya elv szerint van két olyan részhalmaz, amelyek-
ben a szamok Osszege ugyanannyi. Melyek ezek? Nem tudjuk, de léteznek!

Egy megoldatlan probléma

Hogyan allithatunk el6 olyan n pozitiv egész szambol allo halmazt, amelynek
barmely két részhalmazaban a szamok Osszege kiillonbozd?
Egy kézenfekvs otlet a 2 hatvanyait hasznalni; példaul n = 5 esetén:

{1,2,4,8,16}.
Van olyan példa, amelyben a legnagyobb tag kisebb, mint 167 Igen:
{6,9,11,12,13}.

Erdés Pal, a XX. szazad egyik legkiemelked6bb matematikusa 1931-ben
azt a sejtést fogalmazta meg, hogy ha egy n pozitiv egész szambol allo hal-
maz barmely két részhalmazaban a szamok 6sszege kiilonbozg, akkor a hal-
maz legnagyobb eleme legalabb 2", alkalmas ¢ univerzalis (n-t6l fiiggetlen)
pozitiv konstanssal. Erdds a sejtés bizonyitasaért vagy cafolataért 500 dollar
jutalmat ajanlott, &m a probléma méig megoldatlan.

Skatulya elv (folytatéas)

Példa. Egy el6adoteremben 500 hallgaté van. Mutassuk meg, hogy van
kozottiik két olyan, akik ugyanaznap tartjak a sziiletésnapjukat!

Megoldas. Legyen A az elGadoteremben levs hallgatok halmaza, B a sziile-
tésnapok halmaza, és f rendelje hozza minden hallgatohoz a sziiletésnapjat.
Mivel |A| > | B|, igy a skatulya elv szerint van két olyan hallgato, akik ugyan-
aznap tartjak a sziiletésnapjukat.
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Példa. Az adohivatal iigyfélvarojaban 113 ember van. Mutassuk meg, hogy
van kozottiik két olyan, akik adészamaban a szamjegyek 6sszege ugyanannyi!

Megoldas. Legyen A az tigyfélvaroban tartézkod6 emberek halmaza, B az
adoszamok széamjegyeibdl képezhets Gsszegek halmaza, és f rendelje hozza
minden emberhez az addszama szamjegyeinek Osszegét. Egy addszamban
a szamjegyek Osszege 0 és 10 -9 = 90 kozott van, ezért |B| < 91. Mivel
|A| > |B|, igy a skatulya elv szerint van két olyan ember, akik adészamaban
a szamjegyek Osszege ugyanannyi.

Példa. Mutassuk meg, hogy barmely 100 egész szam kozott van két olyan,
amelyek kiilonbsége oszthato 37-tel!

Megoldas. Legyen A a feladatban szerepld 100 egész szam halmaza, B a
0 és 36 kozotti egész szamok halmaza, és f rendelje hozza minden szamhoz
a 37-tel valo osztaskor kapott maradékat. Mivel |A| > |B|, igy a skatulya
elv szerint van két olyan szam, amelyek 37-tel osztva ugyanazt a maradékot
adjak, ezek kiilonbsége oszthatd 37-tel.

Példa. Egy n x n-es négyzetben n? + 1 pont van. Mutassuk meg, hogy van
kozottiik két olyan, amelyek tavolsaga legfeljebb /2.

Megoldas. Legyen A a feladatban szereplé pontok halmaza. Bontsuk fel
az n X n-es négyzetet az oldalaival parhuzamos egyenesekkel n? darab 1 x 1-
es négyzetre; alljon a B halmaz ezekbdl a kis négyzetekbsl. Az f fiiggvény
rendelje minden ponthoz azt a kis négyzetet, amelyhez hozzatartozik (ha t6bb
ilyen is van, akkor ezek koziil valamelyiket). Mivel |A| > |B|, igy a skatulya
elv szerint van két olyan pont, amelyek ugyanabban a kis négyzetben vannak,
ezek tavolsaga nyilvan legfeljebb akkora, mint a négyzet atloja, vagyis v/2.

Példa. Kivalasztottunk 38 darab 1000-nél kisebb pozitiv egész szamot. Mu-
tassuk meg, hogy van kozottiik két olyan, amelyek kiilonbsége legfeljebb 26.

Megoldas. Legyen A a feladatban szerepls 38 egész szam halmaza, B pedig
alljon a kovetkez6 halmazokbol:

{1,2,...,27},
{28,29,...,54},
{55,56,...,81},

{973,974,...,999}.
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Az f figgvény rendelje minden szdmhoz azt a halmazrendszerbeli halmazt,
amelyhez a szam hozzatartozik. Most |B| = 37, ezért |A| > |B|, igy a skatu-
lya elv szerint van két olyan szam, amelyek ugyanabban a halmazrendszerbeli
halmazban vannak. Ezek kiilonbsége nyilvan legfeljebb 26.

A skatulya elvnek szamos altalanositasa ismert.

10. szabaly (skatulya elv altalanositasa).
Ha |A| > k|B|, akkor tetszdleges f: A — B fiiggvény esetén létezik legalabb
k 4+ 1 olyan eleme A-nak, amelyekhez f ugyanazt a B-beli elemet rendeli.

Példa. Kockas papiron 40 kis négyzetet pirosra szineztiink be. Mutassuk
meg, hogy ezek kozott van 10 olyan, amelyek koziil semelyik kettének nincs
kozos pontjal

Megoldas. Legyen A a piros négyzetek halmaza, B pedig az {1,2,3,4}
halmaz. Szdmozzuk meg a papirlapon szerepl§ Osszes kis négyzetet az abran
lathaté6 modon:

1/3(1(3]113|1|3
2141214124124
1(3(1(3]1]3]1]|3
214121412424
1(311(3]1]3]1]3
2141214124124
1/3(1(3]113|1|3
2141214124124

Az f fliggvény rendelje hozza minden piros négyzethez a benne szerepld
szamot. Mivel |A| > 9|B]|, igy a skatulya elv altalanositasa szerint van 10
olyan piros négyzet, amelyekben ugyanaz a szdm szerepel. Most vegyiik
észre, hogy a papirlapon azonos széammal jelolt kis négyzeteknek nincs kozos
pontja, ezért ez a 10 piros négyzet megfelel a kivanalmaknak.

Bidvészmutatvany

A biivész az asszisztensével kilép a szinpadra. Az asszisztens lemegy a nézék
kozé egy 52 lapos kartyaval (mint amilyennel a pokert is jatsszak), és megkér
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5 embert, hogy huzzanak egy-egy lapot. Mikor ez megtortént, Osszegytjti
a kihuzott lapokat, majd egyesével felfed a btivésznek koziiliik négyet. A
biivész koncentral, majd megnevezi az 6todik lapot.

Az asszisztens csupan a négy lap felfedésével képes valahogyan a btivész
tudoméaséra hozni az 6t6dik lapot. Az asszisztens két moédon tud informéciot
atadni a btivésznek:

1. milyen sorrendben fedi fel a négy lapot,

2. melyik négy lapot fedi fel az 6t koziil.

A triikkk magyarazata a kovetkezs. Tegyiik fel, hogy a nézdk a kovetkezs
lapokat valasztottak:
010,09, 03, 8Q, $J

El6szor is jegyezziik meg, hogy mindig van két olyan lap, amelyek azonos
szintiek. Az asszisztens is ugy kezdi, hogy valaszt egy ilyen parost, példaul
itt a Q10 és O3 lapokat. Az asszisztens ezutan (virtualisan) elhelyezi ezt a
két lapot a kovetkezd korben:

K 2
Q
J 4
5
9 6
8 7

Vegyiik észre, hogy barmely két értéket is tekintjiik ebben a kdrben, vala-
melyikt6l legfeljebb 6 lépéssel eljuthatunk a masikhoz az 6ramutaté jarasa
szerint haladva. A példankban a 10-t6l 6 1épéssel juthatunk el a 3-hoz. Az
elébbi lapot (©10) fedi fel els6ként az asszisztens, és az utobbit (03) talalja
ki a biivész. A kitalalando lap szine tehat megegyezik az elséként felfedett lap
szinével, értéke pedig 1, 2, 3, 4, 5 vagy 6 tavolsdgra van az els6ként felfedett
lap értékétdl a fenti korben az éramutatod jarasa szerint haladva.

A tavolsdgot a maradék harom lap felfedésének sorrendjével adja a btivész
tudtara az asszisztens. Ehhez a biivész és az asszisztens elére megallapodik
az 52 lap kovetkezd rendezésében:

V2,03,...,OK, VA,
2,03, OK, OA,
A2, 43, ... MK BA,
82, %3, S, SA.
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E rendezés szerint a ©O2 lap a legkisebb, a &A lap pedig a legnagyobb. A
tavolsagot ezek utédn a harom lap felfedésének sorrendje a kovetkezSképpen

kodolja:

legkisebb, kozépsd, legnagyobb)

legkisebb, legnagyobb, k6zépss
kozépsd, legkisebb, legnagyobb

kozépsd, legnagyobb, legkisebb

N N N N N

— 1

y—> 2

)—3

legnagyobb, legkisebb, k6zépss) — 4,
)—5

) —6

legnagyobb, kozépsa, legkisebb

A példankban az asszisztens a 6 tavolsagértéket akarja az utols6 harom lap-
pal a biivész tudomésara hozni, igy elGszor a megbeszélt rendezés szerinti
legnagyobb (#Q), utana a kozépsé (¢J), végiil pedig a legkisebb lapot ({9)
fedi fel.

Foglaljuk 6ssze az eddigieket. A nézdk tehat a

©10,9,03, 4Q, $J
lapokat hiztédk. Ekkor az asszisztens a

010, &Q, $J, 69

lapokat fedi fel egymas utéan a bitivésznek. A biivésznek ezek utan nincs més
dolga, mint (virtualisan) a korben az 6ramutato jarasa szerint haladva a Q10
laptol indulva hatot 1épni, és az igy elért O3 lapot bemondani.
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(Generatorfiiggvények

A generatorfliggvények a diszkrét matematika legmeglep&bb, ugyanakkor leg-
hatékonyabb eszkozei kozé tartoznak. Generatorfliggvények segitségével so-
rozatokra vonatkozé problémakat valos fiiggvényekre vonatkozo problémakra
tudunk visszavezetni. Ez azért nagyon hasznos, mert valos fiiggvények vizs-
galatara szamtalan matematikai modszer all rendelkezésiinkre, amelyeket igy
alkalmazhatunk sorozatokra vonatkozé problémék megoldasaban.

Egy (ag, a1, as,...) végtelen sorozat generatorfliiggvényének az

o0
f(z) =ag+a1x +asx® +--- = Zaixi
i=0
hatvanysort nevezziik.

Hatvénysorok és a veliik val6 miiveletek kapcsan természetesen felvets-
dik a konvergencia kérdése. Léatni fogjuk azonban, hogy a generatorfiigg-
vényekkel, mint formalis hatvanysorokkal végzett miiveletek egzakt modon
megalapozhatok gy is, hogy a konvergencia kérdésére iigyet sem vetiink.

Formalis hatvanysorok

Valos szamok egy

(ao, ay, g, as, . . )
végtelen sorozatat formalis hatvanysornak nevezziik. Bar az alkalmazasokban
a formalis hatvanysorok altaldban a kozonséges hatvanysorokkal megegyezé

2 3
ag + a1x + asxr” + agxr” + - - -

alakban jelennek meg, most egy darabig az el6z6 jelolésmodot fogjuk hasz-
nélni, a kiilonbséget ezzel is hangsilyozva.

Két formalis hatvanysor Osszegét és szorzatat definidljuk a kovetkezd-
képpen:

(ao,al,ag, .. ) + (bo,bl, bz, .. ) = (&0 + bo,a1 =+ bl,ag + bg, .. .),
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illetve
(CLO, ay,az, . . -)(bo, bi, b, .. ) = (Co, C1,C2, .. ~)>
ahol
cn:aobn+a1bn_1+a2bn_2+---—|—anb0, n:O,1,2,...

Az (ag,a1,as,...) és (by, by, be,...) formalis hatvanysorok akkor egyeznek
meg, ha a; = b; minden ¢ =0, 1,2, ... esetén.

Jelolje P a formalis hatvanysorok halmazat. Nem nehéz ellenérizni, hogy
P-re teljesiilnek a kovetkezsk:

o Tetszbleges f,g € P esetén f+g =g+ f.
o Tetszbleges f,g,h € Pesetén (f+g)+h=f+(g+h).

o Egyértelmten létezik olyan z € P, hogy tetszbleges f € P esetén
f+z=1F.
Vilagos modon z = (0,0,0,...).
o Tetszileges f € P esetén egyértelmiien létezik olyan f’ € P, hogy
[+ ==z

Vilagos modon f = (ag, a1, as,...) esetén f' = (—ag, —ai, —as,...). Ez
utobbi formélis hatvanysort a —f szimbolummal fogjuk jel6lni.

o Tetszbleges f,g € P esetén fg=gf.
o Tetszbleges f,g,h € P esetén (fg)h = f(gh).
o Tetszoleges f,g,h € P esetén f(g+ h) = fg+ fh.
e Egyértelmten 1étezik olyan e € P, hogy tetszSleges f € P esetén
ef =f.
Vilagos modon e = (1,0,0, .. .).

Allitas. TetszGleges f,g € P esetén fg = z akkor és csak akkor teljesiil ha
f=zvagy g=z.
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Bizonyitas. Ha f = z vagy g = 2, akkor vilagos moédon fg = z. Ezek utan
tegylik fel, hogy fg = z. Belatjuk, hogy f = z vagy g = 2. Indirekt tegyiik
fel, hogy ez nem teljesiil, vagyis f # z és g # 2. Legyen

f:(CLOyalva?a"') és g:(b07blvb27"')7

tovabbé legyen i az a legkisebb index, amelyre a; # 0, valamint j az a
legkisebb index, amelyre b; # 0. Ekkor az fg = (co, ¢1, ¢a, . . .) szorzatban

Citj = Qobivj + arbivj—1 + agbiyj2 + -+ + i by = a;b; # 0,
ellentmondva az fg = z feltételnek.

Ko6vetkezmény. Tetszéleges f, g, h € P esetén ha fh = gh és h # z, akkor
f=y
Bizonyitas. Mivel fh = gh, ezért fh —gh = (f — g)h = z. Itt h # z, igy

az el6zd allitas szerint f — g = z, kovetkezésképpen f = g.

Egy g formalis hatvanysort egy f formalis hatvanysor multiplikativ inver-
zének neveziink, ha fg = e.

Allitas. Egy f = (ag, ay,as, ...) formélis hatvanysornak akkor és csak ak-
kor létezik multiplikativ inverze, ha ag # 0. Ha létezik f-nek multiplikativ
inverze, akkor az egyértelmii.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f-nek létezik multiplikativ inverze, vagyis
létezik olyan g = (bg, by, ba, .. .) formélis hatvanysor, amelyre fg = e. Ekkor

aobo = 1,
CLobl + (llbo = 0,
CLQbQ + &1b1 + CLQbo = 0,

Mivel agby = 1, ezért ag # 0 nyilvanvalé médon, és

1
bg = —.
Qo

Tovabba barmely pozitiv egész n esetén

1
by, = N (a1bn—1 + asbp o + -+ + anbo) .
0
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Kovetkezésképpen a by, by, bo, . .. értékek egyértelmien meghatarozottak.

Megforditva, tegyiik fel, hogy ag # 0. Definidljuk a by, by, b, . . . értékeket
a fenti moédon. Ekkor a g = (bg, b1, by, . . .) formalis hatvanysor multiplikativ
inverze f-nek.

Egyszerd szamolassal adodik, hogy
(1,1,1,1,...)(1,-1,0,0,...) = (1,0,0,0,...),

vagyisaz (1,1,1,1,...) és (1,—1,0,0,...) formalis hatvanysorok egymés mul-
tiplikativ inverzei. Hasonléan,

(1,-1,1,-1,...)(1,1,0,0,...) = (1,0,0,0,...),

vagyis az (1,—1,1,—1,...) és (1,1,0,0,...) formélis hatvanysorok egymas
multiplikativ inverzei.
Analoég modon, tetszéleges a valos szamra

(1,a,a* a* ...)(1,—a,0,0,...) = (1,0,0,0,...),

vagyis az (1,a,a? a3,...) és (1,—a,0,0,...) formélis hatvanysorok egymés
multiplikativ inverzei. Hasonl6an,

(1,—a,a® —a* .. .)(1,a,0,0,...) = (1,0,0,0,...),
vagyis az (1, —a,a?, —a?,...) és (1,4a,0,0,...) formalis hatvanysorok egymés
multiplikativ inverzei.

Ha egy f formalis hatvanysornak létezik multiplikativ inverze, azt jeldlje
f~1. A multiplikativ inverz helyett hasznalni fogjuk a reciprok elnevezést,
71 helyett pedig az 1/ f jelolést is.

Tegyiik fel, hogy egy f formalis hatvanysornak létezik multiplikativ in-
verze. Ekkor tetszéleges pozitiv egész n esetén

P = T =
vagyis f"-nek is létezik multiplikativ inverze, és (f*)~! = (f~')". Az egysze-
rliség kedvéért vezessiik be az f=" = (f™)~! jelolést.
Formalis hatvanysorok derivaltja

Egy f = (ao, a1, as, ...) formalis hatvanysor formalis derivaltjat definialjuk a
kovetkezSképpen:

D(f) = (a1,2az,3as, ...,na,,...).
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A magasabbrendt derivaltakat rekurzivan definialjuk:
D"(f)=D(D" ' (f)), n=2,3,4,...

Legyen tovabba megallapodas szerint D°(f) = f. Bevezetiink még egy jelo-
lést. Az f = (ao, ai,as,...) forméalis hatvanysorra legyen

S(f) = ao.
A definiciobol egyszertien adodik a kdvetkezd.

Allitas. Tetszoleges f = (ag, ai, as, . ..) formalis hatvanysorra

an—%, n=0,1,2,...

Osszefoglaljuk a formalis derivalas legfontosabb tulajdonsagait.
Allitas. Tetszoleges f,g € P esetén

e D(f+g) = D(f)+ D(9),

* D(fg) = fD(g) +gD(f),

o D(f™) =nf""1D(f), tetsz6leges n > 2 egész esetén,

ha létezik f~1, akkor D(f~') = —f~2D(f),

ha létezik f=1 akkor D(f™™) = —nf~""1D(f), tetszéleges n > 2 egész
esetén.

Bizonyitas. Az els két Osszefiiggés a bal és a jobb oldal megfelels tagjainak
Osszevetésével ellendrizhets. A harmadik a masodikbol adodik teljes induk-
cioval. A negyedik belatasahoz derivaljuk az ff~! = e Osszefiiggés mindkét
oldalat, majd fejezziik ki D(f~1)-t. Végiil

D(f") =D((f)") =n(f )" 'D(f ") = —nf " D(f).

Itt el6szor a harmadik, majd a negyedik szabalyt alkalmaztuk.
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Néhany sorozat generatorfiiggvénye

Lassuk néhany egyszeri sorozat generatorfiiggvényét:

(0,0,0,0,...) ¢ 0+ 0z + 02® +02° 4 --- = 0,
(1,0,0,0,...) «— 140z + 02>+ 02° + -~ = 1,
(0,1,0,0,...) «— 0+ 1z + 02® + 02° + - - =z,
(0,0,1,0,...) ¢ 0+ 0z + 12* + 02 + - - - = 27,
(3,2,1,0,...) ¢+ 3+ 20+ 12® + 02° + - - - = 3 + 22 + 2*.

A kovetkezd két példaval méar talalkoztunk:

1
(1,1,1,1,.. ) +— 14+a+22+2° 4+ = —,
1
(1,-1,1,-1,.. ) ¢+—=1—a4+2* -2+ ... =
1+

Adjuk most Ossze a két generatorfiiggvényt:

1 1

2,0,2,0,... .
(2,0,2,0,...) 1—x+1—|—x

Most némi biivészkedés kovetkezik:

1 1 (1+2z)+ (1 -2 2

l—z 14z (1—2)(1+x) 1—2%
Igy
2

2.0.2,0,...) +—
(7777 ) 1—,]':27

illetve
1

1,0,1,0,...) +—— )
(7777 ) 1_1,2

Példa. Hatarozzuk meg a (0, 1,2,3,...) sorozat generatorfiiggvényét!

Megoldas. Tekintsiik az azonosan 1 sorozat generatorfiiggvényét:

1
(1,1,1,1,.. ) ¢+—=1+at+a? +2° 4+ = —
—x
Derivéljuk a generatorfiiggvényt:
1
(1,2,3,4,...)<—>1+2x—|—3x2+4w3+---:D(l )
-z
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Most némi szamolas kovetkezik (1d. derivalasi szabalyok):

Igy )
1,234, ...)¢— ———
(7 b ) ) ) (1_1:)27

illetve z-szel szorozva

X

0,1,2.3,...)¢+— ———
(’777 ) (1_’%')2

Példa. Hatarozzuk meg a pozitiv paratlan szamok (1, 3,5, 7, . ..) sorozatanak
generatorfiiggvényét!

Megoldas. Hasonléan kezdiink, mint az el6z6 esetben:

1
(1,1, 1,1, )= 1+a+a*+2° 4+ = —
Ezutan derivaljuk a generatorfiiggvényt:
1
(1,2,3,4,.. ) ¢— 1+ 20 +32° +42° + -+ = ————.
(1—=)?
A kapott generatorfiiggvényt szorozzuk 2-vel:
2
(2,4,6,8,...) ¢ 2 +4r+62° +82° + - = ————
(1—x)?
majd vojuk ki ebbdl az
1
(1,1,1,1,. . ) ¢— 1+t +2° 4+ = —
generatorfiiggvényt:
2 1

(1,3,5,7,...) ¢— 1+ 30+ 52 + T2* 4+ --- = _

Egy kis szamolas kovetkezik:

2 1 2-(1-2) 1+

(1—-2)2 1—-2  (1-2)2 (1—x2)%
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' 1+
x
(1,3,5,7,...) «— 1430 +52° + 72’ + - - = ———.
=P
Példa. Hatarozzuk meg a négyzetszamok (0,1,4,9,16,...) sorozatdnak ge-
neratorfiiggvényét!

Megoldas. Tekintsiik ismét az azonosan 1 sorozat generatorfliggvényét:

1
(1,1,1,1,.. )¢ 1+t +2° 4+ .- = —
Derivéljuk a generatorfiiggvényt:
1
(1,2,3,4,..)¢— 1+ 20+ 32 +42° + - = ———.
(1—x)?
Szorozzuk meg a kapott generatorfiiggvényt x-szel:
(0,1,2,3,...) ¢z + 22+ 3% +dat + ... = — L
(1—xz)?
Ismét derivalunk:
(1,4,9,16,...) ¢—= 1+ 420+ 922 +162° +--- =D [ —— ).
(1—x)?
Egy kis szamolas kovetkezik (1d. derivalasi szabalyok):
T 1 2 1—2+2x 14+
() e T s
ley 1+
x
(1,4,9,16,...) +— 14+ 4z + 92> + 162> + - = ————.
(1—=z)?
Végiil ismét szorzunk x-szel:
1
(0,1,4,9,.. ) ¢«— x+ 42> +92° +--- = u.
(1—=x)?
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Fibonacci sorozat

Alkalmanként bonyolult sorozatokrol kideriil, hogy a generatorfiiggvényiik
meglepGen egyszerid alakot is 6lthet. Tekintsiik példaul a Fibonacci sorozatot:

Jo=0,
h=1
Ja = fi+ fo,
fs=fa+ f1,

fi=fs+ fa,

Jelolje f(x) a Fibonacci sorozat generatorfiiggvényét:

f(x) = fo+ fix + for® + faax® +--- .

Probaljuk meg felirni a jobb oldalon allo

(0,1, fi + fo, fo + f1, fa + fo, .. )

sorozat generatorfiiggvényét. Tekintsiik a kdvetkezé harom generatorfiigg-
vényt:

(0,1,0,0,0,...) +— =,

(0, fo, fis fo, f3,...) «— xf(x),
(0?07 f07f17f2a .. ) — :L’Zf(x)

Osszeadva ezeket éppen a kivant sorozat generatorfiiggvényéhez jutunk:

0,1+ fo, fr+ fo, fo + f1,...) = x +af(x) + 2°f(2).

(A mésodik tagok csak formalisan kiillonboznek, mivel fy = 0).
Ebbél kévetkezik, hogy

v+ af(x) + a2 f(z) = f(2),

ahonnan rendezéssel .

f(.ﬁlf) - 1—p— IZ
adodik. Nem til bonyolult!

Miutan megtaléltuk egy sorozat generatorfiiggvényét, altalaban mér fel
tudjuk irni a sorozat tagjait zart alakban. Mivel a generatorfiiggvénytink ra-
cionélis tortfiiggvény (polinomok hanyadosa), kinalja magat a parcialis tor-
tekre bontas modszere.
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Tekintsiik tehat a Fibonacci sorozat
x
1—2—22

generatorfiiggvényét. ElGszor a nevezdt faktorizéaljuk:

1—2—2°=(1—m2z)(1 — ayr),

ahol
1+v5 1-5
a1 = €S Qo = .
2 2
A kovetkezd 1épés olyan A; és A, valos szamok meghatarozéasa, amelyekkel
x Ay Ay

l—x—22 1—041x+1—oz2x'

Kicsit biivészkediink a jobb oldallal:

Ay N Ay (I —az)A + (1 —oqx) Ay
l—agz 1—or (1 —aqz)(1 — agx)
- (A1 + Ag) — (A + oq Az
N 1—2— a2 '

Vilagos, hogy
X (Al + Ag) — (042141 + 061142)113

1 —x—a? 1 —x—a?
akkor és csak akkor teljesiil, ha

0 - Al + AQ,
-1 = OéQAl + OélAz.

A linearis egyenletrendszert megoldva a kévetkezdt kapjuk:

1 1
A == = -,
! Q1 — Q2 \/5
-1 1
Ay = = ——.
2T o -y V5

Igy

1 1 1
l—z—22 5\l—-aix 11—/’
Ime a Fibonacci sorozat generatorfiiggvénye lényegesen hasznalhatobb alak-
ban.
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Most

3 1
(1,0{1,041,0{1, ) < 7 1_a1x7

2 3 1
(1,(1/2’04270{27“.)(—)1—0121‘

Innen pedig

1 a1 ((1+vB\" [1-vB)"
)

Rekurziv sorozatok

adodik.

Példa. Hatérozzuk meg a

go = ]-a
g = 27
gn = 2gn—1 + 3gn—2, n = 2, 3,4, ..

rekurziv sorozat generatorfiiggvényét, majd irjuk fel a sorozat tagjait zart
alakban!

Megoldas. Jeldlje g(x) a sorozat generatorfiiggvényét:
9(x) = go + g1 + gox® + gsa® + -+ .
Az el6z6ekhez hasonléan probaljuk meg felirni az
(1,2,2g1 + 390,292 + 391,293 + 392, - . .)

sorozat generatorfiiggvényét. Tekintsiik a kovetkezd harom generatorfiigg-
vényt:

(1,0,0,0,0,...) «— 1,
<07 2907 2917 2927 2937 .. ) > 2$g<ﬂf),
(0,0, 390,391,392, . . .) — 3x2g($).

Osszeadva ezeket éppen a kivant sorozat generatorfiiggvényéhez jutunk:
(1,290,291 + 390, 292 + 391, . . .) +— 1+ 2zg(z) + 32°g(z).
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(A méasodik tagok csak forméalisan kiilonboznek, mivel go = 1).
Ebbél kovetkezik, hogy

1+ 2xg(z) + 32%g(x) = g(w),

ahonnan rendezéssel .
r)=———"""—"
9(z) 1 —2x — 322
adodik.
Alkalmazzuk a parcialis tortekre bontas modszerét a g(x) generatorfiige-
vényre. ElGszor a nevezdt faktorizéljuk:

1—2r—32*=(1+2z)(1 - 32).
A kovetkezd 1épés olyan A; és A, valos szamok meghatarozéasa, amelyekkel

1 A Ay

1— 2322 1tz 1-3¢
Kicsit biivészkediink a jobb oldallal:

Al 4 A2 - (1 — 355)141 + (1 + iL‘)AQ o (Al + AQ) + (—3141 -+ Ag)x
l+x 1-3z (1+z)(1 — 32) B 1 — 2z — 322 ‘
Vilagos, hogy
1 . (Al + Ag) + (—3A1 + Ag)ﬁf
1—2x— 322 1 — 2x — 322

akkor és csak akkor teljesiil, ha

Al +A2 = 1,
—3A1 +A2 = O

A lineéris egyenletrendszert megoldva a kovetkezst kapjuk:

Ay =1/4,
Igy
1 _1/4 N 3/4
1—2x—322 142z 1-32
Most

1

(1,-1,1,—-1,--+) +— ,

1+=x

1
1,3.32.3% ...) .

(7 b) b) ) ) 1_31:
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Innen

adodik.
Példa. Hatérozzuk meg a

ho = 1,
hy = 6,
By = 2hn 1+ 3hno+4, n=234,...

rekurziv sorozat generatorfliggvényét, majd irjuk fel a sorozat tagjait zart
alakban!

Megoldas. Jeldlje h(x) a sorozat generatorfiiggvényét:
h(x) = ho + hiz + hoa® + hga® + -+ - .
Probéljuk meg felirni az
(1,6,2h1 + 3ho + 4,2hy + 3hy + 4,2h3 + 3ha + 4, . ..)

sorozat generatorfiiggvényét. Tekintsiik a kovetkez6 négy generatorfiigg-
vényt:

(=3,0,0,0,0,...) +— —3,
4
4,4.4,4.4, ...
( 7 9 J ? 7 ) <—> 1 _ ,fC,
(O, 2h0, th, 2h2, 2h3, .. ) — Ql’h(ﬂf),
(0,0,3hq, 3h1, 3hy, . ..) +— 32°h(z).

Osszeadva ezeket éppen a kivant sorozat generatorfiiggvényéhez jutunk:

4
(1,2ho + 4,2hy +3ho +4,...) +— =3+ : + 2zh(z) + 32°h(z).
— X

(A masodik tagok csak formalisan kiilonboznek, mivel hy = 1).
Ebbél kovetkezik, hogy

4
BC R e 2zh(x) + 32%h(z) = h(z),
—x
ahonnan rendezéssel

3r+1 3r+1

) = - B a ~ A T
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adodik. A kovetkezd 1épés olyan A;, Ay és As valos szamok meghatarozasa,
amelyekkel

3r+1 Ay Ay As

(1—2)(1+z)(1 —32) 1—x+1—|—x+1—3x'

Kicsit biivészkediink a jobb oldallal:

Ay Ay Az
1—93+1—1—.7:+1—3x_
B Ai(1+2)(1 —3x) + As(1 — 2)(1 = 3z) + As(1 — 2)(1 + x)

(1—-2)(1+2z)(1—3x)

A(1+2)(1=3z) + A(1 —2)(1 = 32) + As(1 —2)(L +2)
(1-2)1+z)(1—32)
(—3A; + 3Ay — A3)x? + (—2A; — 4As)x + (A + Ay + A3)
(1—2)(1+4x)(1—3x)

Vilagos, hogy

3r+1
(1—2)(1+z)(1—3z)
(—3A1 + 3142 - A3)£E2 + (—2A1 - 4A2)QZ’ + (Al + A2 + Ag)
(1—-2)(1+z)(1—3x)

akkor és csak akkor teljesiil, ha

—3141 + 3A2 - Ag == 0,
—2A1 - 4A2 - 3,
Al + A2 + A3 = 1.

A lineéris egyenletrendszert megoldva a kovetkezst kapjuk:

A1 = —1,
Ay = —1/4,
Az =9/4.
Igy
3r+1 B 1 1/4 9/4

(1—2)(1+z)(1 — 3z) =z 14z 1-3¢
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Most

1
1,1, 1.1
(7 ) bl ) 1_x7
1
1,—-1.1, -1
(7 Y] ) ) 1+x’
1
1,3,3% 33 —> .
(77 ) ) ) 1—3:1;‘
Innen 9 (1)+1 -_"
1 _1\n + n
n=—1—--(-1)"+--3"= —1
h 4( )+4 3 4
adodik.

Osszeszamlalasi feladatok

A generatorfiiggvények jol hasznalhatok Osszeszamlalasi feladatok megolda-
sanal is. Altalaban a kovetkezd észrevételt alkalmazzuk.

Allitas. Legyenck A és B diszjunkt halmazok. Jeldlje f(x) annak a sorozat-
nak a generatorfiiggvényét, amelynek k-adik tagja azon lehet&ségek szama,
ahanyféleképpen k elemet kivalaszthatunk az A halmazbol. Jeldlje g(x) an-
nak a sorozatnak a generatorfiiggvényét, amelynek k-adik tagja azon lehe-
tGségek szama, ahanyféleképpen k elemet kivalaszthatunk a B halmazbol.
Ekkor annak a sorozatnak a generatorfiiggvénye, amelynek k-adik tagja azon
lehetGségek szama, ahanyféleképpen k elemet kivalaszthatunk az A U B hal-
mazbol f(z)g(x).

Miel6tt ratérnénk a bizonyitasra néhany megjegyzést tesziink. El&szor
is, az allitas nem fogalmaz tulsdgosan pontosan az elemek kivéilasztasanak
tekintetében. Ennek az az oka, hogy az allitas a kivalasztas szémos interpre-
tacioja mellett érvényes. Példaul megkovetelhetjiik, hogy kiilonbo6z6 elemeket
kell valasztani. Vagy megengedhetjiik, hogy ugyanazt az elemet t6bbszor is
lehet valasztani. Raadéasul a tobbszori valasztéas lehet korlatos vagy korlatlan
szami. Két fontos megszoritas van.

e Az elemek valasztéasanak sorrendje nem szamithat.

e Az elemek A illetve B halmazbdl torténd valasztasara vonatkozd sza-
balyoknak érvényesnek kell lenni az elemek A U B halmazbdl térténd
valasztasanal is. (Formalisan, az A U B halmazbdl torténd k elemd vé-
lasztasok, valamint az A illetve a B halmazbdl torténd, osszességében
k elemt valasztas "parok" kozott bijekcionak kell fennallni.)
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Bizonyitas. Legyen

f(f):ao—l-a1x+a2:1:2—|—a3x3+...’
g(x):b0+b1x+b2$2—|—b3x3+... .

Vegyiik észre, hogy az AU B halmazbdl gy valaszthatunk k elemet, hogy az
A halmazbél i elemet, a B halmazbol pedig k — ¢ elemet valasztunk, ahol ¢
valamilyen 0 és k kozotti egész. Az A halmazbol ¢ elemet és a B halmazbol
k — v elemet nyilvan a;b,_;-féleképpen lehet valasztani. Ezeket Osszegezve
minden lehetséges i-re

aobk + albk,1 + agbk,Q + o+ akbo

adodik az AU B halmazbol torténd k elemi valasztasok szamara. Ez viszont
nem mas, mint az f(x)g(x) generatorfiiggvény k-adik tagja (z* egyiittha-
toja).

Példa. Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy n elemti halmazbol k elemet,
ha ugyanazt az elemet csak egyszer valaszthatjuk?

Megoldas. Legyen a valaszthato elemek halmaza

{51, 59, ..., Sn}.

Barmely egyelemii {s;} halmazbol nyilvan egyféleképpen vélaszthatunk 0 ele-
met, egyféleképpen valaszthatunk 1 elemet, és nullaféleképpen valaszthatunk
egynél tobb elemet. Ezért annak a sorozatnak a generatorfiiggvénye, amely-
nek k-adik tagja azon lehetdségek szama, ahanyféleképpen k elemet kiva-
laszthatunk az {s;} halmazbol:

(1,1,0,0,0,...) «— 1+ z.

Mivel az {s1}, {s2}, ..., {s,} halmazok diszjunktak, ezért annak a sorozat-
nak a generéatorfiiggvénye, amelynek k-adik tagja azon lehet&ségek szama,
ahanyféleképpen k elemet kivalaszthatunk az

{s1}U{s2} U---U{sp} ={s1,92,--., 8}

halmazbol
(14 x)"
Hatéarozzuk meg a generdtorfiiggvény k-adik tagjat (z* egyiitthatojat).
Idézziik fel, hogy egy f(x) generatorfiggvény k-edik tagja

S(D*(f(x)))
o
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Itt

D((1+2)") = (1 + )",

DY (1 +2)") =n(l + )",

D*((1+2)") =n(n—1)(1 +z)" 2,

DX (1+)") =n(n—1)(n—2)(1+z)",

DF(1+z))=nn—-1)---(n—k+1)(1 +z)""
Igy a generatorfiiggvény k-adik tagja (z* egyiitthatoja)

S(DF(A+x)") nn—1)---(n—k+1) (n)

k! k! ~\k

Példa. Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy n elemii halmazbdl k elemet,
ha ugyanazt az elemet t6bbszor is valaszthatjuk?

Megoldas. Legyen a valaszthato elemek halmaza

{s1,892,..., 8}

Barmely egyelemi {s;} halmazbol nyilvan egyféleképpen valaszthatunk 0
elemet, egyféleképpen valaszthatunk 1 elemet, egyféleképpen vélaszthatunk
2 elemet, és igy tovabb. Ezért annak a sorozatnak a generatorfiiggvénye,
amelynek k-adik tagja azon lehet&ségek széama, ahanyféleképpen k elemet
kivalaszthatunk az {s;} halmazbol:

1
1—x

(1,1,1,1,1,...) «—

Mivel az {s1}, {s2}, ..., {sn} halmazok diszjunktak, ezért annak a sorozat-
nak a generédtorfiiggvénye, amelynek k-adik tagja azon lehet&ségek szama,
ahényféleképpen k elemet kivalaszthatunk az

{s1}U{so}U---U{s,} = {s1,82,...,5n}

halmazbél 1

(11—
Hatérozzuk meg a generdtorfiiggvény k-adik tagjat (z* egyiitthatojat).
Idézziik fel, hogy egy f(x) generatorfiggvény k-edik tagja

S(D*(f(x)))
o
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Itt

DY((1—a)™)=(1-2)",

DY ((1—z)™") =n(l—z) ",
D*((1—2)™) =n(n+1)(1 —z) "),
D3((1—2)™) =n(n+1)(n+2)(1 x)_(”+3),

D1 —2)™) =nn+1)---(n+k—1)(1 —2)" "k

Igy a generatorfiiggvény k-adik tagja (z* egyiitthatoja)

S(D*(1—2)™)) _nn+l)-(nt+k-1) <n~|—k— 1)
k! k! k ‘
Gyiumolcsos tal

Példa. Hanyféleképpen allithatunk ossze almabol, kortébsl, bananboél és
narancsbol egy k gylimolesot tartalmazo talat, ha

e az almak szdmanak parosnak kell lenni,
e a bananok szamanak 5 tobbszorosének kell lenni,
e legfeljebb négy narancs lehet a talban,
e legfeljebb egy korte lehet a talban.
Megoldas. Almabol egyféleképpen vélaszthatunk 0 darabot, nullafélekép-

pen 1 darabot, egyféleképpen 2 darabot, nullaféleképpen 3 darabot, és igy
tovabb. Igy az almak valasztasahoz tartoz6 generatorfiiggvény

1
A(x):1+x2+m4+x6+---=1_x2.

Hasonléan, a bananok vélasztasdhoz tartozé generatorfliggvény

1
Bz)=1+2"+2"0+2"+... = I

Narancsbol egyféleképpen véalaszthatunk 0 darabot, egyféleképpen 1 darabot,
egyféleképpen 2 darabot, egyféleképpen 3 darabot, egyféleképpen 4 darabot,
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és nullaféleképpen négynél tobb darabot. Igy a narancsok valasztasahoz tar-
tozd generatorfiiggvény

1—2°

N(@)=1l+z+2°+2°+2" =

1—a

Végiil kortébsl egyféleképpen valaszthatunk 0 darabot, egyféleképpen va-
laszthatunk 1 darabot, és nullaféleképpen véilaszthatunk egynél t6bb darabot.
[gy a korték vélasztasdhoz tartozd generatorfliggvény

K(z)=1+u.

Ezek utan a gytimolesok adott feltételeknek megfelel§ valasztasahoz tar-
tozd generatorfiiggvény
(1—2°)(1+2) 1

A(z)B(x)N(x)K(x) = A=) 1- {11 = Ao

Igen &m, de
1

(1—x)*
kovetkezésképpen k gyiimolcs a feltételeknek megfelelen k + 1 kiilonb6z6
modon valaszthato ki.

(1,2,3,4,...) «—

Fankok

Példa. Hanyféleképpen allithatunk 6ssze sima, lekvaros, csokis és vanilias
fankbol egy k fankot tartalmazo6 csomagot, ha

e a sima fankok szamanak 4 tobbszorosének kell lenni,
e a lekvaros fankok szama 0 vagy 2 lehet,
e legalabb harom csokis fanknak kell lenni a csomagban,

e legfeljebb két vanilias fank lehet a csomagban.

Megoldas. Az el6bbiekhez hasonlé modon a sima fankok valasztéasahoz
tartozo generatorfiiggvény

1
1+t + 28+ 224+ . = )
1— a4
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A lekvaros fankok valasztasdhoz tartozd generatorfiiggvény
14 22

A csokis fankok valasztasahoz tartozo generatorfiiggvény

23
Pt a2t = .
11—z

Végiil a vanilias fankok vélasztasdhoz tartozé generatorfiiggvény
1+ + 22

Igy a fankok adott feltételeknek megfelels valasztasahoz tartozod genera-
torfiiggvény
(1+22)1+x+2?) 23501 +x+2?)

(1—2)(1 —a*) (1—2)2(1+x)
A generatorfliggvény egyiitthatéinak meghatarozasihoz elGszor alkalmazzuk

a parcialis tortekre bontas modszerét az

1+ + 22
(1—2)?(1+x)

formalis hatvanysorra. Olyan Ay, Ay és Az valos szamokat keresilink tehat,

amelyekkel
14+z+ 1‘2 A1 A2 Ag

I—oP(+2) 1-2 (=27 13z
Kicsit btivészkediink a jobb oldallal:

A N A, N Ay
-2 (1-2)2 14z

A(1—2) (14 ) + As(1 + 2) + A3(1 — x)?
(1—2)2(1 +2)

A(1—2)(142) + Ay(1 +2) + A3(1 — x)?
(1—2)%(1+x) B

<A1 + Ag + Ag) + (AQ — 2A3).T + (—Al + A3)l’2
(1—2)%2(1+x) '

Vilagos, hogy
1 —f- xr —|— .172 (Al —|— A2 —f- Ag) + (AQ — 2A3)l‘ + (—Al —f- Ag)ZL‘Z

(1—2)2(1+z) (1—2)?2(1+x)
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akkor és csak akkor teljesiil, ha

A1+A2—|—A3:1,
Ay — 245 =1,
—A;+ A3 =1

A lineéris egyenletrendszert megoldva a kovetkezét kapjuk:

Ay =-3/4,
A2:3/2,
As =1/4.
Igy
1+z+2? ——3/4+ 3/2 +1/4
(1—2)2(1+2) 1-2 (Q1-2)2 142
Most
1
(1,1,1,1,-++) «— ,
11—z
1
1,2,3,4,--+) «— ———
(7 Y ] ) (1—:[')2’
1
1,-1,1,-1,--+) +— .
(7 P 7 ) 1+,:C

Ennélfogva az
1+ a+ a2

-2 (1 +2)

formalis hatvanysor k-adik tagja

3 N 3(k+1) N (—1)* _ 6k+3+(—1)’“.

4 2 4 4

Kovetkezésképpen az

231+ 2z + a?)

(1—2)?1+x)
generatorfiiggvény k-adik tagja (2% egyiitthatoja), vagyis azon lehetSségek
szama, ahanyféleképpen a feltételeknek megfelels k fankbol all6 csomag Gssze-
allithato

6(k—3)+3+ (13  6k—15+ (—1)F!
4 N 4

ha k > 3, és 0 ha k < 3.
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Elemi valoszintiségszamitas

A valoszintiségszamitas egyike a szamitastudoméanyban leggyakrabban alkal-
mazott modszereknek. Kulcsszerepet jatszik az algoritmustervezésben, az
informéaciotomoritésben, a kriptografidban, hogy csak néhany példat emlit-
stink.

Monty Hall probléma

Az Amerikai Egyesiilt Allamokban hetente tbb tizmillié példanyban megje-
lené Parade magazin 1990. szeptember 9-1 szaméaban az "Ask Marylin" rovat
vezetGje, Marylin vos Savant a kovetkez§ olvasoi levelet tette kozzé:

Képzelyiik el, hogy egy vetélkeddben szerepel, és hdrom ajto kézil kell vdlasz-
tania. Az eqyik mogott eqy auté van, a mdsik kettd maoqgott kecskék. Tegyiik
fel, hogy On az 1. ajtét vdlasztja, mire a misorvezetd, aki tudja, melyik ajto
mogott mi taldlhato, kinyitja a 3. ajtot, megmutatva, hogy amdoqgott kecske
van. Ezutin Onhoz fordul, és megkérdezi: "Nem akarja esetleg mégis a 2.
ajtot vdlasztani?" Vajon eldnyére vdlik, ha valt?

Ezzel a helyzettel az 1970-es évek egyik népszerd, Monty Hall és Carol
Merrill vezette televizios vetélkedGjében talalkozhattak a jatékosok. Marylin
a valaszaban kifejtette, hogy a jatékosnak elényére vélik a valtas, ugyanis
ha az aut6 nem a kivalasztott ajté mogott van — ami kétszer olyan valo-
szind, mint az ellenkezGje —, akkor a jatékos megnyeri az autét a valtassal.
Meglepetésre, Marylint hamarosan levelek ezrei arasztottak el, nem egy ne-
ves matematikusoktol, azt allitva, hogy Marylin ezuttal téved. A feladat
Monty Hall problémaként valt ismertté, és valtott ki heves vitakat laikusok
és szakemberek kozott egyarant.

Az eset jol mutatja, hogy a valosziniliségszamitas teriiletén az intuicioja
barkit konnyen megcsalhat. A kovetkezGkben megismerkediink egy négy 1é-
péshbdl allo modszerrel, amelynek hasznalatédval konnyen és biztonsaggal va-
laszolhatunk meg szdmos "Mennyi a valdszintisége annak, hogy ... " kezdetd
kérdeést.

172



A Monty Hall probléma megoldasanal élni fogunk az alabbi feltételezé-
sekkel (jegyezziik meg, hogy ezek explicit médon nem szerepelnek a levélben;
valojaban méasfajta interpretacio is elképzelhetd):

e Az autd ugyanakkora eséllyel talalhatd a harom ajtdé barmelyike mo-
gott.

o A jatékos ugyanakkora eséllyel valasztja a harom ajtoé barmelyikét, fiig-
getlentil attol, hogy melyik mogott talalhatd az autoé.

e Miutan a jatékos valasztott, a jatékvezetének ki kell nyitnia egy olyan
ajtot, amely mogott kecske van, és fel kell ajanlania a jatékosnak a
valtozatas lehetGségét.

e Ha a jatékvezetonek lehetGsége van megvalasztani, hogy melyik ajtot
nyissa ki, akkor ugyanakkora eséllyel valasztja a két ajtdé barmelyikét.

Feladatunk ezek utan a kovetkezs kérdés megvélaszoldsa: Mennyi a valoszi-
niisége annak, hogy a jatékos, aki valtoztat az eredeti valasztiasan, megnyeri
az autot?

A valbszintiségszamitas feladatok legtobbszor valamilyen véletlen jelen-
ségrdl, folyamatrol, gyakran jatékrol szolnak. A feladatok megoldésa kétsze-
res kihivas:

(1) Hogyan modellezziik matematikailag a feladatot?
(2) Hogyan oldjuk meg a kapott matematika feladatot?

Az alabbiakban vazolunk egy szisztematikus modszert a "Mennyi a valoszi-
ntisége annak, hogy ... " kezdeti kérdések megvélaszolasara, magaba foglalva
a modell alkotast is.

1. 1épés: vegyiik szamba a kisérlet lehetséges kimenete-
leit!

Egy tipikus kisérletnél altalaban tobb, véletlenszertien alakul6é korilmény,
dontés jatszik szerepet. A Monty Hall probléméanal harom ilyen van:

(1) Az aut6 melyik ajté mogott talalhato.
(2) A jatékos melyik ajtot valasztja elGszor.

(3) A jatékvezets melyik ajtot ajtot nyitja ki a jatékosnak azok koziil,
amely mogott kecske van, és amelyet a jatékos nem valasztott.
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Ezen véletlenszertien alakuld koriilmények, dontések lehetséges kombinéci-
6it a kisérlet kimeneteleinek nevezziik, a kimenetelek altal alkotott halmazt
pedig eseménytérnek.

Az eseményteret egy gyokeres faval fogjuk modellezni. A fa gyokerébdl
harom él indul, annak megfelelen, hogy az auté melyik ajté6 mogott talal-
hat6. A harom él kapja az A, B és C' cimkéket (ezek felelnek meg a mar
emlitett 1., 2. és 3. ajtonak). Akarmelyik ajté mogott talalhato az auto, a
jatékos elGszor a harom ajté barmelyikét valaszthatja. Ezt a fdnak a masodik
szintjén jelenitjiik meg. Végiil a harmadik szint mutatja, hogy a jatékvezets
melyik ajtot nyitja ki a jatékosnak, mogotte a kecskével.

Jegyezziik meg, hogy a harmadik szinten megsziinik a szimmetria. Pél-
daul ha az aut6 az A ajtéo mogott van, a jatékos pedig a B ajtot valasztja,
akkor a jatékvezetének mindenképp a C' ajtot kell kinyitnia. Ellenben ha pél-
déul az auté az A ajté mogott van, és a jatékos ezt az ajtot valasztja, akkor
a jatékvezetdnek két lehetGsége van, a B és a C' ajto barmelyikét kinyithatja.

Ebben a modellben a kisérlet kimeneteleinek a fa gyokerétsl a levelekig
vezet$ utak felelnek meg (amelyeket persze azonosithatunk a levelekkel, hisz
egy faban a gyokérbsl barmely levélhez egyetlen 1t vezet). Igy a Monty
Hall problémanal 12 kimenetel van, amelyekre (autot rejté ajto, jatékos altal
valasztott ajto, jatékvezets altal kinyitott ajto) alaka harmasokkal hivatkoz-
hatunk. Az eseménytér ennek megfelelGen az

(A5A7B)7 <A7A>C)’ (A7B7C>7 (AﬂC?B)’
S = (B>A7C)7 (BanA)v (B,B,C), (B,C,A),
(C,A,B), (C,B,/A), (C,C,A), (C,C,B)

halmaz.
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autéd kezdeti kinyitott  kimenetel
helye valasztas ajto

B (A, A, B)

4 G (4,A,0)
C . (ABO)

%
B e B

7

C . (BAC

A
B.B. A
B B A ( Y )
0 (B,B,C)

%
A L (B.C A

C

B__.(c B

A
A . B A

B
A C.CA
C ( Y ) )
B (C.C, B)

2. l1épés: hatarozzuk meg a kedvezé kimeneteleket!

Feladatunk a "Mennyi a valoszintisége annak, hogy ..." kérdés megvalaszo-
lasa, ahol a hidnyzo rész "a jatékos nyer a valtassal", de lehetne akar "a
jatékos éppen azt az ajtot valasztja, amelyik mogott az auté van" vagy "az
auto a C' ajté mogott talalhatd". Minden ilyen kitétel kimenetelek egy hal-
mazat {rja koriil, pédaul "az auto a C' ajté mogott talalhatd" a kovetkezot:

{(C,A,B), (C,B,A), (C,C,A), (C,C,B)}

Kimenetelek egy halmazat eseménynek nevezziik; masképpen fogalmazva egy
esemény az eseménytér egy részhalmaza. Az az esemény, hogy a jatékos
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éppen azt az ajtot valasztja, amelyik mogott az autd van:
{(A,A,B), (A,A,C),(B,B,A), (B,B,C), (C,C,A), (C,C,B)}
Es ami minket igazan érdekel, hogy a jatékos a valtassal nyer:

{(A,B,C), (A,C, B),(B, A,C), (B,C, A), (C, A, B), (C, B, A)}.

3. lépés: hatarozzuk meg a kimenetelek valoszintiségét!

Miutan feltérképeztiik a lehetséges kimeneteleket, a kovetkezs 1épés annak
megallapitasa, hogy ezek mekkora eséllyel kovetkeznek be.

Modelliinkben el6szor a fa éleihez rendeliink valdszintiségeket. Ezeket a
kezdetben tett feltételezések hatarozzak meg: az autd ugyanakkora eséllyel
talalhatd a harom ajtdé barmelyike mogott, a jatékos ugyanakkora eséllyel
valasztja a harom ajtd barmelyikét, ha a jatékvezetének lehet&sége van meg-
valasztani, hogy melyik ajtot nyissa ki, akkor ugyanakkora eséllyel valasztja
a két ajto barmelyikét. Jegyezziik meg, hogy ha a jatékvezetének nincs va-
lasztésa az ajto kinyitasanak tekintetében, akkor az ottani egyetlen élhez 1
valoszintiséget rendeliink.

Ezek utan a kimenetelek valoszintiségének megéallapitasa a kovetkezé egy-
szeri szabély szerint torténik: egy kimenetel valoszintisége legyen a megfeleld,
gyokeértdl levélig vezetd iton talalhato élekhez rendelt valoszintiségek szorzata
(erre még visszatériink a feltételes valoszintiség fogalmanak targyalasanal).
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autéd kezdeti kinyitott kimenetel valtdssal valdszintiség

helye valasztas ajtéd nyer

B1/2 4 (4, A, B) 1/18
A1/3
B1/3

¢ 1 (A, B,C) v 1/9
CISNGB L, ucp v 1/9

A1/3
C 1
B, A

A1 (B,AC) v

Al/2_+ (BB A

B1/3 B1/3 (B, B, 4) 1/18
¢1/3 Al (B,C,A) v 1/9
C1/3
B 1
A, B

A1/3 (©CAB) 1

AL LeBa 1/9
B1/3

A12 . (c,c,A) 1/18
C1/3

B1/2 (C,C,B) 1/18

A fenti eljarassal egy fliggvényt definidltunk, amely minden kimenetel-
hez egy valoszintiséget rendel. Ezt a fliggvényt altalaban Pr jeloli. Ennek
megfelelGen

Pr((A, A, B)] %
Pr{(A, A,C)] = %
Pr{(4, B,C)] = %
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4. lépés: hatarozzuk meg az események valdszintiségét!

Most mér rendelkezésiinkre éllnak az egyes kimenetelek valoszintiségei, de
amire mi igazan kivancsiak vagyunk, az annak az eseménynek a valoszintisége,
hogy a jatékos a valtassal nyer. Egy esemény valoszintiségét az eseményt
alkoto kimenetelek valoszintiségeinek sszegeként definialjuk. Igy

Pr(jatékos nyer a valtassal) = Pr[(A, B, C)] + Pr[(A, C, B)|+

[(B A, C)] + Pr[(B,C, A)|+

Pr[(C, A, B)] + Pr[(C, B, A)]
1 1 1

1 1
+§+9+9+§+9

oolw©|+—~

Ez azt jelenti, hogy Marylinnek igaza volt! Annak a valosziniisége, hogy a
jatekos, aki valtoztat a kezedeti valasztésan, megnyeri az autot 2/3.

Furcsa kockak

Feketeszakall és Rotszakall, a két elvetemiilt kal6z, azon vitatkoznak, hogyan
osszak el egymas kozott az elrabolt aranyakat. Mar-mar a fegyverek is el6ke-
riilnek amikor Feketeszakall kitesz az asztalra harom kockat, és azt javasolja,
hogy minden aranyrol dontson a szerencse! Mindketten valasztanak egy-egy
kockat, és aki nagyobbat dob, az kapja a soron kévetkez6 aranyat. Rétszakall
gyanakvoan vizsgélja az asztalra kitett kockdkat. Gyanakvasa nem alaptalan,
a kockak oldalain a pottyok szama eltér a szokasostol:

(4) (B) (©)
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Rétszakall gyanakvéisa azonban rogton szertefoszlik, amint Feketeszakall
felajanlja, hogy mindig Rétszakall valaszthat kockat elgszor. Ez igazan els-
nyosen hangzik. Vajon melyik kockat valassza Rétszakall? A B kocka igen
csabito, ezen van két kilences, ami ha kijon, biztos nyer§. Ugyanakkor az
A kockdn van négy viszonylag nagy szam, a C' kockan pedig két nyolcas, és
egyetlen igazan kis szam se. Rétszakall rovid tanakodas utan a B kockat
valasztja. Feketeszakall erre az A kockat veszi el. Mennyi a valoszintsége
annak, hogy Rétszakall nyer? A kérdés megvalaszolésara hasznaljuk az el6zd
szakaszban megismert modszert!

1. 1épés: vegyiik szamba a kisérlet lehetséges kimenete-
leit!

A kisérletnek 9 kimenetele van, amelyekre

(az A kockéaval dobott érték, a B kockaval dobott érték)

alaka parokkal hivatkozhatunk. Az eseménytér ennek megfelelGen

§=1{(2,1),(2,5),(2,9),(6,1),(6,5),(6,9),(7,1),(7,5),(7,9)}.

2. lépés: hatarozzuk meg a kedvezé kimeneteleket!

Arra az E eseményre vagyunk kivancsiak, hogy a B kockaval dobott érték
nagyobb, mint az A kockéval dobott érték. Ez az esemény négy kimenetelbdl
all:

E=1{(2,5),(2,9),(6,9),(7,9)}.
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A kocka B kocka nyertes valdszintiség

A 1/9
B 1/9
B 1/9
A 1/9
A 1/9
B 1/9
A 1/9
A 1/9
B 1/9

3. lépés: hatarozzuk meg a kimenetelek valoszintiségét!

A kimenetelek valoszintiségének meghatarozasihoz elGszor a fa éleihez ren-
deliink valoszintiségeket. Minden kockdn minden érték 1/3 valoszintséggel
jon ki, fliggetlentil a masik kockaval dobott értéktsl. Ezért minden élhez ren-
deljiik hozza az 1/3 valoszintiséget. Egy kimenetel valoszintisége ezek utan a
megfelels, gyokértdl levélig vezets tton taldlhatd élekhez rendelt valoszint-
ségek szorzata. Igy minden kimenetel valoszintisége 1/9.

4. 1épés: hatarozzuk meg az események valdszintiségét!

Egy esemény valoszintisége az eseményt alkotd kimenetelek valoszintiségeinek
Osszege. lgy az E esemény, vagyis annak a valoszintisége, hogy a B kockaval
dobott érték nagyobb, mint az A kockaval dobott érték

Pmmzpmzm+szw+Pmaw+szw:%+%+%+%:3

Nem tul j6 kilatas Rotszakallnak!
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Lassuk mi torténik ha Rétszakall az A kockat valasztja. Ekkor Fekete-
szakall a C' kockat veszi el. Mennyi a valdészintisége annak, hogy Rétszakall
nyer? A kisérletnek ismét 9 kimenetele van, az eseménytér

§'={(3,2),(3,6),(3,7),(4,2),(4,6),(4,7),(8,2),(8,6), (8,7)}

(a parok elss eleme itt a C' kockaval, mig a masodik az A kockéaval dobott
érték). Arra az E’ eseményre vagyunk kivancsiak, hogy az A kockéaval do-
bott érték nagyobb, mint a C' kockaval dobott érték. Ez az esemény négy
kimenetelbdl all:

B = {(3,6),(3,7),(4,6),(4,7)}.

C kocka A kocka nyertes  valoszinliség
C 1/9
A 1/9
A 1/9
C 1/9
A 1/9
A 1/9
C 1/9
C 1/9
C 1/9

Most is minden kimenetel valészintisége 1/9, igy az E' esemény, vagyis
annak a valoszintisége, hogy az A kockaval dobott érték nagyobb, mint a C
kockéval dobott érték

1 1 1 1
Pr(E") = Pr[(3,6)] + Pr[(3,7)] + Pr[(4,6)] + Pr[(4,7)] = gTototo=
Szintén nem tul jo kilatds Rétszakallnak!
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Veégiil lassuk mi torténik ha Rétszakéll a C kockat valasztja. Ekkor Feke-
teszakall az B kockat veszi el. Mennyi a val6szintisége annak, hogy Rétszakall
nyer? A kisérletnek megint 9 kimenetele van, az eseménytér

§"={(1,3),(1,4),(1,8),(5,3), (5,4), (5,8),(9,3),(9,4), (9,8)}

(a parok els6 eleme itt a B kockaval, mig a masodik az C' kockéaval dobott
érték). Arra az E” eseményre vagyunk kivancsiak, hogy a C' kockaval do-
bott érték nagyobb, mint a B kockaval dobott érték. Ez az esemény négy
kimenetelbdl all:

B = {(1,3),(1,4),(1,8),(5,8)}.

B kocka C kocka nyertes  valoszinliség
C 1/9
C 1/9
C 1/9
B 1/9
B 1/9
C 1/9
B 1/9
B 1/9
B 1/9

Ekkor is minden kimenetel valoszintisége 1/9, igy az E” esemény, vagyis
annak a valdszintisége, hogy a C kockaval dobott érték nagyobb, mint a B
kockéval dobott érték

1 1 1 1 4
Pr(E") = Pr[(1,3)] + Pr[(1,4)] + Pr[(1,8)] + Pr[(5,8)] = stststo=g
Ismét nem tul jo kilatas Rétszakallnak!
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Alljunk meg egy pillanatral Lehetséges, hogy az A kockéaval dobott érték
5/9 valoszintiséggel nagyobb, mint a B kockaval dobott érték, a C' kockaval
dobott érték 5/9 valoszintiséggel nagyobb, mint az A kockaval dobott érték,
és a B kockéaval dobott érték 5/9 valoszintiséggel nagyobb, mint a C' kockaval
dobott érték? Miért ne? Csupan az intuicionk stugja, hogy ha az A kockat
valaszto jatékos kedvez6bb helyzetben van a B kockat valasztoval szemben, és
a C kockat vélaszto jatékos kedvezbb helyzetben van az A kockat valasztoval
szemben, akkor a C' kockat valaszto jatékos kedvezébb helyzetben van a B
kockat valasztoval szemben is. Matematikailag ezt semmi nem tamasztja ala!

Azok kedvéért, akiknek az intuicidjukba vetett bizalma toretlen maradt,
vizsgaljuk még meg mi torténik, ha a kockdkkal nem egyszer, hanem kétszer
dobunk! Természetesen az gydz, akinél a dobott értékek Gsszege nagyobb.
Nyilvan azt varjuk, hogy tovabbra is kedvezébb helyzetben van az A kockat
valaszto jatékos a B kockat valasztoval szemben, a C' kockat véalaszto jatékos
az A kockat valasztoval szemben, és a B kockat valaszté jatékos a C' koc-
kat véalasztoval szemben. Barmennyire meglepd, de az igazsag ennek épp az
ellenkezdje!

Ha minden jatékos kétszer dob, akkor a fa diagram négy szintbdl all, és
Osszesen 3% = 81 kimenetel van. Most az egész diagram lerajzolasa kicsit
hosszadalmas lenne. Azonban erre nincs is igazén sziikség: miutéan lerajzol-
tuk az els6 két szintet, elég arra hivatkozni, hogy a kovetkezs két szinten
ugyanaz a részfa jelenik meg kilenc példanyban. Az eddigiekkel 6sszhangban
minden egyes kimenetel valoszintsége (1/3)% = 1/81.

A kockaval a B kocka ellen

Nézziik elGszor azt az esetet, amikor az egyik jatékos az A kockat, a mésik
pedig a B kockat valasztja:
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A kocka A kocka  Osszeg B kocka B kocka  Osszeg

1. dobés 2. dobas 1. dobés 2. dobas
5 4 2
6
8 6
7
2 9 10
2 8 6
6 0 12 > 10
7
13 14
7 9 9 10
0 13 14
7
14 18

Azon kimenetelek szdma, ahol a B kockaval dobott két érték Osszege
nagyobb, mint az A kockaval dobott két érték sszege

8+6+6+6+3+3+6+3+3=42.

Igy annak az eseménynek a valoszintisége, hogy a B kockaval dobott két érték
Osszege nagyobb, mint az A kockéaval dobott két érték osszege 42/81 > 1/2.
Megjegyezziik, hogy dontetlen is el6fordulhat, ennek valoszintisége 2/81.

C kockaval az A kocka ellen

Nézziik ezutan azt az esetet, amikor az egyik jatékos a C' kockat, a masik
pedig az A kockét vélasztja:
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C kocka C kocka  Osszeg A kocka A kocka  Osszeg
1. dobas 2. dobas 1. dobas 2. dobés
3 6 ) 9 4
4 6
7 8
8 7
3 11 2 9
3 7 2 8
4 4
8 0 0 12
8 7
12 13
8 3 11 7 9 9
4
12 6 13
8 7
16 14

Azon kimenetelek szama, ahol az A kockaval dobott két érték Gsszege
nagyobb, mint a C' kockaval dobott két érték Gsszege

8+8+4+8+6+3+4+3+0=44.

Igy annak az eseménynek a valoszintisége, hogy az A kockaval dobott két érték
Osszege nagyobb, mint a C' kockaval dobott két érték Gsszege 44/81 > 1/2.
Megjegyezziik, hogy dontetlen itt is eléfordulhat, ennek valoszintisége 4/81.

B kockaval a C kocka ellen

Végiil nézziik azt az esetet, amikor az egyik jatékos a B kockat, a mésik pedig
a C kockat valasztja:
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B kocka B kocka  Osszeg C' kocka C kocka  Osszeg

1. dobés 2. dobas 1. dobés 2. dobas
1 2 3 6
5 4
6 7
9 8
1 10 3 11
1 6 3 7
4 4
> > 10 > 8
9 8
14 12
9 1 10 8 3 11
4
> 14 12
9 8
18 ) 16

Azon kimenetelek szama, ahol a C kockaval dobott két érték Osszege
nagyobb, mint a B kockaval dobott két érték osszege

94+8+5+8+5+1+5+1+0=42.

Igy annak az eseménynek a valészintisége, hogy a C kockaval dobott két érték
Osszege nagyobb, mint a B kockaval dobott két érték osszege 42/81 > 1/2.
Megjegyezziik, hogy dontetlen ismét csak elGfordulhat, ennek valoszintisége
2/81.

Valoszintiségi mez6

A valoszintségszamitas véletlen kimeneteld kisérletekkel foglalkozik. A le-
hetséges kimeneteleket egy halmazzal modellezziik, amelyet eseménytérnek
neveziink. Az eseménytér részhalmazait eseményeknek mondjuk. Ebben a fe-
jezetben csak olyan véletlen kisérletekkel foglalkozunk, amelyeket modellezd
eseménytér véges vagy megszamlalhatoan végtelen.

Egy 8 véges vagy megszamlalhatoan végetelen eseménytéren értelmezett
Pr fiiggvényt valoszintiségnek neveziink, ha
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e Pr(w) > 0 minden w € 8 esetén,

° Zwes Pr(w) =1.

Az 8 valészintiségi mezdt a Pr valoszintiség fiiggvénnyel egyiitt valoszint-
ségi mezdnek nevezziik. Tetszbleges A C § eseményre legyen

Pr(A) =) Pr(w).

weA

A definicidébol azonnal adodik a kovetkezd.

Allitas. Legyenek A, A,,... egymast paronként kizaré események (véges
vagy megszamlalhatoan végtelen). Ekkor

Pr (U Ai> = Z Pr(A;).

Allitas. Tetszoleges A eseményre

Pr(A) =1—Pr(A4).

Bizonyitas. Jelolje 8§ az eseményteret. Ekkor ANA=0és AUA=S§, igy
1 =Pr(AUA) = Pr(A) + Pr(4),

illetve atrendezve

Pr(A) =1 — Pr(A).

Allitas. Tetszoleges A és B eseményekre

Pr(A\ B) =Pr(A) — Pr(AN B).

Bizonyitas. Mivel
A=AN(BUB)=(ANB)U(ANB),

fgy
Pr(A) = Pr(AN B) + Pr(AN B),

illetve atrendezve

Pr(ANB) = Pr(A) — Pr(AN B).

187



Innen AN B = A\ B felhasznalaséval az allitds adodik.

Allitas. Tetszoleges A C B eseményekre Pr(A) < Pr(B).

Bizonyitas. Ha A C B, akkor AN B = A igy az el6z6 allitas szerint
Pr(B\ A) = Pr(B) — Pr(A),

amibdl kovetkezik, hogy
Pr(A) < Pr(B)

hiszen Pr(B\ A) > 0
Allitas. Tetszoleges A és B eseményekre
Pr(AuU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B).

Bizonyitas. Kicsit biivészkediink:
AUB=(AN(BUB))U(BN(AUA))

=(ANB)U(ANB)U(BNA)U (BN A)
=(ANB)U(ANB)U(BNA).

Ezért

Pr(AUB) =Pr((ANB)U (AN B)U (BN A))

Pr(ANB)+Pr(ANB) +Pr(BNA)

Pr(AN B) + Pr(A\ B) + Pr(B\ A)

Pr(

Pr(

r(ANB)+ Pr(A) — Pr(AN B) 4+ Pr(B) — Pr(BN A)
r(A) + Pr(B) — Pr(AN B).

(a masodik lépésnél felhasznaltuk, hogy AN B, AN B é BN A diszjunkt
események).

Mivel Pr(A N B) > 0, ebbdl tobbek kézott azonnal kovetkezik, hogy
Pr(AU B) < Pr(A) 4 Pr(B).

Teljes indukcidval egyszertien igazolhatd, hogy ez az egyenlGtlenség ketténél
tobb eseményre is fennéll:

Allitas. Tetszoleges A, Ao, ..., A, eseményekre
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Taldn nem tulsdgosan meglepd, hogy itt is létezik szita-formula:

Allitas. Tetszoleges Ay, Ao, ..., A, eseményekre
Pr(AjUA,U---UA,) = Y Pr(4)— > Pr(Ain4)+

1<i<n 1<i<j<n
+ > Pr(ANA;NAL) =+ (1) Pr(A N AN N A).

1<i<j<k<n

Véges valoszintiségi mezdk kozott gyakran talalkozunk olyanokkal, ame-
lyekben minden kimenetel valoszintisége ugyanannyi. Ezeket klasszikus va-
l6szintiségi mezdknek nevezziik. Ekkor egy esemény valdszintisége egyenls
az eseményben szerepl§ kimenetelek és az Osszes kimenetel szdmanak ha-
nyadosaval. Ilyenkor a valoszintiség kiszamitasa valamilyen kombinatorikai
feladattal egyenértékd, hiszen bizonyos halmazok elemszamat kell csupén
megallapitani (ami persze alkalmanként igen bonyolult is lehet).

Példa. Mennyi a valoszintisége a poker kartyajatékban a full osztasnak?

Megoldas. Az § eseménytér az Osszes lehetséges osztas halmaza. Az oszta-
sok a kartyalapok 52 elemi halmazanak az 5 elemi részhalmazai, igy

- (%)

Jelolje E azt az eseményt, hogy full osztas tortént. Az Osszeszamlalasi fel-
adatokrol szolo fejezetben lattuk, hogy

- ()

Mivel minden osztas egyforman valoszint, ezért
4 4
_@_ 13'(3)'12'(2) _

Pr(F) = S = (552) —

13-4-12-6-5-4-3-2 6
 52.51-50-49-48 4165

~ 0.00144.

Feltételes val6szintliség

Tegyiik fel, hogy véletlenszertien kivilasztunk valakit a Foldon ¢él6 Gsszes
ember kozil; mindenkit ugyanakkora eséllyel. Legyen A az az esemény, hogy
az illet6 ELTE hallgato, B pedig az az esemény, hogy az illet6 budapesti
lakos. Mennyi a valészintisége ezeknek az eseményeknek?
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emberek

ELTE
hallgatok

budapestiek

Az emberek nagy része se nem ELTE hallgato, se nem budapesti lakos,
igy az A és a B esemény valoszintisége meglehetdsen kicsi. Mit mondhatunk
azonban annak a valoszintiségérsl, hogy valaki ELTE hallgaté azon feltevés
mellett, hogy az illeté budapesti lakos. Ez nyilvan lényegesen nagyobb, de
pontosan mennyi? Amire itt kivancsiak vagyunk az az A eseménynek a B
eseményre vonatkozo un. feltételes valoszintsége.

Legyen B pozitiv valészintiségli esemény. Ekkor egy tetszéleges A ese-
ménynek a B eseményre vonatkozo feltételes valoszintiségén a

Pr(An B)

Pr(A|B) = Pr(B)

mennyiséget értjiik. Ha Pr(B) = 0, akkor a Pr(A|B) feltételes valoszintiség
nem definialt.

Térjiink vissza kicsit a fa diagramon alapuld feladatmegoldasi modsze-
riinkh6z. Nem nehéz belatni, hogy a fa éleihez rendelt valoszintiségek valoja-
ban feltételes valoszintiségek. Tekintsiik példaul a Monty Hall probléméanal
a fa diagramon a legfelss, gyokértdl levélig vezetd utat, amely az (A, A, B)
kimenetelnek felel meg. Az els§ élhez rendelt valészintiség 1/3, ami annak
a valoszintisége, hogy az autd az A ajtdé mogott van. A masodik élhez ren-
delt valoszintség 1/3, ami annak a valoszintsége, hogy a jatékos az A ajtot
valasztja azon feltevés mellett, hogy az aut6 az A ajté mogott van. Végiil
a harmadik élhez rendelt valoszintiség 1/2, ami annak a valoszintisége, hogy
Monty a B ajtot nyitja ki, azon feltevés mellett, hogy az autd az A ajté mo-
gbtt van, és a jatékos az A ajtot valasztja. Altaldban, a fa diagram minden
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éléhez annak a valdszintségét rendeljiik, hogy a kisérlet az adott él mentén
folyik le azon feltevés mellett, hogy elérte a szl cstcsot.

De miért lesz egyenls a kimenetelek valészintisége, a gyokértsl a levelekig
vezets utakon levs élekhez rendelt valoszintiségek szorzataval? A valaszt a
kovetkezs allitas adja meg, amely a feltételes valoszintség definiciojat fel-
hasznélva teljes indukciéval egyszerten igazolhato.

Allitas. Legyenek A, Ao, ..., A, tetszoleges olyan események, amelyekre
Pr(AlﬂAgﬂﬂAn) > 0.

Ekkor

PI'(Al N AQ n---N An) = PI'(Al) PI‘(A2|A1)
PI‘(A3|<A1 N Ag)) tee PI‘(AnKAl N A2 NN An—l))-

Példanknal maradva, annak a valészintisége, hogy az auté az A ajté mo-
gbtt van, és a jatékos az A ajtot valasztja, és Monty a B ajtot nyitja ki
egyenld annak a valészintisége, hogy az auté az A ajté mogott van szorozva
annak a valoszintisége, hogy a jatékos az A ajtot valasztja azon feltevés mel-
lett, hogy az autd az A ajté mogott van szorozva annak a valoszintisége,
hogy Monty a B ajtot nyitja ki, azon feltevés mellett, hogy az aut6 az A ajto
mogott van, és a jatékos az A ajtot valasztja.

Tenisz

Egy teniszbajnoksédgon minden mérkézésen az gyoz, aki el6bb nyer két jatsz-
méat. Kedvenciink minden mérkszésének az els§ jatszmajat 1/2 valoszint-
séggel nyeri meg. A kovetkezd jatszmak megnyerésének valoszintisége azon-
ban mar nagyban fiigg az el6z6 jatszma eredményétsl. Ha kedvenciink az
el6z6 jatszmét megnyerte, akkor a gy&zelemtdl fel van dobva, és a soron ko-
vetkez$ jatszméat 2/3 valoszintséggel nyeri meg. Ha viszont kedvenciink az
el6z6 jatszmat elvesztette, akkor a vereségtdl demoralizalva a soron kévetkezs
jatszmat csak 1/3 valoszintiséggel nyeri meg. Mennyi a valosziniisége annak,
hogy kedvenciink megnyeri a mérkézést azon feltevés mellett, hogy megnyeri
az els6 jatszméat?

Ez egy feltételes valoszintiségre vonatkozd kérdés. Legyen A az az ese-
mény, hogy kedvenciink megnyeri a mérkézést, B pedig az, hogy megnyeri az
els6 jatszmat. Célunk a Pr(A|B) feltételes valoszintiség meghatéarozasa. Itt
is hasznalhatjuk a méar megismert négy 1épéshdl allé modszeriinket.
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1. 1épés: vegyiik szamba a kisérlet lehetséges kimenete-
leit!

A fa diagram minden belsé cstcsanak két gyereke van, a hozzajuk vezets élek
koziil egyik annak felel meg, hogy kedvenciink megnyeri a soron kiévetkezs
jatszmat (ekkor az él az NY cimkét kapja), a masik pedig annak, hogy elveszti
(ekkor az él a V cimkét kapja). Ennek megfelelen az eseménytér

8 ={(NY,NY),(NY,V,NY), (NY,V, V), (V,NY,NY), (V,NY, V), (V, V) }.

2. lépés: hatarozzuk meg a kedvezé kimeneteleket!

Egyrészt arra az A eseményre vagyunk kivancsiak, hogy kedvenciink megnyeri
a mérkdzést. Ez az esemény harom kimenetelbdl all:

A = {(NY,NY), (NY,V,NY), (V,NY,NY)}.

Masrészt arra a B eseményre vagyunk kivancsiak, hogy kedvenciink megnyeri
az els6 jatszmét. Ez az esemény szintén harom kimenetelbdl all:

B = {(NY,NY),(NY, V,NY),(NY,V,V)}.

1. jdtszma 2. jatszma 3. jatszma  kimenetel A B valdszinliség

(NYNY) v 1/3

(NY,VNY) v/ 1/18

(NY,V.,V) v 1/9
(VNYNY) 1/9
(VNY,V) 1/18

(V,V) 1/3
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3. lépés: hatarozzuk meg a kimenetelek valoszintiségét!

A kimenetelek valoszintiségének meghatarozasihoz elGszor a fa éleihez ren-
deliink valoszintiségeket. Kedvenciink 1/2 valoszintséggel nyeri meg az els
jatszmat, ezért a gyokérbdl induld mindkét élhez 1/2 valoszintséget rende-
link. A t6bbi élhez rendelt valoszintségek 1/3 illetve 2/3, az el6z6 jatszma
eredményétsl fiigeen. Egy kimenetel valoszintisége ezek utan a megfeleld,
gyokeértdl levélig vezets tton talalhatod élekhez rendelt valoszintiségek szor-
zata. Példaul az (NY,V,V) kimenetel vadszintisége

4. lépés: hatarozzuk meg az események valdszintiségét!

Veégiil kiszamoljuk annak a valoszintiségét, hogy kedvenciink megnyeri a mér-
kézést azon feltevés mellett, hogy megnyeri az elsé jatszmaét:

Pr(AnN B)
Pr(B)
Pr({(NY,NY), (NY,V,NY)})
Pr({(NY,NY), (NY,V,NY), (NY,V,V)})

Pr(A|B) =

o 1/341)/8

S 1/3+1/184+1/9
7

=5

Orvosi diagn6zis

Létezik egy igen kellemetlen betegség, amelytsl a népesség tiz szazaléka szen-
ved. Aki megkapja a betegséget egyszer csak rendkiviil rossz szagot kezd
arasztani. Szerencsére van egy modszer, amellyel a betegség még tiinetmen-
tes allapotban kimutathat6. A moédszer sajnos nem tokéletes:

e a modszer tiz szazalék eséllyel diagnosztizél egy beteget egészségesnek,

e a modszer harminc szazalék eséllyel diagnosztizal egy egészségest be-
tegnek.

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszertien kivéilasztott személyt betegnek diag-
nosztizdlnak. Mennyi a valoszintisége, hogy az illeté tényleg az?
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1. 1épés: vegyiik szamba a kisérlet lehetséges kimenete-
leit!

Az eseményteret a kovetkezd fa diagram segitségével térképezhetjiik fel:

fertézott  diagndzis A B ANB  valészinliség
vV v 0.09
v 0.01
v/ 0.27
0.63

2. lépés: hatarozzuk meg a kedvezé kimeneteleket!

Legyen A az az esemény, hogy egy véletlenszeréen kivalasztott személy beteg,
B pedig az, hogy az illet6t betegnek diagnosztizéljak. Az eseményekhez
tartozo kimeneteleket az abran megjeloltiik. Amire kivancsiak vagyunk, a
Pr(A|B) feltételes valosziniiség.

3. lépés: hatarozzuk meg a kimenetelek valoszintiségét!

ElGszor a fa éleihez rendeliink valoszintiségeket. FEzek a feladat szovegébdl
adodnak. Egy kimenetel valoszintsége ezek utan a megfelels, gyokértsl levé-
lig vezet6 uton talalhatod élekhez rendelt valoszintiségek szorzata. A valdszi-
niiségeket az dbran feltiintettiik.

4. lépés: hatarozzuk meg az események valdszintiségét!

A feltételes valoszintiség definicidja szerint

Pr(AN B) 0.09 1
MAIB) = =5 " omt0ar 1
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Vagyis a betegség diagnosztizalasa esetén csupan 25% eséllyel beteg a paciens.
Nem hangzik tul biztatoan!

A vélasz elsé latéasra elég meglepd, azonban a kortilményeket alaposabban
megvizsgalva rdjohetiink a dolog nyitjara. Két lehet&ség van arra nézve, hogy
a modszer betegnek diagnosztizal valakit. Egyrészt ha egy beteg embert he-
lyesen diagnosztizal betegnek, masrészt ha egy egészséges embert helyteleniil
diagnosztizal betegnek. A buktatoé ott van, hogy majdnem mindenki egész-
séges, 1gy a pozitiv eredmények nagy része hamisan diagnosztizalt egészséges
emberektdl szarmazik.

Hatarozzuk meg annak a valoszintiségét, hogy a modszer egy véletlen-
szertien kivalasztott személy esetén helyes diagnozist ad. Ez az esemény két
kimenetelbdl all: az illets beteg, és a modszer is annak diagnosztizalja (ennek
a valosziniisége 0.09), illetve az illets egészséges és a modszer is annak diag-
nosztizalja (ennek a valészintisége 0.63). Igy a helyes diagnézis valoszintisége
0.09 4+ 0.63 = 0.72. Ez azért valamennyire megnyugtato.

Egy pillanat! Van egy egyszerti modszer, amely 90% eséllyel ad helyes
diagnoézist: mindenkit egészségesnek diagnosztizalunk! Ez a "modszer" min-
den egészséges embert helyesen diagnosztizal, és minden beteget hamisan.
Azonban a betegek aranya csupan 10%.

Davy Jones foglyai

Jack Sparrow, Will Turner és Elisabeth Swann az eldtkozott Davy Jones ha-
jojan, a Bolyg6é Hollandin raboskodnak. Tia Dalma kozbenjarasara Davy
Jones ugy dont, hogy koziiliik kettét szabadon bocsat, mindenkit ugyanak-
kora valdszintiséggel. Azonban a foglyoknak csak kozvetleniil a szabadon
bocsatasuk el6tt arulja el, hogy harmuk koziil melyik ketts szabadul. Jack
Sparrow rogton kiszamolja, hogy az 6 szabadon bocsatasanak a valoszintsége
2/3.

Tia Dalma, aki latnoki képessége miatt tudja, melyik két foglyot bocsat-
jak szabadon, éjszaka meglatogatja Jack Sparrowt, és felajanlja neki, hogy
elarulja a nevét a masik két fogoly koziil az egyik olyannak, akit szabadon
engednek (ha mindkett&jiiket szabadon bocsatjak, akkor barmelyik nevet
ugyanakkora valoszintiséggel mondja). Jack Sparrow visszautasitja az ajan-
latot, mert ugy okoskodik, hogy ha Tia Dalma példaul azt mondja, hogy
Elisabeth Swannt szabadon engedik, akkor az 6 szabadon bocsatésanak va-
loszintisége 1/2-re csokken, hiszen a masik szabadon bocséatott fogoly ekkor
vagy 6 vagy Will Turner, mindkettdjiik ugyanakkora eséllyel. Helyesen okos-
kodik Jack Sparrow?
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A feladat megoldasaban a kiévetkezs fa diagram lesz segitségilinkre:

szabadulnak Tia: "E szabadul” E szabadul J szabadul valészinliség
MON. 4 v v/ 1/3
4 v 1/6
v 1/6
4 1/3

Legyen A az az esemény, hogy Jack Sparrowt szabadon engedik, B az az
esemény, hogy Elisabeth Swannt szabadon engedik, C' pedig az az esemény,
hogy Tia Dalma azt arulja el Jack Sparrownak, hogy Elisabeth Swannt sza-
badon engedik. A diagramroél leolvashato, hogy Jack Sparrow elsé szamitasa

helyes:

1 1 2

Jack Sparrow azt is helyesen latja, hogy ha a C' esemény bekdvetkezik, akkor
ugyanez fennall a B eseményre is, és hibatlanul adja meg a szabadon bocsé-
tasanak valoszintiségét, azon feltevés mellet, hogy a B esemény bekovetkezik:

1 1 1 2
Pr(B)Zg—i—g"i‘é:g,

Pr(AN B) = é
Pr(AnB) 1

Jack Sparrow akkor hibazik, amikor nem veszi észre, hogy a B és a C' esemé-
nyek kiilonbo6zéek, ahogy ez vilagos kideriil a fa diagramboél. Jack Sparrow
szabadon bocsatasanak valoszintisége azon feltevés mellett, hogy Tia Dalma
Elizabeth Swann szabadon engedését arulja el neki nem a Pr(A|B) feltételes
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valoszintség, hanem a Pr(A|C) feltételes valoszintség:

1 1 1
Pr(C):§+6:§,
Pr(AnC) = %,
Pr(ANnC 2

Igy Jack Sparrow szabadon bocsatasanak esélye nem valtozik azzal, ha Tia
Dalma elarulja neki a nevét a mésik két fogoly koziil az egyik olyannak, akit
szabadon engednek.

Diszkriminacio

Szamos korabban bizonyitott, eseményekbdl halmazmiiveletekkel szdrmazo
1j események valoszintiségére vonatkozo allitas kiterjeszthets feltételes valo-

szintiségekre is. Példaul a két esemény unidjardl szold allitas a kovetkezd
modon.

Allitas. Tetszoleges A, B és C eseményekre, ahol Pr(C) > 0

Pr((AU B)|C) = Pr(A|C) + Pr(B|C) — Pr((An B)|C).

Bizonyitas.
Pr((AU B)|C) = Pr((APLj(g; no

_ Pr((AnC)u(BnCO)
N Pr(C)
_ Pr(AnC)+Pr(BNC)—-Pr(ANBNC)
B Pr(C)
_ Pr(AnC) Pr(BNC) Pr(AnBNC)
— Pr(C) Pr(C)  Pr(C)

= Pr(A|C) + Pr(B|C) — Pr((AN B)|C).

Fontos, hogy ne cseréljiik fel a feltételes valoszintiséget jelz fliggdleges
vonal két oldalat. Példaul a

Pr(A|(B U C)) = Pr(A|B) + Pr(A|C) — Pr(A|(B N C))
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Osszefiiggés altalaban nem teljestil!

Néhény évvel ezel6tt egy matematika tandrné polgari pert inditott egy
hires egyetem ellen, ahol a vezet§ oktatoi palyazatat elutasitottak, allitolag
azért mert né volt. Azzal érvelt, hogy a férfi jeloltek palyazatait az egye-
tem mind a 22 intézeténél nagyobb szézalékban biraltak el pozitivan, mint
a ndi jeloltekét. Ez igy tényleg elég gyanus! Valaszul az egyetem jogaszai
kimutatték, hogy a férfi jeloltek palyazatait Gsszességében (egyetemi szinten)
kisebb szazalékban biraltak el pozitivan, mint a néi jelsltekét. Igy ha tortént
is diszkriminécio, az nem a ndéket érintette hatranyosan. Itt valaki biztosan
hazudik! Vagy mégsem?

Probéljuk meg mindkét gondolatmenetet részletesen megvizsgalni. Eh-
hez a feltételes valoszintiség fogalmat fogjuk segitségiil hivni. Az egyszeriiség
kedvéért tegyiik fel, hogy csak két intézet van, a Matematikai Intézet és az
Informatikai Intézet. Tekintsiik azt a kisérletet, hogy véletlenszertien valasz-
tunk egy jeloltet, mindenkit ugyanakkora eséllyel. Definidljuk a kdévetkezs
eseményeket:

e legyen A az az esemény, hogy a jelolt palyazatat pozitivan biraltak el,

e legyen B az az esemény, hogy a jelolt a Matematikai Intézethez palya-
zatot benyuijto nd,

e legyen (' az az esemény, hogy a jelolt az Informatikai Intézethez palya-
zatot benydjto nd,

e legyen D az az esemény, hogy a jelolt a Matematikai Intézethez palya-
zatot benyujto férfi,

e legyen E az az esemény, hogy a jelolt az Informatikai Intézethez palya-
zatot benyujto férfi.

Tegyiik fel, hogy semelyik jelolt nem nytujtott be palydzatot mindkét intézet-
hez; ekkor a B, C', D és E események paronként diszjunktak.
Valoszintiségszamitési terminologidval élve a felperes arra hivatkozott,

hogy
Pr(A|B) < Pr(A|D) és Pr(A|C) < Pr(A|E),

mire az egyetem azzal vagott vissza, hogy
Pr(A|(BuUC)) > Pr(A|(DUE)).
Osszeadva a felperes két egyenlStlenségét
Pr(A|B) + Pr(A|C) < Pr(A|D) + Pr(A|E)
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adodik, amibdl elég csabito az egyetem megallapitasaval ellentétes
Pr(A|(BUC)) < Pr(A|(DUE))

egyenlGtlenségre kovetkeztetni. Azonban ez az érvelés hibas, mivel amint
arra mar fentebb ramutattunk

Pr(A|(BUC)) = Pr(A|B)+Pr(A|C) és Pr(A|(DUE)) = Pr(A|D)+Pr(A|E)

altaldban nem teljesiil.

A kovetkezd példa mutatja, hogy a két fél érvelése egymaéstol fiiggetle-
niil helytallo lehet. Képzeljiik el, hogy a Matematikai Intézethez egyetlen
néi jelolt nydjtott be pélyazatot, amelyet elutasitottak, mig az Informatikai
Intézethez 100 ndéi jelolt nyujtott be palyazatot, amelybdl 70-et biraltak el
pozitivan. Ugyancsak képzeljiik el, hogy a Matematikai Intézethez 100 férfi
jelolt nyujtott be palyazatot, amelybdl 50-et birdltak el pozitivan, mig az
Informatikai Intézethez egyetlen férfi jelolt nyujtott be palyazatot, amelyet
pozitivan biraltak el. Ekkor mindkét intézetnél a férfi jeloltek pélyazatait
nagyobb szazalékban birdlték el pozitivan, mint a néi jeloltekét. Ugyankkor
Osszességében a 101 ndi jelolt altal benyuijtott palyazat koziil 70-et biraltak el
pozitivan, mig a 101 férfi jelolt altal benytujtott palyazat koziil csupan 51-et!

Teljes val6szintiség tétel

Az esetszétvalasztas modszere események valoszintiségének kiszamitasanal is
gyakran segitségiinkre van.

Teljes valészintiség tétel. Legyenek By, By, ... egymést paronként kizaro,
pozitiv valoszintségl események (véges vagy megszamlalhatoan végtelen),

amelyekre
> Pr(B) =1,
tovabba A egy tetszéleges esemény. Ekkor

Pr(A) = ZPr(A[Bi) Pr(B;).

Bizonyitas. Legyen



Mivel Pr(B) = 1, ezért Pr(B) = 0, igy

Pr(A)

Pr(AU(BNB))
Pr((ANB)U (AN B))
Pr(AN B) + Pr(AN B)
Pr(AN B),

hiszen AN B C B miatt Pr(AN B) < Pr(B) = 0. Ezek utén

Pr(ANB) =Pr (A N <U Bi))

=Pr (U(A N BZ-))

)

=> Pr(ANB)
= ZPr(A\BZ-) Pr(B;).

Példa. Korabban sz6 volt egy kellemetlen betegségrdl, amelytsl a népesség
tiz szézaléka szenved, illetve egy modszerrdl, amellyel a betegség diagnoszti-
zalhato. A modszer sajnos nem volt tokéletes:

o tiz szazalék eséllyel diagnosztizalt egy beteget egészségesnek,
e harminc szézalék eséllyel diagnosztizalt egy egészségest betegnek.

Mennyi annak a valészintisége, hogy a modszer egy véletlenszertien kivalasz-
tott személy esetén hamis diagnozist ad.

Megoldas. Legyen E az az esemény, hogy egy véletlenszerGen kivalasztott
személyt a modszer hamisan diagnosztizal. Legyen tovabba A az az esemény,
hogy egy véletlenszerGen kivéalasztott személy beteg. A teljes valosziniiség
tétele szerint

Pr(E) = Pr(E|A) Pr(A) + Pr(E|A) Pr(A) = 0.1-0.1 +0.3-0.9 = 0.28.

Bayes tétel

Egy kisvaros meteorologiai allomasanak vezet§je minden reggel gyalog megy
a munkahelyére. Vannak napok, amikor esik az esd, ennek a valoszintisége
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0.3. Idénként a meteorologus esernydvel indul el otthonrol, altalaban akkor,
amikor es6t josol aznapra, de el6fordul, hogy a biztonsag kedvéért ragyogd
napsiitésben is. Annak a valosziniisége, hogy a meteorologus magéval viszi
az esernydjét reggel, 0.4. Mint meteorologus, ritkan torténik meg vele, hogy
az es6 eserny6 nélkil lepi meg: ha aznap esik az es§, akkor annak a valoszi-
ntisége, hogy a meteorologus esernyével indul el otthonrol, 0.8. Tegyiik fel,
hogy reggel esernyével latjuk a meteorologust munkaba menni. Mekkora a
valoszintisége annak, hogy aznap esé lesz?

Jelolje A azt az eseményt, hogy egy adott nap esik az es6, B pedig azt,
hogy a meteorologus esernyével indul el otthonrol. Ekkor

Pr(A4) = 0.3,
Pr(B) = 0.4,
Pr(B|A) = 0.8.

Amire kivancsiak vagyunk, az a Pr(A|B) feltételes valoszintiség. Ennek meg-
hatarozésahoz a kovetkezéképpen okoskodhatunk:

Pr(AN B) =Pr(AN B),

Pr(AN B) _ Pr(ANnB)
R T

Pr(A|B) - Pr(B) = Pr(B|A) - Pr(A).

’ PI‘(A),

Igy a keresett feltételes valészintiség

Pr(B|A)-Pr(A) 0.8-0.3

PI(AIB) = — e =y =06

A megoldasban hasznalt gondolatmenetet altalanositja a kévetkezé

Bayes tétel. Legyenek B, By, ... egyméast paronként kizard, pozitiv valo-
szinlségl események (véges vagy megszamlalhatoan végtelen), amelyekre

Y Pr(B) =1,

tovabba A egy tetszéleges esemény. Ekkor minden j természetes szamra

| — Pr(A|Bj) Pr(Bj)
i > Pr(A|B;) Pr(B;)
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Bizonyitas. A feltételes valoszintiség definicidja szerint

H(BIA) — Pr(B; N A) _ Pr(A|B;) Pr(B;) _ Pr(A|B;) Pr(B;)
Pr(BslA) Pr(A) Pr(A) S Pr(A|B;) Pr(B))

(az utolso lépésnél a teljes valosziniiség tételt alkalmaztuk).

Fuggetlenség

Tegyiik fel, hogy egy szoba két szemben 1évs sarkaban feldobunk egy-egy
szabalyos érmét. Intuicionk azt stgja, hogy az egyik érme feldobasanak a
kimenetele semmilyen befolyassal nem bir a mésik érme feldobasanak a ki-
menetelére. Matematikailag a kovetkezSképpen fogalmazhatjuk ezt meg.

Legyen n > 2. Azt mondjuk, hogy az A;, Ay, ..., A, események (tel-
jesen) fiiggetlenek, ha tetszéleges 1 < h < n esetén az {1,2,...,n} \ {h}
indexhalmaz barmely nem iires {41, s, ..., i} részhalmazara

Annak eldontése, hogy egy adott szitudciéban élhetiink-e az események
fiiggetlenségének a feltételezésével nem mindig egyszert feladat. Szdmos fon-
tos Osszefliggés csak fiiggetlen eseményekre érvényes, igy erds a kisértés, hogy
akkor is fliggetlennek tekintsenek eseményeket, amikor azt szinte semmi nem
tamasztja ala. Aki nem elég koriiltekinté kénnyen hamis kovetkeztetésre jut-
hat.

Allitas. Legyen n > 2. Az Ay, Ao, ..., A, események akkor és csak ak-
kor fiiggetlenek, ha az {1,2,...,n} indexhalmaz barmely legalabb két elemt
{j1,7J2,- -, i} részhalmaza esetén

Pr(Aj; NAj, N---NA;) =Pr(A4;)Pr(Ay;,) - - Pr(4y).

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy az {1,2,...,n} indexhalmaz barmely
legalabb két elemit {ji, jo, ..., i} részhalmaza esetén

Pr(Aj; NA;, N---NA;) =Pr(A;)Pr(Ay;,) - - Pr(4y).

Legyen 1 < h < n, és tekintsiik az {1,2,...,n} \ {h} indexhalmaz valamely
nem tres {iy, 4o, ..., I} részhalmazat. Ha most Pr(A4;, N A, N---NA; ) #0,
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akkor

_ Pr(Ap) Pr(A;,) Pr(As,) - - - Pr(4;,)
N PI'(A“) PI'(AZQ) cee PI'(A%)
= PI'(Ah)

Ebbdl kévetkezik, hogy az Ay, As, ..., A, események fliggetlenek.
Tegytik fel ezek utan, hogy az Ay, Ao, ..., A, események fiiggetlenek. Te-
kintstik az {1,2,...,n} indexhalmaz valamely legalabb két elemii {ji, jo,
.., Ji} részhalmazat. Megmutatjuk, hogy

Pr(Aj, MA;, NN A;) =Pr(A;,) Pr(4;,) - - Pr(4;,).

Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(l) az az allitas, hogy ha az A;, A;,,
..., Aj események fliggetlenek, akkor

Pr(Ajl N Aj2 M---nN Ajz) - Pr(Ah) Pr(Ajz) T Pr(Ajl)'

Alapeset. P(2) igaz, hiszen Pr(A;,) # 0 esetén
Pr(A4;, M Aj,) = Pr(A;,) Pr(Aj;,|A;) = Pr(4;,) Pr(4;,)
a fiiggetlenség miatt, kiilonben pedig
Pr(A;, N Aj,) = Pr(4;,) Pr(4;,),

hiszen ekkor mindkét oldal 0.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(l) igaz valamely [ > 2 egész szamra.
Belatjuk, hogy P(I + 1) is igaz. Ha Pr(A; NA;, N---NA;,) # 0, akkor

Pr(Ajl N Ajz AERRND Ajl+1) =
- Pr(A]i) Pr<Aj2|Aj1) e Pr(AjH-l |(Aj1 N AjQ M---N Ajl))

és

Pr(AJi) Pr<Aj2 ‘Ajl) T Pr(Ajz+1 ’(Ajl N Ajz M---nN Ajz)) =
= Pr(Ah) Pr(Ajz) T Pr(Ajl+1)

a fiiggetlenség miatt. Ellenkezs esetben

PI‘(Ajl NA,N---N Ajl+1) = Pr(Ajl NA;,N---N Ajz) Pr(Ajz+1>
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hiszen itt mindkét oldal 0. Am az indukcios feltevés szerint
Pr(Aj MA, NN A;) =Pr(A;) Pr(4;) - Pr(4;,),
(az Aj,, Aj,, ..., A események is fiiggetlenek!), kovetkezésképpen

Ji+1

) = Pr(A4;,) Pr(4;,) - - - Pr(4;

)

ismét teljesiil. Igy a P(I + 1) allitas is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(l) igaz minden [ > 2 egész szamra.

Az allitassal osszhangban n esemény (teljes) fiiggetlensége 2" — n — 1
Osszefiiggés fennallasat jelenti. Még egy allitast igazolunk.

Allitas. Legyenek A;, A,, ..., A, fiiggetlen események. Ekkor az események
koziil akarhanyat az ellentettjiikre cserélve tovabbra is fiiggetlen eseményeket
kapunk.

Bizonyitas. Nyilvan elég megmutatni, hogy ha az A, A, ..., A, események
fiiggetlenek, akkor az A;, Ao, ..., A, események is azok, hiszen az A;, A,
..., A, eseményektdl 1épésenként egy eseményt az ellentettjére cserélve az
Osszes szoba jovs esemény n-eshez eljuthatunk. Az el6zé allitas szerint az
Ap, Ay, ..., A, események akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha a {2,3,...,n}
indexhalmaz barmely legalabb két elemti {j1, j2, ..., 71} részhalmaza esetén

Pr(Ajl N Ajz n---N Ajz) = Pr(Ajl) Pr(Ajz) T Pr(Ajl)v
illetve barmely nem iires {72, js, . . ., ji } részhalmaza esetén
Pr(‘A_lm Aj,N--en Ajz) = Pr(A_l) Pr(‘Ajz) o 'Pr<Ajz)'

AzelsGrész az Ay, Ao, ..., A, események fiiggetlenségébdl adodik. A masodik
rész igazolasahoz vegyiik észre, hogy

AN N4, = (A UA)NA,N--NA,,
= (A NA, N NAHUAINA,N---NA.

Ennélfogva
PI‘(‘A]‘2 MN---N Ajl) = PI'(Al N Aj2 N---N Ajl) + PI'(A_lﬂ Aj2 N---N Ajz)7
illetve atrendezve

Pr(A;nA;,N---NA;)=Pr(A,N---NA,) —Pr(AiNnA4,N---NA4,).
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Végiil felhasznalva, hogy az A;, As, ..., A, események fliggetlenek

Pr(A; N Ay, M-+ NA;) =Pr(Ay,) - Pr(4;) — Pr(A;) Pr(Ay,) - - Pr(4;)
= (1= Pr(Ay)) Pr(4y,) - - - Pr(4;)

= Pr<A1) Pr(AJé) T Pr<Ajl)‘

Tegyiik fel, hogy feldobunk harom szabalyos érmét. A kisérletnek 8 ki-
menetele van, amelyekre olyan harmasokkal hivatkozhatunk, amelyek i-edik
tagja az i-edik érme feldobasanak az eredménye (i = 1,2,3). Az eseménytér
ennek megfelelGen

{(F,F,F),(F,F,I),(F,I,F),(I,F,F),(F,1,1),(I,FI),(I,1,F),I,1,I)}

Minden kimenetel valoszintiséga (1/2)% = 1/8.

Legyen most A; az az esemény, hogy a masodik és a harmadik érme feldo-
basanak az eredménye ugyanaz, Ay az az esemény, hogy az elsd és a harmadik
érme feldobésanak az eredménye ugyanaz, As pedig az az esemény, hogy az
elsé és a masodik érme feldobasanak az eredménye ugyanaz. Hatarozzuk meg
el6szor az Ay, Ay és As események valoszintiségét.

Pr(A;) = Pr[(F, F, F)] + Pr[(I, F, F)] + Px[(F, 1,1)] + Px[(I,1,1)]

1 1 1 1
“3tsTRTR
1
-1
Pr(Ay) = Pr[(F, F, F)] + Pr[(F, I, F)] + Pr[(I, F,I)] + Pr[(I,I,1)]
11 1 1
“3tsTsTs
1
-
Pr(As) = Pr[(F, F, F)] + Pr[(F, F,I)] + Pr[(I,1, F)] + Pr[(I,1,1)]
1 1 1 1
“3T8TRTR
1
-

Hatarozzuk meg ezutdn az A1NAy, AjNA3 és AyN Az esemény valdszintiségét.

Pr(A; N Ay) = Pr(F, F, F)] + Pr[(I,1,1)]
1

o |

~| 00|
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Pr(A, N Ay) = Pr(F, F, F)] + Pr[(I,1,1)]
1

S
8 8
1

=7
Hatéarozzuk meg végiil az A; N Ay N Az esemény valoszintiségét.

Pr(A; N Ay N As) = Pr|(F, F, F)] + Pr[(I,1,1)]

1 N 1

-8 8

_1

=7

Mindezekbdl kovetkezik, hogy

Pr(A; N Ay) = Pr(A;) Pr(As),
Pr(A; N Az) = Pr(A4;) Pr(A4s),
Pr(A; N Az) = Pr(Az) Pr(As),

mikdzben

Pr(A; N Ay N As) # Pr(Ay) Pr(As) Pr(As).

Ez indokolja a kdévetkezs definiciot.

Legyen n > m > 2. Azt mondjuk, hogy az A, As,..., A, események
m-enként fiiggetlenek, ha az {1,2,...,n} indexhalmaz barmely m elemt
{j1,792; - -, jm} részhalmaza esetén az A, , A;,,..., A; események fliggetle-
nek. Specialisan, az Aj, As, ..., A, eseményeket paronként fiiggetleneknek
mondjuk, ha tetszbleges 1 < i < j < n indexekre az A; és A; események

fliggetlenek.

Sziiletésnap paradoxon

Egy el6adoteremben 85 hallgato iil. Mennyi a valoszintisége annak, hogy
van kozottiik két olyan, akiknek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk? Ossze-
vetve a 85 hallgatot a lehetséges 365 sziiletésnappal 1/4-nél tébbre nemigen
tippelnénk. Ezuttal megbizhatunk az intuicionkban?
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A probléma megoldasanal élni fogunk azzal a feltételezéssel, hogy a szii-
letésnapok egymastol fliggetlenitil, ugyanakkora valoszintiséggel esnek az év
barmely napjara. A feladatban szerepls specifikus értékek helyett legyen a
teremben il6 hallgatok szama m, és alljon az év N napbol. Alkalmazzuk a
mar tobbszor bevalt négy 1épéshdl allo modszert!

1. 1épés: vegyiik szamba a kisérlet lehetséges kimenete-
leit!

Szamozzuk meg a teremben iil6 hallgatokat 1-t6l m-ig, példaul névsor szerint.
Ezutan a kisérlet kimeteleire

(b1, b2, ... b))

alakt sorozatokkal hivatkozhatunk, ahol b; az i-edik hallgato sziiletésnapja
minden 1 <7 < m esetén. Az eseménytér ennek megfelelGen:

8:{(b1,b2,...,bm) | b; € {1,2,,N}}

2. 1épés: hatarozzuk meg a kedvezé kimeneteleket!

Arra az A eseményre vagyunk kivancsiak, hogy a hallgatok kozott van két
olyan, akiknek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk. Kényelmesebb lesz ennek
az eseménynek az ellentettjét vizsgalni, vagyis azt az eseményt, hogy a hall-
gatok sziiletésnapjai mind kiilénbozok:

A = {(b1,by,...,by) | minden b; kiilonb6z6}.

Ha sikeriil a Pr(A) valoszintiséget meghatarozni, abbol a

Pr(A) + Pr(4) = 1

osszefiiggés felhasznalasaval a Pr(A) valoszintség is adodik.

3. lépés: hatarozzuk meg a kimenetelek valoszintiségét!

Mennyi a valoszintisége annak, hogy egy bizonyos (by,bs, ..., b, ) sorozat a
teremben 1l hallgatok sziiletésnap sorozata? Mivel a sziiletésnapok egymaés-
tol fliggetleniil, ugyanakkora valoszintiséggel esnek az év barmely napjara,
ezért annak a valoszintisége, hogy az i-edik hallgatonak b; a sziiletésnapja
1/N, kovetkezésképpen annak a valoszintsége, hogy az elsé hallgatonak by
a sziiletésnapja, a méasodik hallgaténak by a sziiletésnapja, ..., az m-edik
hallgatonak b, a sziiletésnapja (1/N)™.
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4. lépés: hatarozzuk meg az események valdszintiségét!

Lassuk mennyi az
A ={(by,bs,...,by) | minden b; kiilonb6z6}.

esemény valoszintisége! Ez egy gigantikus méretti halmaz: a lehetséges els
komponensek (b értékek) szama N, barmely els6 komponenshez a lehetséges
méasodik komponensek (b értékek) szama N — 1, az els6 két komponens
barmely kombinaciojahoz a lehetséges harmadik komponensek (b3 értékek)
szama N — 2, és igy tovabb, kivetkezésképpen

|A] :N(N—1)(N—2)---(N—m+1)=(N%!m)!.
Ennélfogva | |
Pr(4) = (N ]j‘m)! ' Nlm - Nm(]]\>[ o
és igy N1
Pr(A)=1- N (N =)l

A Pr(A) valoszintiségre kapott formula elég komplikalt, azonban vegytik
észre, hogy

N! _ N(N=1)(N-2)---(N = (m—1))
Nm(N —m)! Nm
N N-1 N-2 N-—(m-1)
N N N N
1 2 m—1
=(1—-— 1—=]... (1= —=
(o) (3) (-7

_ 67(1+2+---+(m71))/N
— efm(mfl)/QN

(a negyedik lépésnél felhasznaltuk az e* > 1 4 z egyenl6tlenséget, amely
minden z valos szamra teljesiil).

Ha m = 85 és N = 365, akkor ez az érték kisebb, mint 1/17000, igy
annak a valoszintsége, hogy az elGadoteremben 1l két olyan hallgato, akik-
nek ugyanaznap van a sziiletésnapjuk nagyobb, mint 1 — 1/17000 > 0.9999.
Intuicionk ismét megcsalt!
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Két boriték

Egy televizios vetélkedGben a miisorvezets elévesz két boritékot, amelyekben
egy-egy 0 és 10 kozotti egész szam van. A szédmok kiilonbozék. A jatékosnak
nincs més dolga, mint kitalalni, melyik boritékban van a nagyobb szam.
Az izgalom fokozasa érdekében a mitsorvezetd felajanlja, hogy a jatékos a
tippelés el6tt belekukkanthat valamelyik altala valasztott boritékba. Tud-e
a jatékos ebbdl elényt kovacsolni?

Akarmilyen hihetetleniil hangzik, de van olyan stratégia, amely a jatékos
szamara nagyobb, mint 50% nyerési esélyt biztosit. Az algoritmust arra az
altalanos esetre irjuk le, amikor a boritékokban levs szamok a {0,1,...,n}
halmazbol keriilnek ki. Jelolje a boritékokban levd kisebb szamot L, a na-
gyobbat pedig H.

Véalasszon a jatékos véletlenszeriien egy x szamot az

1 35 1
5 337" 5

halmazbol, minden elemet ugyanakkora valoszintiséggel. Ezutan kukkantson
bele valamelyik boritékba. Ha a boritékban latott 7" szam nagyobb, mint z,
akkor tippeljen arra, hogy ebben a boritékban van a nagyobb szam, ellenkezé
esetben pedig arra, hogy a masik boritékban.

Lassuk mennyi a valoszintsége annak, hogy a jatékos eltalalta, melyik
boritékban van a nagyobb szam! Alkalmazzuk a mar jol bevalt négy 1épésbdl
all6 modszert!

1. 1épés: vegyliik szamba a kisérlet lehetséges kimenete-
leit!

A jatékos vagy olyan x szamot valasztott, amely kisebb, mint L, vagy olyant,
amely L és H kozott van, vagy olyant, amely nagyobb, mint H. Ezutan vagy

abba a boritékba kukkantott bele, amelyik a kisebb szdmot tartalmazza, vagy
abba, amelyik a nagyobbat. Igy a kisérletnek 6sszesen 6 kimenetele van.

2. 1épés: hatarozzuk meg a kedvezé kimeneteleket!

Arra az eseményre vagyunk kivancsiak, hogy a jatékos eltalélta, melyik bo-
ritékban van a nagyobb szam. Ez az esemény, ahogy a diagram is mutatja,
négy kimenetelbdl all
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x T nyer valészinliség

L/2n
v L/2n
v (H—L)/2n
v (H—L)/2n
v (n—H)/2n
(n—H)/2n

3. lépés: hatarozzuk meg a kimenetelek valoszintiségét!

A kimenetelek valoszintiségének meghatérozasdhoz elGszor a fa éleihez ren-
deliink valoszintiségeket. Annak a valoszintsége, hogy = < L teljestl L/n,
annak a valoszintisége, hogy L < = < H teljesiil (H — L)/n, mig annak a
valoszintisége, hogy = > H teljesiil (n — H)/n. Annak a valdszintisége pe-
dig, hogy a jatékos a kisebb, illetve a nagyobb szamot tartalmazo boritékba
kukkantott bele egyarant 1/2. Egy kimenetel valoszintisége ezek utan a meg-
felels, gyokértsl levélig vezets tton talalhatd élekhez rendelt valoszintségek
szorzata.

4. 1épés: hatarozzuk meg az események valdszintiségét!

Annak az eseménynek a valoszintisége, hogy a jatékos eltalalta, melyik bori-
tékban van a nagyobb szam az eseményt alkoté kimenetelek valoszintiségeinek
Osszege:

L+H—L+H—L+n—H_1+H—L>1+1
om om om on 2 on 72 2n

(az utolsd lépésnél felhasznaltuk, hogy a boritékokban kiilonb6z§ szamok
vannak).

Ha n = 10, akkor ez az érték % + % = 0.55, igy a jatékos nyerési esélye
legalabb 55%, akadrmilyen szamok is vannak a boritékokban.
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Valoszintiségi valt6zok

Legyen 8 véges vagy megszamlalhatoan végtelen eseménytér. Ekkor egy X :
8 — R fiiggvényt valoszintiségi valtozonak neveziink.

Tegyiik fel, hogy feldobunk harom szabalyos érmét. A kisérletnek 8 ki-
menetele van, amelyekre olyan harmasokkal hivatkozhatunk, amelyek i-edik
tagja az i-edik érme feldobasanak az eredménye (i = 1,2,3). Az eseménytér
ennek megfelelGen

S _ (F,F,F), (F,F,I), (F\I,F), (I,FF),
_{(F,I,I), (I,FI), (I,1,F), (I,1,1) }

Minden kimenetel valoszintséga 1/8.
Definialjuk az 8§ eseménytéren a C' és az M valoszintiségi valtozokat a
kovetkezSképpen:

C[(F,F,F)] =3 Cl(F,I,I)]=1
Cl(F,F,I)] =2 Cl([,F,I)]=1
Cl[(FI,F)]=2 Cl(I,I,F)] =1
Cl(FFI)] =2 Cl(,1,I)]=0,
illetve
M[(F,F,F)] =1 M[(FI,I)]=0
MI[(F,F,I)]=0 MI[(I,F,I)] =0
M[(F,I,F)]=0 M[(I,I,F)]=0
M[(F,F,I)]=0 M[(I,I,I)]=1.

A C valoszintiségi valtozo értéke a dobott fejek szama, az M valoszintiségi
valtozo pedig azt mutatja meg, hogy mindharom érmével ugyanazt dobtuk-e.

Egy valoszintiségi valtozot indikator valoszintiségi valtozonak neveziink,
ha minden kimenetelhez 0 vagy 1 értéket rendel. Példaul M egy indikator
valoszintiségi valtozo. Szoros kapcesolat all fenn az indikator valdszintségi val-
tozok és az események kozott. Egy indikator valoszintiségi valtozo két részre
osztja az eseményteret: az egyik részbe azok a kimenetelek tartoznak, ame-
lyekhez a valoszintiségi valtozo egyet rendel, a masik részbe azok, amelyekhez
nullat. Példaul az 8 eseménytérnek az M indikator valoszintiségi valtozo altal
meghatarozott particivja a kovetkezd:

(F,F,F) (I,I,1)

J

(F,F.I) (F,I,F) (I,F,F) (F,I,I) (I,F1I) (I,],F)J.
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Ugyanigy, egy E esemény két részre osztja az eseményteret: az egyik részben
azok a kimenetelek vannak, amelyek hozzatartoznak E-hez, a méasik részben
azok, amelyek nem. Ennélfogva az FE eseményre természetes modon hivat-
kozhatunk azzal az Iy indikator valoszintiségi valtozoval, amelyre Ig(w) = 1,
ha w € E és Ig(w) = 0, ha w ¢ E. Példankban M = Ig, ahol E az az
esemény, hogy mindhérom érmével ugyanazt dobjuk.

Valojaban barmely valoszintiségi valtozo a fentiekhez hasonlé médon par-
ticiondlja az eseményteret: a particio egy tagja azokbol a kimenetelekbdl all,
amelyekhez a valdszintiségi valtozo ugyanazt az értéket rendeli. Példaul az
8 eseménytérnek a C' valdszintiségi valtozo altal meghatarozott particidja a
kovetkezs:

(I1,1,1)
C=0
(B 1,1 (I,FI) (I,I,F)

" S
-~

C=1
(F,F,I) (F,I,F) (I,F,F)
=2
(F,F,F).
——

Cc=3

A partici6 minden tagja az eseménytér egy részhalmaza, igy egy esemény.
Ennek megfelelGen a C' = 2 Gsszefliggésre eseményként is tekinthetiink, amely
az

(B F.I),(F,I,F),(I,F,F)
kimenetelekbdl all. Ennek az eseménynek a valoszintisége

11 1 3
Tovabbmenve, valészintiségi valtozokra vonatkozo tetszéleges Osszefiiggésre
tekinthetiink eseményként. Példaul a C' < 1 egyenl6tlenség, mint esemény,

az
(B 1,0, (I,F ), (I,1,F),(I,1,1)
kimenetelekbdl all, és ennek az eseménynek a valdszontisége
Pr(C <1)=Pr[(FI,)]+Pr[({,F, )]+ Pr[({,1,F)]+Pr[(,1,])] =
1 N 1 N 1 n 1
8 8 8 8 2

Ugyanazon eseménytéren értelmezett valoszintiségi valtozokbol a szoka-
sos miiveletek felhasznélaséval Gjabb valoszintiségi valtozokat képezhetiink.
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Példaul tegyiik fel, hogy két szabalyos kockaval dobunk. A D, valészintiségi
valtozo értéke legyen az elsé kockaval dobott szam, a Dy valoszintiségi valtozo
értéke pedig legyen a mésodik kockaval dobott szam. Legyen most

T =Dy + D,.

Ez szintén egy valdsziniiségi vatozo, amelynek értéke a két kockaval dobott
szamok 0Osszege. Itt

1
Pr(T =2)= —
r( ) =35
és
Pr(T-?)—1
=7 =z

Ennél bonyolultabb médon is képezhetiink valoszintiségi valtozokbol tjabb
valoszintiségi valtozokat. Példaul

Yy =¢”

szintén egy valoszintségi valtozd. Ebben az esetben

1
2
Pr(Y =e¢°) = 36
és

Pr(Y =€) = 1

3
Végiil a fiiggetlenség fogalma a kovetkezGképpen vihetd at eseményekrsl
valoszintiségi valtozokra. Legyenek Xy, X, ..., X, ugyanazon eseménytéren
értelmezett valoszintiségi valtozok. Azt mondjuk, hogy az X7, Xo,..., X,
valoszintiségi valtozok (teljesen) fiiggetlenek, ha az értékkészleteik tetszo-
leges ry,79,...,7, elemeire az Xy = r1, Xo = ry, ..., X,, = 1, esemé-
nyek (teljesen) fiiggetlenek. Legyen tovabba 2 < m < n. Azt mondjuk,
hogy az X1, X, ..., X, valoszintiségi valtozok m-enként fiiggetlenek, ha az
{1,2,...,n} indexhalmaz barmely m elemi {ji, jo, ..., jm} részhalmaza ese-

tén az X;,, Xj,,..., X, valoszintiségi valtozok fiiggetlenek.

Példaul C' és M filiggetlen valoszintiségi valtozok? Intuicidonk azt sugja,
hogy nem, hiszen a dobott fejek szama egyértelmiien meghatarozza, hogy
mindhérom érmével ugyanazt dobtuk-e. A preciz bizonyitashoz talalnunk
kell olyan 1 € {0,1,2,3} és x5 € {0, 1} szamokat, amelyekre

Pr((C =x1) N (M = z3)) # Pr(C = x1) Pr(M = z3).
Egy alkalmas valasztas x1 = 2 és x9 = 1. Ekkor

Pr((C'=2)N (M = 1)) = 0
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mig
Pr(C=2)Pr(M =1)=---#0.

Szoros kapcsolat all fenn események és indikator valoszintségi valtozoik
fliggetlensége kozott.

Allitas. Az Ay, A,, ..., A, események akkor és csak akkor (teljesen) fiiggetle-
nek, ha ugyenez fennall az I4,, L4,, ..., 14, indikator valoszintiségi valtozoikra
is.

A bizonyitashoz elég arra a korabbi allitasra hivatkozni, hogy ha A, As,
..., A, figgetlen események, akkor koziiliik akarhanyat az ellentettjiikre cse-
rélve tovabbra is fiiggetlen eseményeket kapunk.

Varhato érték
Legyen X egy az & eseménytéren értelmezett valoszintiségi valtozo. Ekkor az

E(X)=> X(w)Pr(w)

wEeS

mennyiséget X varhato értékének nevezziik. Ha az eseménytér megszamlal-
hatoan végtelen, akkor természetesen fel kell tenniink, hogy a jobb oldali sor
abszolut konvergens.

Példaul tegyiik fel, hogy egy szabalyos kockaval dobunk. Az X val6szi-
niiségi valtozo értéke legyen a kockaval dobott szam. Ekkor

1 1 1 1 1 17
E(X)=1--42--43-—44-—45-~+46-= = .
(X) R I I I A

Ez a szamitas mutatja, hogy a varhato érték elnevezés kicsit félrevezetd;
elsfordul, hogy a valészintiségi valtozo ezt az értéket soha nem veszi fel. Egy
szabalyos kockaval sose dobunk 3%—t!

Allitas. Egy A esemény [, indikator valoszintiségi valtozojanak a varhato

értéke

E(I4) = Pr(A).

Bizonyitas.
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Egy valoszintiségi valtozo varhato értéke tobbféle modon is kiszamithato.

Allitas. Legyen X egy az 8 eseménytéren értelmezett valoszintségi valtozo.
Tegyiik fel, hogy X-nek létezik varhato értéke. Ekkor

E(X)= Y zPr(X =z

(az Osszegzés az X valoszintségi valtozo értékkészletén torténik).
Bizonyitas.

B(X)=> X(w)Pr(w)

=> ) X(w)Pr(w)

TERX we[X =1]

= Z Z z Pr(w)

TERX we[X =1]

Igazsagos jaték?

Davy Jones, Jack Sparrow és Will Turner a kovetkezs jatékot jatsszak. Min-
denki kitesz az asztal kozepére két aranyat, majd feldobnak egy (szabélyos)
pénzérmét. Miel6tt az érme leesik, mindenkinek meg kell tippelni, hogy fej
vagy iras lesz-e feliil. Akik jol tippeltek, igazsagosan megosztoznak az asztal
kézepén lévé hat aranyon. Ha mindharman tévesen tippeltek, akkor min-
denki visszakapja a két aranyét.

A jaték lehetséges kimeneteleit a kovetkezs fa diagram mutatja:
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Davy Jones Jack Will Davy Jones  valdszintiség

tippje tippje tippje nyeresége
helyes? helyes? helyes?

i 1/2 0 1/8

i1/2 1 Us
1 1/8

4 1/8

—2 1/8

—2 1/8

—2 1/8

n 1/2 0 1/8

Igazségos ez a jaték abban az értelemben, hogy a résztvevék varhato
nyeresége 0 arany? Egy résztvevs nyeresége magatol értet6dGen a jaték végén
az asztal kozepérdl neki jard aranyak széma minusz a jaték kezdetén az asztal
kozepére tett aranyainak szama. Példéul, ha Davy Jones és Jack Sparrow
helyesen tippelt, Will Turner viszont nem, akkor Davy Jones nyeresége

6

——2=1

2
arany. Ellenben ha Jack Sparrow és Will Turner tippelt helyesen, Davy Jones
pedig nem, akkor Davy Jones nyeresége

0—2=-2
arany. Legyen az X valoszintiségi valtozo értéke Davy Jones nyeresége. A
varhato érték definicidja szerint

1 1 1

1 1 1 1 1
E(X)=0-=+1-24+1-24+4.2 —2).Z —92). 2 —2). = .= =0.
(X) 08+ 8+ 8+ 8+( )8+( )8+( )8+08 0

Ez azt jelenti, hogy a jaték Davy Jones szamara (és szimmetria miatt Jack
Sparrow és Will Turner szamara is) igazsagos.
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Mindezek ellenére Davy Jones egy id6 utan azt veszi észre, hogy az aranyai
igen csak megfogyatkoztak. Ektelen haragra gerjed. Jack Sparrow és Will
Turner probaljak meggy6zni, hogy ez csak a balszerencse, de Davy Jones meg
van gy6zidve rola, hogy két tarsa osszejatszott ellene. Lehetséges ez?

Lassuk, hogyan médosulnak az esélyek, ha Jack Sparrow és Will Turner
megegyeznek, hogy mindig ellentétesen tippelnek, azaz ha Jack Sparrow fejet
mond, akkor Will Turner irast, és forditva. A jaték végén igy valamelyikiik
biztos részesiil az asztal kozepén levé hat aranybol. A jaték lehetséges ki-
menetelei tovabbra is ugyanazok, azonban az egyes kimentelek valoszintiségei
valtoznak, ahogy az alabbi fa diagram mutatja:

Davy Jones Jack Will Davy Jones  valésziniiség

tippje tippje tippje nyeresége
helyes? helyes? helyes?

i1/2

1 1/4
1 1/4

4 0

—2 0
—2 1/4
—2 1/4

n 0 0 0

Davy Jones nyereségének varhato értéke is modosul:

1 1 1
E(X):0-0+1-Z+1-Z+4-0+(—2)-0+(—2)-Z+(—2)-Z+0-0:——.

Davy Jones gyantja tehét nagyon is megalapozott!
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Feltételes varhato érték

Legyen X tetszéleges valoszintiségi valtozd és A egy pozitiv valoszintiségi
esemény. Ekkor az

E(X[A) =) rPr((X =r)|A))

T’ERX

mennyiséget az X valdszintiségi valtozd A eseményre vonatkozod feltételes
varhato értékének nevezziik. Ha az eseménytér megszamlalhatéan végtelen,
akkor természetesen fel kell tenniink, hogy a jobb oldali sor abszolit konver-
gens. Megjegyezziik, hogy ha E(X) létezik, akkor E(X|A) is létezik, ugyanis
barmely r € Ry esetén

Pr((X =r)nA) o Pr(X = r)'

Pr((X =r)|A) = Pr:(A) ~ Pr(4)

Tegyiik fel ismét, hogy egy szabalyos kockaval dobunk, és hatarozzuk meg az
eredmény varhato értékét azon feltevés mellett, hogy legalabb négyet dob-
tunk. Az X valoészintiségi valtozo értéke legyen a kockaval dobott szam.

Ekkor

6
1 1 1
B(X|X >4) = iPr(X =i|(X >4) = 1-04+2:0+3:0+4- 5 +5: - +6- = 5.
- 3733

Az esetszétvilasztas modszere valdszintiségi valtozok varhatd értékének
kiszamitasédnal is gyakran segitségiinkre van.

Teljes varhato érték tétel. Legyenek A, A,, ... egymast paronként kizaro,
pozitiv valoszintségi események (véges vagy megszamlalhatoan végtelen),

Z Pr(A

tovabba X egy valoszintiségi valtozo, amelynek 1étezik varhato értéke. Ekkor

= Z E(X|4;) Pr(4,).

amelyekre
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Bizonyitas. Hasznaljuk a teljes valoszintiség tételt:

=
-y (z Pr((X = r>|Ai>Pr<Ai>>

; (err _r|A)Pr(A)>
_;<€Zerr _rlA)Pr(A)>
-y (;  Pr(X = r>|Ai>> Pr(4,)

_ Z E(X|A;) Pr(4,).

Tegyiik fel, hogy a Fold népességének 49.8%-a férfi. Azt is tegyiik fel,
hogy egy véletlenszertien valasztott férfi magassaganak varhato értéke 180
cm, mig egy véletlenszertien vilasztott né magassaganak varhato értéke 165
cm. Mennyi lesz ekkor egy véletlenszertien valasztott személy magassaganak
varhato értéke?

Az M valbészintiségi valtozd értéke legyen egy véletlenszertien valasztott
személy magassiga, legyen tovabbéa F' az az esemény, hogy a véletlenszertien
valasztott személy férfi. Ekkor a teljes varhato érték tétel szerint

E(M) = E(M|F)Pr(F)+E(M|F)Pr(F) = 180-0.498 + 165-0.502 = 172.47,

ami kicsit nagyobb, mint 172 cm.

Meghibasodas

Tegyiik fel, hogy egy halozati eszkoz a miikodésének minden 6rajat kdvetGen
p valdszintiséggel hibasodik meg, ha korabban még nem hibésodott meg.
Varhatoan hany ora elteltével hibasodik meg az eszkoz? Jeldlje C' a meghi-
béasodasig eltelt 6rak szamat; feladatunk E(C') meghatarozasa.

A C valoszintiségi valtozo értékkészlete a pozitiv egész szamok halmaza,

ezért
o

E(C) =Y iPr(C =1i).

=1
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A jobb oldalt alaposabban szemiigyre véve felttinhet, hogy figyelmen kiviil
hagyjuk azt a kimenetelt, amikor az eszkoz soha nem hibasodik meg. FEz
valoban igy van; azonban mi is azt az altalanosan elfogadott konvenci6t
kovetjiik, hogy a varhato érték kiszamitasanal eltekintiink azoktol a kime-
netelektsl, amelyek nulla valoszintségtiek. Es a "soha meg nem hibasodas"
valoszintisége

lim (1 —p)" = 0.

1—00

Visszatérve a formulara a Pr(C' = i) valoszintiségeket konnyt kiszamitani:
az eszkoz akkor és csak akkor hibdsodik meg pontosan i 6ra elteltével, ha
nem hibésodik meg az els§ ¢ — 1 6raban viszont az i-edik orat kovetGen
meghibasodik. Ennek valosziniisége nyilvan p(1 — p)i~!, igy

B(C) = (1 —p)"

A héanyados kritériumbol rogton adoédik, hogy a jobb oldalon allo végtelen
sor (abszolut) konvergens:

i+ 1)p(1 — p) 41
i CEDPA =P g Ly
i—oo  ip(l — p)it i—oo

Igy a C valészintiségi valtozénak létezik varhato értéke. A varhato értéket
legegyszertibben taldn a kovetkezSképpen hatarozhatjuk meg. Induljunk ki

a o

> ip(1—p)!

i=1
végtelen sorbol, szorozzuk meg (1 — p)-vel, majd a kapott sort vonjuk ki a
kiindulasi sorbol:

Zip(l —p) = (1-p) Zip(l —p) ' =E(C)— (1—p)E(C) = pE(C).
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Itt a bal oldal

Zzpl— Zzpl— =

=> p(1—p)
=0
=pY (1-p)
i=0
1
:p-
1—(1-p)
ennélfogva
pE(C) =1,
ahonnan
E(C) =1/p.

Példaul ha az eszkoz a miikodésének minden orajat kovetGen 1% eséllyel
hibasodik meg, akkor az eszkoz varhatoan 1/0.01 = 100 ora elteltével hibé-
sodik meg.

Csaladtervezés

Egy fiatal hazaspar azt szeretné, ha leendd gyermekeik kozott kislany is lenne.
Az egyszertiiség kedvéért tegyiik fel, hogy a hédzasparnak ugyanakkora eséllyel
sziiletik kisfia és kislanya, illetve, hogy a leend6 gyermekeik neme fiiggetlen
egyméstol. Ha a hézastarsak megéllapodnak, hogy addig probalkoznak, amig
nem sziiletik egy kislany, akkor hany kisfitira szamithatnak a kislany sziiletése
elétt?

Meglepd, de matematikailag ugyanazzal a problémaval allunk szemben,
mint az elébb: ha a hazaspar minden megsziiletett gyermeke p = 1/2 va-
l6szintiséggel fin, akkor varhatéan hanyadik gyerek megsziiletése utan oril-
hetnek annak, hogy az jsziilott kislany? Az el6z6 gondolatmenet szerint
ez varhatoan az (1/p)-edik, vagyis a masodik gyermek megsziiletésénél fog
bekovetkezni, igy csupan egyetlen kisfitira szamithatnak a kislany el&tt.
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(Geometrial eloszlas

Egy X valoszintiségi valtozot p-paraméterid geometriai eloszlast valdszintiségi
valtozonak neveziink (0 < p < 1 tetsz6leges valos szam), ha értékkészlete a
pozitiv egész szamok halmaza és minden ¢ pozitiv egész szamra

Pr(X =) =p(1—p)".

Az elébbiekkel 6sszhangban egy p-paraméterd geometriai eloszlasu valdszi-
niiségi valtozo varhato értéke 1/p.

HAlo6zat1 adatatvitel

Tegyiik fel, hogy meg akarjuk becsiilni egy szamitogép halozatban a végpon-
tok kozotti atlagos késleltetést. Ehhez ezer alkalommal lemérjiik, hogy egy
csomag mennyi idd alatt jut el a halozat egy végpontjabol egy masikba. Ha
ezen értékek atlaga mondjuk 8.3 ms, akkor kdvetkeztethetiink-e ebbdl arra,
hogy az atlagos késleltetés 8-10 ms koriil van?

Legyen a D valoszintiségi valtozo értéke az az id6 (milliszekundumra kere-
kitve), amely alatt egy csomag eljut a halozat egy végpontjabol egy méasikba.
Tegyiik fel, hogy a mérési eredmények a kovetkezs eloszlast mutatjak:

0 hai=0
Pr(D =1) = . ’
(D =1) { A hai>0.

Jegyezziik meg, hogy

> 1 1 1
Pr(D = i) = L
; D=i)=15+t53+3 7

R N

Intuicionk azt stgja, hogy D varhato értéke nem lehet tul nagy, azonban
ennek éppen az ellenkezGje igaz:

o0 o0

=N . . 1 1
E(D):;zPr(D:z):;z(m) :ZH—l:oo

=1

Hogyan lehetséges, hogy a varhato érték ilyen messze van a mérési eredmé-
nyek atlagatol? Annak a valoszintsége, hogy egy csomag mondjuk 10000
ms-nal hosszabb id¢ alatt jut el a héalozat egy végpontjabol egy masikba
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rendkiviil kicsi, igy méréseink soran szinte biztos nem talalkozunk ilyennel.
Szamoljuk ki D feltételes varhato értékét azon feltevés mellett, hogy D < n
valamely n pozitiv egész szamra:

E(D|D <n)=> iPr(D =D < n)

. Pr((D=i)n (D <n))
_;Z Pr(D < n)

", Pr(D =)
:ZZPIDén)

Itt

1
=1- —
i;rlz(z—l—l)
Loy ()
S 7 1+ 1
. 1 . .
N n+l n+2 n+2 n+3 n+3
B 1
N n-+1
on
Cn+1
igy
ntle= 1 n+1
E(D|D < n) = ~ | 1) —1).
(DID <) =23 g~ 1) =)

=1

Ha n = 10000, akkor ez az érték koriilbeliil 8.2.
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Feladatok

Teljes indukcié
[gazoljuk teljes indukcioval a kdvetkezGket!

1. Minden n természetes szamra
3-5°4+3.-5"4+3.52 4. +3.5" =
2. Minden n pozitiv egész szamra

2 2 2 2
3

3. Minden n pozitiv egész szamra

4. Minden n pozitiv egész szamra

12 o 22 T 32 o 42 S (_1)1171,”/2 — (_1)

5. Minden n természetes szamra

3(5n+1 _ 1)

4

n—1 n(n + 1)

(n+1)2n+1)(2n + 3)'

P4+3+5+ 4+ 2n+1)7°=

6. Minden n természetes szamra

3

P43 4554+ 4+ 2n+1)%=(n+1)*(2n% +4n + 1).
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7. Minden n pozitiv egész szémra

1-2:3+2-3-44---+nn+1)(n+2) =

8. Minden n pozitiv egész szamra

n(n+1)(n+2)(n +3)
7 :

1-2°4+2.2' 43224 4n- 2" =(n—1)-2" + 1.

9. Minden n pozitiv egész szamra

10.

11.

12.

13.

14.

15.

1+1+1
1-3 3-5 5-7

Minden n pozitiv egész szamra

Ly by Ly
1-4 4.7 7710

Minden n pozitiv egész szamra

Ly by Ly
1-5 5.9 9-13

Minden n pozitiv egész szamra

12 22 32
13735 5777

Minden n pozitiv egész szamra

1

i

1

n

1

n—1)(2n+1) 2n+1

n

1

3n—2)(3n+1) BEES

n

n2

in—3)(4n+1) 4n+1

n(n+1)

(2n—1)(2n+ 1)

2(2n + 1)

2n+1)+2n+3)+ (2n+5) + -+ (4n — 1) = 3n.
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Minden n > 2 egész szamra
1 1 n 1 n 1>13
n+1l n+2 n+3 2n = 24
Minden n pozitiv egész szamra
1 1 P 1 N 1 N 1 P
n+l n+2 2n 1.2 3-4 5.6

(2n—1)-2n



16. Minden n > 2 egész szémra

111
ittt

17. Minden n > 2 egész szamra

1+1+1+ —|—1<2 1
12 22 32 n? n

18. Minden n természetes szamra

1- 1142204+ 4n-n=(@n+1) —1.

19. Minden n pozitiv egész szamra

2n)!
2-6-10-14---(471—2):@.
n:

20. Egy szigeten 13 sziirke, 15 barna és 17 zo6ld kaméleon él. Ha két kiilon-
b6z6 szint kaméleon talalkozik, akkor annyira megijednek egymastol, hogy
mindketten a harmadik szinre valtoztatjak bériiket. Két azonos szini ka-
méleon nem ijed meg egymastol, igy taladlkozaskor nem valtoztatjak meg a
szintiket. Lehetséges-e, hogy egy id6 utan minden kaméleon azonos szind
lesz?

21. A bergengociai sarkanynak 77 feje van, a kiralyfinak pedig olyan varézs-
kardja, amellyel egy csapasra 7, 9 vagy 13 fejét tudja levagni a sarkanynak
(mér ha van legalabb ennyi feje). Igen am, de az els6 esetben a sarkany-
nak 13 1j feje né ki, a masodikban 18, a harmadik esetben pedig 10. Ha a
sarkany Osszes feje lehullott, nem né ki tébb. Le tudja-e vagni a kirdlyfi a
vardzskarddal a sarkany oOsszes fejét?

22. Egy jatéktablan 15 érme helyezkedik el az dbran lathaté modon. Az a
célunk, hogy valamennyi érme atkeriiljon az iires mezdkre.
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Egy lépésben barmely érmével vizszintesen vagy fiiggélegesen atugorhatunk
egy szomszédos érmét, ha annak tiloldalan tires mez6 van. Lehetséges az
érmék athelyezése a kivant moédon?

23. Egy kezdetben n > 1 gyufaszalbol allo kupacbol két jatékos felvaltva
vesz el egy, kettd vagy harom szal gyufat. Az a jatékos veszit, aki az utolso
szal gyufat kénytelen elvenni. Mutassuk meg, hogy n = 4k + 1 esetén, ahol
k € N, a mésodik, egyébként pedig a kezdd jatékosnak van nyerd stratégiajal

24. Tekintsiik az el6z6 jaték kovetkezd valtozatat. Az asztalon két azonos
szamu gyufat tartalmazo kupac van. Két jatékos felvaltva kivalasztja va-
lamelyik kupacot, és abbol elvesz tetszés szerinti szamu gyufat. Az nyer,
akinek az utols6 gyufét sikeriil elvenni. Mutassuk meg, hogy a mésodiknak
jové jatékosnak van nyerd stratégidja ebben a jatékban!

25. Egy burleszkfilm forgatasan vagyunk. Eppen a habos torta dobalo je-
lenetet veszik fel. Egy teremben pératlan szami ember all, mindegyikiik
kezében egy-egy habos torta. Az emberek egyméastol paronként kiillonbo6zé
tavolsagokra vannak. A rendezs intésére minden ember a kezében levd tortat
eldobja a hozza legkozelebb all6 ember felé. Mutassuk meg, hogy ekkor lesz
olyan ember, aki felé egyetlen torta sem repil!

26. Mutassuk meg, hogy n altalanos helyzetii egyenes (semelyik ketté nem
parhuzamos, és semelyik harom nem megy at egy ponton) a sikot

n(n+1)

1
* 2

részre osztjal

27. Mutassuk meg, hogy minden pozitiv egész szam el6all £12 £ 22 £ ... &+
m? alakban alkalmasan vélasztott m pozitiv egész szammal, illetve + és —
jelekkel!

Fibonacci sorozat

Igazoljuk, hogy az fo =0, fi =1¢és f, = fun1 + fn_o minden n > 2 esetén
rekurziéval definialt Fibonacci sorozatra teljesiilnek a kdvetkezok!

1. Minden n természetes szamra

fot it A+ fo=foa— L
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2. Minden n pozitiv egész szamra

Ji+ fat++ fono1 = fon

3. Minden n természetes szamra

fo+ fot -+ fon = fong1 — 1.

4. Minden n pozitiv egész szamra

f1+2f2+3f3++nfn:(n+1)fn+2_fn+4+2

5. Minden n pozitiv egész szamra

fo+2fs+3fs + -+ nfon = nfoni1 — fon.

6. Minden n pozitiv egész szamra

fo—h+fo—fat+-+(=D)"fu=(-1D)"f1— 1L

7. Minden n természetes szamra

8. Minden n pozitiv egész szamra

f0f1 + f1f2 + -+ f2n—1f2n - f22n

9. Minden n pozitiv egész szamra

fn+1fn71 - fﬁ = (—1)n-

10. Minden n természetes szamra

fn+1fn+2 - fnfn+3 = <_1)n'

11. Minden n pozitiv egész szamra
fg + 2fn71fn = f2n'

228



12. Minden n pozitiv egész szamra

2 2
fn+1 - fn—l = f2n'

13. Minden n természetes szamra

fs+1 + 2= font1.

14. Egy lakotelep hézait gy akarjak lefesteni, hogy minden szint vagy kék
vagy fehér legyen. Hanyfélére festhetnek egy n szintes hazat, ha két egymaés
feletti szint nem lehet kék?

15. A szomszéd kisfia a 1épcsén egyesével vagy kettesével véve a lépcstfo-
kokat szokott felugralni, olykor véaltva is ezeket egymaéssal. Hany kiillonb6z6
modon ugralhat fel igy egy n 1épceséfokbol allo 1épesén?

16. Tegyiik fel, hogy nyaraldsra n eurd koltépénziink van. Minden nap
valaszthatunk, hogy 1 eurdért fagyit vesziink vagy 2 eurdért gylimolesot.
Hanyféleképpen kolthetjiik el a pénziinket?

17. Hany olyan részhalmaza van az {1, 2, ...,n} halmaznak, amelynek elemei
kozott nincs két szomszédos szam?

18. Mutassuk meg, hogy minden természetes szam elGéll kiilonb6z6 Fibona-
cci szamok Osszegeként!

19. Bizonyitsuk be teljes indukciéval a Fibonacci szamokra vonatkoz6 ko-

vetkezs képletet:
oL (= VB [(1-vB\"
N 2 2 ‘

Linearis rekurzidk

1. Mutassuk meg, hogy ha az s, sorozatra az

2 han =0,
S, =4 3 han =1,
3Sp-1 — 28,_9 han>2,

rekurziv Osszefliggés teljesiil, akkor s,, = 2"+ 1 minden n természetes szamra.
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2. Adjunk zart formulat a kovetkezs s,, rekurziv sorozatra:

0 ha n =0,
Sp =14 2 han=1,
28,-1+ Sp—o han > 2.

3. Adjunk zart formulat a kévetkezd s, rekurziv sorozatra:

0 han =0,
Sp =14 2 han=1,
28,-1+ 28,9 han>2.

4. Adjunk zart formulat a kévetkezs s, rekurziv sorozatokra:

3 ha n =0,
S, =14 6 han=1,
Sp—1+ 68,2 han>2.

5. Adjunk zart formulat a kovetkezs s, rekurziv sorozatokra:

0 han =0,
S, =< 1 han =1,
6Sn_1 — 9Sn_2 ha n 2 2.

6. Adjunk zart formulat a kovetkezs s, rekurziv sorozatokra:

1 han =0,
) 2 han=1,
= 3 ha n = 2,
12s,,_9 — 16s,,_3 han > 3.
Oszthat6sag

1. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamra n>+2n oszthat6 3-mal!
2. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamra n® — n oszthato 5-tel!

3. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamra n®+ (n+1)3 +(n+2)3
oszthato 9-cel!
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4. Mutassuk meg, hogy minden n pozitiv egész szamra 4"+! +52"~1 oszthato
21-gyel!

5. Mutassuk meg, hogy minden n pozitiv egész szamra 11" + 122771 ogzt-
hat6 133-mal!

6. Mutassuk meg, hogy minden n pozitiv egész szamra 4" 4+ 7" 4 1 oszthato
6-tal!

7. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamra 33 — 26n — 27
oszthato 169-cel!

8. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamra 7" — 6n — 1 oszthato
36-tal!

9. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szdmra 10" 4+ 18n — 1 oszthato
27-tel!

10. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamra 4™ + 15n — 1 oszthato
9-cel!

11. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szdmra 2371 4 437+ 1 1
oszthato 7-tel!

12. Mutassuk meg, hogy minden n pozitiv egész szamra 5 - 9"~ ! 4 24n—3
oszthato 7-tel!

13. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamra 3°" + 4°7+2 4 55n+1
oszthato 11-gyel!

14. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamra 10"+2 + 112"+ oszt-
haté 111-gyel!

15. Mutassuk meg, hogy egy 3" darab egyforma szamjegybdl all szam oszt-
haté 3™-nel tetszéleges n € N esetén!

16. Az euklideszi algoritmus segitségével hatarozzuk meg 294 és 231 legna-
gyobb kozos osztojat! Irjuk fel a legnagyobb kozos osztot a két szam egész
egyiitthatos linearis kombinacidjaként is!

17. Az euklideszi algoritmus segitségével hatéarozzuk meg 923 és 728 legna-
gyobb kozos osztojat! Irjuk fel a legnagyobb kozos osztot a két szam egész
egyiitthatos linearis kombinaciéjaként is!

18. Tekintsiik az ax + by = ¢ egyenletet, ahol a,b,c € Z \ {0}.
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(A) Mutassuk meg, hogy az egyenletnek akkor és csak akkor van egész
megoldasa, ha Inko(a,b) | c.

(B) Tegyiik fel, hogy © = z és y = yo egész megoldéasa az egyenletnek.
Mutassuk meg, hogy ekkor az egyenlet 0sszes egész megoldasa

bt at

PR ko@n) O YT T nko(a,b)

ahol t € Z.
19. Vizsgéljuk meg, hogy a 33x + 21y = 24 egyenletnek van-e egész megol-
désa, és ha igen, akkor adjuk meg az 6sszes megoldast!

20. Vizsgaljuk meg, hogy a 98z — 77y = 14 egyenletnek van-e egész megol-
dasa, és ha igen, akkor adjuk meg az Gsszes megoldést!

21. Mutassuk meg, hogy Inko(n® + 3n? + 5n + 3,n? + 2n + 2) = 1 barmely
n természetes szamral

22. Mutassuk meg, hogy Inko(n! 4+ 1, (n + 1)! + 1) = 1 barmely n pozitiv
egész szamra/

23. Mutassuk meg, hogy Inko(2%" +1,22" +1) = 1 barmely n és m kiilonbozé
természetes szamokral

24. Bizonyitsuk be, hogy az 22 +1y? = 22 egyenlet megoldhat6 a pozitiv egész
szamok halmazan! Adjuk meg az egyenlet Gsszes pozitiv egész megoldasat!

25. Egy pozitiv egész szamot tokéletesnek neveziink, ha megegyezik a néla
kisebb pozitiv osztoinak Osszegével. Mutassuk meg, hogy egy pozitiv paros
szam akkor és csak akkor tokéletes, ha 2P~1(2P — 1) alaka, ahol p és 2P — 1 is
prim!

[gazoljuk, hogy az fo =0, fi =1¢és f, = fun1 + fn_o minden n > 2 esetén
rekurzioval definialt Fibonacci sorozatra teljesiilnek a kévetkezsk!

26. Minden n természetes szamra f3, oszthato 2-vel.
27. Minden n természetes szamra fy, oszthaté 3-mal.

28. Minden n természetes szamra Inko(f,, fnr1) = 1.
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Kongruenciak

1. Hatarozzuk meg 8 multiplikativ inverzét modulo 17.
2. Hatarozzuk meg 5 multiplikativ inverzét modulo 19.

3. Mutassuk meg, hogy n'® + 12n barmely n természetes szamra oszthato
13-mal!

4. Mutassuk meg, hogy n?® + 4n* + 8n® barmely n természetes szamra
oszthatd 13-mal!

5. Allapitsuk meg, hogy mennyi lesz a maradék ha a 173'% szamot elosztjuk
17-tel!

7244

6. Allapitsuk meg, hogy mennyi lesz a maradék ha a 24 szamot elosztjuk

23-mal!
7. Mutassuk meg, hogy 333%4 + 444333 oszthato 7-tel!
8. Mutassuk meg, hogy 27 + 37 oszthat6 13-mal!

9. Mutassuk meg, hogy az z* + 5y* = 42* egyenletnek az v = y = 2z = 0
megoldason kiviil nincs méas megoldéasa az egész szamok halmazan!

10. Legyen p primszam.

(A) Mutassuk meg, hogy egy k egész szamra k* = 1 (mod p) akkor és csak
akkor teljesiil ha £k = +1 (mod p).

(B) Mutassuk meg, hogy (p — 1)! = —1 (mod p).

11. Legyenek mq,mo,...,m, nullatél kilonbozs, paronként relativ prim
egészek, ay,aq, ..., a, pedig tetsz6leges egész szamok. Mutassuk meg, hogy
ekkor az

r=a; (mod my),

=as (mod my),

r=a, (modm,)
kongruenciarendszernek van kézos megoldésa, és barmely két megoldas kong-

ruens modulo m;ms - - - m,,.

12. RSA modszerrel szeretnénk az iizeneteinket titkositani. Ehhez ap =7 és
q = 11 primeket valasztjuk kiindulasképp, nyilvanos kulcsnak pedig a (13, 77)
part. Mi lesz a titkos kules?
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Grafok

1. Van-e olyan (egyszert) graf, amelyben a cstuicsok fokszdmai pontosan a
kovetkezok?

(A) 3,3,3,3,3,4,4,5,6.
(B
(C
(

) 3,3,3,3,4,4,4,5.

)
D) 2,3,3,4,6,6,6.

)

)

)

0,2,2,2,4,4,6.
(E) 1,1,1,2,3,4,5,7.
(F

(G) 5,5,5,6,6,6,7,7,7.

4,4,5,7,7,7,8,8,8.

2. Egy tarsasagban semelyik két olyan embernek nincs kozos ismerdse, akik-
nek ugyanannyi ismerdse van. Mutassuk meg, hogy ekkor a tarsasaghan van
olyan ember, akinek legfeljebb egy ismerdse van!

3. Egy kormérkézéses kézilabda bajnoksdgon n csapat vesz részt. Eddig
n + 1 mérkézés zajlott le. Mutassuk meg, hogy van olyan csapat, amelyik
mar legaldbb 3 mérkdzést jatszott!

4. Mutassuk meg, hogy egy hat tagu tarsasdgban mindig van hdrom olyan
ember, akik vagy kolcsonosen ismerik egymést, vagy kdlesénosen nem ismerik
egymast!

5. Mutassuk meg, hogy egy tiz tagi tarsasdgban mindig van vagy harom
olyan ember, akik kdélcsonosen ismerik egymast, vagy négy olyan ember, akik
kolcsonosen nem ismerik egymast!

6. Mutassuk meg, hogy egy kilenc tagu tarsasdgban mindig van vagy harom
olyan ember, akik kélcsonosen ismerik egymast, vagy négy olyan ember, akik
kolcsonosen nem ismerik egymast!

7. Egy kérmérkézéses kézilabda bajnoksagon 7 csapat vesz részt. Eddig 13
mérkézés zajlott le. Mutassuk meg, hogy ekkor van harom olyan csapat, akik
koziil barmely kettd jatszott méar egymaéssal!

8. Egy 10 cstcsu grafban minden csiics foka legalabb 7. Mutassuk meg, hogy
ekkor a graf barmely harom cstiicsdnak van kézos szomszédja!
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9. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n > 4 csticsit graf minden csiicsa paratlan
fokszamu, akkor van a grafban harom azonos fokszamiu cstucs!

10. Mutassuk meg, hogy ha egy n cstcst grafban minden csiics fokszama
legaldbb 3, akkor a graf tartalmaz paros hosszusagu kort!

11. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n > 3 csiicst grafnak legalabb (";1) +1 ¢éle
van, akkor a graf osszefiiggd!

12. Probaljuk meg lerajzolni az aldbbi grafot a ceruza felemelése nélkiil ugy,
hogy minden él mentén pontosan egyszer haladjunk végig! Lehetséges ez?

13. Mutassuk meg, hogy paratlan n esetén nem lehet bejarni az n x n méret
sakktabla Osszes mezd§jét egy huszéarral tgy, hogy minden mezén pontosan
egyszer jarjunk, és a végén visszatérjiink a kiindulasi mezére!

14. Létezik Hamilton-kor a kovetkezd grafban?

15. Létezik Hamilton-kor a kévetkez§ graftban?
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16. Létezik Hamilton-kor a kévetkezd grafban?

17. Létezik Hamilton-kor a kovetkezd grafban?

18. Létezik Hamilton-kor a kévetkezd grafban?

19. Dontsiik el, hogy az aldbbi grafok koziil melyek izomorfak és melyek
nem!
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20. Keressiik meg az sszes olyan 6 csucsi, 0sszefiiggs (nem izomorf) grafot,
amelyekben pontosan 3 els6foku cstics van!

21. Keressiik meg az dsszes 2, 3, 4 és 5 csucst (nem izomorf) fat!

22. Legyenek dy,ds,...,d, olyan pozitiv egész szamok, amelyek Osszege
2n — 2. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik olyan n csicsu fa graf, amelyben
a cstcsok fokszamai rendre a dy, do, . . ., d, értékek!

23. Mutassuk meg, hogy ha egy n cstucsu grafban a fokszamok Osszege
legaldbb 2n, akkor a graf tartalmaz kort!

24. Mennyi az alabbi graf kromatikus szama?
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25. Definidljuk a G = (V, E) grafot a kovetkezképpen. Legyen V =
{1,2,...,1024}. Tetsz6leges 1 < k < m < 1024 esetén a k és m cstcsok
akkor és csak akkor legyenek Osszekotve, ha legnagyobb kozos osztojuk na-
gyobb, mint 1. Hatarozzuk meg G kromatikus szamat!

26. Definidljuk a G = (V, E) grafot a kévetkez6képpen. Legyen V =
{1,2,...,1023}. Tetszoleges 1 < k < m < 1023 esetén a k és m cstcsok
akkor és csak akkor legyenek Osszekotve, ha valamelyikiik osztdja a maésik-
nak. Hatarozzuk meg G kromatikus szdmat!

27. Létezik-e olyan péros graf, amelyben a cstcsok fokszama 3, 3, 3, 3, 3, 3,
3,5,6,67

Parositasok

1. Tegyiik fel, hogy egy G paros grafban létezik teljes parositas (ti. amely
lefedi G Gsszes cstcsat). Probaljunk egy ilyet talalni a kovetkezéképpen.
Véalasszunk két olyan csticsot, amelyek 0ssze vannak kotve egy éllel, és jeloljiik
meg ezt az élt. Ezutan valasszunk két masik csticsot, amelyek szintén Ossze
vannak kotve egy éllel, és jeloljiik meg ezt az élt is. Addig folytassuk ezt,
amig lehetséges.

(A) Mutassuk meg, hogy a kapott parositas nem feltétleniil teljes!

(B) Mutassuk meg, hogy a kapott parositasban szerepld élek lefedik G cst-
csainak legalabb a felét!

2. Egy nyaraldson résztvevs tiz hazaspar ellatogat a helyi konyvtarba, és
ott mindenki egy tiz konyvbdl allo listat ad a konyvtarosnak azzal, hogy
az altala felirt konyvek egyikét szeretné megkapni. Egy héazaspar két tagja
diszjunkt listat ad, azaz egy hazaspar egyiitt 6sszesen htisz konyvet jelol meg.
A konyvtarban a kért konyvek mindegyike megtalalhatd, de mindegyik csak
egy példanyban. Mutassuk meg, hogy a konyvtaros mindenkinek tud olyan
konyvet adni, amely szerepelt az altala adott listan!

3. Egy kirdndulason a résztvevd tiz hazaspar kozott akarunk szétosztani husz
kiilonb6z6 csokoladét gy, hogy mindenki kapjon egyet. Mindenki legalabb
tiz fajtat szeret a csokoladék koziil, és minden csokolddét minden hézas-
parnak legaldbb az egyik tagja szereti. Mutassuk meg, hogy a csokoladék
szétoszthatok gy, hogy mindenki olyat kapjon, amilyet szeret!
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4. Egy 15 fiabol és 15 lanybol allo tarsasagban minden lanynak kiilénb6z6
szamu ismerdse van, de minden lany ismer legalabb egy fiut. Mutassuk meg,
hogy amikor elkezd&dik a tédnc, minden lany talal maganak partnert akkor
is, ha a lanyok csak ismerés fitkkal hajlandok tancolni!

5. Egy varosban tobb kiilonb6z6 klub miikodik. Minden klubnak legalabb
négy tagja van. A varos minden lakoja legfeljebb harom klubnak tagja. Mu-
tassuk meg, hogy lehet gy elnckoket valasztani a klubokban, hogy minden
klubnak egy a tagjai koziil kikeriils vezetGje legyen, és senki ne legyen egynél
tobb klub vezetdje!

6. Egy népszerti gyorsétteremben minden meniihoz a Verdék legtijabb részé-
nek egyik versenyautojat adjak ajandékba. A gyorsétterem kozelében 1évé
iskola 8. osztalyaban minden tanulénak van mar legalabb 5 kiilénb6z6 ver-
senyautoja, de semelyik versenyauto nincs meg négynél tébb gyereknek. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor minden tanul6 ki tud véalasztani egyet a versenyautoi
kozil agy, hogy a kivéalasztott versenyautok mind kiilonbozsk legyenek!

7. Egy véllalat minden évben tiz (kiilénb6z6) tovabbképzésre kiildi a dol-
goz6it. Ebben az évben 20 tanfolyam jon szoba. Mar sikeriilt mindenkit
kilenc tanfolyamra beosztani, rdadasul gy, hogy semelyik két dolgozd nem
jar pontosan ugyanazokra a tanfolyamokra. Mutassuk meg, hogy ekkor a ti-
zedik tanfolyamra is be lehet gy osztani mindenkit, hogy tovabbra se jarjon
semelyik két dolgozo pontosan ugyanazokra a tanfolyamokra!

8. Egy 52 lapos francia kartya csomagot 13 darab 4 laposra osztottunk szét
(a francia kartyaban négy szin van: Q, <>, #,&; minden szinbdl 13 érték:
2,3,4,5,6,7,8,9,10, J,Q, K, A). Mutassuk meg, hogy a négyesekbdl kiva-
laszthato egy-egy lap gy, hogy az Osszes érték pontosan egyszer forduljon
els!

9. Egy n x n-es tablazatot, amelynek mezé6i az 1,2,...,n szaimokkal vannak
kitoltve olyan moédon, hogy e szamok mindegyike minden sorban és minden
oszlopban pontosan egyszer fordul el, latin négyzetnek neveziink. Valamely
r < n esetén egy r X n-es tablazatot, amelynek mezé6i az 1,2, ..., n szamokkal
vannak kitoltve olyan modon, hogy e szamok mindegyike minden sorban
pontosan egyszer és minden oszlopban legfeljebb egyszer fordul els, latin
téglalapnak neveziink. Mutassuk meg, hogy barmely r X n-es latin téglalap
kiegészithets (r + 1) x n-es latin téglalappa, kovetkezésképpen n x n-es latin
négyzetté!

10. Egy szigeten n csalad lakik. A vadaszati bizottsag az egész szigetet n
egyenls teriiletd vadéaszati korzetre osztja. Ezzel egyidejiileg a mezdgazdasagi
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bizottsag az egész szigetet n egyenld teriileti mezégazdasagi korzetre osztja.
Mutassuk meg, hogy a vadaszati és a mez6gazdasagi korzetek szétoszthatok
a csaladok kozott tgy, hogy minden csalad egy-egy kozos résszel rendelkezé
vadaszati és mezdgazdasagi korzetet kapjon!

Osszeszamlalasi feladatok

1. Hanyféleképpen olvashato ki a MATEMATIKA sz6 az alabbi tablazatbol:

2 mae =
H> 2
— a2
I i !
===

2. Hany atloja van egy n oldala konvex sokszognek? Hany metszéspontja
van ezeknek az atloknak, ha semelyik 3 nem megy at egy ponton?

3. El akarunk osztani n darab szézforintost k fit és m lany kozott ugy, hogy
minden lanynak kell kapni legalabb egy szazforintost, a fitkra vonatkozoéan
viszont nincs efféle kikotés. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

4. Hany megoldésa van az x; +x9 + 23+ x4 = 98 egyenletnek a pozitiv egész
szamok halmazan?

5. Hany megoldasa van az z1 + z2 + 3 + x4 = 98 egyenletnek a pozitiv
paratlan egész szamok halmazan?

6. Egy mozi pénztaranél 2n ember all sorba 1000 Ft-os jegyekért. A sorban
allok felének ezrese, a masik felének kétezrese van. A kasszaban nincs valto-
pénz. Hany olyan sorrendje van az embereknek, amikor a sor nem akad el, a
pénztaros mindig tud visszaadni?

(o) (3) =

8. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges k < n pozitiv egész szamokra

(i) = (”‘1)

7. Bizonyitsuk be, hogy



9. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges k < n pozitiv egész szdmokra
1 ny 1 n—+1
kE+1\k) n+1\k+1)
10. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges £ < m < n természetes szamokra

() ()= (G0

11. Bizonyitsuk be, hogy
n\ (n-—2 49 n—2 n n—2
k) k k—1 k—2)
12. Bizonyitsuk be, hogy
n n—1 n—1
=2 (i) = |(") - G)]
13. Bizonyitsuk be, hogy
n n n+1 . n+2 T n+k\ (n+k+1
0 1 2 k) k '
14. Bizonyitsuk be, hogy
(n) (n—i—l) (n+2) (n+k;) (n+k+1)
+ + +oo 4 = :
n n n n k
15. Bizonyitsuk be, hogy

() =2(5) (i) e o) o

16. Bizonyitsuk be, hogy

12 (T) + 22 (Z) + 32 (Z) T (Z) = n(n+1)2"2.
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17. Bizonyitsuk be, hogy
|+ 1/n N 1/n T 1 (n\ 21 -1
2\1)  3\2 n+1\n/ n+1 "~
18. Bizonyitsuk be, hogy
2 2 2 2
n N n . n T n\" _ 2n
0 1 2 n n)
19. Bizonyitsuk be, hogy
n\’ L9 n\’ 43 n\’ . . n\> _ (2n—1
1 2 3 ") "\ n-1)
20. Bizonyitsuk be, hogy

1-2(2)+2-3<§)—1—3-4(2)—1—---—1—(71—1)-71(2) — n(n — 1)2"2,

0000 O ()0-(")

22. Bizonyitsuk be teljes indukcioval a binomialis tételt:

(z+y)" = En: (Z) "yt

k=0

minden n € Z* és x,y € R esetén.

23. Négy fankot szeretnénk harom zacskoba szétosztani. Hanyféleképpen
lehetséges ez ha

(A) a fankok kiilonbo6z6 iztek, és a zacskok kiilonbozd szintiek?
(B) a fankok egyformék, és a zacskok is egyformak?

(C) a zacskok egyformak, a fankok viszont kiilonb6z6 ztiek?

242



(D) a fankok egyformak, a zacskok viszont kiilonbozs szintiek?

24. Hanyféleképpen oszthatunk el 10 egyforma tabla csokit négy gyerek —
Andras, Béla, Cili és Dora — kozott, ha minden gyerek 1, 2, 3 vagy 4 tabla
csokit kaphat?

25. A pokert 52 lapos kartyaval jatsszak. Van négy szin: O <, #, &. Minden
szinbdl 13 érték van: 2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q, K, A. Kezdetben mindenki-
nek 6t lapot osztanak (ezutén kezdddik a jaték, ennek szabalyaival azonban
itt nem foglalkozunk). Egy ilyen 6tost osztasnak neveziink. Hanyféle olyan
osztéas van, amelyben

(A) mind a négy szin el6fordul?

(B) egyetlen szin sem fordul el§ ketténél tobbszor?

Szita-formula

1. Bizonyitsuk be teljes indukcioval a szita-formulat:

AU Ay U= UA = D Al = > AN A+
1<ign 1<i<j<n
+ Y JANANA =+ ()" AN AN N A

1<i<j<k<n

tetsz6leges Ay, Ao, ..., A, halmazokra.

2. Egy csupa fiibdl allo osztélyban 18-an sakkoznak, 23-an fociznak, 21-en
bicikliznek és 17-en turaznak. Tudjuk, hogy 9 olyan fia van, aki sakkozik és
focizik, 7, aki sakkozik és biciklizik, 6, aki sakkozik és turazik, 12, aki bicik-
lizik és focizik, 9-en fociznak és turaznak, és 12-en vannak, akik bicikliznek
és turaznak is. A sakkot, a focit és a biciklizést 4-en, a sakkot, a focit és a
tarazéast 3-an, a sakkot, a biciklizést és a tarazast 5-en, a focit, a biciklizést és
a turdzéast 7-en tekintik kedvenc szabadidds elfoglaltsaguknak. Van 3 olyan
fia, aki mindegyik sportnak hodol. Tudjuk végiil, hogy minden fia a négy
tevékenység koziil legalabb az egyiket tizi. Hany fit van az osztalyban?

3. Egy osztalyba 40 lany jar. Koziiliikk 18-an sakkoznak, 23-an kosaraznak
és vannak, akik bicikliznek. Tudjuk, hogy 9 olyan lany van, aki sakkozik és
kosarazik, 7 olyan, aki sakkozik és biciklizik, és 12 olyan, aki kosarazik és
biciklizik. Van 4 lany, aki mindegyik sportnak hédol. Tudjuk végiil, hogy

243



minden lany a harom tevékenység koziil legalabb az egyiket tizi. Hany lany
biciklizik?

4. Egy osztalyba 34 tanuld jar, koziiliik 20 fit. Jo vagy jeles tanuld 25 van,
koziliik 14 fia. 24 tanulé sportol, koziiliik 16 fia. A sportolok koziil 15 tanuld
jo vagy jeles rendd. 10 fiti sportol és jo vagy jeles rendd. Mutassuk meg, hogy
minden nem sportolé lany jo vagy jeles rendii!

5. Héany olyan megoldéasa van az x1 + xo +x3 = 11 egyenletnek a természetes
szamok halmazan, ahol x1 < 3, 29 < 4 és 13 < 67

6. Hany olyan megoldasa van az x1 + x5 + x3 + x4 = 18 egyenletnek az egész
szamok halmazan, ahol 1 < x1 <5, -2 <29 <4, 0<r3<Hés3 <y <97

7. Mutassuk meg, hogy azon 2n hosszt karakterlancok széma, amelyben n
kiilonb6z6 karakter szerepel, mindegyik kétszer, tovabba amelyben azonos
karakterek nem &llnak egymas mellett

() () () o (e

8. Legyenek m > n tetszdleges pozitiv egész szamok. Mutassuk meg hogy
egy m elemi halmazt egy n elemid halmazba képezs sziirjektiv fiiggvények
szama

" — (T) (n—1)"+ (Z) (n—2)™ — (g) (n—3)" 4+ 4 (—=1)""" (nf 1) ™,

9. Legyenek m > n tetszdleges pozitiv egész szamok. Mutassuk meg hogy
azon lehetGségek szama, ahanyféleképpen szétoszthatunk m kiilonbozé izd
fankot n egyforma zacskoba

10. Tetsz6leges n pozitiv egész szamra jelolje ¢(n) az n-nél kisebb, n-
hez relativ prim nem negativ egészek szdmat. Mutassuk meg, hogy ha
n = pyipy® - - pam, ahol pr,pa, ..., pm killonboz6 primszamok, aq, ag, . .., auy,
pedig pozitiv egészek, akkor

aw=r(-5) (5) - 050)

11. Szamitsuk ki ¢(6!) értéekeét!
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Skatulya elv

1. Tekintsiik az 1,2,3,...,2n egész szamokat (n > 1), és valasszunk ki
ezek koziil n + 1 darabot. Mutassuk meg, hogy a kivalasztott szamok kozott
mindig van két olyan, amelyek relativ primek!

2. Tekintsiik az 1,2,3,...,2n egész szamokat (n > 1), és valasszunk ki
ezek koziil n 4+ 1 darabot. Mutassuk meg, hogy a kivalasztott szdmok kozott
mindig van két olyan, amelyek koziil az egyik osztoja a masiknak!

3. Mutassuk meg, hogy barmely n pozitiv egész szamnak van olyan po-
zitiv egész szamszorosa, amely (tizes szamrendszerben felirva) csak 0 és 1
szamjegyekbdl all!

4. Mutassuk meg, hogy a 7,77, 777, 7777, 77777, . .. egész szamok kozott van
olyan, amely oszthat6 2013-mal!

5. Mutassuk meg, hogy természetes szamok barmely n elem® halmazanak
van olyan nem iires részhalmaza, amelyben a szamok 6sszege oszthato n-nel!

6. Tekintsiik az 1,2,3,...,2n — 1 egész szamokat (n > 2), és valasszunk ki
ezek koziil n + 1 darabot. Mutassuk meg, hogy a kivalasztott szamok kozott
mindig van harom olyan, amelyek koziil az egyik megegyezik a mésik ketts
Osszegével!

7. Egy bilidrd verseny 30 napig tartott. Tudjuk, hogy a gy&ztes minden
nap jatszott legalabb egy partit, és az altala jatszott partik szama nem ha-
ladta meg a 45-6t. Mutassuk meg, hogy sziikségképpen volt egyméas utani
napoknak olyan sorozata, amelyeken a gy&ztes Gsszesen 14 partit jatszott!

Generatorfiggvények

1. Hatérozzuk meg az

fOZ 17
fl = 17
o= fo1+2fn2 n=2234,...

rekurziv sorozat generatorfiiggvényét, majd irjuk fel a sorozat tagjait zart
alakban!
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2. Hatarozzuk meg az

f0:37
fl :6a
fo=fn1+6fn o n=2734,...

rekurziv sorozat generatorfliggvényét, majd irjuk fel a sorozat tagjait zart
alakban!

3. Hatarozzuk meg az

fOZOa
flz]-a
fo=fo1+ fa2t+1l, n=234 ...

rekurziv sorozat generatorfliggvényét, majd irjuk fel a sorozat tagjait zart
alakban!

4. Generatorfiiggvények alkalmazasaval irjuk fel zart alakban az
14+24+---+n
Osszeget)!
5. Generatorfiiggvények alkalmazasaval irjuk fel zart alakban az
1P 4+22 4. 4n?
Osszeget)!

6. Hanyféleképpen allithatunk 6ssze sima, lekvaros, csokis és vanilias fankbol
egy k fankot tartalmazo csomagot, ha

e a sima fankok szamanak 4 tobbszorosének kell lenni,

e a lekvaros fankok szdma 0 vagy 2 lehet,

e legalabb harom csokis fanknak kell lenni a csomagban,
e legfeljebb egy vanilias fank lehet a csomagban.

7. A szomszédban lako idés holgy minden délutan sétalni megy, amelyre a
héziallatai koziil is magaval visz néhanyat.
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Enekesmadarat mindig visz magéaval, mégpedig parokban.

Frédit, az aligatort vagy magéaval viszi, vagy nem.

Mindig magaval visz legaldbb két macskat.

Mindig magéval visz legalabb két chihuahuét és labradort egy sorban
a porazaikat egymashoz kotve.

Hanyféleképpen vélaszthatja ki az id&s holgy a magaval vitt haziallatokat, ha
azt is figyelembe vessziik, hogy a chihuahuak és a labradorok milyen sorrend-
ben vannak egymas utan kotve (tehat kiilonbozs véalasztasnak tekintjitk az
el6l mennek a labradorok és mogottiik a chihuahuak beosztast attol, amikor
a chihuahudk és labradorok felvaltva kovetkeznek)?
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Megoldasok

Teljes indukcié

1. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kévetkezs allitas:

3(5n+1 _ 1)

3-5°+3-5'+3.52+...4+3.5" = 1

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor mindkét oldal 3.

Indukcioés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) is igaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk fel a
kovetkezs alakban:

3:5°4+3-5'4+3.52+---+3-5"+3.5" =
=[3-5°4+3-5'"+3.-52+..- +3.5"]+ 35"

Az indukcios feltevés szerint

35n+1_1
3-50+3-51+3-52+-~-+3-5”=%,
igy
35n+1_1
[3-50+3-51+3-52+---+3-5"]+3-5”+1:%+3~5”+1
3™t —1)+3-4.5"1!
N 4
B 3(5n+1 _1_’_4.5n+1)
4
~3(5-5m = 1)
N 4
_3(5n+2_1)
4 )

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
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A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

2. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkez§ éllitas:

2+2+2 +2 . 1
3 32 33 3n 3n’

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor mindkét oldal 2.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

2+2+2 +2+2_2+2+2 +2+2
3 32 33 3n gn+1 - 3 32 33 3n g+l
Az indukcios feltevés szerint
2 n 2 n 2 . 2 _1 1
3 32 33 3n 3n’
igy
2 2 2 n 2 2 _1 1 n 2
332 3 3n] gl T 3n 0 3ndl
3—2
= 1 - 3n+1
1
=1- Tt

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

3. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkez§ allitas:
1 2 3 n n+ 2

S I R ) S
2—1_22—1_23jL +2” 2n

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal %, a jobb oldal pedig

1+2 3
g 112 _o 2

1
2 2

[\

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

1 2 3 n n+1l |1 2 3 n n—+1
SR TR T T DR TR TR S T
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Az indukcios feltevés szerint

SRR AU P
2 922 93 o on
igy
1+2+3+ +n +n+1_2_n+2 n+1
2 22 23 on on+1 o on on41

Most némi leleményre van sziikség:

n+2 n+1 2n+2) n+1 2n+4 n+1 n+3
on 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

4. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

- _ +1)
1292132 _ ... _1n12:_1n1”(” ‘

$ o ()t = (e MDD

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor mindkét oldal 1.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész

esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

122243 — . (=) I 4 (=) (n+1)* =
12 —22 43— 4+ (=D)" '3 + (-1D)"(n + 1)

Az indukciots feltevés szerint

12 o 22 4 32 et (_1)n71n2 — (_1)7171 w,
igy
[12-22 432 — . (=D)" ' + (-1D)"(n+1)* =
=y M a2
(—1)1 n(n;— 1) 1) 1) = (1) (n+ 1)(2(721 +1)—n)
(-1 (n+1)((n+1)+1)
5 ;
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ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

5. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allités:

1)(2n +1)(2n + 3
1218245 (2n 4 12 = T )("; J@n+3)

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor mindkét oldal 1.
Indukcioés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-

ra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) is igaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk fel a
kovetkezs alakban:
PP+ 3245+ +2n+1)°+(2n+3)° =
=12 +32+52 4+ + (2n+ 1)’ + (2n + 3)%

Az indukciots feltevés szerint

P4+32+52+ -+ (2n+1)7= (n+1)@2n+1)(2n+3)
3 )
igy

12432+ 52+ -+ (2n+1)% + (2n +3)? =
(n+1)(2n+1)(2n+ 3)

— ; + (2n + 3)?
(n+ 1)(271;: 1)(2n + 3) +(n13)? =
_ 2n+3)(n+1)(2n+ 1)+ 3(2n + 3))
3 :
Most némi leleményre van sziikség:
2n+3)((n+1)2n+ 1)+ 3(2n + 3)) _
3
_ (2n + 3)(2n* + 9n + 10)) _ (2n+3)(n+2)(2n +5)
3 3 ’

vagy masképpen

(n+1)+1DH2n+1)+1)2(n+1)+3)
3 )
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ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

6. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezs allitas:
P43 454+ -+ 2n+1)7°=(n+1)%2n* +4n +1).

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor mindkét oldal 1.

Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) is igaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk fel a
kovetkez6 alakban:

P43 454+ -+ 2n+ 1)+ (2n+3)° =
=[1P+3+5 ++(2n+1)°] + (2n+3)°.
Az indukcios feltevés szerint
P+3 4534+ 2n+1)3=(n+1)*(2n% +4n + 1),
igy
[B+33 458+ 4+ (2n+ 13+ 2n+3)° =
=(n+1)22n*+4n+1)+ (2n +3)*
Most némi leleményre van sziikség:

(n+122n* +4n+ 1)+ (2n +3)° = (n* + 2n + 1)(2n* + 4n + 1)+
(2n + 3)3
=2n* 4+ 8n® + 11n* + 6n + 1+
8n® + 36n* + 54n + 27
= 2n* + 16n® + 47n* + 60n + 28
=(n*+4n+4)(2n* +8n+7)
= (n+2)22n* +8n+7),

vagy masképpen
(n+1)+ 122+ 1) +4(n+1)+1),
ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.

A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.
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7. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allités:

n(n+1)(n+2)(n +3)

1-2:3+2-3-44---+nn+1)(n+2) = )

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal 1-2-3 =6, a jobb oldal pedig

1-2-3-4

6.
4

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

1-2:34+2-3-4+-+nn+1)n+2)+(n+1)(n+2)(n+3) =
=[1-2-3+2-3-4+ - +nn+1)(n+2)]+ (n+1)(n+2)(n+3).

Az indukcios feltevés szerint

nn+1)(n+2)(n+ 3)

1-2:342:3-4+---+nn+1)(n+2)= 1 :

igy

1-2:3+2-3 4+ - +nn+1)n+2)]+n+1)(n+2)(n+3)=

_nnt 1)(”4+ 23 L 1)+ 2)(n + 3).

Most a jobb oldalt kézos nevezére hozva, majd kiemelve

n(n+1)(n+2)(n+3)+4(n+1)(n+2)(n+ 3)
4

nm+1)(n+2)(n+3)(n+4)
4

adodik, ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala. Igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

8. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allités:
1-2°4+2.2' 4322+ 4. 2" =(n—1)- 2"+ 1.

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor mindkét oldal 1.
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Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:
1-2°42.2" 43224 4n- 2" 4 (n+1)-2" =
=1-2°4+2-2'4+3.224+...4n-2" N4+ (n+1) 2"

Az indukcios feltevés szerint
1-2°42.2' 4322 4. 4n- 2" =(n—-1)-2" 41,
igy
[1-2042-2'+3- 224+ 402"+ (n+1)-2" =
=n-1)-2"+1+(n+1)-2"
és
n—1-2"+1+n+1)-2"=mn—-14+n+1)-2"+1

=2n-2"+1
=n-2" 41,

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.
9. Teljes indukcidval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezs allitas:

LS S S 1 o n
1-3 35 5.7 (2n—1)2n+1) 2n+1

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor mindkét oldal .

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

1 1 1 1 1
13735 57 T a0+ @asD@n+3)
1 1 1 1 1
i3 s s s T T e @ty T@ens D@+ 3)

Az indukcios feltevés szerint

1 1 1 1 o
13735 57 T oD@+ D) il

254



igy

1 1 1 1 1
13 35 57 T e Denr | T s DEn s

n 1
ot (2n+1)(2n+3)

Most némi leleményre van sziikség:

n_ 1 _ n(2n+3)+1
2n+1  (2n+1)(2n+3)  (2n+1)(2n +3)
2n% +3n+1

(2n+1)(2n + 3)
 (n+1)(2n+1)
C 2n+1)(2n+3)
_n+1

 2n+3
B n—+1

C2(n+ 1)+ 1

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

10. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

1 1 1 1 n

14 37 710 T Bri-2Brirl) 3ntl

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor mindkét oldal 1.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezs alakban:

1 1 1 1 1
T i T T T T GGt TG )Betd)

S R I S ! + !
|13 3.5 5.7 2n—12n+1)|  Bn+1)(Bn+4)

Az indukcios feltevés szerint

1 N 1 N 1 - 1 _n
1-4 4-7 7-10 (B3n—2)3n+1) 3n+1’
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igy

1 1 1 1 1
YR T R e Y g § L P T

n 1
_3n+1+(3n+1)(3n+4)

Most némi leleményre van sziikség:

n_ 1 _ n(Bn+4)+1
3n+1 (Bn+1)Bn+4)  (Bn+1)(3n+4)
3n?+4n+1

(3n+1)(3n +4)
 (n+1)Bn+1)
 (Bn+1)(3n +4)
_n+1

- 3n+4
B n—+1

C3n+ 1)+ 1

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

11. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

1 1 1 1 n

15 590 0.3 T Gn—3@nt1n) dn+1

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor mindkét oldal :.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezs alakban:

1 1 1 1 1
15 590 03 T @n—3ant)  @n+)dnts)

Sy NI ! + !
|15 5.9 9-13 (4n —3)(4n+1)|  (4n+1)(4n+5)

Az indukcios feltevés szerint

1 N 1 N 1 - 1 _n
1-5 5-9 9-13 (4n —3)(dn+1) dn+1’
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igy

1 1 1 1 1
15 50 0 T W@ty T Untn@n+s)

n 1
_4n+1+Mn+DMn+@

Most némi leleményre van sziikség:

n_ 1 _ n@n+5)+1
An+1  (“dn+1)(4n+5)  (4n+1)(4n +5)
4n? +5n + 1

(4n + 1)(dn + 5)
 (n+1)dn+1)
- (4n+1)(4n +5)

n+1

:4n+5
B n—+1

CAn+ 1)+ 1

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

12. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

12 N 22 N 32 T n? _ n(n+1)
1-3 3.5 5.7 (2n—1)2n+1) 2@2n+1)

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal %, a jobb oldal pedig

1
5

I-(1+1) 1.
22-1+1)  2-

2_
~=

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

12 22 32 n? (n+1)2

13 35 57 T oDt @asD@n+3)
T 92 32 n2 (n+1)2
ity s T T e @ T s DEn )
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Az indukcios feltevés szerint

12 N 22 N 32 T n? ~ n(n+1)
1-3 35 5.7 2n—1(2n+1) 22n+1)’
igy
12+ ?_+32+ N n? N (n+1)>2 B
1-3 35 5.7 2n—-1D2n+1)|  @n+1)(2n+3)
_ n(n+1) (n+1)2

22n+1)  (2n+1)(2n+3)’
Most némi leleményre van sziikség:

n(n+1) (n+1)2 _n(n+1)(2n+3)+2(n+ 1)?
22n+1)  2n+1)(2n+3) 2(2n +1)(2n + 3)
_ (n+1)(n2n+3) +2(n+1))
B 2(2n + 1)(2n + 3)
_ (n+1)(@2n*+3n+2n+2)
2(2n +1)(2n + 3)
_ (n+1)(2n* +5n+2)
2(2n +1)(2n + 3)
(1) (n+2)2n+1)
 2(2n+1)(2n+3)
_ (n+1)(n+2)
- 2(2n+3)
(D) +1)+1)
o 22(n+1)+1)
ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

13. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:
2n+1)+ 2n+3)+(2n+5) + -+ (4n — 1) = 3n>.

Alapeset. P(1) igaz, hisz2-1+1=3=3-1%

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész

szamra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) is igaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

Cn+3)+2n+5)+--+UAn—1)+(An+1)+ (4n+3) =
=[2n+1)+2n+3)+---+(An—-1)]—2n+ 1)+ (4n+ 1) + (4n + 3).
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Az indukcios feltevés szerint
2n+1)+2n+3)+2n+5) + -+ (4n — 1) = 3n?,
fgy
(2n+ 1)+ 2n+3)+--+Un—-1D]—2n+ 1)+ @n+1)+ (4n+3) =
=3n> — (2n+ 1)+ (4n + 1) + (4n + 3).
Most némi leleményre van sziikség:
3n®—(2n+1)+(“4n+1)+(4n+3) = 3n*+6n+3 = 3(n*+2n+1) = 3(n+1)?,

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

14. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kévetkezd allitas:

1 n 1 . 1 . +1>13
n+l n+2 n+3 on =~ 24°

Alapeset. P(2) igaz, hisz ekkor a bal oldal 1 + 3 = 5 > 2.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n > 2 egész esetén.
Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk fel a
kovetkez6 alakban:

1 1 1
s R s e B S R
[ N 1 N 1 N +1 1 N 1 N 1
In+1 n+2 n+3 om n+1 2n+1 2n+2°

Az indukcios feltevés szerint

1 n 1 n 1 n +1>13
n+l n+2 n+3 on =~ 24’
igy
1 n 1 N 1 n +1 1 N 1 N 1 -
n+l n+2 n+3 2n n+1 2n+1 2n+2
13 1 1 1

> — — .
24 n—|—1+2n+1+2n—|—2

259



Most némi leleményre van sziikség:

13 1 1 13 1 1

ﬂ_n+1+2n+1+2n+2_ﬂ_2n+2+2n+1
13 (2n+1)-(2n+2)
T 24 2n+1)(2n+2)

13 -1
2% 2n+1)(2n+2)

13 1

“u T @t nen 12
13

> ﬂ7

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n > 2 egész esetén.

15. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

1+1++1—1+1+1++ 1
n+1 n+2 2n  1-2 3.4 5.6 (2n —1)-2n’

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor mindkét oldal 3.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

1 1 1 I
n+2+'“+%+2n+1+2n+2_
1 1 1 1 1 1
Il P ey e R DL S B

Az indukcios feltevés szerint

NN S S I I !
n+1 n+2 2n 1.2 3.4 5.6 (2n —1)-2n’
igy
LS S LS S S
n+1 n+2 2n| n+1 2n+1 2n+2
S S S S 1 LS S
S 1-2 3-4 5.6 2n—1)-2n n+1 2n+1 2n+2
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Most némi leleményre van sziikség:

1 1 1 2 1 1

o1l Tt T2 a2 ot T onao
1 1

Tt 1 2042
(2n+2)—(2n+1)
(2n+1)(2n + 2)
1
(2n+1)(2n+2)’

kovetkezésképpen
1 N 1 N 1 - 1 1 N 1 N 1
1-2 34 5.6 2n—1)-2n n+1 2n+1 2n+2
_ ! + ! + ! + -+ ! + !
1.2 34 5.6 (2n—1)-2n  (2n+1)(2n+2)’

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukeci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

16. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

Lyl oL Vvn
— — — DY —_— n'
Vi V2o V3 vn
Alapeset. P(2) igaz, hisz ekkor a bal oldal % + \/iﬁ > \% + \/LQ =2.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n > 2 egész esetén.
Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk fel a
kovetkezd alakban:

1 1 1 1 1
e = =+ =
V1oV2 V3 N n+ 1
= 1+1+1+ +1 + L
1 V2 3 vnl Vn+1

Az indukcios feltevés szerint
1 1 1 1
b=t = = >

Viov2 V3 v

261



igy

=vn+1,

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n > 2 egész esetén.

17. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

—_

Lol o
12 22 32 n? n

Alapeset. P(2) igaz, hisz ekkor abaloldal 1+ 1 =2 <8=23=2_1

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n > 2 egész esetén.
Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk fel a
kovetkezs alakban:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

AT TR R e sl FER TR eI ] I P )R

Az indukcios feltevés szerint
1 1 1 1 1

ﬁ+§+§+"'+ﬁ<2—ﬁ,
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Igy

1 1 1 1 1 1 1

etetet ot o<t Lt nry
(n+1)2—-n
n(n + 1)2
n*+2n+1-n
 n(n+1)?
n*+n+1
C n(n+1)2
n(n+1) 1
n(n+1)2  n(n+1)?2
1 1
n+1 nn+1)?

—9_

=2

—9_

<2 -
n+1’

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n > 2 egész esetén.

18. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kévetkezd allitas:
1-1 42204 4n-nl=(n+1) -1
Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor a bal oldal iires, a jobb oldal pedig
0+1)!—1=1—-1=0.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Belat-
juk, hogy P(n+1) isigaz. A P(n+1) &llitas bal oldalat irjuk fel a kovetkezs
alakban:

- +2-2l+---4n-nl+n+1)- (n+ 1) =
=[1-"'+2-2l4--4n-nll+(n+1) (n+1)!

Az indukcios feltevés szerint
L-+2-21+---4+n-nl=Mn+1) -1,
fgy
-1'+2-214---+n-nlj+n+1)-(n+ 1) =
=(n+1)-14+Mn+1) (n+1)!
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Most némi leleményre van sziikség:

m+1)=14n+1)-n+)=04+n+1)-(n+1)I—1
=n+2)-n+1) -1
=(n+2)!-1,

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

19. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

2n)!
2-6-10-14---(471—2):@.
n!

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal 2, a jobb oldal pedig
2-n 20 2

11

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
esetén. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezs alakban:

2.6-10-14---(4n—2)-(4n+2)=[2-6-10-14--- (4n — 2)] - (4n + 2).

Az indukcios feltevés szerint

2n)!
2.6.10.14...(471_2):@’
n!
fgy
(2n)!
2:6-10-14---(4n—2)] - (4n +2) = —|-(4n—|—2).
n!
Most némi leleményre van sziikség:
(2n)!

T-(4n+2):(

2n)!- (4n+2)(n + 1)
nl-(n+1)
C@n)-22n+1)(n+ 1)
nl-(n+1)
2n)!- (2n+1)(2n+ 2)
nl-(n+1)
(2n +2)!
(n+1)!
2+
(1)
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ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala. Igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész esetén.

20. Teljes indukcidéval megmutatjuk, hogy a kiilénb6z6 szint kaméleonok
szamanak harommal vett osztési maradékai mindig kiilonb6z6k lesznek. Eb-
bél kovetkezik, hogy soha nem lehet mind a 45 kaméleon azonos szint, hiszen
a 0, 0 és 45 szamok harommal osztva mind 0 maradékot adnak.

Legyen P(n) az az allitas, hogy az n-edik taldlkozas utan a kiilonb6z6
szind kaméleonok szamanak harommal vett osztasi maradékai mind kiilon-

bozsk.

Alapeset. Kezdetben 13 sziirke, 15 barna és 17 zold kaméleon van a szigeten.
Ezen szamok harommal vett osztési maradékai 1, 0 és 2, igy P(0) igaz.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Belat-
juk, hogy P(n + 1) is igaz. Legyen az n-edik talalkozéas utén a szigeten 1évé
sziirke kaméleonok szama s, a barna kameéleonok szama b, a z6ld kaméleonok
szama pedig z. Az indukcios feltevés szerint az s, b és z szamok harommal
vett osztasi maradékai mind kiilonbozék. Az altalanossidg megszoritas nélkiil
feltehetjiik, hogy s = 3k, b = 31 + 1 és z = 3m + 2 alkalmas k, [, m termé-
szetes szamokkal. Tekintsiik az (n 4 1)-edik talalkozést. A kévetkezd esetek
lehetségesek:

(1) Két azonos szint kaméleon talalkozik. Ekkor a sziirke kaméleonok
szama s, a barna kaméleonok szama b, a zold kaméleonok széma pedig
z marad. Igy P(n + 1) igaz ebben az esetben.

(2) Egy sziirke és egy barna kaméleon taldlkozik. Ekkor a sziirke kamé-
leonok szama s — 1 = 3k — 1 = 3(k — 1) + 2, a barna kaméleonok
szama b —1 = (3l + 1) — 1 = 3l, a z6ld kaméleonok szama pedig
z24+2=3Bm+2)+2=3(m+1)+1 lesz. Ezen szamok harommal vett
osztési maradékai 2, 0 és 1, igy P(n + 1) igaz ebben az esetben is.

(3) Egy barna és egy zold kaméleon talalkozik. Ekkor a sziirke kaméleonok
szama s+2 = 3k+2, a barna kaméleonok szama b—1 = (3[+1)—1 = 3,
a z0ld kaméleonok szama pedig z — 1 = (3m +2) — 1 = 3m + 1 lesz.
Ezen szamok harommal vett osztasi maradékai 2, 0 és 1, igy P(n+ 1)
igaz ebben az esetben is.

(4) Egy zold és egy sziirke kaméleon talalkozik. Ekkor a sziirke kaméleonok
szama s — 1 = 3k — 1 = 3(k — 1) + 2, a barna kaméleonok szama
b+2=(3l+1)+2=3(l+1), a z0ld kaméleonok szama pedig z — 1 =
(3m +2) — 1 = 3m + 1 lesz. FEzen szamok harommal vett osztési
maradékai 2, 0 és 1, igy P(n + 1) igaz ebben az esetben is.
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A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

21. Teljes indukcioval megmutatjuk, hogy a sarkany fejeinek szama harom-
mal osztva mindig 2 maradékot ad. Ebbdl kivetkezik, hogy a sarkany Osszes
fejét soha nem lehet levagni, hiszen a 0 szam harommal osztva 0 maradékot
ad.

Legyen P(n) az az allitas, hogy az n-edik csapas utan a sarkany fejeinek
szama harommal osztva 2 maradékot ad.
Alapeset. Kezdetben a sarkanynak 77 feje van. Mivel 77 = 25 -3 + 2, igy
P(0) igaz.
Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. Legyen az n-edik csapas utén a sarkany
fejeinek széama s. Az indukcios feltevés szerint az s szam harommal osztva
2 maradékot ad, azaz s = 3k + 2 valamilyen k egész szdmra. Tekintsiik az
(n + 1)-edik csapast. A kovetkezs esetek lehetségesek:

(1) A kiralyfi a sarkany 7 fejét vagja le. Ekkor a sarkdnynak 13 1j feje nd,
igy ezutén a fejeinek szama s —7+13 = s4+6 = 3k+2+6 = 3(k+2)+2
lesz. Igy P(n+ 1) igaz ebben az esetben.

(2) A kiralyfi a sarkany 9 fejét vagja le. Ekkor a sarkdnynak 18 1j feje nd,
igy ezutan a fejeinek szama s —9+18 = s+9 = 3k+2+9 = 3(k+3)+2
lesz. Igy P(n + 1) igaz ebben az esetben is.

(3) A kiralyfi a sarkany 13 fejét vagja le. Ekkor a sarkanynak 10 4j feje né,
igy ezutan a fejeinek szama s—134+10 = s—3 = 3k+2—-3 = 3(k—1)+2
lesz. Igy P(n + 1) igaz ebben az esetben is.

A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

22. Szinezziik ki a jatéktabla mezdit sakktablaszertien (a bal fels§ sarok
fehér). Teljes indukcioval megmutatjuk, hogy a kezdd elrendezésbdl elérhets
elrendezéseknél a fehér szini mezGkon allo érmék szdma mindig 9. Ebbdl
kovetkezik, hogy a kivant elrendezés elérhetetlen, hiszen ott a fehér szind
mezSkon allé érmék szama csak 6.

Legyen P(n) az az éllitas, hogy az n-edik 1épés utan 9 érme all fehér szint
mezdn.

Alapeset. Kezdetben 9 érme all fehér szini mezén, igy P(0) igaz.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n € N esetén. Belat-
juk, hogy P(n+1) is igaz. Az indukcits feltevés szerint az n-edik 1épés utan
9 érme all fehér mezon. Tekintsiik az (n+ 1)-edik lépést. Vegyiik észre, hogy
ha ennek soran fehér mezén allo érmét helyeziink at, akkor az sziikségképpen
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fehér mezore kertiil, illetve ha fekete mezén all6 érmét helyeziink at, akkor az
sziikségképpen fekete mezére keriil. Ez azt jelenti, hogy a fehér mez&kon allo
érmék szama nem valtozik, igy P(n + 1) is igaz.

A teljes indukeci6 elve szerint P(n) igaz minden n € N esetén.

23. A teljes indukci6 "erésebb" valtozatéval bizonyitunk. Legyen P(n) az az
allitas, hogy n = 4k + 1 esetén (k € N) a masodik, egyébként pedig a kezdd
jatékosnak van nyerd stratégidja.

Alapeset. P(1) trivialisan teljesiil; ilyenkor a kezdd jatékosnak nincs méas
véalasztésa, mint elvenni az egyetlen szal gyufat, amivel veszit.

Indukciés lépés. Tegyiik fel, hogy P(1), P(2),...,P(n) igaz valamely n
pozitiv egész szamra; megmutatjuk, hogy ekkor P(n+ 1) is igaz. Tekintsiink
egy n + 1 gyufaszalbol allo kupacot. Most négy eset lehetséges.

(1) n+1=4k. Mivel n > 1, ezért itt n+1 > 4. A kezd§ jatékos vegyen el
harom gyufaszalat. Ekkor a soron kévetkezd jatékos (most a masodik)
egy 4k — 3 = 4(k — 1) + 1 gyufaszalbol allo kupacot 1at. Az indukcios
feltevés szerint innen ez a jatékos nem tud nyerni (feltéve, hogy az
ellenfél soha nem hibéazik).

(2) n+1=4k+ 1. Mivel n > 1, ezért itt n + 1 > 5. A kezd§ jatékos
egy, ketté vagy harom szal gyufa elvételével kezdheti a jatékot. Ha
egyet vesz el, akkor 4k gyufaszal marad, ahonnan az indukcios feltevés
szerint a soron kovetkezd jatékos (most a masodik) nyerni tud. Ha
kettSt vesz el, akkor 4k —1 = 4(k — 1) + 3 gyufaszal marad, ahonnan az
indukcios feltevés szerint a soron kovetkezd jatékos (most a masodik)
nyerni tud. Ha harmat vesz el, akkor 4k — 2 = 4(k — 1) 4 2 gyufaszal
marad, ahonnan az indukcids feltevés szerint a soron kovetkezd jatékos
(most a méasodik) nyerni tud. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben
akarhogy is kezd a kezdd jatékos, a masik jatékos nyerni tud.

(3) n+1=4k+2. Mivel n > 1, ezért itt n + 1 > 2. A kezdd jatékos
vegyen el egy gyufaszalat. Ekkor a soron kovetkezd jatékos (most a
méasodik) egy 4k + 2 — 1 = 4k + 1 gyufaszalbol allo kupacot 1at. Az
indukcios feltevés szerint innen ez a jatékos nem tud nyerni (feltéve,
hogy az ellenfél soha nem hibézik).

(4) n+1 =4k + 3. Mivel n > 1, ezért itt n + 1 > 3. A kezdd jatékos
vegyen el két gyufaszalat. Ekkor a soron kovetkezd jatékos (most a
masodik) egy 4k + 3 — 2 = 4k + 1 gyufaszalbol allo kupacot lat. Az
indukcios feltevés szerint innen ez a jatékos nem tud nyerni (feltéve,
hogy az ellenfél soha nem hibazik).
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Igy P(n+ 1) mind a négy esetben igaz.
A teljes indukci6 elvének "ergsebb" valtozata szerint P(n) igaz minden n
pozitiv egész szamra.

24. A teljes indukcié "ergsebb" valtozatéval bizonyitunk. Legyen P(n) az
az allitas, hogy ha mindkét kupacban n gyufaszal van, akkor a mésodiknak
jové jatékosnak van nyerd stratégiaja.

Alapeset. P(1) trivialisan teljesiil; ilyenkor a kezdg jatékosnak nincs més
valasztasa, mint elvenni az egyik kupacbol az ottani egyetlen szal gyufat,
mire a mésodiknak jov6 jatékos elveszi a mésik kupacbol az ottani egyetlen
szal gyufat és nyer.

Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy P(1), P(2),...,P(n) igaz valamely n
pozitiv egész szamra; megmutatjuk, hogy ekkor P(n+ 1) is igaz. Tekintsiink
két n + 1 gyufaszalbol allo kupacot. Most két eset lehetséges:

(1) A kezdd jatékos valamelyik kupacbol elveszi az ottani Osszes gyufaszé-
lat. Ekkor a mésodiknak jové jatékos vegye el a masik kupacbdl az
ottani Osszes gyufaszalat; igy nyer.

(2) A kezd§ jatékos valamelyik kupachol elvesz 1 < k < n gyufaszalat.
Ekkor a masodiknak jové jatékos vegyen el a masik kupacbdl szintén
k gyufaszalat. Ezutan mindkét kupac n — k + 1 < n 4 1 gyufaszalbol
all, igy az indukcids feltevés szerint a masodiknak jové jatékos innen
nyerni tud.

Ennélfogva P(n + 1) mindkét esetben igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

25. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az éllitas, hogy ha 2n+1
ember, keziikben egy-egy habos tortaval, egymastol paronként kiilonbozé
tavolsagokra all, és adott jelre mindenki a hozza legkozelebb &ll6 felé dobja
a tortajat, akkor lesz olyan ember, aki felé¢ egyetlen torta sem repiil.

Alapeset. Megmutatjuk, hogy P(1) igaz. Most 21+ 1 = 3 ember vesz
részt a jelenetben, jelolje ket A, B és C. Az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy A és B all legkozelebb egyméashoz. Ekkor A és B egymés
fele dobjak a tortajukat, C pedig A vagy B felé. Igy C felé nem repiil torta.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. Most 2(n + 1) +1 = 2n + 3
ember vesz részt a jelenetben. Jelolje koziiliik A és B a két legkozelebb allot.
Vilagos, hogy A és B egymas felé dobjak a tortajukat. Ha a fennmarado
2n + 1 ember kozott van legalabb egy olyan, aki A vagy B felé dobja a
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tortajat, akkor a fennmaradé 2n 4+ 1 ember egymas felé legfeljebb 2n tortat
dob, igy sziikségképpen van koztiik olyan, aki felé nem repiil torta. Ha pedig
a fennmarad6 2n 4+ 1 ember mind egymas felé dobja a tortajat, akkor az
indukcios feltevés szerint lesz kozottiik olyan, aki felé nem repiil torta. Igy
P(n+1) is igaz.

A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

26. Teljes indukcidval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy n alta-
lanos helyzet egyenes a sikot

n(n+ 1)

1
- 2

részre osztja.
Alapeset. P(1) igaz, hisz egy egyenes a sikot valoban 1 + @

osztja.

= 2 részre

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. Tekintslink egy n + 1 elemdi,
altalanos helyzeti £ egyeneshalmazt, és valasszuk ki £ egy tetszéleges [
egyenesét. Hagyjuk el L£-bdl az [ egyenest. Az indukcios feltevés szerint
L\ {l} egyenesei a sikot
n(n+ 1)

2
részre osztjak. Helyezziik vissza az el6bb eltavolitott [ egyenest. Az [ egyenest
L\ {l} egyenesei n — 1 szakaszra és két félegyenesre bontjak, amely szakaszok
és félegyenesek a sik £\ {l} altal meghatérozott felbontasaban pontosan n+1
tartoményt vagnak ketté. Kovetkezésképpen £ egyenesei a sikot

nn+1)+2(n+1) 1 (n+1)(n+2)
2 T 2

1+

n(n+1)
2

1+ +(n+1)=1+
részre osztjak. Igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

27. A teljes indukcié "ergsebb" valtozatéval bizonyitunk. Legyen P(n) az
az allitas, hogy az n pozitiv egész szam el6all 12 £ 22 £ - .- + m? alakban
alkalmasan valasztott m pozitiv egész szammal, illetve + és — jelekkel.
Alapeset(ek). P(n) igaz minden 1 < n < 4 esetén:

1=12%
2=—12-22 32442
3=-17+2%

4=—-12-2%+3%
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Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy P(1), P(2),..., P(n) igaz valamely n > 4
egész szamra; megmutatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz. Az indukcios
feltevés szerint az n — 3 pozitiv egész szam elGall 12422 & - - . £ m? alakban
alkalmasan valasztott m pozitiv egész szammal, illetve 4 és — jelekkel. Most
vegylik észre, hogy

(m+1)2—(m+2)?*—(m+3)>*+(m+4)?>=4

tetszbleges m pozitiv egész szamra. Ebbdl kévetkezik, hogy n + 1 is elgall a
kivant alakban. Igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

Fibonacci sorozat

1. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezs allitas:
fot+t it + fu=fag2— 1L

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor a bal oldal fy = 0, a jobb oldal pedig
foro—1=fo—1=1—1=0 szintén.

Indukcioés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) is igaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk fel a
kovetkezd alakban:

for it fot o =ot it F ] + fara.
Az indukcios feltevés szerint
Jot it o+ fo=fara— 1,
fgy
ot fit -+ fal + far1 = farz = 14 fara.

Hasznaljuk a Fibonacci sorozatra vonatkozo rekurziv formulét:

Jnpe =1+ fos1 = o1+ foro = 1= fars — 1= fag42 — 1,

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

2. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezs allitas:

Ji+ fa++ fono1 = fon
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Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal f; = 1, a jobb oldal pedig
fo.1 = fo = 1 szintén.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) isigaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezs alakban:

fitfat ot fonor + fonpr = 1+ fs+ o+ fona] + fons

Az indukcios feltevés szerint
fi+ fa+ -+ fonm1 = fon,
igy
i+ fs+ -+ fonoa] + font1 = fon + fontr.
Hasznéaljuk a Fibonacci sorozatra vonatkozo rekurziv formulat:

Jon + fons1 = fons2 = foms1)

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

3. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezs allitas:
fo+fot -4 fon = font1 — L.

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor a bal oldal fy = 0, a jobb oldal pedig
foor1—1=fi—1=1—1=0 szintén.

Indukcioés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldalat irjuk fel a
kovetkezs alakban:

Jo+ fot o fon + fonpo = [fo+ fo+ -+ fon] + fongo
Az indukcios feltevés szerint
fo+ fat -+ fon = fons1 — 1,
igy
[fo+ fo+ -+ fon] + fonte = fons1 — 1 + fonio.
Hasznéaljuk a Fibonacci sorozatra vonatkozo rekurziv formulat:

Jont1 = 1+ fonio = fong1 + fonie — 1 = foniz — 1= fopmynys1 — 1,
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ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

4. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkez§ allitas:
fit2fe+3fs+ - +nfu=0+1)fore — fora+2.
Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal f; =1, a jobb oldal pedig
I+Dfire—fiut+2=2fs—fs+2=2-2-5+2=1

szintén.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) is igaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

fit2fe+3fs+ - Anfut(n+1) fom = [[i+2f243fs+ - +nfu]+(n+1) fora.

Az indukcios feltevés szerint
fit2fa+3fs++nfu=0+1)for2 — fara +2,

igy

[it2fe+3fs+ - nful+(n+1) farr = (n+1) frura— fara+ 2+ (04 1) frir.

Hasznaljuk a Fibonacci sorozatra vonatkozo rekurziv formulat (kétszer):

m+1)foo— foa+2+(n+1)fr =

o
+
[\
+
e
i
|
"
+
W~
+
O

-

n+3 (fn+5 - fn-i—d) + 2
fn+3 - fn+5 + fn+3 + 2

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.
5. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezs allitas:
fa+2f1+3fc+ -+ nfo =nfoni1 — fon

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal fo = 1, a jobb oldal pedig
L farr1 — fa1 = f3— fa =2 —1=1 szintén.
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Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) isigaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

fot2fs+3fc+ -+ nfon+(n+1)fon2=
= [fo+2fs+3fc+ - +nfon] + (n+1)fonso
Az indukcios feltevés szerint
fo+2fs+3f6+ - +nfon = nfoni1 — fon,
fgy
[fot+2fs+3f6+ - +nfon] + (n+ 1) fonso = nfont1 — fon + (n+ 1) fonta.

Hasznaljuk a Fibonacci sorozatra vonatkozo rekurziv formulat (haromszor):

Nfont1 = fon + (04 1) fani2 = n(fonts — fans2) — fon + (0 + 1) fonso
= Nfonsz — Nfonto — fon + (0 + 1) fonio
= nfonts + font2 — fon
= N fonss + (fones = font1) = fon
= (n+1)fants — font1 — fon
= (n+ 1) fonts — (font1 + fon)
= (n+ 1) fonss — fonto,

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

6. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkez§ allitas:
fo—fitfo—fot+ -+ ()" fu=(1)" 1 — L
Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal fy — f; = —1, a jobb oldal pedig
(D) fii—1l=—fo—1=0—1=—1

szintén.

Indukcids 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) is igaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

fo—fi+tfo—fat -+ (=D"fu+ (1) frp =
fo—fit+fo—fa+ -+ (=1)"fu] + (=1)"" frpa.
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Az indukcios feltevés szerint
fo—ht+fo=fat -+ (=1)"fo=(=1)"fuo1 =1,
fgy
[fo—fitfomfste A+ (=1)" ful (1) frir = (1) o =14+ (=1)" " fria.
Hasznéljuk a Fibonacci sorozatra vonatkozoé rekurziv formulat:
(1" fomr =1+ (1" i = (1) (fasr — fa) = 1= (1) fu = 1,

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

7. Teljes indukcidval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezs allitas:

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor a bal oldal f& = 0% = 0, a jobb oldal pedig
f0f0+1 = f0f1 =0-1=0 szintén.

Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) isigaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk fel a
kovetkezd alakban:

fotfit ot latfon=U+A++H1+ M
Az indukcios feltevés szerint
fo+ 4+ fa = fafor,
fgy
S+ fi+ -+ S+ e = fafar + fir

Hasznaljuk a Fibonacci sorozatra vonatkozo rekurziv formulat:

fnfn-i—l + f3+1 = fn-i—l(fn + fn-i-l) = fn+1fn+27

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

8. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezs allitas:

fofl + f1f2 + -+ f2n—1f2n = f22n
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Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal fofi+f1fo = 0-141-1 = 041 =1,
a jobb oldal pedig f2, = fZ = 1? =1 szintén.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy P(n+ 1) is igaz. A P(n+ 1) allitas bal oldalat irjuk
fel a kovetkezd alakban:

Jofi+ fifo+ -+ fonmifon + fonfont1 + Jons1 fongo =
fofi + fifo+ -+ fonoifon] + fonfont1 + font1 fonga

Az indukcios feltevés szerint

fofi+ fifa 4+ fonoifon = fon,
igy

fofi + fifo+ -+ fonoifon] + fonSont1 + fons1fongo =
= fon + fonSont1 + fonsi1 fonto.

Hasznaljuk a Fibonacci sorozatra vonatkozo rekurziv formulat (kétszer):

f22n + fonfont1 + font1font2 = fon(fon + font1) + font1 fonto
= fonfont+2 + font1fonto
= (fon + fon+1) fon+2

2 2
= fan+2Sont2 = fonio = fomin)s

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

9. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezs allitas:
fn+1fn—1 - fr% = (_1)71.

Alapeset. P(1) igaz, hisz ekkor a bal oldal fi,1fi 1 — f2 = fofo — fE =
1-0—-12=0—1= —1, és a jobb oldal is ugyanennyi.

Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldala

fn+2fn - f2+1'

Hasznaljuk a Fibonacci sorozatra vonatkozo rekurziv formulat (kétszer):

fn+2fn - f3+1 = (fn + fn-l-l)fn - fn+1(fn—1 + fn)
= fz + fn+1fn - fnJrlfnfl - fnJrlfn
= fﬁ — fnt1fn-1-
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Az indukcios feltevés szerint
fn—i—lfn—l - fs = (_1)717

igy
fr = fasifoor = =(fasrfoor — f2) = =(=1)" = (=1)"*,

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

10. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) a kovetkezd allitas:

fn+1fn+2 — fnfn+3 = (—1)”

Alapeset. P(0) igaz, hisz ekkor a bal oldal foy1fore— fofors = fifo—fofs =
1-1-0-2=1—-0=1, és a jobb oldal is ugyanennyi.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. A P(n + 1) allitas bal oldala

JnvoSnes — fasrSnya.

Hasznaljuk a Fibonacci sorozatra vonatkozo rekurziv formulat (kétszer):

Jnr2fors = fosifora = (far + fo) fars — fari(fags + fui2)
= fos1fnes + fafors — fosrSoes — fovifore
= fnfn+3 - fn+1fn+2'

Az indukcios feltevés szerint
Jot1fnve — fafnis = (_1)71,
igy
fav2furs = favifora = —(fav1fore — fufars) = —(=1)" = (_1>n+1>

ami éppen a P(n + 1) allitas jobb oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

11. A teljes indukci6 erésebb véltozataval bizonyitunk. Legyen P(n) az az
allitas, hogy
fg + 2fn71fn = an'

Alapeset(ek). P(1) és P(2) igaz, mert
fir2fhiafi=R+2fi=1"42-0-1=1= f,= fo
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és

fit2foifo=fi4+2ffo=1"+2-1-1=3= fi = fon.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(1), P(2),..., P(n) igaz valamely n > 2
egész szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n+1) is igaz. Alkalmazzuk a rekurziv
formulat a jobb oldalra:

fotns1) = font2 = font1 + fon = fon + fono1 + fon =
2fon + fon—1 = 2fon + (fon — fon—2) = 3fan — fon—2-

Alkalmazzuk ezutéan az indukcios feltevést majd ismét a rekurziv formuléat:

3fon — fom—1) = 3(f2+2fnfa) — (fioi + 2 fin-1)-1fn-1)
=3(fa + 2farfn) = (foa + 2fa-2fa1)
= 3f13 +6fn1fn— 371 — 2fn—2fn-1
=3f7+ fae1(6fn — fac1 — 2fn2)
=3/t 4 fac1(6fn = (fasr — fu) = 2(fn — fu-1))
= 3f3 + fn71(6fn - (fn+1 - fn) - Q(fn - (fn+1 - fn)))
= 3f3 + fn—1(6fn - (fn+1 - fn) - 2(2fn - fn—i—l))
=30+ Jae1(6fn = furr + fo = 4fu + 2fui1)
= 3f3 + foo1(3fn + fat1)
= 3f3 + (fn+1 - fn)(3fn + fn+1)
= 3f7 4 3fnsrfu+ foin = 3f2 — fufunr
= fr%—i—l + 2 fnfns1,

ami éppen a P(n + 1) allitas bal oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

12. Hasznaljuk a rekurziv formulat:
f5+1_f13—1 = (fn+fn—1)2_f3—1 = f3+2fnfn_1+f3_1—f5_1 = f3+2fnfn—1'
Am az el6z6 feladat szerint ez éppen fs,, amit bizonyitani akartunk.

13. A teljes indukci6 erésebb véltozataval bizonyitunk. Legyen P(n) az az
allitas, hogy
2+1 + fﬁ = font1-

Alapeset(ek). P(0) ¢s P(1) igaz, mert
f02+1+fg:f12+fg: P+0?=1=f = fa0m1
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és

fa+tR=B+F=0+12=2=fi= for.
Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy P(0), P(1),..., P(n) igaz valamely n
pozitiv egész szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz. Alkalmazzuk a
rekurziv formulét a jobb oldalra:

Jome1)+1 = fonts = fons2 + font1 = fong1 + fon + fong1 =
2font1 + fon = 2fons1 + (font1 — fon—1) = 3font1 — fon—1.

Alkalmazzuk ezutan az indukcios feltevést majd ismét a rekurziv formulat:

3font1 — fon—1)41 = 3(f3+1 + fﬁ) - (f(2n—1)+1 + fn2—1)
=3(fan + 1) = (R + 1)
=3[ 3 ==
= 3f3+1 + 2f72L - fZ—l
= 3f3+1 + Qf;f - (fn+1 - fn)2
= 3f3+1 + 2f3 - 3+1 + 2fn+1fn - fﬁ
= 2f2 A+ R+ 2 i1 S
=212+ (Fasz = far1)® + 2fns1 (fasz — frs1)
= 2f3+1 + f73+2 - 2fn+2fn+1 + fr%+1 + 2fn+1fn+2 - 2ff+1
= r2z+2 + f2+17

ami éppen a P(n + 1) allitas bal oldala, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

14. Minden n pozitiv egész szamra jelolje g, azon lehetGségek szamat, ahany-
féleképpen lefesthetd egy n szintes haz tgy, hogy minden szint kék vagy fehér,
és nincs két egymas feletti kék szint. Vilagos médon g3 = 2 és go = 3, hiszen
egy egyszintes haznal az egyetlen szint vagy kék vagy fehér, egy kétszintes
héznal pedig vagy mindkét szint fehér vagy az egyik fehér és a masik kék
(mindegy milyen sorrendben). Legyen ezek utan n > 3. Egy n szintes héaz
megfelels lefestései két tipusba sorolhatok:

(1) Azok a lefestések, amelyeknél az n-edik szint fehér. Ezek éppen egy
n— 1 szintes haz megfelels lefestései, feliil kiegészitve egy fehérre festett
n-edik szinttel. Ilyenekbdl g, _; van.

(2) Azok a lefestések, amelyeknél az n-edik szint kék. Ezeknél az (n — 1)-
edik szint sziikségképpen fehér, igy ezek éppen egy n — 2 szintes haz
megfelels lefestései, feliil kiegészitve egy fehérre festett (n — 1)-edik és
egy kékre festett n-edik szinttel. Ilyenekbdl g, o van.
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Igy most g, = gn_1 + gn_2. Ugyanez a rekurzié érvényes a Fibonacci so-
rozatra, ezért g1 = f3 és go = f4 miatt g, = f,.o minden n pozitiv egész
szamra.

15. Minden n pozitiv egész szamra jelolje g, azon lehetGségek szamat, ahany-
féleképpen a kisfit felugralhat egy n 1épcséfokbol allo 1épesén tgy, hogy min-
den ugrasnal vagy egy vagy két lépcstfokkal jut feljebb. Vilagos modon
g1 = 1 és go = 2, hiszen egy egy lépcs6fokbol allo 1épesén egy egyes ugrassal
lehet feljutni, egy két lépcséfokbol allon pedig vagy egy kettessel, vagy két
egyessel. Legyen ezek utdn n > 3. Egy n lépcséfokbol allo 1épesén valo
felugralasok két tipusba sorolhatok:

(1) Az utolso ugrassal egy lépcssfokkal jut feljebb a kisfin. Ezek éppen egy
n —1 1épcséfokbol allo 1épesén valo felugralasok kiegészitve a végén egy
egyes ugrassal. Ilyenekbdl g, 1 van.

(2) Az utolso ugrassal két lépestfokkal jut feljebb a kisfia. Ezek éppen egy
n — 2 1épcséfokbol allo 1épesén valo felugralasok kiegészitve a végén egy
kettes ugrassal. Ilyenekbdl g, o van.

Igy most g, = gn—1 + gn_2. Ugyanez a rekurzié érvényes a Fibonacci so-
rozatra, ezért g1 = fo és go = f3 miatt g, = f,,1 minden n pozitiv egész
szamra.

16. Minden n pozitiv egész szamra jeldlje h,, azon lehetGségek szamat, ahany-
féleképpen elkolthetiink n eurét gy, hogy minden nap vagy 1 eurdért fagyit
vesziink vagy 2 eurdért gyiimolesot. Vilagos moédon hy = 1 és hy = 2, hiszen
ha egy eurénk van azért egy nap vehetiink fagyit, ha pedig két euronk, akkor
vagy egy nap vehetiink gyiimolcsot vagy két nap fagyit. Legyen ezek utan
n > 3. Azon lehet&ségek, ahogy n eurdt elkolthetiink két tipusba sorolhatok:

(1) Utoljara 1 eurdért fagyit vesziink. Ezek éppen azon lehetGségek, ahogy
n — 1 eur6t elkolthetiink kiegészitve a végén egy fagyi vasarlasaval 1
eurdért. Ilyenekbdl h,,_; van.

(2) Utoljara 2 eurdért gyiimolesot vesziink. Ezek éppen azon lehetSségek,
ahogy n — 2 eurdt elkolthetiink kiegészitve a végén gyiimdlces vasarla-
saval 2 eurdért. Ilyenekbdl h, o van.

Igy most h, = h,_1 + h,_2. Ugyanez a rekurzié érvényes a Fibonacci so-
rozatra, ezért hy = fo és hy = f3 miatt h, = f,.1 minden n pozitiv egész
szamra.
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17. Minden n pozitiv egész szamra jelolje h, az {1,2,...,n} halmaz azon
részhalmazainak szamat, amelyek elemei kozott nincs két szomszédos szam.
Vilagos modon hy = 2 és hy = 3, hiszen az {1} halmaz megfelels részhalmazai
0,{1}, az {1,2} halmazé pedig (,{1},{2}. Legyen ezek utin n > 3. Az
{1,2,...,n} halmaz megfelel§ részhalmazai két tipusba sorolhatok:

(1) Azok a részhalmazok, amelyek nem tartalmazzék az n szamot. Ezek
éppen az {1,2,...,n — 1} halmaz azon részhalmazai, amelyek elemei
kozott nincs két szomszédos szam. Ilyen részhalmazbol h,_; van.

(2) Azok a részhalmazok, amelyek tartalmazzak az n szamot. Ezek nem
tartalmazzak az n — 1 szamot, igy ezek a részhalmazok éppen az {1, 2,
...,n — 2} halmaz azon részhalmazai, amelyek elemei k6zott nincs két
szomszédos szém, kiegészitve az n szammal. Ilyen részhalmazbol h,_»
van.

Igy most h, = h,_1 + h,_o. Ugyanez a rekurzi6é érvényes a Fibonacci so-
rozatra, ezért hy = f3 és hy = f, miatt h, = f,.o minden n pozitiv egész
szamra.

18. A teljes indukcié erdsebb valtozataval bizonyitunk. Legyen P(n) az
az allitads, hogy az n természetes szam elGéll kiillonb6z6 Fibonacci szdmok
Osszegeként.

Alapeset(ek). P(0), P(1), P(2) igaz, hiszen 0, 1,2 maguk Fibonacci sza-
mok.

Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy P(0), P(1),..., P(n) igaz valamely n > 2
egész szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz. Ha az n + 1 szam
Fibonacci szam, akkor kész vagyunk. Tegyiik fel ezutan, hogy n + 1 nem
Fibonacci szam. Legyen k a legnagyobb olyan index, amelyre f, < n + 1.
Most n+ 1 — fr < n+ 1, ezért az indukcios feltevés szerint n + 1 — f elgall
kiilonb6z6 Fibonacci szamok Osszegeként. Ebben az 6sszegben minden tag
kisebb, mint fj, hiszen

n4+1— fi < for1 — fo = fom1 < fr

(itt felhasznaltuk a rekurziv definiciot). Igy az Osszeg tagjait kiegészitve
fr-val az n+ 1 szam egy megfelels elsallitasat kapjuk. Ezért P(n+1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

19. A teljes indukci6 erdsebb valtozataval bizonyitunk. Legyen P(n) az az

allitas, hogy
1 (1B [1-vB)"
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Alapeset(ek). P(0) és P(1) igaz, mert

1 14+v5\  [(1-v5)' 1 o
()05 oo

L ({145 (1=v5\'\ 1 (V5. V5 V5
2 ) ~G\2t2) st

és

Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy P(0), P(1),...,P(n) igaz valamely n
pozitiv egész szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz. A rekurziv
formula szerint

Jons1 = fo + fa1

A jobb oldal az indukciés feltevés szerint

A -(=7))

vagy masképpen

1 143\ (145 -5\ [1-5
AT () (7)) (50)

illetve

1 ((1+v3\" (345 -3\ (3-v5
NG 2 2 B 2 2

Most egy kis leleményre van sziikség. Ez a kifejezés felirhato
n—1 n—1
1 1++/5 1+2v6+5\ [1-+5 1-2vV5+5
V5 2 4 2 4
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alakban, amit tovabb alakithatunk a kévetkezéképpen:
n—1 2 n—1 2
1 [ (1445 L+v6) (15 1-v5) ) _
NG 2 2 2 2 B
n+1 n+1
L (1B (145
V5 2 2
Igy P(n+1) is igaz.

A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

Linearis rekurzidk

1. A teljes indukci6 erdsebb valtozataval bizonyitunk. Legyen P(n) az az
allitas, hogy
S, = 2" + 1.
Alapeset(ek). P(0) és P(1) igaz, mert s =2=2"+1¢és s, =3 =2+ 1.
Indukciés lépés. Tegyiik fel, hogy P(0), P(1),...,P(n) igaz valamely n
pozitiv egész szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz. A rekurziv
formula szerint
Spi1 = 38p — 28p_1.

Alkalmazzuk az indukciés feltevést:

38p — 28,1 =3(2" +1) = 2(2" ' +1)
=3.2"4+3-2.2"1 -2
=3-2"4+3-2" -2
=2.2" 41
="t 41

Igy P(n+1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

2. A linearis rekurzio (a kezdeti értékekrsl egy pillanatra elfeledkezve)
Sp = 25n—1 + Sp—2,
a karakterisztikus egyenlet pedig

22 =2r+1.

282



A karakterisztikus egyenlet gyokei

9+Ai14d 2+
2+ - 2\/§:1i\/§’

T12 =

azaz T3 = 1 + /2 és x5 = 1 — /2; mindkét gyok egyszeres. Most
Sn=a(l+vV2)" +b(1—2)"

megoldésa a rekurzionak tetszéleges a,b € R esetén. A kezdeti értékekre
vonatkozo feltételek

so=a(l+v2)"+b(1—-v2)°"=a+b=0,
s1=a(l4+vV2) +b(1—V2)' = (a+b)+ (a —D)V2 =2

Az els6 egyenletbsl b = —a, ezt a méasodik egyenletbe helyettesitve a-2v/2 = 2
adodik, ahonnan

1 ) ) 1
a=— és = ——
V2 V2
kovetkezik. Kész is vagyunk, a keresett zart képlet
1 1
sp=—=(1+V2)" = —(1 —V2)".
N LR CAE e

3. A linearis rekurzi6 (a kezdeti értékekrdl egy pillanatra elfeledkezve)
Sp = 28p—1 + 25,_9,
a karakterisztikus egyenlet pedig
2 =22 +2.
A karakterisztikus egyenlet gyokei

4 1
2:|:\/2 +8:2:t2\/_2:1i\/§’

T12 =

azaz 1 = 1 4+ /3 és 15 = 1 — +/3; mindkeét gyok egyszeres. Most
sn = a(l+V3)" +b(1 —V3)"

megoldéasa a rekurzionak tetszéleges a,b € R esetén. A kezdeti értékekre
vonatkozo feltételek

so=a(l+V3)°+b(1-v3)"=a+b=0,
s1=a(l+V3) +b(1—-vV3)=(a+b) +(a—bV3=2.
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Az els6 egyenletbsl b = —a, ezt a méasodik egyenletbe helyettesitve a-2v/3 = 2

adodik, ahonnan

1 1
a=— és b=

V3 V3

kovetkezik. Kész is vagyunk, a keresett zart képlet

(14+V3)" — i(l — V3"

1
WV V3

4. A linearis rekurzi6 (a kezdeti értékekrsl egy pillanatra elfeledkezve)
Sp = Sp—1 + 65,9,
a karakterisztikus egyenlet pedig
r* =1 +6.
A karakterisztikus egyenlet gyokei

1+£v1+24 1425 145
2 N 2 2

T12 =
azaz r1 = 3 és ro = —2; mindkét gyok egyszeres. Most
sp = a3" +b(—=2)"

megoldasa a rekurzionak tetszéleges a,b € R esetén. A kezdeti értékekre
vonatkozo feltételek

so=a3"+b(-2)"=a+b=3,
51 =a3' +b(—=2)" = 3a — 2b = 6.

Az els6 egyenlet kétszeresét a masodikhoz adva Ha = 12, és igy a = %, majd

visszahelyettesitve az els6 egyenletbe b =3 —a =3 — 1—52 = g adodik. Kész is
vagyunk, a keresett zart képlet

5. A linearis rekurzio (a kezdeti értékekrsl egy pillanatra elfeledkezve)

Sp = 08,1 — 9371727
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a karakterisztikus egyenlet pedig
z? = 62 — 9.

Mivel 2% — 6z + 9 = (z — 3)?, ezért a karakterisztikus egyenletnek = = 3 az
egyetlen gyoke; ez kétszeres. Most

sy, = a3" + bn3"
megoldéasa a rekurzionak tetszéleges a,b € R esetén. A kezdeti értékekre
vonatkozo feltételek

so=a3’+b-0-3°=a=0,
s1=a3'+b-1-3'=3a+3b=1.

1

5 azonnal adodik. Kész is vagyunk, a keresett zart képlet

Innena=0¢ésb =

1 n
S, = —-n3".

3

6. A linearis rekurzio (a kezdeti értékekrsl egy pillanatra elfeledkezve)
Sp = 128,_9 — 16s,_3,
a karakterisztikus egyenlet pedig
z® =122 — 16.

Az 23 — 122+ 16 harmadfoki egyenlet gyokeinek meghatérozasara bar ismert
modszer, az meglehetésen bonyolult. Azonban vegytik észre, hogy x; = 2
gyoke az egyenletnek. Ezek utdn mar egyszerid a dolgunk:

22— 120416 = (v —2)(2* + 20 —8) = (v —2)(z — 2) (v +4) = (x—2)*(v+4).

Igy a karakterisztikus egyenletnek két gydke van, z; = 2 kétszeres, xo = —4
pedig egyszeres. Most

Sp = a2" +bn2" + c(—4)"

megoldasa a rekurzidnak tetszéleges a,b,c € R esetén. A kezdeti értékekre
vonatkozo feltételek

so0=0a2"4+b-0-204¢c(—4)° =a+c=1,
so=a2'+b-1-2" +c(—4)' =2a +2b— 4c = 2,
so=0a2> +b-2-2> 4+ ¢(—4)? = 4a + 8b + 16¢ = 3.
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A linearis egyenletrendszert megoldva a kévetkezdt kapjuk:

a = 37/36,
b= —1/12,
c=—1/36.

Kész is vagyunk, a keresett zart képlet

37 1 1
Y, L /)
n=35 2 T g (Y

Oszthat6sag

1. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az &llitas, hogy n® + 2n
oszthaté 3-mal.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 0* 4+ 2 -0 = 0 oszthat6 3-mal.
Indukcioés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

(n+1)P+2n+1)=n*+3n"+3n+1+2n+2
=n®+2n+3(n*+n+1).

Az indukcios feltevés szerint 3 | n®+2n. Masrészt 3 | 3(n? +n+1) trividlisan
igaz. BEzért

3nP+2n+3n*+n+1)=(n+1)7°+2(n+1),

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

2. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy n® —n
oszthato 5H-tel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 0° — 0 = 0 oszthato 5-tel.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

n+1P°—m+1)=n+5n*+10n* +10n* +5n+1—-n—1
=n’ —n+5(n* +2n° + 2n* + n).
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Az indukcios feltevés szerint 5 | n® — n. Masrészt 5 | 5(n* + 2n® + 2n? + n)
trivialisan igaz. Ezért

5|n° —n+50n*+2n°+2n*+n)=n+1)°—(n+1),

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

3. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy n® + (n +
1) + (n + 2)? oszthato 9-cel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 0° + 13 +2% = 0+ 1 + 8 = 9 oszthato 9-cel.

Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

(n+1P°+m+2°+Mn+3)0°=mn+1)°+(n+2)°+n’+9n°+27n+ 27
=n’+ (n+1)%+ (n+2)° +9(n* + 3n + 3).

Az indukcios feltevés szerint 9 | n® + (n + 1)® + (n + 2)3. Masrészt 9 |
9(n? + 3n + 3) trividlisan igaz. Ezért

9 n*+(n+1P°+n+2)°+9n*+3n+3)=(n+1)>+ (n+2)>+ (n+3)*

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

4. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az &llitas, hogy 4! +
5201 oszthato 21-gyel.

Alapeset. P(1) igaz, hisz 47! + 52171 = 42 4+ 51 = 16 + 5 = 21 oszthato
21-gyel.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

A(MADFL | 520k 1)=1 _ ynt2 4 20t
— 4 . 4n+1 + 52 . 52n—1
=4 4"t 4 25. 52071
— 4<4n+1 4 5277,71) T 21 X 52n71.

Az indukcios feltevés szerint 21 | 4" + 52~1 Masrészt 21 | 21 - 5271
trividlisan igaz. Fzért

21 ’ 4<4n+1 + 52n71) 4 21 . 521171 — 4(n+1)+1 + 52(n+1)71

?

287



vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

5. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 11" +
12271 oszthat6 133-mal.

Alapeset. P(1) igaz, hisz 11'71 + 12%171 = 112 + 12! = 121 + 12 = 133
oszthaté 133-mal.

Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

11 (r+D+1 + 192(n+1)—=1 _ {1n+2 + 192n+1
=11-11"" 4 12%. 122!
=11-11""" + 144 . 1221
= 111" + 122771 + 133 - 122

Az indukci6s feltevés szerint 133 | 117! + 12271, Masrészt 133 | 13312271
trivialisan igaz. Ezért

133 | 11(117 4 122771 4133 - 122071 = 11D+ 4 1921

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

6. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 4" +7"+1
oszthato 6-tal.

Alapeset. P(1) igaz, hisz 4 + 7+ 1 = 12 oszthato 6-tal.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

4n+1+7n+1+1:44n+77n+1
=44"+7""+1)+3-7 -3
= 44"+ T+ 1) + 3(7" — 1),

Az indukcios feltevés szerint 6 | 4" + 7" + 1. Mésrészt
6|7 —1=(T—-1)(T" +7 24+ - +7+1).

Ezért
644" + 7"+ 1) +3(7" — 1) = 4" 7 41
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vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

7. Teljes indukci6val bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 3%"*3 —
26n — 27 oszthato 169-cel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 3%0%3 —26.0—27 = 33 — 27 =27 - 27 = 0
oszthato 169-cel.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

33 HDH3 _96(n 4 1) — 27 = 326 — 260 — 26 — 27
=3%.3%%3 _ 26n — 26 — 27
= 27 3% — 26n — 26 — 27
= 27(3°"*3 — 26n — 27) + 26 - 26n — 26 + 26 - 27
= 27(3*"*3 — 26m — 27) + 26 - 26n + 26 - 26
= 27(3°"*3 — 26n — 27) + 26 - 26(n + 1)
= 27(3%"3 — 26m — 27) + 169 - 4(n + 1).

Az indukcios feltevés szerint 169 | 3373 —26n—27. Masrészt 169 | 169-4(n+1)
trivialisan igaz. Ezért

169 | 27(3%"+3 — 26n — 27) + 169 - 4(n + 1) = 33D _926(n 4 1) — 27,

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

8. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 7" —6n—1
oszthato 36-tal.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 7° —6-0—1=1—0— 1= 0 oszthat6 36-tal.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

7 6(n4+1)—1=7-T"-6n—6—1=7-T"—6n—7=7(7"—6n—1)+36n.

Az indukcids feltevés szerint 36 | 7" — 6n — 1. Masrészt 36 | 36n trivialisan
igaz. Fzért

36 | 7(7"—6n—1)+36n="7""~6(n+1) -1,
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vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

9. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 10" +
18n — 1 oszthato 27-tel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 10° +18-0—1=1—0— 1 = 0 oszthat6 27-tel.
Indukcioés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

10" +18(n+1)—1=10-10" +18n + 18 — 1
=10-10" + 18n + 17
=10(10" + 18n — 1) — 162n + 27.

Az indukcios feltevés szerint 27 | 10" 4+ 18n — 1. Masrészt 27 | 162n — 27 =
27(6n — 1) trivialisan igaz. Ezért

27| 10(10" 4 18n — 1) — 162n + 27 = 10" +18(n + 1) — 1,

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

10. Teljes indukciéval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 4™ +
15n — 1 oszthatod 9-cel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 4° +15-0—1=1—0 — 1 = 0 oszthat6 9-cel.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

4" 15(n+1) —1=4-4"+15n+ 15— 1
=4-4" +15n + 14
=4(4" 4+ 15n — 1) — 45n + 18.

Az indukcios feltevés szerint 9 | 4" +15n—1. Masrészt 9 | 45n—18 = 9(5n—2)
trividlisan igaz. Ezért

9] 4(4" +15n — 1) — 45n + 18 = 4™ + 15(n + 1) — 1,

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

11. Teljes indukciéval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 23"+ +
437+ 41 oszthato 7-tel.

290



Alapeset. P(0) igaz, hisz 2301 +430F1 4 1 =21 4 4 4+ 1 =244+1=7
oszthato 7-tel.

Indukcioés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

23(n+1)+1 + 43(n+1)+1 +1= 23n+4 + 43n+4 +1
=8. 23n+1 4 64 - 43n+1 T 1
— 8(23n+1 + 43n+1 + 1) + 56 - 43n+1 _.

Az indukci6s feltevés szerint 7 | 2371 44371 1. Masrészt 7 | 56-4%"1 —7 =
7(8 - 431 — 1) trivialisan igaz. Ezért

71 8(28mH 4 43+ 4 1) 456 4301 7 = 93(n+1)+1 | g3(nt 1)+l 4 1

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

12. Teljes indukciéval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 5-9" 1+
24773 oszthato 7-tel.

Alapeset. P(1) igaz, hisz 5- 917! + 21173 = 5.90 4 21 = 54 2 = 7 oszthato
7-tel.

Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

5 . 9(n+1)71 4 24(n+1)73 — 5 . 971, 4 24n+1
=5-9.-9""1 41623
— 9(5 . 9n—1 + 24n—3) + 7 . 2471—3'

Az indukcios feltevés szerint 7 | 5 - 9771 + 24773 Masrészt 7 | 7 - 21073
trivialisan igaz. Ezért

7 ’ 9(5 . 917,—1 4 24n—3) + 7. 24n—3 =5. 9(n+1)—1 4 24('!1-1-1)—37

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n potitiv szamra.

13. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 3°" +
457 +2 4 55711 ogzthato 11-gyel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 350 ++4%0+2 4 55041 = 304 424 51 = 14 16+5 = 22
oszthato 11-gyel.
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Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

35(n+1) + 45(n+1)+2 + 55(n+1)+1 — 3on+5 + A5n+T + 55 +6
— 35 . 3571, + 45 . 45n+2 + 55 . 55n+1
=243 - 3" 4+ 1024 - 42 4 3125 - 5Ot
— 243(3571 + 45n+2 + 55n+1)_|_
+ 781 - 4°"F2 4 2882 . 5L

Az indukcios feltevés szerint 11 | 357 4 45772 4 5571 Masrészt
11] 781 - 452 42882 . 57" = 11(71 - 472 4 262 - 5° 1)

trivialisan igaz. Ezért

11 | 243(35" + 45742 4 55nF1) 4 781 . 457F2 4 2882 . 5L —
— 35(n+1) + 45(n+1)+2 + 55(n+1)+1

Y

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

14. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy 10"2 +
1127+ oszthato 111-gyel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 10°%2 + 11291 = 10% + 11! = 100 + 11 = 111
oszthato 111-gyel.

Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz.

10(n+1)+2 + 112(n+1)+1 _ 10n+3 + 1127+3

=10-10"** + 121 - 112"+
= 10(10""2 + 112"+ 4 111 - 117",

Az indukcios feltevés szerint 111 | 10772 4 112"+, Masrészt 111 | 111- 112"+
trivialisan igaz. Ezért

111 ] 10(10™2 4+ 11271y 4 111 - 1120+ = 1o +D+2 4 17200+

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.
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15. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy egy 3"
darab egyforma szamjegybdl all szdm oszthaté 3"-nel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz 3° = 1 oszt6ja minden egész szamnak.

Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-
ra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz. Tekintsiink egy 3"*! darab egy-
forma a szamjegybdl all6 N szamot. Vegyiik észre, hogy az N szam felirhato
a kovetkezSképpen:

aaa - - -aaqaaa - - - aaqaad - - -aaq = aaa - --aaq, - 1000 ---001000---001

VvV vV Vv Vv vV vV
3™ szamjegy 3™ szadmjegy 3" szamjegy 3" szamjegy 3" szamjegy 3" szamjegy

Itt a szorzat elsd tényezGje az indukcios feltevés szerint oszthatd 3"-nel, mig
a masodik tényezs oszthaté harommal, hiszen a szamjegyeinek 6sszege 3. Igy
N oszthato 3" -nel, vagyis P(n + 1) is igaz.

A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

16.

T y rem(z,y) = x—qy

294 231 63 = 294 — 231

231 63 42 = 231—-3-63
= 231 — 3(294 — 231)
= —3-294+4-231

63 42 21 = 63—42
= (204 —231) — (—3-294 + 4 - 231)
= [4-294—5-231]

42 21 0

A legnagyobb kozos oszto 21 =4 -294 — 5 - 231.
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17.

x y rem(z,y) = x—qy

923 728 195 = 923 — 728

728 195 143 = 728 —-3-195
— 728 — 3(923 — 728)
= —3-923+4-728

195 143 52 = 195 — 143
— (923 — 728) — (—3-923 + 4 - 728)
= 4-923—-5-728

143 52 39 = 143 —-2-52

(—3-923 44 -728) — 2(4- 923 — 5 - 728)
—11-923 414 - 728
52 39 13 = 52-39
= (4-923-5-728) — (—11-923 4 14 - 728)
= [15-923 —19 - 728]
39 13 0

A legnagyobb kozos osztd 13 = 15-923 — 19 - 728.

18. (A) A feltétel sziikségessége nyilvanvalo. Az elégségesség belatasahoz
idézziik fel, hogy léteznek olyan u és v egész szamok, amelyekkel au + bv =
Inko(a, b). Ha Inko(a, b) | ¢, akkor 1étezik olyan ¢ egész, amelyre ¢-Inko(a, b) =
¢, igy x = tu és y = tv egész megoldasa az egyenletnek.

(B) A felirt egész szamok nyilvan megoldéasai az egyenletnek. Ezek utan
tegylik fel, hogy = = x7 és y = y; egész megoldasa az egyenletnek. Ekkor
a(zo — 1) + b(yo —y1) = 0, és igy

Inko(a, b) (21 = 20) = Inko(a, b) (o = w1)-

Mivel )
a
Ink =1
1o (lnko(a7 b)’ Inko(a, b)) ’
ezért
' | (- w0
—— | (x1 — 20).
Inko(a, b) P
Ez azt jelenti, hogy létezik olyan t € Z, amelyre
N bt
T =29+ —.
P Inko(a, b)
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Innen behelyettesitéssel
at

L=t Inko(a, b)

adodik.

19. El6szor kiszéamoljuk 33 és 21 legnagyobb ko6zos osztojat az euklideszi
algoritmussal.

vy rem(z,y) = T —qy

33 21 12 = 33-21

21 12 9 =21-12=21-(33-21)
= —1-33+2-21

12 9 3=12-9=(33-21)—(~1-33+2-21)
=2-33—321]

9 3 0

A legnagyobb kozos oszté 3. Mivel 3 | 24, ezért az egyenletnek van egész
megoldasa.

Egy konkrét megoldas meghatarozasahoz elGszor fel kell irni a legnagyobb
kozos osztot 33u+21v alakban, ahol u és v egész szdmok. Ezt mar megtettiik
az euklideszi algoritmus végrehajtasa soran: 3 = 2-33 — 3 - 21. Ennélfogva
33-(2-8)+21-(=3-8) = 24, vagyis ¢ = 16 és y = —24 megoldésa az
egyenletnek. Az Osszes megoldas

r=16+7t és y=-24—-11¢t
ahol t € Z.

20. El6szor kiszamoljuk 98 és 77 legnagyobb kozos osztojat az euklideszi
algoritmussal.

r oy rem(z,y) = T—qy

o8 77 21 = B8 — 17

77 21 14 = 77—3-21=77—3(98 — 77)
= —3-98+4-77

21 14 7T =21-14=(98—77)— (—3-98+4-77)
=14-98—5-77]

4 7 0

A legnagyobb kozos oszté 7. Mivel 7 | 14, ezért az egyenletnek van egész
megoldasa.

Egy konkrét megoldas meghatarozasahoz elGszor fel kell irni a legnagyobb
koz0s osztot 98u — 77v alakban, ahol u és v egész szamok. Ezt mar megtettiik
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az euklideszi algoritmus végrehajtasa soran: 14 =4 -98 — 5 - 77. Ennélfogva
98-(4-2)—=77-(5-2) = 14, vagyis © = 8 és y = 10 megoldasa az egyenletnek.
Az Osszes megoldés
r=8—11t és y=10— 14¢
ahol t € Z.
21. Hasznaljuk az Inko(a,b) = Inko(b, a — gb) Osszefliggést:
Inko(n® + 3n? + 5n + 3,n* 4 2n + 2) = Inko(n? + 2n + 2,n” + 3n* + 5n+
3—(n+1)(n*+2n+2)
= Inko(n® + 2n + 2,n* + 3n® + 5n+
3—n®—2n%—2n —n*—
2n — 2),
= Inko(n? + 2n + 2,n® + 3n*+
5n+3 —n’ — 3n’—
4dn — 2)
= Inko(n® + 2n +2,n + 1)
= Inko(n + 1,n* + 2n + 2—
(n+1)(n+1))
= Inko(n + 1,n* + 2n + 2 — n*—
2n—1)
= Inko(n + 1, 1)
=Inko(l,n+1—mn-1)
= Inko(1,1) = 1.

22. Legyen d = Inko(n! + 1, (n +1)! 4+ 1). Ekkor
dl(n+1)-(n!+1)—1-(n+!+1)=n+D!+n+1)—(n+1)!=1=n.
Innen kévetkezik, hogy

d|1-(n+1)=(n—-—1)'n=nl+1-nl=1.
Ez viszont csak gy lehetséges, ha d = 1.

23. Minden k természetes szamra legyen Fj, = 22" 4+ 1. El6szor teljes induk-
cioval megmutatjuk, hogy barmely n pozitiv egész szamra

n—1
Hﬂ:m—z
k=0
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Legyen P(n) az az allitas, hogy

n—1
H F.=F,—2.
k=0

Alapeset. P(1)igaz, hisz Fy = 22 +1 =241 =3és F;—2 = (22 +1)—2 =
(22+1) —2=5—2 =3 szintén.

Indukcids 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy P(n + 1) is igaz. Az indukcios feltevés szerint

ezért

n n—1
HFk' - (H Fk) F, = (Fn_Q)Fn = (22"_1>(22"+1) = 22"+1_1 - Fn+1_2'
k=0 k=0

Igy P(n+1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.
Ezek utan az allitas bizonyitasa mér egyszerd. Legyenek m < n tetszdéle-
ges termeészetes szamok, és legyen d = Inko(F},, F},,). Az el6bbiek szerint

Fn:(FO"'Fm—lFm-l—l"'Fn—l)Fm+2a

ezért a legnagyobb kozos oszt6 tulajdonsigait osszefoglalo allitas utolsé pont-
javal 6sszhangban d = Inko(F,,,2). Ez viszont csak ugy lehetséges, ha d = 1
vagy d = 2. Am F,, és F,, paratlan szamok, igy sziikségképpen d = 1.

24. Egy megjegyzéssel kezdjiik a bizonyitast. Tegyiik fel, hogy = = xy,
Yy = Yo, 2 = 2o pozitiv egész megoldasa az egyenletnek, és legyen d =
Inko(zo, o, 20). Tekintsiik az x1 = xo/d, y1 = yo/d, z1 = zo/d pozitiv egész
szamokat. Ekkor x = x1, y = y1, 2 = 2z is pozitiv egész megoldasa az
egyenletnek és Inko(x1,y1,21) = 1. Megforditva, tegyiik fel, hogy = = xq,
Y = Y1, 2 = 21 pozitiv egész megoldasa az egyenletnek és Inko(zq,y1,21) = 1.
Ekkor tetsz6leges t pozitiv egész szamra x = x1t, y = y1t, 2 = 21t is pozitiv
egész megoldasa az egyenletnek. Ennélfogva elég az egyenlet olyan x = xq,
Yy = Y1, 2 = 21 pozitiv egész megoldasainak vizsgélatara szoritkozni, ame-
lyekre Inko(zq, 41, 21) = 1.

Tegyiik fel elszor, hogy © = x1, y = y1, 2 = 21 pozitiv egész megoldéasa az
egyenletnek és Inko(xy, 41, 21) = 1. Ekkor Inko(z1,y1) = 1, Inko(x, 21) = 1 és
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Inko(y;, 21) = 1. Valoban, indirekt tegyiik fel, hogy valamely p primszamra
példaul p | zy és p | y1. Ekkor p® | 2% és p® | yi, igy p* | 21 + yi = 21,
kovetkezésképpen p | z; ami ellentmond az Inko(zy,y1, 21) = 1 feltételnek.

Innen azonnal kévetkezik, hogy az x1 és y; szdmok koziil nem lehet mind-
kett6 paros. De nem lehet mindketts paratlan sem. Valoban, ha x; és vy
paratlan szamok, akkor z? és y? néggyel osztva egy maradékot ad, kovet-
kezésképpen x? + y? = z? néggyel osztva kettd maradékot ad. Am ez nem
lehetséges, hiszen egy négyzetszam néggyel osztva nulla vagy egy maradékot
ad.

Kaptuk tehat, hogy x; és y; koziil az egyik paros, a mésik paratlan.
Mivel szerepiik a vizsgélt egyenletben szimmetrikus, ezért az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehets, hogy x; péaros és y; paratlan. Ekkor persze z;
is paratlan.

Az 22 + y? = 2? Osszefiiggést atirjuk a kovetkezképpen:

(Q)QZZ%—y%:zﬁyl,zl—yl
2 1 2 2

Itt az elgbbiekkel dsszhangban x1/2, (21 +y1)/2 és (21 — y1)/2 pozitiv egész
szamok. Vegyiik észre tovabba, hogy

Inko (21 +y oz — y1) 1

2 72

Valoban, ha valamely d pozitiv egész szam osztoja (z1 + y1)/2-nek és (z; —
y1)/2-nek, akkor osztoja azok Osszegének és kiilonbségének is, vagyis d osztodja
z-nek és y;-nek is. Am ez Inko(yy, 21) = 1 miatt csak akkor lehetséges, ha
d=1.

A szamelmélet alaptétele értelmében két relativ prim pozitiv egész szam
szorzata csak akkor lehet négyzetszam, ha azok sajat maguk is négyzetsza-
mok. Ennélfogva léteznek olyan m és n pozitiv egészek, hogy

21+ 2 . 21— 2
=m és =n”.

2 2

Igy 21 = m? +n? és y; = m? — n?, végill 22 = 4m?n? miatt z; = 2mn. Itt
vilagos modon Inko(m,n) = 1. Tovabba 1 és y; ellentétes paritdsa miatt m
és n is ellentétes paritastak, valamint nyilvanvaléan m > n.

A kovetkezd 1épésben belatjuk, hogy ha x; = 2mn, 1y, = m? —n?, 2 =
m? 4+ n?, ahol m > n ellentétes paritast, relativ prim pozitiv egész szamok,
akkor x = x1, y = y1, 2 = 2z pozitiv egész megoldasa az egyenletnek és
Inko(z1, 41, 21) = 1.
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Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy

2} +yi = (2mn)? + (m* —n®)?
=4m?n® + m* — 2m®*n® + n*
=m* + 2m?n? + n*

= (m® +n?)? = z}.

Az Inko(zq,y1,21) = 1 Osszefliggés belatasahoz elég igazolni példaul, hogy
Inko(zq1,y1) = 1. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan p primszam, amely
osztdja xi-nek és y;-nek is. Mivel m és n ellentétes paritastak, ezért y; =
m? — n? paratlan szam, igy p # 2. Ennélfogva p | z; = 2nm miatt p | m
vagy p | n. Az altalanosség megszoritas nélkiil feltehetjiik, hogy p | m. Ekkor
p | m?, kovetkezésképpen p | m?—y; = n?, ésigy p | n. Ez viszont ellentmond
annak, hogy Inko(m,n) = 1.

Osszefoglalva az eddigieket, az 22 +y? = 22 egyenlet megoldhaté a pozitiv
egész szamok halmazén; a megoldasok = = x1t, y = y1t, 2 = 2t, ahol ¢
tetszGleges pozitiv egész, tovabba x, = 2mn, y; = m? — n?, z; = m? + n?,
ahol m > n ellentétes paritasi, relativ prim pozitiv egész szamok.

25. A szamelmélet alaptételével Gsszhangban tetszéleges n pozitiv egész

szam egyértelmien felirhato pi*ps? - - - pp* alakban, ahol p; < py < -+ <
pr primszamok és aq, ag, ..., ap pozitiv egészek (ezt a felirast n kanonikus

alakjanak nevezziik). Vilagos modon n pozitiv osztéi éppen a pf ! p’§2 e pf’“
szamok, ahol 0 < ; < a; minden 1 < ¢ < k esetén. Ilyen alakd szambol
(1+a1)(1+ @) (14 ar) darab van, az 6sszegiik pedig

Q+pr+- i) Fpat -+ %) (L pe -+ ).

Jeldlje o(n) az n pozitiv egész pozitiv osztoinak Gsszegét. A fenti formulabol
azonnal adodik, hogy ha az n; és ny pozitiv egészekre Inko(ny, ny) = 1, akkor
o(ning) = o(ny)o(ng).

E kis kitérs utan el6szor azt latjuk be, hogy ha n felirhato 2P=1(2P — 1)
alakban, ahol p és 2P — 1 prim, akkor n tokéletes. Valoban,
o(n) =o(2P"1(2F — 1))
=o(2P" Ho(2r - 1)
=142+ F+2"H (1 +2°2 1)

= (2" —1)-2°
=2.2"71(2P — 1)
= 2n.
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Itt felhasznaltuk, hogy 2P~! és 2P — 1 nyilvanvalé modon relativ primek.

Megforditva, tegyiik fel, hogy az n pozitiv paros szam tokéletes. Az n
szam nyilvan egyértelmien felithato 2™t alakban, ahol m pozitiv egész, t
pedig pozitiv paratlan egész. Most egyrészt

o(n) = o(2™) = o (2™)a(t) = (2™ — 1) (1),

masrészt
o(n) =2n = 2™t

Ebbél kovetkezik, hogy
(2" — Do(t) = 2"t

Innen t6bbek kozott rogton latszik, hogy ¢ > 1. Vonjunk ki mindkét oldalbol
(2m+ — 1)t-t:
2™ —D)(o(t) —t) = t.

Vegyiik szamba t osztoit. ElGszor is t-nek nyilvan osztoja onmaga. Masrészt
az el6bbi Osszefiiggéssel dsszhangban t-nek osztoja o(t) — t. Mivel 2T —
1 > 1, ezért o(t) —t < t, vagyis o(t) — t és t kiilonbozs osztok. Ezek
osszege o(t) —t +t = o(t), ennélfogva mas osztdja nem is lehet t-nek. Ez
viszont azt jelenti, hogy ¢ primszam, tovabba o(t) —t = 1. Kovetkezésképpen
t=2mt1 — 1, ¢ésigy n=2m(2m* — 1), ahol 2! — 1 prim.

Ebbél rogton adodik az is, hogy m + 1 prim. Valéban, indirekt tegyiik
fel, hogy m + 1 Osszetett szam, vagyis m + 1 = ab, ahol a,b > 1 egészek.
Ekkor

2m+1 —1= 2ab —1= (2& . 1)(2a(b—1) 4 2a(b—2) 4ot 2a + 1)

Itt a,b > 1 miatt mindkét tényezs nagyobb, mint 1, azaz 2™ —1 is dsszetett
szam, ellentmondva az el6bbieknek.

26. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy fs,
oszthato 2-vel.

Alapeset. P(0) igaz, hisz f3.0 = fo = 0 oszthato 2-vel.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-

ra. Belatjuk, hogy P(n+1) is igaz. Hasznaljuk a Fibonacci sorozatra vonat-
kozo6 rekurziv formulat (kétszer):

J3tm+1) = f3ne3 = fant2 + fant1 = fans1 + f3n T fanr1 = 2f3n01 + f3n-

Az indukcios feltevés szerint 2 | f3,. Méasrészt 2 | 2f3,,1 trividlisan igaz.
Ezért

2| 2fspt1 + fon = famt),
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vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

27. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy fu,
oszthato 3-mal.

Alapeset. P(0) igaz, hisz fi.0 = fo = 0 oszthatd 3-mal.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-

ra. Belatjuk, hogy P(n+1) is igaz. Hasznaljuk a Fibonacci sorozatra vonat-
kozo6 rekurziv formulat (haromszor):

Jans1) = fanva = fane3 + fanse = fango + fans1 + fang2 =
2fanto + fant1 = 2fant1 + 2fan + fans1 = 3fans1 + 2fuan.

Az indukcios feltevés szerint 3 | fy,. Méasrészt 3 | 3fy,41 trividlisan igaz.
Ezért

3| 3fams1 + 2fum = Jam+1ys

vagyis P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.

28. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy

hlkO(fn, fn—H) =1.

Alapeset. P(0) igaz, hisz Inko(fy, fi) = Inko(0,1) = 1.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n természetes szam-

ra. Belatjuk, hogy P(n+1) is igaz. Hasznaljuk a Fibonacci sorozatra vonat-
kozo rekurziv formulat:

lnko(fn—f—la fn+2) = lnko(fn—i-la fn+1 + fn)
Hasznaljuk ezutén az Inko(a, b) = Inko(b, a — gb) Osszefiiggést:
Inko(frt1 + fu, fut1) = Inko(fry1, fn)-

Végiil hasznaljuk az indukcios feltevés: Inko( f,, fni1) = 1. Ebbdl kovetkezik,

hogy Inko(f11, fnie) = 1, igy P(n + 1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n természetes szamra.
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Kongruenciak

1. Fermat tétele szerint 8!° -8 = 816 = 1 (mod 17), ezért rem(8'° 17)-et
kell kiszamitani, amit egymas utani négyzetre emelésekkel elég egyszertien
megtehetiink:

82=64=13 (mod 17),
8'=(82)’=13*=169=16 (mod 17),
88 =(8)?=162=256=1 (mod 17),
majd
85 =8%.8.82.8=1-16-13-8=208-8=4-8=32=15 (mod 17).
Igy rem(8'°,17) = 15. Ellenérzésképpen 8- 15 =120 = 1 (mod 17).

2. Fermat tétele szerint 5'7 -5 = 58 = 1 (mod 19), ezért rem(5'7, 19)-et
kell kiszamitani, amit egymas utani négyzetre emelésekkel elég egyszertien
megtehetiink:

mod 19),
=(5°)"=6"=36=17 (mod 19),
5= =177=2890=4 (mod 19),
(5%°)?=4%*=16 (mod 19),

(S
[\
Il
[\
ot
Il
[@p)
o~

majd
57"=5%.5=16-5=80=4 (mod 19).
Igy rem(5'7,19) = 4. Ellencrzésképpen 5-4 = 20 = 1 (mod 19).
3. Nyilvan n'3 + 12n = (n'® — n) + 13n, ezért elég belatni, hogy n'® —n
oszthato 13-mal. Ha 13 | n, akkor ez trividlisan teljestil. Ellenkezs esetben

Inko(13,n) = 1, igy a Fermat tételt alkalmazva n'?> = 1 (mod 13), ahonnan
n'® =n (mod 13), vagyis 13 | n'3 — n.

4. Ha 13 | n, akkor ez nyilvan igaz. Ellenkez§ esetben Inko(13,n) =1, igy a
Fermat tételt alkalmazva

n? =n"*® =p'2. 0¥ =n® (mod 13),
8

n* =n!?3 = (13 0P =n®  (mod 13),
n® = n!?0t8 = (!0 . 0 =n®  (mod 13),
ahonnan
n® +4n™ 4+ 8 =n® 4+ 4n®* 4+ 8n* =130 =0 (mod 13),
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vagyis 13 | n?® + 4nt 4 8n®0.
5. El6szor is vegyiik észre, hogy
17319 = (1710 + 3)'% = 3% (mod 17).

Mivel Inko(3,17) = 1, ezért a Fermat tétellel 6sszhangban

3163 = (316)10.33 =33 =27 =10 (mod 17).
Tehat a keresett maradék 10.
6. ElGszor is vegyiik észre, hogy

247 = (23-10+ 17)*" = 17" (mod 23).
Mivel Inko(17,23) = 1, ezért a Fermat tétellel 6sszhangban

17" =(17H 17 =177 =289 =13 (mod 23).

Tehat a keresett maradék 13.

7. El6szor is
3334 = (747 + 4)** =4 (mod 7),

illetve
444%% = (7-63 + 3)*? = 3% (mod 7).

Mivel Inko(4,7) = 1 és Inko(3,7) = 1, ezért a Fermat tétellel 6sszhangban
44 =45™ =1 (mod 7),

illetve
3338 =303 =33 =6 (mod 7).
Igy
333 L 44438 =146=0 (mod 7).

8. Mivel Inko(2,13) = 1 és Inko(3,13) = 1, ezért a Fermat tétellel 6sszhang-
ban
970 = 9512410 — 910 (1) 13)

illetve
310 =310 =319 (mod 13).
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Azonban
210 4310 = (22)° + (%) =4° +9° = (4 +9)(4* —4>-9+4%. 97 —4.9° + 9%),
ami trividlisan oszthatd 13-mal. Innen az allitas adodik.

9. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan megoldas, ahol z,y, z nem mind-
egyike 0. Legyen d = Inko(z,y,z). Ekkor o’ = x/d, v = y/d, 2/ = z/d
szintén megoldés, és erre a megoldasra Inko(z’, 1/, 2') = 1. Ebbdl kovetkezik,
hogy ha létezik nem trivialis megoldas, akkor létezik olyan megoldés is, ahol
Inko(z,y, z) = 1. Tekintsiink egy ilyen megoldast. Mivel

xt + 5y4 = 424,

ezért
' + 5y =42 (mod 5)

is teljesiill. Ha x nem tobbszordse 5H-nek, akkor a Fermat tétel szerint a
kongruencia bal oldala 1-gyel, a jobb oldala pedig 0-val vagy 4-gyel kongruens
modulo 5, attol fiiggGen, hogy z tobbszorose 5-nek vagy sem. Ellentmondéasra
jutottunk, igy sziikségképpen x tobbszordse H-nek. Hasonldéan, ha z nem
tobbszorose 5-nek, akkor a Fermat tétel szerint a kongruencia jobb oldala
4-gyel, a bal oldala pedig 0-val kongruens modulo 5 (hiszen x tébbszorose
5-nek). Ismét ellentmondésra jutottunk, igy sziikségképpen z is t6bbszorose
5-nek.
Legyen x = bz és z = 5z1. Ezeket az eredeti egyenletbe helyettesitve

5%t 4 5yt =452,
illetve
5301 +yt =452

adodik. Ennélfogva y* tobbszordse 5-nek, és igy 5 prim volta miatt y is
tobbszorose 5-nek. Ez viszont ellentmond az Inko(z,y, 2) = 1 feltételnek.

10. (A) A kongruencia ekvivalens ap | k*—1 = (k+1)(k—1) oszthatosaggal.
Ez viszont pontosan akkor teljestil ha p | k+ 1 vagy p | k — 1, azaz k = +1
(mod p).

(B) Ha p = 2, akkor az allitas trivialisan teljesiil. Legyen ezutan p > 2.
Ekkor 1 és p — 1 kiilonb6z6 tényezéi az

1-2---(p—1)
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szorzatnak, és az el6z6 allitassal Gsszhangban a tényezGk koziil csak ezek
multiplikativ inverzei onmaguknak. Ko&vetkezésképpen a tobbi tényezd pé-
rosithatd a multiplikativ inverzével. Mivel egy szam és annak multiplikativ
inverzének szorzata kongruens eggyel, ennélfogva

1-2.--(p—1)=1-(p—1)=—-1 (mod p).

11. Legyen m = mymgy---m,. Ekkor minden 1 < ¢ < n esetén - egész

valamint Inko(™, m;) = 1. Ebbdl kévetkezik, hogy minden 1 < i < n esetén
létezik olyan b; egész, hogy
ﬁbi =1 (mod m;).

i
Masrészt ha 1 <4,j < n és i # j, akkor m; | 2, és igy
J

ﬁbj =0 (mod m,).

m;

Definialjuk a ¢ szamot a kovetkezSképpen:

" m

c= E —bja;.
m.
j=1 "

Ekkor

n
m m
c= Z Ebjaj = _z'biai =a; (mod m;)
J=1
minden 1 <7 < n esetén, azaz ¢ megoldasa a kongruenciarendszernek.
Ezek utan tegyiik fel, hogy ¢ és ¢ is megoldasa az

r=a; (modmy),

as (mod my),

r=a, (modm,)

kongruenciarendszernek. Ekkor nyilvidn minden 1 < i < n esetén ¢ = ¢
(mod m;), vagyis m; | ¢ — . Mivel Inko(m;, m;) = 1 barmely 1 < 7,7 < n és

i # j esetén, ennélfogva m | ¢ — ¢, vagyis ¢ = ¢ (mod m).

12. Olyan d pozitiv egész szamot keresiink, amelyre 13d = 1 (mod 60).
Elgszor fejezziik ki az Inko(13,60) = 1 legnagyobb kozos osztot 60u + 13v
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alakban, ahol u és v egész szamok:

x Y rem(z,y) = r—qy

60 13 8 = 60—4-13

13 8 5 = 13-8
= 13— (60—4-13)
= —1-60+5-13

8 5 3 = 8-5
= (60 —4-13) — (=1-60+5-13)
= 2-60-9-13

5 3 2 = 5-3
= (-1-60+5-13)—(2-60—9-13)
= —3-60+14-13

3 2 1 = 3-2
= (2:60—9-13) — (=360 + 14 - 13)
= |5-60—23-13]

2 1 0

Ezek utan d = rem(—23,60) = 37, igy a titkos kules (37, 77).

Grafok

1. (A) Van:

(B) Nincs. Tetszbleges grafban a fokszamok Gsszege az élszam kétszerese, igy

sziikségképpen paros szam. Itt viszont a fokszamok Osszege 29.

(C) Nincs. Egy hét csucsa grafban nem lehet egyszerre hatodfoku és nul-
ladfoku cstics, azaz olyan, amelyik az Osszes tobbivel szomszédos, és olyan,

amelyik egyikkel sem.

(D) Nincs. Ha egy hét csucsu grafban van harom hatodfoka csics, azaz
olyan, amelyik az Gsszes tobbivel szomszédos, akkor a graf 6sszes tobbi csticsa

legalabb harmadfokd. Itt viszont van egy masodfoku cstcs is.
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(E) Nines. Itt az 1,1,1,2,3 fokszamu csicsok altal feszitett részgraf cstucsa-
ibol legfeljebb 8 él menne a 4,5,7 fokszamu csicsok altal feszitett részgraf
csicsaiba, mig a 4,5, 7 fokszamu cstcsok &ltal feszitett részgraf cstucsaibol
legalabb 16 — 3 -2 = 10 él menne az 1,1, 1,2, 3 fokszamu cstcsok altal feszi-
tett részgraf csicsaiba, ami nyilvan lehetetlen.

(F) Nincs. Itt a 4,4,5 fokszamu cstucsok &ltal feszitett részgraf cstcsaibol
legfeljebb 13 él menne a 7,7,7,8,8,8 fokszamu cstcsok altal feszitett rész-
graf cstucsaiba, mig a 7,7,7,8, 8,8 fokszamu csticsok altal feszitett részgraf
csucsaibol legalabb 45 — 6 - 5 = 15 él menne a 4, 4,5 fokszamu cstcsok altal
feszitett részgraf csicsaiba, ami nyilvan lehetetlen.

(G) Van:

2. Fogalmazzuk at az allitast grafokra: ha egy grafban semelyik két azonos
fokszamu csiicsnak nincs kdzos szomszédja, akkor a grafban van olyan cstcs,
amelyik legfeljebb els6fokii. Ha a grafban van 0 fokszamu cstcs, akkor az alli-
tas nyilvanvaloan igaz. Tegyiik fel ezért, hogy a graf minden csticsa legalabb
elséfoki. Legyen v a graf egy maximaélis fokszamu cstcsa. Most v szomszéda-
inak lehetséges fokszamai 1,2, ..., d(v), és ezen értékek sziikségképpen mind
el is fordulnak, hisz v semelyik két szomszédja nem lehet azonos fokszamu
a feltétel miatt. Igy a grafban van elséfoku cstcs.

3. Fogalmazzuk at az allitast grafokra: barmely n csicsu és n+1 éli grafban
van olyan csics, amely legalabb harmadfokt. Indirekt médon bizonyitunk.
Tegyiik fel, hogy az allitassal ellentétben van olyan n csticst és n + 1 éld G
graf, amelyben minden csiics legfeljebb masodfoki. Ekkor az 6sszfokszam
legfeljebb 2n, igy G élszama legfeljebb n, hiszen egy grafban a fokszamok
Osszege megegyezik az élek szamanak a kétszeresével. Ellentmondéasra jutot-
tunk, kovetkezésképpen az allitas igaz.

4. Fogalmazzuk at az allitast grafokra: barmely 6 cstcsa graf tartalmaz vagy
3 csicsu teljes grafot vagy 3 csticsi iires grafot. Tekintsiink egy 6 csiicsi G
grafot. Legyenek G cstcsai a,b,c,d,e, f. Most a b,c,d, e, f cstcsok kozott
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vagy van harom olyan, amelyek mindegyike szomszédosak a-val, vagy van
hérom olyan, amelyek egyike sem szomszédos a-val.

Tegyiik fel elszor, hogy van harom olyan cstcs, amelyek mindegyike
szomszédos a-val, legyenek mondjuk b,c,d ilyenek. Ha b,c,d egyike sem
szomszédos a masik kettével, akkor a b, ¢, d csticsok egy 3 csiicsu tires grafot
feszitenek ki G-ben. Ha viszont van kozottiik két szomszédos, mondjuk b és
c, akkor az a, b, ¢ csticsok egy 3 cstucsu teljes grafot feszitenek ki G-ben.

Tegyiik fel ezutan, hogy van harom olyan cstics, amelyek egyike sem szom-
szédos a-val, legyenek mondjuk b, c,d ilyenek ismét. Ha b, ¢, d mindegyike
szomszédos a masik kettGvel, akkor a b, ¢, d cstcsok egy 3 csticsi teljes grafot
feszitenek ki G-ben. Ha viszont van kozottiik két nem szomszédos, mondjuk
b és c, akkor az a, b, c csticsok egy 3 csucsu iires grafot feszitenek ki G-ben.

5. Fogalmazzuk at az allitast grafokra: barmely 10 csicsa graf tartalmaz
vagy 3 cstcsu teljes grafot vagy 4 csicsi tires grafot. Tekintsilink egy 10 csi-
csu G grafot. Legyenek G csicsai a, b, ¢, d, e, f, g, h,i,j. Most a b,c,d, e, f,g,
h, 1,5 cstcsok kozott vagy van négy olyan, amelyek mindegyike szomszédosak
a-val, vagy van hat olyan, amelyek egyike sem szomszédos a-val.

Tegyiik fel el6szor, hogy van négy olyan csics, amelyek mindegyike szom-
szédos a-val, legyenek mondjuk b, ¢, d, e ilyenek. Ha b, ¢, d, e egyike sem szom-
szédos a masik harommal, akkor a b, ¢, d, e cstcsok egy 4 csticsu iires grafot
feszitenek ki G-ben. Ha viszont van kozottiik két szomszédos, mondjuk b és
¢, akkor az a, b, ¢ csticsok egy 3 cstcsu teljes grafot feszitenek ki G-ben.

Tegyiik fel ezutan, hogy van hat olyan cstcs, amelyek egyike sem szom-
szédos a-val, legyenek mondjuk b,c,d, e, f, g ilyenek. A 4. feladat szerint
a b, c,d e, f,g csicsok altal feszitett részgraf tartalmaz vagy 3 cstcsu teljes
grafot vagy 3 cstcsu iires grafot. Ha a részgraf tartalmaz 3 cstcsu teljes gra-
fot, akkor kész vagyunk. Ha pedig a részgraf tartalmaz 3 cstcsu iires gréfot,

akkor az a csics ezzel a harom csiicesal egy 4 csicsu tires grafot feszit ki
G-ben.

6. Fogalmazzuk at az allitast grafokra: barmely 9 cstcsa graf tartalmaz vagy
3 cstcsu teljes grafot vagy 4 csicsi iires grafot. Tekintsiink egy 9 csiicsi G
grafot. Legyenek G csucsai a,b,c,d, e, f,qg,h,1.

Ha minden cstcs legfeljebb harom maésik csiicesal szomszédos és legfel-
jebb 6t masik cstiiccsal nem szomszédos, akkor az 6sszes csucs sziikségképpen
harmadfokt, ami nyilvin nem lehetséges, hiszen egy graf paratlan foku csu-
csainak szama paros.

Ezért van olyan csiics, amelyik legalabb négy maéasik csiiccsal szomszédos
vagy legalabb hat masik cstuccsal nem szomszédos. Legyen mondjuk a egy
ilyen cstcs.
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Tegytik fel elgszor, hogy van négy olyan cstucs, amelyek mindegyike szom-
szédos a-val, legyenek mondjuk b, ¢, d, e ilyenek. Ha b, ¢, d, e egyike sem szom-
szédos a masik harommal, akkor a b, ¢, d, e cstcsok egy 4 csticsu iires grafot
feszitenek ki G-ben. Ha viszont van kozottiik két szomszédos, mondjuk b és
¢, akkor az a, b, ¢ csticsok egy 3 cstcsu teljes grafot feszitenek ki G-ben.

Tegyiik fel ezutan, hogy van hat olyan cstcs, amelyek egyike sem szom-
szédos a-val, legyenek mondjuk b,c,d, e, f, g ilyenek. A 4. feladat szerint
a b, c,d e, f,g csicsok altal feszitett részgraf tartalmaz vagy 3 cstcsu teljes
grafot vagy 3 cstcsu iires grafot. Ha a részgraf tartalmaz 3 cstcsu teljes gra-
fot, akkor kész vagyunk. Ha pedig a részgraf tartalmaz 3 cstcsu iires gréfot,
akkor az a csics ezzel a harom csiicesal egy 4 csicsu tires grafot feszit ki
G-ben.

Megjegyezziik, hogy van olyan 8 csticst graf, amely nem tartalmaz sem 3
csucsu teljes grafot sem 4 csticsu iires gréafot:

7. Fogalmazzuk at az allitast grafokra: ha egy 7 cstcsu graf éleinek szama
13, akkor van a grafban 3 cstcsu teljes graf. Tekintsiink egy 7 csticsu és 13
éli G grafot. Legyenek G csicsai a, b, ¢, d, e, f, g.

Tegytik fel elGszor, hogy van a grafnak legalabb 6todfoki cstucsa. Legyen
mondjuk a egy ilyen cstcs, és legyenek mondjuk b, ¢, d, e, f szomszédosak a-
val. Ha a b,c,d, e, f cstcsok kozott semelyik kettd nem szomszédos, akkor a
grafnak legfeljebb 21 — 10 = 11 éle lehet, ami ellentmondas. Igy a b, ¢, d, e, f
cstucsok kozott van két szomszédos, ezek a-val egyiitt egy 3 csticsi teljes
grafot feszitenek ki G-ben.

Tegyiik fel ezutan, hogy a graf minden csticsa legfeljebb negyedfoki. Mi-
vel a grafban a fokszamok Osszege 2 - 13 = 26, ezért a grafban legaldbb 5
negyedfoki csiics van. Legyenek mondjuk a,b, ¢, d, e ilyen csticsok. Ha az
a,b,c, d,e csucsok kozott semelyik ketté nem szomszédos, akkor a grafnak
legfeljebb 21 — 10 = 11 éle lehet, ami ellentmondas. Igy az a,b,c,d, e cst-
csok kozott van két szomszédos, legyenek mondjuk a és b ilyenek. Az a és b
csucsok mindegyike a ¢, d, e, f, g csucsok koziil harommal szomszédos, igy a
¢, d,e, f, g csiicsok kozott van olyan, amelyik a-val és b-vel is szomszédos, ez
a csics a-val és b-vel egyiitt egy 3 cstesu teljes grafot feszit ki G-ben.
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Megjegyezziik, hogy van olyan 7 csticsu és 12 éli graf, amely nem tartal-
maz 3 csucsu teljes grafot:

8. Legyen a, b és c a graf harom tetszéleges csiicsa. Ezen csticsok mindegyike
a graf maradék hét csicsa koziil legaldbb 6ttel szomszédos, igy a maradék
hét cstics kozott sziikségképpen van legalabb harom, amelyek a-val és b-vel
is szomszédosak. Legyen d, e és f hérom ilyen csics. Mivel c-nek is van
legaldbb 6t szomszédja a maradék hét csics kozott, ezért d, e és f koziil
legaldbb egy szomszédos c-vel is. Innen az allitas adodik.

9. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan G graf, amelynek minden cstcsa pé-
ratlan fokszamu, és amelynek nincs hdrom azonos fokszamu csticsa. Mivel
egy grafban a paratlan fokszamu csticsok szama paros, ezért G paros csics-
szamu. Legyen G cstcsszama 2k. Ekkor a G-beli fokszamok k érték koziil
keriilhetnek ki: 1,3,5,...,2k — 1. Ezek a fokszamértékek sziikségképpen
el6 is fordulnak, mégpedig mindegyik pontosan kétszer, hiszen G-ben nincs
harom azonos fokszdmu cstcs. Azonban ez nem lehetséges, ugyanis ha van
két 2k — 1 fokszamu cstics G-ben, vagyis két olyan, amelyik az Gsszes tobbi
cstcesal 6ssze van kotve, akkor nem lehet G-ben elséfoki csiics.

10. Legyen (v, vs,...,v,) a grafban egy leghosszabb 1t egymas utani csi-
csainak sorozata. Most a v; cstucs szomszédai vilagos modon a vs, vs, ..., U,
csticsok koziil keriilnek ki. Mivel v; legalabb harmadfoku, ezért léteznek
olyan 3 <1 < j < m indexek, amelyekre v, szomszédos v;-vel és v;-vel. Ha 1
péros, akkor a leghosszabb at vy és v; kozotti részutja, kiegészitve a {vq, v;}
éllel egy paros hosszusigia kor a grafban. Hasonloéan, ha j paros, akkor a
leghosszabb 1t vy és v; kézotti részutja, kiegészitve a {vy,v;} éllel egy péaros
hossztisagi kor a grafban. Végiil ha ¢ és j is paratlan, akkor a leghosszabb 1t
v; és v; kozottl részutja, kiegészitve a {vy,v;} és a {v1,v;} élekkel egy paros
hosszusagu kor a grafban.

11. Indirekt tegyiik fel, hogy a graf nem Osszefiiggs. Tekintsiik a graf egy
H 0Gsszefiiggé komponensét, legyen ennek csticsszama k. Vildgos, hogy a H
komponensben az élek szama legfeljebb (g) Ezeken kiviil a grafnak legfeljebb
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(";k) tovabbi éle lehet, igy a graf élszama Osszesen legfeljebb

k n—k k(k—1) (n—k)(n—k—-1)
o) () =
k:(k:—l)+(n—1—k—|—1)(n—2—k’+1)

2 2
:k(k:—l)+(n—1)(n—2)_ (n—1D(k-1)
2 2 2
n—2)k—1) (k—1)(k—-1)
B 2 * 2
_ (n—-1n-2)
2
CEk=D((r=1)+n-2)—k—(k-1))
2
m—1)(n—-2) (k—1)2n—2k—2)

n_12_ ) i _2
(2) (k—1)(n—k—1)

n—1
2
(az utolso lépésnél felhasznéltuk, hogy 1 < k <n—1miatt k—1ésn—k—1

is nem negativ, igy szorzatuk is az). Ez viszont ellentmond az élszamra
vonatkozo feltételnek. Ebbdl kovetkezik, hogy a graf osszefiiggd.

N

12. Nem lehetséges. Tegyiik fel, hogy egy grafot le tudunk rajzolni a kivant
modon. Ekkor persze le tudjuk rajzolni tgy is, hogy csticsbol indulunk és
csicsba érkeziink. Nézziink egy ilyen lerajzolast. Vegyiik észre, hogy a le-
rajzolas soran valahanyszor egy csticson athaladunk, mindig ahhoz illeszked6
két élt jarunk végig. Tekintsiik ezt a két élt egymassal parositottnak. Ha
a lerajzolast nem a kiindulasi pontban fejezziik be, akkor az els6nek és az
utolsonak végigjart élek par nélkiil maradnak, ha pedig végiil a kiindulasi
pontba érkeziink, akkor ezek egymaéssal parosithatok. Kimondhatjuk tehat,
hogy ha egy grafot le tudunk rajzolni a kivint moédon, akkor vagy a graf
két csicsdnak fokszama paratlan, a tobbié pedig paros, vagy az Osszes csucs
fokszéama péros. Itt viszont mind a hat cstucs fokszama péaratlan.

13. A huszéar barmely ugréasa eltérs szind mezék kozott torténik, ezért egy a
kiindulasi mezére visszatéré ugréssorozat sziikségképpen ugyanannyi fekete
és fehér mez6t érint. Azonban paratlan n esetén a sakktabla fekete és fehér
mezdinek szama eltérs (az egyikbdl eggyel tobb van, mint a masikbol), igy a
feltételnek megfelels bejaras nem létezhet.
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14. Nincs. Szinezziik ki a graf csicsait feketére és fehérre az abran lathato
modon:

Most a graf minden egyes éle kiillonb6z6 szinid cstiicsokat kot Ossze, ezért
ha a graf tartalmaz Hamilton kort, azon a fekete és a fehér szint csticsok
sziikségképpen felvaltva helyezkednek el. Ebbdél kovetkezik, hogy ha a graf
tartalmaz Hamilton kort, azon (és igy a grafban) a fekete és a fehér csticsok
szama megegyezik. Itt viszont a fekete csticsok szama eggyel tébb, mint a
fehér csicsoké.

15. Igen:

16. Nincs. Ha egy graf tartalmaz Hamilton kort, akkor tetszéleges k cstcsét,
a rajuk illeszkedd élekkel egyiitt tordlve a Hamilton kor legfeljebb k ivre,
kovetkezésképpen a graf legfeljebb k Osszefiiggé komponensre eshet szét. Itt
viszont az 6t negyedfoki csiics torlésével a graf hét komponensre esik szét.
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17. Nincs. Indirekt tegyiik fel, hogy a graf tartalmaz egy C' Hamilton-kort.
Bettizziik meg a graf cstucsait az abran lathaté modon:

a

e - A' b
<

d c

Tekintsiik az E' = {{a, f}.,{b,g},{c,h},{d,i},{e,j}} ¢lhalmazt. Ha az E'-
beli éleket torolnénk, a graf két komponensre esne szét, ezért egy Hamilton-
kor az E’-beli élek koziil pontosan ketts vagy négy darabot tartalmaz.

El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor a Hamilton kér pontosan kettd
darabot tartalmaz az E’-beli élek koziil. Itt két lehetGség van: ezek az élek
az a,b, c,d, e csicsok altal kifeszitett kor szomszédos vagy méasodszomszédos
cslcsaira illeszkednek.

Az elsé lehetGségnél az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy
a két él {c,h} és {d,i}. Mivel az {a, f},{b,g},{e, j} éleket nem tartalmazza
C', ezért tobbek kozott az {a, b}, {b,c},{d, e}, {e,a},{i, f},{f, h} élek rajta
vannak C-n. Azonban igy C-nek része a {d,e},{e,a},{a,b},{b,c}, {c,h},
{h, f},{f,i},{i,d} élek &ltal meghatarozott nyolc hosszusagu kor, ami nyil-
van nem lehetséges.

A masiknal az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a két él
{b,g} és {e,j}. Mivel az {a, f},{c, h},{d,i} éleket nem tartalmazza C, ezért
tobbek kozott az {a,b}, {e,a},{h, f},{h,5},{i,9},{i, f} élek rajta vannak
C-n. Azonban igy C-nek része az {a,b},{b,g},{g,i},{i, f},{f, h},{h, 7},
{j,e},{e,a} élek altal meghatarozott nyolc hossztusagn kor, ami nyilvan nem
lehetséges.

Ezutan tekintsiik azt az esetet, amikor a Hamilton kor pontosan négy da-
rabot tartalmaz az E'-beli élek koziil. Az altalanossag megszoritasa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy ezek a {b, g}, {c, h},{d,i},{e, j} élek. Mivel az {a, f} élt nem
tartalmazza C, ezért az {e,a},{a,b}, {i, f},{f, h} élek rajta vannak C-n.
Ekkor persze a {b, c} és {d, e} éleket nem tartalmazza C, kivetkezésképpen a
{¢,d} él rajta van C-n. Azonban igy C-nek része a {c,d}, {d,i}, {i, f},{f, h},
{h, c} élek altal meghatéarozott 6t hosszuisagu kor, ami nyilvan nem lehetsé-
ges.
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18. Igen:

19. A G5 graf nem izomorf a Gy, G és G4 grafok egyikével sem, mivel a
G grafban van negyedfokid cstucs, mig a masik haromban az Osszes cstcs
harmadfoku. A Gy graf nem izomorf a G és G4 grafok egyikével sem, mivel
a G grafban van négy hossziusagu kor, mig a masik kettében nincs. A Gy
és a G4 grafok izomorfak; az egymasnak megfelels cstucsokat ugyanazzal a
bettivel jeloltiik meg a két grafban:

A

VAV
2\

G

20. A harom els6foku cstcson kiviil harom legalabb masodfoki cstics van a
grafban. Ez utobbiak egy harom hossztiisagu kort vagy egy kettd hossziisagu
utat feszitenek ki. Ennek megfelel6en harom, illetve kettd, igy Osszesen 06t

lehet&ség van:

AKX
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AL X

21. Egy darab 2 csucsu, egy darab 3 csicst, két darab 4 csiicst és harom
darab 5 cstucst nem izomorf fa létezik:

*——o

— <
— >

22. Teljes indukcidval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy ha
dy,ds, ..., d, olyan pozitiv egész szamok, amelyek Gsszege 2n—2, akkor létezik
olyan n csucsu fa graf, amelyben a cstucsok fokszamai rendre dy, ds, . .., d,.
Alapeset. P(2) nyilvan igaz, hiszen ekkor d; + dy = 2 -2 — 2 = 2, amibdl
kovetkezik, hogy d; = dy = 1, masrészt egy két cstcstu fa grafban mindkét
csucs elséfoku.

Indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n > 2 egész szamra.
Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz. Legyenek dy,ds,...,d,,d,+1 olyan
pozitiv egész szamok, amelyek Osszege 2(n + 1) — 2 = 2n. Vegyiik észre,
hogy a di,ds, ..., d,,d, 1 pozitiv egészek kozott sziikségképpen szerepel az
1 széam, kiilonben az 6sszeg legalabb 2(n + 1) lenne, mésrészt szerepel 1-nél
nagyobb szam is, kiillonben az 6sszeg n + 1 < 2n lenne. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy d,y1 = 1 és d, > 1. Tekintsiik most
a dy,ds,...,d, — 1 egészeket. Ezek mind pozitiv szdmok, és az 0Osszegiik
2n—2, igy az indukcios feltevés szerint van olyan n cstcsu fa graf, amelyben a
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fokszamok rendre dy, ds, . . .,d,—1. Ezt a fa grafot kiegészitve egy 1j cstccsal,
és ezt a csticsot a d,, — 1 foki csticesal 6sszekots éllel egy olyan n + 1 csiicst
fa grafot kapunk, amelyben a cstucsok fokszamai rendre dy, ds, ..., d,, dyyy.
Igy P(n +1) is igaz.

A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n > 2 egész szamra.

23. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan n cstcst G graf, amelyben a fok-
szamok Osszege legaldbb 2n és nem tartalmaz kort. Mivel egy grafban a
fokszamok Osszege megegyezik az élek szamanak a kétszeresével, ezért G-nek
legalabb n éle van, vagyis G-nek legalabb annyi éle van, mint ahany cstcsa.
Vegyiik észre ezek utan, hogy ugyanez sziikségképpen fennall G legalabb egy
Osszefiiggs komponensére is; legyen G’ egy ilyen 6sszefiiggé komponens. A
G graf kormentessége miatt G'-ben sem lehet kor, igy G’ fa. Azonban egy
fa élszama eggyel kevesebb, mint a csicsszama, ellentmondva annak, hogy
G'-nek legaldbb annyi éle van, mint ahany cstcsa.

24. Betiizziik meg a graf csicsait az abran lathaté moédon:

a

*g

ElGszér megmutatjuk, hogy a graf nem 3-szinezhetd. Indirekt médon bizonyi-
tunk. Tegyiik fel, hogy az allitassal ellentétben a graf 3-szinezhetd. Egy ilyen
szinezésben az a, b és ¢ csicsok nyilvan kiilonbozd szintek; legyen mondjuk
a szine piros, b szine kék, ¢ szine pedig sarga. Ekkor f szine csak piros lehet,
mert a masik két szin mar szerepel a szomszédsagaban. Mésrészt d és e szine
egymastol és a szinétdl is kilonbozik, igy egyikiik szine kék, a masiké sarga.
Tekintsiik ezek utan a g csticsot. Ennek harom szomszédja harom kiilonb6z6
szind, ezért g-t nem szinezhettiik a hdrom szin egyikére sem. Ellentmondéasra
jutottunk, igy az allitas igaz.

Vilagos, hogy ha g-t szinezhetjiik zoldre is, akkor az el6bbi gondolatmenet
a graf egy 4-szinezéséhez vezet. Ezért a graf kromatikus szama 4.

25. A paros szamok teljes 512 csticsti részgrafot feszitenek ki a grafban, ezért
a kromatikus szam legalabb 512. Masrészt a graf 512-szinezhets: a péros
szamokat szinezziik csupa kiilonboz§ szintekre, a paratlan szamokat pedig
az utanuk kovetkezS paros szam szinére. Indoklasul elég arra hivatkozni,
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hogy egymés utani pozitiv egészek relativ primek. Ebbdl kévetkezik, hogy a
kromatikus szam 512.

26. A 202! 22 29 szamok mind osztjak egymast, igy ezek teljes 10
csucsu részgrafot feszitenek ki a grafban. Kovetkezésképpen a kromatikus
szam legalabb 10. Masrészt a graf 10-szinezhets: a 20,2122, ... 29 szdmokat
szinezziik csupa kiilonbozé szintiekre, a 27 < k < 277! szamokat pedig 27
szinére minden 0 < j < 9 esetén. Indoklasul elég arra hivatkozni, hogy ha
2 <k <m < 2% akkor m és k hanyadosa kisebb, mint 2, igy m nem lehet
k t6bbszorose. Ennélfogva a kromatikus szam 10.

27. Egy péaros graf két csticsosztalyaban a fokszamok Gsszege sziikségképpen
megegyezik. Itt viszont akarhogyan is osztjuk szét a cstcsokat, az 6todfoku
csicsot tartalmazd osztalyban a fokszamok Osszege kettével, mig a mésik
osztalyban nulldval lesz kongruens modulo 3. Kovetkezésképpen ilyen paros
graf nem létezik.

Parositasok

1. (A) Tekintsiik a kovetkezd paros grafot:

a c

b S d
A grafban vilagos modon {{a, c}, {b,d}} egy teljes parositas. Ekozben meg-
torténhet, hogy a "moho" algoritmus csupan az {a, d} élt valasztja ki.
(B) Legyen M’ egy a "moho" algoritmussal elgallitott parositas, M pedig
egy teljes parositéds. Vegyiik észre, hogy minden M-beli él legalabb egyik
végpontjat sziikségképpen lefedi M’ is. Valoban, ha lenne olyan M-beli él,
amelynek egyik végpontjat sem fedné le M’, akkor ezzel az éllel M’ bévithetd

lenne. Ebbdl kovetkezik, hogy M’ lefedi legalabb a cstuicsok felét, hisz M lefedi
az 0sszes csucsot.

2. A feladatot természetes médon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg a nyaralds minden résztvevijének egy cstics a bal oldali
kupacban, és a listdkon szerepld minden konyvnek egy cstics a jobb
oldali kupacban.

e Ha egy résztvevs listajan szerepel valamelyik konyv, akkor a nekik
megfelels cstucsokat kossiik Ossze egy éllel.
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Feladatunk a résztvevsk szaméra egy parositast megadni.

Megmutatjuk, hogy a fent definidlt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhatd benne parositas a résztvevék szaméra. Jelolje
a résztvevek halmazat R, a konyvekét pedig K. Tekintsiik R egy tetszdleges
R’ részhalmazat, és legyen K’ C K azon konyvek halmaza, amelyek az R'-beli
résztvevok listain szerepelnek.

Mivel minden résztvevd listajan tiz konyv szerepel, ezért |K’| > 10 mindig
fennall. Igy ha |R'| < 10, akkor |K’| > |R'| automatikusan teljesiil. Masrészt
ha |R'| > 11, akkor vegyiik észre, hogy az R'-beli résztvevsk kozott szerepel
legalabb egy hazaspar mindkét tagja. Ok ketten egyiitt 20 konyvet jeléltek
meg a listaikon, ezért ebben az esetben |K'| > 20, igy |K’'| > |R'| most is
teljesiil.

3. A feladatot természetes médon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg a kirdndulas minden résztvevGjének egy csics a bal oldali
kupacban, és minden csokolddénak egy cstics a jobb oldali kupacban.

e Ha egy résztvevs szereti valamelyik csokolddét, akkor a nekik megfelels
csucsokat kossiik 0ssze egy éllel.

Feladatunk a résztvevok szdmaéra egy parositast megadni.

Megmutatjuk, hogy a fent definiélt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhato benne parositas a résztvevék szamara. Jeldlje a
résztvevok halmazat R, a csokoladékét pedig C'. Tekintsiik R egy tetszGleges
R’ részhalmazat, és legyen C' C C' azon csokoladék halmaza, amelyeket az
R'-beli résztvevik szeretnek (legalabb egy valaki).

Mivel minden résztvevé legalabb tiz fajta csokoladét szeret, ezért |C'| >
10 mindig fennéll. Igy ha |R’| < 10, akkor |C’] > |R'| automatikusan teljesiil.
Masrészt ha |R'| > 11, akkor vegyiik észre, hogy az R’-beli résztvevk kozott
szerepel legalabb egy hazaspar mindkét tagja. Ok ketten egyiitt az Osszes
fajta csokoladét szeretik, ezért ebben az esetben |C’| = 20, igy |C'| > |R/|
most is teljesiil.

4. A feladatot természetes médon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden lanynak egy cstics a bal oldali kupacban, és minden
fitnak egy csucs a jobb oldali kupacban.

e Ha egy lany és egy fiti ismeri egymast, akkor a nekik megfelel§ csticsokat
kossiik Ossze egy éllel.
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Feladatunk a lanyok szamara egy parositast megadni.

Megmutatjuk, hogy a fent definidlt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhatd benne parositéds a lanyok szaméara. Jelolje a
lanyok halmazat L, a fiukét pedig F. Tekintsiik L egy tetsz6leges L’ részhal-
mazat, és legyen F' C F az L'-beli lanyok &ltal ismert Osszes fit halmaza.

Mivel minden lanynak van legaldbb 1 fiti ismerdse, és minden lanynak kii-
16nb6z6 szamu fin ismerdse van, ezért az L'-beli lanyok kozott sziikségképpen
van olyan, akinek legalabb |L'| fiti ismerdse van. Innen azonnal kovetkezik,
hogy [F'] > |L'].

5. A feladatot természetes médon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden klubnak egy cstcs a bal oldali kupacban, és a
varos minden lakdjanak egy cstics a jobb oldali kupacban.

e Ha egy klubnak tagja a varos egy lakoja, akkor a nekik megfelel§ csi-
csokat kossiik Ossze egy éllel.

Feladatunk a klubok szdmaéara egy parositast megadni.

Megmutatjuk, hogy a fent definidlt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhaté benne pérositas a klubok szamara. Jelolje a
klubok halmazat K, a varos lakoiét pedig L. Tekintsiik K egy tetszoleges K’
részhalmazat, és legyen L' C L a K'-beli klubok tagjainak halmaza.

A K'-beli cstcsokbdl indulo élek szama legalabb 4|K’|, hiszen minden
klubnak van legalabb 4 tagja. A K’-beli csticsokbol indulé élek mind L'-beli
csucsokba érkeznek, ezért az L'-beli csticsok fokszamainak osszege is legalabb
4|K'|. Masrészt az L'-beli cstucsok fokszamainak Gsszege legfeljebb 3|1/,
hiszen a véaros egy lakoja legfeljebb 3 klubnak lehet tagja. Ebbdl kovetkezik,
hogy 3|L'| > 4|K’|, igy L'-ben legalabb annyi csics van, mint K’-ben. A
Hall-feltétel pontosan ezt fogalmazza meg.

6. A feladatot természetes médon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden tanulénak egy cstucs a bal oldali kupacban, és
minden kiilonb6zé modellnek egy cstcs a jobb oldali kupacban.

e Ha egy tanulonak megvan egy versenyautd, akkor a nekik megfelel§
csucsokat kossiik 0ssze egy éllel.

Feladatunk a tanulok szaméra egy parositast megadni.

Megmutatjuk, hogy a fent definiélt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhatoé benne péarositéds a tanulok szaméra. Jeldlje
a tanulok halmazat T', a kiilonb6z6 modellekét pedig M. Tekintsiik T egy
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tetszdleges T' részhalmazat, és legyen M’ C M a T'-beli gyerekeknek meglevi
versenyauté modellek halmaza.

A T'-beli csticsokbol induld élek szama legalabb 5|77|, hiszen minden ta-
nulénak van legalabb 5 kiilonb6zd versenyautoja. A T'-beli csticsokbol induld
élek mind M’-beli csticsokba érkeznek, ezért az M’'-beli csiicsok fokszamainak
Osszege is legalabb 5|T"|. Masrészt az M'-beli csticsok fokszamainak Gsszege
legfeljebb 4|M’|, hiszen semelyik versenyauté nincs meg négynél tobb gyerek-
nek. Ebbdl kovetkezik, hogy 4|M’| > 5|T"|, igy M’-ben legalabb annyi cstcs
van, mint 7’-ben. A Hall-feltétel pontosan ezt fogalmazza meg.

7. A feladatot természetes modon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden dolgozénak egy cstcs a bal oldali kupacban, és
a hisz tanfolyam minden tizelemid részhalmazanak egy cstics a jobb
oldali kupacbhan.

e Ha az a kilenc tanfolyam, amelyekre egy dolgozdt mér beosztottak hoz-
zatartozik egy tizelemi részhalmazhoz, akkor a dolgozonak és a rész-
halmaznak megfelel§ csticsokat kossiik Ossze egy éllel.

Feladatunk a dolgozok szdméra egy parositast megadni; a dolgozokat ennek
megfelelen osszuk be a tizedik tanfolyamra.

Megmutatjuk, hogy a fent definidlt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhatd benne parositds a dolgozok szamara. Jelolje
a dolgozok halmazat D, a tizelemi részhalmazokét pedig T. Tekintsiik D
egy tetszéleges D’ részhalmazat, és legyen 7" C T a husz tanfolyam azon
tizelemi részhalmazainak csaladja, amelyek legalabb egy D’-beli dolgozora
tartalmazzak azt a kilenc tanfolyamot, amelyekre a dolgozot mar beosztottak.

A D'-beli cstucsokbol indulo élek szama 11|D’|, hiszen minden dolgozot
11 tanfolyamra lehet még beosztani. A D’-beli cstcsokboél induléd élek mind
T'-beli csucsokba érkeznek, ezért a T'-beli csticsok fokszamainak osszege leg-
alabb 11|D’|. Masrészt a T'-beli cstucsok fokszamainak osszege legfeljebb
10|7”|, hiszen tanfolyamok egy 10 elemi részhalmaza legfeljebb 10 dolgozo
esetén tartalmazhatja azt a 9 tanfolyamot, amelyekre ezeket a dolgozokat
mar beosztottdk. Ebbdl kovetkezik, hogy 10(77| > 11|D'|, igy |T"| = |D’|.

8. A feladatot természetes médon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden négyes csomagnak egy cstics a bal oldali kupacban,
és minden értéknek egy cstcs a jobb oldali kupacban.

e Ha egy négyes csomagban el6fordul egy érték, akkor a nekik megfelels
csucsokat kossiik 0ssze egy éllel.
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Feladatunk a négyes csomagok szamara egy parositast megadni.

Megmutatjuk, hogy a fent definidlt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhatd benne parositas a négyes csomagok szamara.
Jelolje a négyes csomagok halmazat C', az értékekét pedig E. Tekintsiik C' egy
tetszdéleges C” részhalmazat, és legyen E' C E a C’'-beli négyes csomagokban
eléforduld értékek halmaza.

Mivel egy értékbdl négy szin van, ezért a C’'-beli négyesekben sziikségkép-
pen eléfordul legalabb |C’| kiilonb6z6 érték. Innen azonnal kévetkezik, hogy
B > .

9. A feladatot természetes médon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden oszlopnak egy csiics a bal oldali kupacban, és az
1,2,...,n szamok mindegyikének egy csics a jobb oldali kupacban.

e Ha egy oszlopban nem fordul el6 egy szam, akkor a nekik megfelel6
csucsokat kossiik Ossze egy éllel.

Feladatunk az oszlopok szédmara egy parositast megadni; a latin négyzet
kovetkezd sordt ennek megfelGen toltsiik ki.

Megmutatjuk, hogy a fent definidlt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhatd benne parositas az oszlopok szamara. Jelolje
az oszlopok halmazat O, a szamokét pedig S. Tekintsiik O egy tetszéleges O’
részhalmazat, és legyen S’ C S azon szamok halmaza, amelyek nem fordulnak
elé az O’-beli oszlopok mindegyikében.

Az O'-beli cstcsokbdl induléd élek szama (n — r)|O’|, hiszen minden osz-
lopban r szam fordul els. Az O’-beli csiicsokbol indulé élek mind S’-beli
csucsokba érkeznek, ezért az S’-beli csiicsok fokszamainak Osszege legalabb
(n—r)|0']. Masrészt az S’-beli csucsok fokszamainak osszege (n — r)[S’|, hi-
szen minden szam r oszlopban fordul el§. Ebbdl kovetkezik, hogy (n—r)|S’| >
(n—1)|0'], fey 1] > 0.

10. A feladatot természetes médon modellezhetjiik paros graffal:

e Feleljen meg minden vadaszati korzetnek egy cstics a bal oldali ku-
pacban, és minden mezdgazdasigi korzetnek egy csics a jobb oldali
kupacban.

e Ha egy vadaszati és egy mezdgazdasagi korzetnek van kozos része, akkor
a megfelel§ cstucsokat kossiik Ossze egy éllel.

Feladatunk a vadaszati korzetek szamara egy parositast megadni (a csaladok
ezek utan egy-egy Osszetartozo vadaszati és mezdgazdasagi korzetet kapnak).
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Megmutatjuk, hogy a fent definidlt paros grafra teljesiil a Hall-feltétel,
kovetkezésképpen megadhatod benne parositas a vadéaszati korzetek szaméra.
Jelolje a vadaszati korzetek halmazat V', a mezdgazdasagi korzetekét pedig
M. Tekintsiik V' egy tetszoleges V' részhalmazat, és legyen M’ C M a V'-beli
vadaszati korzetek legalabb egyikével kozos résszel rendelkez6 mezGgazdasagi
korzetek halmaza.

A V'-beli vadaszati korzetek egyiitt a sziget |V'|/n-edrészét fedik le. A
lefedett teriiletnek sziikségképpen legalabb |V'| darab mezégazdasagi korzet-
tel kell k6zos részének lenni, hiszen a le nem fedett teriilet, amely a sziget
(n — |V'|)/n-edrésze, legfeljebb n — |V’'| mezdgazdasagi korzetet foglalhat
teljesen magaba. Innen azonnal kévetkezik, hogy |M’| > |V”|.

Osszeszamlalasi feladatok

1. Jeldlje A azon sorozatok halmazat, amelyek 4 darab "V" és 5 darab "F"
szimbolumbol allnak, valamint jelélje B azon utak halmazét, amelyek mentén
lépkedve kiolvashaté a MATEMATIKA sz6. Rendelje hozzéa az f fliggvény
egy A-beli sorozathoz a kdvetkezs utat: vegyiik sorra a sorozat tagjait balrol
jobbra; ha egy "V" szimboélummal taldlkozunk, akkor ennek feleljen meg egy
lépés vizszintesen jobbra, ha pedig egy "F" szimbolummal taldlkozunk, akkor
ennek feleljen meg egy lépés fiiggSlegesen lefelé. Az f fiiggvény bijekcid, igy
az 1. szabaly szerint |A| = |B|. Most az A-beli sorozatok szama a 6. szabaly
szerint

9!
41 . 5!’
kovetkezésképpen az utak szama is ugyanennyi.

2. Tekintsiink egy n oldali konvex sokszoget. A sokszog minden csicsabol
n — 3 atlo indul, 6nmagan és a két szomszédjan kiviil az 6sszes tobbi csiicsba
egy-egy. Figyelembe véve, hogy igy minden atlot kétszer vesziink szamitésba,
egyszer az egyik, egyszer pedig a masik végpontjanal, az atlok szdma 0sszesen
sn(n — 3).

Az atlometszéspontok szamanak meghatarozasihoz legyen M az atlok
metszéspontjainak halmaza, () alljon a sokszog csicshalmazanak négyelem
részhalmazaibol, az f fliggvény pedig rendelje hozza minden metszésponthoz
az egyméast abban a pontban keresztezd atlok végpontjainak (négyelemii)
halmazat. Feltételiink szerint minden metszéspontban legfeljebb két atlo
keresztezi egymést, ezért f injektiv. Masrészt ha {p;, p;, px, i} a sokszog
csucshalmazéanak tetszdleges négyelemi részhalmaza — az altaldnossag meg-
szoritasa nélkiil feltehetjik, hogy a p;, p;, px, 1 csicsok a sokszog hataran
az 6ramutato jarésa szerint ebben a sorrendben kovetik egymést —, akkor
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piPr €s pip a sokszog egymast metsz6 atloi; metszéspontjukhoz f éppen a
{pi,j, Pk, pi} halmazt rendeli. Ezért f szirjektiv is. Ennélfogva az f fiigg-
vény bijekcio, igy az 1. szabaly szerint |M| = |Q|. Egy n elemi halmaz 4
elemd részhalmazainak szdma, vagyis a () halmaz elemszama

n
4 Y
kovetkezésképpen az atlometszéspontok szama is ugyanennyi.

3. Legyenek a fiak fi, fo,..., fx, a lanyok pedig ¢, /05, ..., ¢,,. Legyen to-
vabba A azon n + m — 1 bites sorozatok halmaza, amelyek k& +m — 1 egyest
tartalmaznak, legyen B a feltételeknek megfelel§ elosztasok halmaza, az
f: A — B fiiggvény pedig rendelje hozza a (by,bs,...,by1m_1) sorozathoz
azt az elosztast, amelyben f; az els§ egyes el6tti nulldk szama plusz egy
szazforintost kap, fo az els6 és a masodik egyes kozotti nullak szama plusz
egy széazforintost kap, ..., fr a (k — 1)-edik és a k-adik egyes kozotti nul-
lak szama plusz egy szazforintost kap, ¢; annyi szézforintost kap, amennyi a
k-adik és a (k + 1)-edik egyes kozotti nullak széma, ..., ¢,,_; annyi szazfo-
rintost kap, amennyi a (k +m — 2)-edik és a (k +m — 1)-edik egyes kozotti
nullak szama, és £, annyi szazforintost kap, amennyi a (k+m — 1)-edik egyes
utani nullak szama. Az f fliggvény bijekcio, igy |A| = |B|. Most az A-beli
sorozatok szama a 6. szabaly szerint

n+m-—1
k+m-—1)’
kovetkezésképpen az elosztasok széma is ugyanennyi.

4. Legyen A azon 97 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartalmaz-
nak, legyen B az x1 + x5 + 23 + x4 = 98 egyenlet megoldasainak halmaza a
pozitiv egész szamok korében, az f: A — B fliggvény pedig rendelje hozza a
(b1, ba, ..., bg7) sorozathoz azt a megoldast, amelyben z; az elsé egyes el6tti
nulldk szama plusz egy, xo az els6 és a mésodik egyes kozotti nullak szama
plusz egy, x3 a mésodik és harmadik egyes kozotti nullak szama plusz egy, és
x4 a harmadik egyes utani nullak szama plusz egy. Az f fiiggvény bijekcio,
igy |A| = |B|. Most az A-beli sorozatok szama a 6. szabaly szerint

(+)

kovetkezésképpen a megoldasok szama is ugyanennyi. Jegyezziik meg, hogy
szintén ugyanennyi megoldasa van az y; + 2 + y3 + ya = 94 egyenletnek a
természetes szamok halmazan.
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5. Legyen A azon 50 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartalmaz-
nak, legyen B az z1 + z2 + z3 + 4 = 98 egyenlet megoldasainak halmaza
a pozitiv paratlan egészek korében, az f: A — B fiiggvény pedig rendelje
hozzéa a (b, be, . . ., bsg) sorozathoz azt a megoldést, amelyben z; az els6 egyes
elstti nullak szdmanak kétszerese plusz egy, x4 az els6 és a masodik egyes ko-
zOtti nullak szaméanak kétszerese plusz egy, 3 a masodik és harmadik egyes
kozotti nullak szamanak kétszerese plusz egy, és x4 a harmadik egyes utani
nullak szamanak kétszerese plusz egy. Az f fiiggvény bijekcio, igy |A| = | B|.
Most az A-beli sorozatok széma a 6. szabaly szerint

50
3 Y
kovetkezésképpen a megoldasok szama is ugyanennyi. Jegyezziik meg, hogy

szintén ugyanennyi megoldasa van az y; + y2 + ys + y4 = 47 egyenletnek a
természetes szamok halmazan.

6. Allapodjunk meg abban, hogy az embereket csak az alapjan kiilonboztet-
jik meg, hogy ezres vagy kétezres van naluk. Azon 2n emberbdl all6 sorok,
amelyeknél a pénztaros mindig vissza tud adni leirhaték olyan n egyest tar-
talmazd 2n hosszu bitsorozatokkal, amelyekre minden 1 < ¢ < 2n esetén
teljesiil, hogy az elsd ¢ bit kozott legaldbb annyi egyes van, mint ahany nulla:
az egyesek azoknak az embereknek feleljenek meg, akiknél ezres van, a nullak
pedig azoknak, akiknél kétezres. Egyszertibb lesz azokat az n egyest tartal-
mazd 2n hosszu bitsorozatokat szamba venni, amelyekre nem teljesiil, hogy
minden 1 < i < 2n esetén az elsd ¢ bit kozott legaldbb annyi egyes van, mint
ahany nulla; ezek szamat kivonva az n egyest tartalmazo 2n hossza bitsoroza-
tok szamabol a feltételt kielégitd n egyest tartalmazéd 2n hosszi bitsorozatok
szama adodik.

Lassuk tehat, hany olyan n egyest tartalmazo 2n hosszi bitsorozat van,
amelyre nem teljesiil a feltétel. Jelolje ezen bitsorozatok halmazéat T', és
legyen t egy tetszGleges T-beli bitsorozat. Mivel t-re nem teljesiil a feltétel,
ezért létezik olyan 1 < ¢ < 2n egész szam, hogy t els6 i bitje kozott tobb
nulla van, mint ahany egyes. Legyen e(t) a legkisebb ilyen tulajdonsagu
pozitiv egész. Ekkor t els6 e(t) — 1 bitje kozott a nullak és az egyesek szdma
ugyanannyi, az e(t)-edik bit pedig nulla. Cseréljiik fel a t sorozat hatso
2n—e(t) bitjét: az egyesekbdl legyenek nullék, a nullakbol pedig egyesek. Igy
egy olyan 2n hosszi s bitsorozathoz jutunk, amely n+1 darab nullaboél és n—1
darab egyesbdl all. Jelolje S azon 2n hosszo bitsorozatok halmazat, amelyek
n + 1 darab nullabol és n — 1 darab egyesbdl allnak, és legyen f: T — S a
fent definialt leképezés.
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Megmutatjuk, hogy f sziirjetiv. Legyen s egy tetszGleges S halmazbeli
bitsorozat. Legyen i a legkisebb olyan pozitiv egész szam, amelyre teljestil,
hogy s els6 i bitje kdzott tobb nulla van, mint ahany egyes. Mivel s-ben tobb
nulla van, mint ahany egyes, ilyen i sziikségképpen létezik. Cseréljiik fel az s
sorozat hatsd 2n — ¢ bitjét: az egyesekbdl legyenek nulldk, a nullakbol pedig
egyesek. Jelolje az igy kapott bitsorozatot t. Az s sorozatban kettével tobb
nulla van, mint ahany egyes, tovabba s els6 ¢ bitje kozott eggyel tobb nulla
van, mint ahany egyes, igy s hatsoé 2n — i bitje kozott is eggyel t6bb nulla
van, mint ahadny egyes. Ennélfogva a t sorozatban ugyanannyi nulla van,
mint ahany egyes, t els6 ¢ bitje kozott viszont eggyel tobb nulla van, mint
ahany egyes, igy t € T

Ezutan megmutatjuk, hogy f injektiv. Legyen t' és t” két kiillonbozd
T halmazbeli bitsorozat. Legyen 7 a legkisebb olyan pozitiv egész szam,
amelyre teljesiil, hogy ¢’ és ¢ kiilonboznek az i-edik bitjiikben. Az altalanos-
sag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a ¢’ bitsorozat i-edik bitje egyes, a
t" bitsorozaté pedig nulla. Ekkor i # e(t'). Ha e(t') < i, akkor e(t') = e(t")
hiszen t’ és t” az els6 i — 1 bitjiikben megegyeznek. Ezért az f(t') bitsorozat
i-edik bitje nulla, az f(t”) bitsorozaté pedig egyes, vagyis f(t') # f(t"). Te-
gyiik fel ezutén, hogy e(t') > i. Ekkor a ¢’ és f(t') bitsorozatok megegyeznek
az i-edik bitjiikkben, ez mindketténél egyes. Masrészt mivel ¢ és t” az elsd
i — 1 bitjikben megegyeznek, ezért e(t”) > i, igy a t” és f(t”) bitsorozatok
is megegyeznek az i-edik bitjiikben, ez mindketténél nulla. Ez viszont ismét

azt jelenti, hogy f(t') # f(t").
Ezzel belattuk, hogy az f fliggvény bijekcio, igy az 1. szabaly szerint

7| = |S|. Itt
|S| B 2n
- \n—-1)’

kovetkezésképpen |T'| is ugyanennyi.
Az n egyest tartalmazo 2n hossza bitsorozatok széma

()

igy azon n egyest tartalmazo6 2n hosszu bitsorozatok szama, amelyekre telje-
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sil a feltétel

(2: ) - <n2fb 1) - 512'72' (n— SQL 1)!
_ (n+1)(2n)! n(2n)!

T (n+ Dl nln—Di(n+ 1)
_ (et )En)!__n(on)
(n+D!n! nl(n+1)!
_ (n+1)(2n)! —n(2n)!
B (n+1)!n!
(2n)!
(4 Dnln!

:<nin<i§'
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1 ny 1 n!
k+1\k) k+1 k(n—k)
n!

(k+1)!(n— k)!
1 (n+ 1)n!
T+l (k+D(n—k)

1 (n+1)!

Tn+1 (k+1D)(n—k)

B 1 n+1
o4+ 1\k+1)

10.

(Z)(?)7muf!mﬂ'mygukﬂ

n!
T (n—m)! kl(m—k)!
B n! (n—k)!
T (n=m)l(n—k) k(m—k)
n! (n—k)!

T K=k (m—k)l(n—m)



12. Hasznaljuk az
Osszefiiggést valamint a

azonossagot (8. feladat):

(n — 2k) (Z) —n

I
S
.—|/\/\:.—|/\
N

13. Teljes indukcioval bizonyitunk. Legyen P(k) az az allitas, hogy
n n n+1 n n+ 2 P n+k\ (n+k+1
0 1 2 k) k '
Alapeset. P(0) trivialisan igaz:
n\ (n+1
o) \ 0 )
Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy P(k) igaz valamely k természetes szam

esetén. Belatjuk, hogy ekkor P(k + 1) is igaz. A P(k + 1) allitas bal oldalat
irjuk fel a kovetkezs alakban:

n . n+1 . n+2 . n n+k n n+k+1 B
0 1 2 k kE+1 N
B n . n—+1 . n—+2 . . n+k n n+k-+1
—[\0 1 2 k k+1 )
Az indukcits feltevés szerint
n . n+1 . n—+2 . n n+k B n+k+1
0 1 2 k) k ’
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igy
n n n+1 . n-4+2 . . n -+ k . n+k+1 B
0 1 2 k E+1 N
_(n+k+1 N n+k+1\  (n+k+2
N k kE+1 B k+1 )

ami éppen a P(k + 1) allitas jobb oldala, igy P(k + 1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(k) igaz minden k természetes szamra.

()-(")
q b—q
azonossagot:
(n) <n+1) <n+2) (n+k>
+ + + -+ =
n n n n
_n+n—|—1+n+2+ +n—|—k
\0 1 2 k)
Azonban az el6z6 feladat szerint
N n+k\ (n+tk+1
k) k ’

(- (1) (1)

amibdl kovetkezik az allités.

14. Hasznaljuk a

15. Hasznaljuk a

Kiemeliink:

n(ngl) _n(nI1) +n(n;1) __,,+(_1>n—1n<Z:D _
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A binomiélis tétellel 6sszhangban

(3 (3 () om (2) -

igy

(000 (5) e (G2) oo

16. Alakitsuk at kicsit a bal oldalt:

kik?(?;) = ki(k;? —k)(Z) +§n:k(2) = i(k— 1)k<Z) + :lk(

Hasznéaljuk ezutan a

azonossagot (8. feladat):

i(k—l)k(Z) +ik(2) :i(k—l)n@f:i) LS

k=2 k=2

Il
3
]
=
|
=
VRS
o> 3
I
—_ =

A binomiélis tétellel 6sszhangban

" /n—2
:1 1n72:2n72
S (4 25) —ar=z
k=2
és .

2 (Z _ 1) = (141t =2

k=1
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igy

" n—2 —1
n(n—1) (Z B 2) + nz (Z B 1) =nn—-1)2" 24+ n2" ! =
k=2 k=

=nn—1)2"24+n-2-2"2=nn—-1+2)2" 2 =n(n+1)2" 2

17. Hasznaljuk az

azonossagot (9. feladat):

1+1 n +1 n n n 1 ny
2\1 3\2 n+1\n/)
4 1 n—+1 n 1 n+1 i . 1 n+1
N n+1\ 2 n+1\ 3 n+1\n+1)
Kiemeliink:
" 1 n—+1 L 1 n+1 n . 1 n—+1 B
n+1\ 2 n+1\ 3 n+1\n+1/)

S () () () G)

A binomiélis tétellel 6sszhangban

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
= (1 1n+1:2n+1
A G B ) B R ) R
igy
n+1 n+1 n+1 n+1
—9ontl 4
R G S ) R FH R

kovetkezésképpen
1 n+1 N n+1 N n+1 - n+1\) 2" -1
n+1 1 2 3 n+1)) n+1 "~

18. A feladat




miatt ekvivalens az

)0+ ()0) G+ ()6 =)

allitassal.

Tekintsiink egy olyan kartyacsomagot, amelyben n egymastol megkiilon-
boztethetd piros valamint n egyméstol megkiilonboztethets kék lap van, és
legyen S az n lapbdl all6 osztéasok halmaza ebbdl a kartyacsomagbol. ElSszor
is jegyezziik meg, hogy tetsz6leges 2n elemi halmaznak

2n
5= (%)
n
darab n elemi részhalmaza van. Maéasrészt minden n lapbol all6 osztasban

a piros lapok szama 0 és n kozott van. Azon n lapbol allé osztasok szama,
amelyben pontosan k piros lap van

(0"

hiszen a k piros lap (Z)—féleképpen, a maradék n — k kék lap pedig (nfk)—
feleképpen valaszthato ki. Igy a 2. szabaly szerint

s=(0) )+ ()G GG+ C) ()

Az |S|-re vonatkozo két kifejezést dsszevetve az allitas adodik.

i D70
(V) )0+ o)) =)

allitassal.

Legyen S azon lehet&ségek halmaza, ahogy egy n fiabol és n lanybol allo
évfolyam n f6s didkbizottsagot valaszthat lany elnokkel. Egyrészt

2n —1
s=n(2 7))
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hiszen az n lany koziil barki lehet elnok, a bizottsag tobbi tagjanak megva-

lasztésara pedig (2::11) lehetGség van. Masrészt minden n {6s bizottsdgban

a lanyok szama 1 és n kozott van. Azon n f6s bizottsdgok szama, amelyben

pontosan k lany van
p(" n
k)\n—-k)’

hiszen (Z) lehetGség van a bizottsidg lany tagjainak megvalasztasara, majd
minden ilyen valasztdshoz k lehetGség az elnok kijelolésére, ezutan pedig
(nﬁk) lehet6ség a bizottsag fin tagjainak megvalasztasara. Igy a 2. szabaly

szerint N (’f) (nﬁ 1) +2(Z) (ng) ++n(2) (g)

Az |S|-re vonatkozo két kifejezést dsszevetve az allitas adodik.

20. Legyen S azon lehet6ségek halmaza, ahogy egy n {6s évfolyam diakbi-
zottsagot vélaszthat egy elnokkel és egy elnokhelyettessel. Egyrészt

S| = n(n—1)2""7,

hiszen az n 6 koziil barki lehet elndk, a fennmaradé n — 1 {6 koziil barki
lehet elnckhelyettes, a bizottsag tobbi tagjanak megvélasztasara pedig 272
lehetGség van. Masrészt minden bizottsdgban a tagok szama 2 és n kozott
van. A k f6s bizottsagok szama

k(k — 1) (Z)

hiszen (Z) lehetGség van a bizottsag tagjainak megvalasztasara, majd min-
den ilyen valasztashoz k lehetGség az elnok, ezutan pedig k — 1 lehetGség az
elnokhelyettes kijelolésére. Igy a 2. szabaly szerint

|S|:1-2(Z)+2-3(§)+3-4(Z)+---+(n—1)-n(z>.

Az |S|-re vonatkozo két kifejezést Gsszevetve az allitas adodik.

21. Legyen S azon lehetGségek halmaza, ahogy n-féle fankbol egy n + 1
darabos csomag Osszeallithato (egyféle fankbol temészetesen tobb is keriilhet

a csomagba). Egyrészt
2n
S| =
5= ("))
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hiszen a lehetséges 0sszedllitdsok és az n — 1 egyest tartalmazo6 2n bites soro-
zatok kozott bijekcio van: minden Osszeallitasnak feleljen meg az a bitsorozat,
amelyben az els6 egyes el6tti nullak szama a csomagban levé els6féle fankok
szama, az els6 és a masodik egyes kozotti nullak szama a csomagban levé ma-

sodikféle fankok széama, ..., az (n — 1)-edik egyes utani nullak szama pedig a
csomagban levd n-edikféle fankok szama. Masrészt minden csomagban vagy
egyféle, vagy kétféle, ..., vagy n-féle fank van. A pontosan k-féle fankbol

osszeallitott n 4+ 1 darabos csomagok szama

()2,

hiszen a k-féle fankot (Z)—féleképpen valaszthatjuk meg, majd ezekbdl a cso-
magok Osszeallitasara (kfl) lehetGség van, ugyanis az Osszeéllitdsok és a k—1
egyest tartalmazo n bites sorozatok kozott bijekcid van: minden 6sszeallitas-

nak feleljen meg az a bitsorozat, amelyben az elsé egyes el6tti nullak szama
a csomagban levs elséféle fankok szama minusz egy, az elsG és a masodik
egyes kozotti nullak szama a csomagban levé masodikféle fankok szama mi-
nusz egy, ..., a (k — 1)-edik egyes uténi nulldk szama pedig a csomagban
levs k-adikféle fankok szama minusz egy (ne feledjiik, mind a k-féle fankbol
van legalabb egy a csomagban). Igy a 2. szabély szerint

5| = w0 (Y (Y (N () s (T n
- \1/\0 2)\1 3)\2 n)\n—-1)
Az |S|-re vonatkozo két kifejezést Gsszevetve az allitas adodik.

22. Teljes indukciéval bizonyitunk. Legyen P(n) az az allitas, hogy

(z+y)" = i (Z) "y

k=0

minden z,y € R esetén.

Alapeset. P(1) trivialisan igaz, hisz ekkor mindkét oldal = + y.
Indukcios 1épés. Tegyiik fel, hogy P(n) igaz valamely n pozitiv egész
szamra. Belatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz. Az indukcios feltevés szerint

(z+y)" = Xn: (Z) " Fy",

k=0

334



igy
(z+y) " =(@+y)(x+y"

= (z+vy) kizo (Z) xRy

"\ n\ .
= Z (k) gnkLyk | Z <k)$ by o1
k=0 k=0

OREGRAN ERERE

Most hasznaljuk az

azonossagot:

Figyelembe véve még az
n+1\ (n\ (n\ (n+1 _q
o /) \o) \n) \n+1)
Osszefiiggéseket kapjuk, hogy
Y\ n1 — (n+1 n—k+1, k Y ny1 _
(O)x +Z(k> o (M) =

_(nt1N ~(n+1\ ik n+1\
_<0>x —|—Z(k>x y—l—n+1y

k=1

n+1\ — (n+1 ntl—k, k n+1\ o
(O)I —|—k1<k).%’ y—l—n+1y =

és
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[gy P(n+1) is igaz.
A teljes indukci6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

23. (A) Tegyiik fel, hogy egy sima, egy lekvéros, egy vanilias és egy csokis
fankunk van. Most harom lehetGséglink van annak megvalasztasara, hogy
a sima fankot melyik zacskoba tegyiik, hdrom lehet&ségiink van annak meg-
valasztasara, hogy a lekvaros fankot melyik zacskoba tegyiik, harom lehetd-
ségilink van annak megvélasztésara, hogy a vanilias fankot melyik zacskoba
tegylik, végiil szintén harom lehetGséglink van annak megvalasztasara, hogy
a csokis fankot melyik zacskoba tegyiik. A 3. szabély szerint ez Gsszesen
3% = 81 lehetdség.

(B) Osszesen 4 lehetdség van:
e mind a négy fank ugyanabba a zacskéba kertil,
e egy zacskoba keriil harom fank, és egy masik zacskoba a negyedik,
o két zacskoba keriil két-két fank,

e cgy zacskoba kertil két fank, a masik kettébe pedig egy-egy.

(C) Az el6z6 pontban lattuk, hogy a fankok szamat tekintve négy lehetdség
van, ezeket kiilon-kiilon vizsgéljuk.

e Nyilvan egyféleképpen keriilhet mind a négy fank ugyanabba a zacs-
koba.

e Azt a harom fankot, amelyek egy zacskoba keriilnek (g) -féleképpen va-
laszthatjuk meg, ezzel az a fank is egyértelmtien meghatarozott, ame-
lyik a méasik nem iires zacskoba kertil.

o Azt a két fankot, amelyek egy zacskoba keriilnek (3)—féleképpen véalaszt-
hatjuk meg, ezzel az a két fank is egyértelmiien meghatarozott, amelyek
a masik nem {iires zacskoba keriilnek. Azonban vegyiik észre, hogy igy
minden szétosztast kétszer vesziink szamitasba, ezért itt a lehetdségek
szama %(;1)
o Azt a két fankot, amelyek egy zacskoba keriilnek (3)—féleképpen Va-
laszthatjuk meg, ezzel az a két fank is egyértelmiden meghatarozott,

amelyek a masik két zacskoba keriilnek, mindegyikbe egy-egy.

Az 6sszes lehetGség szama igy

1+ 1 +1 1 + 1 =14+4+4+3+6=14
3 2\2 2/ -
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(D) Tegyiik fel, hogy egy sarga, egy zold és egy barna zacskonk van. Legyen
A azon 6 bites sorozatok halmaza, amelyek 2 egyest tartalmaznak, legyen
B a szétosztasok halmaza, az f: A — B fiiggvény pedig rendelje hozza a
(b1, ba, ..., bg) sorozathoz azt a szétosztéast, amelynél a sarga zacskoban annyi
fank van, amennyi az elsé egyes el6tti nulldk szédma, a z6ld zacskoban annyi
fank van, amennyi az els6 és a masodik egyes kozotti nullak szama, és a barna
zacskoban annyi fank van, amennyi a mésodik egyes utani nullak szédma. Az
f fuggvény bijekcio, igy |A| = |B|. Most az A-beli sorozatok szdma a 6.

szabéaly szerint
6
2 ?

24. Ot esetet kiilonboztetiink meg (ne feledjiik, mindenki kap legalabb egy
tabla csokit).

igy a szétosztasoké is ugyanennyi.

o Két gyerek négy-négy, a masik ketté pedig egy-egy tabla csokit kap.
Azt a két gyereket, akik a négy-négy tabla csokit kapjak (;) -féleképpen
valaszthatjuk meg, ezzel a masik két gyerek is egyértelmiien meghatéa-
rozott.

e Egy gyerek négy, egy gyerek harom, egy gyerek ketts, egy gyerek pedig
egy tabla csokit kap. Itt a lehet&ségek szama 4! vilagos modon.

e Egy gyerek négy, a masik harom pedig két-két tabla csopkit kap. Azt a
gyereket, aki négy tabla csokit kap négyféleképpen valaszthatjuk meg,
ezzel a masik harom gyerek is egyértelmiien meghatarozott.

e Harom gyerek harom-harom, egy pedig egy tabla csokit kap. Azt a
gyereket, aki egy tabla csokit kap négyféleképpen valaszthatjuk meg,
ezzel a masik harom gyerek is egyértelmiien meghatérozott.

o Két gyerek harom-harom, a masik kettd pedig két-két tabla csokit
kap. Azt a két gyereket, akik a harom-harom tabla csokit kapjak (3)—
féleképpen valaszthatjuk meg, ezzel a masik két gyerek is egyértelmtien
meghatarozott.

Az Osszes lehetGség szama igy

4 4
<2> +4l+4+44 <2> =6+24+4+4+6=44.

25. (A) A feladat azon osztasok szambavétele, amelyekben pontosan egy
szin szerepel kétszer. Vilagos, hogy egy ilyen osztast egyértelmtden leir a
kévetkez6 harmas.
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1. A két egyforma szinii lap szine; ennek megvalasztasara 4 lehetGség van.

2. A két egyforma szind lap értékei; ezek megvalasztasara (123) lehetGség
van.

3. A fennmaradé harom egymastol és az el6z6 két lap szinétdl kiilonbozs
szind lapok értékei a szinek O, <, &, & sorrendjében; ezek megvilasz-
tasara 133 lehet6ség van.

Igy a feladatban szerepls osztésok és azon harom tagt sorozatok kozott,
amelyek els6 tagja egy szin, masodik tagja két kiilonbo6z6 érték halmaza,
harmadik tagja pedig értékek egy harom elemt sorozata, bijekcié van. Pél-
déaul

(0,15, Q}, (K, K, 10)) < {05, 0Q, VK, MK, #10}.

A sorozatok szama a 4. szabaly szerint

13
4. 133,
(%)

és persze a feladatban szerepld osztasoké is ugyanennyi.

(B) A feladat azon osztésok szambavétele, amelyekben pontosan egy vagy
pontosan két szin szerepel kétszer. Az el6z6 pontban mar meghataroztuk
azon osztasok szamat, amelyekben pontosan egy szin szerepel kétszer. Ezek
utan foglalkozzunk azon osztésokkal, amelyekben pontosan két szin szerepel
kétszer. Vilagos, hogy egy ilyen osztast egyértelmiien leir a kévetkezs 6tos.

1. Az a két szin, amelyek kétszer szerepelnek; ezek megvalasztaséara (3)
lehet6ség van.

2. A szinek ©, &, #, & sorrendjében elbb szerepls két egyforma szint lap
értékei; ezek megvalasztasara (123) lehetGség van.

3. A szinek ©, <, #, & sorrendjében késébb szerepld két egyforma szind
lap értékei; ezek megvélasztasara (123) lehetGség van.

4. Az 6todik lapnak az el6z6 két szintdl kiillonboz§ szine; ennek megva-
lasztésara 2 lehet&ség van.

5. Az 6todik lap értéke; ennek megvélasztasara 13 lehetdség van.

Igy az ilyen osztasok és azon 6t tagu sorozatok kozott, amelyek elsG tagja
szinek egy kételemi halmaza, negyedik tagja egy ezektdl kiillonbozé harmadik
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szin, masodik tagja két kiilonboz§ érték halmaza, harmadik tagja szintén két
kiilonb6z6 érték halmaza, 6todik tagja pedig egy érték, bijekcié van. Példaul

({0, 4}, {5,Q1,{2,10},9, K) +— {5, 0Q, 42, 410, VK }.

A sorozatok szama a 4. szabaly szerint

() 2o

és persze az osztasoké is ugyanennyi.
Ennélfogva a feladatban szerepld osztasok szama

() () 2

Szita-formula

1. A teljes indukci6 erésebb véltozataval bizonyitunk. Legyen P(n) az az
allitas, hogy

AT UAy U= UA = D A= D AN A+
1<i<n 1<i<g<n
+ Y JANANA =+ (D" AN Ay NN A

1<i<j<k<n

tetsz6leges Ay, Ao, ..., A, halmazokra.

Alapeset(ek). A P(1) allitas szerint |A;| = |A;|, ami trividlisan igaz. A
P(2) allitas szerint |A; U As| = |Ay] + |As| — |41 N As|. Ennek helyessége
a kovetkezSképpen lathato be. Az A; U As halmaz felirhaté a diszjunkt
Ay és Ay \ (A1 N Ag) halmazok unidjaként, igy a 2. szabaly szerint |A; U
As| = |A1| + A2\ (A1 N Ay)|. Hasonlban, az A, halmaz felirhat6 a diszjunkt
Ay \ (A1 N Ay) és A; N Ap halmazok unidjaként, igy a 2. szabaly szerint
’A2| = |A2 \ (Al N A2)| + |A1 N A2|, illetve atrendezve |A2 \ (Al N Ag)’ =
|As| — |A1 N Ay|. Innen az allitas behelyettesitéssel adodik.

Indukcioés 1épés. Tegyiik fel, hogy P(1), P(2),..., P(n) igaz valamely n > 2
egész szamra; megmutatjuk, hogy ekkor P(n + 1) is igaz. Legyenek A;, As,
ooy Any Ay tetszoleges halmazok. Az indukcios feltevés szerint

|A1UA2UUAnUAn+1|:’(A1UA2UUAn)UAn+1’:
=[A T UAU---UA, |+ A — [(AAUAU---UA,) N Appa]
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Hasznéaljuk az
(AfUA U UA)NA = (AiNA 1) U(ANA, 1)U U(A,NAL)

halmaz azonossagot. Ennélfogva

|AjUA U UA, UA | =[AUAU---UA,| + |Anii]—
(AN A ) U(AsNAp)U---U (A, N Ang)l

Ismét az indukcids feltevés szerint

AT UAy U= UA = D A= > JAnAl+

1<i<n 1<i<j<n
+ Y JANAN A=+ (D) A N AN N A,

1<i<j<k<n

illetve

(AN A) U (AN Ap) U U (A N Apy)| = D A0 Ay |-

1<i<n

1<i<j<n 1<i<j<k<n

+ (=D)"MA N Ay N A, N Any].

Kovetkezésképpen

AT UA U UA UA = D A= Y [AinA4l+

1<i<n+1 1<i<j<n+1
+ Y JANA N A = (=D)AL N Ay N A N A .
1<i<j<k<n+1

Igy P(n+1) is igaz.
A teljes indukei6 elve szerint P(n) igaz minden n pozitiv egész szamra.

2. Jelolje S, F, B, T rendre azon fitk halmazat, akik sakkoznak, fociznak,
bicikliznek illetve turaznak. Feladatunk |S U F U B UT| meghatarozasa. A
szita formula szerint
ISUFUBUT|=|S|+|F|+|B|+|T|—
ISNE|—|SNB|—|SNT|—
|[FNB|—|FNT|—|BNT|+
ISNEFNB|+|SNEFNT|+|SNBNT|+|FNBNT|-
ISNFNBNTI.
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Itt
S| =18, |F| =23, |B| =21, |T| =17,
ISNFE|=9,|SNB|=7, |SNT| =6,
|[FNB| =12, |[FNT|=9, |BNT| =12,
ISNEFNB|=4, |SNFNT|=3, |SNBNT|=5, |[FNBNT|=71,
ISNFNBNT|=3.

Ennélfogva
ISUFUBUT|=18+23+21+ 17—
—-9-7-6-12-9-12+4+3+5+7— 3 =40.

Mivel mindenki hodol legalabb egyik sportnak, ezért az osztalylétszam is
ugyanennyi.

3. Jeldlje S, K, B rendre azon lanyok halmazat, akik sakkoznak, kosaraznak
illetve bicikliznek. A szita formula szerint

ISUKUB|=I|S|+|K|+|B|—|SNK|—|SNB|—|KNB|+|SNKnNB,
illetve atrendezve
Bl =|SUKUB|—|S|—|K|+|SNK|+|SNB|+|KNB|—|SNKNB|

Mivel mindenki hodol legalabb egyik sportnak, ezért |S U K U B| = 40, az
osztalylétszam. Tovabba

|S| = 18, | K| = 23,
ISNK|=9,|SNB|=17, |[KNB| =12,
ISNKNB|=4.
Ennélfogva

|B| =40 —18 =23+ 9+ 7412 — 4 = 23.

4. Jelolje F, J, S rendre a fitk, a jo vagy jeles rendtek, illetve a sportolok
halmazat. A szita formula szerint

\[FUJUS|=|F|+|J|+|S|—|FnJ|—|FNnS|—|JNnS|+|FNnJNS]|,
Itt

|F| =20, |J| = 25, |S| = 24,
IFNJ| =14, |[FNS| =16, |JNS| =15,
IFn.JnS|=10.

341



Ennélfogva
IFUJUS|=20+25424—14—16 — 15+ 10 = 34.

Mivel az osztéalylétszam is ennyi, abbdl kovetkezik, hogy az osztily minden
tanuldja hozzatartozik az F,J, S halmazok legalabb egyikéhez. Igy azok a
lanyok, akik nem sportolnak sziikségképpen jo vagy jeles rendtiek.

5. Egyszertibb lesz azon megoldasokat szdmba venni, amelyekre nem telje-
siil a feltétel; ezek szaméat kivonva az Osszes megoldas szaméabol a feltételt
kielégité megoldésok szama adodik.

Lassuk tehat, hogy hany olyan megoldés van a természetes szamok koré-
ben, amelyre nem teljesiil a feltétel. Legyen M; azon megoldésok halmaza
a természetes szamok korében, amelyekben z; > 3. Legyen M, azon megol-
dasok halmaza a természetes szamok korében, amelyekben x5 > 4. Legyen
M; azon megoldasok halmaza a természetes szamok korében, amelyekben
x3 > 6. Most a feltételnek nem megfelel6 megoldasok halmaza a természetes
szamok korében M; U My U M. A szita-formulat alkalmazzuk:

‘Ml U M2 U Mg‘ - ’M1| + |M2‘ + ‘Mg’—
— | My 0 Ms| — | My N Ms| — | My 0 Ms| + | My N My N Ms].

Legyen A; azon 9 bites sorozatok halmaza, amelyek 2 egyest tartalmaz-
nak, és rendelje hozza az f: Ay — M, fuggvény a (b, ba, ..., by) sorozathoz
azt a megoldést, amelyben z; az els6 egyes el6tti nullak szdma plusz négy,
o az els6 és a méasodik egyes kozotti nullak szama, és x3 a méasodik egyes
utani nullak szama. Az f fiiggvény bijekcio, igy |A1| = |Mi|. Most az A;-
beli sorozatok szama a 6. szabaly szerint (g) = 36, kovetkezésképpen | M| is
ugyanennyi.

Legyen Ay azon 8 bites sorozatok halmaza, amelyek 2 egyest tartalmaz-
nak, és rendelje hozza az f: Ay — M, fiiggvény a (by,be,. .., bs) sorozathoz
azt a megoldast, amelyben x; az elsé egyes el6tti nullak szama, zo az elss és
a masodik egyes kozotti nulldk szama plusz 6t, és x3 a masodik egyes utani
nullak szama. Az f fiiggvény bijekcio, igy |As| = |Ms|. Most az As-beli
sorozatok szama a 6. szabaly szerint (g) = 28, kovetkezésképpen |M,| is
ugyanennyi.

Legyen Az azon 6 bites sorozatok halmaza, amelyek 2 egyest tartalmaz-
nak, és rendelje hozza az f: A3 — Mj fiiggvény a (by,be,. .., bg) sorozathoz
azt a megoldast, amelyben x; az els6 egyes el6tti nullak szama, zo az elsd
és a masodik egyes kozotti nulldk szama, és x3 a masodik egyes utani nullak
szama plusz hét. Az f fiiggvény bijekcio, igy |As| = |M3]. Most az As-beli
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sorozatok szama a 6. szabaly szerint (g) = 15, kovetkezésképpen |Ms]| is
ugyanennyi.

Legyen A, 5 azon 4 bites sorozatok halmaza, amelyek 2 egyest tartalmaz-
nak, és rendelje hozzéa az f: Ao — M; N M, fiiggvény a (by, by, b3, by) soro-
zathoz azt a megoldast, amelyben x; az els6 egyes elétti nullak szama plusz
négy, x, az elsé és a masodik egyes kozotti nullak szdma plusz 5, és 3 a méso-
dik egyes utani nullak szama. Az f fliggvény bijekcio, igy |A; 2| = |M; N M.
Most az A; o-beli sorozatok szama a 6. szabaly szerint (3) = 6, kovetkezés-
képpen |M; N M,| is ugyanennyi.

Végiil nyilvan egyetlen olyan megoldas van a természetes szamok korében,
amelyben x; > 4 és x3 > 7, igy |M; N M3| = 1, tovabba egyetlen olyan
megoldas sincs, amelyben zo > 5 és x3 > 7, illetve amelyben 1 > 4, x5 > 5
és T3 277 igy |M2ﬂM3| =0 és |M1ﬂM2ﬂM3| = 0.

Ennélfogva

My UMy UM =36+28+15—6—1—0+0="72.

Ezutan lassuk hany megoldas van 0sszesen a természetes szdmok kérében.
Legyen A azon 13 bites sorozatok halmaza, amelyek 2 egyest tartalmaznak,
legyen M az egyenlet Osszes megoldasanak halmaza a természetes szamok
korében, az f: A — M fiiggvény pedig rendelje hozza a (b, bs, ..., bi3) so-
rozathoz azt a megoldéast, amelyben z; az els6 egyes el6tti nulldk szama, x-
az els6 és a méasodik egyes kozotti nullak szama, és x3 a masodik egyes utani
nulldk szama. Az f fiiggvény bijekcio, igy |A| = |M|. Most az A-beli soro-
zatok szdma a 6. szabaly szerint (123) = 78, kovetkezésképpen a megoldasok
szama is ugyanennyi.

Igy azon megoldasok szama a természetes szamok korében, amelyekre
teljesiil a feltétel 78 — 72 = 6.

6. ElGszor is legyen T' az x1 + x9 + x3+ x4 = 18 egyenlet azon megoldasainak
halmaza az egész szamok korében, amelyekben 1 < 1 < 5, —2 < 29 < 4,
0< 23 <Hés3 <2y <9, legyen M az y; + v + ys + y4 = 16 egyenlet azon
megoldasainak halmaza a természetes szamok korében, amelyekben 1y, < 4,
Y2 < 6, y3 < 5 és yy < 6, valamint rendelje hozza az f: T — M fiiggvény
az r1 + To + x3 + x4 = 18 egyenlet 1 = ay, x9 = ag, T3 = az, T4 = a4
megoldasahoz az y, +ys+ys+ys = 16 egyenlet y; = a1—1, yo = as+2, y3 = as,
Yy = a4 — 3 megoldasat. Az f fiiggvény bijekcio, igy |T'| = |M|. Ennélfogva
elég szamba venni az y; + y» + y3 + y4 = 16 egyenlet azon megoldasait a
természetes szamok korében, ahol y; < 4, yo < 6, y3 < 5 és y4 < 6.

Egyszertibb lesz azon megoldasokat szamba venni, amelyekre nem telje-
siil a feltétel; ezek szamat kivonva az Osszes megoldéas szamabol a feltételt
kielégité megoldasok szama adodik.
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Lassuk tehat, hogy hany olyan megoldés van a természetes szamok koré-
ben, amelyre nem teljesiil a feltétel. Legyen M; azon megoldésok halmaza
a természetes szamok korében, amelyekben y; > 4. Legyen M, azon megol-
désok halmaza a természetes szdmok korében, amelyekben y, > 6. Legyen
M; azon megoldasok halmaza a természetes szamok korében, amelyekben
ys > 5. Legyen M, azon megoldasok halmaza a természetes szamok korében,
amelyekben y, > 6. Most a feltételnek nem megfelel6 megoldasok halmaza
a természetes szamok korében M; U My U M3 U My. A szita-formulat alkal-
mazzuk:

| My U My U M3 U My| =| M| + | M| + | Ms| + | My|—
| My N My| — | My N M| — | My 0 My|—
| My 0 Ms| — | My N My| — | Ms 0 My|+
| My N My N Ms| 4 | My 0 My N M|+
| My N M3 0 My| + | My 0 My 0 My|—
| My N My N Mz 0 My.

Legyen A; azon 14 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartalmaz-
nak, és rendelje hozza az f: Ay — M, figgvény a (by,bs, ..., b14) sorozathoz
azt a megoldast, amelyben 1, az els6 egyes el6tti nullak szama plusz 6t, ys
az els6 és a masodik egyes kozotti nullak szama, y3 a masodik és a harmadik
egyes kozotti nullak szdma, és y, a harmadik egyes utani nulldk szdma. Az
f fiiggvény bijekcio, igy |A;| = |M;|. Most az A;j-beli sorozatok szama a 6.
szabaly szerint (1; ) = 364, kovetkezésképpen | M| is ugyanennyi.

Legyen A, azon 12 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartalmaz-
nak, és rendelje hozza az f: Ay — M, fuggvény a (by, by, . .., b12) sorozathoz
azt a megoldast, amelyben y; az els6 egyes el6tti nullak szama, y, az elss és
a masodik egyes kozotti nullak szama plusz hét, y3 a masodik és a harmadik
egyes kozotti nullak széama, és y, a harmadik egyes utani nulldk szdma. Az
f fliggvény bijekcio, igy |Aa| = |Ma|. Most az As-beli sorozatok szama a 6.
szabéaly szerint (132) = 220, kovetkezésképpen | M,| is ugyanennyi.

Legyen Aj azon 13 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartalmaz-
nak, és rendelje hozza az f: A3 — M3 figgvény a (by,bs, ..., b3) sorozathoz
azt a megoldast, amelyben y; az elsé egyes el6tti nullak szama, y, az elsé
és a masodik egyes kozotti nullak széma, y3 a masodik és a harmadik egyes
kozotti nullak szama plusz hat, és y4 a harmadik egyes utani nullak szama.
Az f fiiggvény bijekcio, igy |As| = |M3|. Most az As-beli sorozatok szama a
6. szabaly szerint (133) = 286, kovetkezésképpen |Ms| is ugyanennyi.

Legyen A, azon 12 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartalmaz-
nak, és rendelje hozza az f: Ay — M, figgvény a (by,bs, ..., b2) sorozathoz
azt a megoldast, amelyben vy, az els6 egyes el6tti nullak szama, y, az elsd
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és a masodik egyes kozotti nullak szama, y3 a masodik és a harmadik egyes
kozotti nullak szama, és y4 a harmadik egyes utani nullak szdma plusz hét.
Az f fiiggvény bijekcio, igy |A4| = |My|. Most az Ay-beli sorozatok szama a
6. szabaly szerint (132) = 220, kovetkezésképpen |My| is ugyanennyi.

Legyen A;o azon 7 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartal-
maznak, és rendelje hozzé az f: A; o — My N M, fuggvény a (by, ba, ..., br)
sorozathoz azt a megoldéast, amelyben y, az elsé egyes el6tti nulldk szama
plusz 6t, yo az els6 és a masodik egyes kozotti nulldk szama plusz hét, y3 a
mésodik és a harmadik egyes kozotti nullak szama, és y, a harmadik egyes
utani nulldk szama. Az f fiiggvény bijekcio, igy |Aiq| = |M; N Ms|. Most
az A o-beli sorozatok szdma a 6. szabaly szerint (;) = 35, kovetkezésképpen
| My N Ms| is ugyanennyi.

Legyen A3 azon 8 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartal-
maznak, és rendelje hozza az f: Ay 3 — M; N M; figgvény a (b1, be, ..., bs)
sorozathoz azt a megoldast, amelyben 1, az elsé egyes el6tti nullak szama
plusz 6t, yo az els§ és a masodik egyes kozotti nulldk szama, y3 a masodik
és a harmadik egyes kozotti nulldk szama plusz hat, és y, a harmadik egyes
utani nullak szama. Az f fiiggveény bijekcio, igy |A1 3] = [M; N M;). Most
az A 3-beli sorozatok szdma a 6. szabaly szerint (g) = 56, kovetkezésképpen
| My N Mj] is ugyanennyi.

Legyen A;4 azon 7 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartal-
maznak, és rendelje hozzé az f: Ay 4 — My N M, fuggvény a (by, ba, ..., br)
sorozathoz azt a megoldéast, amelyben 1, az els§ egyes el6tti nulladk szama
plusz 6t, ys az els6 és a méasodik egyes kozotti nullak szama, y3 a mésodik és
a harmadik egyes kozotti nulldk szama, és y, a harmadik egyes utani nullak
szama plusz hét. Az f fiiggvény bijekcio, igy |Ar4] = |M; N M,y|. Most az
Ay 4-beli sorozatok szama a 6. szabaly szerint (g) = 35, kovetkezésképpen
| My N M, is ugyanennyi.

Legyen Ay azon 6 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartal-
maznak, és rendelje hozza az f: Ass — My N M; fliggvény a (by, be, ..., bs)
sorozathoz azt a megoldast, amelyben y; az els§ egyes el6tti nullak szama,
Yo az elsé és a masodik egyes kozotti nullak szdma plusz hét, y; a masodik
és a harmadik egyes kozotti nulldk szama plusz hat, és y, a harmadik egyes
utani nulldk szama. Az f fiiggvény bijekcio, igy |Aas| = [Ma N Ms|. Most
az Aj 3-beli sorozatok szdma a 6. szabaly szerint (g) = 20, kovetkezésképpen
| My N Mj] is ugyanennyi.

Legyen As4 azon 5 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartal-
maznak, és rendelje hozzé az f: Asy — My N My fuggvény a (by, ba,. .., bs)
sorozathoz azt a megoldast, amelyben y; az elsé egyes el6tti nullak szama,
Yo az els6 és a masodik egyes kozotti nullak szdma plusz hét, y3 a méasodik és
a harmadik egyes kozotti nulldk szama, és y, a harmadik egyes utani nullak
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szama plusz hét. Az f fiiggvény bijekcio, igy |Ag4| = |Ma N My|. Most az
A, 4-beli sorozatok szama a 6. szabdly szerint (g) = 10, kovetkezésképpen
| My N M,| is ugyanennyi.

Legyen Az, azon 6 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartal-
maznak, és rendelje hozzé az f: A4 — My N My figgvény a (b1, bo, ..., bs)
sorozathoz azt a megoldast, amelyben y; az els6 egyes el6tti nullak szama, ys
az els6 és a masodik egyes kozotti nullak szama, y3 a masodik és a harmadik
egyes kozotti nullak szama plusz hat, és y4 a harmadik egyes utani nullak
szama plusz hét. Az f fiiggvény bijekcio, igy |As4| = [Ms N My|. Most az
Az 4-beli sorozatok szama a 6. szabaly szerint (g) = 20, kovetkezésképpen
| M3 N My is ugyanennyi.

Végiil nyilvan egyetlen olyan megoldés sincs a természetes szamok koré-
ben, amelyben y; > 5, yo > 7 ésys = 6, igy |M1NMyNM;| = 0, egyetlen olyan
megoldés sincs, amelyben y; > 5, yo > 7 és yy > 7, igy | My N My N My| = 0,
egyetlen olyan megoldas sincs, amelyben y; > 5, y3 = 6 és yq4 = 7, igy
| My N M3 My| = 0, egyetlen olyan megoldés sincs, amelyben y, > 7, y3 > 6
és yy = 7, igy |M; N My N Ms| = 0, valamint egyetlen olyan megoldas sincs,
amelyben y; =5,y = 7, y3 = 6 és yy = 7, igy | My N My M3 N My| = 0.

Ennélfogva

| My U My U M3 U My| = 364 + 220 + 286 + 220—
—35-956-35-20-10-20+0+0+0+0—0=914.

Ezutéan lassuk hany megoldéas van Osszesen a természetes szamok kérében.
Legyen A azon 19 bites sorozatok halmaza, amelyek 3 egyest tartalmaznak,
legyen M az egyenlet Osszes megoldasanak halmaza a természetes szamok
korében, az f: A — M fiiggvény pedig rendelje hozza a (by, bs, ..., big) soO-
rozathoz azt a megoldést, amelyben x, az elsé egyes el6tti nullak szama, xo
az elsd és a masodik egyes kozotti nulldk szama, x3 a mésodik és a harma-
dik egyes kozotti nullak szama, és x4 a harmadik egyes utani nullak szdma.
Az f fiiggvény bijekcio, igy |A] = |M|. Most az A-beli sorozatok szdma
a 6. szabaly szerint (139) = 969, kovetkezésképpen a megoldasok szama is
ugyanennyi.

Igy az y1 4+ yo + y3 + ya = 16 egyenlet azon megoldasainak szama a
természetes szamok korében, amelyekre teljesiil a feltétel 969 — 914 = 55.

7. Legyenek ay, as, ..., a, a feladatban szerepls karakterek. Egyszeritibb lesz
azon karakterlancokat szdmba venni, amelyekre nem teljesiil az azonos ka-
rakterek egymas mellett allasat tilto feltétel; ezek szaméat kivonva az Osszes
olyan 2n hosszu karakterlanc szamabol, amelyekben az aq,as,...,a, a ka-
rakterek mindegyike kétszer fordul eld, az azonos karakterek egymas mellett
allasat tilto feltételt kielégits karakterlancok széma adodik.
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Lassuk tehat, hany olyan karakterlanc van, amelyre nem teljesiil az azonos
karakterek egymas mellett allasat tilto feltétel. Minden 1 < ¢ < n esetén je-
16lje S; azon 2n hosszu karakterlancok halmazét, amelyekben az aq, ao, . .., a,
karakterek mindegyike kétszer fordul el§ és a két a; karakter egymas mellett
all. Most azon karakterlancok halmaza, amelyekre nem teljesiil az azonos
karakterek egymas mellett allasat tiltd feltétel S; U So U --- U S,. A szita-
formulat alkalmazzuk:

[SHUS,U--US, = D ISl — > 18NS+
1<isn I<i<j<n
+ Y 1SNSG NS =+ ()" S NS NN S,

1<i<j<k<n

A jobb oldalon |S;| éppen azon 2n hosszi karakterlancok szama, amelyekben
az a;a; karakterkettds egyszer, az {ay, as, . .., a,} \ {a;}-beli karakterek pedig
kétszer fordulnak els, igy
(2n —1)!

gn—1
a 6. szaballyal 6sszhangban. Hasonloan, |S; N S;| éppen azon 2n hosszi
karakterlancok szama, amelyekben az a;a; és aja; karakterkett6sok egyszer,
az {a1,a,...,a,} \ {a;, a;}-beli karakterek pedig kétszer fordulnak elg, igy

S| =

(2n —2)!
a 6. szaballyal dsszhangban. Altaldban is, |S;, N S;, N--- NS, | éppen azon
2n hossza karakterlancok szdma, amelyekben az a;, as,, ai,ay,, - .., ai.a, ka-
rakterkettésok egyszer, az {ay, aq, ..., an} \ {ay, a1y, - . ., ay, }-beli karakterek

pedig kétszer fordulnak elg, igy

(2n —r)!

|St1ﬂ5t2ﬂ---ﬁStT| - on—r

a 6. szaballyal osszhangban. Héany S;, NSy, N --- NS, alaku tag van a

szita-formulaban? Nyilvan amennyi r elemt részhalmaza van az {1,2,...,n}
halmaznak, vagyis (Z) Ennélfogva

1S, U Sy U---US,| = (”)M_ (“>M+

1 anl 2 2n72
n\ (2n — 3)! n
RSt T —1)°tt |
+ <3) s T +(—-1) (n>n
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Az Osszes olyan 2n hosszi karakterlanc szama, amelyekben az aq,as,
..., a, karakterek mindegyike kétszer fordul el§ szintén a 6. szaballyal 6ssz-

hangban

(2n)!

o
igy az azonos karakterek egymas mellett allasat tilto feltételt kielégits karak-
terlancoké

T ()5 () - () e ()

8. Legyenek A = {aj,as,...,a,} és B = {by,bs,...,b,} tetszSleges m il-
letve n elemd halmazok. Feladatunk azon f: A — B fliggvények szamba
vétele, amelyek B minden elemét hozzarendelik legalabb egy A-beli elemhez
(ezeket a fiiggvényeket nevezziik sziirjektivnek). Egyszertibb lesz a nem sziir-
jektiv fliggvényeket szamba venni, ezek szamat kivonva az Osszes f: A — B
fliggvény szamabol a sziirjektiv fliggvények széma adodik.

Lassuk tehat hany nem sziirjektiv fiiggvény van. Minden 1 < ¢ < n
esetén jelolje F; azon f: A — B fiiggvények halmazat, amelyek a b; elemet
nem rendelik hozza egyetlen A-beli elemhez sem. Most a nem sziirjektiv
fliggvények halmaza F; U Fy U ---U F),. A szita formulat alkalmazzuk:

[FUFRU---UF,[= > |Fl- Y |FNF+

1<i<n 1<i<j<n
+ Y ENENF[-- 4 ()" RNERN- N E

1<i<j<k<n

A jobb oldalon |F}| éppen az f: A — B\ {b;} fiiggvények szama, vagyis
(n — 1)™. Hasonléan, |F; N F};| éppen az f: A — B\ {b;,b;} fiiggvények
szdma, vagyis (n — 2)™. Altaldban is, |F,, N F,, N---N F, | éppen az

f: A= B\ {by,by,,...,0}
figgvények szama, vagyis (n —r)™. Hany I, NF,N---NF;, alaki tag van a

szita-formulaban? Nyilvan amennyi r elemt részhalmaza van az {1,2,...,n}
halmaznak, vagyis (:) Ennélfogva

FLUF U UF,| = (T)(”_l)m_ (Z)<n_2)m+



Az Gsszes f: A — B fliggvény szama n™, igy a sziirjektiveké

- (T) (n—1)"+ (Z) (n—2)m— <Z) (n=3)" 44 (1" (nﬁ 1) .

9. Legyen 1 < ¢ < n. A feladatban szereplé m kiillonb6z6 izt fank ¢ kiilon-
b6z6 szint zacskoba torténd olyan szétosztéasait, amelyeknél minden zacskoba
keriil legalabb egy fank leirhatjuk olyan f: A — B sziirjektiv fliggvényekkel,
amelyeknél A a fankok, B pedig a zacskok halmaza. Igy ezeknek a szétosz-
tasoknak a szama az el6z6 feladattal 6sszhangban

i—1 .
Sar (L)

5=0

Most tekintsiik azt a fiiggvényt, amely egy a feladatban szerepld m kiilénbo6z6
izt fank ¢ kiillonbo6z6 szinld zacskoba torténd olyan szétosztasdhoz, amelynél
minden zacskoba keriil legalabb egy fank azt a halmazcsaladot rendeli, mely-
nek halmazai az egy zacskéba keriilt fankokbol allnak. Ez egy i!-hoz-1 tipust
leképezés, hiszen a szinek permutalédsa nem valtoztat a halmazokon. Ebbél
kovetkezik, hogy a feladatban szereplé m kiilonboz6 izt fank ¢ egyforma zacs-
koba torténd olyan szétosztasainak szama, amelyeknél minden zacskoba kertil

legalabb egy fank
i1 .
1 A
DICHWIENR
= J

Ezeket minden 1 < ¢ < n zacskdszamra Osszegezve az allitas adodik.

10. Egyszertibb lesz azon n-nél kisebb nem negativ egészeket szamba venni,
amelyek nem relativ primek n-hez, ezek szaméat n-bél kivonva az n-nél kisebb,
n-hez relativ prim nem negativ egészek szdma adodik.

Jelolje S azon n-nél kisebb nem negativ egészek halmazat, amelyek nem
relativ primek n-hez. Nyilvanval6 médon S azon n-nél kisebb nem negativ
egészekbdl all, amelyek oszthatok a py, pa, ..., pm primek legalabb egyikével.
Minden 1 < 7 < m esetén jellje S; azon n-nél kisebb nem negativ egészek
halmazat, amelyek oszthatok p;-vel. Ekkor

S=5USU---US,.

Alkalmazzuk a szita formulat:

[SHUS U= USul = Y [Sil— > [SinS+

1<i<m 1<i<gj<m

+ ) ISiNS NS = (1) S NSy N NS,

1<i<j<k<m
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Most vegyiik észre, hogy ha r pozitiv osztdja n-nek, akkor pontosan n/r olyan
n-nél kisebb nem negativ egész van, amelyek oszthatok r-rel, nevezetesen
0,7,2r,...,((n/r) — 1)r. Igy a jobb oldal

n_ " oy
DD PSS e

1<em P 1<iciem P31 Sichem PiPiPk

illetve kis ligyeskedéssel
1 1 1
(= 0-5) (-5 0=3)
y4 b2 Pm

o(n) =1~ |8

n1-(-) (-2 (-2)
() (-2 ()

Innen

adodik.
11. ElGszor is
6!=6-5-4-3.-2.1=3-2.5.2.2.3.2=2%.32.5,

Igy az el6z6 feladat szerint

1 1 1 1 2 4
6N=6'(1—-=)(1—-=)(1—-=)=2*.32.5.=-.=2. - =920.3=192.
#(6!) ( 2)( 3)( 5) 2°3°5

Skatulya elv

1. Legyen A a kivalasztott n 4+ 1 szam halmaza, B pedig alljon a kovetkezs
halmazokbol:

(1,2}, {3.4}, {56}, ..., {2n — 1,2n}.

Az f figgvény rendelje hozza minden A-beli szdmhoz azt a halmazrendszer-
beli halmazt, amelyhez a szam hozzatartozik. Most |B| = n, ezért |A| > | B,
igy a skatulya elv szerint van két olyan szam, amelyek ugyanabban a hal-
mazrendszerbeli halmazban vannak. Erre a két szamra nyilvan teljesiil az
allitas.
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2. El6szor is vegyiik észre, hogy minden 1 és 2n kozotti egész szam felirhato
2"m alakban, ahol k nem negativ egész szam és m paratlan szam 1 és 2n —
1 kozott. Ezek utan legyen A a kivalasztott n + 1 szdm halmaza, B =
{1,3,5,...,2n—1}, és f rendelje hozza minden A-beli szamhoz a fenti médon
felirt alakjaban szerepld paratlan tényezst. Most |B| = n, ezért |A| > | B|, igy
a skatulya elv szerint van két olyan szam A-ban, amelyeknél a fenti alakban
a paratlan tényezd ugyanaz. Erre a két szamra nyilvan teljesiil az allitas.

3. Tekintsiik a kovetkezé n szamot:

C1 = 1,
Cy = 11,
s =111,
¢, =111---1
(itt az utolso szam n darab egyes szamjegybdl all). Ha a ¢y, ca, . . ., ¢, szdmok

koziil valamelyik oszthato n-nel, akkor kész vagyunk. Ha nem, akkor legyen
A={ecr,¢0,. ...}, legyen B ={1,2,... n—1}, és f rendelje hozza minden
A-beli szamhoz az n-nel valo osztéskor kapott maradékat. Mivel |A| > | B,
igy a skatulya elv szerint van két olyan szam A-ban, amelyek n-nel osztva
ugyanazt a maradékot adjak. Legyen c¢; és ¢; két ilyen szam, ahol 7 < j.
Most egyrészt ¢; — ¢; nyilvan oszthat6 n-nel, méasrészt

¢;j—¢ =11---100---0
(itt j — ¢ darab egyest i darab nulla kovet). Fzzel a bizonyitas teljes.

4. Tekintsik a kovetkezs 2013 darab szamot:

¢ = 77

Co = 77,

s =777,
C2013 — -7

(itt az utolsod szam 2013 darab hetes szamjegybdl &ll). Indirekt tegyiik fel,
hogy a c1,co, ..., Co013 szamok koziil egyik sem oszthatd 2013-mal. Legyen
A={c1,co,...,Co013}, legyen B ={1,2,...,2012}, és f rendelje hozza min-
den A-beli szamhoz a 2013-mal val6 osztaskor kapott maradékat. Mivel
|A| > |B|, igy a skatulya elv szerint van két olyan szam A-ban, amelyek
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2013-mal osztva ugyanazt a maradékot adjak. Legyen c¢; és c; két ilyen szam,
ahol ¢ < j. Most egyrészt ¢; — ¢; nyilvan oszthat6é 2013-mal, masrészt

¢j— i =T7---700---0

(itt j—i darab hetest ¢ darab nulla kévet), azaz ¢;—¢; = ¢;—;10". Ebbgl viszont
kovetkezik, hogy c¢;_; is oszthaté 2013-mal, hiszen Inko(10%,2013) = 1 minden
1 pozitiv egész szdmra. Ellentmondasra jutottunk, ezért a ci,co, ..., o013
szamok kozott sziikségképpen 1étezik olyan, amelyik oszthato 2013-mal.

5. Legyen {aj,as,...,a,} természetes szamok egy tetszéleges n elemd hal-
maza. Tekintsiik a kdvetkezd n természetes szamot:

bl = aq,
b2 = + as,

bs = a; + as + as,

by =a1+ay+as+ -+ a,.

Ha a by, bo, ..., b, szdmok koziil valamelyik oszthatoé n-nel, akkor kész va-
gyunk. Ha nem, akkor legyen A = {b1,bs,...,b,}, legyen B = {1,2,...,
n — 1}, és f rendelje hozza minden A-beli szamhoz az n-nel valo osztaskor
kapott maradékat. Mivel |A| > |B|, igy a skatulya elv szerint van két olyan
szam A-ban, amelyek n-nel osztva ugyanazt a maradékot adjak. Legyen b;
és b; két ilyen szam, ahol 7 < j. Most egyrészt b; — b; nyilvan oszthato n-nel,
masrészt b; — b; = a;41 + a2 + - - - + a;. Ezzel a bizonyités teljes.

6. Jeldlje ay,as, ..., a,1 a kivalasztott szamokat. Az éltalanossag megszo-
ritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a1 < as < --- < a,41. Tekintsiik a kdvetkezs
2n pozitiv egész szamot:

QAg,0a3,...,0p41,02 — A1,43 — A1, ..., Qpy1 — A1

Ezek mindegyike kisebb vagy egyenls, mint 2n — 1, igy a skatulya elv szerint

van kozottik ketts, amelyek megegyeznek. Mivel az as, as, . . ., a,11 szdmok
paronként kiilonbozdk, és ugyanez igaz az as — ay,a3 — ay, ..., 0,01 — Q1

szamokra is, ezért sziikségképpen a; = a; — a; valamilyen 2 < 4,7 <n+1és
1 # j indexekre. Am ez éppen azt jelenti, hogy valamilyen 2 < i, <n+1
és i # j indexekre a; = a; + a;.

7. Minden 1 < i < 30 esetén jeldlje a; azon partik szamat, amelyet a gyGztes
az i-edik napig jatszott, beleértve az i-edik napot is. Ekkor (ay,as, ..., as)
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kiilonb6z6 pozitiv egész szamok szigoriian monoton névekvs sorozata, ahol
1 < a; < 45 minden 1 < 7 < 30 esetén. Hasonloan, (a; +14, a2+ 14, ..., azo+
14) is kilonb6z6 pozitiv egész szamok szigorian monoton névekvd sorozata,
ahol 15 < a; + 14 < 59 minden 1 < 7 < 30 esetén.

A 60 darab aq,as, ..., a3, a1+ 14, a9+ 14, ... azy+ 14 pozitiv egész szam
mindegyike kisebb vagy egyenld, mint 59, igy a skatulya elv szerint van kozot-

tiik ketts, amelyek megegyeznek. Mivel az aq, as, . . ., azy szamok paronként
kiilonb6zsk, és ugyanez igaz az a; + 14,as + 14, ..., a39 + 14 szamokra is,

ezért sziikségképpen a; = a; + 14 valamilyen ¢ > j indexekre. Am ez éppen
azt jelenti, hogy a gyGztes a (j + 1)-edik naptol az i-edik napig, beleértve a
(7 + 1)-edik és az i-edik napot is, pontosan 14 partit jatszott.

Generatorfiiggvények
1. Jelolje f(x) a sorozat generatorfliggvényét:

f(@) = fo+ fio+ for® + fsa® 4+ -
Probaljuk meg felirni az

(1717.f1 +2f07f2+2f17f3+2f2a"'>

sorozat generatorfiiggvényét. Tekintsiik a kdvetkez6 harom generatorfiigg-
vényt:

(1,0,0,0,0,...) +— 1,
(07f07f17f27f37 B ) A :r;f(x),
(0,0,2f0,2f1,2f,...) + 22%f(x).

Osszeadva ezeket éppen a kivant sorozat generatorfiiggvényéhez jutunk:

(1, fo, f1 + 2f0, fo +2f1,...) «— L+ f(z) + 22° f ().

(A mésodik tagok csak formalisan kiilonboznek, mivel fy = 1).
Ebbdl kovetkezik, hogy

L+ af(x) + 20° f(x) = f(x),

ahonnan rendezéssel

adodik.
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Alkalmazzuk a parcialis tortekre bontas modszerét az f(x) generator-
fliggvényre. ElGszor a nevezst faktorizaljuk:

1—2—22°=(1+z)(1 - 22).

A kovetkezd 1épés olyan A; és A, valos szamok meghatarozéasa, amelyekkel

1 Ay A

222 1tz 1-2z
Kicsit biivészkediink a jobb oldallal:

l+x 1—-21 (1+2z)(1 —22)
. (Al + AQ) + (—2141 + AQ)Q?
N 1 —ax— 222 '
Vilagos, hogy
1 (Ay + Ag) + (—24; + Ay)x
1—z—222 1—x— 222

akkor és csak akkor teljesiil, ha

A+ Ay =1,
—2A; + A, = 0.

A linearis egyenletrendszert megoldva a kévetkezét kapjuk:

AL =1/3,
Igy
1 B 1/3 2/3
l—x—222 142z 1-22
Most
(1,-1,1,—-1,---) «— !
9 ) ) ) 1+x7
1
(1,2,2%,23,--) < .
1-—2x
Innen . ( 1) ont1
_ 7’L+ n
= (=) 2.2 =
famge (-1 -



adodik.
2. Jeldlje f(z) a sorozat generatorfiiggvényét:

f(x):f0+f1$+f2$2+f3x3+---.

Probaljuk meg felirni az

(3767 fl +6f07f2+6f17f3+6f27"')

sorozat generatorfiiggvényét. Tekintsiik a kdvetkezd harom generatorfiigg-
vényt:
(3,3,0,0,0,...) <— 3+ 3z,
(07 f07 fl: f27 f3> . ) > xf(x),
(0,0,6fo,6f1,6f2,...) +— 62°f(z).

Osszeadva ezeket éppen a kivant sorozat generatorfiiggvényéhez jutunk:
(3,34 fo, f1 + 6fo, fo + 6f1,...) = 3+ 3z + xf(z) + 627 f ().

(A mésodik tagok csak formalisan kiillonboznek, mivel fy = 3).
Ebbél kévetkezik, hogy

3+ 3x+af(x)+62°f(x) = f(x),
ahonnan rendezéssel
3+ 3
fl@) = 1—x— 622
adodik.
Alkalmazzuk a parcidlis tortekre bontas modszerét az f(x) generéator-
fliggvényre. ElGszor a nevezdt faktorizaljuk:

1—2—62°=(1+2z)(1 - 32).
A kovetkezd 1épés olyan A; és A, valos szamok meghatarozéasa, amelyekkel

3+ 3x Al A2

1—2—622 1+2a:+1—3x‘

Kicsit biivészkediink a jobb oldallal:

A1 A2 (1 — 313)141 + (1 + 21’)142 . (Al + AQ) + <—3A1 + QAQ)JI

1+2x+1—3x (14 22)(1 — 3x) B 1—x— 622
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Vilagos, hogy
3+ 3z (Al + AQ) + (-3141 + 2142)1’

1—x—6a2 1—2— 622

akkor és csak akkor teljesiil, ha

A+ Ay =3,
—3A; +2A, = 3.

A linearis egyenletrendszert megoldva a kovetkezét kapjuk:

A1:3/5,
Ay =12/5.
Igy
1 _3/5 12/5
1l—2x—622 142z 1-32
Most
1
1,-2,2%, =23 .. ) ¢— ———
(7 ) ) M ) 1—'—2:[}7
1
1,3,32.3% ...) «— .
(77 9 9 ) 1_3$
fnen 3 12 3. (—2)" 4 4. 30+
c(— ”_|_ . an
== (=2)"+ = . 3" =
f 5( )+5 5
adodik.

3. Jeldlje f(z) a sorozat generatorfiiggvényét:
fl@) = fo+ fiz+ for? + fsa® + -
Probéljuk meg felirni a
O, LA i+fo+1L ot fi+1, fs+fot1,...)

sorozat generatorfiiggvényét. Tekintsiik a kovetkez6 négy generatorfiigg-
vényt:

(-=1,0,0,0,0,...) +— —1
1
(1,1,1,1,1,...) «— T
(0, fo, f1, f2, f3,...) < xf(x),
(0?07 anfl?f?a e ) A xzf(x)
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Osszeadva ezeket éppen a kivant sorozat generatorfiiggvényéhez jutunk:
1
O fot LAt fotLfot fitl ) 14— +afr) + a2’ f().

(A masodik tagok csak formalisan kiilonboznek, mivel fy = 0).
Ebbél kovetkezik, hogy

b ) + () = (),

ahonnan rendezéssel
T

A e -

adodik.
Alkalmazzuk a parcidlis tortekre bontas modszerét az f(x) generéator-
fiiggvényre. ElGszor a nevezdt faktorizaljuk:

1—2)(1—a—2%)=1—2)(1— )l — ),

ahol
o) = L+ V5 és g = L-v5
1 — 2 2 = 2 .
A kovetkez 1épés olyan Ay, As és Az valos szamok meghatarozasa, amelyek-
kel
T Ay Ay Az

(1—x)(1—a1x)(1—a2x):1—x+1—a1x+1—a2m'

Kicsit biivészkediink:

A Ay As
1—2z 1—0z1x+1—o¢2x
A(1 —aqz)(1 — asx) + Ao(1 — 2)(1 — asx) + A3(1 — 2)(1 — )

(1—2)(1 —a2)(1 — asx) '

Mivel (1 — ayz)(1 — agz) = 1 — 2 — 22, ezért

A1 = anx)(1 — ax) + Ag(1 — 2)(1 — agr) + Ag(1 — ) (1 —anw)
(1—2)(1 —aqz)(1 — agx)
A(1—z —2?) + Ay(1 — 2)(1 — apx) + A3(1 — 2)(1 — oy x)
(1—2)(1 —ayz)(1 — ayr) '

Itt a szamlalo atrendezés utédn egy olyan mésodfokt polinom lesz, ahol z?
egyiitthatoja
— A1 + apAy + a1 As,
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x egyiitthatoja
—A1 — (]_ + a2)A2 — (1 + Oél)A37
a konstans tag pedig
A+ Ay + As.

A kapott racionélis fiiggvény vildgos modon akkor is csak akkor egyezhet meg

az
T

(1—2)(1 —aqz)(1 — agx)

racionalis fliggvénnyel, ha

—Al + OCQAQ + 041A3 = 0,
—A; = (1+ o)Ay — (1 +y)Asz =1,
A+ Ay + A3 =0.

A lineéris egyenletrendszert megoldva a kévetkezst kapjuk:

A = -1,

4, = 5H3V5
10

Ay = 5-3v5
10

Igy
(1 —2)(1—aqz)(1 — asx)

_ 1 [5#3V5 L [(5-3V5 1
o 1-x 10 1 — oz 10 1 — gz’

Most
1
(L,1,1,1,--+) +— T
(Laradad o) s
(1, 00,03, 0, ) ¢+ . —10233'
Innen

5+3v5) (1+v5\" [5-3v5) [1-v5\"
e (M) (557) - (57) (57)
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adodik.
4. Jelolje az
Sp=142+---4+n, n=0,1,2,...

sorozat generatorfiiggvényét:
S(x) = sg + $17 + 592° + 532> + - - -

Tekintsiik a kovetkezs két generatorfiiggvényt:

x

=P
1

1—a

(0,1,2,3,4,...) «—

(1,1,1,1,1,...) «—

Osszeszorozva ezeket éppen az S (x) generatorfliiggvényhez jutunk, igy

T

S(x) = m

A generatorfiiggvény egyiitthatéinak meghatarozasihoz jegyezziik meg, hogy

az
1

(1—x)?

generatorfiiggvény n-edik tagja
3+n—1\ (n+2
n N 2 )

1—a)

ezért az

generatorfiiggvény n-edik tagja

((n—;)—l—Q) _ <n—2}—1> :@7

han > 1, és 0, ha n = 0. Ennélfogva

minden n =0,1,2,... esetén.

5. Jelolje a
G =142+ 4n% n=0,1,2,...
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sorozat generatorfiiggvényét:
Q(z) = o+ qr + g’ + gz’ + - -

Tekintsiik a kdvetkezs két generatorfiiggvényt:

1+x)
0.12.22.32. 42 ) ey T1FT)
(7 ) ] ) ] ) (1_1‘)37
1
(1,1,1,1,1,...) +— )
l1—2z

Osszeszorozva ezeket éppen a Q(z) generatorfiiggvényhez jutunk, igy

z(1+ z)
R
A generatorfiiggvény egyiitthatéinak meghatarozasihoz jegyezziik meg, hogy
az
1
(1—a)!

generatorfiiggvény n-edik tagja
4+n—-1\ [(n+3
n 3 )

(1—z)!

ezért az

generatorfiiggvény n-edik tagja

((n—1)+3> _ (n+2) _n(n+1)(n+2)

3 3 6 ’

han > 1, és 0, han =0, illetve az

SL’Q

(1—a)*
generatorfiiggvény n-edik tagja

((n—2)+3) _ (n+1> (n—1)n(n+1)

3 3 ) 6 ’
han > 2, és 0, ha n < 2, kovetkezésképpen az

z(1+x)  ao+a?

1—x)t  (1—=)
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generatorfiiggvény n-edik tagja

(n—1)n(n+1) N nn+1)(n+2) nn+1)(2n+1)

6 6 6 ’

han > 2,
nn+1)(n+2)
6 Y

han =1, és 0, ha n = 0. Ennélfogva

_n(n+1)2n+1)

" 6

minden n =0,1,2, ... esetén.

6. Sima fankbol egyféleképpen véalaszthatunk 0 darabot, nullaféleképpen 1
darabot, nullaféleképpen 2 darabot, nullaféleképpen 3 darabot, egyféleképpen
4 darabot, nullaféleképpen 5 darabot, nullaféleképpen 6 darabot, nullaféle-
képpen 7 darabot, egyféleképpen 8 darabot, és igy tovabb. Igy a sima fankok
véalasztéasahoz tartozé generatorfliggvény

1
S)=1+a*+2°+22%+... = :
(x) +a2t+ a2+ + —

Lekvaros fankbol egyféleképpen valaszthatunk 0 darabot, nullaféleképpen 1
darabot, egyféleképpen 2 darabot és nullaféleképpen ketténél tobb darabot
Igy a lekvaros fankok vélasztasdhoz tartozd generatorfliggvény

L(z) =1+ 2%

Csokis fankbol nullaféleképpen valaszthatunk 0 darabot, nullaféleképpen 1
darabot, nullaféleképpen 2 darabot, egyféleképpen 3 darabot, egyféleképpen
4 darabot, egyféleképpen 5 darabot, és igy tovabb. Igy a csokis fankok va-
lasztasahoz tartoz6 generéatorfiiggvény

C(x):$3+x4+$5+x6-|—...:1 :
-z

Végiil vanilias fankbol egyféleképpen valaszthatunk 0 darabot, egyféleképpen
1 darabot és nullaféleképpen egynél tobb darabot. Igy a vanilids fankok
véalasztasadhoz tartozo generatorfliggvény

V(z)=1+=.
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Ezek utan a fankok adott feltételeknek megfelels valasztasdhoz tartozod
generatorfiiggvény

23(1 4+ 22)(1 + )
1= a(1—2)

231+ 2% (1 + )

(I+22)(1 —22)(1 —x)
23(1 + )

(1 —a)(1 —x)

23(1+ )
1+2)(1—2)(1—2x)

x3

(1—=)*

S(@)L(z)C(x)V () =

Igen &m, de
1

1,234, ...)¢— ———
(777’ ) (1_']:)27

igy
1’3

1—a)

kovetkezésképpen n fank a feltételeknek megfelelGen n — 2 kiilénb6z6 modon
valaszthato ki, ha n > 3, és nullaféleképpen, ha n < 3.

(0,0,0,1,2,3,4,...) +—

7. Az énekesmadarak valasztasahoz tartozo generatorfiiggvény

2

E(x) = 22 4 6 8, ... _"* '
(x) =2+ 2" +2°+2°+ o

Az aligator valasztasdhoz tartozd generatorfiiggvény
F(z)=1+u=.

A macskak vélasztasdhoz tartozo generatorfiiggvény

M(x):a:2+x3—|—$4+x5+...:1 :
—x

Végiil a chihuahudk és labradorok valasztasahoz tartoz6 generatorfiiggvény

472

K(x) = 2222 + 2%2% + 2% + 255 + ... = =
— 2x
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Igy az id6s holgyet a délutani sétajara elkisérs haziallatok valasztasahoz tar-
tozd generatorfiiggvény

x? x? 472
Elx)F(e)M(x)K = 1
() F@M @)K () = 15— (14 2) =
x? x? 422
— 1
(1—:1:)(1+x)( +x)1—x1—2x
425

1—2)2(1 —22)°

A generatorfliggvény egyiitthatdinak meghatarozasihoz elGszor alkalmazzuk
a parcialis tortekre bontas modszerét az

1
(1 —x)%(1 —2x)

formalis hatvanysorra. Olyan Ay, Ay és Aj valés szamokat keresiink tehat,
amelyekkel
1 Al AQ A3

O—aP(—20) 1—z (=27 1-2¢

Kicsit btivészkediink a jobb oldallal:

Ay As As
2 (—2p 1-2¢
A(1—2)(1 —2x) + Ay(1 — 22) + A3(1 — x)?
(1 —x)%(1 — 2x)
(Ap + Ay + Az) + (=3A; — 245 — 2A3)x + (24, + A3)2?
(1—2)2(1 - 22) '

Vilagos, hogy
1
(1—2)2(1 —2x)
(Al + A2 + Ag) + (—3A1 - 2A2 - 2A3)l’ + (2A1 + A3)$2
(1 —x)%(1 —2x)

akkor és csak akkor teljesiil, ha

A+ Ay + Ay =1,
—3A1 - 2142 - 2A3 - O,
24, + A; = 0.
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A linearis egyenletrendszert megoldva a kévetkezdt kapjuk:

A = -2,
Ay = —1,
Ay =4
Igy
1 B 2 1 4
(1—2)2(1-22) 1-2 (1-2)2 1-2z
Most
1
(L,1,1,1,--+) «— ,
l1—=x
1
1,2,3,4,---) +— ——
(7777 ) (1_$>27
1
(1,2,2%,2%,--) ¢ .
1—2x

Ennélfogva az
1

(1 —x)%(1 —2x)

formalis hatvanysor n-edik tagja

—2—(n+1)+4-2"=2""2—n -3

Kovetkezésképpen a
425
(1 —x)%(1 —2x)
generatorfiiggvény n-edik tagja, vagyis azon lehetfségek szama, ahanyféle-
képpen az id6s holgy a délutani sétara magaval vihet n allatot a feltételeknek
megfelel6 moédon

42076 _(n —6) —3) = 42" —n +3) =22 —dn + 12

han > 6, é 0 han <6.
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